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INTRODUCAO

Em 1908 E. Zermelo forneceu os axiomas para a teoria
dos conjuntos que serviram como base ao sistema axiomatico
mais usual na légica matematica atual: o de Zermelo-
Fraenkel ou ZF, que acrecentou a teoria de Zermelo com os
axiomas de FundagBes e Substitmﬁgf—i’oz. 0O estudo do sistema de
Zermelo tem trés importantes raztes. A primeira 6 que nele
pode ser desenvolvida quase toda a matematica atual, apesar
de que n3o se pode fazer a reconstrugido da teoria ordinal e
cardinal de Cantor, ou seja, por mais que ela seja menos
poderosa que 2ZF, & suficiente para a maioria dos fins
praticos; a segunda é que, conhecendo a relagdoc entre a
Teoria de Zermelo e 2ZF, podemos saber também como
acrescentar a primeira para um fim especifico determinado e
a terceira ¢ uma razio histérica, pois o conhecimento dos
aspetos légico-matematicos da teoria pode servir para
compreender melhor a heuristica e o3 conceitos intuitivos
relacionados com o desenvolvimento histérico.

A finalidade deste +trabalho é o estudo de alguns

i
cfr. ZERMELO [1908].

Este acréscimo foi feito por Fraenkel “ Skolem. cfr.

FRAENKEL [1922) o SKOLEM [(1923).



modelos da teoria de Zermelo que posszibilitam resultados de
independéncia, isto é, supondo a consisténcia de certas
subtoorias, prova-se, de uma maneira finitista, que
determinados axiomas naoc podem ser derivados dos outros.
Assim, wusando o© método dos modelos de permutagio de
Fraenkel-Mostowski® prova-se a independéncia dos axiomas de
UniSo e do Conjunto [Poténcia, tendo importancia o fato de
que as duas provas s3o totalmente finitistas. Isto é, seja ¢
ou o Axioma de UniSo ou o Axia-m do Conjunto Poténcia, e
seja T a teoria resultante da eliminagdo de ¢ da Teoria de
Zermelo. Suponhamos que a teoria T, a qual foi acrescentada
=g, seja inconsistente, ou seja, pode-se deduzir uma
contradigdo a partir dela. Entic o© método fornece a
construgdo da dedugSo de uma contradigdo a partir da teoria
'.f‘ somente. Estas provas s3o resultados originais.

Além disso, estuda-se um modelo interno da teoria de
Zermelo que tem sido pouco abordado pela literatura. Embora,
este modelo permita obter importantes resultados de
independéncia, como a consisténcia relativa dos axiomas de
Pares, UniSo e FundagBes. Também dele obtém-se um resultado

sobre pontos fixos da fung3o unido que permite generalizar

Introduzido em FRAENKEL (1922) e aperfeigoado por

MOSTOWSKI e SPECKER, enire oulroes,.
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alguns fatos conhecidos sobre a impossibilidade de provar a
existéncia de certos conjuntos, fornecendo uma prova
unificada. Também estes s3o0 resultados originais.

Por altimo, prova-se a independéncia do Axioma de
Fundag@es do Esquema de Axiomaz de FundagBes. Este resultado
foi obtido por |Jensen e Schroder, mas a prova destes
autores, a diferenga da fornecida aqui, n3o & finitista.
Além disso, a prova dada neste trabalho & rnai. simples.

Devido a outros resultados bem conhecidos, © acréscimo
feito aqui fornece uma idéia precisa das posgibilidades e

limitag®ezs da teoria de Zermselo.
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PRELIMINARES: A TEORIA DE ZERMELO

A teoria de Zermelo, que abreviaremos Z—, é uma teoria
de primeira ordem com igualdade, que tem somente a
pertinéncia, "€, como simbolo de predicado n3o légico‘. A
tal efeito podem ser utilizados, por exemplo, o3 axiomas
l6gicos que figuram em MENDELSON?, para fazer um sistema

axiomatico estilo Hilbert., acrescent.ando os seguintes

axiomas.

Axioma de Extensionalidade:

(Ex) VxVYyVz ((zex & zey) = x=)D

Axioma de Pares:
(Pa) ¥xVy3dzVu (uez & u=x v u=y)d

Este axioma possibilita a definig3o usual de {x,y}.

Axioma de Unido:

Und ¥x3yVu (ucy & 3h (ueh ~ hex))

- A tecria de Zermelo, tal come ela fou feita em 19089, néo

era uma Leoria de primeira ordem, devido a que o uso dessa

légica awnda n8ic se havia generalizado.

2
Cf. MENDELSON [1987).
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Escreveromos & uniao de um conjunto x como WU, & a uniso de

X e y como xUy

Axioma do Conjunto Poténcia:
(Po) V¥xIyVu (uey & usSxd

Onde uSx é a férmula Vz (zeu =» zex) D

Axioma de Infinito:

N> 3x Ay (yex ~ ¥z zgy) A Vz (zex 5 (z U 2»exd

Esquema de axiomas de Separagio

(Se) VxIyVz (zey & zex ~ pl2))

A teoria de Zermelo com escolha, ZC, é 2Z acrescentada

com o Axioma da Escolha.

Axioma da Escolha:
CAC) V¥x (VyVz (yez A zex ~ y*z ~ 3h hey > = 3hChey A hezdd »

=+ JeVz (zex - Jlh Chez ~ heedd

A teoria de Zermelo bem fundada, Z, é Z° mais o axioma

de Fundagdes.

Axioma de Fundagdes

(Fu> Vx Ay yex = Ay (vex A yrx=02)



A teoria de Zermelo-Fraenkel, ZF, é 2 mais oz axiomass
de Substituigio. ZF & 2ZF sem o Axioma de FundagBes. ZFC

e ZFC tém o significado obvio.
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RESULTADOS DE CONSISTENCIA RELATIVA USANDO O METODO DOS

MODELOS INTERNOS.

1. Os métodos para provar consisténcia relativa nas teorias

de conjuntos.

Quase todos os resultados de consisténcia relativa nas
teorias de conjuntos foram obtidos pelo método de modelos
internos, modelos de permutagdo ou forcing. Este ultimo
método n3o produz provas finitistas enquanto ¢é aplicado a
teoria de Zermelo. Ademais o método do forcing permite obter
resultados de dois tipos: de cardinais e combinatéria infi-
nita de um lado, e de outro em referéncia ao Axioma da
Escolha. Mas os resultados do primeiro tipo n3io tem impor-
tancia na teoria de Zermelo porque a cardinalidade dos con-
juntos & indefinivel, mesmo que acrescentemos o Axioma da
Escolha. Além disso, o método dos modelos de permut.agao
fornece provas em Z~ dos resultados do segundo tipo.

Assim sendo, somente estudaremos aqui os dois primeiros
tipos de modelos, comegando neste Capitulo com os modelos

internos.



2. 0 método dos modelos internos em geral

Um modelo interno nio é um modelo no sentido semantico
do termo, mas é um procedimento que fornece provas de
consiténcia relativa, nas quais a heuristica provém da nog3o
semantica de modelo. Por isso também se dA a eles e a outros
procedimentos semelhantes o nome de modelos sintaticos.
Poderiamos fazer um tratamento geral dos modelos sintaticos,
mas preferimos tratar por separado os modelos internos e os
modelos de permutag3io para simplificar a exposig3o.

Pelo Teorema de G@ddel n3oc se pode provar em 2Z a
consisténcia de Z . Por isto, n3oc se pode provar em Z a
existéncia de um modelo de Z, isto &, nio se pode provar a
existéncia de um conjunto <A,E> tal que seja um modelo de Z
de dominio A e a relagdo E interprete o simbolo € Mas tudo
isto é verdadeiro, desde que Z seja consistente.

Por isto, o método dos modelos internos na'?‘d fornece um
conjunto que seja um modelo de uma teoria determinada, mas
somente uma classe definivel M, no sentido que 'existe uma
férmula ¢ da linguagem de Z, tal que vale Vx (p(x) & xeM),
fato que ¢é interpretado no sentido intuitive como que a
classe M é o dominio do modelo. Para um tratamento mais
geral haveria também que considerar os modelos internos nio

standard, no sentido que a relagdo pertinéncia n3do é somente



a restrigio de € Mas, como todos os modelos que vamos
analisar s3o0 standard, isto n3o é preciso no contexto deste
estudo. Aqui comegamos por provar que os modelos internos

fornecem provas de consisténcia.

DEFINICAO 1: Vxey p(x) = _ Vx (xey = p(xdD

df
DEFINICAO 2: Seja M uma classe. A4 relativizag¢do de ¢ a
M, p" &

(mctsy)‘il = XEY

af
(x-y)“ - Sy

™ = ™

af
y ~ " " VAN

W pd™ = VxeM CpCodO™

Por exemplo, (¥x xey)“ é& VxeM xey, ie. Vx (xeM = xe€yd,
o que, por fim, na linguagem de Z & Vx (p(x)> » xeyd.

A Definigo 2 somente tem validade neste Capitulo, ja
que no préximo vamos definir um outro tipo de relativizagao

para os modelos de permutagao.



DEFINICAO 3: Se T ¢ um conjunto de férmulas, entio ™ 6 o

conjunto das relativizag®es de todas as férmulas de T.

TEOREMA 1: Sejam T uma teoria e M uma classe tais que T} T
= T"l— Ix (xeM). Ademais, seja y uma sentenga qualquer tal
que T wu. Ent3o TV w". Isto se prova de maneira finitista,
ou seja, fornecidas as dedugdes das hipéteses, contrébi-se
uma dedugdo de w" a partir de T,

Primeiro fixamos uma dedugido D que justifique T} w“. Se
¢ é uma férmula, sejam X X todas as variaveis livres que
figuram nas férmulas de D (segundo a ordem da numeragdo do
alfabeto), e seja pv a férmula Vx‘...Vxhp. Prova-se,
primeiro ™ wvu, por indugdo no comprimento da dedugdo, e
logo, prova-se ™ w“, sob a hipétese ™F 3x (xeM>. Nos
.out.ros detalhes técnicos se faz da maneira usual, por
exemplo: fixa-se uma férmula que define M e se renomeiam as
variavels ligadas que figuram em D, etc. Nos casos que vamos
ter aqui, a classe M n3o tem parametros, isto é, a férmula
que a define s6 tem uma variavel livre, e assim sendo,
deve-se dar atengido a poucos detalhes . Seja ent3do D, isto
é, Y, oW =Y, uma dedugao de y em T.

ad Se n for igual a 1, entdo temos duas posibilidades:



1> ¥ & um axioma légico. No sistema de MENDELSON®,
se y tem a forma de algum dos esquemas de axiomas
1, 2, ou 3, é imediato. Exemplo: seja y da forma
de um dos axiomas 1, 2 ou 3. Ent3o, w“ tem a for-
ma do mesmo axioma, por Generalizagao temos w“v,

My,

que implica wuvu (que é a mesma férmula que \pv
Se y é um axdoma 4, isto &, VYx 9(x> 4 &C(y), pois
nossa linguagem primitiva n3o tem simbolos de

constante nem de fung3do, e sendo ¢ a férmula que

define M, isto &, xeM & p(x), temos que provar:

[Vy (PCy) = V¥x Cplxd » 9Cx » 8] ™

v
Vx‘(p(x‘) - me(p(xm) =+ (Vy (p<yd =

> Vx Cpxd » MG » aMayd))).) o

Pondo como hipéteses plyd e V¥x (plxd < 0"(x>), &
facil provar Vy (ply) =+ Vx (plx) = e“(x))), donde

se obtém (¥) usando o axioma 1, Modus Ponens e

cf.

MEDELSON [1987]) pg. 55-50.



Generalizagao repetidas vezes. Igualmente, para o

axioma 5 tem que se provar:

! &
in‘p(xi) > ...me(p(xm) =+
s (Vx Cpixd » ™ » (M)

a M 5 ¥x pixd a» O)).)

que obtém-se pondo como premissas as férmulas
Vx C(plxd> » M » (’“)) e o™ Na prova dos axiomas
da igualdade, n3o hA dificuldade alguma.
ii> weT. Por  hipdtese temos Tur— w". De w“
deduz-se wv“, e ent3o, ’I‘ur» wvu.

b> n>1. Temos 4 casos:
i v ¢ um axioma légico. Procede-se da mesma
maneira que acima;
ii> V’“GT- Também procede-se igual acima;
iiid v, deduz-se por MP de duas férmulas

anteriores v, 8 P Pela hipétese da indugio

temos wt‘m e (wt-wln)v" que é:
Vx (pCx > Vx (plx > » p™ M5Y..) >
KNP D ¥ N WP N e .

onde p(x) é a férmula que define M, isto &, xeM &

p{x>. Deve-se provar V,_v“ -» wnvu a partir de d#d.



Primeiro tiramos de ) todos os quantificadores
Vx , 1<i<m. Suponhamos que ja temos tirado até

L

i-1, ou se ja:
p(x > =» (p(xz) >... (p(xi_!) = in(p(xi)-}S))...)
Como a uUnica variavel livre de p(xi_l) é x |,

temos: (p(:.c,t_i) - Vx_‘(‘) = Vx_‘(p(xi_‘) 2> [), e

substituindo equivalentes obt.emos:

p(xi) > (p(xz) > ...

- in(p<xi_‘) > (p(x_t) > ).
Voltamos a fazer o mesmo até que th fique no

inicio da férmula, e logo usando o axioma 4 e MP,

eliminamos in da férmula. Ent3o temos:
e > o (plx D> (péx > » p ™ s Ty
P> 2 (PO 3 o 3 (pOx > 5y~ 3y )

M M M
Como p(xm) - (wt * ¥ > o (p(xm) * ¥ > 5 (p(xm)

- w““) temos:

p(x‘) = (qo(xz) - ...

M M
e ((p(xm) > v, > > (p(xm) >V 3)..)



e repetimos até distribuir todas as p(xi). Logo,
por Generalizagio e Vx (8 = D> = (VX8 = Vx>
voltamos a colocar todos os quantificadores até
ter: zptv" -wr“v". Ent3o, por MP temos: wnvu-

iv) v é Vx ¥, com t{n. Como no caso acima,
primeiro tiramos todos os quantificadores iniciais

de th . Se x for igual a algum X trocamos o

nome de x. por uma variavel nova 2. Usando
Generalizagdo e a equivaléncia Vy (O = > & ¢ =»
Vv{> (se y n3o ocorre em 9, colocamos V¥x ao lado
de ¥, Agora trocamos z por x, (se haviamos mudado
o nome), e com Q(Jeneralizagido e a equivaléncia dita
voltamos a colocar todos os quantificadores.

Azs=sim temos T“}- whvu-

Agora wvamos tirar todos os
quantificadores relativizados. Ent3o temos Vx_‘Cp(xt) - 8
para 1<i<m e a seguinte dedugio em T", onde y ¢ uma variavel

ainda n3o usada, para poder usar a regra ¢* na terceira

férmula

cf. MENDELSON [1987), pge. G4-65.



Ix plxd
in(qo(xt) > &
ey

ey =» &

8

x, n3o estid livre em & porque & é uma sentenga. Uma vez

feito isto com todas as X, temos T wh".

COROLARIO 1: Como no Teorema 1, sejam T uma teoria e M uma
classe tals que, T| ™ e ™ 3x xeM, e seja y uma sentenga
qualquer tal que, Tk w". Ent3o prova-se de maneira finitista

Con(T) = Con(T+y)>, onde "Con" significa consisténcia.



O modelo V

O modelo interno mais conhecido de 2Z é V... Cuja

definig3o é:

V=0

o

L' = PV >
O+ 4 ot
v(.u)- ngb) vn

vb»d G ofe&m vot

Este modelo estA definido em ZF, é por isso, nao forne-
ce provas finitistas de consisténcia, mas somente provas em
ZF. Em realidade sua fama deve-se a que a hierarquia dos Va
é o modelo mais usual de ZF, e a que wa é o primeiro dessa
hierarquia que satiafaz os axlomas de 2. Também nZo nos
proporciona muita informag3o sobre 2Z, pois tem conjuntos
demais, como V cuja existéncia n3o pode ser provada em Z’
(se 2Z for consistente). A dnica coisa importante que
nos ensina Vwm é que a existéncia de w+w n3o pode ser
provada em Z, se Z é consistente. Nio fornecemos aqui uma

prova de que wa é um modelo interno de Z, porque & uma

2
prova elementar encontravel na literatura .

Ver, por exemplo, DRAKE [1074].

10



0O modelo W

Em Z° pode-se provar a existéncia da classe W, que & um
modelo interno de Z . Se considerarmos somente a linguagem
de Z', ou seja, sem simbolos adicionals, isto significa que
existe uma férmula p(x), com somente x como variavel livre

tal que, se definirmos:

xeW & (2

entZo podemos provar em Z a relativizag3o dos axiomas de Z~

ao modelo W.

Com estas convengSes, devemos provar:
Z 1 <Z V.

A prova de que W é um modelo interno tem duas partes:
em primeiro lugar prova-se a existéncia de W em Z, ou seja,

constréi-se a férmula p(x), e em segundo lugar, prova-se,

para cada axioma y de Z:

11



DEFINICAO 4:

Vv =0
L8]

\" = P(W D com ne<w
nti n

W = ny&) wn

LEMA 1: Para cada W, vale:
ad W, € Wp,

b) x<W, & x€W..

cd) W, € W,

d> Vmsn (W, € WD

e) Ymew meW,

) xcW, = x<W, (.e. W, é transitivod

A partir da definig3o, as partes a) e b) s3o imedia-
tas; c) segue-se de f) e b); e d) segue-se de cd. A parte ed
prova-se por indug3o. E imediata para W,=w. Agora devemos
provar que meW,,. Se m=0 ¢é imediato. Se nao, 0,..,m1eW,,
ou seja, mEW, e meW,, por b). Para f), procedemos também
por indug3o. Notemos que Xew = XSw, isto &, wvale para W,.
Para provar que vale para W,,, suponhamos que xeW,,, e que
yex. Por b) x<W,, e assim sendo, yeW,. Por hipétese indutiva

VvEW,, e por b), yeWp,.

12



Contudo a Definigido 4 ainda n3o tem justificagio. Se
estivermos trabalhando em 2F, a definigic de W estaria
justificada pelo Teorema da Recurs3o Transfinita. Ou =seja,
sendo F e @ fung®es classes, com FOn —— V ¢ GV — V,

temos:

FloO=G(F | o

Mas para provar em ZF o Teorema da Recursdo Transfinita,
precisa-se do Axioma do Substituig3o, e assim sendo, essa
prova n3o pode ser feita em Z . Mas se acrescentarmos certas

condic@es pode ser feita em Z :

Fn)=G(F [n) com new

estas condigBes s3%0 que Iy GCF|nd=y para cada n, e ademais,
gque a existéncia desse y possa provar-se em 2z . Nesses
casos, a classe F esta4 definida por uma férmula, que pode
ser utilizada para definir modelos internos.

Se seguirmos a prova habitual o problema fn...mdament.a.l
consiste em que para cada n, deve-se provar a existéncia das

fungBes parciais f de dominic n tal que:

f=F|n

13



normalmente chamadas, uma computag3o de comprimento n basea-
da em G. Para provar a existéncia dessas f em ZF utiliza-se
o Asxioma do Substituicio. Como n3o temos este axioma,
provaremos a existéncia das f com os melos a nossa
disposigdo em 2Z . Como, em realidade, n3o se precisa de
todos os axiomas de Z para esta prova, vamos definir uma

subteoria T de >

DEFINIGAO 5: T=Z - Pares - Uni3o.

LEMA 2: {n,W,> € W,
Peloc Lema 1, neW,,, e WpeWn,;- Ent3o tanto {n} como

{n,W,} pertecem a Wn, e <n,Wn> € Wn,s

TEOREMA 2: Em T pode-se provar a existéncia de uma computa-

G3o de comprimento n, f,, para cada n, tal que,

VYmén (Fmd=W.=f,(md) ®

Como vamos trabalhar em T, devemos construir a fungad@o

f, usando somente os axiomas de Partes, Infinito e Separag3o

(isto &, sem Uni3o nem Paresd.

14



Para todo m<n, <{m,W,><W,.,. Ent3o, pelo Lema 1 d), para
todo m<n, <MW, >eW,..;. Seja ;=0 e f,,={{m,Wp>: m=n}, ent3o
frnaSWn.,s. Pelo Axioma de Separag3do, f, existe. Ademais f,
satisfaz = Com o Axioma de Extensionalidade, prova-se que é
funcio e que é a unica computac3o de comprimento n baseada

na Definig3o 4.

LEMA 3: 2> T F (ExO"
b T F <Inf>”
> T F PodY
Para a) é suficiente notar que W ¢ transitiva. Para b)

vamos ver dque (Imﬁ‘)"‘r é:

TxeW ((Bexd” ~ VzeW (zex o ((z U {2P) € PN ID

Como xe{a,b} e x=a v x=b e que x € aUb & x€éa v xeb, tanto
{a,b} como auUb sBo absolutas. Asim temos: C2u{zprexd” @
(zU{z}dex. Ademais, w existe por In e como Vnew, neW,
satisfaz In". Para ¢ Po¥ é:

VaeW TveW VzeW (z2ey & (=)

Primeiro vemos que a inclus3do é absoluta:

15



VacW VbeW (achb e (acb>">

ou seja:

VYaeW VbeW (Vo (cea = ceb) & VceW (cea = cebd))

Fixamos a e b, entido a direita ¢ uma implicagao légica em
primeira ordem. Para a reciproca, seja ¢ um conjunto
qualquer tal que cea. Pela transitividade de W, temos que
ceW e por VceW (ceca = cebd)d, temos ceb. Agora, para provar
Pow, fixamos um xeW. Por Poténcia P(x) existe. Vemos agora
que P(xdeW. Como xeW, existe um n tal que, xeW,, e pela
transitividade de W,, temos que xEW,. Seja yeP(x), ou seja,
yEx e por isso ysW,. Entdo yeW,,, e finalmente temos que

POIEW,,, e PUxdeW,,;.
LEMA 4: 2> T  (Pad”
B T - <UndY
D T + Sepd”

Para a) notamos que Pad” &

VxeW VyeW TzeW VueW (uez & u=x ~ u=y)d

16



Fixamos x e y. Ent3o existem n e m tais que, xc<W, e ycW,.
Seja r=max{n,m). Ent3o x e y pertencem a W, e W,<W.,,. Por
Separag3o obtemos {x,y} de W,.. Como a operagdo pares é

absoluta, {x,y} satisfaz Pad”. Para b>, Y &:

VxeW IyeW VzeW (zey & TheW (zeh A hexd)

Seja xe€W, isso é, xeW, para algum n. Pela transitividade de
W,, Ux<W,, e portanto, UxeW,,,, mas como W,,<W,., por
Separag3o obtemos Ux. Ainda falta provar que Ux é absoluta,

ie.

VxeW VyeW (3h (heW A yeh A hex) & 3h (yech ~ hex))

A direita é uma implicag3o légica. Para a inversa, fixamos
um hex. Ent3o pela transitividade de W, heW. Para c> note
que (Se-]::»)'llr é:

VxeW TyeW VzeW (zey & zex - p“(z) >

Fixamos um xeW. Por Separagdo, existe s={z2: zex - p“(e)}.

Ademails, como x<cW, xeW, para algum n, e x=W,. Como s&x,

também s<W, e seW,.;.
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LEMA B: a> T - <FwY.
b) T  (¥Vx xe\v’)“.

Para ad (Fw" é&:

VxeW ((x=@" o TyeW (yex A VzeW (zgy o z@x)d)

Seja um xeW qualquer tal que, =", Seja n o menor m tal
que, x€Wy,, isso &, xeW, e xgW, se min. Agora procedemos por
casos. Se n=0, entido xew. Como x#@ e Becx, com isso
verifica-se o consequente. Se n3o, ent3do xecW,,;. Ent3o, seja
m o menor natural tal que 3y (yez A veW,), e seja s=W, . Se
=0, escolhemos o menor tew com tes. Se nioc m=r+l e seja
yes. Ent3o y#0, ou seja, 3z zey, e zgx, pois z2eW,.. Para bd
temos que ver que xeW ¢é absoluta. Assim ¢é, pois isto é
consequéncia de que os conceitos usados para definir

“computagdoc de comprimento n sdo absolutos. Logo, é

suficiente notar que (¥x xeWD" & Vx (xeW » (xeWd").

DEFINICAO 6: Z'=Z +Fu+ Vx (xeWD

TEOREMA 3: Con <(T) =+ Con Z%>

E um fato conhecido que a existéncia de V,, wtw,

z={0,{0},{{O}},{{{O}}}» ... }, etc, n3o se pode provar em
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Z , se Con (Z ). De uma maneira mais geral, provamos:

TEOREMA 4: Seja x tal que x#w, x#@ um ponto fixo da fung3o
unido, i.e., Ux=x. Ent3c, se Con (T) a existéncia de x n3o
se pode provar em -4

Seja um tal x com as caracteristicas indicadas. Vamos

provar que x&W.

1) xgW,=w. Pois o uUnico new tal que Un=n ¢é 0, ja que
UKn+1D=n.

2) xgW,=P(w). Ou seja, x%w. Suponhamos, para uma prova por
absurdo, que X#w ~ xSw ~ Ux=x. Note-se que x n3o pode ser
finito, porque se isto acontecer haveria um maximo nex, e em
tal caso neglx. Para x infinito 3n ex A ntlexd. Entdo,
como nen+lex, teremos nellJx=x, uma contradig3o.

3 xeWn,, = X&Wn... Suponha que xeWn.,.. Ent3o, xEWn. e

podemos escrever:

wn'lg(w“ “"-X) U p 4

Como Wn.,,=P(W.>, temos que UW,,=W,. Ent3o,

Wr=UWn = (W, ;=) U 1=K Wy ,;~x3]1 U ADO=IKWp ,,~x) U x]
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Ent3o, x<W, e xcW,.,. Asim, temos que x&W,, = x=W,.,. Em
sintese, temos que xgW, e procedemos por indugioc A partir de
n=1, usando b) e <) da pagina 11, e com isto fica provado
para todo W,.

Suponha-se agora que a existéncia de x pode-se provar
em Z'. Como em Z' podemos provar que xeW, temos uma
contradigZo, ou seja, -Con(Z’), o que produz =CondT>. Tendo
em consideragdo alguns conjuntos x para os quais Ux=x, temos

o seguinte Corolario.

COROLARIO 2: A existéncia de =z, V., Vi.o» wtw, wtwtw,

+
Wy, +w, etc., ndio se pode provar em Z .

Como o ordinal w+w é definivel em Z', se fosse possivel
provar em Z' a existéncia de algum ordinal maior, poderia
provar-se a de wtw pelo Axioma de Separagio. Portanto n3o se
pode provar em Z' a existéncia de nenhum ordinal maior que
wtw. Por este motivo, a teoria ordinal de Cantor n3o podem
ser desenvolvida em Z'. E, além disso, se se pretende que os
ordinais sejam absolutos, também n3io se pode desenvolver em
Z' a teoria das recursdes transfinitas representavels na
Aritmética de Peano. Ademais, pelos mesmos motivos que para

wtw, n3do se pode provar em 2" a existéncia de nenhum

conjunto V_, com odw.
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O sistema de axiomas Z¥ é redundante, pois o conjunto
de axiomas T+Vx(xeW) (que chamaremos T”) gera a mesma

teoria.

TEOREMA 5: a) T’  Pa
b> T’ | Un
c> T’  Fu
Para a) e b) fazemos como no Lema 4, e c) prova-se de

maneira semelhante ao Lema 5.
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2. RESULTADOS DE CONSISTENCIA OBTIDOS PELO METODO DOS

MODELOS DE PERMUTA O DE FRAENKEL-MOSTOWSKI.

1. Os modelos de permutacio em geral

O método dos modelos de permutag3o fol introduzido por
A. Fraenkel e desenvolvido mais tarde por A. Mostowski e E.
Specker, entre outros. Os modelos de permutagdo s3o modelos
sintAticos, mas eles podem ser entendidos também de uma
maneira platénica: conservando o mesmo universo dos
conjuntos, define-se uma outra relacio em vez da pertinéncia
“standard”. Ou seja, estes s3o modelos n3o standard, pois o
simbolo "e" n3o & interpretado como a relagdo intuitiva de
pertinéncia da teoria ingénua dos conjuntos. Embora esta
maneira de compreender os modelos de permutagdoc tenha uma
grande importancia heuristica, do ponto de vista da légica
matematica, o principal é que eles geram provas finitistas
de consitencia. Lembramos que temos uma prova relativa de
consisténcia finitista da teoria T em relagdo a teoria T,
em simbolos Con(T”>aCon(T), quando se daA um procedimento
mecanico capaz de produzir a dedugio de uma contradig3oc em
T’, fornecida a dedug3Zo de uma contradigio em T.

0 método dos modelos de permutag3o introduz a

pertinéncia n3o standard como um simbolo eliminivel. Isto é,



as provas que fornecemos que tenham férmulas com a

pertinéncia n3o standard podem ser transformadas em provas

na linguagem originaria da teoria.
Assim, as seguintes definigBes permitem a construcio do

modelo de permutag3o:

DEFINICAO 7: Se T & uma teoria qualquer, diz-se que uma
férmula plx,y) sem variaveis livres exceto x e y, define uma

permutag¢@o do universo em relag¢do B teoria T sse:
1% T VxVyVz (plc,vaplz,y) = x=2)
2%) T VxVyVz (plx,yIaplx,2) 3 y==2)

3> T VYx3y plx, ¥ A ¥x3Iy ply,xd

Se ¢ define uma permutagdoc do universo, também chamaremos a

¢ uma bije¢do (do universo).

DEFINICAO 8: Seja ¢ uma bijeg3o (supondo fixada a teoria T

Flxd=y sse 0x,V)

x €’y sse 3z (F(xd=z A zZeyd

também chamaremos a F uma bijegdo ou uma permutacg3o.
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DEFINICAO 9: Fixadas a bijeg3o ¢ e a teoria T, e sendo ¥ uma

férmula qualquer, seja wF (a relativizagio de yd

D x=ydm  xay
F »
2) (xey) = ar X<’y
Dy > nf-d, v a0
F F
4> (yd - T

5> (¥x w)r-df Vx wr

TEOREMA 6: Seja F uma permutag3o, T uma teoria e y uma
férmula deduzivel de T, isto &, Tk y. Ent3o T F ¥ .
Prova-se por indug3o no comprimento da dedug3o, de
T wr. Seja ¥,» 0¥ =y uma dedug3o de y em T.
ad Se n for igual a 1, ent3o tem duas posibilidades:
i) vy 6 um axioma légico. No sistema de MENDELSON',
se y tem a forma de algum dos esquemas de axiomas
1, 2, 3, 4 ou 5, ou os axiomas da igualdade, é
imediato, pois tpr tem a mesma forma.
11> ¢y & um axioma de T. Ent3o wr ¢ um axioma de
TF e trivialmente deduzivel de TF.
b> Supondo que ja temos ™) v, para cada m<n, devemos

provar ™ ¥ . Se v, é& um axioma légico ou uma férmula
™

cf. MENDELSON [19207), PO 535-56.
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de T, o caso é& igual ao acima. Se v deduz-se por Modus
Ponens de duas férmulas anteriores ¥, € ¥ =y, por
hipétese indutiva temos (wr <% wh)r = wrr, que é a mesma
férmula que wrr & vﬁr. Por Modus Ponens temos w“r. Se
v deduz-se por Generalizagdo de uma férmula anterior,

v, por hipétese inductiva temos wrr, e por Genera-

lizag3o temos v -

TEOREMA 7: Sejam F igual aoco Teorema 6, e T e S duas teorias.
Se Th Sr, ent3o ha uma prova finitista de Con(T) 5 Con(S).
Prova de -Con(S)> = -Con(T). Supondo que S} pa-e temos
pelo Teorema 6 que gl pFA-IPF, peois (pA_lp)r é a mesma férmu-
F F F F F
la que p ~mp . Como T S, temos que TF ¢ Anp . Ademals, o

Teorema 6 diz como fazer essa dedug3o.



2. 0= modelos de permutacgio aplicados a Teoria de Zermelo.

O método dos modelos de permutagio permite obter
resultados de consisténcia relativa em fragmentos de 2.
Enquanto que em ZF pode provar-se (ZF )", para qualquer
permutag3o, isto n3o & verdade para Z7, pois a validade dos
axiomas de Uni3o, do Conjunto Poténcia e de Infinito,
dependem da permutag3o particular que se escolha: Isto
fornece provas finitistas dos trés avomas, mas =6 tem
interesse para os axiomas de Uni3oc e de Conjunto Poténcia,
pois para o caso do Infinito, temos modelos aritméticos
conhecidos. O seguinte teorema é um resultado geral

independente da permutag3do escolhida.

TEOREMA 8: Seja F uma permutag¢io qualquer para a teoria Z .
Ent30 Z '} Ex', ZF Pa' e Z7\ se.

ad ZF Ex', onde Ex’ & IVxVyVz ((zex zeyd » xmydIF.
Ve jamos primeiro que (zcxﬁzey)r é F(2dex & F(=2)¢y para um =2
qualquer, e supondo esta ultima férmula, provamos' que xSy
Seja um a qualquer tal que aex. Por 3% (pAgina 23), existe
um b tal que F(bld=a e como F(a2dex & F(=2)ey para qualquer =,
temos que F{bdey. De igual maneira prova-se que y<Sx. Ent3o,

por Extensionalidade, temos x=y.
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b> Z°} Pa', onde Pa’ & [(VxVy3zVu Cuez & u=x ~ u=ydl.
E esta férmula & VxVy3zVu (F(udez @ umx v umyd. Sejam x e y
dois conjuntos e seja =2={F0),F(yd}, (FxD e F(y») existem
por 3% (paAgina 23) e =z existe por Pa). Isto & FCluez sse
Fuw=F(x) ou FQu)=F(y). Mas por 1% e 2% isto acontece sse
u=xX ou umy.

cd) Z '+ Ser, onde Se' & [Vx3yVz (z2ey & zZex A p(z))]r, ou
seja, Vx3yVz ((F(zdey & F2dex - pr(z)). Vamos considerar a

férmula FOdey ~ p ) e seja z=FOO.

Flxdey A p’(x) @ zey A Ix(Flxd=z A pr(x)) por 1% e 2%

zeh & zey A Ax(FOO=z A pr(x)) por Se

Como F(x)>=2, h satisfaz Se’.

Discuss3o geral sobre relativizac3o

A diferenga dos modelos internos, os manuais n3o fazem
uma discuss3o geral do problema da relativizag3o, no caso
dos modelos de permutagdoc. Mas, o problema é a tal ponto
delicado que a prova da independéncia do Axioma da Escolha,
que forneceu Fraenkel em 19222, tem um erro por nio perceber

que a relativizag3o trocava algumas nogBes. O problema da

cf. FRAENKEL [1922).
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relativizag3o nos modelos n3o standard das teorias dos
conjuntos, ainda n3o tem uma exposicio geral, nem tampouco
foram desenvolvidas as ferramentas que permitam essa
exposig3o.

Suponha que tenhamos uma linguagem £ e duas
interpretagBes I e J de £ que coincidem no dominio. Suponha
ademais que ¥ tenha um simbolo de constante ¢, um simbolo de
func3o f e um simbolo de relagio R. Apesar de I e J terem o
mesmo dominio, poderia acontecer que a interpretag3o de ¢ em
I seja diferente da interpretagdc de ¢ em J Isto &, o
objeto que chama-se ¢ em I, objeto que nomearemos c, n3o é
o mesmo objeto que chama-se ¢ em [ CcJ), ou seja cI#cJ.
Entretanto, o objeto <. pertence ao dominio de J, mas ai n3o
se chama ¢. A mesma coisa acontece com os simbolos de
fung3o. Isto &, se a_ y-a_ pertecem aos dominios de I e |,
F é um simbolo de fung3o n-ario, e f: =) _fJ as interpretagles
de f em I e em J, poderia acontecer que f’(a‘,...,an) =
j_,(a‘,...,an). Analogamente para as relagSes, poderiam
existir a ,.-,a_ tais que, Rx(a‘,...,an) e nao
RJ(","""'“)'

No Nnosso caso particular, isto &, a teoria dos
conjuntos, a linguagem original somente tem o simbolo de
relag3o €, e os outros simbolos de constante, de fung3o e de

relag3o definem-se a partir da pertinéncia. Mas esquegamos

28



por um momento este fato e pensemos na linguagem ampliada da
tooria dos conjuntos com todos os simbolos usuais: 0, w, %,
U {, etc. Para um enfoque heuristico, pensemos que temos
duas interpretagdes, I e J, mas que I & a "verdadeira
interpretagio”, que diz como sS30 as coizsas "em realidade”,
fato que, como um abuso de linguagem, escrevemos T =T para
os termos. Ent3o, como no caso acima, poderia acontecer que
para uma constante, por exemplo @, tenhamos ﬂx#ﬁ.’. Mas isto
significa, com nossas premisas, que a interpretagio J usa o
nome @ para um objeto que n3o ¢é "o verdadeiro conjunto
vazio'”, j& que GJ#Q pois QI=G. Por exemplo, poderia
acontecer que G,':‘*” ou seja, na interpretagio J, @ seria o
nome do conjuntoe dos naturais. Analogamente, para os
simbolos de fungido o de relagdo, por exemplo auJbs{a,b},
.PJ(x)=U(x), et.c. ou a(Jb e b<la, etc. Em poucas palavras, uma
interpretag3c n3o standard J pode ser um “mundo ao reves”
onde as coisas tenham todos os nomes trocados. Isto da uma
idéia de em que se baseia a dificuldade dos modelos n3o
standard, isto &, modelos J onde tem a e b tais que aer mas
aab.

A idéia intuitiva de relativizagio a uma interpretag3o
J & justamente eontender que nomeiam em J os simbolos de
constante, de fung3o e de relagdo. Por exemplo, conhecer que

6 a relativizagio do © A interpretagio J, ou seja ﬂJ, o
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objeto nomeado por @ na interpretagio J. Mas isto somente &
uma idéia intuitiva. Come nossa intengio ¢é produzir provas
finitistas de consisténcia, n&o trabalhamos com modelos
semanticos, mas com modelos sintaticos, e assim, isto tem
que zmer formulado de outra maneira.

Nos modelos de permutagido a relagdo de pertinéncia
definida, que nés chamamos <’, é n3o standard. Em realidade,
ela é somente uma abreviatura, mas "trabalha" como se fosse
uma outra relagdo. Para maior complexidade, n3oc porque a que
tomos até agora seja pouca, na teoria dos conjuntos os
simbolos @, No, U, {, etc. s3o definidos usando somente a
relagdo pertinéncia (@ o3 simbolos légicos da linguagem de
primeira ordem com igualdade). Isto &, para conhecer que
coisa tem © nome @ no modelo de permutagio, temos que ir a
definigio de @, substituir € por & e explicitar esta
definigdo. Ent3o entende-se porque tem importancia conhecer

que =imbolos s&o absolutos disto 6, o simbolo relativizado
tem o© mesmo significado que o simbolo =mem relativizar) e
quais trocam os objetos, e como trocam os que trocam.
Fornegamos um exemplo do estudo da relativizagdo de um
simbolo. Seja F uma permutagio qualquer para Z . Vejamos o

que acontece com o simbolo @, cuja definigio é:

Vx (xel@ & x=xD
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substituindo o Gnico simbolo € temos Vx (xe¢’@ & x*x), e logo
Vx ((F(x) € @ e x#x). Explicitando duas vezes temos

Vx (3z (F(x)=2 A 2e@) & x#*x), o V¥x (Qz(plx,2) A ze@) & x*x).

Disto deduz-se =3z (plx,2) ~ 2@, e logo Valaplx,2d) v =z,

—p0x,2d v ==0 . *>

Mas, por ¢ bijegSo temos Vz3x p(x,2), donde 3x p(x,z). Entio
pela regra G, j& que x ainda n3o foi instanciada, tem
p(x,2), o que com (%) produz ze@. Como z=z temos zgl0 A ==z,

donde

Vz (e & ===)

Também prova-se facilmente a reciproca, com o qual temos
que o vazio & absoluto.
Mais geralmente, para todo termo T(x*,...,x > tem uma
™

definigao:

Vxl...Vany (ye*r(x’,...,xh) > w(x‘,...,xn) > Codd
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DEFINICAO 10: Seja F uma permutagdo para Z , e TEX s D
um termo da linguagem ampliada, com parametros X suesX s
(possivelmente nenhum), definido por %), A relativiclio de
T a F, em simbolos T é o termo definido por:

r
Vx‘...Vany (F‘(y)e‘rr(xi,...,xn) &y (xi,...,xh) >

DEFINIGAO 11: Seja F uma permutagdo para Z . Um termo

'r(x‘,...,x“) diz=se absoluto sse
-r(x‘,...,xn)='rr(x‘,...,xn)
N6és n3o precisamos definir a relativizagdo de uma

relag3o, mas poderiamos fazer de uma maneira analoga.

Relativizac3o em modelos de permutagdo da t.eoria de Zermelo

LEMA 6: a0 B==Br
b> xury=ny

<) {2, y}={F(x2,F(yd}

DEFINIGAO 12: x ={F(yD: yex>
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DEFINIGAO 13: x ' ={y: Flydex)>

Nota bene:

a> x¥ ou x T poderiam n3o ser conjuntos, em Z . Pelo
contrario, em ZF sempre s3o conjuntos, cuja existéncia
prova-se como © Axioma da Substitugdo.

b> Obviamente x pode ser diferente de x . E os dois podem
sor diferentes de F(x). (Ademais, F(x) sempre é um conjuntod.
c)> Em geral, fornecido um termo constante T, T_ pode ser

diferente de T, T e F(1). Mas para alguns termos podem

oxistir coincidéncias parciais. Por exemplo, as do Lema 7.

LEMA 7: Se para todo xew FOO=x, ent.3do o =w. Ademais,

satisfaz o Axioma do Infinito.

Primeiro temos que F(Gr)mr. Pelo Lema acima 0'_-0 ®
pela hipotese F(@)=0, ou zeja, F(Gr)=ﬂ. Analogamente, se
KEW, F(x)ewr =3 F((x)ru’_x)-{x)Uxm

Segundo, In' &:

Ix Ay FQex A Vz F@2dey) A Vz (F2lex =» (FCzUr{z)r)ex>
O vazio wsatisfaz V=2 F)e@ e, como vimos, F@)=0cw.

Ademais, seja Flad==z<w. Ent.So, zu&}=f-‘(zur{z}r)€m.
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COROLARIO 3: Seja F uma permutagio tal que, para todo xcw

F(x)>=x. Ent30, Z  In'.

LEMA 8: Sejam F uma permutag3o qualquer para Z e G=F !,
isto &, a inversa de F. Entd3o x' é um conjunto sse x ° & um
conjunto.

Imediato, pelas definicSes de x' e de x '.

LEMA 9: Seja F uma permutag3o qualquer para Z . EntSo
a) x<y é absoluta;
b> As proposig@es id-iii) s3o equivalentes:

i) xSy

i1 x"<y”

iiid> x Ty F
a) xSy & Vz (z2ex = =zeyd) e por F bijeg3o, é equivalente a
Vz (F(2)ex =» F(2dey)d, que é (xsy)r.
b> Ve jamos primeirc que i) = iid. Seja z tal que zex'. Por F
bijegio existe um =2’ tal que, =2=F(z’) e logo, =z’ex. Como
xSy, também F(z2’ey, isto é =z’cy’. Trocando F por F?!, x' e
' por xT o y T temos: id = iiid.

Para ii) = i) seja =zex, ent3o F(zdex' o logo F(z)eyr, zey.

Analogamente iiid> = i),
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LEMA 10: a0 ?r(x)=($’(x))r
b> U_Cod=lka™>

Para a) temos: .Pr(x) = {F(y): Vz ((F(adey = F(2d)ex)} =
{FCy): Vz (z2cy =» zex)}=(.‘1’(x))r, J& que Vz (F(adey =» F(2)ex)
& Yz (2ey = zex), por ser F bijeg3io.

Para b> temos Ur(x) = {F(2>: 3h (F(adeh ~ Fdexd} =
{z: 3h (2eh A FW)exd} = A, por F bijeg3o. Como F(hdex &

hex ', temos que A={z: Ih (zch A hex_r)} = W™

Note que, s=e x' & um conjunto para tode x, entado .'P'_(x)
é um conjunto para todo x. De maneira aniloga com xT e U,_.

Mas as reciprocas também s3do verdadeiras.

TEOREMA 9: Seja F uma permutagio qualquer para Z.

a) Para todo x, x' é um conjunto sse para todo y, .Pr<y) & um
con junto;

b> Para todo x, x & um conjunto sse para todo y, Ur(y) &
um conjunto.

S6 mostraremos as implicagBes n3o 6bvias.. Para ad,
suponhamos qu;, para todo y, ?r(y) é um conjunto e =eja x um
conjunto qualquer. Devemos provar que x' & um conjunto. Pela
hipétese 2 x> existe, o J'-’F(Ux)-=(9(l.b¢))r. Ent3o tomos x

por Separagio, pois esté incluido em 2cbo>’ Cpelo Lema 10D.

Para b), =e ja x um conjunto qualquer. Temos que
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P(Ur(x))=.7-‘(U(x_r)) = .‘P(Ur(x)) existe pela hipétese. Como

x Fertlkx"T>), por Separagio temos x .

Com isto temos as condigBes necessarias e suficientes
para que os axiomas do conjunto Poténcia e de Unido valham

no modelo de permutag3o.

COROLARIO 4: Seja F uma permutagio para Z . Ent3o;
a) Z l“c.\vlr sse .Pr(x) existe para todo x;
b) Z Un' sse Ur(x) existe para todo x.

Para a) lembremo=s que Po' &:

Vx3yVYu (Fludey <« uer)

Mas, como xSy ¢ absoluta, temos: Vx3yVu (Fluwdey & usxd, o
(?(x))r-}"r(x) satisfaz Po' .

Para b)> Un" &:

Vx3yVYu (Fluwdey & 3h (Fluwdeh A Flhdex)

Mas, como F & bijegdo, temos VxIyVu (uecy & Fh C(uch~Flhdexdd
e, pela definig3o de x T, Vx3yVu Cuecy e 3h Cuech - hex T, o

ent.3o, U(x‘r)=Ur(x) satisfaz Un'. As reciprocas seguem-se de

Extensionalidade.
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COROLARIO 5: Seja F uma permutagio para Z . Ent3o:
ad Z l"c»r sse xr € um conjunto para todo x;

b> Z+ Un® sse x ' é um conjunto para todo x.

Agora estudaremos os modelos que provam a independéncia

de Un e de Po.

Seja Wo= w

Ent3o definimos a bijeg3c F dada por:

12 F(Wn) = {n,a};

2> F({(a,ﬂ),wh}) = Wn;

) F({(a,mﬂ),wn}) = {(a,m),wn};

4> F{n,a}d = {£a,0>,{n,a}};

8) F{{<a,m>,{n,a}}) = {{a,m+1>,{n,a}};

6) F(x) = x se nao é um caso anterior.
TEOREMA 10: F define a permutag3oc do universo.

Para provar 1%) (pigina 23> é suficente mostrar que

gualquer conjunto x tem somente uma das formas que aparecem
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na definigdo acima. Se x=wn para algum n, temoz que x &
infinito, enquanto o= conjuntos das formas (2> a () s3o
finitos. O caso (4) n3o é o caso (2> nem o caso (3), pois
nesses casos o conjunto x tem um conjunto infinito. Como a é
diferente de {n.a} ® de <a.n> para qualquer m e n, © caso
(4> n3o & o caso (5). Os= Wn s3o todos diferentes dos {n,a}
para qualquer n, e assim o caso (8) ¢ diferente dos casos
2> e (3>, Por fim, como 0=n+l para qualquer n, segue-se que
(2> o () s3o diferentes. A prova de (2%) é analoga.

A propriedade (3%) segue-se imediatamente pela simetria

da definig3o.
Para provar que Z | Po’ precisa-se do seguinte Lema.

LEMA 11: Z 7+ Vy3x x=y"

Dado y, por Separagio obtemos: Y ¥ g tais que, y
= { xey : 3n x-wn} Cx ® caso 122, », = { ey : 3n
n={<a,0>,wh}}, e analogamente para A Asszim, y‘r é
obtido por Separagao de w, yzr por Separagaoc da unido de y_.
Para yar, obt.emos o conjunto Wy = { Wn : Wne y} por UniSo e
Separagdo, e logo separamos yar de P({<a,m>}u Wy)). 0
conjunto y‘r é separado de . Por fim, para yur, se ja

b={{a,m> i mew}, (ole existe pelo= axiomas de Uni3o,
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Conjunto Poténcia = Separagao). Ent3o, Separamos

{<a,m+1>,n}: {<a,m>,n}ey } de PCbiwd. Logo y' =y"'u...u y'd.

COROLARIO 6: Z + Po'.

Por Corolario 5 e Lema 11.

OBSERVACAO:

Z+ @x e’ (Pois FW)eW, isto &, {{{G}}{0.{0}
eP(PCw).

Z F (VxVy3zVu Cuez & uex v uey»’

Z - (in...Vxnanu(uez & uex  v.v uexn)r

Agora, como para a bijegSo F temos que Cwoxa»’ n3o &

um conjunto, podemos provar o seguinte teorema.

TEOREMA 11: Se Con(Z > entdo Z ¥ Un'.
Provaremos que Z k Un® ent3o ~Con(Z ). Suponhamos ent3o
que Z - Un", isto 6, Z + VYx3YVz@AhC F@dXch A Fdexd) o

F(2)ey). Se x é wx{a?, ent3o:
y={F(2) : F(2dch ~ FChdeCwx{a»}
logo, FC(h>={n,a)> ou seja, 6 o0 caso 1, ¢ h o wn. Ent3o, o y

cuja existéncia afirma Un’ &
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y={F(2> : F(@XW_ ~ FVW _dcw}

e por F bijegao

y={w : wewn ~ new}=ngm wn=w

Mas, j& vimos que a classe W é um modelo de Z . Isto
significa que podemos provar em Z a existéncia de um modelo
de Z7, e portanto Z | Con(Z ). Logo, pelo Teorema de Gé&del,

temos Z F ¢ ~ =g, i.e., n3o Con(Z ).

DEFINICAO 14: Seja T a Teoria de Zermelo menos Un, isto é

Z =Un.

TEOREMA 12: Se Con(T) entio T¥ Un.

Suponha que T} Un. EntSo, pelo Teorema 6, temos:
Trl- Un', e, pelo Teorema 8 e o= Corolarios 3 e 6, temos:
Z - Un". Logo, pelo Teorema 11, temos =Con(Z >(%). Se Con(T)

e T U ent3o Con(Z ), em contradigio com (%). Portanto Ty U.

DEFINICAO 15: Seja T’, a teoria T acrescentada com as

formulas "Ix xex" e "Vx‘. . VanzVu(uez @ UeX V...V uexn)".

COROLARIO 7: Se Con{(T’> ent3o T’¥ Un,
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Agora, para provar a independéncia de Po, seja G=F'1,
ou seja, a inversa da bijegic que definimos. Enquanto que
para qualquer x, x' era um con junto, para G temos que x °

sempre ¢ um conjunto.

LEMA 12: Z } Un°.

Seja x um conjunto qualquer. Pelo Lema 11 x' & um

conjunto. Logo pelo Lema 6, x % também & um conjunto. Ent3o,

pelo Corolario 4, temos que Z | un®.
De maneira analoga ao Teorema 11, prova-se:

TEOREMA 13: Se Con(Z ), ent3o Z ¥ Po".

Notemom  que: We=Cwoxdadd T =Cwxtar®. Além disso, como
CoxaMP(Kwxdard), temos que Cwxda»’s(P(Kwx€a»»))®, pelo
Lema 8. Mas, Cwa»’ é definivel, e portanto (P(Kwxta>>))’
n3c existe. Como, (P(Lkwx{a})))a=?o(U(wx{a})), usando Po°
obtemos uma contradigic. A prova detalhada pode ser feita

usando o mesmo argumento do Teorema 11i.
DEFINICAO 16: A teoria T’’ é Z -Po.

COROLARIO 8: Se Con(T’’) ent3oc T’’¥ Po.

Prova-se da mesma maneira que o Teorema 12.
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Agora veremoz que estes result.ados podem ser extendidos

acrescentando o Axioma da Escolha, que abreviamos por Ac.

LEMA 13: Z | ¥x(VyVz2(Tu vey~yexazex~y*z = =13hChcy ~ hez»)' »
» JyVz (zey & F@d)ex)d). dUsto 6 se (x & disjunto
(dois-a-dois) >', entdo x = existe).

Dado um x suponha que (x ¢ dis jm'rlu.:-)lr

VyV=(3v Fludey A Flydex A F2dex A y*z =

= Jh (Fhdey A Flhdezd)

Por F bijegao

=3h (FRdey ~ FCRd)ez)) & =3h Chey A hezd) &b

Existe no maximo um {n,a}ex tal que new. Se nio, existem n e

m, new, mew e nm. Ent3o, F(Wn)ex ~ F(wm)ex ~ Wn#\\’m. Por <1O

~3h heW A hewm), uma contradig3o, pois para todo kew,
n

BeW_ . Por Separagao obtemos: 2_ 5% _greensd_

X ’ tais que,

L-]
»

x =f{z Zex ~ Inlnew A 2z2={a,n}d)} (= é o cazo 1 inverso),

otc. Como vimos existe no maxime um new tal que, {n,alcw e

- -F
ent3o existe no maximo wn tal que \m"'_‘q;x_1 T B x_ existe.

Como {{a,>} existe, por Po, Un e Se, {{a,»} X x_z=x_z-'

existe. Nos outros caso=m, fazemos como no Lema 11.
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-F -F

M -F F
Por fim, notemos que x =x U.U x e x

-4 -GS

faz o consequente.

LEMA 14: Se (x ¢ disjunto)r, ent3o x ' & dis junt.o.

Suponha que x ' n3o seja dis junt.o
3y3z Cyex ' ~ zex ' A y#z ~ 3h Chey ~ hezd
Pela definig3o de x T
x> 3y3z (F(yex A F(2Dex A y#z A 3h Chey ~ hez))
Como F ¢é bijegio
(*#>  3h Chey ~ hez)) & 3Fh (FChdey ~ FChdezdd
EntSo, por (%) o (s%)

dy3dz (F(ydex A Fl2dex ~ y#z ~ Ih (F(hdey ~ Flhdezd) .

Mas, esta férmula é = (x é disjuntod’.

Lembramos que o Axioma da Escolha, Ac, 6 a férmula
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Vx (VyV¥Vz C(yez A zex A y#z A 3h hey = = 3h Chey ~ hezd)) =»

= 3eVz (zex = 3lh Chez ~ hce))

Lembramos ademais que ZC é Z mais Ac.
TEOREMA 14: ZC | Ac”
Suponhamos o antecedente do Ac relativizado, ou seja,
x disjunto)r. Ent3o0, pelo Lema 13, x ¥ existe e pelo Lema
14, x 7 é disjunto. Ent3o, pelo Ac temos:
3oVz (zex ' =+ Tlh Chez ~ heedd
E por F bijeg3o
3oVz C(zex | =+ 3lh (FChdez ~ FChdeedd
Por definig3o de x T
deVz (Fl(adex = Ilh (FChdez ~ Flhdeed)

E isto é o consequente relativizado.

DEFINICAO 17: Seja TC a teoria ZC menos Un.
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COROLARIO 9: Se Con(TQC), ent3o TCK Un.

Jensen e Sc:'.'Iﬁ.ri.:':«dca:’*a forneceram una prova de que, ao
contrario do que acontece en 2ZF, na teoria de Zermelo o

Esquema de Axiomas de Fundagles:
dy ey = Ty ) A =3z (zey A p=0»

¢ independente do Axioma de FundagB@es (ou Axioma Fraco de

Fundagdes):
Vx 3y yex =» Iy (yex A yrx=0))

Aqui fornecemos una prova maizs simples que a de Jensen

e Schroder e que tem duas vantagens adicionais:
a) Mostra a existéncia de uma sequéncia <C(classe? infinita
descendente definivel em Z;

b)> Tem un caracter finitista.

Em primeiro lugar vamos definir a sequéncia das c @
qual sera a sequéncia infinita descendente, e logo, o modelo

de permutagio

? cf. JENSEN SCHROEDER [7969),
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Sejam c_={{{G}}}

ch"l:{ch}

Seja H tal que
1) HCc _J=c
n+2 n
Se i=0 ou i=1
2 H(ct)=ctu{ﬂ} (sto é c U 1D
L3
32 H(ctu(n+1))=ciu(n+2)

4> HCx)=x Se naoc & um caso acima.

De maneira mais simples que no Teorema 10, prova-se:

TEOREMA 15: H define uma permutagdc do universo.

Para os termos a esquerda, oS c n3o contém naturais e
aggsim caso 3) n3o é casos 1) nem '2), o ostes casos =30
obviamente diferentes. Com as mesmas razes prova~se que os
casos a direita também s3o diferentes. Pela simetria da
definigSo e 42, H esta definida para todo o dominio e &

sobre jetora.
LEMA 15: Para qualquer x, temos que M o x M s3o conjuntos.

A mesma técnica que usamos para provar o Lema 11. Dado

um conjunto x fazemos os x. tal que x=x‘szUx3Lbc‘.
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Usando as operag@es de Z podem-se contruir x" e x " para
1% 19

1<i<3. Por oxemplo, Wk ¢ x‘“, ° xi—“ obtem-se por

Separagdo de PP(x . Para i=4 6 imediato.

COROLARIO 10: a> Z In"
b> Z ¢ Un"
c) Z'F Po“
Para a) notamos. gque para qualquer xew, HOO=x. Ent30
pelo Lema 7 temos Z | In". As partes b) e ¢ s3o

consequéncias imediatas do Corolario 5 e do Lema 15.

LEMA 16: Para toda férmula p(x‘,...,x“) com variaveis livres
X persX s oxiste uma férmula Yy com as mesmas variaveis
livres tal que Z | ch:""'xn) & w“(xl,...,xn).

A prova é por indugio na complexidade da férmula. A

Gnica parte gque a prova nSo 6 imediata é o caso que p seja

x€y, onde v“ é 3z ¢ H@)=x ~ H(2dey ).

COROLARIO 111 Existe uma férmula y com duas variaveis livres
x @ y tal que Z w“(x,y) > xy-cy.

A classe {cn: ncw} & definivel e tem uma bi jegao
definivel com w. Ent3o temos ZF plx,y) & xy=cy. Pelo Lema

acima temos Z F ¥ (X, % .
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LEMA 17: Existe uma formula y com duas variaveis livres tal
que Z + VYnew Ix3y (wu(nﬂ,x) ~ v,v"(n+2,z) ~ HC=2dex).

Seja n tal que n<cw. Temos que c ec e como ¢ =HCc D
n ™

n+d +2

temos também H(cmz)ecn“. Pelo Corolario 11 temoz a prova

da férmula.

A operag3o sucessor ¢ absoluta, poizs n¥l=nUn), e n+2
deve-se ler como n+1>+1. Como também w e os naturais s3o
absolutos, temos que Vnew 3Ix Iy ( w“(n-l-i,x) ~ w“(n-i-z,z) ~
H¢zdex D> e (Vnew IxAyplntl,xd) A pn+2,2d) A« zex))“ s3o0 a
mesma férmula, que chamaremos (existem sequéncias infinitas
decrascent-es)“, que deve entenderse no sentido de “existe
uma classe definivel que e uma sequéncia infinita
decrescente” e n3c como a existéncia de um conjunto. Ent3o

temos:

COROLARIO 12: Z | (Existem sequéncias infinitas decrescen=

tes )“.

TEOREMA 16: Z + ¥x xeWk [¥x (3y yex =» 3y (yex ~ yroc=0>)] "
Como dissemos, a intersegdo finita e o conjunto vazio

s3o absolut.os. Agora diferenciamos os seguintes casos.

Caso 1 x=c . Entdo «c¢ ec_ ., F(c“ dec @ ¢ _Nc =0

n+i n n+d +2 n+i n+2 n+d

Caso 2 x=c_. EntSo c ={{{g}h} = F{{e}}>={{0}}H{{{G}}}=0.
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Caso 3: x=ctu(n+l). Ent3o Bex. Caso 4 F(x)=x. Por FundagGes
3y (yex A yx=@>. Agora procedemos por sub=casos. Sub-caso
4 a: y=c_. Seja c _ex tal que C. &% © suponhamos que
Vh C(FChdex = hrx=0)>. Ent3o C & Sub~caso 4 b: y=c Un+1d.
L3
Assim, para algum y’ y=F(y’> e y’€Sy. Ent3o y’rnx=0. Sub-caso

4 c: F{yl=y. Imediato.

COROLARIO 13: Se Con(Z)> ent3o ZK (Nao existem sequéncias
infinitas decrescentes).

Polos Corolarios 10 e 12, e os Teoremas 8 e 16.

Como & bem conhecido o Esquema de Fundages implica que
n30 existem sequéncias infinitas descendentes, e assim

t.emos:

COROLARIO 14: Se Con(Z) ent3o Zy 3y p(y> = Ay pCly> A =3z

(zey ~ p(2))) para toda I 6rmula ¢.
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