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Resumo

A partir dos trabalhos de Raggio, datados de 1968 ¢ 1978, sobre os sistemas
Cn,1 £ n £ w, desenvolve-se uma andlise de C,, em Célculo de Segiientes
e Deducéo Natural, apresentando como resultados mais destacados os Teo-
remas de Eliminacio do Corte ¢ a de Normalizacio Forte. Caracteristicas
relevantes s8o o tratamento dado & negac8o e a permissividade da definigéo
de prova normal.

Abstract

Following Raggio’s 1968 and 1978 papers on C,,1 < n < w systems, it is
developed here an analysis of C, in Sequent Calculus and Natural Deduction,
presenting respectively the Cut Elimination and the Strong Normalization
Theorems as main results. Relevant characteristics are the treatment applied
to negation and the permissibility of normal proof definition.
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Introducao

O assunto geral desta tese pode ser classificado como Teoria da Prova.
Métodos e técnicas utilizados para a anslise geral de sistemas légicos e teorias
formalizadas, através do estudo da estrutura de suas provas, sdo utilizados
para mostrar que o Sistema C,,, apresentado por da Costa em 1963 [15],
formulado convenientemente em Céleulo de Seqiientes ¢ em Deduco Natu-
ral presta-se, adequadamente, & demonstracio do Hauptsatz (v. [38]). De
fato, desenvolve-se a formulagdio que Flias H. Alves apresenta em [2] pa-
ra este calculo paraconsistente em dedugio natural — o cdleulo NV C, —
e, além de discutir algumas de suas apresentacoes em calculo de seqiientes
— CG., WG, WG, e WGI, — desenvolve-se uma nova formulagiio —
NCG,, — para a qual se prova a eliminagdo do corte, a validade do principio
de subférmula e, por conseqiiéncia, sua decidibilidade.

Alids, esta questdo, generalizada ~— a decidibilidade dos Céleulos C,,,1 <
n < w —, fol a motivagdo inicial de A. Raggio em [61]. Este trabalho
pioneiro néo rendeu frutos imediatos, sob a ética do método segundo ¢ qual
foi apresentado, embora o problema da decidibilidade tenha sido resolvido,
satisfatoriamente, por outros caminhos, por exemplo, por Fidel em [36].

Meu interesse em retomar os temas discutidos por Raggio, em [61] e [63],
data dos idos de 1985, quando esta tese foi inciada, sob a orientacio do
Prof. Luiz Carlos Pinheiro Dias Pereira. O entusiasmo e brilhantismo com
que o Prof. Luiz Carlos ministrava suas aulas de Teoria da Prova foram a
motivagao bastante para que eu desejasse me iniciar nestas questoes, embors,
a adverténcia do Prof. Elias H. Alves sobre a candéncia dos temas discutidos
¢ a necessidade de aprofundar o trabalho que Raggio e ele préprio haviam
iniciado, aproveitando a disponibilidade e competéncia daquele professor,
tenha sido elemento fundamental ds decisio.

Assim, contando com a aceitacdo do Prof. Luiz Carlos, foram iniciados



os estudos que deram origem a este trabalho. A idéia geral de retomar as
discussdes dos artigos do Prof. Raggio, de 1968 e 1978, apoiava-se na possi-
bilidade de aplicar recursos mais recentemente desenvolvidos, tendo em vista
que o crescente interesse por questdes relativas a computabilidade e a ex-
celéncia demonstrada pelas técnicas associadas & Teoria da Prova, punham
& disposicao um novo enfoque e instrumentos de anélise anteriormente nao
acessiveis. Deste perfodo sdo uma comunicagio, ainda nfo publicada, apre-
sentada no Encontro Brasileiro de Légica realizado em S80 José dos Campos
em 1986; o esboco geral das provas, hoje completamente desenvolvidas; ¢ a
demonstraggo de alguns teoremas fundamentais.

A conclus@io da licenga para cursar pds-graduagio ¢ o retorno a terra
Natal, levaram & interrupcio do trabalho, que se estendeu pelo periodo em
que fui convocado a participar da administracdo universitdria no Rio Grande
do Norte.

O estimulo do Prof. Anténio Mirio Sette, sua disposi¢do e empenho
para analisar, junto com os Professores Walter Carnielli, {tala D’Ottaviano
e Elias Alves, o que jé havia sido elaborado e avaliar sua originalidade e
atualidade, foram o impulso para a retomada e concluséo deste trabalho. A
disponibilidade destes professores e o apoio sempre presente do Prof. Elias,
inclusive hospedando-me quando de minhas vindas a Campinas, para discutir
e avaliar a atualidade do trabalho iniciado, levaram-me a uma investigagao
bibliografica por titulos mais recentemente publicados, para atualizar as in-
formagoes de que j4 dispunha.

Como pode ser visto na Bibliografia, hd uma retomada das discussoes
sobre os sistemas paraconsistentes de da Costa. A par as aplicactes que tém
se multiplicado, os trabalhos recentemente publicados de da Costa, Béziau,
Carnielli, Marcos de Almeida, Castro, Castro e D’Ottaviano, dentre outros,
demonstram o interesse por temas relacionados com esses cdlculos. Assim,
solucionar problemas pendentes do C,,, coloca-se neste contexto. Se consi-
derado sob o ponto de vista geral das discussdes sobre as logicas paraconsis-
tentes, é indiscutivel o interesse da comunidade académica por temas a elas
relacionados. Tome-se como pardmetro a quantidade de publicacoes recentes
ou a afluéncia de especialistas a congressos internacionais realizados aqui e
na Europa.

A despeito dos problemas que originaram estas discusoes terem sido solu-



cionados através de outros procedimentos, é de considerar que, sob ¢ aspecto
histérico, aplicar metodologias cldssicas a problemas antigos contribui para
enriquecer o contexto original, esclarecendo, a posteriori, aqueles problemas.

No caso particular aqui discutido, quanto ao cdlculo de seqiientes, parece
terem sido respeitados, estritamente, os ‘limites’ impostos pelo ‘estado da ar-
te’, na época. Parece, trés problemas enfrentados por Raggio ‘nao podiam ser
resolvidos’ no fim dos anos 60, por limitagdes impostas pela ‘received view™,
ou pelo ‘paradigma’® vigente. Primeiro, embora se possa encontrar as origens
das logicas paraconsistentes no infcio do século, em Vasil'ev e Lukasiewicz,
e Jaskowski j4 tivesse publicado a primeira versio de sua Légica Discursiva
desde 1948, a proposta de da Costa e a hierarquia dos céleulos Cp, 1 < n < w,
continham elementos inovadores ainda néo suficientemente ‘absorvidos’ pela
comunidade cientifica dos légicos e mateméticos. Inibi¢Ses, portanto, seriam
naturais no desenvolvimento destes sistemas. Segundo, embora brithante na
demonstracio do teorema da forma normal para os cileulos NJ e NK em
[60], Raggio certamente se preocupava mais com os problemas da teoria da
prova da época, que estavam focados, para Kreisel em [45], na relacdo de
conseqiiéncia (cf. [46]), do que com questdes novas propostas por sisternas
néo-cléssicos. Em terceiro lugar, as diferencas fundamentais entre os caleulos
Cn,1 < n < weC, ainda ndo tinham sido claramente enfatizadas, pondo-se
o problema da solugio para C,,1<n < w.

Assim, superadas estas limitagdes histéricas, pode-se encontrar uma so-
lugdo para C, e mais, mostrar que, embora nio a tenha desenvolvido, esta
solugdo estava talvez implicita na proposta de Raggio em [61].

Desenvolver o sistema de deducéio natural de Elias H. Alves, apresentado
em [2], ampliando a solucio de Raggio, em [63], até a demonstracio de um
teorema de normalizaggo forte, resgata o alcance do que havia sido proposto
e completa um ciclo de estudos.

Assim, apds novas discussdes com a Professora Itala D’Ottavianc e o
Professor Newton da Costa, agora na auséncia definitiva do Professor Sette,
concluiu-se pela originalidade e relevancia dos resultados aqui apresentados,
que foram explanados, também, para conhecimento e critica dos Professores
Elias H. Alves, Daniel D. P. Alves e Milton A. de Castro, aos quais agradeco

1168).

?A idéia de paradigma, de Kuhn, em [47], é adequada para descrever o conjunto de
teorias e visbes que definem o ambiente e as condigdes da pesquisa cientifica de uma época,
embora ainda ndo tenha visto aplicacio deste enfoque na ‘explicacio’ ou ‘reconstrugio’ de
qualquer fragmento da histéria da logica.



as sugestdes para melhorar o texto e a indicacdo de imprecises e erros que
procurei corrigir.

Este trabalho divide-se em 4 capitulos. No Capitulo 1, Sobre o Sistema
Proposicional C,, de da Costa, apresenta-se, sumariamente, o Céleulo Pro-
posicional €, a partir de algumas consideragbes gerais sobre suas origens
e como Raggio, através do sistema CG,L(1 < n < w), tentou desenvolvé-lo
em Célculo de Seqgiientes e as principais dificuldades que encontrou para de-
monstrar, como queria, a decidibilidade destes cdlculos. O Capitulo 2, C, em
Calculo de Seqlientes, apresenta uma formulagio de CG,, com miz, MCG,,
que difere do cdlculo CG,, original de [61] somente por conter miz no lugar do
corte, para o qual se prova um teorema de eliminacg8o do corte (miz, no caso)
e desenvolve o sistema NCG,,, para o qual se prova a eliminacdo do miz.
No Capitulo 3, C,, em Dedugio Natural, apds uma breve discusso das idéias
fundamentais de [63], introduz-se e desenvolve-se a formulacio apresentada,
em [2], demonstrando-se um Teorema de Normalizacio Forte. Por fim, em
Consideracoes Finais, s@io resumidos os resultados obtidos e discutidos seu
alcance e aplicacoes.

Agradego sinceramente a todos estes que discutiram e contribuiram para
a conclusio deste trabalho e muito particularmente & minha querida amiga
Maria Inés Prates Alves, &s Professoras Angela Maria Paiva Cruz e Maria
da Paz Nunes de Medeiros, do Departamento de Filosofia da UFRN e ao Dr.
Jackson M. F. Maia que me ensinou a usar KTEX.

Dedico este trabalho a Ana Carenina (mfe de Ariel e Amanda), Ana
Catarina, minhas filhas, e a Katiane, minha mulher.
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Capitulo 1

Sobre o Sistema
Paraconsistente C,, de da Costa

11



Este Capitulo, depois de apresentar, rapidamente, a origem dos célculos
C., 1 < n < w, descreve o cdlculo C, e algumas de suas caracteristicas
bésicas; contextualiza a proposta de Raggio, em [61], relacionando-a com
a questdo da decidibilidade dos calculos Cp, 1 £ n < w, e apresenta o
céleulo CG,, 1 € n < w. Destaca a equivaléncia entre C, € CG,, €, por
fim, apresenta os cdlculos WG, WG/, e WGI,, de [61], apds discutir as
dificuldades que Raggio encontrou para provar a eliminacio do corie nos
caleulos CG,, 1 <n <w.

1.1 Ldégica paraconsistente

A presenca de contradicio em teorias cuja logica subjacente é, por exem-
plo, a Logica Cléassica ou a Légica Intuicionista, tem como conseqiiéncia
imediata a trivializacdo. Semelhantemente, a Ldgica Minimal permite dedu-
zir, a partir de uma contradicdo, a negacio de qualquer proposicio. FEste
contexto, que desqualificava como relevante qualquer teoria cuja consisténcia
néo estivesse convenientemente provada, durante muito tempo impediu o de-
senvolvimento de estudos que permitissem um tratamento mais adeguado de,
por exemplo, teorias que contivessem conjuntos como o de Russell, ou o de
Cantor, e impediu andlises menos limitadas de posturas filosoficas vinculadas
a idéias de Heraclito e outros, mantendo as contradi¢des num contexto sem
melhores acessos.

Apesar das adverténcias de Hegel e outros filésofos da direita e da es-
querda hegelianas sobre a importancia das contradigbes para uma melhor
compreensdo da realidade, a prevaléncia da interpretagfo cldssica da légica
aristotélica e sua apropriaco por todas as outras correntes filoséficas e pela
ciéncia, reduziu o espago para o estudo profundo da contradicio, que teve, de
alguma forma, que aguardar o impulso das geometrias n&o euclidianas para
que N. A. Vasil’ev, através das 16gicas imagindrias (v. [5]), chamasse atencio
para a distingdo das partes e dimensdes que constituem um sistema Iégico
e lancasse algumas bases sobre as quais se pudesse desenvolver logicas que
admitissem contradicOes, sem o erro de afastar-se das origens e fundamentos
classicos.

Assim, distinguindo a metaldgica,

12



onde estariam as leis do pensamento, leis que ndo podem ser
eliminadas de um sistema sem que este deixe de ser légico; {...)

(Bl p- 10.),

da parte ontolégica da légica,

onde estariam as leis que dependem das propriedades dos objetos.
({5]: p' 10‘)5

Vasil’ev lanca as bases para que se possa construir légicas distintas da légica
aristotélica e que permitam, dentre outros, estudos de contradicoes, sem as
limitacOes tradicionais.

De acordo com Vasil’ev, a metaldgica é a “primeira légica”,
anterior a toda ldgica, a mesma para todos os sistemas e uma
logica de “dimensdo um”, i. e., é uma légica de somente um tipo
de julgamentos — julgamentos afirmativos. Para ele, partindo da
metaldgica, podemos construir a légica aristotélica, uma légica, de
“dimensdo dois 7, adicionando julgamentos de um novo tipo, os
julgamentos negativos. Da Légica Aristotélica podemos construir
uma l6gica de “dimensio trés”, adicionando julgamentos de um
terceiro tipo, os “julgamentos indiferentes” (S é P e néo P) ([33],
p. 98.)L

Pode-se, portanto, dizer que, enquanto era introduzida a Légica Ima-
ginaria e enquanto J. Lukasiewicz reinterpretava o Livro I” da Metafisica, (v.
[49]), estavam sendo lancadas as bases para o trabalho que S. J askowski, sob
a forma da Logica Discursiva, em [42], e N. C. A. da Costa, com a Légica
Paraconsistente, desenvolveram para o estudo de sistemas formais inconsis-
tentes, mas nfo triviais.

Em Jaskowski [42] est4 delineado um programa para a Légica de Sistemas
Contraditérios:

**According to Vasil’ev, metalogic is the “first logic”, prior to every logic, the same
for all systems and one logic of “dimension one”, i. e, it is a logic of only one quality of
judgements - affirmative judgements. For him, starting from metalogic, we can construct
the aristotelian logic, a logic of “dimension two”, by adding judgements of a new quality,
the negative judgements. From Aristotelian Logic we can build a logic of “dimension
three”, by adding judgements of a third quality, the “indifferent judgements” (S is P and
not P)” ([33], p. 98.).

13



De acordo com isto, o problema da logica de sistemas contra-
ditérios € formulado aqui da seguinte maneira: a tarefs é encon-
trar um sistema de célculo sentencial que: 1) quando aplicado
a sistemas contraditérios ndo implicaria sempre sua trivializacio
(over-completeness), 2} seria rico o bastante para permitir in-
feréncia prética, 3) teria uma justificacdo intuitiva. Obviamente,
estas condigdes néo determinam univocamente a solucdo, pois
elas podem ser satisfeitas em vdrios graus, sendo bastante dificil
avaliar objetivamente a satisfacio da condicio 3) (p. 145)2.

E, no entanto, em “Notas sobre o conceito de contradicio” ([13]) de N. C.
A. da Costa, que se encontra proposta uma forma diferente de ver o problema:

Dos pontos de vista sintdtico e seméntico, toda teoria € per-
missivel, desde que nfo seja trivial.

Este Principio de Tolerdncie em Matemdtica comecaria a mostrar sua
fecundidade a partir de 1963 com “Sistemas Formais Inconsistentes” {[16]) e
na. série de artigos publicada a partir dai, principalmente em Comptes Rendus
de I’Academie de Science de Paris {ver bibliografia).

Em [16] estdo muito claramente definidos os interesses e o programa desta
investigacdo que geraria as ldgicas paraconsistentes. Veja-se:

Informalmente, a idéia central deste trabalho é a seguinte: um
sistema formalizado baseado na légica cldssica {ou légica intui-
clonista, ou algumas ldgicas polivalentes...) se inconsistente, é
trivial no sentido em que todas as suas proposicoes sao demons-
tréveis; entdo, deste ponto de vista, ela ndo tem qualquer inte-
resse matematico especial. No entanto, por muitas razdes como,
por exemplo, a andlise comparativa com sistemas consistentes,
e para uma adequada andlise metamatemadtica do principio sob

2«Accordingly, the problem of the logic of contradictory systems is formulated here in
the following manner: the task is to find a system of the sentential calculus which: 1) when
applied to the contradictory systems would not always entail their over-completeness, 2)
would be rich enough to enable practical inference, 3) would have an intuitive justification.
Obviously, these conditions do not univocally determine the solution, since they may be
satisfied in variyng degrees, the satisfaction of condition 3) being rather difficult to appraise
objectively ” (|42], p. 145).

14



consideracdo, é conveniente estudar ‘diretamente’ os sistemas in-
consistentes. Mas para tal estudo é necessério construir novos
tipos de légica elementar apropriados para manipular tais siste-
mas® (apud [33], p. 103).

A hierarquia de célculos proposicionais C,, 1 < n < w, construida nestes
primeiros trabalhos de 1963 e 1964, satisfaz as condicoes seguintes, estabele-
cidas como caracteristicas fundamentais do programa, proposto:

1. o principio de contradigfio, na forma —(A4&~A4), ndo é vdlido em geral;

2. de duas premissas contraditérias A e A, nio se deduz uma férmula
qualquer B; e

3. os sistemas contém os esquemas e regras mais importantes da lgica
classica que s@o compativeis com as condigdes 1 e 2.

Esta hierarquia, mantendo suas caracteristicas fundamentais, foi estendi-
da para os célculos de predicados de primeira ordem Cr, 1< n<w, pars os
célculos de primeira ordem com igualdade Cr. 1< n <w e para os célculos
de descrigbes D, 1 < n < w. Posteriormente, estes calculos foram aplicados
para a construggo da hierarquia de teorias de conjuntos N Fo,l<n<we
para sistemas de ordem superior [3].

D’Ottaviano, em [33], bem apresenta todo um estudo sobre o desen-
volvimento destes sistemas e inclui a bibliografia fundamental para a com-
preensao da importéncia destes trabalhos para o desenvolvimento dos estudos
de ldogica, também, no Brasil.

3“Loosely speaking, the central idea of this paper is the following: a formalized system
based on classical logic (or intuitionistic logic, or some many-valued logics...) if incon-
sistent is trivial in the sense that all its propositions are provable; then, from this point
of view, it does not have any special mathematical interest. However, for many reasons
as, for example, the comparative analysis with consistent systems, and for an adequate
metamathematical analysis of the principle under consideration, it is convenient to study
‘directly’ the inconsistent systems. But for such study it is necessary to construct new
types of elementary logic appropriate to handle such systems” ([33], p. 103).

15



1.1.1 O sistema C,

O sistema C,,, introduzido por da Costa, que aqui serd estudado, pode ser
descrito, sumariamente, como segue. Construido a partir da linguagem pro-
posicional usual com os simbolos -, &, V, O, com um conjunto enumerével
de varidveis proposicionais e férmulas definidas como usualmente, que serdo
denotadas por letras latinas maitsculas, C,, caracteriza-se pelo seguinte con-

junto de postulados, segundo [15):

1.
2.

.Uz

10.
11.

© ® N o

AD(BDA),
(ADB)D((AD(BDCY) D (ADO)),
A, ADB

5

A&B D A,

A&B D B,

A D (B D (A&B)),

ADAVB,

B D AVB,
(ADC)D((BD>C)>(AVBD(C),
AV A,

-—A D A

Os operadores a seguir séio introduzidos por definicio.

Definigio 1.1 A% =4 —(A&~A).

00...0

Definigdo 1.3 AW =4 A°.

Definicio 1.4 A™ =y A°&A®&. &A™

16



Deﬁnigéo 1.5 *A =g —~ A& A°.
Definicdo 1.6 ~(™A =4 ~A&LA™,

Os célculos C,,, 1 < n < w, tém os postulados de C.. mais os seguintes,
para cada valor de n:

12(n). B™ > ((AD B) > ((A D -B) > ~A4)),
13(n). AM&B™ > (4 > BY™&(ALB)™&(AV B)™,

A negacio —* tem todas as propriedades da negacao classica, em C,,
1 < n <w, e isto pode ser facilmente comprovado, através da demonstracgo
do teorema correspondente & reductio ad absurdum.

C.. constitui o limite natural estabelecido por seu criador, da hierarquia
Cr, 1 £m < w. Carnielli e de Almeida, em [12], dentre outros, mostraram
que, sob certos aspectos e a partir do ponto de vista que adotam, C,, ndo
seria o limite de C,, tirando daf intimeras conseqliéncias e contribuindo,
decisivamente, para estabelecer que ndo basts tentar estender as técnicas de
analise e os resultados obtidos em C,, 1 < n < w para C,. Af comecam,
talvez, as explicagdes para as dificuldades encontradas por Raggio, em [61]
como se mostra adiante.

¥

A observagdo seguinte,

Arruda 1975 provou que C,,1 < n < w, nao eram decidiveis
por matrizes finitas (veja também Arruda & da Costs 1964). Des-
de 1976, vérios 16gicos introduziram diferentes tipos de seménticas
para os célculos de da Costa e provaram sua decidibilidade (Arru-
da & da Costa 1977, Alves e da Costa 1977, Fidel 1977, Loparic
1977 and 1978, Loparic & Alves 1980, Marconi 1980, Carnielli
1990 and Carnielli & Lima-Marques 1992)* ([35], p. 5).

4“Arruda 1975 proved that Cn,1 < n £ w, are not decidable by finite matrices {see also
Arruda & da Costa 1964). Since 1976, several logicians have introduced different kinds of
semantics for da Costa’s caleuli, and have proved their decidability (Arruda & da Costa
1977, Alves e da Costa 1977, Fidel 1977, Loparic 1977 and 1978, Loparic & Alves 1980,
Marconi 1980, Carnielli 1990 and Carnielli & Lima-Marques 1992)” ([35], p. 5.).
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apresenta uma cronologia que ressalta a questdo que a seguir se discute.

Para facilitar a referéncia e simplificar a apresentacdo de provas, séo apre-
sentadas a seguir algumas propriedades e caracteristicas de C,,, demonstradas
em [2].

As nogdes de demonstrag8o, de dedugdo, de teorema (formal) e o simbolo
I sdo definidos como em [43]. Dos postulados apresentados na pégina 16
decorrem:

1. Em C.,, demonstram-se todos os teoremas e regras de dedugdo da légica
positiva intuicionista. Em particular,
(a) A&B - B&A,
(b) AVBFBVA,
(¢) (A&B)&C - A&(B&C),
(d) (AVB)VCFAV(BVC).

o

. A “Lei de Peirce”, ((A D B) D A) D A, ndo ¢ vélida em C,.

[~

. Em particular, ndo séo vélidas em C,, férmulas da forma de:
(a) ~(A&B) D (—~AV -B),
(b) =(AV B) D {(~A&~B),
(c) ~AD{(ADB).

M

. C_ nao ¢ finitamente trivializavel.

Il

. Vale, em C,, 0 Teorema da Dedugdo. Em particular,

(a) AD(BDC)F(A&B) D C,
(b) (A&B)>CFHAD(BDC).

jop]

. O teorema de substituicio de equivalentes ndo se aplica a C,,.

-J

. Os axiomas de C,, sdo independentes.
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1.2 Decidibilidade dos Célculos C,,, 1 <n < w

Ea partir da questdo da decidibilidade dos cdlculos Cuy1 <1< w,
que até 1968 ndo havia ainda sido estabelecida, que Raggio constréi uma
hierarquia de cdlculos de seqiientes CG,,, 1 < n < w, para tentar provar os
teoremas do corte correspondentes. No entanto, porque esta hierarquia de
cdleulos “apresents. algumas restrices que somente sio justificadas a partir
de um ponto de vista intuicionista”, Raggio constréi uma nova hierarquia,
WGL, 1 <n < w, de céleulos decidiveis, equivalente a C,, 1 <n < w. O
célculo WG, no entanto, é mas mais forte que C,,, i. e., contém este célculo,
mas permite provar que

Fwe,~ (CD(AVB)) D (AV(CD B)),

que nao vale em G, (cf. [15], [61] (p. 361-362), [35]).

Para entender a observacio de Raggio sobre as restrigbes que “sé se
justificam sob um ponto de vista intuicionista”, leve-se em conta que C,,,
1 £n <w, tem caracteristicas relevantes distintas das de Co.-

De fato, enquanto C,, tem caracteristicas intuicionistas, como pode clara-
mente ser visto (p. ex., em [50], [48], [65], [29] e [12]), C\, 1 < 1 < w, ndo as
tem. A tentativa de tratar toda a hierarquia C,, 1 < n < w, uniformemente,
dificulta e limita a tarefa a que se propos Raggio. Na verdade, o ponto de
partida de N. C. A. da Costa, em [16] e outros, inibe & adocdo de uma visio
intuicionista para a andlise da hierarquia Cry1 £ n < w, pois é afirmada,
explicitamente, a pretensio de fazé-la uma extensio da Légica Cléssica, in-
clusive usando como metodologia para sua construgéo o “enfraquecimento”
da negac&o cléssica. No entanto, a literatura posterior, que discute a questéo,
mostra claramente que C,, tem caracterfsticas intuicionistas, ndo se aplican-
do, portanto, o cuidado da restricio de [61] e mals, sob certos aspectos, nio
pode ser considerado como o limite de C, (v. 12], por exemplo).

A observagéo de da Costa e Marconi, em [24], sobre a decidibilidade dos
célculos C,, 1 < n < w, mostra bem como Raggio se antecipou na discussio
desta questdo, merecendo os louros e enfrentando as dificuldades dos pionei-
TOSs:

Problemas de decidibilidade relacionados com as légicas C,,
1 £ n < w, e cdlculos similares, foram investigados por da Costa,
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Alves, Loparic e Marconi (veja Loparic e Alves 1980, Marconi
1980, Loparic e da Costa 1984, e Loparic 1977 e 1978)° (p. 11).

Pode-se considerar, por outro lado, que o dmbito da discussdo ldgica sobre
teoria da prova € a aplicagio dos métodos de Gentzen, dos anos sessenta,
a “received view”, (se se quiser usar a expressdo consagrada em [68]) ainda
estava apegada ao padréo cldssico e, antes de dar atencdo a outros problemas,
vivia o desenvolvimento das discussdes sobre o Programa de Hilbert. Prawitz,
em [57], afirma:

Embora a formulagdo do programa de Hilbert pertenca aos
vinte, o caminho préprio para entender e avalid-lo é algo que ainda
tem sido muito discutido na Gltima década, e trabalhos técnicos
assim como monografias neste campo tém aparecido muito recen-
temente’.

O trabalho cldssico de G. Kreisel, A survey of proof theory (145]), bem
mostra quais sdo os métodos, objetivos e problemas desta época. £ clara a
limitagao explicita aos procedimentos cléssicos j& consagrados e a necessidade
de resolver os problemas ja postos que ainda aguardavam solucéo.

Com efeito, a perseguigéo da prova do “Hauptsatz ” para demonstracio da
decidibilidade ndo € via de investigacfo corrente, pois que somente em 1965
¢ publicado, na Suécia, [55], o texto que sistematiza e amplia os métodos de
desenvolvimento e o alcance dos sistemas de Dedugdo Natural, e relaciona os
resultados de normalizacdo com & eliminacao do corte.

Acima destes fatos e sem considerar que a “restricio intuicionista” impde
limitacdo a C,, continuar a andlise que Raggio faz deste sistema a partir
de CG, mostra que sua tentativa, historicamente bem situada, pode ser
desenvolvida com técnicas que posteriormente foram apresentadas.

5#Problems of decidability related to the logics Cp,1 € n < w, and similar calenli,
were investigated by da Costa, Alves, Loparic and Marconi (see Loparic and Alves 1980,
Marconi 1980, Loparic and da Costa 1984, and Loparic 1977 and 1978)” (p. 11).

6«Although the formulation of Hilbert’s program belongs to the twenties, the proper
way of understanding and evaluating it is something that has still been much discussed
in the last decade, and technical works as well as monographs in this field have also been
appearing very recently”.
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1.2.1 Propostade Raggio: a hierarquiaCG,,1< n< w

Em {61}, apés uma breve introdugdo sobre contradicdes e o trabalho de
N. C. A. da Costa, A. Raggio apresenta as hierarquias CG,, 1 < n < w,
WGh, 1 <n<weWGI, 1 <n < w, tentando resolver o problema da
decidibilidade dos céleulos Cn, 1 < n < w. O contexto desta questéo, ja
apresentado, impunha restrigdes decorrentes do estado de desenvolvimento
das l6gicas nao cldssicas e, até, dos estudos sobre os sistemas de Gentzen e
Teoria da Prova. Particularmente importante é levar em conta que ainda nao
estavam bem delineadas as conseqiiéncias das principais diferencas entre C,
1<n<w,eC,.

Embora se apresente, aqui, a hierarquia CG,, 1 < n < w, somente ser
desenvolvido o que diz respeito ao cdleulo C,,, explicitando-se e adaptando-se
a notagéo hoje utilizada o que inicialmente foi publicado em [61].

1.2.2 Os sistemas CG,, 1 <n<w

Os sistemas CG,,, 1 < n < w, sdo construfdos a partir de uma linguagem
proposicional padrdo, L, que contém: um conjunto enumeréavel de varigveis
proposicionais; as constantes logicas: =, &,V, D .

Definicao 1.7 Sdo as seguintes as férmulas de L, denotadas por letras lati-
nas maiisculas:

1. As vardveis proposicionais séo férmulas atomicas;
2. Se A e B sdo férmulas, (A&B), (AVB), (A D B) e(=A) sdo férmulas;

3. Todas as formulas sdo as permitidas por (1) e (2).

Definicao 1.8 g(A) denota o grau da férmula A e:
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1. se A € uma formula atémica, g(A) = 1;
2. se A € B, g(A) = g(B) + 1;
3. se A € (B&C), (BVC) ou (B> C), entdo g(A) = g(B)+g(C) + 1.

Defini¢do 1.9 Se A € da forma (B&C), (BV C), (B D C), (=B), o
simbolo principal de A ¢ &, Vv, D, —, respectivamente.

Definicao 1.10 As subformulas de uma férmula A sdo as seguintes:

1. A é uma subférmula de A;

2. se (B&C), (BVC), ou(B D C) é uma subférmula de A, entdo, tambhém
0s8Go B eC;

3. se (—=B) € uma subformule de A, entdo, também o é B.

Esta definicdo vincula-se ao principio de subférmula. Adiante, serd
demonstrada a propriedade de certas derivagdes, chamadas de normais, de
conter somente subférmulas de suas férmulas finais.

As letras gregas I', A, ©, A, com ou sem indices inferiores ou superiores,
representam seqtiéncias de formulas. I e I, com ou sem indices, representam
derivagoes.

Defini¢do 1.11 Ezpressées da forma T — A sdo seqgiientes, onde ' € o
antecedente ¢ A, o conseqiiente.

Definicao 1.12 Uma regra de inferéncia é uma figura de forma

onde 51, ..., S, (n=1,2) e S sdo seqientes, que representa a inferéncia

do segiiente S (conclusdo), a partir dos segiientes Sy, ..., S, (premissas).

Gentzen, em [39], estabelece a seguinte relaciio entre segiientes e férmulas:
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Definicao 1.13 “O segitente A1, As, ..., Ay, — By, By, ..., B, é equivalente
a sequinte formula: se 03 A’s e 0s B’s ndo sdo vazios:

(Are.. . &An) D (BoV...V By);

(.--) se 0s A’s sdo vazios, mas os B’s ndo sdo:

BnVVBl,

se os B’s sao vazios, mas 0s A’s ndo sdo:

Ak &An D (A&-A);

se 03 A’s e 08 B’s sdo vazios:

A&—A.

A equivaléncia € transitiva™ .

A formulagio de CG., apresentada em [61] é a seguinte:
1. Regras Estruturais:

{(a) no antecedente:

i. atenuaggo:
I —©
DI'—@e

at —;

““The sequents (sic) A1, As, ... v Am — Bi, By, ..., By is equivalente to the following
formula: If the A’s and the B’s are not empty: (4:1&...&A4n) D (Ba V...V By} () if
the A’s are empty, but the B’s are not: B, V...V By; if the B’s are empty, but the A's are
not: A:1& .. &Am D (A&—A); if the A’s and the B’s are empty: A&—-A. The equivalence
is transitive” {[39], p. 115).
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ii. contraggo:
D,DT'—0
DITSe T
ili. permutacao:
ID,E— 0@
m?ﬁf‘m 3}

{b) no conseqiiente:

i. atenuacao:

r-e — gt
r-e,n ’
ii. contracéo:
r-e.,b,D — cont:
r-e,p ’
iii. permutacdo:
I'-0,D,F s perm
r—=e,ED ™
2. Corte:
I' =AD DA—O ;
TASAD corte.
3. Regras Operacionais:
(a) no antecedente:
i. conjuncao:
AT -6 & BT —9© & -
A&B,T' - 8 ’ A&B,T —© ’
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i. disjuncdo:
AT -0 B,Fw*@v -
AvBT—6 ’

iii. condicional:

'--0,A B,A-6

— ]
ADBT,A—© '
iv. negago:
AT -0 o
—AT— 8 ’
(b) no conseqiiente:
1. conjuncio:
Pr—-64 Fw@,B_)&_
I'— 8, A&B ’
ii. disjuncao:
'-0,A4 y r—6e.B v
—_
I'-6,AvV B, ’ '-e,AvB, ’
iil. condicional:
ATl — B
—3;
'-A>DB
iv. negacio:
AT -8
I'—-08,-4 ’



4. Seqlientes iniciais da forma:

As Regras Operacionais definem a introduco dos simbolos légicos no an-
tecedente ou no conseqliente de um seqgiiente. A férmula na qual o simbolo
légico é introduzido é a férmula principal. As demais férmulas, expli-
citamente apresentadas ou pertecentes a I, &, A ou A, sio féormulas se-
cund4rias (ou laterais®).

Na regra corte, D) € a férmula do corte e o grau de uma aplicagio do
corte € igual ao grau de D. Uma regra aplicada no antecedente (conseqiiente)
serd referida, simplesmente, como uma regra de antecedente (conseqiiente).

Observe-se que CG,, é construido a partir do sistema proposicional LK
de Gentzen, [39], onde a regra NEA:

F— 0,4

AT o6 8j\f}iTA

¢ substituida por:

Al'—-©

T —— e Y e !
—==A,T — © (NEA)

e, em vez de FES:

AT —06.B
TM@,ADBFES’

CG, tem:

AT —-B

r—asg5 - FE9)

#“side formulas® (ver, p. ex. [43], p. 443).
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que contém a restricio intuicionista {conseqliente com uma férmula).

Os sistemas Cy,, 1 < n < w, sdo construidos pela adicdo a CG,, de uma
regra de introducdo de negagdo no antecedente, denominada, por Raggio,
NEA", com o correspondente valor de n:

AV AP, AP, L e(,ﬁ(Ai,fz; 4) g,
~B(Ar, Az, Ap), ATV, A, AR T — 0

onde B(A;, As, ..., Ap) é qualquer férmula construida a partir de A, Ao, ..., A,.

As definigbes seguintes visam a uniformizar a terminologia utilizada neste
trabalho e nao divergem das usuais.

Definicio 1.14 As Regras Estruturais, Corte e Regras Operacionais sdo re-
gras de inferéncia.

Definigdo 1.15 Os seqiientes que ocorrem acima das linhas que aparecem
nos esquemas das regras de inferéncia sdo seqiientes superiores e os gue
ocorrem abaizo, séo seqlientes inferiores.

Definicao 1.16 Uma prova, em CG,, € construida a partir de segientes

iniciais por meio de regras de inferéncia e tem o forma de uma drvore I,
tal que:

1. os nds mais altos de 11 sdo segiientes iniciais;

2. cada nd p dell, exceto o dltimo, € o segiiente superior de uma aplicacio

de uma regra de inferéncia cujo segiiente inferior tambem ocorre em 11,
imediatamente abaizo de u.

Definigao 1.17 O segiiente mais baizo de 11, gque ndo € segiiente superior
de nenhuma regra, € o seqiiente final de I1.

Definicao 1.18 A altura de II, denotada por h(I1), € definida como a se-
quir:
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1. sell € um segiiente inicial, h(II) = 0;
2. se Il € obtida de I1; por uma Regra Estrutural, entgo h(II) = h(IL;);

3. se Il segue de II; por uma Regra Operacional de uma dnica premissa,
entdo h(IT) = R({IL;} + 1;

4. se Il segue de Iy e Ily por wma Regra Operacional de duas premissas
ou Corte, entdo h(Il) = max{h(Il;) + 1, A(Il3) -+ 1).

Definigdo 1.19 Sejam Il e II; (1 < i < n) provas. O comprimento de I,
denotado por I(IT), define-se assim:

1. se 1l € um segiiente tnicial, I{I1} = 1;

2. se 1l € da forma
I, 1L, ..., I0,,
D
entdo I(IT) = (I(I1) + I(TTg) + ... + I(IL,) + 1).

Quando necessério, “est” indicard a aplicagio de regras estruturais na
combinagc&o e nimero de vezes exigidos para a obtencao do seqiiente indicado;
r(II) indicard a regra cuja concluso € o seqiiente final de II.

O teorema e corolério seguintes, conseqiiéncias imediatas do apresentado,
demonstram a consisténcia do sistema descrito. As formas de seqlientes apre-
sentadas, I' —  (consegiiente vazio) e —  (antecedente e consegiiente
vazios), representam as situacdes correspondentes & demonstracio do falso.

Teorema 1.20 Em CG,, ndo hd prova de T —°.

Demonstracao. Indugio sobre o comprimento das provas.
Seja Il uma prova tal que {(I1} = 1. Neste caso, ndo hd o que demonstrar,
pois I' — nfo tem a forma de um seqilente inicial. Se I{II) = n > 1,

pela hipétese da indugfio, ndo héd prova de pelo menos uma das premissas de
r(II). O

“Resultado de Raggio, em [61].
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Corolério 1.21 Em CG,, ndo hd prova de -+ 10,

Demonstragao. Caso particular do Teorema 1.20. [

1.2.3 Equivaléncia entre C, e CG,,.

E fundamental que & equivaléncia entre C, e CG, seja demonstrada,
para que tenha sentido a aplicacio a C,, dos resultados obtidos para CG,.
Demonstragdes desta natureza ndo sio estranhas a Gentzen que, além da
Definicgo 1.13, em [39], afirma:

Duas deriva¢ées serdo chamadas equivalentes se a férmula final
(seqiiente final) de uma ¢ equivalente ao da outra.

Dois cdlculos serdo chamados equivalentes se toda derivacao em
um calculo pode ser transformada em uma derivacio equivalente
no outro célculo (p. 116)*.

Esta equivaléncia, segundo [61], significa o que expressa o teorema se-
quinte:

Teorema 1.22 a) Se ¢, A entdo beog,— A;

bl) S€ [*C'Gu Al,Ag, eey An - B;,Bg,...,Bp entao f“cu Al&Ag&&An i
BiV BV ..V B,

b2} se g, By, By, ..., B, entdo b¢, BiV By V ...V B,.

Demonstragao. a) Os axiomas de C,, sio demonstriveis em CG,.
1) AD (B2 A):

“Resuldado de Raggio, em [61).

1“Two derivations will be called equivalent if the endformula (endsequent} of one is
equivalent to that of the other.

“T'wo calculi will be called equivalent if every derivation in one calculus can be trans
formed into an equivalent derivation in the other calculus” (]39], p. 116).
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A—- A .
BA=ATT
—
A—BDA
— AD (B> A)

P

2ADB)D{AD(BDO)D(AD(C)):

B—-B C—-C
A—A BDOCB—-C
A—-A BAD(BDC)L,A-C
AAD(BDC)L,ADB—C
AD(BDCL,ADB—-ADC

Ty

e

—

-

ASB-(AS(BSO)SMAS0) -2
S {ADB) S ((A>(BoC) D (A0
4) A&ABD A:
A— A
ARB A
— A&ZB D A )
5) A&BD B :
B—B
A&B—>B&_+__D
— A&B D B )
6) AD (BD (A&B)):
est A—4 E-~F t—
AB—A AB—B
A B — A&B -5
A= B D (A&B)

SAS (B> (A%B) "~
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NVAD(AVB):

A— A
A—+AVBM+V_+
-+ AD(AV B)

2.

8) BD (AVB):

B—B

—e i N
B~ AvEB -
S Bo(AvVE

9) (ADC)D((BD2C)>((AVB)>C)):

A—-A C—>C B—B C—-}C’D
AA>C—C BB-C=C

AVBADC,BDC —-C

ADCBODC,AVB=C
A:}C,BDC—»(A\/B):)(J—_>
ADC~(B>C)D((AVB)D> () -5
—(ADC)D((BOC)D((AVB)D Q) '

2

10) Av-A:

A A
— 3 ™
— A, —-A
— ¥V
— AV A -4 Y
S AV-AAV-A t‘”
AV oA cont.

11} ——4 2 A:

A— A

A — A
—->““‘!‘1A3A
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O Postulado 3, a regra de Modus Ponens, corresponde 4 seguinte aplicacdo
da regra do corte e da regra D—, em CG,, :

A— A B—B
— A AADB-B

— AD B A>B-— B
— B

e

corte

corte

bl) Prova-se por inducdo sobre o comprimento das provas, I1, dos segiien-
tes dados.
Base. Se [(Il} =1, Feg, A — A. Ora, ¢, AD A, da forms seguinte:

L (AD(ADAND((AD((ADA)DAYD(ADA)  Post2
2. AD(ADA)  Post.l

3.(AD{((ADA)DA)D(AD A  1,2/Post.3

4. AD({ADA)DA) Post.1

. ADA  3,4/Post.3.

[o1

Passo Indutivo. Se [(II) = n, pela Hipétese da Inducdo, a(s) premissa(s)
de r{II) é (s8o) férmula(s) de C,, com a propriedade descrita. Ora, qualquer
das regras de CG,, da forma & —, — &, V —, — V, D, ou —D é
regra derivada de €, conforme o Teorema 1, de [15]. Portanto, obtém-se o
resultado desejado aplicando as regras correspondentes.

Se r(IT) é =~ —, posto que k¢, 4 D =—A, =~ — é admissivel em C,,,
e, aplicando-a convenientemente, obtém-se o resultado desejado. Da mesma
forma, se r(I1) é — —.

As Regras Estruturais séo admissiveis em C,,, pois correspondem a pro-
priedades de “+” garantidas pela validade do Teorema da Deducio e as pro-
priedades de idempoténcia e comutatividade de & e de V.

b2) Este caso prova-se, analogamente, considerando os casos provados no
Teorema 1.20 e Corolério, e a Defini¢do 1.13. O
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A caracterizacio explicita da adequacio da restricio intuicionista imposta
& regra de introducio do condicional no conseqiiente se dd pela prova de que
aregra FES (—D) ndo ¢ admissivel em CG,,. Isto é feito mostrando que

—(CD{AVB))D(AV(CDB)

¢ demonstrével com a utilizacio da regra de introducéo de condicional no
conseqiiente, mas nio com a restricao intuicionista, e a apresentacdo de ma-
trizes que mostram que férmulas desta forma no valem em C, [61].

Com efeito,

A-A B—B gt
ﬁat()—»C A— A B B— A B Vo
C—CA {AVBY— A B S
C,C>{AVB)— A B FES
CO(AVB)— A(CDB) Y
C:>(AvB)wAv(OJB),Av(OaB)est -

= (CD(AVB)) D> (AV(C > B)

€ uma demonstracéo de — (C > (AV B)) D (Av (C > B)) com a aplicacio
FES, sem a restricdo de formula tnica no conseqiiente. Em [61], p. 361 ss,

estdo as matrizes da Tabela 1.1 a seguir, que invalidam (C>(AVB) D
{(AV(C D> B)) em CG.,,.

Até af Raggio, em [61], desenvolve o sistema CGr,1 < n < w. A aplicacio
da prova de Eliminacfic do Corte apresenta dificuldades, tendo em vista a
restricao intuicionista imposta & regra —D que “prevents the application of
Gentzen proof {cf. [4] 3.232.1)” (p. 362). Da mesma forma, a regra NEA”,
que contém uma introdugdo de negacdo no antecedente, condicionada, apre-
senta dificuldades para a aplicacio desta prova. A partir dai, porque C,,
1 < n < w, ndo tem matrizes caracterfsticas finitas (veja-se [4]), Raggio
conjectura que C, e CG, sdo indecidiveis.
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Tabela 1.1: Matnzes para C,,

2 3 4

1

2 3 4

1

B

1 2 2 2

o wH

o o0

[ B

AVvBi1l 2 3 4

2 3 4
2 3 4

1

< <

o0 o0 wH

oy o =

1 o0

A&B |1

1

34



Raggio nfo explicita as dificuldades que encontrou no desenvolvimento
da prova de Gentzen, a partir do caso 3.232.1, nem as dificuldades corres-
pondentes & introdugao condicionada de negacio no antecedente (NEA").

No entanto, sdo estas dificuldades e 0 “incomodo” da restrigio intuicionis-
ta sobre a regra —> que o levam & construgio do sistemna WG,, 1 < n < w.

A referéncia de Raggio “cf. [4] 3.232.1” remete a “ Untersuchungen ueber
das logische Schliessen’, Math. Zeitschrift, Bd. 39, p. 176/210, 405/431”,
aqui referido a partir de [39], especificamente ao caso da prova do “Haupt-
satz” para derivagbes do sistema L.J, quando a ordem (p) do miz é maior
que 2 e & ordem direita maior que 1. A regra miz tem a seguinte forma:

I'-=AD DA—®
T, A S A% ©

T,

onde A e A* sdo como A e A apds a eliminacio de todas as ocorréncias de
D. Neste texto, p. 89 e seguintes, Gentzen define “ordem”!?, da seguinte
maneira:

Chamaremos a ordem da derivacio a soma. de sua ordem sobre
& esquerda e sua ordem sobre a direita. Estes dois termos sio
definidos como segue:

A ordem esquerda é o maior nimero de seqlientes consecutivos
em um caminho tal que o mais baixo destes seqiientes é o seqiien-
te superior esquerdo do mix e cada um dos seqiientes contém a
férmula mix no consegiiente.

A ordem direita é (correspondentemente) o maior nimero de
sequentes consecutivos em um caminho tal que o mais baixo des-
tes seqlientes € o seqiiente superior direito do mix e cada um dos
seqientes contém a férmula mix no antecedente®.

12Rank.

*3“We shall call the rank of the derivation the sum of its rank on the left and its rank
on the right. These {wo terms are defined as follows:

The left rank is the largest number of consecutive sequents in a path sothat the lowest of
these sequents is the left-hand upper sequent of the mix and each of the sequents contains
the mix formula in the succedent.

The right rank is (correspondingly) the largest number of consecutive sequents in a path
so that the lowest of these sequents is the right-hand upper sequent of the mix and each
of the sequents contains the mix formula in the antecedent.” (139, p. 89-90).
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A observacdo geral de Gentzen sobre esta prova, em [39], € que

Para transformar uma derivacgio LJ em uma derivacio LJ
sem cortes, aplicamos ezatamente os mesmos procedimentos co-
mo para derivacgdes LK. { ... ) Temos somente que nos convencer
que, em todo passo de transformaggo, uma derivacdo LJ torna-se
outra derivacdo LJ, i. e., que o D-seqiiente da derivagio tran-
sformada ndo contém mais que uma S-férmula no consequente,
dado que este é o caso anterior’® (p. 101).

Gentzen passa, entdo, a examinar cada passo de transformacéo a partir
deste ponto de vista. As transformagtes iniciais correspondentes a 3.10 néo
oferecem problema, assim como os casos de ordem igual a 2 (3.11). O cuidado
¢ somente ndo introduzir seqiientes com mais de uma férmula no conseqiiente.

Os casos 3.232 correspondem aos casos 3.12 da demonstracéio de LK. Isto
é, aos casos em que a ordem é maior que 2. Em 3.232.1, ordem direita maior
que 1, Gentzen faz a seguinte observacéo:

3.232.1. Para os casos 3.121 vale geralmente que £* é vazio,
pois em II — X, ¥ deve conter somente uma férmula, ¢ esta
férmula deve ser igual a M*® (p. 102).

Ora, no caso de CG,, a observa¢io de Raggio deve fazer referéncia, ob-
viamente, ao que corresponde aos casos de aplicacio da regra FES' (—D)
na derivagiio do seqiiente direito do miz, quando a ordem direita do miz €
igual ou maior que 2.

Como observa Gentzen:

144Tn order to transform an LJ-derivation into an LJ-derivation without cuts, we applay
ezactly the same procedure as for LK-derivations. (... ) We have only to convince ourseives
that with every transformation step an LJ-derivation becomes another LJ-derivation, ie.,
that the D-sequent of the transformed derivation do not contain more than one S-formula
in the succedent, given that this was the case before” ([39], p. 101).

1543 232 1. For the cases 3.121 it holds generally that X* is empty, sincein 1 — £, &
must contain only one formula, and that formula must be igual to M ([39], p. 102).
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Nos casos 3.111, 3.113.1, 3.113.31, 3.113.35 € 3.113.36, somen-
te ocorrem, em cada conseqliente do seqgiiente de uma nova de-
rivacdo, aquelas férmulas que j4 tinham ocorrido no conseqiiente
do seqiiente da derivacio orignal'® (p. 102).

A dificuldade explicitamente citads em [61], 3.232.1, corresponde & ordem
do mix maior que 2, com ordem direita maior que 1, i.e., na derivagido da
premissa direita do miz hd uma aplicagio de D— (FES’) que ocorre acima
do seqliente em referéncia.

Af, no estdo garantidas as condicdes de aplicagio de —D (FES'} apds
uma permutagéo que transforme, por exemplo, a prova II, seguinte, na prova
I, que a segue:

I1:
2
S FES
estFIAA’A FLA«ACDD—)D( S)est
TS AA T A= A
T T S AN corie.
7 -
¥ 2o
't — A A I"Z,A,C’HDnrte
I, T, C=AD e
Y3

Observe-se que em Y3 nfio hd mais condigdes de aplicacio de — (FESY,
se /A néo € vazia. As outras regras, que ndo t&m a restricio desta, néo sio
afetadas.

Assim, levar adiante a prova da Eliminacio do Corte para CG., mostra
que € necessdrio tratar particularmente os casos em que a férmula do corte
¢ negada e em que hé aplicacdo da regra — D na subderivacdc que gera a
premissa direita do Corte. Esta é a motivagio para o sistema MCG,, que se

*9“In the cases 3.111, 3.118.1, 3.113.31, 3.113.35 and 3.113.36, only such forraulae eccur
in each succedent of the sequent of a new derivation as had already occurred in the
succedent of the sequent of the original derivation.” {139}, p. 102).
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apresenta mais adiante. A solucfo apresentada — tratar particularmente os
casos de férmula do corte negada — corresponde a uma forma de flexibili-
zagBo da idéia de eliminagBo do corte que se prende, estreitamente, & manu-
tengéo do principio de subférmula, mais do que a evitar o “desaparecimento”
de formulas usadas em uma derivagio. A quebra da “simetria” provocada
pelas regras de negacdo e condicional no compromete os resultados.

1.2.4 Justificativa e descrigdo de WG,, 1 <n < w.

As dificuldades de aplicagdo da prova do corte (Hauptsatz) a CGp, 1 <
n < w, decorrentes da restrigdo intuicionista imposta & regra —> (FES) e
nao presente nas outras regras, que, segundo Raggio em [61], impede a apli-
cagBo da prova de Gentzen; o fato de NEA” conter uma introducéo condicio-
nada de negagéo no antecedente, o que ndo ocorre com N EA (“Precisely this
difference raises difficulties to the application of Gentzen’s proof” (p. 362));
e o fato de (7, 1 < n < w, ndo ter matrizes caracteristicas finitas, o que leva
Raggio a conjeturar que C, e CG, séo indecidiveis, levam & construcio da
hierarquia WG, 1 <n < w.

Assim, partindo da mesma formulagdo fundamental de Gentzen, LK,
Raggio constrol WG, 1 < n < w como segue:

WG, difere de LK somente na regra seguinte:

AT -0

de NEA, WG, NEA: == —» — 7
em vez de , WG, tem _+~1—1A,F—->(-)

e, contando com a definico:
(A = A&—A e AP = Alrlg— Alr

WG, 1 <n<w, contém:

I'— 6, Al

: ", m{n]
todas as regras de WG, e NEA™: — TART B
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Apresentando, portanto, as alteragdes necessarias dos casos 3.113.35 e
3.121.22, da prova original de [38], Raggio prova o Teorema de Eliminacio
do Corte para estes sistemas e apresenta as principais propriedades dedutivas
de WG, 1 £n < w, das quais seguem-se as que se referem a WG,,:

1. WG, 1 < n < w, é decidivel e tem a propriedade de subférmula;

2. WG, ndo ¢ finitamente trivializdvell”:

3. em WG, — =(A&—A) e = A D (=4 D B) nio sdo dedutiveis;

4. WG, € uma extensdo prépria de CG... Em WG, ndo sdo dedutiveis:

-(B&-B), ADB,AD>-B— -A

—~(A&—A) — ~(~A&-—A).

Duas outras hierarquias sdo referidas, ainda: WG, 1 < n < w, criada
pela adicdo de NES":

'—-0,A
177 NS
'—-06,-—4 S

e WG, 1 <n < w, que difere de WG, por ter NES' no lugar de NEA' e
impor a restri¢do intuicionista de consegiiente com férmula Gnica.

Estes sistemas ndo sdo analisados em {61], mas de WG, pode-se dizer,

prima facie, que néo é equivalente a C,,, pois a regra FES, cuja inadmissi-
bilidade em CG,,, que € equivalente a C,, foi demonstrada, permite provar

— (CD(AVB)) > (AV(C > B))

'"Um sistema ndo trivial S ¢ finitamente trivializdvel se existe uma formula, (ndo um
esquema) F, tal que o sistema obtido de S pela adigao de F, como novo postulado, é trivial
([4, p. 14).
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que ndo vale em C,,.

Por outro lado, o sistema NCG.., que se cria e apresenta adiante, embora
tenha a restrigio intuicionista de férmula vinica no conseqilente, define de
outra maneira a negacéo, nao se confundindo, portanto, com WGI,.

Resta somente uma observacio de cardter geral, j4 apresentada: hoje, é
claro que as propriedades de C,, 1 € n < w, néo se estendem, em geral a
C,. Assim, trata-se, a seguir, de discutir formulagdes para C., sem levar em
consideragdo suas relagdes com os cdleulos C,, 1 < n < w.
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Capitulo 2

Cw em Célculo de Seqiientes
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2.1 Calculo de seqiientes e decidibilidade

A relacio entre decidibilidade e o teorema da eliminagéo do corte € clara
desde Gentzen. Ji a “Seciio IV — Algumas aplicagdes do Hauptsatz” de [39]
mostra trés aplicagdes da eliminagfo do corte:

1. a consisténcia da légica de predicados classica e intuicionista;

2. a solucgdo do problema da decisdo para a légica proposicional intuicio-
nista,; e

3. uma nova prova da ndo derivabilidade da lei do terceiro excluido na
légica intuicionista.

Obviamente, estas trés solugbes centram-se no principio da subférmula,
i. e., somente subférmulas das férmulas do seqliente final de uma derivagao
ocorrem nesta derivacdo. E mais, como ndo hd corte, nenhuma férmula é
eliminada, isto é, nenhuma férmula desaparece no processo de derivagéo do
seqiiente final. Assim, no processo heurfstico de decisdo, na busca pelas
(sub)férmulas que compdem uma dada férmula sob teste, todas as férmulas
sugeridas pelo processo de sua decomposicdo em componentes minimos po-
dem ser encontradas. Logo, hd um procedimento de decisdo, hd uma com-
putacdo, que permite caracterizé-la como demonstravel ou ndo demonstravel
no sistema em questao.

I nesta direcio que, sem considerar que a “restricio intuicionista” impde
alguma limitacgio descabida a C,,, continua-se a andlise que Raggio fez deste
sistema. a partir de CG,,, no sentido de mostrar que sua tentativa, historica-
mente bem situada, pode ser desenvolvida com técnicas que, posteriormente,
foram apresentadas.

Assim, reapresenta-se esse sistema substituindo-se a regra corte pela regra
miz e prova-se 0 correspondente teorema de eliminaciio do corte. Atencao
especial deve ser dada ao tratamento que se apresenta para a negagfo e como
as dificuldades originais de Raggio sdo superadas usando-se uma sugestéo de
Schellinx em [64].
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2.1.1 O Sistema MCG, e a Eliminacao do Corte

Pretende-se mostrar, aqui, que o célculo CG,, é adequado ao que se
propde, desde que se possa controlar com precisdo os casos probleméticos
decorrentes da restrigdo intuicionista imposta sobre a regra de introducgo de
condicional no consegiiente e o comportamento das férmulas negadas. Is-
to implica em “flexibilizar” ou ampliar a idéia de prova normal, tratando
a negagio de modo especial. O principio de subférmula, fundamental, é
preservado.

O desenvolvimento de CG,, é apresentado, a seguir, a partir do sistema
MCG,, qual seja, o sistema que difere de CG,, por ter, no lugar da regra do
corte, a seguinte regra:

T—O,M MASA
T T A S 65 A

onde A* e ©* sdo iguais a A e O, respectivamente, exceto por ndo conterem
ocorréncias de M. M é a férmula mix e o grau do mix é igual ao grau de
M.

Atente-se para o fato de que esta notagdo é essencialmente ambigua, tendo
em vista que definida para todos as formas de férmulas miz. Somente o
contexto de aplicacdo deixa claro, em qualquer caso, a que férmula que estd
sendo omitida se refere *.

Teorema 2.1 CG,, € equivalente « MCG,,

Demonstracio. E ébvio que todas as férmulas da forma M, ausentes em
A* e © podem ser introduzidas por atenuacao, assim como, por contracdo,
obtém-se a situagdo adequada para aplicacio do corte que gera A* e ©*. [0

As definigOes seguintes estabelecem as condigdes para gue se possa con-
trolar a origem das férmulas que ocorrem em uma derivagio. Isto é parti-
cularmente importante para o estudo da negacio e de como o principio de
subférmula € preservado nas situacdes de aplicacdo das regras de negacio.
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Definicao 2.2 Uma ocorréncia de uma férmule A estd imediatamente
vinculada ¢ wma ocorréncia de uma férmula B, se A e B tém a mesma
forma e

1. A € a enésima formula de T (ou de A, ou de ©, ou de A} no segiiente
superior de uma regra e B € a enésima formula de T fou de A, ou de
O, ou de A) no segiiente inferior desta regra; ou

2. A € premissa de uma aplicacao de contragio e B € a formula principal
desta contragcao; ou

3. A € a premissa D(E) de wma aplicagdo de permutacdo e B € a férmula
principal D(E) desta permutacio.

Defini¢do 2.3 A seqiiéncia (de férmulas) vinculada e B numa prove II
¢ uma seqiéncia By, Bs, ..., B, de formulas de 11, tol que:

1. B, € B;
2. cada B;+1 estd imediatamente vinculado o Bi;

3. B: ocorre em um segiente inicial ou € a férmula principal de uma regra
de inferéncia operacional ou de uma atenuagdo. O tipo de ocorréncia
de By determina ¢ origem da segiéncia vinculada a B.

Definicao 2.4 O conjunto de todas as seqiiéncias vinculadas a B € denomi-
nado grupo de vinculacdo (associado a) de B.

Definicdo 2.5 A seqiiéncia vinculada esquerda (direita) de um miz é
uma segiéncia vinculada & férmula do miz que ocorre no consegiente (an-
tecedente) do sequente superior deste miz.

Definicao 2.6 Uma aplicacdo do miz ¢ ym mix negado operacional se
e somente se o formula miz desta aplicagdo € da forma —C e pelo menos
uma das segiéncias vinculadas a —C tem origem em uma aplicacdo da regra

—_— T,

A definicio seguinte, definicdo de prova normal, é uma das defini¢des
cruciais destes desenvolvimentos. Observe-se que ela € bastante permissiva,
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no sentido em que admite a ocorréncia de miz negado operacional. Obvia- .
mente, esta flexibilizacio se d4 para permitir um controle particular do com-
portamento das negacdes, especialmente no que diz respeito 3 preservacio
do principio de subférmula.

Definicao 2.7 II € uma prova normal, em MCG,, se e somente se néo
hd aplicacio de miz em 11, ou todas as aplicacées do miz sdo de mix negado
operacional.

Lema 2.8 Toda formula de uma segiéncia vinculada esquerda (direita) de
wm iz € consegiiente (antecedente) em algum segiiente anterior ao segiente
superior esquerdo (direito) do miz, na prove dado.

Lema 2.9 Toda segiiéncia vinculada esquerda (direita) de um mix ramifica
a partir do segiente superior de uma aplicacio da regra de contracdo, se a
formula principal desta regra pertence a esta segiéncia.

Demonstragao. Imediatas, a partir das definigdes. O

A seguir, o lema principal de eliminagio do miz. Estabelece a hipétese
da indugdo que permite & eliminagio de toda aplicacio do miz.

Definigdo 2.10 Uma segiiéncia de segiientes, 51, Ss, eeey Sn, € um caminho
determinado pelo seqiiente S, em uma derivacdo Il, se e somente se:

1. 51 € um segiiente inicial de I1;

2. 5;,1 £i < n, € uma premissa de uma regra de inferéncia e S;1;,1 <
i < n, (o seqiente sequinte do caminho) é a conclusio desta regra; e

3. Sn € o seqiente final da segiiéncia.

Definicao 2.11 Um caminho 5,855, ...,S,, é um caminho principal em
uma derivacdo 11, se e somente se:

1. 51,52,...,8, um caminho determinado por S, em II; e
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2. S, € o seqiente final de Il

Definicio 2.12 Chama-se de ordem esquerda (direita) de wm miz o
maior nimero de segientes consecutives em um caminho determinado pelo
seqiiente superior esquerdo (direito) do miz e cada um dos seqiientes contém
a formula do miz no consegiiente {antecedente).

Definicao 2.13 Chama-se ordem do miz a soma de sua ordem esquerda
com sua ordem direita.

Para dar conta das dificuldades determinadas pela restricio intuicionista
imposta a regra — 2 no processo de eliminacao do miz € necessério levar em
conta os seguintes resultados preliminares, conforme a sugestdo de Schellinx
em [64].

Lema 2.14 Se Il € uma derivacdo sem miz de I’ — A, A&B, em MCG,,
entdo existern derivacées, sem miz, 11 eII? deT — A,A el — A B,
respectivamente.

Demonstragao. Indugdo sobre [{II). Se (1) = 1, T — A, A&B, é um
segliente inicial. Logo, existem as derivagbes, sem miz, seguintes:

A— A

ALE S A%

B— B

ALB S BY

Suponha que, para provas II de comprimento [(II) = n, vale o Lema. Seja
[{IT} > n da forma

II; Il
A Ty — Ay
¥ Yo

est P]_ e A]_,A Fz g AQ,B est
Pg,rg — Al, AQ,A Fl,rz s Al,AQ,B
thg ancd Al,Ag, A&B
23
T — A, A%B

s &,
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pela hipétese da inducio, existem as provas IT* e 12 seguintes:

II;
Fl "—>A1
[, T — A, Ay
Er
F—+A
I'—-AA

est

est

Iy
Fg - Az
', Fo— Ay, Ay
25
I'— A
I'—AB

est

est,

sem miz, onde X € correta, tendo em vista que A&B é férmula lateral em
a.

Corolario 2.15 Se I € uma derivacéo sem miz de I’ — A A&B, em

MCG,, entdo Il pode ser tmnsformada em uma derivacdo IU, sem miz,
de I' - A, A& B, tal que r(I1) é — &.

Demonstragao. Conseqgiiéncia imediata do Lema 2.14. O

Lema 2.16 Se Il € uma derivacdo sem miz de A&B,T — A, em MCd,,
entdo exzistem derivacées, sem miz, II' ¢ 12 de A,T' — A ¢ B,T — A
respectivamente.

Demonstragao. Analogamente ao caso anterior, se IIT) = 1, TI* e II?
580

y A A
YABSA

; B— B
"ABSB

e, se l(Il) >n, [1é,ondei=1ou 2:
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1L
A
2
ATy = A
Ai&AQ,l—‘l — A]_ )
2ig
A& AT — A

Pela hipdtese da indugao, existem IT* da forma:

II
I — A

_————Ai,l‘ . Aest,

com ¢ = 1 e 2, respectivamente.

Coroldrio 2.17 Se II ¢ uma derivacdo sem miz de A&B, I’ — A, em

MCG,, entdo Il pode ser transformada em uma derivacdo IU', sem miz,
de A&B,I' — A, tal que r(I1) € & ~.

Demonstracio. Conseqiiéncia do Lema 2.16. O

De maneira semelhante se estabelecem os lemas e coroldrios seguintes.

Lema 2.18 Sell € uma derivagGo sem miz de AV B,I' — A, em MCG.,,
entdo existem derivagées, sem miz, I1* e II2 de A,T — A ¢ B,T — A,
respectivamente.

Corolério 2.19 Se II ¢ uma derivacdo sem miz de AV B,T — A, em

MCG,, entdo I pode ser transformada em wma derivacdo TV, sem miz, de
AV B, T — A, tal gue r(II) é vV —.

Lema 2.20 Se Il € uma derivacdo sem miz de I’ — A AV B, em MCG,,
entdo existem derivacées, sem miz, II' e [I° de ' — A/AeT — A, B,
respectivamente.

Coroldrio 2.21 Se Il ¢ uma derivagdo sem miz de T — A, AV B, em
MCG.,, entdo 11 pode ser transformada em uma derivagdo IU', sem miz, de
T'— A,AV B, tal que 7(II) € — V.
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Lema 2.22 Sell € uma derivacdo sem miz de A> B,T — A, em MCG,,
entdo ezistem derivacoes, sem miz, II' e 12 de I' — A,A e — A, B,
respectivamente.

Coroldrio 2.23 Se Il € uma derivagio sem miz de A D B,T — A, em
MCG,, entdo II pode ser transformada em uma derivacdo I, sem miz, de
AD B, T — A, tal que r(II) € D—.

Demonstragoes. Semelhantes s anteriores.

Estas propriedades das provas sem miz nfo valem para as provas de
I' = A D B, que contém aplicagdes de —D, por conta da restricio de
férmula Unica no conseqiiente. Assim, a prova do lema seguinte, afasta-se da
prova padrdo de Gentzen para dar conta desta peculiaridade.

Lema 2.24 Toda prova 11, em MCG,,, cuja tltima regra € a dnica aplicacdo
do miz nesta prova, e este miz ndo € um miz negado operacional, pode ser
transformada em uma prove IV, do mesmo seqiiente final, sem miz.

Demonstracéo. Aplica-se a prova de Eliminacio do Mix de Gentzen
([39]), com as alteragdes sugeridas por Schellinx em [64], com o intuito de
mostrar que, tratando separamente os casos relativos & negacéo e controlando
o comportamento de —D na derivagdo do segliente direito do miz, tudo o
demais corre sem dificuldades.

Demonstracdo por indug8o sobre a ordem do miz, n, com inducdo subsi-
didria sobre o grau de miz, m.

1) BASE. n = 2 (A ordem minima de um mix é igual & soma da ordem
esquerda minima, que € 1, com a ordem direita minima, que, também, é 1).

1.1) Base da inducéo subsididria. m = 1. L e, a férmula miz, M, é
atomica (e sé ocorre como premissa do miz).

1.1.1) A premissa esquerda do miz é um seqiiente inicial. Portanto, II é:

¥
M—-M M, 0 — A
M, O* - A

mix,
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que se transforma em

Y
MO—-A est
M,e* - A"
sem L.

1.1.2) A premissa direita do miz é um seqliente inicial e Il assume a
forma:

1T
I'— A M M—M

T—anM

cuja transformacao é ébvia:

L
esnf————~——---~~»««F —4,M
I'— Ax M’

1.1.3) Nem a premissa esquerda do miz, nem a direita sfo segiientes
injciais. Logo a férmula M ¢ introduzida por atenuacio.

1.1.3.1) M ¢ introduzida no seqiiente esquerdo, por atenuacio. 11 toma a
forma:

II;
— at_.._.I:M_._._)mA.__ E
IF SAM MO-A .
T,6" = A A TRAT;

gue pode ser transformada em:

I s A
r,os — A* A

est,
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Sem 1.

1.1.3.2) M ¢ introduzida no seqiiente direito do miz, por atenuacgio. II
é:

¥
L 80— A t—
=AM MO AY iz
I,e*— A* A ’
que, obviamente, se transforma em:
%
Q@ — A
T o - A*,AESt'

E dispensavel a apresentacio detalhada dos casos claramente implicitos
nas situagdes descritas.

1.2) Passo indutivo da induco subsididria. m > 1. A férmula do miz,
M, é uma férmula qualquer e ocorre somente nas premissas do miz.

H& 3 casos a examinar.

1.2.1) Se M ocorre um um seqiiente inicial, ou

1.2.2) M ¢é introduzida por atenuagso, Opera-se Como NoS Casos anteriores.

1.2.3) M ¢ introduzida por uma regra operacional.

1.23.1) M € A1&A,. T ¢é (parai=1,2):

Hl Hz Ez
&‘_)I‘%APA;_ F—'%A,AQ Au@—")A __}&
I A7A1&A2 Al&A% @ — A mi
ILox — A* A '

Ora, pela hipétese da inducio, qualquer das provas L (i=1,2):

I1; i
INe*— A* A ’
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pode ser transformada em uma prova sem miz.
1.2.32) M é A,V Ay TIé

Hi Ei 22
F“—)A,Ai Ah@'—'}A Ag,@“‘“"A
- N\ \ -
I‘——>A,A1VA2 A1VA2,@'—>A -
T,0* — A% A A
parai=1, 2.

Pela hipdtese da indugéo, qualquer das provas (para i = 1,2):

IL; 1A
I'— A, A Ai’@_)Amz':v
Lo — A A

pode ser transformada em uma prova sem miz, do mesmo seqiiente final.
1.2.3.3) M é A > B. Portanto, II é da forma:

H1 H2 1_-[3
5 AT'— B O —AA B6O-A
I's-AD>B ADB,0 — A iz
Ie* — A ’
Pela hipétese da inducdo, a prova ¥ seguinte:
I s
II, ATl — B B,@wAmix
O—-AA AT 0*— A iz
,or— A

pode ser transformada em uma prova sem miz, do mesmo seqiiente final,
pois as aplicacdes de miz indicadas tém férmula miz de grau menor.



1.2.34) Se M € ——A, pelo fato de ndo haver regras de introducio de
dupla negacgdo no consegiiente, cai-se no caso 1.2.1 ou no caso 1.2.2.

1.2.3.5) Se M é —A, ocorre um miz negado operacional, que serd tratado
posteriormente.

Assim, estabelece-se a base da inducdo. Isto é: se a ordem do miz é 2,0
miz € elimindvel.

2)PASSO INDUTIVO. n > 2. Isto & a ordem do miz é maior que 2.

2.1) Base da indugéo subsididria. m = 1, ou seja, M, a férmula miz, é
atomica.

2.1.1) A ordem direita do miz é maior que 1 e a esquerda iguala 1. 1. e.,
a formula miz, M, da premissa direita do miz ocorre no seqiiente superior
de uma regra de inferéncia que contém M no antecedente de pelo menos uma
de suas premissas.

2.1.1.1) Suponha que M ocorre no antecedente da premissa esquerda do
miz. Entéo, o seqiiente esquerdo miz é um seqilente inicial e I1 é da forma:

I
M,@l ——)Aj{
I,
M—M MO —-A
M, 6 — A s

de onde se obtém II', sem miz, da seguinte maneira:

I
Mj@:[ ——>A1
IIp
M- A

WM, & S A est

2.1.1.2) M ¢ introduzido no conseqiiente da premissa esquerda do miz
por atenuacao. Isto é, I é da forma:



2

M,@l “““*Al
T'—=A N

P AM MO - A
I',e* — A*A

-

™MiT.

Seja 1T a prova, sem miz:

1
' - A
I, — Ax A

est

2.1.2) Se a ordem direita do miz é igual a 1 e a ordem esquerda é maior
que 1, procede-se semelhantemente.

2.1.3) A ordem direita e a ordem esquerda do mixz sdo maiores que 1.

2.1.3.1) M, férmula atémica, ¢ introduzida por — at. I &

1L
Iﬁl'—>A1 E1
at — —t——2
I'1— AL, M MO, - A
I, pIN
'—=AM M, B — A iz
T, — A* A R

que pode ser transformada em:

1L
[ — Ay
I,e* - A* A

est,

sem iz, como desejado.
2.1.3.2) Se M é introduzida através de at —, procede-se semelhantemente.
2.1.3.3) M advém de um seqiiente incial, & esquerda. Assim, II é como:
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M-—-M

I, 2
M,I“l—‘*Al,M Mgel”“""'Al
Hg EJ2
I—s A M M, 0 — A iz
o — A* A ’

que pode ser transformada em:

b
Ma 8} _*Al
)}
MO —-A
M,T,,0° = AT A%
113
I'ex — A+ A

onde II3 indica a derivagio II; com a supressdo das ocorréncias de M no
conseqliente de seus seqiientes. As demais subderivacdes indicadas mantém
a integridade das regras aplicadas na derivagio original.

2.1.3.4) Se M advém de um seqiiente incial, & direita, o procedimento &
semelhante.

Estd estabelecida a base da inducéio subsididria.

2.2) Passo indutivo da inducfio subsididria. m > 1. L e.: agora, ocorrem
no mex premissas introduzidas por regras operacionais.

Casos preliminares: se M ¢ introduzida por atenuacfo ou ocorre em um
sequiente inicial, aplica-se uma das soluctes anteriores.

2.2.1) A ordem esquerda do miz ¢ igual a 1 e a ordem direita, maior
que 1. Aqui surgem os casos problemdticos de aplicacio de —™. A técnica
utilizada para eliminacio do miz é, essencialmente, a permutacao da ordem
de aplicagdo das regras operacionais e miz, o que pode afetar as condicbes
originais das aplicagbes, que porventura existam, de —D. Procede-se dando
atengao as observagbes de Schellink em [64], p. 540 e seguintes, e conside-
rando que a simples aplicacdo de — at para introduzir férmulas da forma
C D D ndo leva, necessariamente, ao resultado desejado.

it
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2.2.1.1) M é da forma A;&A. 11, entdo, é:

2
th s A QA@IBW AIA &-
I —AA T—A4 217 MA
—& )
I' = A, A &A; ArdcAy, B — A o
T.0" = A* A -

Esta prova pode ser transformada na prova seguinte:

1L 2
mixr"@A:Ai A1,0; — Ay
F, 6; — A*,AI
o ’
Ior— A A

na qual a aplicagdo do miz pode ser eliminada pela hipétese da induggo.

Qualquer aplicagiio de —D em II; ou ¥; (i = 1,2) é preservada nesta

tranformagéo. No entanto, aplicagbes desta regra em ¥’ podem estar com-
prometidas (em "), exceto se A* é uma seqiiéncia vazia. A solucdo mais
genérica, se a introdugo por — at da férmuls da forma C D D sobre a qual

se conjectura n&o € a melhor solugdo, é transformar a prova I em:

¥
A1, 01 — Ay
Hl Ala @5 - Afl

T — A, A 7
A, 0] — AY

IO — A* Al
E’* s
I, — Ax A

D
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onde £ contém todas as aplicagdes de —D que sdo necessarias para atender
as transformacOes anteriores e satisfazendo todas as restrigées. A aplicagio
de miz ¢ elimindvel, pela hipdtese da induciio. Observe-se que as aplicacies
indicadas de —D2 ndo alteram o grau do miz, sobre o qual se faz a inducdo.

2.2.1.2) Se M é A; V Ay, 11 tem & forma, onde i = 1,2:

2 2o
IL; AL, 0 = Ay A2391“@A1v~_}
F%A,Az AIVAQ,E')]MA;
TVFSA AV A %
Al\/Ag;@ — A mie
e — Ax A '

Seja ¥ a seguinte prova, onde ¢ = 1, 2:

II; b3
I'— A, Ai Ai, @1 > A; miT
F, @I — A*,Al
T,0* — A% A

est.

Pela hipdtese da inducio, esta prova se transforma em prova sem miz.

Semelhantemente ao caso anterior, se na prova da premissa direita do
miz, em Y, héd aplicacio de —2 que pode ser impedida em 2, reescreva-se
esta prova da sequinte maneira;

2
Ain 0 — A
A, 01 — A
H,’ had
P A4 aep—n
T,67 — A% A
e — A* A

mix

est,

que se transforma, pela hipStese da inducdo, na prova sem iz procurada,
umsa, vez que as aplicages de — > ndo afetam a medida da inducdo adotada.
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2.2.1.3) Se M ¢ A O B, supondo que II &

24 22
Flu--)Al,A 33@1 '"*Al i
I ADB,T,,0; — Ay A;
AT'—- B T,
'-ADB ADBT,0 - AA _
T,0" 5 A% A T,

obtém-se uma prova sem miz do mesmo seqiente final, da seguinte maneira:

P I
Iy —-MN,A AT - B 2
iL
FI,F* %AI’B B, 61 ——>A; .
T;,T% 0% — AL A, T,
23
e — A~ A

pois as aplicagdes de miz indicadas séo eliminaveis, pela hipdtese da inducio.
Observe-se que a peculiaridade da regra —D, se aplicada em ¥, supondo
obviamente que A; e A, s8o conformes as condigoes de aplicacdo desta regra,
nao exige tratamento especifico. A; ou A; é vazia (mas néo os dois, por forca
do Teorema 1.20), condigio que persiste em AT A,

Os casos seguintes, que envolvem negagao, ndo sdo simétricos no sen-
tido em que ndo ha uma regra de introducéo de dupla negacio (=—A) no
conseqliente de um seqiiente qualquer, assim como nio hé regra para a intro-
dugdo de —A no antecedente de um seqiiente. Sio explicitados para mostrar
que caem nos casos preliminares em que uma das premissas do miz é intro-
duzida por atenuacéo, ou advém de um seqliente inicial.

2.2.1.4) Se M é da forma ——A, e =—A nio é conseqiiencia de uma apli-
cagao de — =, I toma a forma:
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2

i —-A4,0; — A
T — A T,

= A=A 404
I,e*— A* A

- gt

mix,

que se tranforma em

I
' — A
Iex— A A

est,

sem 11z, como desejado. Ou Il assume a formas:

24
M—'—'A') @1 - Al

29

——A, 0% = A

miz,

e se transforma em

2
=4, 81 — Ay
2
-—A,0—A es
A, 0% — A

t

Sem miT, como esperado.
2.2.1.5) Se a férmula do miz é como —A, trata-se de um mix negado
operacional, que serd tratado posteriormente.

2.2.2) A ordem direita do miz é 1 e & esquerda, maior que 1. L e., a
férmula M & esquerda, ocorre no seqliente inferior de uma regra de inferéncia
qualquer que contém M no consegilente de seu seqilente superior. Entdo, 1
€ da forma:
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Pl"‘“-)Al,M @E}"A
I =ik B
F«-»i,M M,@—A"
.6 = A A AT,

Semelhantemente ao apresentado em 2.2.1, prova-se que hé uma derivagio
sem miz de I', 8% — A* A.

2.2.3) A ordem direita do miz é maior que 1 e sua ordem esquerda, ¢,
também, maior que 1. A combinac¢io adequada de solugdes jé& apresentadas
prova o desejado.

Uma observagéo final sobre a aplicagio das regras de contracio e per-
mutagdo. A hipétese da indugio, em qualquer caso sob anglise, permite a
eliminagdio do miz, se se antecede sua aplicagio & aplicacio destas regras,
pois a férmula do miz j4 ocorre em suas premissas.

Assim, examinados todos os casos, toda prova II cuja dltima regra apli-
cada, r(II), € a {nica aplicagio de miz, transforma-se em uma prova sem
miz. U

O lema seguinte estabelece as condicdes de preservacio das subférmulas
nos casos de mix negado operacional. O fato do sistema nfo dispor de
regra operacional que permita a introducio de negagio no antecedente de
um seqilente qualquer € que garante que s origem de férmulas desta forma
é sempre um seqiiente inicial, com o comprometimento da ocorréncia da
negagao, também, em seu conseqiiente, ou uma, atenuacdo. Neste Gltimo caso,
a ocorréncia de miz pode ser facilmente eliminada, como j4 demonstrado para
situagoes mais gerais.

Lema 2.25 Se Il € uma prova de -C, T — A, ¢ pelo menos uma das
segiiéncias vinculadas a —C tem origem em segiiente inicial, entao -C €
subformula de alguma férmula de T ou de A.

Demonstracao. Indugfo sobre o comprimento de I1.
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BASE. I(II} = 1. Neste caso, II é o seqiiente inicial ~C — =, e 0 Lema
vale.

PASSO DE INDUCAO. I(IT) > 1.

CASO 1. Suponha que haja pelo menos uma seqiiéncia vinculada a —C
que tem origem em seqiiente inicial e II ndo contém miz negado operacional.
Logo, Il ndo contém miz e, € claro, pela simples inspecio das regras, que ~C
¢ subférmula de alguma férmula de A.

CASO 2. Suponha que haja pelo menos uma seqiiéncia vinculada a ~C
que tem origem em seqilente inicial e a tltima regra aplicada em II é um miz
negado operacional. Ora, pela Defini¢io 2.6, a aplicacdo de — — gera uma
férmula —C, no consegiiente do segiiente esquerdo do miz, que é a férmula
esquerda do miz. Resta, no consegilente do seqiiente direito a férmula —C
vinculada ao seqiiente inicial da hipétese do Lema. Logo, —C é subférmula
de alguma férmuls de A.

CASO 3. Nas condiges anteriores, com um ndimero qualquer de apli-
cagdes de miz negado operacional, obtém-se o resultado desejado aplicando
a hipdtese da indugéo sobre a prova da premissa direita do tltimo miz negado
operacional. O

Teorema 2.26 Toda prova Il em MCG,, pode ser transformada em uma
prova normal IT do mesmo segiiente final.

Demonstracdo. A partir da aplicacio reiterada do Lema 2.24. O

Corolario 2.27 (Principio de Subférmula) Todas as férmulas que ocorrem
em uma prove normal I séo subformulas das férmulas do segiiente final de
1L

Demonstragao. Por inspecio das regras de inferéncia, observa-se que
néo pode haver eliminacio de qualquer férmula introduzida em uma prova,
se néo se aplica miz. O Lema 2.25. d4 conta das aplicagdes de miz negado
operacional. O

Corolario 2.28 Em MCGQG, ndo hd prove de — —A.
Demonstragao. Suponha que h4 uma prova normal 11, de — —A. In-

ducdo sobre o comprimento I(II}. Se /(1) = 1, como nfo hé seqiiente inicial
da forma — —A, ndo h4 a prova II.
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Passo de Inducgio. Se I{IT) > 1, h4 dois casos.

CASO 1. Il néo contém miz, — ~A é obtida de A —, por — —. Ora, de
acordo com o Teorema 1.20, néo hé prova de A —, em MCG,,. Logo, nio
ha prova de — —A.

CASO 2. I contém pelo menos um miz negado operacional. Ora, pela
hiétese da indugéo, ndo hd como se obter a premissa sobre a qual aplicar a
regra - =, Portanto, ndo hé prova de — —A. O

Coroléaric 2.29 MCG,, é consistente.

Demonstragao. Conseqiiéncia imediata do Corolério 2.28. O

Corolédrio 2.30 MCG,, é decidivel.

Demonstrago. Aplica-se a demonstraggo usual, por exemplo, de [39]. O

2.2 O Sistema NCG,

Apresenta-se, agora, o sistema NCG,,. Inspirado no sistema WGI,, de
Raggio (v. [61]), h4 nele uma diferenca fundamental no modo de tratar a
negacéo. A regra neg, embora aparentemente estranha, apenas contém uma
formulagao da Lei do Terceiro Excluido, quebrando assim, as restrigoes intui-
clonistas impostas nas outras regras pela exigéncia de conseqiiente composto
por somente uma formula.

Valem, com as adaptacbes ébvias, as definigbes j4 apresentadas e que s6
serao repetidas para chamar atencio para detalhes ou introduzir alteracoes
menos claras.

Defini¢ao 2.31 Ezpressies da formaT — C, ondeT € uma segqiéncia finita
de formulas e C ¢ uma férmula, sdo seqiientes.

Definicio 2.32 Segiientes da forma A— A, onde A é uma formula qualquer,
sdo seqiientes iniciais.
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As regras de inferéncia de NCG,, sio:
1. Regras Estruturais:

(a) atenuacio:

T-oC o
Dr=c* ™
{b) contragéo:
D, DT s Ccont .
DI —=C ’
(¢} permutagio:
ID,EA-C
-
T,E,D,A=Co™
2. Mix:
. I'—=D DA-=C
e PAY— O ’
3. Regras Operacionais:
(a) do antecedente:
1. conjuncao:
A: I' s O B, I'—=<C
& s —_— ke
A&B, T — C A&B, T — C ’

ii. disjuncgo:

AT—C BT—C
AVBT —=C ’

iii. condicional:
r— A4 B.A-C
s

ADBT,A—=C '

iv. dupla negagao:
AT —=C
 —

—~A,T = C !

(b) do consegiiente:
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1. conjungdo:
r—A I'—B
I'— A&B

— &
ii. disjuncéo:

"' — A '— B

T SAvB Y Toave Y

ili. condicional:
AT'— B

I‘m;ADBM)D.

4. Neg:
AT -C -AA—C
I'NA - C

neg.

Na regra miz, D é a férmula miz e A* é igual a A, exceto por ndo
conter ocorréncias de D). O grau de uma aplicacio do mir é igual so grau
de D. O grau de uma prova I, ¢(II) é o grau do miz de maior grau que
nela ocorre e 0 (zero), se I néo contém miz. Se g(II) = 0, II é normal.

Quando necessdrio, “est” indicard a aplicaciio de regras estruturais na
combinacéo e nlimero de vezes exigidos para a obtenciio do segilente indicado.

Atente-se para a ambigiiidade da notagio A*, cujo significado preciso s6
ficard bem esclarecido em cada contexto de ocorréncia.

Teorema 2.33 Em NCG,, néo hd prova de T" — .
Demonstragdo. I' = nio tem a forma de um seqliente. O

Coroldrio 2.34 Em NCG,, ndo hd prove de — .
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2.2.1 Equivaléncia entre NCG,, e CG,,

O lema seguinte apresenta resultados preliminares que facilitario provas
que serdo desenvolvidas adiante. Af estfo as propriedades de comutatividade,
associatividade e idempoténcia da disjuncio e da conjuncéo.

Lema 2.35 Em NCG,,, valem:

1. I'—= AV B se e somente se T — BV A;
I'— AV A se e somente se ' — A;
I' — A&B se ¢ somente se T — B&A;
I' = A& A se e somente se T — A;

I'=(AVB)VC se e somente se T — AV (BV C);

® A W e

I' — (A&B)&C se e somente se T — A&(B&C).

Demonstragdo. Valem as demonstracdes usuais da légica positiva in-
tuicionista, como a seguir apresentadas:
la) - AV Bentdao ' -~ BV A:

A— A BB
JAVB A% __?vath)AvB,B—»B
AVB ASBVA AVBBE—BVA ,_
' AVB AVBAVESBVA

TS BvA m

Lb)T'— BV Aentio I — AV B. Trivial.

ajl — AVAentiol — A:

A— A Aw»AV
—
I' AV A AVA— A :
T — A T

2b}T — Aentao I’ - AV A:
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A— A

I - A Aw—»A\/A—}
PFP—AvA

v

miz

3a) — A&kB entaoI' — B&A :

& BB A A
A&LB - B A&B — A

& —

I — A&LB A&B — B&A

— &

I'—- B&A

3.p) I' = B&A entéo I' — A&B. Trivial.
4a)T — ALkAentdao I’ — A:

A— A

- A4 ALA— A
r—A

& —

mix

4b) T — Aentfo I’ — A&A:

A—A A-A

F—A A ALA
I' = AL A

— &

iz
52) '~ (AVB)VCentio — AV(BV () :

B B

e v
A— A BMBVCq

e W
v A= AV(BVC) B AVIBVO)

C—=C
=BV

meT

AVE o AV(BVEO)

C - AV(BVC)

A"
T—AVEIVE (AVBIVC — Av{(BvVO)

Ter AV(BVO)

5b) T - AV(BVC)entdo T — (AVB)VC :
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B— B v
s canh
A=A B AVE c=C v
-
Ao AyvE B-{AVBIVC C—o(AVBIVO
A—(AVBIVC BVC e (AVEB)VC
.z?qu(BvC) AVIBVCy—{(AvBIvaC

%
'~ (AVBIvC

6.a) I' — (A&B)&C entdo I — A&(B&C) :

B B
A 4 ALE — B €—C
. ALE A (ARBYC — B (ARBIEC — O
(ALBEC — A (AR B)&C —» B&C
L tasBEC (A& BYC — AR(BE&O)
T AL{B&C)

& —

& —

s &
L Ts

6.b) T — A&(B&C) entéio T' — (A&B)&C :

B—B
L __ A=A FeeTEY"  c-oc
AL(BEO) - A AL(BEC) — B BLC — O
AL(BEC) — AR A&{BRC) — C
iz o A% (BEC) AL{BL() — (ALBY&C
T — (A&B)&C

& —

—

- &

[w}

Uma prova direta de que NCG,, ¢ equivalente a C,, obtém-se com a fa-
cilidade com que se provou a equivaléncia deste clculo a CG,,. Apenas para
marcar as relagoes histéricas com a formulagio de Raggio em [61], apresenta-
§¢ uma prova com contornos menos diretos. Prova-se a equivaléncia de
NCG,com CG,, em primeiro lugar. O interessante é a apresentagdo das
tranformacoes de seqiiéncias de férmulas no conseqiiente dos seqiientes de
UG, em uma tnica férmula, da forma de uma disjuncgo, em NCG,,.

Teorema 2.36 Seja Il uma prova em CG,,, de T — Ay, A, ... A, . Entdo,

I1 pode ser transformada em wma prova TI' de T — A V AsV.. VA, em
NCG,.

Demonstragao.Indugdo sobre o comprimento de I1.

BASE. Se I{IT) = 1, como os seqiientes iniciais de CG,, sio seqiientes
iniciais de NCG, vale o Teorema.

PASSO INDUTIVO. Se [(II}) = n > 1, hd sete casos a considerar:

CASO 1. Se r(II) é uma regra estrutural do antecedente, & —, ou —— —~,
a demonstracio é trivial, pois a hipStese da inducdo garante que as premissas
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destas regras de CG,, se transformam em premissas das regras corresponden-
tes de NCG.,, permitindo a obtencio do seqitente I' — A; V AsV...VA,, em
NCG,,, pela aplicacio das mesmas regras.

CASO 2. Se r(Il) é uma regra estrutural do conseqgiiente, hé trés subca-
s0s:

21. r(II) é — at. T1 é

L
) I Al, Ag, ...,An -
e Al,Az,...,An,B

at.

Pela hipétese da inducao,

I

Logo, IT" é:
I
F'— A vVAV..VA, Ry
'-AVvVA,v..VA,VEB '
2.2. r(II) é ~ perm. 11 é
11
I'— A],Ag, ...,An, C,D
— perm.

T — A1, Ay, .., A, D, C

Pela, hipdtese da indugao,

IT;
['— A1 VA V..VA,V(CVD).
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Logo, IT é:

C—-C DD
—
CoDVE D DvEC

v
—Bmus CvD o bve I
i JA — UA V(D VD) CVD— UAV{DVE Vo
I — UA V(T VD) A VICV D) - UAV (D V)

T s VAV (D VO i
onde UA representa a disjuncio das formmlas de A (no caso, A;VAsV...VA,).

2.3. r(II) é — cont. 11 é

Iy
[ — Aj,As, ..., A, B, B
I'— AE:-A% "'SA'I"HB

5 DETIM.

Pela hipétese da inducso,

i
I' = UAV (BV B).

Logo, IT é:
B— B B—- B
UA — UA BVB—pB '
1L UA-UAVB _BVB—UAVB ",
I'— UAV(BV B) UAV(BVB)—UAVB .
T —UAVB e

CASO 3. r(II) é D—. Sendo IT da forma:

I, Hy
'r-90A4 B A A
ADB T, A—-0A
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pela hipdtese da indugéio, as provas das premissas de D— transformam-se,
em NCG,,, em:

I
I'—uovA

1L,
B, A — UA

onde UG e UA representam a disjuncgo das férmulas de © e de A, respecti-
vamente.
Seja X a seguinte prova, em NCG,, :

IT
est U8 — UAV UG ADB,AA—UA Ny
U, AD> B, A—-UAVUB ADB,AA—-UAVUB Vo

UBVA,ADB.A—UAVUO

A prova esperada, IT', em NCG,,, é:

I, 2
[ —-UBVA  UBVAADB,A— UAVUO
ASBTL,A—UAVUD

mix.

CASO 4. r(II) é V — . Se I é da forma
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I 1l
AT—A BT—oA
—

v AVBT A

pela hipdtese da indugo, existem as seguintes provas, em N CG, -

1544 . 1T,
AT — UA B,T — UA

sobre cujos seqlientes finais aplica-se a regra V — de NCG,, obtendo-se o
desejado.

CASO 5. Se r(II) é uma regra de conseqiiente diferente de s &, e de
— =, oresultado segue imediatamente da hipétese da inducélo, pela utilizacio
conveniente de — V, sendo trivial no caso de —> .

CASO 6. r(I) ¢ — & . II é da forma:

IL Il
F]‘%Ah/i Fz-—*Ag,B
P15F2 - A13A2=A&B

Pela hipétese da inducio, as provas das premissas transformam-se, em
NCG,,em:

I . I
P;““}A\/UAE I}—-—*BVUAQ

Sejam as seguintes provas em NCG,, :
X

UAl v UAZ 3 UAl \% UAQ
UA]_ A UAQ — UAl \% UAQ \ A&B
UAl vV UAQ,B - UA; Vv UAz vV A&B

— V

est,



A— A
B, A>A B—B
at —
AB— A A.B— B — &
A, B — A&B

A, B — UA, VUA, vV ALB 5
AVUAl\/UAg,B -—*UA;VUAg VA&B
B,AVUAl\/UAz facd UA}VUAQVA&B

al —

perm —

— V

V o—

est

Eg:

UAl A2 UAZ — UAl vV UAz
> UA; VUAg — UA; V UA, V A&B
UA; A% UAQ, A A UA; vV UAQ e UA; vV UA?, vV A&B \V -
B VUA1 VUAQ,AVUA; VUAQ — UA1 VUAQ \/A&Ba

AV UA;VUAs, BVUA; VUA; — UA, VUA, vV ARB

v

Iny
I“l'—‘}AVU[}.l
LS AVUAMVUA, ~V >
Ty, BV UA] VUA; — UA, VUA, vV ALB
BVUA; VUA,,T; — UA, VUA, V ALE

est

IT" €, portanto, a prova:
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I,
Py — BV UA; _
T's — BV UA; VUA,
'y, Ty — UA; v A&B
Fg, Fl — UAl vV UAQ vV A&B
Fl,r'g — UA} \ UAQ v A&B

Vv 23

mix

— V

est.

CASO 7. r(IT) é — — . A forma de II é:

1L
NA—A -
['— A A

......1

Ora, pela hipdtese da inducio, em NCG,,, tem-se:

1T
I'NA—UA

IT € entdo

e
1
T, A — UA —A — ~A
.Y —
INA—-UAV-A -A— UAV-A
' UAV~A

vV

neg

CASO 8. r(IT) é corte. I1 é:

11, I,
PI"—*AhC C,Fg‘—)A2C
Fl;FQ - AlaAQ

orie

Pela hipdtese da induc¢io, em NCG,,, obtém-se:
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f !
Hl 2

I'y—-uAvOe C, Ty — Ul
Sejam ¥ :
15
Pl o UA} Y O -V
I'y = UA VUA VT =
lLema 2.35, 1
Pl""*UA]_VUAzVC ma
e }32 .
I
est UAl vV UAQ e UAl A UAQ C, Fg — UAz vV

UA;VUAL T, — UAL VUA;  C.T; — UA; VUA,
UA: VUAs V C, Ty — UA; VUA,

RV —2

Como desejado, I é a prova:

¥ 2o

miz O
Tl,rg - UAI VUAQ

Coroldrio 2.37 Se hd prova de — A, em CG,, entdo hd uma prova de
— A, em NCG,,

Demonstragao. Caso particular do Teorema 2.36. U

Teorema 2.38 Se Il € uma prova em NCG,, de T — C, entdo 11 pode ser
transformade em uma prove IU, em CG,, deT — C.
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Demonstragdo. Todas as regras de NCG,, , exceto neg e miz, séo

regras de C'G,,. Portanto, se em I ndo hé aplicacio de neg nem de miz, II
é 1.
Por outro lado, tods prova em NCG,, da forma

Ii; I,

Al —C —:A,Tg—>0n
T —C

eg

pode ser transformada em CG,,, em

IT;
AT —-C - IL,
F; o C,_FA —IA, Fz —
I‘l,I‘2-+C

corte.

As provas em NCG,, da forma

Hl Hg
'—D DA—-C
IA* - C

mir

podem ser transformadas, em CG,,, em

I,
I D,A~—>C€S
I'— D D A*— C
CLA*—= (O

t

corte. [

Corolario 2.39 Se hd prova de — A, em NCG,,, entdo hd uma prova de
— A, em CG,,.

Demonstragao. Caso particular do Teorema 2.38. O
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Corolério 2.40 T — A, em CG,,, se e somente se T — UA, em NCG,,.
Demonstracgao. Consegiiéncia dos Teoremas 2.36 e 2.38. O

Corolério 2.41  — A, em CG,,, se e somente se - — UA, em NCG,,.
Demonstragado. Conseqiiéncia dos Corolérios anteriores. [

Corolario 2.42 NCG,, ¢é equivalente a C.,.

Demonstracao. Consegiiéncia dos Corolérios anteriores e do Teorema
1.22. O

2.2.2 Eliminacao do Mix

Definigcao 2.43 Uma segiiéncia de segiientes , S1, Ss. ..., S,., € um caminho
determinado por S, em uma derivagdo II se e somente se:

1. 5 € um segilente inicial de I1;

2. 5,1 £1 < n, € uma premissa de uma regra de inferéncia cuja con-
clus@o, Si41,1 < i< n, é 0 seqiiente sequinte do caminho; e

8. Sn € o segiiente final da segiiéncia.

Definicao 2.44 Uma segiiéncia de seglientes , S;, S, ..., S,, € um caminho
principal em uma derivacdo II se e somente se:

1. 51,89, ..., 5, um caminho de II determinado por S,; e

2. 5, € o segiiente final de 11.

Definicao 2.45 Chama-se de ordem esquerda (direita) de um miz o
maior nimere de seqlentes consecutivos em um caminho determinado pelo
sequente superior esquerdo (direito) do miz e cada um dos segiientes contém
a fermula do miz no consegiente (antecedente).
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Definigao 2.46 Chama-se ordem do miz a soma de sua ordem esquerda
com sua ordem direita.

Lema 2.47 Todo miz de férmula negada com ordem esquerda tgual o I tem
como sequente superior esquerdo um segiiente inicial.

Demonstracfo. A inspecio das regras de NCG,, deixa claro que nio
hé como introduzir negagio no conseqiiente de qualquer seqgilente, tendo em
vista o resultado expresso no Teorema 2.33. 0

Lema 2.48 Seja II uma prova em NCG,, tal que r(Il) € miz e esta é a
Unica aplicagdo do miz em I1. Entdo, II pode ser transformada em uma
prova II', do mesmo segiiente final, sem aplicacéo do miz.

Demonstragdo. Inducdo sobre a ordem do mix, n, com inducio subsi-
didria sobre o grau de miz, m.

BASE. n = 2 (A ordem minima de um mix ¢ igual & soma da ordem
esquerda minima, que é 1, com a ordem direita minima que, também, € 1).

1) m=1. L e, a férmula miz, M , € atémica. (e s6 ocorre como premissa
do mix).

Ha somente 2 situagdes a examinar:

1.1) A premissa esquerda do miz contém M em um seqliente inicial.
Portanto, 11 é:

I
M- M MA - C
M, A= C

mizx,

que se transforma em

Mest
MA*—CT7

sem 1miz.
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1.2) A premissa direita do rniz contém M em um seqiiente inicial. Logo,
IT é:

IL;

T'— M M—-M
' — M

maz,

cuja transformacéo € ébvia.

Observagdo: Como ndo hé — at, M s6 pode ocorrer na premissa esquerda
de um mix de ordem 2 em um seqiiente inicial. Nio h4, portanto, um terceiro
caso em que nenhuma das premissas do miz ocorre em um seqiente inicial.

2) m > 1. A férmula do miz, M, é uma férmula qualquer e ocorre
somente nas premissas do miz.

Ha 2 casos a examinar.

2.1) M ocorre um um seqliente inicial. Como nos casos 1.1 e 1.2, faz-se a
eliminagdo do miz.

2.2) Nenhuma premissa do miz é um seqiiente inicial. Isto é, M é intro-
duzida por at — ou por uma regra operacional.

2.2.1) Se M ¢ introduzida por at — na premissa direita do miz, Il toma
a forma

1,
115! A—C
'—-M MA—C
NA*—=C

at —

AT,

que se transforma em

A->C

_——_MI’, A C,est
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sem 1miz. {Obviamente, como n = 2, A éigual a A*, o que garante a €OITeCa0
de r(II).}

2.2.2) Se M ¢ introduzida, na duas premissas do miz, por alguma regra
operacional, hd 3 casos a examinar.
2221) M é Ai&Ay. T é (parai=1,2):

]._.[1 H2 Ez
Fl—-}Al F] -—>A2 Ai,T2~—+C’
& ~ Fl - Al&Ag AE&AQ,FZ — O - &mz:v
I’I, F; - C

Ora, pela hipétese da induggo, qualquer das provas ¥} (i = 1 ou 2):

IT; 2
I‘;w-*Az' A,,Fg“*szm
F}, P; aacd C
pode ser transformada em uma prova sem miz.
2222) M é A Vv A, T é:
Hi El Z:2
I‘1-~+Az- Al,Fg—+C Az,rg-‘—)'c
sV
I‘l'-—)A]VAg A VA2,F2_>C V%mi:r
Fl: F; — C ’
para: = 1,2.

Pela hipStese da indugdo, qualquer das provas (para i =1, 2}

IL; i
I-‘l — A1 A,-,I‘g - sz:c
I‘l,f‘; —
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pode ser transformada em uma prova sem miz, do mesmo seqiiente final.
2.2.2.3) M é A D B. Portanto, II é da forma:

L II, 8K
A,F—>B Al-ﬁA B,A2~—>C
I'-=A>DB ADB,ALAy —C

AL AL - C

—T D=

MLT.

Pela hipétese da inducdo, a prova ¥; seguinte:

II; s
mZ:Z‘A,I‘—-)B B,Ang
AT, A - C ’

pode ser transformada em uma provs ¥; com o mesmo segiiente final e sem
miz. Portanto, a prova Xz :

II, 2o
AL— A AT A —C
F,Al,AE — C

LALAY— C

mMizT

est

com férmula miz de grau menor, pela hipétese da inducéo, pode ser trans-
formada em uma prova II' sem miz. Leve-se em conta que A D B n#o ocorre
em Al'

Assim, estabelece-se a base da induco.
PASSO INDUTIVO. n>2em > 2.

1) A ordem direita do miz é maior que 1 e a esquerda igualal. L e, a
térmula miz, M, da premissa direita do miz ocorre no seqliente superior de
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uma regra de inferéncia que contém M no antecedente de pelo menos uma
de suas premissas.

1.1) Se M ocorre, também, no antecedente do segiiente esquerdo do miz
e II é da forma:

il I,
M M  MI—C
M,FI,F;—)C ’

obtém-se II', sem miz, da seguinte maneira:

Il
M Ty —C

1.
M,I,T > C

1.2) Se M ndo ocorre no antecedente da premissa esquerda do miz, hd 3
casos a analisar:

1.2.1) Se a forma de I1 &

Iy
Hl M?I‘QMC
'y — M M,AT, — C
I, AT — C

R

TRIT,

onde £ € uma regra estrutural (cont —,per —, ou at —} e A ¢ vazia ou é
a formula principal de B, a prova T:

I I,
F;—>M M,Fg—-?Om
rN,Is—cC
LA TF S C
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pela hipdtese da indugdo, pode ter este mix eliminado, gerando a prova I’
desejada.

1.2.2) Se a forma de II é:

1L
Hl M=P2"‘—>C
IL—M  MAT, -G,
Pl,A*, F’z* - Cl

R

LT,

onde C; € C ou a férmula principal de R; e R é uma regra. operacional de uma

premissa (& —, = —,— V ou —D ), e A é vazio ou é a formula principal
de R, considere-se a prova ¥ seguinte:

11 1T
Fl--}M M’qucmm:
T;,1%—C
A,P;*,rl — C’}
[, ATy — O

R

est.

Esta prova, pela hipétese da indu 5.0; transforma-se na prova desejada
G J
H’, sem miz.

1.2.3) ) Seja o seqiiente direito do miz gerado por uma regra operacional
R, com 2 premissas.

1.2.3.1) Se R é — &, entdo II assume a forma:

Il HE
Hl M,Fg—%A M,rg—-}Bq&
Fl — M M, F2—>A&B miz
I\LF;‘"@A&B )

Esta prova pode ser transformada na prova seguinte:
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I I, I I3
mi:cFlw}M MTs— A I'h—-M MT;,— B
r,Ii— A r,rs— B
P]_,FE W’*A&B

mix

— &

na qual as aplicagdes do méx podem ser eliminadas, aplicando-se a hipStese
da inducgdo.
1.2.3.2) Se Ré vV —,1I tem a forma:

I, I
A My C B,M,Fgwcvw
Hl AVB,M,PQ”')C est
Flm"éM M,AVB,TQ“‘“”’C mir

Fl,{AVB}*,PE"—}G

onde {AV B}* é AV B, se M ¢ diferente de AV B, ou nao ocorre em 11, se
MéAvB.

Seja. 31 a seguinte prova:

IIg
Hl A,M,Fg——)CBS
F;—-*M M,A,Fg—)C
Pl,A,Fz — O
A,F],P§ —

i

AL

e seja 2 uma prova semelhante a X1, mas que contém B no lugar de A. Pela
hipotese da indugdo, estas provas se transformam em provas sem miz.
Seja. ¥ a prova:

El Z:2
A:PI:FE'_)C B:I‘iar‘;_}cv
AVB,F},I‘; —

— .
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Se M ¢ diferente de AV B, por transformacoes estruturais, obtém-se IT
com seqiiente final igual a

Tl,AVB,F; - (.

Se M € AV B, construa-se ¥’ da seguinte maneira:

II; X
FE%M AVBthF;Hszx
', I3,T = 0C est

Fl, F; - C

¥’ transforma-se na prova II' desejada, sem miz, pois & ordem do miz
indicado € menor que a do miz original e pode ser eliminado pela hipétese
da inducio.

1.2.3.3) Se R é D—, obtém-se o resultado desejado de maneira analoga
a0 caso anterior.

2) A ordem direita do miz é 1 e a esquerda, maior que 1. L e., aformula M
& esquerda, ocorre no seqiiente inferior de uma regra de inferéncia qualquer
que contém M no conseqiiente de seu seqilente superior. Entdo, IT é da
forma:

I,
' A—-M M,Fg%C’m.w
TATE— C ’

(1 marca uma ocorréncia particular de uma férmula) e M ndo pode ocorrer
no antecedente de nenhum seqiiente de I1,, exceto em
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M,I‘z e C

Ora, qualquer que seja a regra B, M1 ndo ¢ afetada por ela. Portanto,
seja 2 a prova

H] H2

T, — M M,y —C
I3 —C

mix,

cujo miz tem ordem menor que o original e, por isso, pela hipétese da in-
dugao, pode ser transformada em uma prova ¥, sem miz, de

14 *
1:112""‘:’0

Assim,

EI
Fl: P; — C
T,AT; —C

€ a prova sem miz em que se transforma II.

3) Se a ordem direita e a ordem esquerda do mizr sdo maiores que 1,
aplicam-se os procedimentos descritos para os casos anteriores.

Estes sdo todos os casos. Portanto, toda prova II cuja r{II) é a Unica
aplicacéo de miz, transforma-se em uma prova sem miz. O

Teorema 2.49 Toda prova I1, em NCG,,, pode ser transformada em uma
prova normal do mesmo segiiente final.



Demonstracdo. Pela aplicagio reiterada do Lema 2.24 a cada subprova
de II cuja r(II} seja miz. O

Coroldrio 2.50 Toda prova normal, sem neg, sé contém férmulas que séo
subférmulas das formulas de seu segiiente final.

Demonstragfo. Indugéo sobre I(IT). Se I(TI) = 1, é trivial. Se I(II) > 1,
seja II a prova

I

F—C
AMC’R

Pela hipétese da induc3o,

I'—¢C

atende ao Corolério. Se R é at —, cont —,per —,& —,— V, =3 ou

== -+, & simples inspecdo das regras mostra que suas premissas contém
somente subférmulas de suas conclusdes.

Se Il é
H1 Hg
Fl’“‘""}A rg——P'BR
ATLTE = C

e Ré — & V — ou D, também a inspecio das Tegras mostra que as
premissas contém, somente, subférmulas de suas conclusdes, sendo o demais
garantido pela hipétese da inducio. O

Lema 2.51 Seja uma prova normal da forma
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ITy I,
AT = C  ~ATy=C
5.5 —C g

com esta tinica aplicacdo de neg. Enido:

I) setodas as segiéncias vinculadas a A tém origem em at —, entdo existe
wma prova, sem neg, de I'1, Ty — C;

1) Se pelo menos uma das segiéncias vinculadas @ ~A tem origem em um
seqiiente inicial, entdo —~A € subférmula de C ou de Ts; e

IOI) Se pelo menos uma segiiéncia vinculada a —A tem origem operacional,
eziste uma prova de I'y,I's — C tal que todas as segiiéncias vinculadas
ds premissas de neg tém origem em at — ou em segiente inicial.

Demonstracao. I) Eliminando-se todas as aplicacdes de at — que in-
troduziram -4 em Tlz, obtém-se a prova normal

115
I't—C
T = oot

sem neg, onde Iy e I'y diferem de II, e Iy, respectivamente, por ndo conterem
-A.

IT) Neste caso, considere-se a prova Ils

-4 — —A
il I,
Avrl”‘”*c —-;A,I-‘:Z-—)Cne
Tl —C 9>

podendo haver outras seqliéncias vinculadas a —4 de qualquer origem. Pela
hipdtese do Lema, a derivacio ¥ seguinte:
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A — = A

I,
"'iA, Fz - C

é normal e ndo contém aplicacio de neg.

Se I(¥) = 1, trivialmente, ~A ¢ subférmula de C, Se I(Z) > 1, e em II,
nao hé aplicagdo de D—, a ocorréncia de 4 no conseqilente de ~A — — 4
é subférmula de C. Por outro lado, se em II, hi aplicacdo de D—, esta
ocorréncia de mA passa a figurar como subférmula de uma férmula de I's.

11T} Indugdo sobre o grau de A. Se g{A) = 1, ndo se aplica o Lema. Se
g{A) > 1, e A ndo ¢ da forma —B, ndo h4 seqiiéncia vinculada a —A que
tenha origem operacional. Por outro lado, se A é da forma —B, =4 tem
seqiiéncia vinculada de origem operacional, e II toma a forma

I,
B T's — D s
1, ——B,T, - D
~B,I1—=C ﬂ—sB,FZM-@C
T, 12— C neg.
que pode ser transformada em ¥':
3P

B, T;I; D I,
BTy —C —B, [ = C

',y = C neg;

A derivagio II; difere de II; somente por ndo conter ~—B. Continua uma
derivagdio correta, pois ja ndo continha aplicagio de gualquer regra sobre
=B que ndo possa ser aplicada a B.
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Como hé redugBo do grau de A, pela redugio do nimero de seqiiéncias
vinculadas a —A de origem operacional, pela hipétese da inducdo esta deri-
vagio ¥ pode ser transformada na prova desejada, com as seqiiéncias vincu-
ladas a ~A com origem em at — ou em seqiiente inicial. I

Definigao 2.52 Chama-se neg operacional uma aplicacio deneg com pelo

MENos uma premisse com seqiéncia vinculada de origem operacional que é
conclusao de = — |

Corolério 2.53 Todo neg operacional se transforma em uma aplicacdo de
neg cujas premissas s6 tém seqliéncias vinculadas com origem em segiente
wnicial.

Demonstragdo. Conseqiiéncia imediata do Lema 2.51. O

Corolério 2.54 Toda prova normal 11, cujas aplicacées de neg tém pre-
missas com seguéncias vinculadas de origem em segiiente inicial, s6 contém
subfdrmulas das férmulas de seu segiiente final.

Demonstragao. Imediata, a partir do Coroldrio 2.50 e do Lema 2.51. O
Corolério 2.55 Em NCG,, ndo hé prova de — —A .

Demonstracao. Suponha que h4 uma prova normal de — —A. Nesta
prova, pelos Coroldrios 2.54 e 2.50, sé ocorrem subférmulas de A e de —A.
Ora, como néo hd prova de A — —A, e de A —, néo h4 prova de — —A. O

Corolério 2.56 NCG, ¢é consistente.

Demonstracio. Imediata. O
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2.2.3 Decidibilidade

Conforme sugerido por Gentzen, em [39], p. 103-105, pode-se definir
um procedimento de decisdo para NCG,, haja vista os resultados obtidos de
eliminac#io do corte {mix, no caso) e preservacio do principio de subférmula.

Assim, definindo-se como em [39] seqiiente reduzido e prova reduzida, em
NCG,,, demonstra-se que toda prova de um seqiiente reduzido se transforma
em uma prova reduzida deste mesmo seqiiente e que o procedimento descrito
na péagina 105 de [39] é adequado para NCG,,.

Aseguir, um esbogo desta adaptacao.

Definicao 2.57 I', é uma seqiiéncia (de férmulas) reduzida se e somente
se nenhuma formula ocorre mais de 3 vezes em T,

Definicao 2.58 I, — C ¢ uma insténcia de reducdo de I’ — C se e
somente se € obtida de I’ — C pela eliminacéo de férmulas que ocorram em
[ mais de uma vez.

Definicao 2.59 I', — C ¢ um seqiiente reduzido.

Definicao 2.60 II. € uma prova reduzida se e somente se todos os seqiien-
tes de I1 sdo segiientes reduzidos.

Corolério 2.61 Todo segiiente inicial € um segiiente reduzido.
Coroldrio 2.62 Todo segiiente da forma — C € um seqiiente reduzido.

Corolério 2.63 Toda instincia de reducio de ' — C ¢ um segiiente redu-
zido.

Coroldrio 2.64 A partir de uma instdncia de reducio qualquer de T — C
derivam-se todas as outras instdncias de reducgo de I' — C, pela eplicacio
de regras estruturais, apenas, ocorrendo somente segiientes reduzidos nestas

derivacoes.
Demonstracao. Todos estes Coroldrios seguem-se facilmente das defi-

nigoes.
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Corolario 2.65 A partir de uma insténcia de reducdo qualquer I', — C,

obtém-se I — C pela aplicacdo de regras estruturais, apenas e vice-versa, de
'— C obtém-se I, — C.

Demonstragdo. De I, — C obtém-se I" — O restaurando, por at -
e per —, as férmulas eliminadas de I. De I' — C obtém-se I, — C, por
cont — e per —, reduzindo-se convenientemente, as ocorréncias miltiplas da
mesma férmula em [ O

Corolério 2.66 Toda prove reduzida 11, é uma prova em NCG,,.

Demonstragao. Indugdo sobre I(I1,).

Se I(II,) = 1, a defini¢do de prova reduzida e o Coroldrio 2.61 oferecem,
imediatamente, o desejado.

Se I(I;) = n > 1, pela hipdtese da inducio obtém-se que as provas redu-
zidas das premissas de r(I1,) s8o provas em NCG,,. Logo, como a aplicagio
das regras de NCG,, sobre seqlientes j4 provados gera uma prova em NCG.,
I1I, é uma prova em NCG,. O

Lema 2.67 Toda prova de um segiiente reduzido pode ser transformada em
uma prova reduzide do mesmo seqiiente.

Demonstracdo. Indugio sobre I(I1), sendo II uma prova dada de um
seqiiente reduzido qualquer.

Se I(I) = 1, II é uma prova reduzida, por forca do Coroldrio 2.61 e da
Definicao de prova reduzida.

Se I(I) = n > 1, pela hipétese da inducdo, a(s) premissa(s) de r(II)
tem (t€m) prova(s) reduzida(s). Tomem-se as insténcias de reducio des-
tas premissas cujos antecedentes nio contenham férmulas com mais de uma
ocorréncia. Por forca do Corolério 2.64, mantém-se as condices de aplicacdo
de r(I1) e, obviamente, a conclusio desta regra serd um seqiiente reduzido (o
seqiiente final de IT). O

Corolério 2.68 Todo teorema de NCG,, tem prova reduzida.
Demonstracao. Segue do Coroldrio 2.62 e do Lema 2.67. O

Lema 2.69 Toda prova reduzida contém somente subférmulas das férmulas
de seu segiiente final.
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Demonstracao. Segue-se do Corolério 2.66, do Teorema de Eliminacéo
do iz e do Principio de Subférmula. I

Lema 2.70 Se¢ja I', — C uma instdncia de redugio de T — C, e sejam:

1. A o conjunto de todos os segiientes reduzidos cujas férmulas sdo sub-
formulas de T, ou de C;

2. D o subconjunto de A que contém todos os segiientes iniciais de A;
8. Sy, S, ..., S, uma enumeracdo qualquer, fiza, dos elementos de AUD;
4. Ty =D,

5. Tiya = T;U{5;}, se S;, para todo i < § < n, € conclusio de uma regra
de inferéncia cuja(s) premissa(s) estd (estio) em Ti; se esta condigdo
ndo se dd, Ti11 = T;(0 < ¢ < n);

6. T = U=0T;.
Fntao,
a) A € finito;
b) todo segiiente de T tem prova em NCQG,;
c) se ', — C pertence o T, entio T — C tem prove em N CG,;

dj se I, — C ndo pertence ¢ T, entdgo I' — C ndo tem prova em NCG,,.

Demonstragao. a) Trivial. Férmulas, subférmulas e seqiiéncias do tipo
I e de C séo, todas, combinagdes finitas de sfmbolos da linguagem definida
e isto é decidivel.

b) Pela definicdo de prova, todo elemento de 75 tem prova. Suponha
que todos os elementos de 7; tém prova. Ora, qualquer seqiiente S; sé é
adicionado a T;, para formar T}, ,, se é conclusio de uma aplicacdo de uma
regra cuja(s) premissa(s) estd (estdo) em 7, i. e., tem (tém) prova. Tude
isto € decidivel. Logo, todo elemento de T},; tem prova. Daf segue que todo
elemento de T tem prova em NCG,,.

¢) Ora, como 8,5, ..., 5, contém todos os seqiientes reduzidos cujas
férmulas sdo subférmulas de I, ou de C, esta enumeracio contém I, — C
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(v. Definicdo de subférmula) e, portanto, I, — C ¢ incluido em 7 ¢, por b),
tem prova. Logo, I' — C tem prova, pelo Coroldrio 2.65.

d) Se I, — C é um dos seqiientes de S;, Sz, ..., S, que ndo pertence a
T, Ty — C ndo é conclusdo de regra de inferéncia que tenha suas premissas
em algum 7;. Logo, ndo é conseqiiéncia de nenhum conjunto de seqiientes
formado a partir de suas subférmulas. Portanto, ndo pode ser construida,
para I', — (', uma prova normal ou que contenha somente aplicacio de mix
negado operacional. Por forca do teorema da eliminacio do corte, ndo hé
prova de [, — C e, portanto, de ' — C. O

Teorema 2.71 O cdlculo NCG,, é decidivel,

Demonstracdo. Conseqiiéncia do Lema 2.70. O
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Capitulo 3

C, em Deducao Natural
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Apresenta-se, neste capitulo, uma formulacéo de C, em Deduciio Natu-
ral. Apés uma breve discussdo das idéias fundamentais de Raggio, em [63],
introduz-se e desenvolve-se a formulagdo apresentada por E. H. Alves ([2]),
demonstrando-se um Teorema de Normalizacio Forte.

A Deducgo Natural, apresentada por Jagkowski e por Gentzen na década
de 30, desenvolve-se no contexto das discusses sobre o Programa de Hilbert.
Duas caracteristicas marcantes fazem-na instrumento privilegiado de anslise
das provas matemaéticas. Primeiro, as regras de inferéncia dos sistemas de
Dedugdo Natural correspondem, muito aproximamente, aos procedimentos
comuns de inferéncia encontrados no raciocinio intuitivo. Isto permite que
a formalizac8o, nestes sistemas, de raciocinios mateméticos desenvolvidos
informalmente, preserve a estrutura fundamental destas provas informais,
facilitando a explicagio dos conceitos dedutivos af utilizados. Segundo, as
regras de inferéncia estabelecidas se aproximam bastante da interpretacio
pretendida dos simbolos 16gicos, oferecendo instrumental que permite o de-
senvolvimento direto, sob certos aspectos a definir, normal, das provas.

E esta dltima caracteristica, que levou ao desenvolvimento das idéias de
Dedugéo em Forma Normal, e de normalizacgo forte, que motiva a formulacgio
do sistema C, em deducdo natural. Persegue-se a Normalizacéo Forte. Isto
¢ adotando, além das redugdes operacionais, reducdes permutativas {v. [33]
e [54]), estabelece-se um critério de normalizacio que permite o controle das
derivagbes normais de NNC,, e, embora ndo seja um mérito particular da
formulacéio adotada, prova-se um Teorems de Normalizacgo Forte, utilizando
a técnica desenvolvida por Girard, em [40}, conforme aplicada por L. C. P.
D. Pereira, em [54], ¢ C. D. B. Massi em [51].
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Sobre Derivacbes em Forma Normal, ou Eliminacio do Corte em Dedugao
Natural, sAo conhecidos trés tipos de resultados, quais sejam:

1. Teoremas de Forma Normal: toda derivaggio do sistema tem uma forma
normal,

2. Teoremas de Normalizagio: pode-se obter, efetivamente, a forma nor-

mal de qualquer derivagio do sistema, depois de ums, seqiiéncia finita
de reducdes, e

3. Teoremas de Normalizacio Forte.

Pode-se dizer que estes Teoremas sfo hierarquizéveis, isto é, podem ser
postos em ordem crescente de complexidade, embora tenham variado bas-
tante as técnicas pelas quais sdo obtidos estes resultados. As demonstracoes
da Normalizagio Forte podem ser classificadas em dois grupos distintos: as
provas sintdticas e as provas seménticas. Estas provam que, se uma derivacio
dada tem uma certa propriedade, seja P, entdo esta derivagio é fortemente
normalizével. Exemplos destas propriedades sdo a validade forte de Prawitz
([56]), a convertibilidade de Tait, e a computabilidade de Martin-L5f (cf. [1]
p. 7). As provss sintédticas, como a que aqui se apresenta,

3

evitam o passo indireto representado pela definigio da proprie-
dade P. Em Pereira{1974], Girard[1987] e Massi[1989] obtém-se
normalizacio forte, sintaticamente, através de um mapeamento
des seqiiéncias de redugio em um sistema formal auxiliar, que
satisfaz normalizacgo forte. {1}, p. 7.

Uma aproximagcio grosseira e informal destes resultados permite explics-
los mais ou menos assim: primeiro, afirma-se que toda derivacgo tem uma
forma normal; depois, mostra-se a maneira de obter, através de transforma-
¢Oes chamadas “reducdes”, a forma normal de uma derivacio; e, por fim,
mostra-se que qualquer das possivels diregdes de transformagcio (seqiiéncias
de redugdo) indicadas no segundo passo ¢ finita e obtém-se, sempre, um mes-
mo resultado final, isto €, hd uma forma normal tnica para cada derivacio.

Segue-se 0 caminho acima delineado e demonstra-se que NNC,, é forte-
mente normalizdvel.
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3.1 NNC, : Caracterizacao

A primeira formulacio de C, em Deducio Natural data de 1976. E. H.
Alves, em [2], apresenta o conjunto de regras aqui adotado sem, no entanto,
analizé-lo e dele obter os resultados que enseja. A. Raggio ([63]), desprezando
a regra - (aqui chamada neg) e postulando axiomas da forma A4 V ~A,
mostra que a formulagio por ele denominada NCZ é equivalente a C* e
prova um Teorema de Normalizaco, a indemonstrabilidade de negagdes' e
que C,, néo é finitamente trivializdvel?.

Retomando a formulagéo de [2], que passa a ser chamada de NNC,, para
destacar a relagdo com o NC,, de [63], obtém-se aqueles mesmos resultados,
a partir da demonstragio da equivaléncia entre C, e NN C.,, com a vantagem
adicional de (1) explicitar melhor propriedades particulares ds negacgio {—)
que ndo se destacam em NC, e (2) nfo admitir axioma de qualquer forma,
0 que parece mais conveniente & idéia de deducio natural.

3.1.1 Linguagem e Regras de Inferéncia

A linguagem subjacente a NNC,, contém um conjunto infinito enumerével
de varidveis proposicionais € os conectivos “&”, “V”, “2” e 4= 7 As defi-
nigdes de formula e subférmula, e as convencdes de notacdo sio as usuais
(adota-se o estabelecido em [55], com as restrigdes, 6bvias, para um edleulo
proposicional).

As derivacgdes em NNC,, sfo escritas ng forma de arvores, em cujas ex-
tremidades superiores ocorrem férmulas chamadas suposigées (ou férmulas
de topo, ou hipdteses). As outras férmulas destas drvores sio obtidas, cada
uma, por uma aplicagio de uma regra de inferéncia, a partir de pelo menos
ums formula que a antecede na derivacio. Por simplicidade, diz-se que as
premissas de uma aplicacio de uma regra de inferéncia antecedem, estdo

*Resultado devido ao Prof. Antonio Mério Sette, em [65].
?De acordo com [16].
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antes, ou estao acima de sua conclusdo. Da mesma maneira, a conclusio da
aplicagdo de uma regra estd abaixo, ou depois, ou segue, sua(s) premissa(s).

Uma suposicéio é aberta em uma derivagio, se ndo é eliminada (ou
descarregada, ou fechada) por uma aplicagio de uma regra de inferéncia.

Uma derivagéo é a derivagio de sua férmula final e, dada uma férmula
qualquer em uma derivagio, a subderivacio determinada por esta f6r-
mula ¢é a derivagdo formada pelas férmulas que estdo acima desta férmula
dade. Toda subderivacio determinada por uma férmula diferente da férmula
final de II, é uma subderivacio prépria de II.

Letras latinas maidsculas, com ou sem indices inferiores ou superiores,
representam formulas; derivagbes e subderivagdes sio representadas pelas
letras gregas II e X, com ou sem indices inferiores ou superiores. Outras
letras gregas maitisculas representam conjuntos ou seqiiéncias de férmulas,
conforme indicado.

A seguir, mais algumas convencdes de notacio, que sdo as usuais.

Usa-se

I
A

para denotar uma derivagio cuja férmula final é A, e

I -- 11,
A

para denotar uma derivagdo de A cujas subderivacdes imediatas, isto €,
as derivagOes das premissas da regra de inferéncia que permite gerar A, sfo
i, I, .., O, comn = 1,2 ou 3.

A dltima regra de inferéncia aplicada em II é denotadsa por r(II).
E para indicar que T é o conjunto das suposicbes de 11, escreve-se

r
I

I' - A denota uma derivagdo de A4 a partir do conjunto I' de suposicdes
(abertas), e - A, obviamente, a derivacio de A a partir de um conjunto T,
no qual todas as férmulas foram fechadas (ou descarregadas).
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As regras de inferéncia de NNC,, sio das formas seguintes, onde as
suposi¢Oes fechadas estéo escritas entre colchetes ([]):

de introdugdo de eliminacéo
. Ay Az A &4, .
j —_ = 1,2
conjunco  &J ATA &E D (i=1,2)
[A1] [Aq]
A Ay A I Il
e i - 1 Va4 (¢ (@
disjuncio VI AV A, (i=1,2) VE 8
[A1]
i ADA
. . Ao A 12 Ajg
condicional T Ao A, DF 7
——A
negacao Y 1
4] =4
11, D
neg C ¢

As regras que permitem a introdugio (eliminagéo) de sfmbolos 1égicos
sdo identificadas por I (E) e sdo referidas, simplificadamente, como regras
de introdugio (eliminagio). Da mesma maneira, uma aplicagdo de uma
regra de introdugio (eliminagio) €, de forma simplificada, uma introducio
(eliminago).

Na regra VE as premissas (da forma de) C sdo, a partir da esquerda,
a primeira e a segunda premissas menores, assim como A em D FEé
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premissa menor. Outras premissas sio premissas maiores.
A ocorréncia de férmulas entre colchetes indica a aplicacio de uma regra,
em uma derivacdo, que permite a eliminacio daquela suposicao.

Uma observagsio das regras da negacio mostra que:

1. ndo hd uma regra de introdugio de negagdio. Isto significa que toda
negagio 6 pode ser introduzida. através de uma suposigio;

2. a regra neg corresponde & admissdo do principio do terceiro excluido.

Defini¢do 3.1 O comprimento de uma derivagao II, denotado por I{IT),
€ igual a 1, se Il € uma formula; se 11 é

L4 i, --- 11,
A
entao I{I1) = I(T1,) + I(T1p) + ... +I(IL,) + 1.

3.1.2 Equivaléncia entre C, e NNC,,.

Assume-se a formulagio de C,, apresentada em [2], assim como algumas
defini¢bes e propriedades comuns, j4 estabelecidas, tais como: as definicdes
de prova e comprimento de prova, a validade do Teorema da, Deducao, a de-
monstrabilidade de formas de férmulas comuns 4 légica positiva intuicionista,
cujas provas sdo conhecidas.

Lema 3.2 SeT'H A, em C,, entdo '+ A, em NNC.,,.
Demonstragéo. Seja C, o sistema definido nas paginas 16 e seguintes,

com as propriedades }4 apresentadas. Indugdo sobre as deducdes de A a
partir de I', em C,,.
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1) SeAeT,

A

€ uma deducéio de A, a partir de ', em NNC,,.

2) Se A ¢ um Postulado de C,,, exceto o Postulado 3 (que é regra), A é
demonstravel em NNC,,, como a seguir:

Postulado 1. A D> (B D A):

[A]
BoA~l o
AD(BDAY ~ 7

Postulado 2. (AD B) D (AD (B> C)) D (ADC))

Al [ADB] [A] [AD (B>
- B B BoC
_C
ADCo
(AD(BD>C)D(ADC) >
(ADB)D((AD(B2C)D(ADC)

oF

o

Postulados 4 ¢ 5. (A1&Ag) D A; (i =1,2) :

(A1 &A;]
T &F

(&) 5 4 °

1

Postulado 6. A D (B D (A&B)) :

4 (8]
A& B
B D (A&B)

AD (B D (ALB))

&I

oI

o,
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Postulados Te 8. 4; D (A; V Aq), (i =1,2):

[A;]
AV A
A; D (Al \Y Ag)

vi

or.

Postulado 9. (AD B) D ((BD>C)D ((AVB) D)) :

Al [AD (] [B] [BD (]
ave o ~F T % DEVE
C
AveEsc!
BS0S(AVE S0,
ST

(ADB)D((BDC)D((AVB)>(C))™ .

Postulado 10. Av A :

[4] [—A]
AV A Av oA
AV-A

vi v

neg.

Postulado 11. —4A D A :

I——A|
1 E

I SN
CAS A"

3) Se A é conseqiiéncia de 4; e A; D A (i < n), pelo Postulado 3,
demonstra-se por inducdo sobre I{II). A base é uma aplicago trivial
de O E e, pela hipdtese da inducdo, hd, em NNC,, dedugdes II; ¢ 11
del'1  A; e Ta A; D A, respectivamente. Seja a derivagao:
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I Iy

A AiDA 5

P E

que é uma dedugdo de A a partir de I" (T’ igual a Ty, T'y). Logo, se
'FA,em C,,entdo ' F A, em NNC,,. O

Corolério 3.3 Set A, em C,, entdo - A, em NNC,,.

Demonstracao. Caso especial do Lema. O

Lema 3.4 SeT'F A, em NNC,, entdéo- AAT S A, em C,, onde AAT é
a conjuncdo das formulas deT.

Demonstragao. Indugdo sobre o comprimento, I{Il), da derivagio II de
I' - A.

BASE. [(IT) = 1. Isto é, II é A. Da maneirs usual, prova-se, em C,,, -
AD A

PASSO INDUTIVO. I(TT) = n > 1. L e, A é obtida de I' por alguma
regra, de NNC,,.

Caso 1. r(Il) é &I ¢ A é da forma A;&Ap. Pela hipétese da indugdo,
FAATI D AieFAAT D Ay em C,. Logo (Post. abrevia Postulado),

1. FAAT; D A4
2. FAAT; D Ay
3. AAT1& ANy Hip.

4. (NAT1&AAT) D AAT; Post. 4
5 (AATI&AAT) D AAT, Post. 5
6. AAT, 3,4/ Post. 3

7. AATy 3,5/ Post. 3

8. A, 1,6/ Post. 3
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9. Ay 2,7/ Post. 3

10. A1 D (A2 D (A1&4s)) Post. 6
11. A D (A1&Ar) 8,10/Post. 3
12. (A1&Ay) 9,11/Post. 3.

Pelo Teorema da Dedugio, F (AAT1& AAT:) D (41&4,), ie, F AAT D
A.

Caso 2. r(Il) 6 &FE e Aé A;, i = 1,2. Pelahipétese da indugdo, - AAD D
(A1&A3), em C,,. Logo:

L FAAT D (A1&As)

2. (Ai&Ag) = Az Post. 4

3. (AAT D (A:1&42) D ((AAT D ((A1&A) D A)) O (ANAT D A))
Post. 2

4. (AT D ((A1&42) D A) D(AAT D AY)) 1,3/ Post. 3
((A1&A2) D A) D(AAT O ((A1&Ar) D A;))  Post. 1
AAT D ((A1&A3) D A) 2,5/Post. 3

AAT D A; 4,6/ Post. 3.

it

N oo

Caso 3. r(Il) é VI e A é A; V A;. Pela hipétese da indugdo, em C,,,
FAANT DA (i=1,2).

LEAAT DA
2. AiD(Al VA:;) Post. Tou 8

3AATDA)D((AAT D (A D (A VA))D(AAT D (A; V A2)))
Post. 2

4L (ANATD(AD(AVAD)) D(AAT D (4 V A4)) 1, 3/Post 3
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C{AD (A VA)) D (ANAT 2 (A D (43 vV 4) Post. 1

ot

&

AAT D (A D (A V Ap)) 2, 5/Post. 3

=

ANAT D (A Vv Ag) 4, 6/Post. 3.

Caso 4. r(II) é VE. Sendo II

I [C} ;Tg [DLFC”»
H1 Il Iz
CvD A A
A

pela hipStese da indugdo, tem-se que: = AAT; D (CVD), F (AATL&C) D A
et (AAT&D) D A, em C,,. Daf obtém-se:

L.EFAAT D(CV D)
2. F(AAT&C) D A
F{(AATs&D) D A

B~ w

AN FC VD 1/Teor. da Deducio

Lt

AN FC DA 2/Teor. da Deducio

6. AATRFEDDA 3/Teor. da Dedugdo

T H{CDAD(DD>A)DH{CVDYDA)  Post. 9
8 AAT: F (DDA DHCVD) DA 5, T/Post. 3 e Teor. da
Deducao

9. ANy, AATsHF(CVDYD A 6, 8/Post. 3 e Teor. da Deducso
10 AATHLAAT,AATs A 4, 9/Post. 3 e Teor. da Deducio
L AAT L AATFAAT3 D A 10/Teor. da Deducio

12. AN AAT D (AAT D A) 11/Teor. da Deducio
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13.
14.

16.

EAATID{(AAT; D (AAT3 D A)) 12/Teor. da Dedugao

FAATL D ((ANAT& AATR) D A) 13/Teor. da Dedugio

HEAATI&NANATEAATS)) DA 14/Teor. da Deducae

FAAT DA de 15, pois a conjungéo de todas as suposicdes abertas
dellé AAT.

Caso 5. r(Il)é D> 1. Aé A D A, Pela hipotese da inducdo, em C,,
AANT D Ay Portanto,

1.
2.

FAAT D A,
As D (A; DAQ) Post. 1

F{AAT D Ag) D ((AAT D (A2 D (41 D 4A))) D (AAT D (4; D 4A5))
Post. 2

FAAT D (A D (A D A))) D (AAT 5 (4;: D 4,)) 1, 3/Post. 3
FA2 D (A1 D A2)) DIANAT D (42 D (4: D AD)) Post. 1
FAANT D (A D (A1 D Ap)) 2, 5/Post, 3

FAAT D (A D An) 4, 6/Post. 3.

Caso 6. r(Il) ¢ D F, e A é A;. Pela hipétese da inducdo, em C,,
FAAT D A e AAT D (A4 O A3). Logo,

1.
2.

ouoe

FAAT D A

FAAT D (A; D Ag)

FAAT D A1) D ((AAT D (A1 D A)) D (AAT D A)) Post. 2
FAAT D (A1 D A3)) D(AAT S Ay) 1, 3/Post. 3

FAAT D A, 2, 4/Post. 3.
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Caso 7. r(Il) é =—E. Pela hipdtese da inducdo, em C,,, F AAT D == A.
Logo,

. FAAT D -—A
2 F-—=ADA Post. 11

@

F(AAT D =—A) D ((AAT D (=4 D A)) D (AAT S A) Post. 2

>

FAAT D (m=AD A) D(AAT D A) 1, 3/Post. 3

1

5 F (A D A) D (AAT D (==A D A) Post. 1

o

FAAT D (=AD A) 2, 5/Post. 3

~

FAANT DA 4, 6/Post. 3.

Caso 8. r(Il) é nege I1 é

B [~B]
1 H I
A A

A neg

Pela hipotese da inducio, tem-se: - (AAT1&B) D AeF (AAT&-B) D
A, em C,.
Ora, daf obtém-se:

LEAATI&BY D A
2. F(AAT24-B) D A
FAAT1 D (B2 A) 1/Teor. da Deducio

B

FAAT; D (=B 2 A) 2/Teor. da Deducio

[ 1]

AN FBDA 3/Teor. da Deducio
AAT; F-B DA 4/Teor. da Deducio
F(BDA)D((-BDA)D((BV-B)> A)) Post. 9

>
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8. ANAT1 (=B D A) D ((BV—-B) DA 3, 7/Post. 3 e Teor. da
Deducao

9. AATL, AANDH{BYV-B)YD A 6, 8/Post. 3 e Teor. da Deducdo
10. FBv =B Post. 10
11. AAT, AAT - A 9, 10/Post. 3 e Teor. da Deducao
12. AN EAAT; DA 11/Teor. da Deducdo
13. FAATI D (AATy D A) 12/Teor. da Dedugao
4. F(AAT1&AAT) D A 13/Teor. da Deducéo

15 FAAT DA pois, AAT € a conjunglo de todas as suposices
abertas de [1. O

Corolério 3.5 A, em NNC,, entdo - A, em C.,.

Demonstracao.Conseqiiéncia imediata do Lema. O

Teorema 3.6 '+ A, em C,,, se e somente se '~ A, em NNC,,.
Demonstracdo. Imediata, a partir dos Lemas 3.2 ¢ 3.4. O
Corolario 3.7 - A, em C,,, se e somente se - A, em NNC,,.

Demonstragao. Imediata, a partir dos Coroldrios 3.3 e 3.5. O
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3.2 Derivacoes Normais em NNC,

3.2.1 Definicoes

As definigoes seguintes esclarecem a terminologia e caracterizam situacfes
que permitem estabelecer um teorema de normalizacio para NNC,,. A de-
finicho de derivagdo normal nfo se afasta da usual, embora o tratamento
dispensado & negacéo exija cuidados especiais. O que se prepara sdo os pas-
sos para reduzir o grau de qualquer derivagdo que contenha pelo menos um
segmento méximo a uma derivagfo de grau zero da mesma férmula final.

Definicdo 3.8 g(A) denota o grau da férmula A e
1. se A € uma férmula atémica, g(A) = 1;
2. se A € =B, g(A) = g(B) + 1;
3. se AEéB&C,BVC, ouB>C, g(A)=g(B)+ g(C) +1.

Definicao 3.9 Umalinha em uma derivacdo I1 é uma segiiéncia de formulas
de I1, A, Az, ..., A,, tal que:

1. A, é umag férmula inicial de II;
2. A; ocorre imediatamente acima de A;i1, paral <i<n;e

8. A, € a formula final de T1.

Definigao 3.10 Um segmento, o, em uma derivacdo 11, é uma segiiéncia
Ay, Ag, ..., An de ocorréncias consecutivas da mesma formula em uma linha
de 11, tal que:

1. Ay ndo € conseqiiéncia de uma aplicagdo de VE ou de neg;

2. Ai, para cada i < n, se A; € uma premissa de neg ou uma premissa
menor de uma aplicagdo de VE, entdo Ayq é a formula que ocorre
imediatamente abaizo de A;; e
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3. A, ndao € uma premissa de neg, nem uma premisse menor de uma
aplicacdo de VE .

Definic&o 3.11 O grau de um segmento o, g(7), ¢ igual ao grau da
formula que ocorre em 0.

Definigao 3.12 o € um segmento mdximo em uma derivacdo I, se e
somente se:

1. o comega com a conclusdo de uma introdugdo e termina com a premissa
maior de uma eliminacdo; ou

2. o contém ume férmula A; que € conclusao de uma VE e uma férmula
Aj, (i < j) que € premissa maior de uma eliminacdo; ou

3. @ contém uma formula A; que € conclusdo de uma aplicacdo de neg e
uma formula A;, (1 < j) que é premissa maior de uma eliminagdo.

Observe-se que estas defini¢des de segmento e segmento méximo espe-
cificam casos de ocorréncia da regra meg, que se pode considerar a regra
caracteristica deste sistema.

Definicao 3.13 ¢(II) denota o grau da derivacio II, e

1. se Il nao contém segmento mdzimo, g(I1) =0; e

2. sell contém os segmentos mdzimos oy, 03, ..., 0,, g{II) = max(g(c;))
para 1 <i < n.

2

Definig¢ao 3.14 Il € uma derivagdo normal se e somente se g(II) = 0.

Definigdo 3.15 II € uma derivacio critica se e somente se:
1. a jérmula final de 11 € obtida por eliminacdo; e

2. a premissa maior desta eliminacdo é formula de um segmento mdaximo;
e
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3. toda subderivacdo propria de I1 tem grau estritamente menor que g(T1).

Definicdo 3.16 II' ¢ uma redugéo da derivagio II se e somente se II
contém uma subderivagio da forma de uma das derivacies T; {para i = 1,
2, ..., 6) seguintes e I difere de I1 por conter no lugar de &; o subderivacdo
¥} correspondente. (Dizse, também, 11 reduzse a I, cuja notacdo serd

IT==1T.)
1. &-reducdo:
I, 1L,
A, A o, .
Py i 2 AT = .
1 AGA, - &I == T A, (i=1 ou2)
A;
2. V-redugdo:
ﬁa (4] [Ad] I,
vi i 1Ty I, A;
g e ¢ vE = Xp: 1L (i=1 0u2).
C c
3. D-redugdo:
[A]
Iy I
s 4]
23 g OF = 35 .
B
4. VE-reducdo:
[Ai]  [Ag]
L m o
VE Al VAZ C C H4
T : % D prim =
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AI\I/sA CED GEDELIM
E'; . ok 2 5 vE .
5. neg-reducdo:
4] 4]
11, 11,
neg £ C 1
g
)3 % D priv —
4] [—A]
1, e 1, I3
c D ¢ D gy
Eg : E EE neg
6. VE (redundante)-reducdo®:
Ag AQ
I oo A;
Y A1VA200 C VE = Eg:%'(imlouQ).

Definicao 3.17 Uma seqiiéncia de reducao de I1 € uma segiiéncia de

derwagoes Iy, Ty, ...

o Hr, tal que II; €11 ¢, para i < n, I, = I 4.

Definicao 3.18 II ¢ normalizédvel se II pertence a uma seqiéncig de re-
ducdo 11y, Iy, ..., I, n € finito e 11, € normal.

30Obs.: Este é o caso de aplicagio de VF sem eliminagio de hipéteses.
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Definicdo 3.19 Uma segiéncia de formulas Ay, A, ..., A, é um caminho,
7, numa derivacdo I, se e somente se:

1. Ay € uma férmula inicial de I1 que ndo foi descarregada por wma apli-
cacao de VE: e

2. A;, para cada i < n, ndo € a premissa menor de uma aplicacdo de O F
e

{a) ou A; nao ¢ a premissa maior de uma aplicagio de VE e A1 €
a ocorréncia da formula imediatamente abaizo de A;, ou

b) A; € a premissa maior de uma aplicacio de VE e Ay é uma
{ p plicac +
suposicdo fechada por esta aplicagio de VE, em T1; e

3. An € a premissa menor de uma aplicacdo de D E, ou a férmula final
ae 11, ou a premissa maior de uma aplicacio de VE que néo descarrega
SUPOSICOES.

Defini¢ao 3.20 Um caminho principal de II é um caminho gue contém a
formula final de I1.

3.2.2 Reducoes

Aqui se preparam as reducfes, i. €., como sio transformadas as derivagles
que contém ocorréncias de segmentos méximos (férmulas maximas, corte,
redundancias, em outras terminologias). O objetivo é preparar a prova dos

primeiros resultados fundamentais: a normalizaciio e a validade do principio
de subférmula.

Lema 3.21 Sejam
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derivagbes de graus k e m, respectivamente, e g(A) = n. Entdo a derivacio
Y. seguinte:

I
[A]
Il

€ tal que ¢(¥) < max(k, m, n).

Demonstragao. O grau de ¥ é igual ao grau do segmento méximo de
maior grau que ocorre em X, se esta derivacdo ndo é normal. Ora, qualquer
segmento maximo que ocorra em ¥ ou contém A ou é segmento maximo das
subderivagoes I; ou Iz Portanto, ¢(3) = max(g(Ily), g(Ils), g{A)). Se
k=m=0e A ndo é férmula de um segmento méximo de &, g(£) = 0, i.e.,
9(%) < max(g(Il), g(Ily), g(A4)). Logo, g(X) < max(k, m, n). O

Lema 3.22 Se Il reduz-se o I, entdo g(Il') < g{I1).

Demonstracao. Inducio sobre g(II), aplicando-se as redugdes da Defi-
nicdo 3.16 e o Lema 3.21. Quando a reducdo gerar novo segmento méximo,
verifique-se que o grau deste segmento é menor que o do segmento reduzi-
do, seja aquele um novo segmento méximo ou um j4 presente na primeira
derivagao. O

Lema 3.23 (Critico) Se Il é uma derivacdo critica e g{(Il) = n, entdo existe
uma derwacao IV tal que I reduz-se a T e g(Il') < n.

Demonstracao. Inducio sobre I(IT).

Se I(II) = 1, ndo h4 derivacho critica. Se I(II) = m > 1, hi 3 casos a
examinar.

CASO 1. O segmento méximo de maior grau que ocorre em 11 contém a
concluséo de uma introdugéo. Portanto, IT' tem a forma de uma das T4(z =
1,2, 3) da Definicéio 3.16. Usando-se a Definicio 3.15 € o Lema, 3.22, prova-se
que g(II') < n.

CASO 2. O segmento méximo de maior grau de II contém a conclusio de
uma VE. Logo, sendo IT como ¥4 (da Definigdo 3.16), considere-se a reducgo
2. Ora, pelo Lema 3.22, g(}) < n = g{II). Portanto, se g(X}) < n, faca-se
iT" igual a j. Por outro lado, se g(<}) = n, h4 2 subcasos a considerar.
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Subcaso 1. Nas suas duas ocorréncias em 3}, C é férmula de um segmento
méximo.

Ora,
[A4] [Ag]
I, I}; I, I_;
L v ¢ Y
ELIM % e T LIM

sao derivagdes criticas e cada uma € de comprimento menor que II. Pode-se,
portanto, aplicar a hipétese de induco a estas derivacdes, obtendo-se re-
dugdes de grau menor que g(II). Sejam %' e X" estas reducdes das derivagdes
a4 esquerda e & direita, respectivamente.

Faga-se I igual a

I3
1
AVA T E”v

= E

Subcaso 2. A ocorréncia de C mais & esquerda (ou mais & direita) é
formule de um segmento méximo de ¥j. Como as derivacdes

A;
m, s
ELIM——C—E-R (i=1,2)

sso derivagbes criticas de comprimento menor que (I1), pela hipétese da
indugdo, estas derivagBes reduzem-se a derivacdes X' ¢ ¥ de grau menor que
g(Z}). Logo, pode-se fazer Il igual a

Az
s 2 III;
¢
e LT M
AiVA E I 2 v E
E
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ou igual a

A; I
Hl N H
c D Y
-~ FELIM
A1V A E E E v E
E

ambas de grau menor que g(I1).
CASO 3. O segmento méximo de maior grau de IT é conclusio de uma
neg. Logo, sendo IT como X5 da Definicio 3.16, considere-se a redugdo L.
Subcaso 1. Suponha que C, nas suas duas ocorréncias, é férmula de um
segmento maximo. Sejam as derivages:

4 =4
IT 11
” C:'{ D # C2 D
EE : ——”E‘““—ELIM € 22 : “““““—E——-ELIM

que sao derivagdes criticas de comprimento menor que I(II). Logo, pela
hipdtese da indugao, para i = 1,2, existem [T, tais que XY reduzem-se a Il e
g(IL) < g(%f) = n.

Seja IT" a derivaggo

que € claramente, uma reducdo de II. Ora, como F ndo ¢ férmula de segmento
méximo, g{Il') < n.

Subcaso 2. Suponha que o C & esquerda (ou & direita) de E’ ¢ férmula
de um segmento méximo. Assim, ¥/(i = 1, 2) & derivacdo critica e, co-
mo {(23) < I(II), pela hipétese da induggo, existe IT, & qual se reduz e
9(I%}) < g(Xf) = n. Portanto, a derivacio

H} ZJ‘I N Eh‘ HI
=1 =2 ou a derivacao S
i G

E
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é a derivagéo II' procurada, que é uma reducdo de TI, tal que g(II") < g(I) <
n.

Subcaso 3. C ndo é férmula de segmento méximo em ¥f. Pela hipdtese
da indugéo, as derivagdes X}, para ¢ = 1,2, sfo tais que g(%) < g(I1). Logo,
sendo [T a derivacio

D>
E 3

g(Il')y < n. O

Lema 3.24 (Principal) Dada uma derivagdo 11 de grau n, eziste uma deri-

vagdo, sem suposicoes adicionais e com a mesma férmula final, IT', tal que
IT se reduz o II' e g{II') < n.

Demonstragao. Inducio sobre {(II).

Se I(II) = 1, nfo é redutivel.

Se [(II) = n > 1, ha 2 casos:

CASO 1. A {ltima regra de Il é uma introducdo, ou neg.
Sendo II da forma

I I,
A

pela hipétese da indugdo, temos que II;(; = 1,2) se reduz a I e g(IT) < n.
Sendo I a derivacgio

& qual reduz-se II, temos que g(II') = max(g(IL})) < n, pois A ndo ocorre em
um segmento méaximo.

CASO 2. A dltima regra de I é uma eliminacgo.
Seja a derivagio II seguinte:
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I X X

A B C
D

Pela hipétese da indugdio, para cada uma das IT; e %;(6 = 1, 2} existe
uma derivacio correspondente 11}, ¥/, &s quais aquelas se reduzem, de grau
menor que n. Seja X a derivacio:

I % 5
A B ¢C
D

a qual se reduz I e, pelo Lema 3.22, ¢ tal que () < n.

Se g(¥) < n, faz-se II' igual a ¥ e obtém-se o desejado.

Se g(X) = n, ¥ é uma derivacio critica (tendo A, que ocorre em um
segmento méximo, como premissa maior de uma eliminacio). Logo, pelo

Lema 3.23, existe uma derivagéo IT' & qual se reduz ¥ e g(IT) < n. Portanto,
IT reduz-se II' e g(I') < n.

3.2.3 Normalizacao

Teorema 3.25 Toda derivacdo 11 de NNC,, reduz-se ¢ uma derivacdo nor-
mal II', sem novas suposicées e com a mesma férmula final.

Demonstragdo. Indugio sobre g(I1).

Se g(II) = 0, I1 é normal.

Se g(II) = n > 0, pelo Lema 3.24, existe uma derivaciio T tal que g(¥)<n
e Il reduz-se a X. Pela hipdtese da inducdo, existe uma derivagio normal IT'
a qual se reduz X. Logo, II reduz-se a II', que é normal. O

Teorema 3.26 (Forma das Derivagcées Normais) Sejam II uma derivacio
normal em NNC,, ©# um caminho em Il e o1, 0o,....,0, @ segiéncia dos
segmentos de w. Entdo, hd um segmento o;, chamado o segmento minimo

de 7, que separa duas partes (que podem ser vazias) de v, chamadas a E-parte
e a I-parte de w, com as propriedades:
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1. para j < i{E-parte), o; contém a premissa maior de uma aplicacdo de
uma regra de eliminacdo ou de uma premissa de neg; e

2. 0i, desde que i # n, contém a premissa de wma aplicacdo de uma regra
de introducdo;

3. para cada ox(i < k < n) (I-parte), or contém a premissa de uma
aplicagcdo de uma regra de introducdo.

Demonstragdo. Como II é normal, nenhum caminho de Il contém um
segmento maximo. Daf segue-se que em todo caminho 7 de IT :

1. toda aplica¢do de eliminagdio precede qualquer aplicagio de introdugao;

2. nenhuma aplicagio de VE ou de neg ¢ seguida de eliminagso.

Portanto, se hd um segmento o; que é o primeiro segmento que inicia
com & concluséo de &F, ou de D E, com premissa de neg, ou premissa
menor de VE, e termina com a premissa de uma introducio, abaixo dele
(i.e., seguindo-o) ndo h4 eliminagdes. Logo, o; é o segmento minimo de 7 e:
acima dele (i.e., precedendo-o) h4 uma E-parte que s6 contém eliminagSes
ou neg (ou é vazaa) ¢ abaixo dele (i.e., seguindo-0), h4 uma J-parte que s6
contém introdugdes {ou ¢ vazia). O

Corolério 3.27 Todo caminhko de uma derivacdo normal ¢ tal que:

1. na E-parte, a férmula que ocorre em um segmento oi+1 € subformula
da que ocorre em oy

2. na I-parte, a férmula que ocorre em um segmento o; € subformula da
qUE OCOTTE eM T4 1.

Demonstragio.

1. E-parte. A simples inspecdo de neg e das regras de eliminacdo € sufi-
ciente para para mostrar o resultado desejado, exceto no caso de VE,
0 que € garantido pelo item 2 da Definicio 3.17.

2. I-parte. Imediata, a partir do exame das regras de introducao. O
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Corolario 3.28 (Principio de Subférmula) Toda férmulae de uma derivagdo
normal de A o partir de T, € uma subférmula de A ou de alguma férmula de
T.

Demonstracdo. A usual. O

Corolario 3.29 Toda derivacdo normal que termina em eliminacdo, tem
somente premissas de eliminacées em qualquer caminho principel.

Demonstracao. Decorre facilmente do item 1 do Teorema 3.26. O

Lema 3.30 Toda derivacdo normal, I1, que termina em eliminacdo, é aberta
no caminho principal e sua concluséo € subférmula da férmula inicial deste
caminho.

Demonstracgo. Indugio sobre I{II).

BASE. [(TI) = 1. Trivial. Toda férmula é subférmula de si mesma.

PASSO INDUTIVO. I(IT} = n > 1. H4 quatro casos a considerar.

CASO 1. r(II) é &E. Pela hipétese da inducio, a subderivacio determi-
nada pela premissa desta aplicacio de &F é aberta em um caminho principal
cuja férmula final é subférmula de sua férmula inicial. Como &F néo descar-
rega hipdteses e a conclusio de uma &F é subférmula de sua premissa, II é
aberta em um caminho principal e sus férmula final é subférmula da férmula
inical deste caminho.

CASO 2. r(II) é D E. Pela hipétese da inducdo, a subderivagéo determi-
nada pela premissa maior desta aplicacio de > F é aberta em um caminho
principal e essa premissa é subférmula da férmula inicial deste caminho. Co-
mo & conclusdo de toda D E é subférmula de sua premissa maior e esta regra
ndo descarrega hipéteses, II satisfaz as condicdes do Lema.

CAS0 3. r(II) é -—E. Segue da hipétese da indugio, como nos casos
anteriores.

CASO 4. r(II) é VE. Seja Il a derivacgo:

[A]  [B]
I g oo,
AVvB ¢ ¢ vVE
C
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Pela hipétese da indugéo, as subderivacoes determinadas pelas premissas
desta aplicagdo, indicada, de VE satisfazem as condicGes do Lema.

Subcaso 1. O caminho principal de II contém a hipétese descarregada A.
Pela hipdtese da inducgo, C é subférmula de A. Uma vez que A é subférmula,
de AVB, C ¢ subférmula da férmula inicial do caminho principal de IT que
contém AVE, e essa férmula ndo é uma hipdtese descarregada.

Subcaso 2. O caminho principal de IT néio contém a hipétese decarregada
A. Logo, contém a hipdtese B, e tudo se passa como no subcaso anterior. [

3.2.4 Estudo da Negacao

Aqui séo destacadas as principais caracteristicas do comportamento de
=. O objetivo principal € mostrar que, apesar de sua defini¢io andmala, a
manipulac¢do apropriada da negagéo garante a preservagio do principio de
subférmula.

Corolério 3.31 Toda derivacdo normal de férmula negada que termina em
eliminagao € aberta em um caminho principal e sua conclusio é subférmula
da formula inicial deste caminho.

Demonstracao. Conseqiiéncia ébvia do Lema 3.30. O

Lema 3.32 Toda derivagdo normal de formula negada termina com neg ou
com eliminacdo.

Demonstragao. Nio ha regra de introducfo de negacio. O

Lema 3.33 Toda derivagdo normal de férmula negada tem no caminho prin-
cipal somente premissas de eliminacdes.

Demonstracao. Conseqiiéncia imediata do Lema 3.30 e do Teorema
3.26. O
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Lema 3.34 Seja I wma derivagdo normal de uma férmula negada, tal que
r(Il} = neg. Entdo, IT tem um caminho aberto e sua conclusio é subférmula
da férmula inicial deste carninho.

Demonstragao. H4 trés casos a analisar, considerando a forma geral de

11
A 4
I, I,
~C ve —C neg.

CASO 1. Suponha que A ¢ C. II toma a forma

[C]
i
:Q__b___'g. neg .

Pelos Lemas 3.32 e 3.30, a subderivacio

C

1]
-

€ aberta em um caminho principal e sua conclusdo é subférmula da férmula
inicial deste caminho. Ora, como —C ndo é subférmula de C, hd um ca-
minho principal aberto, cuja férmula inicial é diferente de . Esta mesma
férmula, que ndo ¢ descarregada pela aplicagio de neg indicada, pertence a
um caminho que ¢ aberto em II, conforme o Lems.

CASO 2. Suponha que A é ~C. II assume a forma:

[—‘!-IO]
U,
——ﬁ———-.—lc’::ﬂ‘wcuwneg.
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Pelos Lemas 3.32 e 3.30, a subderivacio

“"1"“10

11>
-C

¢ aberta em um caminho principal e sua conclusdo é subférmula da férmula
inicial deste camirho. Ora, como neste caminho sé hé premissas de elimina-
¢oes e = s6 pode ser premissa de ~—E, gerando C, férmula da qual ~C
néo é subférmula (o que é imposto pelo Corolério 3.27, 1), hé uma férmula
aberta diferente de ——C que é férmula inicial de um caminho principal desta
subderivagao, da qual —~C ¢ subférmula e que ndo €, portanto, descarregada
pela aplicag@o de neg indicada em II.

CASO 3. BSuponha que A ¢ —A sdo diferentes de =C. Pelos Lemas
3.32 e 3.30, 1I; e Iz tém, cada uma, um caminho principal aberto e —=C é
subférmula da férmula inicial de cada um destes caminhos. Se as férmulas
iniciais destes caminhos s8o diferentes de A e de —A, segue-se o Lema, e
ndo h4 outro caso. Contrariamente, suponha que as férmulas iniciais destes
caminhos sdo, precisamente, A e mA. Como -~ é subférmula de 4 e de —A
(Corolério 3.27) e ~C € gerada por eliminagio (Lema 3.32), vé-se, facilmente,
que de A ou de ~A (daquela férmula que for antecedida por 2n+1 ocorréncias
de —, para n > 0) ndo se pode gerar ~C, pois toda eliminacfio de — € somente
feita aos pares, pela regra ——E. Portanto, vale o Lema. O

Teorema 3.35 Toda derivacdo normal de ~A € aberta e —A € subférmula
desta hipdtese ndo eliminada.

Demonstracao. Imediata, a partir dos Lemas 3.32, 3.30 e 3.34. O
Corolério 3.36 Nenhuma férmula da forma —A ¢ teorema de NN C...

Demonstragao. Segue do Teorema 3.35 e da Definiciio de Teorema. O
Corolério 3.37 ~(A&—A) ndo € teorema de NNC,,.

Corolario 3.38 NNC,, é consistente.

Demonstragoes. Seguem-se diretamente do apresentado. [

124



3.3 Normalizagao Forte em NNC,

Procede-se de acordo com a técnica apresentada em 140], conforme apli-
cada em [54] e [51], que serdo referidos, quando necessério, para evitar de-
senvolvimentos longos e ndo originais.

Ea seguinte a estrutura da prova de Normalizagio Forte de NN C. que
serd apresentada:

1.

R S R X

descricdo do sistema dedutivo NNC®™ - NNC,, aumentado — e de
uma relagéo bindria entre derivagdes — ==, — que serd chamada
reducdo aumentada, tal que:

1.1} se Il == gum I, entdo U(II) < I(IT'),
1.2) NNC2™ ¢ normalizdvel, e
1.3) NNCZ*™ tem a propriedade Church-Rosser;

prova da propriedade 1.1;

indicagdo das provas das propriedades 1.2 ¢ 1.3;

prova do Teorema de Normalizacio Forte para NN Caum.
definiciio de um mapeamento de NNC, em NN Coum. e

prova do Teorema de Normalizacio Forte para NNC,,.

3.3.1 NNCZ*™ - Caracterizacio

A linguagem subjacente a NNC™™ é a mesma de NNC,. O cileulo
NNCZ"™ tem regras de inferéncia das mesmas formas que as de NNC,, (e
tudo o que diz respeito as derivacdes de NNC,, se aplica a NNC™™) mais
as seguintes formas de axiomas, onde A é uma férmula qualquer e B é uma
férmula atomica (i. e., uma varidvel proposicional):
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1) A>(B>B)
2) B> B,

gue ocorrem nas derivagdes como:

AD(BDB)M

ou

BS BA&:.

Observe-se que estes axiomas sdo, claramente, férmulas demonstriveis
em NNC,, portanto em NNC®™,

Definicao 3.39 Seja B uma férmula atémica. Define-se:
Ilap como a derivagido

A ASESH

BoB

o E;

Il como a derivacdo

Az,

BDOB

Definicao 3.40 Os aumentos asp € ap sdo o0s sequintes:

1. se B € uma formula atémica, oqp é:

A
4z A
DEM.__WM-ED]B_ HAB A
S E BOB Il
B BOB g
B
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4N

&g

I1p
S F B gD B g
B B> B ~E
B
Adota-se a seguinte notacdo, para QAR e ap
dapg -
B A
B
Qg
B
5(&3)
B
2. se B eéC&D, aup é:
C&D C&D
&E C A &E D
: (aac) : {a@ap)
C D
C&D &I

o,

e p
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s B BT D

3. 5e BECND ,aup é

C A D A
: (@ac) : (@ap)
C D
CcvD vi OV D vi OV D
CvD VE
eQap é:
C D
: {ac) : {ap)
C D
CVD wiT¢gvD wvT VD
CvD VE
4. 5e BECDB, asp  é:
C Co>D
o8 D A
{aap)
D
> oD

o

ECp
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C CoHD
nE D
E(O{D)
D
oI CoD

De maneira anéloga & que se utilizou pra NNC,, definem-se segmento,
segmento maximo, grau de uma derivagio e derivagio normal.

Observe-se que todos 6s aumentos correspondem a acrescentar a uma
derivagéo uma subderivacio de comprimento igual {{aap) ou igual a I{ag),
que, mais adiante, serdo apresentados detalhadamente.

Definicao 3.41 Uma derivacdo lsp (ou Ilp) € uma aumentacio ime-
diata de Il se e somente se Ilsp (ou llg) € obtida de I1 por substituicdo de
algumas ocorréncias de formulas B, em II, por asp (ou ap)

Definicao 3.42 Uma derivacdo II* € uma aumentagdo de II (IT — II*)
se existe uma sequéncia Iy, s, -+ -, 11, (n > 1), tal que:

1. Hl € H;
2. 1l;11 € uma aumentagdo imediata de TL;, parea 1 < i < m:
3. 11, é 11~

Definigao 3.43 Uma ocorréncia de A em Il € uma boa-férmula para au-
mentacao se:

1. A € formula atémice; ou

2. A € uma férmula inicial de I1 que ndo € premisse maior de uma elimi-
nagao; ou

3. A € consegiéncia de &E, > E ou ——F e ndo é, ao mesmo tempo,
premissa mator de uma eliminacao.

Lema 3.44 Toda derivacdo I que ndo contém aplicacdo de VE ou de neg
tem uma boa-formula para aumentacdo.
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Demonstragdo. Indugio sobre o nimero de aplicacdes de regras de
introducio.

BASE. N8o ha aplicacdo de introdugdo em II. Logo, IT é da forma A e,
neste caso, A é boa-férmula para aumentacio de acordo com o item 2 da
defini¢do; ou Il € da forma,

__..,.__I_Iﬁ%.u___ * B
onde * € &, ou —m, caso em que A ¢ boa-férmula para aumentacfo, de
acordo com o item 3 da Definicdio 3.43.

PASS0 INDUTIVO. Se ha qualquer aplicacéo de introducgo e r{II) é uma
eliminaggo, como no caso anterior, hd uma boa-férmula para aumentacso. Se
IT termina em introducdo, i. e., I é da forma

11

i * 1

onde * é &, D ou V, pela hipétese da indugdo, hd, em II;, uma boa-férmula
para aumentacdo, C. Se C é uma boa-férmula para aumentacdo em II;,
pela mesma razdo, esta férmula é uma boa-férmula para aumentacao de I,
também. O

Coroléario 3.45 Toda derivagio 1 tem uma boa-férmula para aumentacdo.

Dmonstracao. Se II ndo tem aplicacio de VE ou de neg, alcanga-se o
resultado pelo Lema 3.44. Se IT contém aplicacdes de VE ou de neg, escolha-
se a subderivagio determinada pela concluséo da primeira aplicagéo de VE
ou de neg que ndo contenha ocorréncia de VE ou de neg na derivacdo de sua
premissa (menor, no caso de VE) da esquerds. Esta derivacdo, pelo Lema
3.44, contém uma boa-férmula para aumentacio desta derivagio, que, vé-se
imediatamente, € uma boa-férmula para aumentacio de I1. O
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3.3.2 Normalizaciao Forte em NNC™™

Definigao 3.46 II' ¢ uma reducio aumentada de I (T ==,,,, IT') se
pelo menos uma subderivagdo de I1 da forma ; sequinte é substituida pela
derivacdo ¥ correspondente (1 <7 < 9):

1. &-reducao aumentada:

1L 1, 11, I
S: A B . A B
= gum 2 3
mr o
114 I, s 114
S A B _ ., B A
AEE w omm ¥z
B &E B

2. V-reducao aumentada:

1L [4] [B]
A II 11
Vi 2 3
23 M A VB C C C VE t>aum
(B
I
', Ih C
P 4 550 oI
E(CEBA)
[4]
AP
C.
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B II II
v 2 3
5, - AV E C C VE =
C
[A]
I 1,
' 1 C
Hiip A>50C -1
E(O:AB)
|B]
P
C.
3. D-reducdo aumentada:
IL
4] 7
1 , m, I
s IT, B = aum 2 B A
A ADB oI .
B oE :(aaB)
B
4. VE-reducdo aumentada:
4] [B]
26 H1 Hz Hg
A V B C C H4 :=>a'u.m
VE 'S D
E ELIM
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(4] |B]
)¥AR I, I 3 114
II; C D C D
AV B E E
E VE
3. meg-reducdo aumentada:
e
Hl Hg
27 : C C HS = qum
s O D
E ELIM
(4] [—A]
Hl Ha H2 HS
pIA C D C D
E E ELIM
E neg
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I3
II; C
A Bo>(C oI
o Iy (apa)
s - D A

(CtAD)

D

s

C

onde
A

A T,
11, é D
C I

e [} € a primeira boa-férmula para aumentacdo em Tg.

I Al B
Eg . A Hz H3
vi AV B C C = qum
[ VE
[A]
15
I C
B ADC oI
/. I, 3(Ou.ua’)
Xg: D B
(Oz AD)
D
s
C
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onde

B
B 114
Il é D
C H5
C

e D € a primeira boe-férmula para aumentacdo em 5.

Observe-se que toda reduciio aumentada, enquanto elimina um segmento
méximo, introduz na derivagao em questdo uma aumentacio, o que redundsa,
em aumento do comprimento da derivagio original, ao mesmo tempo que
reduz seu grau.

Lema 3.47 Se Il = qum [T’ , entdo I{IT) < I(IT).

Demonstracdo. Ora, conforme a Definicdo 3.46, toda eliminacéo de
segmento méximo em uma subderivacio (1 < i < 9) leva ao acréscimo,
em ¥, de um aumento a4p ou g, onde se vé, claramente, o incremento
do comprimento da subderivacio resultante, inclusive nos caos de VE e de
neg. Veja-se que os comprimentos de qap e de ag, de acordo com a 3.40,
s8o acrescentados ao comprimento das derivacdes em que sdo incluidos. O

Como valem as definigbes correspondentes, de maneira anéloga & aplicada.
em NNC,, provam-se os seguintes resultados em NN Coum

Lema 3.48 Se

I, A
A ¢ om

sdo derivacdes de graus k e m, respectivamente, e g(A) = n, entdo a deri-
vacao X :

II;
[A]

€ tal que g(X) < maz (k,m,n).



Demonstagdo. De forma andloga & demonstracio do Lema 3.21 de
NNC,, o grau de L, g(X), é igual ao grau do segmento méximo de maior
grau que ocorre na derivacdo X, se esta derivagio nfo é normal. Ora, qualquer
segmento maximo que ocorra em ¥ ou contém A ou é segmento méximo das
subderivagbes II; ou Il;. Portanto, g(¥) = max(g(I;), ¢(Iz), ¢(A)). Se
k=m=0e Ando ¢ férmula de um segmento méximo de X, g(X) = 0, i.e.
(%) < max(g(Ily), g(113), g(A)). Logo, 9(%) < (k,m,n). O

Lema 3.49 Se Il ==, IT', entdo g(IT') < g(I1).

Demonstagdo. Induggo sobre g{II). Se g(Il) = 0, i.e., II nio contém
segmento maximo, Il =, Il e g{Il') = g(II}.

Se g(II) > 1, como os aumentos, de acordo com a Definicio 3.40, ndo
geram segmentos maximos, a aplicacdo dos procedimentos de redugio da
Definig8o 3.46 ao segmento méximo de maior grau de X, por forca do Lema
3.48, reduz o valor de g(X). O

Lema 3.50 Se Il é uma derivagdo critica ¢ g(II) = n, entdo eziste uma
derivacdo 11 tal que Il =44, I € g(IT) < n.

Demonstragdo. Indugdio sobre [(II), da mesma forma que a do Lema
3.23, tendo em vista que as aumentacdes, conforme a Definicdo 3.42 e as
redugbes aumentadas, de acordo com a Definicho 3.46, ndo geram novos
segmentos maximos. O

Lema 3.51 Se g(II) = n, entao eziste uma derivacdo, sem suposicées adi-
cionais e com a mesma formula final, 1T, tal que Il ==y, I e g(IT') < n.

Demonstracdo. Aqui, repete-se uma demonstracio ansloga  do Lema
correspondente de NNC,,, o Lema 3.24.

Inducdo sobre I(II).

Se I(IT) = 1, ndo é redutivel.

Se I[{II) =n > 1, h4 2 casos:

CASO 1. A dltima regra de II é uma introducio, ou neg.

Sendo 1T da forma

L I,
A
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pela hipdtese da inducio, tem-se que hé reducdes aumentadas ITL(i = 1, 2}
para II; e g(IT%) < n.
Sendo II' a derivacio

& qual reduz-se I, tem-se que g(II'} = max(g(I))) < n, pois A nio ocorre
em um segmento maximo.

CASO 2. A dltima regra de I1 é uma eliminagio.

Seja a derivacgo II seguinte:

L 5 5
A B _C
D

Pela hipétese da indugdo, para cada uma das IT; e 5;(7 = 1, 2) existe uma
reducdo aumentada correspondente IT}, &, s quais aquelas se reduzem, de
grau menor que n. Seja X a derivacio:

I %
A B C
D

& qual se reduz I1 e, pelo Lema 3.49, é tal que g(T) < n.

Se g(X) < n, faz-se IT' igual a T e obtém-se o desejado.

Se g(X) = n, ¥ é uma derivacio critica (tendo A, gue ocorre €m um
segmento m&ximo, como premissa maior de uma eliminacgo). Logo, pelo
Lema 3.48, existe uma derivago IT' & qual se reduz ¥ e g(IT') < n. Portanto,
IT reduz-se II' e g(IT") < n. O

Dispondo-se destes resultados, de maneira analoga ao j4 provado para
NNC,, obtém-se:

Teorema 3.52 Toda derivacdo de NNC®™ reduz-se a uma derivacéo nor-
mal Il , com a mesma férmula final.
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Lema 3.53 (Church-Rosser) Se Il =>4y, I1' € Il = 40um 11", entdo hd wma
derivac@o 11" tal que I =, 1" e TV = ., 117,

Demonstragao. Ansloga 3 demonstracéo usual (v. [40] e [51]), ten-
do em vista que as redugbes definidas sdo as usuals, aplicando-se a neg o

desenvolvimento comum. O

Lema 3.54 Sell € uma derivagdo qualquer de NNC™™, qualquer segiéncia
de reducdo de I1 termina em uma mesma derivacdo normal 3,.

Demonstragao. Suponha que em NNC&™ h3 uma derivagio I que dé
origem a uma seqiiéncia de redugdes infinita

(S) II= Hl =>aum H2 =gum " T aum Hn = aum Hn—i—l =P aum "

Por outro lado, por for¢a do Teorema 3.52, hd uma seqiiéncia de redugdes
finita com origem em II, que termina em uma derivagdio normal T, seja.,

(N) = El = qum E2 S wrn TP qum En

De acordo com o Lema 3.47, obtém-se que

Iy I <I(x,)

e que se pode encontrar em (S) uma derivaggo I1; tal que

N 1(E,) < (1),

Ora, o Teorema 3.52, outra vez, garante que hd uma derivagio IT} normal

que € uma reducdo aumentada de II; e, obviamente, de IT. Pelo Lema 3.47,
tem-se que

(11D I(IL) < (IT)).
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Portanto,

(IV) 1(5,) < U{IL).

Ora, o Lema 3.53, porque II =, I, e 1T =>,, T, e, mais, I1} e
Y, s&o normais, impde que %, e [T} sejam a mesma derivagio. E isto é
frontalmente contrario a {IV). O

Corolério 3.55 NNC™™ ¢ fortemente normalizdvel.

Demonstragao. Aplicacio imediata do Lema 3.54. O

3.3.3 Normalizacdo Forte em NNC,

Lema 3.56 (Mapeamento). Sejam II e II' derivacées em NNC, e & e T*
derivacées em NNC2™ | e == IV eIl — ¥, entdo eziste uma deri-
vacdo X* tal que I v+ B* e ¥ =y, T*. (Ver a Definicio 3.42 sobre o
stmbolo — ).

Demonstragdo. Inducdo sobre o comprimento de II. Detalhes nio ex-
plicitados (casos 2, 3 € 4, por exemplo) sdo como em 151], paginas 50 e
seguintes.

BASE. Se {(Il) = 1, entdio g(IT) = 0 e I’ é 1. Logo, a aumentacio L, de
IL, feita a partir de uma boa férmula para aumentacao F', € uma aumentacao
" de II' feita a partir desta mesma férmula F.

PASSO INDUTIVO. Se I(II) = n e g{II) = 0, tudo se passa como na

Base. Se g(Il) = n, II assume uma das formas %;,7 = 1,...,5 da Definico
3.16.

1) Seja II da forma

I, I
A B
A&B &I’
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e I', obtido pela Defini¢iio 3.16 (&-reducio), da forma

I
4
1.1) Se £ é
I I
A& B &I
A &E
onde I1} e II} s8o aumentacdes de
I Ik
A4 ° B

respectivamente, de acordo com a Definicio 3.42, ¥* serd

I 1L
A B

E(C!BA)
A

conforme a Definicdo 3.46 (&-redugfo aumentada). Assim, tem-se que I —
Y =gum &° € que Il == II' — ¥*, garantidos pelas Definicdes 3.40 e 3.42.

1.2) Se T 4

mom oo
A&B D

 (apasn))
A& B
A &E

onde ITj e IT; sfo as aumentagdes j4 referidas, pela Definicdo 3.40, 2, obtém-se
uma aumentacdo imediata ¥; da forma
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I I I, I

A&B Iz A&B 1I;
A D B D
:(apa) :{apB)
A B
A&B
A

que se reduz a ¥* da forma seguinte:

I Ik I, I
(apa) s ALB My
A B D
{apa) : (apB)
A B
E(QBA)
A

A Definiggo 3.46 garante que ¥ == gy, 3% (poiS & == gum 51 == qum &)
e a Definiciio 3.42 mostra que IT' — T*.

1.3) Se ¥, é uma aumentacio de Il e T ¢ da forma

2 I
A C
(Czc A)
A
opera-se semelhantemente a 1.2, de acordo com a Definicio 3.40, obtendo-se

2 de ¥ pela hipétese da indugio.

Os casos 1.4 e 1.5 se desenvolvem semelhantemente a 1.9 e 1.3 e corres-
pondem & aplica¢iio do aumento ap no lugar de aap.

2)Se Il é
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A B
A&B ,
B
tudo se passa como em 1.
3)Sellé
1A
I,
I, B
A ADB
B

aplica-se 0 mesmo tipo de prova do caso 1.

4) Se I é
15 Al Bl
A I, I
AVB C C
C

e II' € obtida por V-redugdio de acordo com a Definicdo 3.46, assim como
todas as variacOes deste caso, as demonstracdes seguem, passo a passo, as
provas de [51]. Da mesma maneira, aplicam-se os procedimentos de [51] aos
casos de VE-reducgo.

5)Sellé

(Al [-4]

o I

cC_C
C
E

TLE
? s prim

a definicio de neg-redugdo permite gerar uma derivacdo I’ da forma
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neg

< . I, 1II
onde IIf , IT} e II} sdo aumentacdes de > , 2

co oo II5 , respectivamente, Xg,
da Definigdo 3.46, toma a forma

Ora, esta reducio aumentada ¥s (cf. Definicio 3.46) de ¥, é, claramente,
uma aumentacéo de IT.

5.2) (C é C&D e I3 é vazia) Se II é

Al [HA4]
I1, Iy
C&D C&D
C&D
C

ell é
[A] (4]
H1 Hg
C&D  C&D
C C
C
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a derivag8o X passa a ser

15 m I
C&D I, C&D Iy
C F D E
: (ame) :(aED)
C D
C&D
C

onde I} e II;, sdo aumentagoes de I1; e ;.

¥* é, entdo,
I 1T,
C&D C&D 1] 11
C C pn C&D
C E D
: (agc)
C
Hope)
C

53) (CéDDE)Sell é

A =4
Hg Hl H2
Do>FE DDE
D Do F

e I1' toma & forma
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Al [-A]

Hg H] HS H2
D Do FE D DDFE
E E
E

ha uma derivagdo X, que é uma aumentacio de 1T e tem a forma seguinte,
onde I} , IT; e II; sdo as aumentagdes jd referidas:

I, I I,
Do F F
4 Herwsn)
D DS E
15

Seja %) a seguinte aumentacio de ¥

Iy I
D] "D E I
E F

11 E
D Do F
E

Esta derivagéo tem uma reducfio aumentada ¥ , seja:

mwoImooI
D Do FE I
E F
(apg) H’3
F
(apE)
E



que, por sua vez reduz-se a X*, com a seguinte forma:

O, In Iy 14

E E Il
B F
E D
(app)
E

que € uma reducio aumentada de ¥ , enquanto é uma aumentacio de II' .

5.4) (C é C Vv D) Sendo TI da forma

A [-4]
cCvD CvD I I,
meg cCvD E E
E VE

por neg-redugdo, obtém-se I da forma

[A] [C] D] [-4] [C] (D]
I I, 4 I, I 114
CvD E E CvD E E
E E
E
Sendo IT; , IL; |, I} e IT, aumentacdes de 1L 1 M 1L

, , . CovD CcvD ' E® B
respectivamente, obtém-se uma aumentacio ¥ de II , da seguinte forma:
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S Is
] F [D] F
Hape) : (arp)
A c D
cvD v D CvD
ovD T
E

H5 II5 IIs Ity
c] F (D] F C] F (D] F
, H{arc) H(ape) , Hare) Hare)
I C D 2 C D
cvD cvD Cv.D v I cvD cCvp
CND cCvD I 1,
cvpD
E
Seja £* a derivacio
Iis s II5 Il
< F D F €l F D F
Hope) H{app) H{ore) {orp)
IT, c D A c D
cvb oOvb cvp cvp aoviD CcviD
CcvD e cv D I,
E E

de IT .

E

Estes séo todos os caos possiveis. Portanto,
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=1+ 5*

T == 30

Teorema 3.57 NNC,, & fortemente normalizdvel.

Demonstragao. Qualquer seqiiéncia de reducdo de NNC, pode ser
correlacionada conforme o Lema 3.56 (Mapeamento), com uma seqiiéncia de
redugdes de N NCZ*™ . Pelo Corolério 3.55, segue-se que NNC,, é fortemente
normalizgvel. [
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Consideracoes Finais
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Nestas consideragoes finais sfo retomadas algumas questdes relativas aos
resultados alcancgados, que podem ser assim agrupados: 1) os que decorrem
imediatamente da andlise do trabalho de Raggio de 1968 [61]; 2) o que foi
obtido através do desenvolvimento do sistema NCG,; € 3) o que se alcancou
com o desenvolvimento de C, em Deducio Natural.

Primeiro, sobre a andlise da proposta de Raggio, em [61], para provar
a decidibiidade de C,, através de sua formulaciio em célculo de seqiientes,
pode-se dizer que obter uma demonstracio da eliminacio do miz para o sis-
tema (proposto por Raggio) que fol chamado MCG,, deixa bem claro que
suas intuicOes eram corretas. De fato, controlando particularmente o com-
portamento da negagéo e tratando com o cuidado devido as regras —— —
e — - mostra-se a preservagdo do principio de subférmula, garantindo
uma das principais conseqiiéncias da eliminacdo do miz. Se se considerar a
origem da formulagéo de Raggio, em [61], fica bem claro que isto devia ser es-
perado. Ressalte-se, portanto, que aquelas limitacdes, de natureza histérica,
ou do paradigma, como apresentadas, sio uma justificativa razodvel para que
o desenvolvimento destes resultados tenha sido adiado até agora. As dife-
rencas fundamentais entre C,,1 < n < w, e C,,, que tém sido destacadas por
trabathos mais recentes, de fato, dificultam o desenvolvimento de “solucéo
tnica” para a hierarquia C,,1 <n < w.

O que se obtém em MCG, sobre & negagio, e muito mais explicitamente
em NCG,, permite destacar suas caracteristicas especificas.

A apresentagao da negacio em NCG,, é uma de suas notas fundamentais.
A regra nmeg apresenta a inclusdo explicita das propriedades do principio
do terceiro excluido, garantindo a introducdo dos elementos que superam a
restrigio intuicionista presente nas outras regras. Assim, esta formulacio de
C., em calculo se seqiientes recupera uma de suas caracteristicas bésicas, que
¢ conter os esquemas e regras da légica cléssica que séio compativeis com a néo
validade do principio da néo-contradigio na forma —(A&=-A4) e com o fato
que de duas premissas contraditSrias ndo se deduz uma férmula qualquer.

Como esta negagdo ndo tem as caracteristicas do L , quer visto cléssica ou
intuicionisticamente, o desenvolvimento de seu estudo levando em conta, por
exemplo, idéias apresentadas em [37] pode melhor esclarecer o funcionamento
deste operador, bem definido em C,,, tanto que apresentado através de regras
operacionais préprias, contribuindo, inclusive, na investigacio da semantica
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que lhe dé o significado intuitivo tdo buscado.

Os resultados obtidos através da formulagiio de C,, em deducio natural
580 expressivos por si mesmos. Chame-se a atencdo para a relacdo entre
NNC, e NCG,. Asregras de introducio e eliminacdo de operadores légicos
de NNC,, exceto negacio, guardam com as regras de NCG,, a mesma re-
lacdo que se encontra na parte positiva do céleulo intuicionista entre as for-
mulagdes em célculo de seqilentes e dedugio natural. Quanto & persisténcia
desta relagio entre as regras “neg” de NNC, e NCG,, é visual. A forma
destas regras, nos dois cdlculos, permite ver, literalmente, como elas se ra-
lacionam na hora de definir a transformacio das derivagdes de NNC,, em
NCG,, e vice versa.

Além disto, provar um teorema de normalizagio forte para NNC,, utili-
zando técnicas desenvolvidas para a andlise do cdlculo intuicionista se, por
um lado, mostra ¢ alcance destas técnicas, por outro reduz a estranheza de
C,.

Estender estes resultados para C* e aplicar técnicas semelhantes para
obter os resultados correspondentes de C,,1 < n < w, 530 as investigaghes
imediatas que se impdem.

Questdes ainda nio solucionadas como:

1. o estudo do célculo que resulta da adicio de alguma forma da reductio
ad absurdum, como axioma a C,,;

2. e, até, o estudo das caracteristicas mais fundamentais de uma Teoria
de Conjuntos paraconsistente desenvolvida sobre C.,,

podem ser discutidas utilizando os recursos aqui empregados que, ressalte-se,
sao de natureza sintatica.

Alguns estudos de natureza seméntica que tém se desenvolvido recente-
mente podem receber contribuicio dos resultados aqui alcancados, de natu-
reza complementar e mesmo, para esclarecimento de questoes nao resolvidas.
Por exemplo, a exploragio adicional destes sistemas através de sua traducado
em algum dos sistemas duais do intuicionismo, por exemplo, utilizando as
técnicas aplicadas por Queiroz em [58]. De maneira similar, a discussio de
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problemas como & construcio de seménticas de Kripke para C,,, desenvolven-
do o trabalho de Baaz ([6]}, ou a busca de uma semantica “mais intuitiva”
para C,,.
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