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RESUMO

Nesta Tese examinamos algumas questdes relacionadas com o conceito de funcio
computdvel. Entre as andlises destacamos um estudo de uma objecdo as defini¢bes
habituais desse conceito, quanto ao cariter construtivo do mesmo. Desenvolvemos uma
teoria de computabilidade onde sfo distinguidas as nogdes de auto-referéncia e
automodificacdo. Além disso, estudamos uma reformulacdo da Tese de Turing-Church,

devida a Yiannis Moschovakis.

ABSTRACT

In this Thesis we examine some problems related to the concept of computable
function. In particular, we present an analysis of an objection to the usual definition as
regards its constructive content. We also develop computability theory distinguishing self-
reference and self-modification and we make an evaluation of a reformulation of Turing-

Church Thesis by Yiannis Moschovakis.
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INTRODUCAO

Dada a notéria importincia da Informética no mundo atual, tanto em seus
aspectos cientificos como em seus aspectos sociais, had boas razdes para se investigar os
fundamentos légicos e matemdticos desta ciéncia. Em particular, uma melhor
compreensdo destes fundamentos parece ser de grande utilidade no ensino da Légica e
da Informaética.

E claro que o conceito de computabilidade € considerado um dos conceitos
basicos da Informdtica. Neste contexio, o objetivo desta Tese consiste em analisar
algumas questSes conceituais relativas & nocdo de computabilidade.

A seguir faremos uma descric@o dos capitulos que compdem esta Tese,

No primeiro capitulo apresentamos uma vers3o da nogfo de computabilidade a
partir do conceito de mdquina de registros, introduzida por Shepherdson e Sturgis
(1963), segundo a versio de Cutland (1992). Esta nog¢do vai servir como referéncia &
no¢do de computabilidade nos diversos capitulos da Tese. Neste mesmo capitulo
retomamos a discussfo apresentada em Ertola Biraben (1996), da nio eleicfio da nogdo
de definibilidade lambda como conceito basico por parte de Church para definir o
conceito de computabilidade. Esta retomada justifica-se pela aparicdo de novos
documentos apresentados por Sieg (1997). Também neste capitulo tratamos a questdo do
status da Tese de Turing-Church.

No segundo capftulo desenvolvemos uma série de questdes relativas a uma
objecdo de Péter ao cardter construtivo da defini¢do de fungfio computivel. Em
particular, vinculamos esta questiio com o principio de Markov e o principio de menor

niimero, ambos de cardter nfo intuicionista.



O contetddo do Capitulo 3 € original. Nele apresentamos uma definicsio da nogfio
de computabilidade baseada no fato de que em computadores reais os programas e os
dados residem na mesma memdria, mas, nos conceitos habituais de computabilidade, os
programas residem fora da memoéria (ou fita, no caso das mdquinas de Turing). Este
conceito de computabilidade permite distinguir entre computabilidade autoreferencial e
automodificante. A partir destes conceitos esbogcamos algumas definicdes para uma
teoria dos virus. E digna de mengio uma prova de que a complexidade das computacdes
autoreferenciais ¢ automodificantes n#o varia em relagfio & computabilidade padrio.

No quarto capitulo examinamos as propostas de Friedman e Moschovakis para
ampliar a nogéo de computabilidade em relagéo & Tese de Turing-Church.

No anexo constam os textos originais das tradugles citadas nos capitulos,
ordenados segundo o aparecimento no corpo da Tese.

Observamos que as questdes tratadas nesta Tese referem-se ao conceito cldssico
de computabilidade, mesmo quando nossa andlise considera o construtivismo, no

Capitulo 2, ou generalizagGes como a de Moschovakis, no Capitulo 4.



CAPITULO 1

QUESTOES RELATIVAS A ORIGEM DO CONCEITO (PRECISO) DE
COMPUTABILIDADE

Na Secfio 1 deste Capftulo apresentamos algumas observaéées terminoldgicas, a
Tese de Turing-Church e uma defini¢do do conceito de fung¢iio computdvel. Na Segio
2 apresentamos uma nova resposta para a questio de por que Church ndo deu
primazia a seu proprio conceito de definibilidade lambda. Na Segdo 3 analisamos a

questdo do starus da Tese de Turing-Church.
1.1 QUESTOES BASICAS

Usaremos a terminologia de computabilidade, conforme as sugestdes de Soare
(1996). Em resumo, isto significa que falaremos de Computabilidade em lugar de
Teoria da Recursdo ou da Teoria das Funcdes Recursivas. Além disto, em lugar de
falar de funcbes efetivamente calculdveis, falaremos de funcdes intuitivamente
computdvels. Usaremos o termo computdvel, por exemplo, quando estiver envolvida
alguma variante da nogéo de mdquina de Turing ou de mdquina de registros. O termo
recursivo fica reservado para a nociio tradicional de recursio primitiva e as
ampliagOes de p-recursdo, recursiio geral e outras,

Em Ertola Biraben (1996) j4 tinhamos usado a terminologia conforme as
sugestdes de Soare, quem, no artigo supra-citado dd muitas e boas razdes para
sermos cuidadosos na forma de expressdio. Em particular, cita Georg Cantor,

entretanto sem indicar a fonte:



“Sou extremamente cuidadoso com a escolha daqueles [isto €, novos termos], pois
tomo a posi¢iic de que o desenvolvimento e a propagac3o em nio pequena medida
depende de uma terminologia afortunada e adequada.” (Cantor, apud Soare, 1996,
p. 313)

E relevante acrescentar que estas escolhas terminol6gicas coincidem, em
grande medida, com a forma de expressdo de Gédel e Turing, dois dos fundadores da
Computabilidade. No caso de Turing, a expresséo computable ji aparece no titulo do
seu famoso artigo (ver Turing, 1937 ou Davis, 1965, p. 130-145). No caso de Gadel,
a palavra berechenbar (calculdvel) ja aparece numa nota de 1936 (ver Gédel, 1986,
p. 396-399).

Esta terminologia também foi usada num texto recente:

“A teoria da computabilidade poderia ser um nome melhor para a teoria da recurséo,

j4 que € o estudo matemdtico do gue ¢ computdvel.” (Philips, 1992, p. 80)
A seguir, enunciamos a Tese de Turing-Church:

(TC) Uma fungdo parcial f de nimeros naturais é intuitivamente computdvel

se, e somente se, f & computdvel.

Entretanto, para compreendermos (TC), € necessédria uma explicacio dos dois
conceitos envolvidos, o que faremos no resto desta segio,

Uma fungio € intuitivamente computdvel se existe um algoritmo que
proporciona os valores da fungfo para os seus argumentos.

Os homens tém construido e usado algoritmos desde a antigiiidade mais
remota. Portanto, € corriqueiro que as introdugfes & computabilidade comecem com
uma andlise do conceito de algoritmo. Porém, a andlise passa rapidamente para o
conceito de funcdo computdvel, o qual € restrito a fungBes entre ndmeros naturais.
Depois, aparece o conceito de programa. Entfio, fica claro que temos trés conceitos
em jogo: o conceito de algoritmo, de fungfio e de programa. Também € corriqueiro,
em computabilidade, encontrar defini¢des de funciio computdvel ¢ de programa.

Mas, em relagdo ao conceito de algoritmo, nunca encontramos uma defini¢io até



lermos alguns artigos do 16gico grego Yiannis Moschovakis, 0s quais comentaremos
no Capitulo 4.

No século XX, os matemdticos se preocuparam em obter uma definicdo
(precisa) do conceito de fungdo computdvel de nimeros naturais. Néo falaremos aqui
do por qué desta necessidade. Na década de trinta foram alcancadas, quase
simultaneamente, diferentes definicBes. Porém, foi rapidamente provado (com
precisio) que estas definicSes sdo equivalentes.

Novas definicGes foram surgindo. Na década de sessenta, as definigdes
propostas eram bem diferentes: algumas eram mais intuitivas (no sentido que
estavam “mais préximas” do conceito de computabilidade intuitiva). Outras eram
“mais simples” e outras estavam “mais préximas” da maneira de agir dos
computadores reais, que foram se desenvolvendo paralelamente com o0s conceitos
tedricos.

Aqui apresentaremos wma destas definicdes. Porém, nfo escolheremos o
conceito mais intuitivo, que segundo nossa opiniZo € o conceito que usa as maquinas
de Turing. Apresentaremos © conceito de fungio computivel que achamos mais
simples e que € “mais préximo” da maneira de agir de um computador real. Além do
cardter simples, pensamos que a nossa escolha pode ser 1til para quem deseja dispor
de uma nogdo que ndo esteja longe da computacio técnica e, a0 mesmo tempo,
permita-lhe liberar-se das linguagens de maquina ou linguagens assembler habituais.
O leitor que deseja mais detalhes, ou exemplos ou exercicios, pode consultar os
livros de Cutland (1992) ¢ de Davis, Sigal & Weyuker (1994).

1.2 A NOCAO DE FUNCAO COMPUTAVEL
Nesta Secfo apresentamos a definicio de fungfo computdvel utilizando as
instrucGes usadas por Cutland (1992). A seguir, introduzimos versfes modificadas
das definicOes desse autor.

A letra N denotara o conjunto { 0, /, .../ de ntimeros naturais.

Definigdo 1.2.1. Uma instrucdo € uma expressdo numa das seguintes formas:



Z(7)

S()

T (7, 7)

J (.7, ),

onde m, n ¢ g s&o nlimeros naturais maiores ou iguais a / e 7 é o numeral

correspondente ao nimero natural 7.

Exemplos: S (1), Z(9),J(1,7,3), T (4,3).

Definigdo 1.2.2. Um programa € uma sucessio finita e nfio vazia de instrug@es.
Escrevemos os programas em ordem vertical, como no seguinte exemplo.

Exemplo 1.2.3.

(2.3,0)
(D)
3)

(1,1,1).

o ln n S

Usamos a notagdo P = I}, ..., I, para dizer que o programa P consta das

instrugdes I, ..., 1,, nesta ordem.
Dado P = I, ..., I, , o ndmero |/, tal que / <i < n, chama-se fndice da

instru¢do /; no programa P.

Definicdo 1.2.4. Uma memdria ¢ uma sucess@o de nimeros naturais (maiores ou

iguais a 0).

Escrevemos as memorias em ordem horizontal, como no seguinte exemplo:

(2,0, 3,0,435,9,20,1,0,0,5,...).



Usamos a notagfio m = (myg, m;, mo,...) para dizer que a memdria m consta dos
nimeros mg, m;, my, ..., hesta ordem. Dizemos que m; € 0 contelido do enderego i da
memdria .

Intuitivamente, uma memdria corresponde & memdria de um computador num
dado momento. Diferentemente da memdria de um computador real, uma meméria
tem um ndmero infinito de enderecos e um ndmero arbitrariamente grande em cada
endereco. No primeiro endere¢o de uma memdéria aparece o que se chama

usualmente de contador de programa.

Comentdrio 1.2.5. As instrugdes Z(n), S(n), T(q. 7} e JF T, °g) significam,
respectivamente, as operagdes de colocar um zero no endereco n da memdria,
colocar o sucessor no endereco n da memdria, transferir o conterido do endereco ¢ da
memoria para o enderego n e pular para a instrugdo g do programa caso o contetido
do endereco r for idéntico ao conteddo do endereco n.

Antes de definirmos o conceito de computagdo, damos um exemplo para

melhor compreenséo da questéo.

Exemplo 1.2.6 Seja P o seguinte programa:

e seja m a memdria:

(1,3,20,..,0 ..).

Entdo a computacdo de P sobre m € a seguinte sucessio finita de memérias:



1 3 2 0 0
2 3 2 0 0
3 3 3 0 0
4 3 3 1 0
1 3 3 1 0
5 3 3 1 0
6 1 3 1 0
0 1 3 1 0

A computagfo parou porque ndo existe a instrucfio 6. Com d a tltima memdria, em
d(1) ficou 1, isto &, a diferenca entre m; e m,.
Dado ¢ mesmo programa P, consideremos a memdria m’ seguinte :

(1,2,3,...,0 ..)

Entdo a computagio de P sobre m’ € a seguinte sucessfo infinita de memérias:

R S )
[SOT S S S N S
L S N U ¥ 1Y
o O O
Lo TR vu. T v T

Diremos que a computaciio nfio pdra quando € infinita, como neste caso.

Para definirmos o conceito de computacio de forma rigorosa usaremos a

seguinte definicio.



Definicdo 1.2.7. Dados um programa P e uma memdria m, definimos a memdria

resultante de aplicar o programa P sobre a memdria m, que anotamos mrp (m),

assim:

(m(i)+1 sel,q =Z(@) ei=0;
0 se ... i=n;
m@)  se... i#z0,n;
m@)+1 sel o =S()ei=0;
m(n)+1 se... i=n
m(i} se... i#=0,n;

[mry ()@ = 1m@)+1 sel,, =T(g,n) i=0
m(g)  se... i=n
m{i) se... i#0,nm
q sel o =J(rn,g),mry=mn)ei=0;
m(i) se... i 0
m(+1 se... (P #mn)ei=0;
m@) - se i #0.

Nesta definicio L) denota a m(0)-ésima instrucio do programa P, caso exista; caso

contrario, definimos

g sei=0
m{i) se i>0.

[mrp (m)}(0) = {

Para esclarecer a defini¢ao, consideremos um exemplo. Seja m a seguinte

memoria:
(1, mj, ma, m3, ).
Se Iy = Z(n), entdio mre(m) é (2, my, my,...;01, O, Mpsp,.. ).

Se I; = 8(n), entdo mrp(m) é (2, my, Mz, ..., Mg, g+ 1, Mpar, ... ).
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Se I; = T(g, 1), entdo mre(m) € (2, my, ma,....Min.1, Mg, Pinsl, ...)-
Se I; = J (7.7,7G), entio a lnica alteracdo € em m{0) caso m, seja igual a m,.

Definigdo 1.2.8. A iteraglo n-dria da fungdo mrp(m), que chamamos a computacéo
de t passos de P sobre o memdria m, e denotamos por mrp(mj: N* — N ", é definida

por indugfo:

mre’ = id N N;

mre™ = mrp 0 mry',

A seqiiéncia de memoérias {mrp'}.ey serd chamada de computagdo de P sobre
m. Dados um programa P, uma memdria m e ¢ 2 0, a meméria mrp'(m) é chamada de

memdria resultante de aplicar t passos do programa P sobre a memédria m.

Definicdo 1.2.9. Paran 2 1, ¥ = (x;,..., x,)€ N", a memdria para #, que denotamos

POr m,, € a sucessio

1 s5ei=0
m{E)=4x, sel<is<n

0 sei>n

At¢ agora estivemos usando funcdes totais, que sfo as fungdes usuais na
matemitica. Em computabilidade € natural usar o conceito de fungio parcial, que
introduzimos a seguir: se n € um ndmero natural, uma funcdo parcial de N" em N é

uma funciode Aem N, paraA c N".

Notacdo 1.2.10. Os simbolos ¢ e7 significam, respectivamente, existéncia e nio

existéncia do valor de uma fungfio para um argumento.

Notagdo 1.2.11. A notagio fix) ~ g(#) significa que fix)Te g(® 7T, ou fx)d, glx)le
fl®)=g(x).



It

Definicdo 1.2.12 Dados n = ] e um programa P, fica definida uma fungo parcial ¢p",
que chamamos a fungdo parcial n-computada por P, do seguinte modo, para todo ¥

{onde s6 por razdes de edi¢@o usamos x em lugar de #):

brmrg (m,)I(D) se3dze N tal que [mrl(m ))(0) =0,
@ (x) = {(onde k é o menor t que satisfaz a condicdo & direita)

T caso contrdrio.

Comentdrio 1.2.13. Preferimos dar a definiciio de ¢p" sem abreviag@es prévias, para
que se possa ver melhor os detalhes das questdes envolvidas. Observar o uso de um
quantificador existencial na condicdo a direita. Este uso de quantificadores
existenciais € usual nos textos de computabilidade (ver, por exemplo, Monk, 1976,
p. 76-77 e Cutland, 1992). Observar, também, que na Definicio 1.1.12 nfo se
procede supondo dada uma fungfio. Além disso, o argumento n corresponde ao

ndmero de argumentos da fungéo.

Definigdo 1.2.14. Dados um programa P, n = I ¢ uma funcio parcial f{x), dizemos

que P n-computa fse f = ¢'p [isto &, fix) =~ ¢'» (%), para todo #].

Definicdo 1.2.15. Seja f{ #} uma funcho parcial e n 2 1. Dizemos que f € computdvel

se existe um programa P tal que P n-computa f.

Observar que nesta defini¢8o se procede supondo dada uma funcio.
Podemos estender o conceito de computabilidade para relagdes. Quando a

relacdo € undria, dizemos que se trata de uma propriedade.

Definicdo 1.2.16. Seja R uma relaco n-dria. Chamamos de funcdo caracteristica Cg

a funcio (onde s6 por razdes de edicio usamos x em lugar de #)

1 se Rx;

0 caso contrdrio.

CR(x)m%:
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Defini¢do 1.2.17. Seja R uma relagiio n-dria. Dizemos que R é compuidvel se, e

somente se, Cg € computivel.

A seguir, como exemplos, provaremos que algumas fungdes s3o computdveis,

construindo programas que cumpram a condi¢io da defini¢fio de fungio computével.

Exemplo 1.2.18. Seja f a funcdo soma de N? em N, definida por f(x,y)=x+y.

Entdo, f ¢ computdvel porque o programa apresentado no Exemplo 1. 1. 3 cumpre a

condi¢o da defini¢do de fungfio computdvel.
Exemplo 1.2.19. Seja g a funcio de N em N definida por

X~y sey=sx
g(x.y)=
T sex<y.

Entdo, g € computdvel porque o programa do Exemplo 1.1.6 cumpre a condicdo da

defini¢éo de fun¢io computédvel.

Exemplo 1.2.20. Seja h a fungo de N em N definida por 4(x) = 2x . Para provarmos

que 7 € computével, temos que construir um programa que cumpra a condigio da

defini¢fio de fungdo computdvel. Dada uma meméria
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X X 2x

2x X 2x

O controle do programa estard dado por uma instruc@o da forma J (], 2, ¢), com g

como nimero da Gltima instrucdo. De acordo com isto, ternos o seguinte programa:

S
o~
[S]
ol
p——

Cr
~
o

i1 Un

S

| W Wl o =k
e

BN~
o~
i |
M
~
M
ot |
Ponar

Exemplo 1.2.21. Podemos provar facilmente que as seguintes fungbes séo

computdveis:

D fix)=0.

2y fo(x)=x+1.

3) filxy,x,x0,)=%,.
4) f,(x)=3x.

0 sex=10
1 sex=0.

5)fs(x)=={
6 £.(x) = 1 sex=0;
fo(x)= O sex=0.

wa—l se x>0;

7 f?(X)miT sex=0
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x—1 sex>0;
8 =
) fs() {0 se x =0.
|1 sex<y;
9) fg(x’y)z T
se y<x.
I sex<y
10 ,¥) =
) Jio (%) {O se y<zx.

Exemplo 1.2.22. O seguinte programa ndo para para nenhuma memoéria:
J(LLD.

Definido o conceito de funcdo computdvel e explicado o conceito de
computabilidade intwitiva, fica claro o sentido da Tese de Turing-Church.
Observamos apenas que, originalmente, Church formulon a sua tese fazendo
referéncia somente as fungGes totais, que sfo um caso particular das funcdes parciais,
¢ usando os conceitos de recursdo ou definibilidade-A, que sio equivalentes ao
conceito de fungo computdvel aqui definido, por resultados de Shepherdson e
Sturgis (1963).

1.3 POR QUE CHURCH NAQ DEU PRIMAZIA A SEU PROPRIO
CONCEITO DE DEFINIBILIDADE-A PARA ENUNCIAR A SUA TESE?

Examinamos esta questfio em Ertola Biraben (1996). Dada a existéncia de nova
evidéncia apresentada por Sieg (1997), que sugere novas conclusfes, acreditamos
conveniente reestudé-la.

A nova informagcio surge da correspondéncia entre Alonzo Church (1902-1995) e
Paul Bernays (1888-1977), entre dezembro de 1934 e agosto de 1937. Na primeira
carta de Church a Bernays, de 23 de janeiro de 1935, s@io mencionados dois
resultados: 1) as fungOes recursivas primitivas sdo A-definiveis e 2) as funcoes

recursivas gerais também séo A-definiveis. Church diz que o primeiro resultado & de
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Stephen Cole Kleene (1909-1994) e o segundo de John Barkley Rosser (1907-1989).
Nessa carta fala-se de outras questSes, mas em lugar nephum se diz algo sobre a
proposicdo inversa, isto é, que as fungdes A-definiveis sfo recursivas gerais. Também
ndo consta nada sobre a equivaléncia entre ambos os conceitos. Esta nova evidéncia
consta em Sieg (1997, p. 161).

Posteriormente, em 19 de abril de 1935, Church enunciou o gue depois
passou a ser conhecido como Tese de Church, usando ¢ conceito de recursdo de
Godel, em lugar de seu proprio conceito de definibilidade-A. Considere-se a seguinte

passagem do abstract de Church:

“Afirma-se que a nocio de funcio efetivamente calculdvel de inteiros positivos
deveria ser identificada com a nogfo de funcio recursiva, j& que outras defini¢des
plausiveis de calculabilidade efetiva acabam fomecendo nogdes que sfio ou

equivalentes ou mais débeis que a de recursividade.” (Church, 1935, p. 333)

Este abstract foi recebido para publicago no dia 22 de margo de 1935.

Dos fatos que i) na carta citada ndo se fala da prova de que as fungdes A-
definfveis sdo recursivas, ii) no abstract de Church se menciona a no¢do de funcio
recursiva mas nio a nogdo de funcio A-definivel e iii) no referido abstract se fala de
noc¢des mais débeis, concluimos que em 22 de marco de 1935 ainda nfo tinha sido
provado que as fungdes A-definfveis sdo recursivas, sendo a nogfo de definibilidade-
A uma dessas nogles supostamente mais débeis.

A equivaléncia entre recursfo geral e definibilidade-A foi demonstrada por
Kleene (1936b) via a nogio de w-recursdo. A equivaléncia entre y-recurséio e
recursdo geral € provada em Kleene (1936a). Abstracts destes dois artigos de Kleene
foram recebidos em 1 de julho de 1935.

Concluimos que a prova de que as funcSes A-definiveis sHo recursivas (e,
portanto, da eguivaléneia entre ambos os conceitos) foi completada entre 22 de
marco e 1 de julho de 1935.

Concluimos também que a anélise historica de Davis (1982, p. 12) esté errada

ou € enganosa e que a seguinte passagem também esté errada:
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“Durante o ano 1934, Church ¢ Kleene demonstraram que as fungdes A-definfveis

sdo recursivas. ”. (Ertola Biraben, 1996, p. 52)

O interessante € que, em relagfio as anilises de Davis ¢ Ertola Biraben, a
ordem das descobertas foi invertida. Primeiro, provou-se que as fungBes recursivas
sdo A-definiveis e, em segundo lugar, a proposicio reciproca. Pensamos que esta
ordem € mais razodvel que a anterior, pois acreditamos ser mais facil provar que as
fungBes recursivas sdo A-definfveis do que o enunciado reciproco. Para o primeiro
caso, basta encontrarmos as expressdes que definam as funcSes inicias (zero,
sucessor e projecdio) e entdo encontrarmos as expressdes para as operacles de
composi¢do, recursdo e minimalizagdo, dadas as expressdes para as fung¢des sobre as
quais estas operagdes sdo definidas. Para o segundo, € preciso fazermos a complicada
gtdelizacdo do formalismo do céleulo A.

Resta darmos uma resposta 4 questdo desta segfo. A resposta parece ser a de
que a comunidade matemética, incluindo Church, Kleene e Rosser, achou mais
persuasiva (no sentido de mais préxima do conceito de computabilidade intuitiva) a
nogdo de recursdo geral do que a nogdo de definibilidade-A. Textos de Kleene e

Rosser sugerem isto:

“A nogio resultante [de recursfio geral] ¢ de especial interesse, dado que a nogéo
intuitiva de fun¢io construtiva ou efetivamente calculdvel de nimeros naturais pode

identificar-se com ela satisfatoriamente.” (Kleene, 1936¢, p. 544)

“A computabilidade de Turing € intrinsecamente persuasiva no sentido que as idéias
nela incorporadas sustentam diretamente a tese de que as funcBes abarcadas sdo
todas as fungbes para as quais existem algoritmos; a definibilidade-A ndo €
intrinsecamente persuasiva (a tese que a usa estava sustentada nio pelo mesmo
concelto e sim pelos resultados estabelecidos com relagio a ele) e a recursio geral é
escassamente persuasiva (0 seu autor, Godel, ndo estava, na época, de nenhum modo

persuadido.)” (Kleene, 1981b, p. 49)
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“Church, Kleene ¢ eu pensdvamos que a recursividade geral parecia incorporar a
id€ia de calculabilidade efetiva ¢, portanto, querfamos mostrar que era equivalente a

definibilidade-A.” (Rosser, 1984, p. 345),

Estas citagdes sugerem que Church, Kleene e Rosser nfo renunciaram 2 primazia do
conceito de definibilidade-A simplesmente por reagGes de indiferenca a este conceito

por parte da comunidade matemadtica, como indica o seguinte comentdrio:

“Eu mesmo, quem sabe influenciado injustificadamente por recepgdes frias das
audiéncias de 1933-35 4 investigagBes sobre a definibilidade-A, optei, depois da
aparicio da recursividade geral, por colocar meu trabalho nesse formato.” (Kleene,
1981a, p. 62)

Em resumo, em primeiro lugar, Church procurou o conceito preciso “mais
préximo” do conceito de computabilidade, para definir as fungBes computéveis. Em
segundo lugar, pensou que o conceito de definibilidade-A era “menos préximo” do

conceito de computabilidade intuitiva que a nocio de recurséo geral.
1.4 O STATUS DA TESE DE TURING-CHURCH
Nesta se¢do, 0 nosso objetivo € analisar as seguintes questdes:

1) O ponto de vista tradicional em relacfio & (TC);

2) As razdes da existéncia de uma tese em computabilidade.

L. Chamamos de ponto de vista tradicional a qualquer posi¢do que inclua as

seguintes trés afirmacdes:

{a) (TC) é um bicondicional que envolve dois conceitos, o conceito de funcio
de nimeros naturais intuitivamente computével e o conceito de fungio de
nimeros naturais computdvel;

(b) O conceito de funglo intuitivamente computdvel € intuitivo € 0 conceito

de fun¢io computdvel € preciso;
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(¢) (TC) nélo tem nem pode ter prova.

A seguir faremos comentdrios sobre cada um destes pontos, levando em
considerac@o as opinides de 16gicos (um deles contrdrio & (TC)) e de filésofos da
matematica.

Ninguém parece ter criticado (a). Porém, as vezes, em lugar de simplesmente
tomar a (TC) como um bicondicional, diz-se que se trata de uma identificacdo do
conceito de computabilidade intuitiva com o conceito de computabilidade. E o caso

do mesmo Church:

“Afirma-se que 2 nogio de fungdo efetivamente calculdvel de inteiros positivos
deveria ser identificada com a nogio de fungdo recursiva, {...]”. (grifo nosso)
(Church, 1935, p. 333)

Kalmar, por sua vez, usa a expressdo “identidade™:

“[TC] enuncia a identidade de duas nogdes [...]” (grifo nosso) (Kalmér, 1959, p-
72)

A filésofa da matemdtica Folina também usa a expressio “identidade’

“A identidade conhecida como Tese de Church [...]” (grifo nosso) (Folina, 1998, p.
362)

Parece-nos que pode resultar confuso falar de identidades ou identificagbes se
se deseja que a andlise sobre o status de (TC) tenha sentido. Portanto, consideramos

que apenas se deva pensar em um bicondicional.

Em relagdo a (b) podemos dizer que a distingdo j4 aparece em Church (que

usou a expressao “formal” em lugar de “preciso”) e Kleene:

“[...] a seleg@o de uma definigac formal que corresponda a uma nogiio intuitiva.”
(grifo nosso) (Church, 1936, p. 356 ¢ Davis, 1965, p. 100)
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“... a nossa nog¢o original de calculabilidade efetiva de uma fung@o é um pouca vaga

e inmitiva [...]". (grifo nosso) (Kleene, 1932, p. 317)
Turing tinha uma opinido similar:

“Todos os argumentos gque podem ser dados estio destinados a ser,
fundamentalmente, apelos & intuigio, e por esta razdo, sdo um pouco insatifatérios

matematicamente (Turing, 1937, p. 249 ¢ Davis, 1965, p. 135)

Em relagfo 3 citagio de Church, em Ertola Biraben (1996, p. 40) ji
comentamos que teria sido mais apropriado usar a expressdo “conceito” em lugar de
“defini¢go™.

A distingdo apresentada em (b) também pode ser atribuida a légicos como

Kalmar, que usava a express@o “pré-matemético” em lugar de “intuitivo™:

“Existem conceitos pré-matemdticos que devem permanecer pré-mateméticos, pois
nzo podem permitir qualquer restricdo imposta por uma definigio matemdtica
precisa. Estou convencide que o conceito de calculabilidade efetiva estd entre esses

conceitos [...]” (Kalmdr, 1959, p. 79).

Também se pode atribuir a fildsofos da matemética, como Shapiro, o uso da

expressdo “pré-formal” em lugar de “intuitive™:

“Muitas classes de fungdes da teoria dos ndmeros tém sido delimitadas por
defini¢Ges formais: as fungdes aritméticas, as fungbes de Fibonacci, as fungdes
recursivas, etc. O termo computdvel, porém, foi aplicado a fungdes pré-formalmente
— quer dizer, antes de gualquer defini¢io formal”. (grifo nosso, Shapiro, 1981, p.
353)

E também o caso de um l6gico contemporineo:

“A classica Tese de Church identifica a nocdo intuitiva de fungdo compurdvel sobre

os inteiros com a precisa nogo matemitica de fungdo recursiva. E um erro grave
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entendé-la como simplesmente uma definigio de computabilidade.” (grifo do autor)
(Moschovakis, 1984, p. 354)

Preferimos a expressdo “intuitivo™ a “pré-matemdtico”, porque acreditamos
que 0 conceito de computabilidade intuitiva pertence % matemdtica. Preferimos a
expressdo “preciso” & “formal” porque aceitamos a existéncia de conceitos precisos
mesmo antes do surgimento do conceito de sisterna formal em Frege (1879).

Até aqui s6 temos variagbes terminoldgicas. Porém, existe um légico que
parece ser contrério a (b), usando o conceito de recursdio em lugar do conceito de

funcio computével:

“Os conceitos e suposigdes que dio fundamento & noglio de fungiio recursiva parcial
$80, de uma maneira essencial, nfio menos vagos e imprecisos que a nocio de fungio
efetivamente computdvel; os primeiros sdo simplesmente mais conhecidos e formam
parte de uma teoria respeitdvel com conexdes com outras partes da légica e da

matematica.” (Mendelson, 1990, p. 232)

Podemos observar que Mendelson compara a nogiio de computabilidade
intuitiva com os conceitos que ddo fundamento A nogio de fungio computdvel. A
conclusdo de Mendelson parece ser a de que o conceito de fungdo computivel é mais
preciso s6 na aparéncia.

Nao podemos concordar com Mendelson por uma razdio muito simples.
Pensamos que as defini¢bes de Church, Turing e outros foram contribuicdes
importantes & matemética. E essa contribui¢io tem tudo a ver com a precisio de um
conceito. O mesmo acontece em outros ramos da matemdtica. Na matemética
existem conceitos intuitivos e conceitos precisos; o conceito de computabilidade
intuitiva € do primeiro tipo e o conceito de computabilidade € do segundo tipo.

Folina efetua uma segunda interpretagio do argumento de Mendelson, a qual
ndo parece corresponder a este autor, mas que parece interessante (ver Folina, 1998,
p. 309-311). A idéia € que, com o tempo, o conceito de computabilidade intuitiva
poder-se-ia tornar mais preciso. Concordamos com Folina em que isto ndo resolveria
nada, pois a nova definicdo de computabilidade teria problemas similares aos

provocados por (TC).
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Folina coloca esta questdo como concebivel. Mas, parece-nos que isto j4
ocorreu. Trata-se, por exemplo, da teoria do Moschovakis. Este autor apresenta uma
defini¢io mais geral de fungio computdvel, com a sua correspondente tese, que

examinaremos no Capitulo 4 desta Tese. (ver Moschovakis, 1984, p. 354)

Em relagdo a {c), comecemos por considerar que, em 1936, Church, depois
de apresentar o que ele chamou de “definicdo da nogdio de calculabilidade efetiva”,

fez o seguinte comentério:

“Esta definiclo justifica-se pelas seguintes consideragBes, na medida em que se pode
obter justificacio positiva para a selegio de uma definicBo formal para que
corresponda a uma noglio intuitiva”. (grifo nosso} (Church, 1936, p. 356 ¢ Davis,
1965, p. 100)

Quer dizer que a computabilidade comecou com dois elementos:

1) Uma definicdo do conceito de funcfio recursiva (ou lambda definivel)
(ambos os conceitos equivalentes & nogio de computabilidade);
2y (TC).

As justificarivas que Church menciona sfo justificativas para (TC). Claro,
pois uma defini¢o, como simples abreviaciio, nfio precisa de justificativas, as quais
j4 foram analisadas em Ertola Biraben (1996, p. 64-68). O ponto de vista standard
da comunidade € que estdo erradas, por serem circulares, como fol sugerido por
Thomas (1973), Soare (1996, p. 289-291) e Sieg (1996, p. 165).

De qualquer modo, fica claro que Church nfio pensava que pudesse existir
uma prova de (TC) no sentido estrito (a frase “na medida em que se pode obter

justificacdo positiva” indica isso). Kleene tinha a mesma opinifo:

“Como a nossa nogdo original de calculabilidade efetiva de uma fungfio é uma nogfo

pouco intuitiva, (TC) ndo pode ser provada [...]” (Kleene, 1952, p. 317)
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Citamos também o l6gico Kalmér, que em alguns pontos discordava de

Church e Kleene, mas que nesta questdo tinha a mesma opinido:

“A Tese de Church ndo € um teorema matemdtico que possa ser provado ou refutado
no sentido matemdtico exato, porque estabelece a identidade de duas nogdes das
quais s6 uma estd definida matematicamente e a outra & usada pelos matemiticos

sem defini¢do exata.” (Kalmadr, 1959, p, 72)

Portanto, o ponto de vista tradicional & que (TC) ndo tem nem pode ter prova.

Porém, alguns autores pretendem que existem provas de (TC). E o caso de
Mendelson (1990), Shapiro (1993, p. 74-75), Gandy (1988, p. 80) e Sieg (1997).

Mendelson pretende ter uma prova da metade menos significativa de (TC): se
uma funcio f € computével, entfo f € intuitivamente computdvel. Usando o conceito
de p-recursio em lugar de computével, ele argumenta que é claro que as fungdes
iniciais s#o intuitivamente computdveis e que também € claro que as regras de

composi¢o, recursdo primitiva e operagio-u conservam a computabilidade intuitiva:

“Em cada caso, podemos descrever procedimentos para computar as fungdes

correspondentes” (Mendelson, 1990, p. 233),

Concordamos com Folina (1998, p. 311-319) em que o argumento de
Mendelson nio € uma prova, no sentido habitual na comunidade matemdtica.

No caso de Shapiro, Gandy ¢ Sieg, pode-se consultar o artigo de Folina
(1998).

Em relagio a (c) resumimos, entdo, que embora (TC) ndo tenha prova, os
argumentos de Mendelson apresentados ou quaisquer outros semelhantes podem ser
considerados como argumentacdo matemdtica intuitiva, a qual ndo deveria ser

desvalorizada por sua condigfo néo precisa. Concordamos com Kreisel em criticar:

“{--.] o ponto de vista que nos diz que nic devemos levar a sério a questdo
tradicional de se uma caracterizagfio axiomdtica de um conceito informal é correra
porque (neste ponto de vista) os conceitos informais sdo por sua natureza demasiado

imprecisos para que isto tenha uma resposta.” (Kreisel, 1967, p. 176)
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Este autor (Kreisel, 1967, p. 152-155) pensava que, em alguns casos, as
argumentagbes podem ser consideradas provas, por exemplo, no caso das

argumentacdes para as feses seguintes:

(T1) Va({ Val g < Vo )

(T2) Va( Val o« Doy ),

onde o dominio de quantificacdo € o conjunto de férmulas de primeira ordem, Val «
significa que ¢ € intuitivamente vélida, Vo que ¢ € vélida em todas as estruturas
conjuntistas (validez seméntica) e Do que o é formalmente derivdvel por meio de
um conjunto fixado de regras de inferéncia (por exemplo, dedugio natural). Desta
forma, (T1) é a tese que diz que uma férmula de primeira ordem é intuitivamente
valida se e somente se ela € valida em todas as estruturas conjuntistas.

As provas de (T1) e (T2) fornecidas por Kreisel sdo as seguintes. Em primeiro

lugar, temos que

(Fl} Va{ Val c - Va )
€ aceita pela comunidade l6gica, mesmo que Val seja um conceito informal, pois
refere-se a fodas as estruturas, e V simplesmente refere-se¢ a todas as estruturas
conjuntistas, qualquer que seja a teoria de conjuntos envolvida,

Em segundo lugar, temos que

(F2) Vo (Do — Val o)

também € aceita pela comunidade Idgica, mesmo que Val seja um conceito informal,
porque, por exemplo, ninguém jamais argumentou contra a correciio das regras de
deducao natural. Por meio de (F1) e (F2), usando completude (i. e. Yoy Vo — Do),
€ trivial provar (T1) e (T2).

Em Mendelson (1990, p. 231) aparece uma variante da prova apresentada por
Kreisel.
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E interessante acrescentar que a partir de (F1) e (F2) pode-se concluir o
Teorema de Correcdo, i.e. Vo ( Do — Vo ), conseqiiéncia que ndo contém nenhum
conceito intuitivo.

Entretanto, pensamos que a argumentagdo de Kreisel também n#io constitui
uma prova, mas tem caréter matematico intuitivo.

Além disso, na argumentagdio apresentada Kreisel supde que ser vilido
implica ser verdadeiro em toda estrutura, o que parece questiondvel:

P

“O problema é que Kreisel simplesmente identifica, sem argumento, a nogio
intuitiva com a nogéio de teoria de modelos de verdadeira em toda estrutura.”
{Etchemendy, 1999, p. 147).

2. Analisamos, a seguir, a nossa segunda questio: por que existe ou existiu
uma tese em computabilidade?

Em relag@o a isto, em primeiro lugar, é natural se perguntar se existem teses
andlogas em outros ramos da I6gica ou da matemdtica. O ponto de vista tradicional
em relagdo a esta questdo € que sim: virios autores tém chamado a atenciio sobre a
existéncia de “teses” em vérias teorias mateméticas (Shapire, 1981, p. 356-359,
Mendelson, 1990, p. 230-232 ¢ Soare, 1996, p. 296-298). Um exemplo cldssico
disto seria a tese que diz que uma funcéo & intuitivamente continua se, e somente se,
ela ¢ continua no sentido da aritmetizacio da andlise, i.e. com a notacdio &-8. Na
logica, temos 0 uso da tese que diz que uma férmula de primeira ordem é
intuitivamente vilida se, e somente se, ela é vilida no sentido conjuntista de ser
verdadeira em toda estrutura. Outro exemplo interessante seria o conceito de

longitude de uma curva, o qual, segundo Descartes, seria impossivel de definir:

“At¢ aproximadamente 1650 ninguém acreditava que a longitude de uma curva
pudesse igualar exatamente a longitude de uma linha. De fato, no segundo livro de
La Geometrie, Descartes diz que a relagio entre as linhas curvas e as retas nio &

nem poderd jamais ser conhecida.” (Kiine, 1972, p. 354).

Isto significa que em outros ramos da l6gica e da matemdtica tem existido

teses semelhantes @ de Turing-Church. Porém, pensamos que no caso da Tese de
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Turing-Church a situacfio € bem mais explicita. A seguir, apresentamos vérias razdes
para tentar explicar esta diferenca.

Em primeiro lugar, observamos que durante muitos anos existiu ceticismo no
ambiente matemdtico em relagdo & possibilidade de se definir o conceito de fungfio
computdvel. Uma causa desse ceticismo foi o poder que se atribuia ao método de
diagonalizagdo, pensando que sempre se poderia diagonalizar fore do conjunto de
fungdes presumivelmente computdveis. Por exemplo, antes de Ackermann provar o
contrario, usando um argumento com o conceito de diagonalizagdo, pensava-se que o
conceito de computabilidade poderia ser definido por meio do conceito de fungdo
recursiva primitiva (ver também Rogers, 1967, p. 10-11).

Para se ver o tipo de dificuldades que apresenta o método de diagonalizacio,
pode ser util considerarmos a seguinte fungfo (que aparece em Cutland, 1992, p.
78):

¢, (m)+1 se ¢, (n) estd definido;,
fn)= .

0 case contrdrio,
onde ¢y, @1, ..., 0 ... € @ enumeracio das funcdes unérias parciais computdveis. E
claro que f difere de todas as fungdes desta enumeracio. Portanto, f é uma funcdo
undria total ndo computdvel.

Observe-se que a definigio de f ndo contradiz os seguintes comentdrios de

Godel (em 1946) e Kleene:

“Para o conceito de computabilidade, porém, apesar de que ¢ meramente uma classe
especial de demonstrabilidade ou definabilidade, a situacdo € diferente. Por um tipo
de milagre ndo € necessdrio distinguir ordens, e o procedimento diagonal nfo conduz

fora da nogfo definida.” (grifo nosso) (Godel, 1990, p. 150)

“Quando Church propds esta tese, tentei refutd-la diagonalizando a classe de
funcBes A-definiveis. Porém, compreendendo rapidamente que a diagonalizagio nfio
pode ser feita efetivamente, tornei-me defensor da tese de um dia para outro.” (grifo
nosso) (Kleene, 1981, p. 59)
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A fung@o f foi definida por uma diagonalizagio ndo construtiva, pois a
propriedade ¢@,(n)¢ ndo é computdvel (ver, por exemplo, Bridges, 1994, p. 48 ou
Cutland, 1992, p. 101); mas, Godel ¢ Kleene referem-se is diagonalizacdes
construtivas.

Portanto, néo ¢ verdade que ndo seja possivel diagonalizar fora das fungBes
parciais computdveis; o que ndo € possivel, & fazer isso construrivamente (caso
contrdrio, terfamos um contra-exemplo 4 Tese de Church).

Uma segunda causa do ceticismo é o uso dos quantificadores existenciais ndo
construtivos na defini¢do do conceito de fun¢io computével. Esta questiio é discutida
no Capitulo 2 desta tese. Neste lugar, basta colocar o comentério de Péter, ainda em
1981(!):

“Concordo com a convicgdo de Kalmér no sentido que a computabilidade efetiva é
uma dessas nogdes cuja defini¢io nunca pode ser considerada completa no curso do

desenvolvimento da matemadtica.” (Peter, 1981, p. 142)

Uma terceira causa do ceticismo é a questio de que o conceito de
computabilidade n&o seria um conceito matemético, mas s6 um conceito psiquico ou
fisico. Post, por exemplo, falava do “poder matematizante do Homeo Sapiens”. Em
relacdo as mdquinas de Turing fala-se de “estados mentais™: Turing falava de um
computor, no sentido de uma pessoa, e do que ele podia calcular com um nimero

finito de estados mentais. Shapiro fez uma observacio similar:

“A compuiabilidade ¢ uma propriedade relacionada 2 habilidades humanas ou
dispositivos mec8nicos, ambos os quais so pelo menos, prima facie, ndo

matemdticos” (Shapiro, 1981, p. 353)

Apesar de aqui nfo analisarmos mais o assunto, o leitor interessado pode
consultar as idéias de Godel no terceiro volume dos seus artigos pdstumos sobre
fundamentos da Matemadtica (Godel, 1995).

Em segundo lugar, observamos o fato de Church ter usado justificarivas as
quais foram consideradas incorretas, tanto por filésofos (Thomas, 1973) como por

16gicos (Soare, 1996, p. 289-291) e historiadores (Sieg, 1997). Nesta questdo, é
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curioso que na bibliografia consultada nio tenhamos encontrado criticas aos
argumentos de Church por parte dos légicos anferiores i citagfio de Soare, j4
mencionada, de 1996. Por outro lado, Thomas publicou a sua critica j4 em 1973. E
como se a comunidade légica tivesse preferido manter siléncio nas questdes
filos6ficas bésicas da disciplina, conforme a expressdo maioria silenciosa da qual
falava Kreisel, parodiando Nixon.

Em terceiro lugar, observamos o fato de que as primeiras definigdes
propostas (com os conceitos de recursdo geral ou definibilidade-A por parte de
Church, ou a Formulagio 1 de Post) ndo estavam acompanhadas por uma andlise do
conceito intuitivo de computabilidade. Esta questdo foi tratada, por exemplo, em
Ertola Biraben (1996, p. 46-51). Post criticou Church e foi o primeiro a usar o
termo hipdtese. Depois da andlise de Turing, a ddvida provocada pelo artigo de Post
permanecen no ambiente 16gico. As primeiras definicBes simplesmente “cafram do
céu”. SO existia uma coincidéncia extensional entre os conceitos intuitivo e preciso
de computabilidade.

Em quarto lugar, observamos a comodidade de usar a Tese de Church nas
provas em teoria da computabilidade, com a qual os 6gicos simplificam as suas
apresentacdes. Este costume j& apareceu em Rogers (1967) e também foi tratado em
Ertola Biraben (1996, p. 58-60).

Em quinto lugar, observamos o uso da Tese de Church como principio em
vérias formas de matemdtica construtiva (ver Troelstra & van Dalen, 1988, p. 192-

195 e esta Tese, p. 47).



CAPITULO 2
COMPUTABILIDADE E CONSTRUTIVISMO

Neste capitulo faremos uma andlise de uma objecfio de Péter a definicio de
fung@o computavel. Na Secfo 1 apresentamos a motivagio da questfio e na Seciio 2 a sua
origem histérica. Na Segfio 3 examinamos a relagio entre os conceitos de
computabilidade intuitiva e construtividade. Na Se¢dio 4 apresentamos o caso das
fungbes totais. Na Seclio 5 apresentamos alguns comentérios histéricos sobre o conceito
de funcédo computavel parcial. Nas Se¢des 6 e 7 examinamos o principio de Markov e a
nogio de realizabilidade, ambos relacionados com o construtivismo e o intuicionismo.
Na Se¢fo 8 apresentarnos uma andlise de Heyting em relacfio & questfio. Na Secdo 9
analisamos o primeiro quantificador existencial presente na definigio de funcfio
computdvel. Na Se¢do 10 fornecemos alguns comentérios relativos ao Principio do
Menor Nimero. Finalmente, na Segfo 11, apresentamos as nossas conclusdes em

relacfo & objecdo de Péter.
2.1 MOTIVACAO DA QUESTAO

Este capftulo foi motivado pelos trés comentdrios seguintes, que apresentamos

em ordem cronolégica:

“Existem alguns finitistas ou construtivistas que poderiam negar que todas as funcdes
recursivas gerais sdo computdveis, ou inclusive afirmar que a classe de fungBes

recursivas gerais ndo estd bem definida. Porém, falando de fungBes recursivas parciais
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evitamos esta diferenca de opinifio. Pois certamente nio existe divida nenhuma de que
as rotinas dadas aqui e em qualquer outro lugar computarfio o valor de uma fancdo
recursiva dada para um dado argumento onde a funciio estd definida, e seguirdo
computando para sempre se a fungfio nfo estd definida nesse argumento. Sem divida,
agora pode existir uma diferenca de opinidio em relagio a se uma fungdo recursiva
parcial dada € recursiva geral, isto €, definida para todos os argumentos; de fato, a
questdo se uma fungio tal estd definida para um argumento particular pode ser tdo dificil
como a conjectura de Fermat. Mas, a ndo concordincia com esta questdo, ou com a
questdio equivalente se a correspondente rotina computacional termina ou nfo, nio afeta
a prova completamente finitista de que para argumentos para os quais a fungdo estd

definida ela computard o seu valor.” (Shepherdson & Sturgis, 1963, p. 217)

“Diferenternente do mais complexo conceito de procedimento mecanico, que sempre
termina, agora se vé claramente que o conceito nfio qualificado, isto &, que pode ou n#o
terminar, tem o mesmo significado para os intuicionistas e para os classicos.” (Wang,
1974, p. 84)

“Olhando para trds nio € dificil ver que a dificuldade provém de considerar s6 fung¢des
totais. Foi Kleene (1938), em seu notdvel artigo, quem notou que todo conjunto de
equagles pode ser usado para computar uma fungiio parcial. Nio existe nenhum rastro
de circularidade, inclusive para um construtivista, na definicdo de Juncdo recursiva

parcial.” (nossa énfase) (Davis, 1982, p. 17)

Estes trés autores referem-se a um problema na defini¢do do conceito de funcfio

computdvel, que ndo existiria no caso das fung¢des parciais. Nenhum dos trés autores da

referéncias bibliogrdficas, mas as tinicas instincias publicadas de um argumento que

corresponda a esta questdo, que encontramos na bibliografia, sfio as seguintes, que

também apresentamos em ordem cronolégica:

“Mas o objetivo principal da introdugéo deste conceito [de funciio recursiva geral] foi
justamenie a concepgdo exata do conceito de construtividade. A chamada Tese de

Church identifica o conceito de fungfio calculavel com este conceito. Aqui nfio quero
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entrar na questdo sobre a qual falard Kalmdr, se de fato todas as fungdes calculdveis sio
recursivas gerais; quero apresentar exatamemnte a questio oposta: podem as fungdes
recursivas gerais legitimamente serem chamadas de efetivamente calculdveis, isto &,
construtivas?” (Péter, 1959, p. 227-228)

“Assim, definem-se propriamente dois conceitos de fungfio recursiva geral: um com
“existe” concebido classicamente, e outro com “existe” concebido intuicionisticamente.
Serla interessante mostrar com um exemplo até gue ponto o dltimo conceito € mais
restrito, através de uma fungo recursiva geral cldssica mas nfio intuicionista; mas isto é
dificil de esperar, pois nas considera¢Bes até esta data ainda nfio apareceu, em geral,
nenhum exemplo de fungio recursiva geral mas ndio recursiva especial. Agora, o
conceito cldssico de fungfo recursiva geral ndo € construtivo, e o intuicionista contém
um cfrculo vicioso: aqui o “existe” que aparece na definicdo deve ser construtivo —mas
se queria definir exatamente com esta definicdo de recursividade geral a

construtividade.” (grifos nossos) (Péter, 1959, p. 228)

“A Sra. Péter explicou na sua conferéncia neste coléquio que qualquer tentativa de
definir a nogio de teoria construtiva conduz a um circulo vicioso, porque a definicdo
sempre contém um quantificador existencial, que por sua vez deve ser interpretado

construtivamente.” (grifo nosso) (Heyting, 1959, p. 70)

“Se definimos a nogdo de funcio calculdvel como significando fungdo recursiva, entdio a
definigdo da (ltima nogio requer para a sua interpretacio a nociio de calculabilidade.
Portanto, € circular definir recursividade por calculabilidade.” (grifo nosso) (Heyting,
1962, p. 197).

Arend Heyting (1898-1980) nfio requer apresentaciio, mas pode ser necessirio
lembrar que Roézsa Péter (1905-1977) foi uma especialista hingara em funcBes
recursivas (mas ndo no sentido de computabilidade) reconhecida, por exemplo, por
Godel (ver Soare, 1996, p. 307-308). Entre outras coisas, ela introduz o termo “recursio
primitiva” em 1934 (Péter, 1934).
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A objegdo de Péter foi apresentada no mesmo coléquio sobre construtivismo em
matemdtica, realizado em Amsterdam em 1957, onde Kalmdr (1905-1976) apresentou o
seu argumento contrdrio & (TC) que comentamos em Ertola Biraben (1996, p. 68-72).
Desta forma, ampliamos aqui a nossa andlise destas questdes conceituais colocadas
pelos proprios l6gicos. Esse argumento de Kalmir, por exemplo, ainda é citado em
alguns textos recentes de computabilidade (ver e.g. van Dalen, 1983, p. 453 ¢ Bridges,
1994, p. 32). E claro que como a primeira citagdo de Péter indica, 0 que estd em jogo
aqui € um dos dois condicionais de (TC): o que afirma que toda funcio computével é

intuitivamente computavel.
2.2 ORIGEM HISTORICA DA QUESTAO

A questdo apresentada na sec@o anterior j4 preocupou a um dos iniciadores da
teoria da computabilidade. Consideraremos um comentério de Church, em 1936, quando
a teoria comegava a se desenvolver. Para isso, previamente, serd preciso colocar o
contexto das consideracdes de Church.

Church usou uma linguagem com os simbolos /, S, um nimero infinito de
varidvels numéricas x;, X ... , X ... €, para cada natural positivo », um conjunto
infinito £, f 2, ... de letras de funcio.

Os termos sio definidos da maneira usual. Nurr;erais sdo os termos 1, S(1), ... e
0s naturais positivos correspondem aos termos I, S(1), ... . Chamam-se equacdes
elementares as equacGes da forma t; = 1,, onde ¢; e 1, sfo termos.

Dado um conjunto E de equagdes elementares, definem-se por inducio as
equagdes derivadas de E: i) as equagBes elementares de E sfio equacdes derivadas de E:
i1) Se #; = 1; € uma equaclo derivada de E que contém a varidvel x, entdo o resultado de
substituir todas as ocorréncias de x por um numeral é uma equaciio derivada de E; iii) se
t; = 1; € uma equagfo derivada de E que contém um termo fese 7 = s ou s = ¢ é uma
equacdo derivada de E, entdo o resultado de substituir ¢ por uma ocorréncia de s em ¢, =

f» € uma equacio derivada de E.
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Suponhamos um conjunto finito £ de equagdes elementares tal que 1) nenhuma
equagdo derivada de E tem a forma #; = 15, onde ; e 1> sd0 numerais diferentes, 2) as
letras de fungdo que ocorremem E sfio f 1, f%,2, ..., frore 3) para todo niimero i entre
I e r inclusive, e para todo conjunto de numerais k‘}, K, ..., k'.i, existe um tnico natural
K tal que ik, Ko ..., Kui) = ¥ é uma equacdo derivada de E. Sejam F*, F%, ..., F’
as fungBes de naturais positivos tais que Fi(m'y, m’, ..., m'i) é igual a m', onde m'), m'y,

., m'i & m' sdo os naturais positivos que correspondem aos numerais k', k', ..., K.i e
¥. Entdio diz-se que o conjunto de equagdes E € um conjunto de equacdes de recursdo
para qualquer das funcdes F'. Uma fungio de naturais positivos chama-se recursiva se, e
somente se, pode-se dar um conjunto de equa¢des de recurso para ela.

Acreditamos conveniente apresentar a versdo original de Church da nogdo de
fun¢do recursiva, para que as citagdes que se seguem possam ser cabalmente entendidas.
Depois de apresentar a sua defini¢do, Church argumenta intuitivamente que para toda

fun¢do recursiva existe um algoritmo:

“E claro que para toda fung@io recursiva de inteiros positivos existe um algoritmo,
através do qual pode-se calcular efetivamente qualquer valor particular referido da
fungfio. Pois as equagBes derivadas do conjunto de equagBes recursivas E sio
efetivamente numerdveis, e o algoritmo para o cdlculo dos valores particulares de uma
fungiio F, denotados por uma variavel funcional f % consiste em efetuar a enumeragio
das equagdes derivadas de E até que a requerida equagfio particular da forma [k, K,

D)=k seja encontrada.” (Church, 1936, p. 351 e Davis, 1965, p. 95)

Agora, apresentamos ¢ comentario de Church, por nés j4 mencionado, que tem a

ver com a objecio de Péter:

“O leitor pode objetar que ndo se pode sustentar que este algoritmo proporciona um

cdleulo efetivo do valor particular requerido de F', a menos que tenhamos uma prova
construtiva de que a requerida equaciio f k', &5, ..., K.i) = K sers encontrada em

iltima instincia. Mas entdo isto meramente significa que deverfamos tomar o
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quantificador existencial que aparece na nossa defini¢iio de um conjunto de equagdes
recursivas em um sentido construtivo. Deixa-se para o leitor a questio de qual seja o
critério de construtividade.” (grifo nosso) (Church, 1936, p. 351 e Davis, 1965, p. 95)

Lembramos que as funges recursivas mencionadas por Church sio fungdes
totais. Na bibliografia consultada no encontramos nenhum outro comentéario de Church

sobre esta questio.

2.3 O8 CONCEITOS DE COMPUTABILIDADE INTUITIVA E
CONSTRUTIVIDADE

A tltima citagiio de Church parece indicar que ele ndo estava interessado em
definir o conceito de funcdo construtiva de niimeros naturais. Porém, o seu discipulo

Kleene uma vez escreveu:

“A nog#o resultante [de recursio geral] € de especial interesse, pois a nogio intuitiva de
uma fungho “construtiva” ou “efetivamente calculével” de nimeros naturais pode se

identificar com ela muito satisfatoriamente.” (grifo nosso) (Kleene, 1936b, p. 544)

Este ndo € um comentério ocasional. Num estudo retrospectivo, referindo-se ao

intuicionismo e s func¢bes computéveis, escreveu:

“Ambas as teorias pretendiam tratar, em diferentes arenas, com processos efetivos ou

construtivos.” (grifo nosso) (Kleene, 1973, p. 95)

Além disto, parece natural esperar que os valores de um algoritmo sejam
encontrados por um procedimento construtive. Isto €, parece natural considerar que o
conceito de funcdo intuitivamente computdvel é o conceito de funcfio construtiva.

Concordamos com van Dalen:
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“Existem enfoques construtivo e nfio construtivo da nogic de recursividade. Parece
existir pouca divida de que o contexto apropriado para uma teoria da computabilidade

(abstrata) € o construtivo.” (van Dalen, 1983, p. 453)

Esta questdo sobre os dois enfoques da nogio de recursividade (ou de

computabilidade) j4 foi indicada por Heyting:

“O hdbito salutar de distinguir entre resultados sobre fungBes recursivas obtidos pela
l6gica intuicionista e aqueles para os quais a prova precisa de ldgica cldssica &
abandonado em muitos artigos e livros recentes. Lamento isso, porque desse modo &

obscurecida a conexfio da teoria com a nog¢do de calculabilidade efetiva.” (Heyting,

1962, p. 196)

Esta diferenca entre os conceitos de computabilidade intuitiva (construtiva,
segundo Péter) e computabilidade invalidaria (TC), como queria Péter. Por isto, num
artigo de 1963, Mendelson sugere que o conceito de computabilidade intuitiva fosse

considerado ndo construtivo. Com efeito, considere-se a seguinte passagem:

“As duas ocorréncias do quantificador existencial “existe” sfio tomadas no sentido

cldssico ndo construtivo.” (Mendelson, 1963, p. 202)

Desta forma, terfamos agora trés conceitos, 0s conceitos (imprecisos) de fung¢do
construtiva ¢ de fungo intuitivamente computdvel (nfo construtivo) e o conceito
(preciso) de fungio computdvel (também nfo construtivo).

Nossa conclusdo € que este novo conceito de fungdo intuitivamente computdvel
ndo construtivo € simplesmente uma invengdo que serve como respaldo intuitivo do
conceito (preciso) de fungo computdvel, para justificar (TC), obtido a partir do conceito

intuitivo e construtivo de fungfio computdvel.
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2. 4 FUNCOES TOTAIS

Na Defini¢80o 1.2.15. definimos o conceito de funciio computdvel parcial. Para
isso, usamos o conceito de fungfo (parcial) n-computada por um programa P (Definicdo
1.2.12). Nesta defini¢do aparece a condicio ¢ € N tal que [mr's(my)](0) = 0. E a este
quantificador que nos referimos quando falamos do “segundo quantificador existencial”.
Aquilo que denominamos “primeiro quantificador” € o quantificador existencial da
Defimg¢ao 1.2.15, que se refere & existéncia de um programa.

Parece-nos bem claro que tanto Church como Péter (nas citagBes da Secfio 1)
referem-se ao segundo quantificador. Este quantificador refere-se ao cardter finito de
uma computacio, caso ela termine.

Para entender bem a questdio envolvida na objecfio de Péter serd conveniente
considerarmos também o caso da definicio de funcBes computdveis fotais, em nossa

variante.

Defini¢do 2.4.1 Seja P um programa e n um niimero maior ou igual a . Dizemos que P

€ n-regular se, € somente se, para todo ¥ € N”, ¢ € N tal que [mr's(mq)](0) = 0.

Nesta definigdo fica clara a situagio V3, isto &, a quantificaciio universal de uma

quantificacio existencial.

Definicdo 2.4.2 Seja f{#) uma fungdo total, com n = 1. Dizemos que f é computdvel se, e

somente se, existe um programa P n-regular tal que f=¢"p, isto &, V&, fix) = ¢"» (%).
2.5 ORIGEM DAS FUNCOES PARCIAIS
Pelas citagbes de Shepherdson e Sturgis, Wang e Davis da Se¢do 1 parece claro

que parte da comunidade l6gica, com excegdo, por exemplo, de Mendelson (1963),

aceitava as objegbes de Péter 4 (TC), no caso das fungBes totais. Mas esses quatro
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autores também indicam que a objecio de Péter perderia sentido no caso das fungbes
parciais. Nesta se¢#o faremos um histérico da introdugéo do conceito de fungio parcial
computavel.

Em 18 de setembro de 1938 o Journal of Symbolic Logic recebeu um artigo de
Kleene intitulado “On Notation for Ordinal Numbers”, que foi publicado em dezembro
de 1938. Nesse artigo aparece pela primeira vez a nogéo de fungfio recursiva parcial.
Kleene “parcializa” a nogéo de fungéo Herbrand-Godel computdvel, quer dizer, a nocio

que se refere a um sistema de equacGes:

“Se omitimos o requisito de que o processo de computagdo sempre termina, obtemos
uma classe mais geral de funcdes, cada uma das quais estd definida sobre um
subconjunto (possivelmente vazio ou total) das uplas de ndimeros naturais, & possui a
propriedade de efetividade guando definida. Estas fun¢fes chamamos de recursivas

parciais,” (grifo nosso) (Kleene, 1938, p. 151)

Kleene, em nenhuma parte do artigo, diz explicitamente que com esta
generalizagdo obtém-se um conceito tal que a objegio construtivista sobre a nogdo de
fun¢fio recursiva geral (total) desaparece. Também nf3o menciona os problemas dos
quantificadores existenciais em nenhuma parte do artigo. Porém, Péter, no artigo j&

comentado, indica que

“Kleene pensa que quem nfo aceita [um existe geral] pode entender “existe”

construtivamente” (Péter, 1959, p. 228),

mas ndo da nenhuma referéncia. Deste modo, isto simplesmente sugere que Péter
considerava que Kleene tinha um ponto de vista similar ao de Church, o qual ja foi
comentado no final da Secio 2. Além do mais, nfo conhecemos nenhum outro texto de
Kleene onde se estabeleca uma relago entre o conceito de recurséo parcial e o problema

do gquantificador existencial.
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E interessante acrescentar que, segundo Kleene, Godel, no outono de 1939,

ainda ndo sabia o que era uma funcio parcial:

“Em 1938, generalizei (ou deveria dizer “parcializei”?) a nogo de Godel de fungio
recursiva geral para obter a noggio de funcdes recursivas parciais.

Pode ser interessante que, em conversagio com Godel no outono de 1939, mencionei
“funcdes recursivas parciais” ¢ ele veio me perguntar imediatamente “O que é uma
funclo recursiva parcial?” Evidentemente nfo tinha visto meu artigo de 1938.

Aparentemente, 10go ele incorporou a idéia.” (Kleene, 1987, p. 57).

Efetivamente, em 1974, Wang informou as idéias de Godel em relacio 2s

funcdes recursivas parciais:

“Godel diz que a nogdo precisa de procedimentos mecinicos é dada mais claramente
pelas maquinas de Turing que produzem fungdes recursivas parciais do que pelas

mdquinas que produzem fungdes totais.” (Wang, 1974, p. 84)

Atualmente, num texto standard de teoria de computabilidade trabalha-se,
basicamente, com as fungdes computdveis parciais, as quais também tém a propriedade
da enumerabilidade efetiva, o que simplifica muitas provas, como tem sido observado,

por exemplo, por Richman (1983, p. 797).

2.6 A NOCAO DE REALIZABILIDADE

Kleene tentou encontrar uma conexdo entre o conceito de funcio computével e o
intuicionismo. Desta forma surgiu o conceito de realizabilidade em Kleene (1945).
Nesta se¢io faremos um histérico da introducfio do conceito de realizabilidade.

Para entender em detalhe as motivagdes de Kleene, que comecou a trabalhar
neste assunto jd em 1941, pode-se ver Kleene (1945) e Kleene (1949). E bom lembrar

ainda que a interpretagdo “dialética” de Godel também se originou no mesmo ano; ele
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deu uma palestra em 15/04/41 em Yale intitulada “In what sense is intuitionistic logic
constructive?” (ver Godel, 1999, p. 217).

Uma variante da defini¢io do conceito de realizabilidade é a seguinte (tomada de
Kleene, 1973), onde (e); € o expoente do i+1-ésimo primo na decomposi¢io de ¢ em
produto de fatores primos:

Clausula 1: Seja E uma férmula fechada da aritmética de Heyting (HA) e ¢ um ntimero
natural arbitrario.

Se E € atBmica, entdo e realiza E se, e somente se, E € verdadeira;

Se EédaformaA & B, entdo e realiza E se, e somente se, (e)p realiza A e (e); realiza B;
Se E € da forma A v B, entdo e realiza E se, e somente se, (ejy = 0 e (e); realiza A, ou
(ejo #0e(e); realiza B;

Se E € da forma A — B, ento e realiza E se, e somente se, para todo a, se a realiza A,
entdo {e {a)¥ e {e}(a) realiza B, onde {e} € a e-ésima fungio numa enumeragio efetiva
das funcOes parciais;

Se E € da forma — A, entdo e realiza E se, ¢ somente se, para todo @, ¢ nio realiza A;

Se E ¢ da forma Vx Ax, entdo e realiza E se, e somente se, para todo x, {e }(x)i e {e Hx)
realiza A(x);

Se E é da forma Jx Ax, _entéo e realiza E se, e somente se, {e); realiza A((e)y).

Claisula 2. Seja E[yy,...,yn/, contendo livres 86 yi,...,ym (m = 0). Entdo, E & realizdvel se,
e somente se, existe uma funcdo recursiva geral @ tal que, para todos y;,...,Vm, AV,..., V)

realiza E(y,....Ym)-

A definigfio dada € para HA. Em 1947 David Nelson provou que toda férmula
demonstravel em HA € realizdvel (ver Nelson, 1947).

Que o reciproco ndo vale foi provado por Rose (1953), um estudante de
doutorado de Kleene, que acabou seu trabalho em 1952. A questfio tinha sido proposta
por Kleene em 1941 e Rose comecou a investigagio em 1947, obtendo um contra-

exemplo em 1951, dez anos depois. Rose provou que a férmula
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[(—I—TD“% D)**:*"'"r"“:D V—1D]-—9“"~?‘7D V"?D,

onde D € a férmula — p v — ¢, € realizdvel, mas nio é um teorema do célculo
proposicional intuicionista. N&o € trivial provar que esta férmula € realizavel (ver Rose,
1953, p. 11-12).

Porém, usando modelos de Kripke (1965), € facil ver que nfio é um teorema do

calculo proposicional intuicionista. Comecemos lembrando o seguintes fatos:

Proposi¢io 2.6.1 Valem as seguintes relacdes de consequéncia intuicionista:

Av=AF;,—=—A—>A
Av—AfF,—Ava—A
—~—AFA

/l-—-—;A Vo e A

= A—>AFi=A v A,

Vejamos agora o caso da férmula de Rose.

Proposicdo 2.6.2 A férmula de Rose ndo € um teorema intuicionista.

Prova. Considere o seguinte contra-modelo de Kripke:

p
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A férmula de Rose n#o € satisfeita no né /. Para ver isto, pode ser itil a seguinte tabela,
onde, debaixo do nimero da cada né, aparecem as colunas com a informac#o necessiria,

onde Ndo F significa que a férmula F nfo é forcada no modelo acima:

i 2 3 4 5
Nao D Néo D Néo D D D
Nédo - D Ndo - D - D Nao - D Nao - D
Nao - —-D ——D Nao =D - =D —— D

NdO""T'_?DV—ID = Dv—=D =m~Dv—=D e D v D gD ve—D
Nio—-—=D —-D Nao——=D — D ~=D—=D —=-=pD—>D =D D

Basta provar que I//f—(——=D — D} — =~ D v — D, mas quenio Iff~——-D v—D.
E claro que nd0 I ff~— =D v — D, pois ndo If— — — D, pois 3/— — D e nio 1—=
D, pois 4f{—D.

Vejamos, agora, que para todo k 2 1, se kj—— — D — D, entio kif—— =D v
= D. Para k > 1, é fécil ver que kf—— — D v ~ D, pois 2j—=— = D, 3{f— — D, 4jf— —
—DeS [ —= —D.Restaverquenio / ff—— =D - D. Mas ] < 2e2 ff— = =
D,e nido 2 [l—D.

E interessante acrescentar que, segundo a prova do préprio Rose, o conectivo —
aparece de modo essencial no contra-exemplo acima, pois ele mostrou que a
interpretagfo da realizabilidade é completa para f6rmulas sem — (ver Rose, 1953, p. 12-
14).

Observe-se também que, na definicdo da realizabilidade para os conectivos
proposicionais, os indices das fungbes computdveis s6 aparecem no caso do condicional,

onde aparece a expressio {e}(a)+, que é um enunciado existencial.
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2.7 O PRINCIPIO DE MARKOV

Nesta secdo apresentamos um principio que tem a ver com a questiio da objecsio
de Péter: o Principio de Markov. O matemdtico russo Andrei A. Markov (1903-1979),
que iniciou uma escola de matemdtica construtivista em Moscou, formulou ainda em

1952 (ver Troelstra e van Dalen, 1988, p. 27) o seguinte principio:

“Seja P uma propriedade, e suponhamos que existe um algoritmo que decide, para cada
mimero natural #, se n tem ou ndo a propriedade P. Se a proposi¢io que nenhum nimero
tem 2 propriedade P leva a uma contradigfo, entfio existe um ndmero natural com a
propriedade P. ” (Markov, 1971, p. 5)

Formalmente, este principio costuma se apresentar assim (ver e.g. Troelstra &
van Dalen, 1988, p. 203):

(MP) Vx(Av—=Aja——=3xA—3xA.

Esta questdo induz dois comentdrios. Em primeiro lugar, nio conhecemos
nenhum lugar da obra de Markov onde este autor tenha apresentado este principio como
um principio légico, como Troelstra e van Dalen, mas s6 como um principio relativo aos
nimeros naturais, como acabamos de ver. Veremos que (MP) niio é intuicionista. Entio,
daria lugar a uma l6gica intermedidria, entre a intuicionista ¢ a 16gica classica.

Em segundo lugar, parece claro que, tanto em sua formulacfio aritmética como
em sua generalizagdo logica, este principio nd3o tem sentido no contexto da ldgica
classica, pois em tal contexto € trivialmente vélido, mas sim, por exemplo, na légica
intuicionista ou na aritmética de Heyting.

Surge naturalmente a questdo se (MP) € ou ndio um esquema intuicionista. Em
Troelstra (1973, p. 93-94) aparece um argumento sintatico de Kreisel (1958) que
implica que (MP) ndo € um esquema intuicionista. Posteriormente John Myhill (1923-

1987) deu outra prova desse resultado (ver Myhill, 1963). Estes argumentos sio
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anteriores a semantica de Kripke, com a qual pode-se dar o seguinte contra-modelo, que

€ sumamente simples:

{a} {ab}

Pb
N Y
1 2

onde {a} e {a, b} sdo os dominios de interpretagio dos nés 1 € 2, respectivamente.

Para vermos que (MP) nfo € um esquema intuicionista, temos que I/~ — Pa e
2{ff—— Pa, pois ndo I {(— Pa e ndo 2 - Pa. Entdo, temos que I/~ Pa v — Pa e que
2{f—Pa v — Pa. Por outro lado, temos 2/}~ Pb v — Pb, por ter 2 [— Pb. Isto significa
que Ij}— Vx(Px v — Px).

Como 2 [— I x Px, entio, intuicionisticamente, nfo se cumpre a conjuncio de
que ndo / /— I x Px e que ndo 2 [/— 3 x Px. Entéo, por defini¢do de [—para negagdes,
temos que nfo / J— — JFx Pxe que ndo 2 — - Fx Px. Entdo, I — -~ — 3x Px.

Como o conjunto associado a P no né ! € vazio, é claro que nfo / — Fx Px.

Portanto, no modelo dado, nio Iff— Vx (Px v —=Px} A ——=3x Px — Jx Px.
Pela corregdo intuicionista, resulta que a férmula V x(Px v — Px) A = — FxPx — JxPx,
um caso particular de (MP), nfo € um teorema intuicionista. Segue-se que (MP) ndo é

um esquema intuicionista.

O Principio de Markov ndo deve ser confundido com a seguinte regra, que é
véalida em HA:

(MR) Sef—Vx(Av-—Aje}——-—TxA,entio [ —TxA.

Para uma andlise de (MP) e (MR) ver Troelstra & van Dalen, 1988, p. 203-206.



Parece apropriado advertir que Mendelson (1979, p. 238), quando fala do
Principio de Markov, refere-se a algo diferente, refere-se a uma forma da Tese de

Turing-Church, que Markov formulou em 1951:

“Agora € natural perguntar em que medida o conceito exato de algoritmo normal
corresponde ao conceito geral, ndo inteiramente preciso, de um algoritmo em um
alfabeto dado, que se formulou acima. Como uma resposta a esta questdo pode-se propor
0 seguinte principio de normalizacfio de algoritmos: todo algoritmo sobre o alfabeto A é

equivalente, em relagdo a A, a um certo algoritmo normal sobre A.”(Markov, 1960, p. 8)

Para completar a nossa andlise do Principio de Markov, apresentamos a seguir a
questdo da validez de (MP) na interpretagio da realizabilidade. No artigo de Myhill
mencionado na Seg¢do anterior, o autor indica que (MP) é valido na interpretacio da
realizabilidade (ver Myhill, 1963, p. 359). Em Moschovakis (1980, p- 173) aparece o
mesmo comentario, acrescentando que a prova deste fato € cldssica. Como niio vimos
uma tal prova em nenhuma parte e ela € simples, acreditamos conveniente apresents-la,
para completar o tratamento do Principio de Markov.

Podemos definir a realizabilidade para a 16gica de predicados de forma andloga &
efetuada por Rose (1953) para a 16gica proposicional: uma férmula F do cilculo de
predicados € realizdvel se, ¢ somente se, toda férmula de HA obtida a partir de F,
substituindo férmulas de HA com » varidveis livres por férmulas atdmicas com letras de
predicado n-4rias de F, € realizdvel. _

Consideremos, a seguir, uma férmula arbitriria de HA obtida da maneira
indicada a partir de (MP):

) Vx(A(x) v —=A(x)) A = — Tx A(x) — T x A(x).
Dada uma férmula F qualquer, pelo terceiro excluido, temos que F é realizdvel ou néo.

Suponhamos que — — J x A(x) seja realizével. Entdio, pelo seguinte resultado de Kleene
(1945, p. 114):
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(i)Se A ndo contém varidveis livres e — — A é realizdvel, entfio A é realizdvel,

temos que I x A(x) € realizavel. Kleene (1945, p. 114) também provou o seguinte:

(j) Se B é realizavel, entdo A —» B é realizdvel.

Por meio de (j) temos, entdo, que (I) é realizdvel.
Suponhamos que — — J x A(x) ndo seja realizdvel. Entdo, pela definicio de
realizabilidade, para o caso da conjuncdo, temos que o antecedente de (I) ndo &

realizdvel. Mas Kleene (1945, p. 114) também provou o seguinte:

(k) Se A ndo é realizdvel e ndo contém varidveis livres, entio A — B é realizdvel,

Como o antecedente de (I) nfio contém varidveis livres, temos que (I) também ¢
realizdvel neste caso. Como ficou claro no comeco, esta é uma prova cldssica da
realizabilidade do principio de Markov.

Finalmente, lembramos que (MP) também ¢é valido na interpretagfio “dialética”
de Godel (ver Troelstra e van Dalen, 1988, p. 204).

2.8 A ANALISE DE HEYTING

A seguir, examinamos alguns comentirios de Heyting. Como vimos na Secfio 1,
Heyting parece ter tido idéias semelhantes as de Péter. Nos artigos citados nessa segio,
Heyting n&o analisou o assunto em detalhe, mas isto foi feito no artigo "Blick von der
intuitionistischen Warte", publicado em 1958. Neste artigo Heyting comenta sobre a
interpretacéo tanto cldssica como intuicionista do segundo quantificador, considerando a
nota de redapé de Church j4 apresentada na Secio 2. A seguir, analisa a questiio baseado
na definicdo de recursividade em termos da existéncia de sistemas de equagBes, de

acordo com as idéias de Herbrand e Godel. Considera duas defini¢des, fazendo
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referéncia ao tratado de Kleene (1952), mas sem indicar onde elas aparecem no
mencionado livro. Trata-se de definir quando uma funciio @ é recursiva geral (Kleene,

1952, #55, p. 274) ¢ quando um sistema de equagGes define uma funcio recursiva
(Kleene, 1952, # 55, p. 275). A primeira defini¢fio é:

Uma funco ¢f &) € recursiva se, e somente se, existe um sistema de equagbes E tal que
V& cumpre-se que E /- f{x) = y, onde f € a letra principal de E ¢ ¥ é uma n-upla de

numerais se, ¢ somente se, ¢{¥) = y.

A segunda definicdo é:

Um sistema de equagbes E define uma fung#o recursiva de n varidveis se, e somente se,

v 7!y tal que E > fix) = y, onde f € a letra principal de E.

Usando os conceitos do Capftulo 7, estas defini¢Bes podem ser traduzidas,

respectivamente, da seguinte maneira:

Definicdo 2.7.1 Uma fung@o f{x) € computdvel se, e somente se, existe um programa P

tal que Vx P(x) L fi%).

Definigdo 2.7.2 Um programa P define uma funcdo computdvel de n varidveis se, e

somente se, V& € N "existe um dnico y tal que P(#) < y.

Heyting considera estas definicdes como EA e AE respectivamente, indicando E
um quantificador existencial e A um quantificador universal. Isto significa que ele ndo
estd considerando o quantificador existencial implicito na notagfio ~», que era o
quantificador comentado por Church na sua nota de rodapé. Com rigor, pode ser visto na

Definico 2.7.1 que ela é da forma EA(E A P).
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Heyting considera que ambas as definigdes supSem o conceito de funcio
calculdvel. No primeiro caso, porque a fungfio ¢ s6 pode estar dada, segundo ele (quer
dizér, para um construtivista), se ¢ € calculdvel. No segundo caso, porque o valor da
fun¢fio s6 pode estar dado, para todo x, como valor de uma funcfio calculdvel (neste
segundo caso, Heyting argumenta como Péter) (ver Heyting, 1958, p. 341).

Mas Heyting examina a questdo também no caso das fungdes parciais. Ele
considera que, neste caso, a situagio € diferente no caso da segunda defini¢o, pois a
existéncia e unicidade se transformam em simples unicidade. Heyting considera que a
segunda defini¢do de Kleene apresentada se transforma numa definicfo de tipo A, sem
supor o conceito de fungdo calculavel.

Heyting nfo considera o caso das func¢3es parciais para a primeira defini¢o.

O comentdrio de Heyting, no sentido que as funcBes s6 podem estar dadas caso
sejam calculdveis, aparece no tratamento atual da construtividade quando se inclui,
como axioma agregado a Aritmética de Heyting (HA), alguma formalizacdo de (7C), e.

g.:
(CTO) VnIimA(nm)— JkVnim[A(n, Um) AT knm],

onde U e T sdo os conhecidos predicados primitivos computdveis de Kleene (ver
Troelstra e van Dalen, 1988, p. 193).

2.9 O PRIMEIRO QUANTIFICADOR EXISTENCIAL

Para entender a questdo em detalhe parece necessdrio considerar os
quantificadores existencias presentes na definicio de funcio computével.

A nossa definicio (Definiciio 1.2.15) exige a existéncia de um programa. Este
primeiro quantificador existencial aparece em fodas as variantes da definicdo de funcio

computdvel (tanto parcial como total) mais ou menos explicitamente.
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Do ponto de vista histérico, pode ser interessante observar que nas versdes
originais dessa definicdo o primeiro quantificador aparecia pouco explicitamente. Por

exemplo, Kleene colocou a seguinte defini¢do:

Uma fungio € primitiva se pode ser definida a partir das fungdes... (grifo nosso)
(Kleene, 19363, p. 729)

Quer dizer, em lugar de usar o quantificador existencial usava-se a frase pode ser
definida.
E facil encontrar casos de funcbes que sZo computdveis (e.g. segundo a

Definicéio 1.2.15) mas que n#o sfo construtivas:

0 se a Conjectura de Goldbach é verdadeira;
1 caso contrdrio.

-]

A Conjectura de Goldbach diz que todo ntimero natural maior que 2 € a soma de
dois primos. E uma questdo ainda nfio resolvida. Mas supondo o principio do terceiro
excluido, a Conjectura de Goldbach € verdadeira ou ndo. Se for verdadeira, a funcio fé
a fungfio constante 0; caso contrério, a funcio f € a fungio constante /. Entfo, a fungio f
¢ a fun¢io constante 0 ou a funcdo constante 1. Logo, como ambas essas fungdes sio
computdveis, resulta que a fungdo f é computdvel, mesmo que ninguém saiba qual é
exatamente esta fungfo.

O exemplo dado € comum nos textos de teoria de computabilidade, para mostrar
o caréter ndo necessariamente construtivo das defini¢es de fun¢fo computédvel. Porém,
em geral, os logicos classicos ndo se preocupam com isto, mesmo que esteja sendo
definido um conceito que tem algo a ver com a nogdo de construtividade. Estes 16gicos
costumam desenvolver a teoria da computabilidade usando métodos nio construtivos:
usam-se os principios habituais da 16gica cléssica e a teoria dos conjuntos, incluindo o

Axioma da Escolha (ver, por exemplo, Rogers, 1967, p. 10).
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Outro exemplo interessante € dado pelo mesmo autor (Rogers, 1967, p. 9):

) 1 sea expansdo de 7 tem uma sucessio consecutiva de pelo menos x cincos;
glx) = ;o
0 caso contrério.

A funcio g, mesmo que ninguém possa dizer que fungfo é exatamente, usando o
principio do terceiro excluido, € a funco constante 0, ou a fungfo constante 7, ou existe
um ndmero { tal que g(x) = I, para x <i e g(x) = 0, para x > i. Como qualquer destas
fun¢Ges € computével, a funcio g também € computivel.

E interessante acrescentar que nos artigos classicos da década de 30 nio
aparecem exemplos semelhantes aos que acabamos de apresentar e que os l6gicos dessa
época ndo pareciam estar muito preocupados com esta questdo, em relacio ao primeiro
quantificador existencial.

Também € interessante observar que van Dalen deu a seguinte resposta & objecéo

de Péter {0s exemplos que ele menciona sdo similares aos que acabamos de apresentar):

“Vistos construtivamente, os exemplos acima sfio defeituosos, pois o principio do
terceiro excluido € construtivamente falso (cfr. o capitulo sobre I6gica intuicionista
[Capitulo IIL5]). O significado construtivo de “existe uma funcfo recursiva parcial ¢ é:
podemos computar efetivamente um indice e. Résza Péter usou a leitura construtiva da
teoria da recursdo como um argumento para a circularidade da nogio de recursividade,
quando baseada na Tese de Church, Péter {1959]. A circularidade é, porém, enganosa.
As fungdes recursivas nio se usam para computar nimeros isolados, mas para dar saidas
para entradas dadas. A computacfio de objetos discretos isolados precede a manipulagio
de fungbes recursivas, é uma das atividades bésicas do construtivismo. Entdo, a
computacdio de um indice de uma funco recursiva parcial nfio precisa ela mesma de

funcGes recursivas.” {van Dalen, 1983, p. 453-454)

Acreditamos que na Secfo 1 ficou claro na cita¢io de Péter que ela nfio estava se

referindo 2o que chamamos “o primeiro quantificador”, nesta segiio. Porém, como
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acabamos de ver, van Dalen parece responder & objecio como se esta estivesse dirigida
ao primeiro quantificador.

Como comentério final desta segfio, temos a dizer que uma razio pela qual a
questdo do primeiro quantificador nfo € tdo importante € que provavelmente a teoria da
computabilidade possa se desenvolver sem necessidade da definicio de funcdo
computdvel, usando s6 o conceito de fungéio n-computada por um programa P, conforme
a Definiciio 1.2.12.

2.10 O PRINCIPI10 DO NUMERO MINIMO

Péter também apresentou uma versdo de sua objecio para as func¢des
computéveis colocadas na forma normal de Kleene (ver Péter, 1959, p. 228). Esta forma
normal tem a ver com o operador U, que € usado para definir as funcgbes p-recursivas,
conceito equivalente ao conceito de funcio computdvel. No caso das fungdes totais, a

defini¢do do operador u € a seguinte.

Defini¢do 2.10.2 Seja f{ % y) uma fungio tal que Vady f{x y) = 0. Entdo, uy[f{x y)=0] =

o minimo y tal que f{x y) = 0.

Observamos que, como o Principio do Nimero Minimo:

(LNP) dxA(x) —3x [A(x) A Vy<x = A(y)]

ndo vale no intuicionismo (ver Troelstra & van Dalen, 1988, p. 129), a definico acima
ndo pode ser introduzida no intuicionismo.

De fato, no lugar indicado, Troelstra ¢ van Dalen provam que se (LNP) for
acrescentado a (HA), entdio demonstra-se A v — A, para toda férmula A, isto &, a légica
se torna cldssica e, consequentemente, (HA) se transforma na aritmética de Peano. Nesta

prova usa-se a regra M7P (Modus Tollendo Ponens). Um problema aparentemente em
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aberto € 0 que acontece com {LNP) se a légica utilizada for, simplesmente, a 16gica
minimal de Johansson, que € igual & intuicionista tirando-se MTP.

E natural se perguntar sobre o relacionamento entre (MP) e (LNP). A questiio
parece ter sentido no contexto da aritmética de Heyting. Em primeiro lugar, € facil ver,
em (HA), que (LNP) implica (MP), pois sabemos que (LNP) implica a l6gica cléssica, e
no contexto da légica cléssica, (MP) vale trivialmente.

Em relac@o a questdo inversa, isto €, se (MP) implica ou néo (LNP), a resposta
natural parece ser que ndo, pois no caso afirmativo ndo teria sentido estudar o
comportamento de (MP) no contexto de (HA), pois a l6gica se tornaria classica. Porém,
ndo conhecemos nenhuma prova desta questdo.

Em conclusio, no contexto de (HA), (MP) parece ser mais débil que (LNP).
2.11 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE A OBJECAO DE PETER

Parece-nos evidente que a computacdo de um programa é um processo
construtivo, quer dizer, quando um programa terminou, atingiu seu valor
construtivamente. Mais especificamente, um programa atinge seu valor e depois pira.
Por outro lado, em geral, quando tentamos definir a fungfio computada por um
programa, tendemos a comecar pensando em termos da dicotomia péra - nfio para.
Somente depois disto definimos o valor da funcfio para aqueles casos em que o
programa pdra. Disso resulta que, embora o processo de computacdo seja construtivo, a
defini¢do da fun¢@o computada pelo programa ndo € construtiva, pelo menos em sentido
intuicionista. Parece-nos que na discussio sobre a objecdo de Péter hd uma tendéncia
para ndo diferenciar estes dois aspectos.

Nio descartamos a possibilidade de dar uma definigiio intuicionista do conceito
de fun¢fio computdvel parcial. Em todo caso, tal caracterizagio deveria ser apresentada
explicitamente. A esse respeito, pode-se consultar o terceiro capitulo de Troelstra e van
Dalen (1988).

No caso do construtivismo de Markov, diferenciamos duas situacdes: uma delas

envolvendo fungbes parciais e a outra envolvendo fungdes totais. Se a funcgfo € parcial,
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entdo a condi¢dio de existéncia na Definigdo 1.2.12, dado que a funciio mr é recursiva
primitiva e portanto o predicado envolvido € decidivel, assegura que o valor € definido
construtivamente no sentido de Markov. Por outro lado, se a funcdo ¢ total, conforme a
Defini¢fo 2.4.1 de programa n-regular, temos que considerar uma férmula da forma V' x
3y fixy) = 0, onde f & uma fungéio recursiva primitiva. Considerando os escripulos
construtivistas, s6 podemos partir da férmula ¥ x — ¥ y—f{x,y) = 0. Como f é recursiva
primitiva, também dispomos de VxV'y [fix,y} = O v fix,y) # 0]. A partir destas formulas,
do (MP) e do fato de que na l6gica minimal de Johansson deduzimos — — Fx A a partir
de — Vx — A, podemos provar facilmente que ¥V x 3 y f{x,y) = 0, onde o quantificador
existencial é construtivo no sentido de Markov.

Como foi indicado, a obje¢io de Péter foi apresentada apenas em 1957. Ela ndo
disse nada, naquela ocasido, em relagfio as fungBes computdveis parciais. Mas seria
estranho que ela ignorasse este conceito em 1957, introduzido, como vimos, por Kleene,
quase vinte anos antes! De fato, em relagio 4 primeira edi¢do de seu livro, de 1950,

Péter expressa o seguinte:

“Introduzi o conceito de fungdo recursiva parcial mais cedo e com maior énfase.”
(Péter, 1967, p. 9).

Isto significa claramente que, em 1950, sete anos anres da apresentagdo de seu
argumento contririo & (TC), Péter ndo ignorava o conceito de fungdio parcial
computdvel. Além disso, no artigo onde aparece a sua objecfio, Péter cita, com outros
propésitos, o artigo onde Kleene introduz a no¢do de fungfio computivel parcial
(Kleene, 1938).

Quanto aos comentdrios iniciais deste capitulo de Shepherdson e Sturgis, Wang e
Davis, ndo fica claro que a objec&o de Péter s6 se aplica ao caso das fungdes totais, salvo
seja omitido o quantificador existencial que aparece na condigfio da Definigio 1.2.12
definindo o conceito de funcdo computivel de maneira intuitiva ou definindo-o, de
maneira complexa, ao estilo do terceiro capitulo de Troelstra e van Dalen, assunto que

teria merecido uma explicitagdo detalhada por parte de Shepherdson e Sturgis, Wang e
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Davis. Em qualquer caso, pelo menos de um ponto de vista didatico, também deveria
explicitar-se que 0 que estd em jogo aqui é um exemplo do paradoxo do inventor: o caso
das funcles totais di origem a um problema em relacio ao construtivismo, entfo
prefere-se considerar o caso das funcSes parciais, mais abrangente, onde tal problema

ndo aparece, pelo menos se se toma o cuidado de ndo usar quantificadores existenciais

ao estilo da Definicio 1.2.12.



CAPITULO 3

COMPUTABILIDADE SEM FORMALISMO

Neste capitulo nos propusemos a apresentar uma versdo das functes computiveis
onde todos os conceitos estivessem diretamente definidos em termos de nimeros
naturais e onde o programa estivesse na memoria, como € o caso dos computadores
reais, com o objetivo de desenvolver sob esse enfoque a teoria da computabilidade. Na
Secdo | apresentamos alguns textos que motivaram a introdugfio dos conceitos deste
capitulo. Nas SecOes 2 e 3 apresentamos 0s conceitos bésicos necessdrios para a
definicdo do conceito de fung@o computdvel da Secfo 4, na qual provamos que as
fungbes computéveis sdo f&recursivas. Na Seglo 5 provamos o inverso. Nas Segdes 6 a
8 analisamos algumas questdes tipicas da drea. Nas SecOes 9 ¢ 10 apresentamos os
conceitos de computabilidade auto-referencial e automodificante e provamos que 2
complexidade n@o varia em relacio & nocgfo padrdo. No final da Secdo 10 esbocamos
algumas defini¢Bes para uma teoria dos virus. Na Seclo 11 analisamos a questdo da
concorréncia € na Secdo 12 apresentamos uma generalizaco da nossa definicio de

computabilidade.

3.1 CONSIDERACOES HISTORICAS

Pl

E comum se encontrar afirmacOes como a seguinte, quando se comentam as

diferentes nogdes que se usam para definir o conceito de funco computdvel:
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“A defini¢8o original de funcfo recursiva [...] depende da escolha de um P-simbolismo

[...]" (Hartley Rogers, 1969, p. 146)

Porém, consideremos a seguinte definicdo do conceito de fungio y-recursiva.

Definigdo 3.1.1 As funcdes iniciais sdo as fungdes totais:

Z{x)=0, para todo x,
S(x) = x+1, para todo x,

Ul (%) =x;, paratodos x,n>2/el i< n.

Defini¢do 3.1.2 Uma funclio parcial f{¥ € pr-recursiva se é uma funcfo inicial; ou
existem funcles parcials frrecursivas gi(®,...gu*® e h(® tais que f(® =
h(g:i(®),....g(%); ou existem fungdes parciais g-recursivas g(xy, ..., X,z) € A(xy, ..., Xpey)
tais que f{xs, ..., X1, O} > g(xs, ..o, Xnp) € flxn, oo, Xnt, YD) = Alxs, ..y Xty FXL oo X,
¥).¥), para todo y; ou existe uma fungdo parcial g-recursiva g(xs, ..., x,+z) tal que ffx=~

wle(x y) =0].

Nio € claro que exista um simbolismo envolvido, ou, no caso que exista, qual
seria esse simbolisrno.

A situagéo € similar ao caso das fungdes recursivas primitivas. Godel estava bem
consciente de que para definir as fungBes recursivas primitivas ndo era preciso fazer

referéncia a nenhum formalismo:

“Agora inserimos entre paréntesis uma consideragio que por enquanto ndo fem nada a
ver com o sisterna formal P, e damos em primeiro lugar a seguinte definigio: uma

fungdo da teoria dos ndmeros {...}"(grifo nosso) (Godel, 1986, p. 156).

Webb ressaltou este cardter da g-recursio:



57

“Deste modo, de maneira diferente das funcdes recursivas gerais de Godel, as funcdes
(-recursivas ndo sio definidas fazendo referéncia a qualquer formalismo para expressar
equagdes cujos célculos procedem por regras fixas que governam O uso daquele

formalismo: [...]” (Webb, 1980, p. 206-207).

Os derais autores que conhecemos parecem ignorar este fato. Considere-se, por

exemplo, o seguinte comentério recente:

“As fungdes g-recursivas sdo uma classe matematicamente definivel de fungdes guase

independentes da sintaxe e do formalismo™ (grifo nosso) (Soare, 1996, p. 229).

Neste capitulo, apresentamos um conceito preciso de fungdo computavel que,
como é o caso da nocio de funcado ,u;recursiva, nao faz referéncia a nenhum formalismo.
Como ¢é sabido, a primeira definicdo precisa do conceito de computabilidade
intuitiva foi dada por Godel em 1931. Aparece implicitamente no enunciado do seguinte

teorema:

“Teorema V. Para toda relacdo recursiva R(X;, ..., X, existe um SIGNO DE
RELACAO r de n-lugares (com as VARIAVEIS LIVRES wu;, uy, ....4,) tal que para

todas as n-uplas de ndmeros (xy, ..., X, temos que

Uy Uy

R(Xpy ooy Xn) — Bew[Sb(r 5.y . i1,

.1,

= R(X1, .., Xo) = Bew[Neg(Sh(r 5iiv. 1(s ,)) ] (Gidel, 1986, p. 170).

Observamos que Godel usa a relagio numérica Bew ao invés de dizer que as férmulas
correspondentes sio demonstréveis no sistema formal que estd usando. Kleene destacou

esta atitude de Godel:
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“O Teorema V ilustra a tendéncia de Godel em falar em termos de seus ntimeros, em
lugar de diretamente em termos dos objetos formais (que nds preferimos como mais

compreensiveis)” (grifo nosso ) (Kleene, apud Gédel, 1986, p. 130-131).

Em geral, ndo se costuma dar as defini¢des de fungdes computdveis em termos
exclusivamente numéricos: os programas sdo sucessdes finitas de imstrucdes, as
instrugbes sdo sucessdes finitas de simbolos, etc. Isto faz com que, quando se quer
provar que todas as funcdes computdveis sdo, por exemplo, f-recursivas, seja necessario
uma aritmetizagio do formalismo, processo que costuma requerer bastante trabatho.

Em geral, as no¢bes de computabilidade também nfo costumam colocar os
programas na memoria. Os programas costumam ser sucessdes finitas de instrucdes que
estdo “fora” da meméria do computador, como ocorre na versdo original de Turing para
suas maquinas. Algumas excecOes a estio em Kaphengst (1959) ¢ o conceito de

computador digital infinito que aparece em Monk (1976, p. 67).
3.2 O PASSO DE COMPUTACAQO

Nossa idéia consiste em ver o computador, a memdria, as instrucdes e os
programas com olhos aritméticos. A memdria serd um ndmero qualquer diferente de
zero, interpretado como decomposio em todos os fatores primos. O computador serd
uma fungdo de N* em N* (onde N* = N - {0}), quer dizer, uma funcdo que a uma
memoria qualquer associa uma outra memdria, e as instrugdes e programas também
serdo nimeros (2 0) com certas formas.

No caso da meméria, a notagio habitual para o i-ésimo nimero primo e seu
expoente, quer dizer, p , com i, n 2 0, é sugestiva, no sentido que pode ser lida como
que o i-ésimo endereco da memdria contém o nimero 7.

Normalmente, as expressbes Z(n), S(n), T(mn) e Jimngq) sio usadas para
denotar, respectivamente, as instrucdes de colocar um zero no endereco n, colocar o

sucessor no endereco #, transferir o niimero do endereco m para o endereco » e, caso os
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conteiidos dos enderegos m e » sejam o mesmo, pular para a instrucio ¢. Porém,
usaremos estas expressdes como abreviacdes dos nimeros das formas que indicaremos
no comego da Segdo 3.3, mas serd util levar em conta o significado em termos de
instrugdes.

Agora definimos o conceito de passo de computacio.

Definicdo 3.2.1 Um passo de computagdo é, simplesmente, umna fungio ¢; N*— N*

definida por:

Hp(d): se (d)(d)u =0

j=1

(d)ﬂ+2np(d)j Hp_] se (d)(d)o =1,

Jeasl

(d}o+2an Pc{zd)a: Hpj Se(d)(d)o =2

JRa+l

e(d) =1 p(d}°+3H P, pit H p,” se(d)y, =3

J=b+]

Dirges] TT ), _
pO idle pr o Se(d)(d)o"4eambs
=
dY+4 (d},
pet pr ! se(d), =4eaxb,
=t
d Ccase contrdrio,

onde a = (d) .y, b= (d) £1,+2; © @ NOtagdo x_-y indica a diferenca truncada.

Para entender rapidamente esta defini¢do € suficiente esquecer as expressdes com
o simbolo 7 e observar que as diferengas com relagdo a d correspondem apenas aos

expoentes dos primos py (=2), p, € ps, dependendo do expoente do primo P s, de d,

onde (n); € definido como o expoente do i-ésimo primo na decomposi¢éo de » enquanto
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produto de fatores primos e considerando que o (-ésimo primo € 2, o /-ésimo primo € 3
etc.

Intuitivamente, o niimero 0 corresponde 2 instrugfo de parar, o [ a instrugio de
colocar um zero no lugar do nimero que se encontra no enderego seguinte da memoéria,
o 2 a instrucio de colocar o sucessor no lugar do nimero que se encontra no endereco
seguinte da memoéria, o 3 a instrugdo de fransferir o contetido da célula com o nimero
que aparece no enderego seguinte para a célula com o mimero que aparece no endereco
seguinte do seguinte, ¢ 4 a instru¢io de pular. Quer dizer que a instrucéo 0 ndo tem
argumento, a / e a 2 tém um argumento, a 3 tem dois argumentos ¢ a 4 tem trés
argumentos.

Aritmeticamente, ndo hd problema em se considerar simultaneamente as
modificagdes na memdéria. Mas, num computador real elas deveriam ser feitas no

registro contador do programa (o registro pg) no dltimo momento.
Propriedade 3.2.2 Se (d)g = 0, entéo c(d) = d.

Agora, interessa-nos compor a fungdo ¢ consigo mesma, wm nimero arbitréario de

vezes, isto €, interessam-nos as operacdes seguintes:

c(d),
c(c(d)),

cfcf...c(d)...)).
Para esse fim, definimos a seguinte fungéo:

Definicdo 3.2.3 c'td 0) =d:
¢'(d ++1) = ¢(c'(d, 1))

.
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E fécil provar a seguinte propriedade, titil para o que vem a seguir.

Propriedade 3.2.4 (a) Se (d}g = 0, entdo ¢*(d,1) = d, para todo ¢;
M c'dt+s)=c(c@u,s).

Lema 3.2.5 Se [e'(d, 9], = [¢'(d 5)]o = 0, entdo c'(d, ¢) = ¢'(d, ).

Prova: Se ¢ = 5, nfo temos o que provar. Suponhamos que s < £. Entio
cdy=c(d s+(t-5)), porque f = s+ (-5)
=c'(c'(d s), t-s), pela Propriedade 3.2.4 (b)
=c'(d s), porque ¢'(d, 5)g = 0.

Analogamente, para o caso que f < 5. T}

Comentdrio 3.2.6 A prova anterior j4 vale na aritmética recursiva primitiva (PR4),
apesar de parecer usar o principio do terceiro excluido, porque em PRA é possivel
decidir a lei de tricotomia. Para um estudo introdutdrio da PRA, o leitor pode consultar o

capitulo terceiro de Troelstra & van Dalen (1988).
3.3 AS FUNCOES CONFIG,
Para definir as fungBes Config,, que serfo utilizadas posteriormente, é preciso
usar as noc¢des seguintes,
Um programa é qualquer ndmero natural.

Seja P um programa. Pode-se escrever de um tnico modo da seguinte forma (e.

g. ver Cutland, 1992, p. 74):
P o= T(a;, ds, ... ak) =2al + Zaz-a-az&-}_i__”+261+a2+.,,+ak+(fc—l)—__].

Definimos as instrugdes de P como os nlimeros gy, as,, ..., dx
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Seja i uma instrucdo. Entdo, pode ser provado que 7 tem uma wnica das seguintes
formas:

0,

Z(n) = 4n,

Stn) = 4(n—-1) + 1,

Ttmn=4n(m—-Ln-1)+ 2,

Jim, n, q) =4{m-1, n-1, g - 1) + 3,

onde m, ne g 21 e me { sdo as seguintes funcdes recursivas primitivas:

mm, ) =2"2n+ 1)_- 1,
{(m, n,q) = mmm, n), g).

Observamos que as funcdes 7z ¢ { correspondem, intuitivamente, a uma
enumeracdo recursiva primitiva de pares e ternas de nimeros naturais, respetivamente.

Definimos 0s nomes e os argumentos de uma instruco i da maneira seguinte.

O nome de uma instrucio da forma 0 € 0 e ela nio tem argumentos. O nome de
uma instrucdo de forma Z(») € / e seu dnico argumento é n. O nome de uma instrucio de
forma S(rn) € 2 e seu Unico argumento € n. O nome de uma instrugio de forma T(m,n) € 3
e 0s seus unicos argumentos sao m e n. Finalmente, o nome de uma instru¢io de forma
J(m, n, g) € 4 ¢ 0s seus Gnicos argumentos sio m, n e ¢.

Denominamos cddigos de um programa aos nomes e argumentos das instrugdes
do programa. Usamos a expressdes i-ésimo cddigo de um programa P e i-ésima

instrucdo de um programa P no sentido intuitivo, comegando com i = 1.

Agora podemos definir as seguintes funges, motivados por Cutland (1992):
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Definigdio 3.3.1 p(P) = max{argumentos das instrucdes de P excetuando os terceiros

argumentos das instru¢des de forma J(m, n, g},

In(P) = quantidade de instrugdes do programa P,

Inc(P} = a quantidade de cédigos do programa P,

Inca(P,i)= a quantidade de c6digos do programa P anteriores & i-€sima instrugio,
gn(P,i) = i-ésima instrugdo do programa P,

d.(P,i) = max[n, p(P}]+1+Inca(P, i) (i. e. a dire¢do da i-ésima instrucdo do

programa P aplicada a » argumentos),

4 (P.c) d,(P,q) secéocodigo do terceiro argumento de uma instrucdo J(m,n.q);
reco ,C)= L .
! o ¢ — ésimo codigo do programa P €aso contrario.

Observe-se que as fungBes gn e recod, podem ficar definidas inclusive para i >
in(P) e Inc(P), respectivamente.

Observamos ainda que os exemplos de instru¢des e programas introduzidos no
Capitulo 1 podem facilmente ser expressos segundo as novas defini¢des introduzidas
nesta sec¢ao.

Pod ser provado que as funcGes assim definidas sdo recursivas primitivas
{(consultar e.g. Cutland, 1992, p. 97).

Agora podemos definir as fungdes seguintes, paran 2 [:

Inc(f}

n
g lFmax{p(PLn) X; recad, (P0)
Conﬁgn(P: &? =Py sz Hpi+max(p{!’).n) .
i

i=1

Intuitivamente, /+ max(p(P), n) é um endereco de meméria seguro, a partir do
qual pode-se guardar os cddigos de P sem perigo de que, quando se efetue a computacao,
eles se auto-modifiquem, deixando espaco suficiente de meméria para os cédiculos de Pe

para armazenar a xn-upla a ser computada.
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Intuitivamente Config,(P, # corresponde ao conteido de memodria de um
computador, quando o contador de programa tem a diregio do enderego onde encontra-
se a primeira instrucdo do programa F; nos primeiros »n enderecos encontram-se nimeros
naturais #; a partir do enderego com direcdo imediata seguinte ao nimero max(p(P), n)

[T

encontram-se os codigos do programa P. A computagio comeca a sua tarefa com a “drea
de trabalho zerada”. Supomos que os programas trabalham com a sua drea “zerada”, com
exceclo da n—upla a ser computada.

A prova da propriedade seguinte € trivial:

Propriedade 3.3.2  (a) [Configa(P, )] #0;
(b) Para todo numero ¢, se ¢ [Configu(P, &), )]y # 0. entio
1+ max(p(P), n) S¢"[(Configa(P, ), D]o.

3.4 FUNCOES COMPUTAVEIS

Notagdo 3.4.1 Sejam P um programa, # 2 ] e #uma n-upla de naturais. A notacio P(x)

significa que existe um ¢ tal que /. c*(Conﬁg,,(P, X, o= 0.

Notagdo 3.4.2 Sejam P um programa, 1 2 ] e #uma n-upla de naturais. A notagio P(#)J
v significa que P(o)de que [c*(Conﬁgn(P, %, m}]; = y, onde m é o minimo ¢ tal que
[¢"(Confign(P, 8, 9]0 =0.

Defini¢do 3.4.3 Seja P um programa e n 2 1. Entéo, a fungdo de aridade n definida por
Pé ¢fp: N' =N, com ¢f'p (®) ~y se, e somente se, P(%)y.

Defini¢do 3.4.4 Seja P um programa, n = [ e fuma func¢io n-dria. Dizemos que P n-

computa fse f= ¢'p.
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Definigdo 3.4.5 A fungio f, de aridade n, € computdvel se existe um programa P tal que

P n-computa f.

Como ji dissemos, dada a nossa vers@o puramente numérica de computabilidade,
¢ trivial provar que todas as fungdes computdveis sdo f-recursivas. Trata-se de uma
prova que normalmente precisa de vérias pédginas, onde se faz uma aritmetizacdo do

formalismo envolvido.
Proposicdo 3.4.6 Toda funcdo computavel € g-recursiva.

Prova. Suponhamos que f, de aridade 7, € computédvel. Entdo, pela Definicao 3.4.4 existe
um programa P tal que /¢ igual & fun¢do de aridade » definida por P. Para provar que f ¢
u-recursiva, conforme a Definicdo 3.1.1, basta provar que f ¢ a (iltima funcio de alguma
sucessdo de fungles que conservem a propriedade de ser i-recursivas. Fixando P,

consideremos a sucessio

1. Config,(P,

2. ¢ [Configa(P. &), 1]

3. (¢"[Configu(P, &), t])s

4. [(c" [Configu(P, %), t])o = 0]

5. ¢'(Confign(P, #), t[(c"[Confign(P, #), t])o = 0])

6. F(x) = [c'(Confign(P, %), ut[(c’[Configa(P, ¥, t]o=0])],.

J4 foi indicado que Config,, ¢ e (n); sdo fungdes recursivas primitivas. Portanto,
também sdo g-recursivas. Mas as operacOes de composicao e operacdo i conservam a (-
recursividade. Portanto, a funcio F é g-recursiva.

Resta provar que a funcfio do passo 6 coincide com f. Em primeiro lugar,
suponthamos que F(x)J. Entio existe ut/(c [Config.(P, %), t])o = 0]. Pela Notacio 3.4.1

e Definicdo 3.4.3, flx) . Suponhamos, reciprocamente, que f{# L. Entdo, existe ¢ tal que
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(c"[Configa(P, %), t])o = 0. Classicamente, pelo Principio do Nimero Minimo, existe
wf(c" [Configu(P, #, t])p = 0]. Entéo, F, (%) 4. Portanto, F(#){ se, e somente se, fro .
Suponhamos, finalmente, que F(#) e f{#) estdo definidas. E claro que

F(%) = [¢"(Configu(P, %), pt[(c"[Configa(P, &), t]o = O])] .
Temos que f{x) = [c*(Conﬁg"(P, %), m)];, onde m € o minimo ¢ tal que c*[Conﬁg,,(P, X,
t/p = 0. Portanto, F(x = f{z). ]

3.5 COMPUTABILIDADE DAS FUNCOES 4-RECURSIVAS

Nesta se¢@o provamos o resultado reciproco da Proposicio 3.4.7.

Proposicdo 3.5.1. Toda funcdo g-recursiva é computdvel.

Prova. Comecemos com a fungio Z(x) = 0, para todo x. Seja P = ¢Z(l)). Intuitivamente,

€ o programa que colca um zero no endereco / da meméria. Sejax; € V.

c*(Configi(P, x1).0) = Configi(P, x) =pipipyps,

c*(Configi(P, x1),1) =p3pip} P},

c*(Configi(P, x;),2) =pipip) p}.

Portanto, [¢*(Configi(P, x1), 2)]s = 0 ¢ [c*(Configi(P, x;), 2)]; = 0.

Considere-se agora a func8o sucessor, definida por S(x) = x+/, para todo x. Seja
P = 7(5(1)). Intuitivamente, € o programa que coloca o sucessor no endereco / da

memoria. Sejax; e N.
c*(Config (P, x1),00=Config)(P, x1) =p pYpips-
c*(ConfigP, x1),1) =pipi™ pi pt,
c*(Configi(P, x),2) =pg p}™ pj pi.
Portanto, [c*(Config,(P, x;), 2}]o = 0 e [c*(Config)(P, x1), 2)]; = x;+1.
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Sejam consideradas agora as fungdes projecSes dadas por U7 (%) = x; para todos

% com /<i<n. Seja P = 71(i 1)). Intuitivamente, € o programa que transfere o contetudo

do i-ésimo enderego para o endereco / da memoria. Seja ¥ uma n-upla de naturais:

c*(Confign(P, %),0)= Config(P.®) =pi*'p, ... p"p3 . p st
c*(Confign(P, #,1) = pg+4p 'Py Py pi+]p;+2p l+3 s

cHConfign(P, £,2) =pg P/ D7 - Py Do niaPrsss
Portanto, [c*(Config (P, %), 2)]p = 0 e [c*(Config,(P, %, 2}]; = x..

Para provar que as regras de substitui¢io, recursdo e minimalizacdo conservam a

computabilidade, é til usar a seguinte abreviacio:

Pl L= 1] =0T, D,.... Ty 1), Z(n+1), ... Z(0(P), gn(P, 1), ....gn(P,In(P)),T(1, 1)}.

E claro que a fungdo Pfl;,... ,l, — 1] definida € recursiva primitiva, dado o
cardter recursive primitivo de todas as fungdes envolvidas. Intuitivamente, dado um
programa P, o programa P/l;,....I, — I] computa o conteiido de /;,...,J, como entrada,
como se fosse o programa P, e deixa o resultado no endereco /. Observe-se que o nimero
de instrugdes do programa Pfl;,... .1, = I] (isto &, In(P[l),... .1, — I])) € igual a max(n,
p(P)) + In(P) + 1, isto €, uma fungio recursiva primitivade ne P.

Vejamos, agora, em primeiro lugar, o caso da regra de composicio. Seja 4 obtida

da seguinte forma:

%) ~flg®,.... g(®].

Suponhamos que F k-computa f e Gy, ... , Gy n-computam, respectivamente, g, ..., &k
Seja m = max(n, k, p(F{m+n+1,.. .m+n+tk — 1]), p(G;fm+1,... .m+n = m+n+l1j), ...,

pGfm+1,.. ,m+n — m+n+k])). Intuitivamente, m + ] resulta um endereco “seguro”
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para guardar dados. Seja H o seguinte programa, que escreveremos verticalmente, para

melhor compreensio:

qI(L, m + 1),
T2, m+ 2),

T(n, m + nj,
gn(Gifm+1,..., m+n - min+l], I,

gn(Gifm+1,..., m+n-—-»mt+a+l] In(Gifm+1,..., m+n -—->m+n+l]),

gn(Gfm+1,..., m+n—>mtn+2], 1),
gn(Gzfm+1,..., m+n—>mn+2], In(G; fm+1,..., m+n — m+n+2]),
gn(Gifm+1,.... m+n—-m+n+kj I,

gn(Gm~+1,... . m+n—sm+n+k], InGyfm+1,.. , m+n-—>m+n+k]),

gfFfm+n+1... m+n+k—=1]] 1}

gnfFim+n~+1l...m+n+k—=>1]mFm+n+1,.. . m+n+k—=1]).
E intuitivamente claro que H computa a fungdo 4. Em qualquer caso, a prova
detalhada ndo difere da prova habitual para uma méquina de registros: simplesmente

requer uma inducfo trabalhosa.

Vejamos, em segundo lugar, o caso da regra de recursdo. Seja 4 obtida da

maneira seguinte:

hix 0) =fl®),
hix y+1) ~g(x y, h(x 3)).
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Suponhamos que F n-computa f e G n+2-computa g. Seja m = max(n+2, p(F), p(G)).

Seja H o seguinte programa:

T, m+ 1),
T(2, m+ 2),

Ttn+1, m+n+l),
gn(F{1,2,..., n —»m+n+3], 1),

gn(Ff1.2,..., n—=m+nt3], In(Ff1,2,..., n —»m+n+3]),
Jm+n+2, mu+l (n+D+InFfL.2,..., n - m+n+3))+1+In(Gfm+1,..., m + n,
m+n+2,mtnt+3 —>mtn+3f)+3)

gn(Gfm~+1,..., m+ n, m+nt+2mtn+3 - m+n+3j, 1),

gn(Gfm+1,..., m + n, mtn+t2mtnt+t3 — m+n+3f, n(Gfm+l,..., m + n,
m+n+2m+n+3 - m+n+3]),

S(tm+n+2),

J(, 1L, (n+ )+ In(F[1,2,..., n —»m+n+3])+1),

T(m+n+31)].

E intuitivamente claro que A computa a funcdo /. Neste caso, a prova detalhada

também € simplesmente uma indugéo trabalhosa.

Finalmente, consideremos o caso da regra de minimalizagfo. Seja / obtida da

seguinte maneira:

8(¥ =y [f(xy) =0].
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Suponhamos que F (n+])-computa a funclo f. E seja m = max(n+1, p(F)). Seja

G o programa seguinte:

oI, m+ 1),
12, m -+ 2),

T(n, m + n),

gn(Ffm+1Im+2,... m+n+l — 1] 1),

gn(Ffm+Im+2,... . m+ n+l-> 1], In(Ffm+1im+2,... m+n+l —1]),
J(I,m+n+2, n+in(Ffm+1m+2,... m+n+i — 1])+4),

Stm+n+1},

J(l,1,n+1),

Tim+n+1,1)].

E intuitivamente claro que G computa a funclo g. Neste caso, a prova detalhada

€, novamente, uma inducdo trabalhosa. 7]

Com isto, fica completa a prova de que as fungbes recursivas so computdveis.
Como terd sido observado, esta prova nfio difere essencialmente da prova corrigqueira no
caso, por exemplo, de uma mdaquina de registros.

3.6 COMPUTABILIDADE DAS FUNCOES UNIVERSAIS

Sejan 21 e P um programa. Foram definidas as fungdes f"p. A seguir definimos

as funcdes universais.

Defini¢io 3.6.1 A fungio universal de aridade » € a fungio U"P, ¥ = ¢'p(%).
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E usual provar que as fungdes universais sio computaveis. Como fica a prova em

nossa teoria?
Proposicdo 3.6.2 As fungbes universais sdo computdveis.

Prova. Fixemos #n. Seja a fungdio universal n-dria U"(P, ¥. Entdo, da prova da i~

recursividade das fungdes computdveis temos que

U'(P, &) = [c"(Configu(P, ®., pi{[c (Configa(P, &), ]o=0})],.

- * —~ - - -, ra -
Mas as funcdes ¢ , Config, e (n); sdo recursivas (primitivas). Portanto, " € uma fungfo
recursiva. Mas foi provado que as funcdes recursivas sdo computdveis. Portanto, as U"

sdo computéveis. I3

Nio ¢ diffcil escrever o programa que computa as fungdes U”. Usando programas
para computar as funcdes Config, , ¢ e (n); que chamamos, respectivamente, de
CONFIG,, C e EXP, podemos escrever o programa seguinte, onde m= max(p(C},
PEXP)):

gn(CONFIG, 1)

gn(CONFIG,,In(CONFIG,))

Z(m+2) Escreve o segundo argumento para a fungio £XP
volta: gn(C, 1)

gn(C, In(C)
T(l,m+1) Conserva ¢ valor do primeiro endereco
T(m+2, 2)
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gn(EXP, 1)
: Calcula o 0-ésimo expoente
gn(EXP, In(EXP))
J1,m+2, sair)
Ttm~+1,1) Recupera Informacéo
Ji1,1,volta)
sair: S(m+2)
T(m+1,1)
T(m+2,2)
en(EXP, 1)
: Calcula o /-ésimo expoente (o valor f{x)).
en(EXP, In(EXP))

O desenvolvimento ulterior de nossa teoria ndo difere do tratamento usual.

Tomemos como exemplo a prova de que a fung#o seguinte nio é computavel:

1 se f] étotal,
glx)= Do
0 se f, ndoé total.

Para isso, usando a fun¢@o universal, definimos uma funcdo 4 da maneira seguinte:

h(x):{U Y+l seg(n)=1;
0 se g(x)=0.

E claro que k é total. Mas difere de toda funcdo computdvel f Jy, pois
suporhamos que 7 = f ! y- Entdo, h(y) =f 1}, (v). Mas, como k& total, Ay} = U’ (3, 3) + 1.
Mas /', () = U°(y, ). Entdo, h =f,.

Entdo, a fungdo 4 ndo € computdvel. Mas, se g fosse computivel, entio

também o seria. Portanto, g ndo € computével.
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3.7 O TEOREMA s-mn-n

A funcfo universal nos permite “passar” de fungbes de » varidvels para uma
funciio de n + [ varidveis. Na teoria da recursio usa-se também um teorema que permite

“passar” de uma fungfio de m + n varidveis para uma de n varidveis, com n = [. E

habitual chamar esse Teorema s-m-n. A sua formulagdo € a seguinte.

Teorema 3.7.1 Se m, n 2 1, entfio existe uma funcio (m + J)-aria computével total 5, (e,

X, ... X tal que

P (et X Vi Vi) = @ , 01 V)

SEE,X) Xy
Prova: Basta considerar que s (e, Xy, ... X = QI m+n), ..., T2, m+ 2), T(1, m +
1), R(1, x3), R(2, x3), ..., R(m, x»), gnte, 1), ..., gnfe, Infe})), onde R(i, x) € a sucessio
Z(i), S(i}, ..., S(i) (x vezes). Este programa ¢ intuitivamente inteligivel. A prova de que a

funcdo € total, apesar de trabalhosa, ndo difere das provas habituais em computabilidade

(ver Mendelson, 1997, p. 330).
3.8 0 PROBLEMA DA PARADA

Tomemos como outro exemplo o problema da parada. Para provar que nao se
pode decidir se uma fungdo para, ao computar um x dado, temos que provar que a

seguinte fungdo nfo € computavel:

1, Jr;
2(x, ) ={ se @, (¥)

0 | caso contrario.

Para isso, em primeiro lugar, provaremos que a seguinte func@o ndo é computével:
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F)= {} ,5€ @ _(x)4;

0 |, caso contrdrio.

Consideremos a seguinte funcio:

h(x) = {T ,5e @ (x) ~L;

0 ,caso contrdrio.

Evidentemente, 2(x) ~ wy[f(x) + y = 0]. Entdo, h é computével se fé computdvel.
Mas € claro que 4 nio pode ser computdvel, porque difere de toda fungo @, no ponto x.
Voltemos agora i nossa funcio g. E claro que f(x) = g(x, x), para todo x. Mas vimos que f
ndo € computavel. Entdo, g(x, x) ndo € computdvel. Mas g(x, x) é um caso particular de

g(x, y). Entdo, g também nfo é computdvel.
3.9 COMPUTABILIDADE AUTO-REFERENCIAL

Na Seco 3 definimos as funcdes Config, de forma que o programa ficasse numa
regido da memoéria que ndo permitisse a sua auto-referéncia ou auto-modificagio. No
entanto, € interessante considerar estas duas possibilidades, visto que nas versdes
habituais da computabilidade isto ndo € possivel, dado que os programas sempre estio
“fora” da meméria; nas versdes usuais isto s6 pode ser simulado. Nesta secdo

definiremos a nogédo de funcio computdvel com auto-referéncia.

Defini¢do 3.9.1 o(F} = max{argumentos das instrugSes de forma Z(n), Stn), e segundos

argumentos das instrugdes da forma T(m, n)}

Com esta nocio se evitard que os programas tenham automodificacéo,

permitindo a auto-referéncia. E claro que, para todo P, o(P) < p(P).
d," (P, i) = max[n, o(P)]+1+Inca(P, i)

recod. (P,c)= o o .
o ¢ — ésimo codigo do programa P ,Caso contrario,

d, (P,q),se c é o cédigo do terceiro argumento de uma instrugdo J (7, 7, g)

3
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Conseqtientemente, podemos definir:

Inc{F)

Definicdo 3.9.2 Config” (P, x =pl @ @@ [ p> I1 priiéen
i=1 i}

itmax(a{FPln) *

A seguir, podemos estabelecer quando uma funciio é computdvel com auto-

referéncia.

Definigdo 3.9.3 A funcéo f de aridade » € dita computdvel com auto-referéncia, o que €

denotado por computdvel “ se existe um niimero P tal que para todo % cumpre-se que:
f(®) = [c'(Configi (P, #), wt[c (Config (P, ®, 0]o=0)].
E natural pensar que pode ser provada a proposigao seguinte.

Proposicdo 3.9.4 f ¢ computdavel ™ se, e somente se, fé computdvel.

Prova. Suponhamos que f{# é computdvel  com o programa P. Sejam v}, v3,..., V ;08
enderecos de meméria que se encontram no intervalo  [I+max(p(P),n),
inc(P)+max(o(P),n)], tais que sdo primeiros argumentos de instrugGes da forma T(m, n)
ou primeiros ou segundos argumentos de instru¢des da forma Jim, n, g). Evidentemente,
se ndo existe nenhum v, com essa propriedade, entio ofP) = p(P). Entdo, seja QO o
programa seguinte:

’

7 [S(vy)

Inec{f) 4P

recod, (P} .

[ Hp::max{cr(i’),n}]v, vezes <
=]

W(vy)
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.

Scv,)
inclP) ) .
[ 1 2ieioim 1 v, vezes 4
i=1

S(v,)
gnP.l)
gn(P,In(P))].

Intuitivamente, € claro que o programa O computa a fun¢do f{#) no sentido original.
Reciprocamente, suponhamos agora que f{# & computivel pelo programa P.
Intuitivamente, o programa P, ao ficar “mais & esquerda”, pode conter argumentos como
os v, mencionados na prova da condicfo necessdria, que ndio estdo inicializados em
zero. Para resolver este inconveniente, basta substituir tais v, por v, + Inc(P).
Chamemos de @ ao programa que resulta de P fazendo esta substituicdo. Entdo, é claro

que O computa ¥ a f{x). 7]
3.10 COMPUTABILIDADE AUTOMODIFICANTE

Nesta sec@io definiremos a nogo de fungdo computdvel com auto-modificacio. O
conceito de automodificagdo pode ser simulado nos conceitos habituais de funcBes
computdveis (mdquinas de Turing, méquinas de registros, etc.). Na nossa teoria, nio

precisa ser simulado. Pode ser definido diretamente. Para isso, definimos:

Definigdo 3.10.1 d,"™(P,i) = n + 1 + Inca (P,i)

d;"(P,q) ,secéocoddigo do terceiro argumento de uma instrucdo J{(m,7,q);

recod." (P,c) = o o o
o ¢ — ésimo codigo do programa P ,€aso contrério.

Definicdo 3.10.2 Dados um programa P e um ndmero 7,
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ne(P)

Config (P8 =p," I1p; [I pic .
i=}

f=l

A seguir, podemos estabelecer quando uma fungdo € computdvel com auto-
modificacdo.
Definicdo 3.10.3 A funcdo f de aridade » € dita computdvel com automodificagdo, o que

se denota por computdvel ™ se existe um ntimero P tal que para todo ¥ cumpre-se que:
f(#) = ["( Config} TP, &), ue{[c"(Config. (P, £.0]o=O)]..

E natural pensar que pode ser provado o seguinte.

Proposicdo 3.10.4 f é computivel " se, e somente se, /€ computdvel.

Prova. Suponhamos que f{#) é computdvel " com o programa P. Vamos provar que f{%)
é computdvel . Pelo resultado anterior segue-se que f7#) € computavel. Consideremos o
seguinte programa, onde g € o niimero de cédigos do programa P:

T(max(o(P),n) + 4 + 3g + 1, n + 1)y leitura dos cédigos do programa P (como

: } instrucio) nos enderecos n+1,..., nTg

Timax(o(P)n) +4+3g+qg n +gq

J(1,1, g+3)

P

gn(R 1) O programa R 1€ os enderegos n+/, ..., n+g e deixa o valor

: original de P em n+/.

gn(R, In(R))
Tn+1,n+2)

7(1,2)
Ttn+2,1)
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@l
gn(CONFIGM g

M”; an®
gn(CONFIG, ,In(CONFIG, )
Z(2)

volta: gn(C, 1)

gn(C, In(C))
7(1,3) Conserva o valor do primeiro endereco
gn(EXP, 1)
: Calcula o 0-ésimo expoente
gn(EXP, In(EXP))
J(1,2, sair}
1(3,1) Recupera informacio
J(l,1,volta)
sair: T(3,1)
512}
gn(EXP, 1)
: Calcula o /-ésimo expoente (o valor f{x))
gn(EXP, In(EXP))

Intuitivamente, € claro que o programa apresentado simula de maneira

autoreferencial a execucdo do programa P sob a forma automodificavel. TJ

Em lugar do programa apresentado, pode-se tomar o programa que resulta da
substituicao das instrucOes de T(max(o(P),n) + 4 + 3q + I, n + 1) até gn(R In(R)) pelas

instrucdes seguintes:
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S(n+1D
P vezes!
S(n+1.

O novo programa, claramente, ndo tem auto-referéncia.

Além disso, intuitivamente, ambos os programas tém a mesma complexidade que
o programa P, pois estes programas simulam a execucdo do programa P, tendo, para
uma »-upla dada, o mesmo nimero de “voltas” que o programa P. Isto significa que por

meio da computabilidade automodificante ndo € possivel diminuir o grau de

complexidade.

Reciprocamente, suponhamos que f € computdvel pelo programa P.
Consideremos o programa () que resulta de se fazer as seguintes modificacdes no
programa P: substituir todas as instrucdes da forma Z(p), S(p), T(p, g} ou J(p. g, r) com
nt+l < poug Smax(p(P), n), pelas instrugdes Z(1 + Inc(P) + p), S(I + Inc(P) + p), T(1
+Inc(P) + p, 1 +Inc(P) + g) e J(I + Inc(P) + p, 1 + Inc(P) + g, v). Entdo, o novo
programa O computa®™ a funcdo f{a). A adicio do nimero / nas expressdes ] +
inc(P)+pe 1 + Inc(P)+qg se deve a que precisamos deixar com zero o endereco seguinte
ao tiltimo c6digo do programa Q. Intuitivamente, a conseqiiéncia da substituic@o é que a
drea de trabalho fica transposta para o final cia memoria utilizada. Por outro lado, no caso

do programa P, a drea de trabalho fica entre a n-upla computada e o programa 2.

O conceito de computabilidade * pode ser 1itil para o desenvolvimento de uma

teoria dos virus, para a qual introduzimos as seguintes definicdes.

Definicdo 3.10.5 Sejam P um programa e »n 2 . Dizemos que P € n-débil se existe ¥ €

N " tal que P(®) escreve na 4rea do programa P.
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Definicéo 3.10.6 Seja P um programa, n 2] e ¥ uma n-upla de naturais. Dizemos que ¥

* ami *
¢ virus para P se existe t tal que (¢ [ Config,, (P, ®). t])o=de(c[ Conﬁgﬁ}’, &), t])a#

[Configy (P, 9]a

Intuitivamente, o controle vai para alguma coisa que é resultado da acdo de P

sobre ¥

Defini¢do 3.10.7 Seja P um programa, com » 2 /. Um anti-virus para P é um programa
O tal que para todo %, ¥ ndo € um virus para PQ, onde PQ é a concatenacio de P e O

definida de maneira habitual.

Defini¢do 3.10.8 Seja n 2 1. Um anti-virus universal de grau n é um programa Q tal que,

para todo P e todo &, #nfo € virus para PQ.

Nas definicbes acima no lugar da concatenago entre programas, parece ser
possivel optarnos pela aplicacio entre programas.
Conjecturamos que € possivel provar que ndo existem anti-virus universais e que

a n-debilidade ndo € computével.
311 COMPUTABILIDADE CONCORRENTE

Nesta secéo tratamos a questdo de dois programas agindo concorrentemente. A
nossa interpretacdo € facilmente generalizdvel para o caso de #» programas.
Uma primeira maneira de obter programas agindo concorrentemente é substituir

a nossa definic@o de passo de computagio pela seguinte definigéo.

Definicdo 3.11.1 Um passo de computagdo concorrente €, simplesmente, uma funcdo

cony: N *— N * definida por :



con(d) = d, caso (d)g = (d}; = (d)2;

caso contrario,

(d)s
Py

(d)
con, (d) =+ 'p
(ﬂ')g
(d)
Py 'p
d
onde a =

(4)2 H ),
P,
(d), (d}0+zn (@, (d)y
j2 Hp

Fangrad

d} +2 (dy; (a') +1 (d);
p{" Hp 1>

(d )

(ﬂ' J;

(d)
1

i=a+]

(d} {d}p+3 (dY; d) {d),
'p "Hp 1~

{d}z (d)[(dao-« I-Ip(ﬂ'}!

i=b+1

i=2

{d)z (4)0”'4 H p (d);

Hp(d)

i=3

(d) (d) (d)g+2 (d) {d)
' °HP P T2

i=3 i=a+i

)o+2Hp(d) (d),+1 Hp(

i3 fma+l

(a') (d)g d)o%3np(d} (d}q Hp(d)

i=h+1

(d)u yp+3i H p(d)

=3

(d‘}l (d}1 (d)0+4H p(d}l
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se(d), =(d), e se (d),, =0,
se (d)y =(d), e d)y, =1
se(d), =(d), e se(d), =2,
se (d)y =(d); e (), =3
se(d)y =(d), . (), =4ea=b,
se (d), = (d)y, (d),, =4ea=h,
se(d)y =(d), e(d),, =0

se (d)o = (d)z e {d)(ﬂ')o =1

D se(d)y =(d), e (), =2,

se(d), =(d), e (d)(m0 =3,
se(d)y =(d),, (d),, =4ea=b,

se (d), =(d),, (af)'(d)o =dea#bh,

caso contrario,

(C{) {t )Q-i-l}e b = (a9 dYy,+21"
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A idéia desta nova defini¢@o € que a memoéria € vista assim: o primeiro endereco
(o endereco 0) tem o niimero do enderego com a proxima instrugfio, os enderecos / e 2
contém os nuimeros de enderecos das proximas instrugdes dos dois programas que
concorrem. A idéia do que segue € igual ao caso do computador ¢ definido na Segdo 1,
s6 que se duplica o ndmero de condigdes, por existirem dois programas agindo
concorrentemente.

Analogamente ao caso da funcio ¢, na Se¢o 2, definimos a funcéo:

cony* (d, 0) = d,
cony® (d, t+1) = con; (cony* (d t)).

Assim, podemos definir a funcio Confi ;s Intuitivamente, pensaremos gue a
p ¢ S p g

n-upla a ser computada concorrentemente estaria localizada a partir do enderego 3, até o
endereco n+2. A seguir, deixamos espaco para a drea de trabalho, colocamos os cédigos
do primeiro programa, o nimero 0, para indicar o fim do primeiro programa, os codigos
do segundo programa e, ao final, outro zero para marcar o fim do segundo programa. De

acordo com isto, temos a seguintes definicdes:

Ine{F) 1n c(Fy)

oy a+l g+l b+i recod’ (7, 2, r) re zi (A, P,}
Configi7* (P1, Py, ® =p§™ pi*'py™ py-- pit, H prre i pd T prt o

fm}

onde a=max(p(Py), p(P3), n+2jeb=a+ Inc(P;) + 1,

recod), (P1,P3,i) = o i-ésimo cédigo do programa P ao qual soma-se o max(p(P}, p(P3),
n) + Inca(P, i) + 3 caso o cédigo seja o terceiro argumento de uma instrugfio da forma
Jim, r, g,

recod? (P, Py, i) = o i-ésimo c6digo do programa P ao qual soma-se o max(p(P;), p(P3),
n) +lnc (Py) + Inca(P i) + 3 caso o cédigo seja o terceiro argumento de uma instrugio
de forma J(m, r, g) , ou soma-se 2 caso o cédigo seja o primeiro argumento das

instrugdes de forma Z(m), S(m) ou o segundo argumento das instrugdes da forma T(m,r).
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E claro que as fungdes cony, cony* e Conﬁgf”“’ sdo recursivas primitivas. Entfo,
pela Proposigdo 3.5.1, todas estas funges sdo computdveis.

A seguir, podemos definir quando uma funco é compuidvel con? Diferentemente
do caso da computabilidade nfio concorrente, temos duas defini¢des possiveis: uma
considerando que as computacdes terminam quando algum dos dois programas
envolvidos termina e a outra quando ambos os programas param. De acordo com isto,

daremos as duas definicdes a seguir.

Definicdo 3.11.2 A fungdo f de aridade n € dita computdvel concorrentemente a dois

con?

programas, o que se denota por computdvel; , se existerm nimeros P; ¢ P; (nessa

ordem) tais que, para todo &, cumpre-se que:

S8 = [cony*(Configh™ (P1, Py, &), ut{[ cony* (Config?™ (Py, P2, ®.0]; =0 ou
[eonz* (Config?™ (P), Ps, £.)]2= 0})]s.

Definicdo 3.11.3. Definimos o conceito de fungio computdvel; ™ de maneira andloga &

Definicdo 3.11.2, s6 que em lugar de “ou” tem-se “e”.

Da mesma forma que no caso da computabilidade referencial e da

-

computabilidade automodificante, ¢ natural tentar provar que as funcdes

con?

computaveis; >~ s80 as mesmas que as fun¢des computiveis.

Proposicao 3.11.4 A funcdo f, de aridade »n, é computdvel se, e somente se, f €

computdvel;, S

Prova. Suponhamos, em primeiro lugar, que a funcfio f'é computével pelo programa ).

Para o caso da computabilidade, ™™, sejam P; = Q e P, = J(I, 1, 1) (um loop infinito). E

con2

claro que P; e P; (nessa ordem) computam,”~ a fungdo f.
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Para o caso da computabilidade,”™

,sejam Py = 0 e P, =0 (isto €, Py tem
como tnica instruciio uma instrucio de parada). E claro que P; e P> (nessa ordem)
computam,®™ a fungio 1.

Suponhamos, inversamente, que os programas P; e P; computam;*™™ a funcio f.

Entdo, seja () o seguinte programa:

T(n, n+2) D
: > Transfere a n-upla que serd computada dois enderecos
7¢1,3) _J parafrente
Z(l) A
fS(I ) Coloca P; no endereco /
P vezesi: s
\S(1) J
22 )
(S(2) X Coloca £ no endereco 2
P;vezes?:
lse2) J
gn(CONFIG?™ 1) No endereco / fica o cédigo do estado

completo da memoéria no inicio da
gn(CONFIGS™  In(CONFIGZ™ )) | computagdo concorrente
Tl m+1)
(1, m+2)
Z(m=+3)
Z(m+4)
S(m+4) Coloca / no endereco m+4 para ¢ programa EXP
Z(m+35)
S(m+3) Coloca 2 no endereco m+J para o programa EXP
S(m=+3)



loop:

saida:

Z(m+0) Inicializa o contador de voltas do Joop principal
T(m+4,2)

gn(EXP, 1)

: Calcula o 0-ésimo expoente
gn(EXP, In(EXP))

J(1, m+3, sair)

Tim+2,1)

T(m+5,2)

gn(EXP, 1)

: Calcula o I-8simo expoente
gn(EXP, In(EXP))

J(1, m+3, saida)

Tm+2,1)

gn(Cony, 1}

: alcula um passo

gn(Cony, In(Cony))

T, m+2)

S(m+6) Calcula o niimero de voltas
J(1, 1, loop)

T(m+1, 1)

T(m+6, 2)

gn(Conz* 1)

: Calcula o valor

gn(Conz* In(Cony*))

835

onde CONFIG?™, Con; e Comy* sio os programas que computam as funcdes

27N i z -
Config ™ , conz e con;™ respetivamente, EXP € o programa que computa a fungio [n/; e

m = max(p(Conz), p(EXP), p( Conz*)).
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Desta forma, o programa ( simula a agciio do computador con;. Entdo, @
computa a fungdo f.

con2

Para o caso da computabilidade;”™, em cada passo do loop do programa anterior
terfamos que calcular os dois expoentes, somé-los e verificar se a soma é 0. Acreditamos

ndo ser necessério apresentar os detalhes.
3.12 GENERALIZACAO

E possivel generalizar a nossa definicio de computabilidade para conjuntos
arbitrdrios e ndo simplesmente para o domfnio &, da seguinte maneira, inspirados pela
tese de Camarido de Figueiredo (1997). Seja X um conjunto arbitrdrio e F um
subconjunto arbitrdrio (de elementos “terminais™) de X. Sejam a seguinte relag@o e as

seguintes fungdes:

test x

encoden: X' — X,
decode: XX,
step: X— X,

step*: (X N) — X

que cumprem as igualdades seguintes:

test x se, e somente se, x € F
decode(encode(p, x)) = x;
step*(x, 0) =x

step*(x, n+l1) = step(step (x.n)).

Agora, definimos que f € computdvel se 7p € X tal que para todo x cumpre-se

que fix) = decodefstep [encode(p, x), Ui(test[step (encode(p, ), I)])}.
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Tomando X =N, F={neN: [nJo =0 e[ Jo =0 Config, [ ], cec,
respectivamente, por fest, encode,, decode, step e step*, é trivial ver que a Defini¢io

3.4.5 é um caso particular desta generalizagdo.



CAPITULO 4
GENERALIZACOES DA NOCAO DE FUNCAO COMPUTAVEL

A forma mais corriqueira de introduzir a nogo de fun¢io computivel consiste
em analisar a nogfio de algoritmo, apresentando alguns exemplos, Porém, as vezes,
rapidamente, sem muitas explicagbes passa-se para 1) a nogfio de funciio e para 2)
funcdes na estrutura dos nimeros naturais.

Em relagdio a 2), € claro que existern algoritmos que n#o parecem ter nada a ver
com 08 nimeros naturais. Foi assim que os 16gicos pensaram em como estender a nogdo
de funcdo computédvel para estruturas arbitrarias. Nesta direcfio, nas Segdes 1-5 deste
Capitulo apresentamos alguns conceitos de Friedman.

Em relagio & 1), nas Secdes 6-15 apresentamos uma teoria de Moschovakis, na

qual pode ser definido com preciss@o o conceito de algoritmo.
4.1 CONCEITOS BASICOS DE FRIEDMAN

No ano de 1969 o 16gico norte-americano Harvey Friedman apresentou um artigo
intitulado “Algorithmic Procedures, Generalized Turing Algorithms and Elementary
Recursion Theory”, numa conférencia de I6gica. Este artigo foi publicado no ano de
1971 (Friedman, 1971) mas, segundo Shepherdson, ficou pouco conhecido, por ter sido
publicado nos Proceedings de uma Conferéncia de Légica em lugar de um periédico
matemdtico internacional (ver Shepherdson, 1985, p. 287).

O dltimo autor mencionado publicou um comentdrio sobre o artigo de Friedman,

com o mesmo titulo, em 1985 (Shepherdson, 1985). £ bom lembrar que Shepherdson €
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um dos autores do famoso artigo de 1963 (Shepherdson & Sturgis, 1963) que
introduziu o conceito de computabilidade com maquinas de registros, conceito que
apareceu no Capitulo 1 desta Tese. Pensamos que a publicacio deste comentirio de
Shepherdson sobre o artigo de Friedman deve-se, em parte, ao estilo um pouco
apressado e despreocupado de Friedman ao escrever seu artigo, reconhecido pelo prépio
autor (ver Friedman, 1971, p. 364).

Friedman (1971, p. 362) admite que o conceito de Shepherdson e Sturgis € uma
espécie de precursor dos conceitos de Friedman, no sentido de se considerar nimeros
naturais como conteidos dos registros, em lugar de se considerar simbolos como no
caso das maquinas de Turing. Com efeito, em cada registro de uma méquina de registros
pode-se armazenar uim numero natural arbitrariamente grande e sobre tal mimero pode-
se aplicar a func#o sucessor e o teste de igualdade com o zero.

De fato, Friedman introduz vérios conceitos: 0s conceitos de procedimento
algoritmico formalizado (fap), procedimento algoritmico formalizado com contagem
(fapc), algoritmo generalizado de Turing (gTa) e o esquema definicional efetivo (eds).
Antes de apresentar estes conceitos, introduzimos algumas definicdes.

Friedman usa o conceito de estrutura relacional da maneira habitual na Iégica:

Defini¢do 4.1.1 Uma estrutura relacional & um sistema (D, ¢, ... , Ci fo, - ».fn R0y - ,

Rn),onde D# &, co, ... ,ck € D, fy, ... , f sho fungBes fotais sobre D, e Ry, ... , Ry s80

relacBes (totais) sobre D, com &k, re m 2 0.

Comentdrio 4.1.2 A relagio de igualdade pode ndo aparecer entre as relagdes de uma
estrutura. Portanto, na teoria de Friedman nfio serd possivel reduzir as funcdes parciais
&s relacBes parciais e vice-versa. Isto € interessante, pois intuitivamente é questiondvel

reduzir as relacGes a fungdes, ou vice-versa.

Defini¢do 4.1.3 O tipo relacional de uma estrutura (D, co, ... , Cb for oo+ frs Ry oo. s Rip) €

a sucessdo ((k), (ao, ... , a,).(bo, ... , bn)), onde g; € a aridade de f; e b; a aridade de R;.
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Intuitivamente, o tipo de uma estrutura diz quantos elementos distinguidos
existem na estrutura ¢ quantas e de que aridades sfo as fungdes e relagdes da estrutura.

Antes de apresentar os conceitos de Friedman, comentamos que uma diferenca
importante entre o conceito de méquina de Turing e alguns dos conceitos de Friedman
(faps, fapcs e gTas) e, tarmbém, do conceito de maquina de registros de Shepherdson €
que, com excegio do caso das méquinas de Turing, durante a computagdo esté fixo, de
antem#o, o tamanho da memodria a ser usada. Por exemplo, no caso das méquinas de
registros, dado um programa P, podemos calcular o nimero p(P), que diz qual € o
primeiro registro a partir do qual os registros ficarBio vazios durante qualquer

computagdo do programa P.

4.2 0S PROCEDIMENTOS ALGORITMICOS FORMALIZADOS DE
FRIEDMAN

Nesta segdo apresentamos dois conceitos de Friedman: o conceito de
procedimento algoritmico formalizado e o conceito de procedimento algoritmico

formalizado com contagem.

Definicdo 4.2.1 Um tipo de procedimento € uma sequéncia (n, ¢, p, g, , b, ¢j onde (g, b,

cjéumtiporelacionale ] S n,ge0< e, p.

A interpretaciio intuitiva de um tipo de procedimento (n, ¢, p, g, a, b, c) € que n
corresponde ao numero de argumentos (de uma funcdo ou relacdo), e ao nimero de
registros auxiliares, p ao nimero de registros de contagem e g ao nimero de instrucdes
do procedimento.

Parece interessante comentar que no caso do conceito de Turing o nlmero de
simbolos € finito e fixado de antem&o. No caso das médquinas de registros os programas

agem com um nimero finito de registros.
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Definicdo 4.2.2 Considere-se um tipo de estrutura o = {q, b, ¢) = ((k), (o, ... ,a),(bp,
. »bm)) € um tipo de procedimento (x, ¢, p, g, a, b, ¢). Os c-simbolos sdo os simbolos
dos v sdis Foupy oo s Fran A%0, oo, A" Os (1, e, D 4, 6, b, ¢)-dtomos sdo as expressdes
ATers oo syl = Ao, ... 1), onde [ e, Sn+l+e.
Intuitivamente, r; corresponde ao conteddo do i-ésimo registro. O limite superior
n+l+e, na defini¢do dos dtomos, indica que interessam os registros que guardam os
argumentos e os registros auxiliares, mas néo interessam os registros de contagem, 0s

quais terdo um uso especifico.

Defini¢cdo 4.2.3 As instrugbes sdo expressdes da forma “Se E, entdo fazer B, depois ir 2

instrugdo i” ou da forma “Se E, entdo fazer B, depois terminar”, onde E é da forma

a) um(n, e p, g, a, b, ¢)-atomo

b) “r; € vazio” ou “r; ndo € vazio”

¢} “ritem 0" ou “r; ndo tem 0" (r;, registro de contagem)
d) 0=20

e B & da forma

a) “nada”

b) “apagar r”

¢) “transferir o contetdo de r; para r;” (onde 7; € um registro de contagem se, e
somente se, r; € de contagem)

d) “somar / a ;" ou “subtrair / de r;” se o contetido for diferente de zero, com Fi
registro de contagem

e) “colocar 0 em ;" ou “colocar d; em /" (onde 7; é de contagem e r; ndo € de
contagem)

f) “colocar em r; o resultado de aplicar F'/; aos conteddos de (Tt1ye.sTiaj) S€ todos

0s [ registros sdo ndo vazios”, onde r; e 0s r; ndo sdo registros de contagem.
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A condig8o para que 0s registros néo estejam vazios em f) provém do fato que as

fun¢Ses da estrutura sdo totais, como foi colocado na Defini¢do 4.2.1.
Defini¢do 4.2.4 Um fap é uma sucessio finita de instrucdes.

A computagdo de um fap de tipo (n, ¢, p, g, a, b, ¢) sobre uma estrutura M com
dominio D e tipo (q, b, ¢} nos argumentos # ¢, intuitivamente, definida assim: cada x; &
colocado no registro r; e todos os outros registros ficam vazios; depois se consideram as
instrugBes comegando com a primeira, que também é considerada como a seguinte da
dltima; os simbolos d, A‘;; e Fi; referem-se, respetivamente, ao objeto constante c¢;, &
relagdo j-ria R; e & funcio f/; de M; se algum dos registros mencionados no antecedente
de uma instruggo (que € um 4tomo) é vazio, entfio a instrugfo nzo se aplica e tem-se que
pular para a préxima instrugfo; a computaggo termina quando se chega a “terminar”,

Se depois de terminar, o registro de saida estd vazio, entfio dizemos que o
procedimento aplicado a M em « fornece - (esta notagfio € introduzida por Friedman).
Se tem y, dizemos que fornece y. Se a terminagiio nfio ocorre, dizemos que o fap
aplicado a M em # estd indefinido.

Cada fap aplicado a uma estrutura define uma funco parcial n-dria.

Defini¢do 4.2.5 Sejam 8 um fap com tipo de procedimento (7, ¢, p, g, a, b, ¢} & M uma
estrutura de tipo (a, b, ¢) com dominio D. Entfo, PFCN(f, M) é a fun¢fo n-4ria sobre D

dada por PFCN(f3, M)(#) = y se, e somente se,  aplicado a M em #fornece yeye D.

Defini¢do 4.2.6 O conceito de fap sem contagem obtém-se quando o nimero de registros

de contagem ¢ zero,
4.3 AS MAQUINAS GENERALIZADAS DE FRIEDMAN

O nome deste conceito de Friedman sugere claramente que se trata de uma

generalizac@o do conhecido conceito de maquina de Turing de 1936. Intuitivamente, a
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diferenca consiste em que o que se chama de sifuagéo no novo conceito ndo depende s6
do estado e do simbolo lido, mas também do fato de algumas das relagdes dadas na
estrutura verificarem-se ou nfo. Além disto, entre os chamados comandos, é possivel
imprimir o valor de alguma das fungdes dadas na estrutura.

Porém, vejamos o conceito em detalhe. Em primeiro lugar, dispde-se de um
dispositivo que tem 1) uma fita infinita em ambas dire¢des, com infinitos enderecos; 2)
uma cabega que em cada momento estd lendo uma célula determinada e 3) um ndmero
infinito de estados possiveis que chamamos g, ¢y, ... Em segundo lugar, consideramos
um conjunto infinito ag, a;, ... de simbolos auxiliares.

Antes de definir 0 conceito de mdquina generalizada de Turing, definimos o

conceito de situacio e comando.

Definigdo 4.3.1 Seja uma estrutura de tipo ¢, dominio D e relagbes Ry, ... , R, de

aridades by, ... , by. Uma situagdo- o € uma m+3-upla (g, x,eq, ... , ), onde

1} g: € o estado no qual se encontra o dispositivo

2) x € o conjunto de simbolos auxiliares da célula que estd sendo lida (isto é, x =
Zoux={a))

3) para0 <j<m,

{O se as b; células & direita contém elementos de D que satisfazem a relagdo R ;5
I
J

1 caso contrdrio.

Definicdo 4.3.2 Seja uma estrutura de tipo ¢, dominio D, fungdes fp, ... , £ de aridades

ag, ... , ar, respectivamente. Os comandos-( $30 as expressoes seguintes:

(1) Lg;
(2) Ry
(3) By
(4} xgi
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(5} SLg;
(6) SRg;
(7) Fa;’ g,

as quais interpretam-se intuitivamente assim:

(1) mover a cabega leitora & esquerda e colocar-se no estado g;

(2) idem 2 direita

(3) apagar a entidade impressa e colocar-se em estado g;

(4) imprimir a entidade x (x € um simbolo auxiliar ou algum d;) e colocar-se no
estado ¢; ,

(5) intercambiar o contetido da célula lida com o conteddo da célula & esquerda e
colocar-se no estado g;

(6) idem a direita

(7) apagar a entidade impressa ¢ imprimir o elemento f; (y;, ... , ¥/ & colocar-se
no estado g;, onde yy, ... , v, s#0 os elementos de D que estdo nas d; células &
direita da célula lida.

Definicdo 4.3.3 Dada uma estrutura de tipo ¢, uma instrucdo-¢ € uma expressdo da

forma (s - 1), onde s € uma situacdo-¢ e t um comando-gr.

Comentdrio 4.3.4 Uma instrucdo-« € interpretada, intuitivamente, assim: fazer r quando

se cumpre s.

Comentdrio 4.3.5 E interessante observar que os comandos foram definidos como
expressOes linguisticas, mas as situagBes nfio. Consideramos que istc € simplesmente

uma falta de rigor formal de Friedman.
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Defini¢do 4.3.6 Seja ¢ um tipo relacional. Um algoritmo generalizado de Turing-c.
(gTa) € um conjunto finito de o-instruges tais que se (s — ¢) e (s— ) pertencem a gTa,

entior = r.

Comentdério 4.3.7 E claro que se trata do conceito deterministico de algoritmo. Friedman

ndo se interessa pelo conceito nfio deterministico de algoritmo.

A compuragdo de um gTa de tipo ¢ sobre uma estrutura de tipo « e dominio D
no argumento ¥ pertencente a D &, intuitivamente, definida assim: os objetos x;, ... , x,
sdo colocados em n células adjacentes da fita (todas as outras células ficam vazias). A
cabeca leitora coloca-se na célula mais a esquerda e a maquina coloca-se no estado go; a
seguir, comecam a se aplicar as o-instrugdes do g7a, até chegar a uma @-situacdo s tal
que ndo existe uma instrugéio da forma (s — 1) pertencente ao gTa, ou existe uma tal
instrugo, mas 7 € um comando de tipo (7) que ndo pode ser aplicado, isto ¢, alguma das
d; & direita ndo tem elemento de D, dado que na estrutura todas as funcdes sdo totais.
Nesse momento, dizemos que 0 gTa tem como saida o contetido da célula que estd sendo
lida, que pode ser um elemento de D, um simbolo auxiliar ou um branco.

Com estes elementos, podemos definir o conceito de fungdo computével por um

gTla.

Definicdo 4.3.8 Seja fum gTa de tipo & e M uma estrutura de tipo ¢ com dominio D e
1 <n. Entdo, TFCN(n,B,M) é a fungio n-dria parcial sobre D, tal que TFCN(n, BM)(x) =
y se, e somente se, a computagio de B sobre M nos argumentos x fornece y, com y

pertencente a D.
4.4 OS ESQUEMAS DEFINICIONAIS EFETIVOS DE FRIEDMAN

O quarto conceitc € o conceito de esquema definicional efetivo (eds).

Intuitivamente, como o préprio Friedman diz (Friedman, 1971, p. 363), os eds podem
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ser vistos como definicdes por infinitos casos, dados de maneira efetivamente
numeravel, onde os casos estio dados por conjungbes de férmulas atdmicas e suas

negacoes.

Definicdo 4.4.1 Um tipo definicional é uma sequéncia (n,Fcn, a,b,c) ou (n, Rel, a,b,c),
onde I <n e (ab,c)é um tipo relacional. Intuitivamente, Fen corresponde as funcdes e

Rel as relacGes.

A seguir, damos uma definicio indutiva da no¢io de termo-& de um tipo

relacional a = (n,x, (k), (ag, ..., a:)(bg, ..., by)).

Definicdo 4.4.2 Caso Base 1. As varidveis v, I <i <n, sdo termos-c.
Caso Base 2. Os simbolos d;, 0 £i £k, sdo termos-ci.

Caso Indutivo. Se sy, ... , 55 sfo termos-¢, entfio F/y(sy, ..., 8g), 0<j S, é um termo-a.

Definicdo 4.4.3 As formulas atémicas-o $30 as expressoes A (17, ... , o) € = Al (11, ...

, tpi), onde 7y, ..., ty; $EO termos-oL.

Agora podemos definir as condi¢des de um tipo definicional.
Definigdo 4.4.4 Seja o um tipo definicional. Entdo, as condicdes-o sfo expressdes da
forma El & E2 & ... & En, 0 <n, tais que cada E; € uma férmula atdmica-a, Ei # — Ej,

ijs<n.

Definicdo 4.4.5 Duas condi¢Oes-¢ s@io incompativeis se, e somente se, uma das férmulas

atOmicas de uma delas € a negaco de uma das férmulas atdmicas da outra.

Definicdo 4.4.6 Seja & = (n, Fen, a, b,c) um tipo definicional (de uma funco). Entdo, as

cldusulas-o s&o as expressdes (¢ — 1), onde ¢ € uma condigfio-x e 7 € um termo-a. Seja



98

o = (n, Fen, a, b,c) um tipo relacional (de uma relacéo). Entdio, as cldusulas-c sio as

expressses (¢ — verdadeiro) ou (¢ - falso), onde ¢ é uma condigiio-ct.
A interpretacgéo das cldusulas € a natural.

Defini¢do 4.4.7 Seja o um tipo definicional. Entdo, uma definicdo-cr é um conjunto de
clausulas « para o qual duas cldusulas quaisquer do conjunto tém antecedentes

incompativeis.

Isto significa, € claro, que ndo pode ocorrer que duas cldusulas do conjunto sejam
simultaneamente verdadeiras, isto é, quaisquer duas cldusulas devem ser incompativeis

entre si.
Finalmente, podemos definir o conceito de esquema definicional efetivo.

Definicdo 4.4.8 Seja o um tipo definicional. Entéo, um esquema definicional efetivo de

tipo ¢ € uma defini¢io-a que € efetivamente enumerével.

Na defini¢ao acima usa-se a nogio de enumerabilidade efetiva. Friedman diz que
faz este uso no sentido da teoria de recursdo ordindria (Friedman, 1971, p. 369). Isto
significa que este conceito, diferentemente dos conceitos de fap, fapc e gTa, requer um
conceito da teoria da recursio ordindria.

Dados um eds 8 = (n, Fen, a, b, ¢) € uma estrutura M = (D, ¢y, ..., Ci Joo eees
Ry, ..., Ry) de tipo (a,b,c), podemos definir uma (tinica) funcfio n-dria parcial sobre D"
que chamamos DFCN(f,M) dada por DFCN(SM) (%) = y se, e somente se, existe (c—t)
em f tal que ¢ é verdadeira e ¢ vale y quando interpretamos v; como x;, d; como ¢;, F;
como f; € cada A, como R;.

Analogamente, podemos definir o conceito DREL para o caso das relagfes.
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4.5 RELACOES ENTRE OS CONCEITOS DE FRIEDMAN

Friedman estudou as relagdes entre os conceitos dados. Para isso, definiu um
conceito de equivaléncia que pode servir tanto para casos de conceitos do mesmo tipo,

quanto para diferentes.

Definigdo 4.5.1 Sejam tanto f8; quanto £, faps de tipo (», e, p, g. a, b, ¢) ou gTa de tipo
(a.b,c) ou eds de tipo (n, Fcn, a, b, c). Entdo, B; é n-Fcn equivalente a B se, e somente
se, para todo M de tipo (a, b, ¢) temos que XFCN(n, 1, M) = YFCN(n, f;, M), onde X e

YsioP, TouD,enéusadose XouYérT

E trivial que para cada fap existe um fapc equivalente, que para cada fapc existe
um gTa equivalente e que para cada gTa existe um eds equivalente.

Por outro lado, Friedman d4 exemplos de fapc que nfo t8m fap equivalente, e de
gTa que ndo t&m fapc equivalente.

Além disto, prova que para cada eds existe um gTa equivalente.

Concluindo, 2 nogo de fapc € mais forte que a nogdo de fap e as no¢des de gTa e

eds sdo igualmente fortes e mais amplas que a nogio de fape.

fapc jgTa=eds

4.6 OUTRAS IDEIAS

Vimos, entdo, como entender a nogdo de fungiio computdvel para uma estrutura
arbitr4ria de primeira ordem. Porém, dois autores, Feferman e Moschovakis
apresentaram defini¢des equivalentes para estruturas que incluem funcionais, isto &, de
ordem superior. Além disto, o segundo autor apresentou uma definicdo da nocio de

algoritmo com uma nova versdo da Tese de Turing-Church, a qual € usada também para
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definir o conceito de sentido de uma férmula. Por esta razdo, apresentamos a seguir a
teoria de Moschovakis.

Antes de darmos detalhes desta teoria, pode ser conveniente deixar claro que
Moschovakis faz uma distingdo explicita entre as nog¢des de funcio computdvel,
algoritmo e programa, que consideramos muito pertinente. A distingdio estd baseada no
fato de que podemos ter diferentes algoritmos para computar a mesma fungfio (por
exemplo, no caso de dois algoritmos para ordenar listas) e também podemos ter
diferentes programas para 0 mesmo algoritmo (por exemplo, quando programarmos em

diferentes linguagens formais). Pode-se representar a situagfo assim:

Pz

F Ay < Py
P2,

Pn;

Ay &P

Prn

4.7 A LOGICA DE MOSCHOVAKIS

No contexto desta Tese interessa-nos uma teoria de Moschovakis que
proporciona uma defini¢io de algoritmo com uma versfio da Tese de Turing-Church
para a mesma. Também interessa que Moschovakis explicitamente distingue entre
programas, fun¢fes computaveis e algoritmos.

Moschovakis define uma linguagem de expressdes que chama FLR (Linguagem
Formal da Recurséo). Existem dois tipos de expressdes: os termos e os pf termos. A
novidade € um operador rec que se pode interpretar intuitivamente como uma definicio
local.
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Intuitivamente, a seméntica denotacional consta de objetos de um universo para
os termos, e fungbes parciais para os pf termos. No caso do operador rec, a denotagio
sera definida por meio do conceito de ponto fixo.

Moschovakis também define uma seméntica intensional, a qual é usada para
definir o conceito de algoritmo como a intensdo de um termo especial da FLR. A nogéo
de intensdo supde dada uma estrutura de recursores e um conceito de redu¢do com uma
propriedade de normalizaciio. Moschovakis s6 apresenta a versdio sintdtica desta
normalizagéo.

Para a compreensdo da l6gica de Moschovakis estudamos diversos artigos. Aqui
nos baseamos nos artigos seguintes: (IMoschovakis, 1984), que é o primeiro artigo de
Moschovakis sobre o assunto e que apresenta numerosos exemplos; (Moschovakis,
1989a), que € o artigo mais preciso, onde aparecem a sintaxe detalhada da l6gica de
Moschovakis, incluindo o célculo de reducbes mencionado, mas s6 a semintica
denotacional; (Moschovakis, 1989b), onde aparece a seméntica intensional e
(Moschovakis, 1994), onde aparecem de forma menos precisa algumas vinculagdes com
questdes tradicionais, como a diferenca entre sentido e denotagfio em Frege, ¢ a teoria da
verdade de Kripke (1975). No dltimo artigo, também aparecem alguns resultados de
decidibilidade da teoria de Moschovakis.

Mesmo para artigos posteriores, o artigo de Moschovakis (1989a) ¢ mencionado

como fundamental.
4.8 OS TIPOS
Moschovakis baseia a sua légica no conceito de tipo.
Definicdo 4.8.1 Um conjunto de tipos bdsicos € qualquer comjunto que contém a

expressiao “bool”. O conjunto T de tipos sobre um conjunto B de tipos bdsicos se define

indutivamente pelas seguintes cldusulas:
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T1. Se &, ... , %, s#o tipos bdsicos de B, entdio a expressdo (7, ... , ) é um tipo
individual de T, ( ) € um caso particular;

T2. Se @ € um tipo individual e W € um tipo bésico, entdo a expressdo (7 — W) € um tipo
pfdeT,

T3. Se X, ... , X, 880 tipos bésicos ou pf, entdo a expressio (77, ... , X;) é um tipo produto
de 7.

T4. Se x € um tipo produto e w € um tipo bésico, entfio a expressio (¥ — W) é um tipo de

fungdo de T.

Observar que a notagdo - se justifica pelo fato que na seméintica tomam-se funcdes
parciais e a notacdo “bool” se justifica pelo fato que na seméntica a seguir, “bool” é

interpretado como um conjunto bindrio.

4.9 A SEMANTICA DOS TIPOS

A seguir podem-se definir os objetos dos distintos tipos. Simultaneamente,
Moschovakis define uma ordem parcial entre os objetos, a qual ser4 (itil para definir os

objetos de tipo funcéo.

Definicdo 4.9.1 Um universo sobre um conjunto B de tipos basicos é uma famflia de
conjuntos U={U(i); i € B} tal que U(bool)={0,1}]. Os objetos bdsicos de U sio os
elementos dos conjuntos de U.

A partir destes objetos podemos definir os objetos de tipos restantes de maneira

indutiva:

Ol. Um individuo de tipo u = (i, ... , i), onde os i; sdo tipos bésicos, é
qualquer elemento do produto cartesiano U = U(#F;) x ... x U(i,). Vamos considerar

cada espago U com a ordem parcial definida por =. Estd incluido I, o produto cartesiano
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sem fatores, que tem como tnico elemento a seqiiéncia vazia e satisfaz, para cada X, X x
I=IxX=X

O2. Um objeto de tipo pf (it = W) é qualquer funcio parcial no espago {p: U~W},
onde U e W s&o os espagos individual e basico, respectivamente, de tipo % e W. Vamos

considerar cada espago de fungdes parciais com a ordem definida por

p g se, e somente se, para todo u [p(uld = g(u) = p(u)].

O3. Um ponto de tipo produto (X7, ... , %) é qualquer elemento do espaco

produto X = X; x ... xX,, onde os X; sfio conjuntos bésicos ou pf de tipo ¥

Todo espaco produto vem ordenado por (x7, ..., x,) S(x'1, ..., ') €, € somente

se, x;5x 1 & ... &x, 5x.

04 Um objeto de tipo fungdo (¥—W) € um funcional f:X-W do espago produto de

tipo X no conjunto bisico de tipo W que ¢ mondtono relativamente & ordem parcial em X:
flxj=w&x<y=fly]=w.
Esta seméntica encontra-se em Moschovakis (1989a, p. 1219).
4.10 A LINGUAGEM FORMAL DA RECURSAO
Definimos a linguagem FLR(7) para uma assinatura 7.
Definicdo 4.10.1 Uma assinatura € uma tripla (B, S, d), onde B é um conjunto de tipos

basicos que inclui pelo menos o tipo bool, S é um conjunto de constantes para funcionais

e d € uma funcdo que associa, a cada f € §, um tipo de funcdo d(f) sobre B.
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Em primeiro lugar, apresentamos o alfabeto de FLR(7), que consta de:

Varidveis: lista infinita de varidveis bésicas de tipo i, para cada i € B;
Lista infinita de varidveis pf de tipo (7 — W), para cada tipo pf (7 — W).
Constantes: sdo as constantes que pertencem a S; I e 0 s#o constantes de tipo {( ) —=

bool); cond,, € uma constante de tipo [bool, (( } = W), (( } = W)] = .

Intuitivamente, I e 0 correspondem & verdade e a falsidade, respectivamente, ¢

cond,, corresponde ao condicional.

Notagdo. Por abuso de notagio, chamamos de varidveis individuais de tipo (i, ... , u™)
as expressOes uy, ... , Um, onde as w,, sdo varidveis bdsicas distintas. Bsta incluida a

expressio vazia & que tem tipo ().

A seguir, definimos por indugfio o conceito de expressdo, que corresponde i
nog#o habitual de férmula de uma l6gica. Havera dois tipos de expressdes: os termos e

0s termos pf.

Definicdo 4.10.2

T1. Toda variavel bésica € um termo. Toda varidvel pf é um termo pf. Os tipos

destes termos sdo iguais aos tipos das varidveis.

T2. Se p ¢ uma variavel pf de tipo (1, ... , t,) = w)e 1y, ..., t, sdo termos de tipo
1, ... Sins €0LEO P(1y, ... , ) € um termo de tipo W. Inclui-se o termo p( ) de tipo W, se p
for de tipo ({) —W).

T3. Se t € um termo de tipoWe uy, ... , u, sdo varidveis basicas distintas, entio
AMu)t € um termo pf de tipo (47, ... , W, = W). Inclui-se o termo A( )z, de tipo (( ) — ).

T4.Set;, ..., 1, 380 expresdes de tipo T, e f € uma constante de funcio de tipo ({7,

oo ofn) = W), entlo fIt;, ... , t,] € um rermo de tipoW. Inclui-se o termo f7 ], se f for de
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tipo {(} — W). Abreviamos f = f [ ]. Por exemplo, I = If ]. No caso de cond,,, usamos a
notagdo “if s then ¢; else #,"em lugar de cond,.fs, A{ )t;, A jt2].
Esta forma de definir uma funcfo é corriqueira em matemética. Pode-se lembrar,

por exemplo, das defini¢des da fungdo valor absoluto ou da fungio fatorial:

X se x 20
-

-x sex<Q,

| i sen=0;
il
nin—-1! sen>0.

Na légica anterior 3 década de sessenta ndo existia uma maneira direta de
formalizar este tipo de equagOes. McCarthy (1960) formalizou estas equacdes da

seguinte maneira:

/x/ =if x 2 0 then x else ~ x;

n! =1if n = O then I else n(n-1)!

Nesta equacio a expressdo if... then ... else ... fornece um termo, nic uma
férmula, O argumento que segue if € uma expressdo que pode ser verdadeira ou falsa.
Por outro lado, 0s outros argumentos podem ser expressSes que fazem referéncia a
objetos arbitrarios. E interessante explicitar que esse tipo de férmula preenche um
buraco nas formalizagdes habituais de primeira ordem, pois 1) os simbolos 16gicos como
A e v podem ser vistos como fungdes de verdade/falsidade, 2) as férmulas da forma
Rx;...x, podem ser vistas como fungdes que déo valores de verdade a objetos arbitrarios
e 3) os termos da forma f{x) como funcdes que associam objetos arbitrarios a objetos
arbitrarios. A quarta possibilidade € o caso de associar objetos arbitririos aos valores de
verdade, que € o caso das férmulas da forma if... then... else.

E interessante acrescentar que a partir do if... then... else podem-se definir os

simbolos 10gicos habituais A, v, ~» e — da seguinte maneira:
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AAB=ifAthen Belse |

A vB = ifAthen Telse B

A-s»B=ifAthenBelseT
—~A=ifAthen LelseT.

Esta forma de fazer 16gica conduz a uma linguagem de termos e nio de férmulas,
e dd primazia ao conceito de fungfo sobre o conceito de relagdo. De um ponto de vista
histérico € pertinente dizer que este ji era o ponto de vista de Frege, o qual na sua
ontologia privilegiava as categorias de fungdo e objeto, ¢ que também aparece no

céleulo-A de Church.

Definigdo 4.10.3 Uma expressdo € explicita se, e somente se, pode ser construida usando
apenas T1-T4. Para definir as expressdes recursivas acrescentamos a cldusula seguinte

que define 0s termos recursivos:

T5. Se uy, ... , u, sBo varidveis individuais, py, ... , p, sdo varidveis pf diferentes de tipos
(= W1)y oo s (U= Wn) €1 15, ... , I, 530 termos de tipos W, Wy, ... , Wy, entio:
rec(“];pb vee s Upy pﬁ)[ tO: t]a LEE ] Iﬂ.]

¢ um termo de tipoW.

Inclui-se 0 caso n = 0. Portanto, rec ( ){t], que abreviamos rec { J¢, é um termo.
As sequéncias (uj, ... , un) podem ser vazias. Portanto, rec(p, x, ) tg, 1;, £,] é um termo.
Parece conveniente fornecer alguma intuicio para T5. Moschovakis d4 a notagio

alternativa:

toonde {pi(ur) =t1, ..., pn{uy) >1,}.
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A interpretacdo intuitiva mais adequada parece ser considerar as cldusulas da
forma pi(u;) ~t; como definicGes locais das p; que aparecem em 7;. Mas nfio encontramos
este comentdrio em nenhum dos artigos de Moschovakis. Este operador parece ja ter
histéria na drea de computacdio tedrica (ver, e.g. Landin, 1964). E claro que é um
operador de segunda ordem, com varidveis ligadas de fungBes parciais.

A seguir, Moschovakis define os conceitos habituais de varidveis livres e ligadas

e de substitui¢des, adaptando-os & sua teoria (ver Moschovakis, 1989a, p. 1221-2).

4.11 A SEMANTICA DENOTACIONAL

Moschovakis considera varias seménticas, mas aqui basta apresentar a que ele
considera mais natural.

Em primeiro lugar, definimos o conceito de estrutura funcional.

Definigcdo 4.11.1 Uma estrutura funcional de assinatura 7 = (B, S, d) é um par A = (U,

Fj, onde U é um universo sobre B e F ={F(f): f € S} € uma familia de funcionais

mondtonos sobre U, tal que d(f) é o tipo de F(f).

A seguir, € necessdrio definir a nogfio habitual de interpretagfio numa 16gica.

Defini¢do 4.11.2 Uma atribuicdo numa estrutura funcional A é qualquer funcgio parcial

definida para todas as varidveis pf, mas s6 em algumas varidveis bdsicas de FLR, que

associa (quando esta definida) a cada varidvel x um objeto em A do mesmo tipo que x.
Baseados nesta defini¢iio, podemos definir uma fungiio val para todas as

expressdes de FLR:

val: Expressdes x Atribuicdo — Objetos de A.
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Esta defini¢fo € indutiva e baseada na defini¢dio de expressdo. S6 interessa a

clausula que corresponde aos termos gerados com o operador rec:
Setérec(unpi, ..., un pa)l to. 1, ... , 1,], entdo seja
hilui, p1s .. s pa] =val(t, 7t [viiu, pi/p1, ..., p/onl),
para i = 0,1, ... , n, onde nf...] € obtido a partir de 7 trocando os valores sé nas

variaveis u,pi, ... , p». Pode-se provar por indugfio que cada funcional #; é monétono.

Entéo, por métodos conhecidos da teoria de conjuntos, temos que as equacdes

hilw, p1s oo s pol =piu;) (i= 0, ..., n)

t€m uma sucessio py, py, ... , p, de menores solucdes simultaneas. Ento, definimos

vai(t, m) = po{ )
=val(te, 7 [pi/p1, ..., pu/'Pul)-

Definicdo 4.11.3 Seja x uma sucessdo de varidveis bdsicas pf que inclui todas as
variéveis livres de um termo . Entéo, a denotagdo de t na estrutura funcional A relativa

a x € o funcional

den{x,t): X = W, den (X, t) (x) ~val(t, m;), onde X é o espaco produto com o tipo
de x, W € o conjunto bésico com o tipo de ¢ ¢, para cada x = xy, ... , X, 7 & gualquer

atribui¢do que associa x;a x;, parai= I, ..., n.

Definicdo 4.11.4 Dois termos ¢ € s sao denotacionalmente equivalentes, o que ¢é
denotado por 7 ~ 5, se, & somente se, para toda estrutura A ¢ para toda atribuicio wem A,

vai(t, m) =valfs, 7).
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Interessamn os funcionais recursivos de uma estrutura. Para defini-los,

introduzimos os termos especiais.

Definicdo 4.11.5 Um termo ¢ é especial se é da forma plty, ., ty)oufity, ..., 1), ou

rec(Unpis . Un Pull S0, 51, ... , Sz], onde sy, 54, ... , 5, s30 todos especiais.

Definigcdo 4.11.6 Um funcional f-:X—W no universo de uma estrutura funcional A é A-

recursivo se f € a denotacdo de um termo especial relativo a alguma seqiiéncia de

varidveis.
4.12 CONGRUENCIA, CALCULO DE REDUCOES E FORMA NORMAL

Antes de definir a intensdo de um termo € preciso dispor de algumas nocdes, por
exemplo, a nogo de expressdo imediata, a qual requer uma relagio de congruéncia entre
{ermos.

A linguagem FLR tem os operadores A e rec que ligam varidveis. Em geral, nas
linguagens que contém operadores que ligam varidveis costuma-se niio distinguir entre
as expressdes que s6 diferem por suas varidveis ligadas. Por exemplo, na Iégica de
primeira ordem séo congruentes VxPx e VyPy. Desta forma, define-se uma relaciio de
congruéncia para FLR, a qual serd um pouco mais complicada que a habitual, dado que
se deseja considerar também a relagdo entre as varidveis pf e o operador A, ignorar a

operacdo vdcua rec( ) e identificar termos recursivos que sé diferem na ordem de suas

partes distintas da primeira parte.

Defini¢do 4.12.1 A congruéncia é a menor relagio de equivaléncia =, no conjunto de

expressOes que satisfazem as seguintes cldusulas:

C1. Para cada varidvel pf p, p =, A(u)p(u), para toda sucessdo u de variaveis;
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C2.8e 17 =t ey 1y Fc ', €MMEO P(F1, oov y t) = P(E 1oisn);

C3.Se 7, ..., 7" sdo varidveis que ndo ocorrem em f nem em ¢t’, entdo se subsi(t,
W/Z s e s Um ! Tm) =c SUbSH(U' V2, . V"), entdio Muy, ..., um) t =. AD, ... VI

Ch.Set;=cl'n, ..., tu=ctp entBOfts, .., b)) =c f(E 0 oo s 10):

C5a. rec( )[t] =.t;

C5b. rec(urpi, ..., unpo)l to, t, .. s ta] Zc1€C(VE Gly ooe s Voo Gl Py 1, vn s U]

se existe uma permutacdo ¢ sobre (0, ... , n/ com inversa p tal que o0) = O e tal que:
(a) parai =1, ..., nas varidveis pf po € ¢; t€m 0 mesmo tipo;

(b) Se rs, ..., ry sio varidveis pf e z;, ... , z, 580 seqiiéncias de varidveis basicas
que ndo aparecem em fy, ... , Iy €M em t’y, ... , t',, entdo o termo subsy totiy Voriy Zotiy

qiTls oo s Gif¥n) =c SUBSHt, Wi Zogy, Po1YT1s -« s PotnfTn)-

Para entender a necessidade das proximas noc¢des, pode ser muito (til considerar
o seguinte exemplo: para definir no “contexto vazio” o algoritmo definido por um termo
recursivo rec(unpis «.. , UnpPn)f o, 11, ... , t,] serd necessdrio ter os algoritmos definidos

por cada £; no “contexto” {u;, py, ..., prj.

Definigdo 4.12.2 Um contexto € um conjunto de varidveis basicas ou pf.

Definicdo 4.12.3 Seja E um contexto. Uma expressio de FLR € imediata em E se é
congruente a uma varidvel bdsica p(v;, ... , v,), comp, v;, ..., v, € E ou it(uf, v, )

i
PV, o, vy, compyy, ..., v € EUfW, ..., U

Moschovakis define indutivamente uma relagio de reducdo entre termos que

depende do contexto E e que se denota por s — ¢ t. (Moschovakis, 1989a, p. 1230)
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Defini¢do 4.12.4 Seja t um termo e E um contexto. Entdo, ¢ é irredutivel em E se, para

todo s, set—> e s, entdo 5 =, 1.

Definicdo 4.12.5 Uma expressdo ¢ € simplificada se a operagiio vacua rec ( ) ndo ocorre

em ¢ ou ¢ € da forma rec ( )s, e rec( ) ndo ocorre em s.

Seja ¢ um termo ¢ E um contexto. A forma normal nfit, E) & um termo da forma
rec(unpr, .. s Un Po)l to, 1, ... , t,], simplificado, irredutivel em E e tal que t— g nf{t, E).
A definigfo por indugdo, que d4 a existéncia da forma normal, encontra-se na p. 1233 de

(Moschovakis, 1989a). Prova-se a unicidade a menos de congruéncia (idem, p. 1236).
4.13 A SEMANTICA INTENSIONAL

Defini¢do 4.13.1 Um recursor sobre um universo U é uma n-upla de funcionais f = [fj,

oo s JoJ: X W, para o qual existem espacos individuais Up=I, Wo=W e U, W,, ...

3

U, W, tais que
ﬁ U;'XP(U},W]) X .o XP(UH,Wn) XX“‘W,'.

Defini¢do 4.13.2 A denotagdo de um recursor f = [fy, ... , f,]: XwW é o funcional f:
X-W definido por

f(x) ”_”fO(pI,xa con s Py x)s
onde para cada x, p; . s#0 os pontos fixos simultineos das equacBes
piduw) = filuwipr, ..., Pn X), (ISi<h).

Defini¢do 4.13.3 Dois recursores f = [fo, ..., ful € gl80, ... , gn]:X=W sd0 fortemente

equivalentes se, e somente se, n = m e existe uma permutacio ¢ sobre {0,1, ..., n} com
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inversa p, tais que of0) = Oe, paratodoi =0, ... ,ne todo u;, x, p1, ... , Pn, cumpre-se

que

Jdwopt, oo s P X) = (Wi Pott)s -+ s Potnp X)

Definicdo 4.13.4 Uma estrutura de recursores de assinatura T = (B, S, d)éumpar A =
(U, F), onde U € um universo sobre B e F = {F(f) / f€ 8} é uma familia de recursores,

tal que, para cada f € S, o tipo da denotagdo F(f) é d(f).

Definigdo 4.13.5 Seja A uma estrutura de recursores de assinatura 7. Entio, a expansdo
funcional A°® € a estrutura que resulta de substituir cada recursor f =/f;, ... Jn] de A pelos
funcionais f, f1, ... , fo. A assinatura 7° de A° resulta de uma expansio da assinatura de
A: mantemos a constante f que nomeava o recursor f para nomear f; e introduzimos

novos simbolos f;, ... , f, para os outros funcionais de f.

Defini¢do 4.13.6 Seja A uma estrutura de assinatura 7. Com cada termo ou A-termo ¢ de
FLR(7) e cada contexto E define-se, indutivamente, a rraducdo tr (1, E) de t no contexto

E, uma expressdo da mesma categoria que ¢ em FLR(7°).

Como € de se esperar, esta definicdo € trivial, com excecdo do caso dos termos

que sdo da forma fit;, ... , 1,). Podem-se ver os detalhes em Moschovakis, 1989b, p.
220.

Definigdo 4.13.7 Sejam A uma estrutura de recursores, A° a sua expansdo funcional e ¢
um termo. Suponhamos que x € uma lista de varidveis que inclui todas as varidveis livres
de e seja E um contexto. Seja nf{tr(t, E), E) = rec(uy, Doy oo s Uy, P 25, 11, ..., 1] 2
forma normal da tradugio de 7 no contexto E. Entdo, definimos a intensio de t no

contexto E segundo a estrutura A, da seguinte forma:
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int(% E) t = [den(% 1), den{x 11), ..., den (% t,)].

Definigdo 4.13.8 Um algoritmo de uma estrutura de recursores A é qualquer recursor
J:Xw» W sobre o universo de A tal que, para alguma lista de varidveis x com o tipo de X e

para algum termo especial #(#) tal que suas varidveis livres estdo contidas em x,
f=int(x &)1 x).

Em relagio a defini¢fio de algoritmo, parece natural que exista um interesse na
comunidade légica por esta nogdo. Mas, também, existe um interesse legal, pois nos
Estados Unidos algumas pessoas tentaram patentear algoritmos, por exemplo, um
algoritmo de multiplicacfo rdpida e, para que isso seja de utilidade, seria conveniente ter
um procedimento para decidir se dados dois algoritmos eles sdo iguais ou nfio. Os
resultados de Moschovakis podem ser tteis neste sentido (ver Moschovakis, 1994, p.
226).

4.14 A TESE DE MOSCHOVAKIS

A definigdo de algoritmo que acabamos de dar sugere uma tese analoga 4 tese de
Church: um algoritmo no sentido intuitivo corresponde a um algoritmo no sentido da
Definicdo 4.13.8. A Tese de Turing-Church corresponde ao conceito de funcdo
computdvel, mas a Tese de Moschovakis corresponde 2 nog¢do de algoritmo. Neste
sentido, € mais abrangente que a tradicional Tese de Turing-Church.

Um argumento a favor da Tese de Turing-Church usa o primeiro Teorema da
Recursdo (Kleene, 1952, #66). Analogamente, Moschovakis apresenta um Teorema
Intensional da Recursdo (Moschovakis, 1989b) para argumentar a favor de sua tese. O
teorema diz que se f € um algoritmo de uma estrutura A de recursores, entio a expansio
(A, f) tem os mesmos algoritmos que A. Isto significa que nfio serd facil escapar do
conjunto de algoritmos associados a uma estrutura por alguma forma de definigiio

explicita ou implicita do tipo da teoria de Moschovakis.
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Como dltimo comentdrio, acrescentamos que a opg¢do de definir a nogio de
algoritmo como a classe de equivaléncia de programas que computam a mesma funcio
obviamente, ndo estd disponivel, pois essas classes s@o demasiado povoadas, pois
incluem programas que correspondem a algoritmos diferentes, no sentido de
Moschovakis.

4.15 COMPARACAO COM O CONCEITO HABITUAL DE
COMPUTABILIDADE

Moschovakis considera ¢bvio que todos os algoritmos definidos em N pelos
sistemas de equacbes de Herbrand-Godel podem ser obtidos numa estrutura de
recursores da sua teoria (ver Moschovakis, 1989b).

Por outro lado, parece que nio € possivel definir uma mdquina de Turing que

represente com fidelidade, por exemplo, o algoritmo sugerido pela expressdo seguinte:

Quadrado(x)} = produto (x,x), onde produto (u, v) = if zero (v) then 0 else soma

(produto(u,pred(v),u)).

Moschovakis pensa que qualquer méquina de Turing ficard comprometida com
os detalhes da implementagdo da recursfio, em lugar de simplesmente representar tal
algoritmo (paradigmas iterativo e recursivo, respectivamente).

Moschovakis gosta de apresentar a sua teoria como uma forma de superar o que
as vezes chama-se de estilo von Neumann de programacio (ver Backus, 1978). Talvez
esta seja, de fato, uma das questdes mais importantes da informdatica contemporénea.

Fechamos esta tese com um comentdrio de Moschovakis a nés enviado, em
correspondéncia particular, sobre o ponto de vista de Soare, comentado na Secio 1 do

Capitulo 1:

“Robert Soare tem argumentado que aquilo que os teéricos da recursio estudam

-

¢ a classe das fungbes computdveis em nimeros naturais; bem, esta é exatamente a
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classe das fungdes recursivas (por teoremas cldssicos de Turing e Kleene), e, portanto, o
ponto de vista de Soare nfo € filoséfico ou fundacional, mas trata-se de um conselho
politico: ele acredita que os tebricos da recursdio seriam melhor apreciados se
consistentemente denominassem as fungdes que estudam de “computdveis” ao invés de
“recursivas”. Vindo de um pafs que praticamente se ridicularizou no cendrio
internacional ao rejeitar chamar & ex Republica lugosldvia de Maced6nia, como os
cidaddos daquele pafs querem chamd-la, ndo estou na situagiio de argumentar que o
ponto de vista de Bob € ridiculo, e poderia ser que ele fosse ridiculo e estivesse certo.

A meu respeito, ndo estudo simplesmente as funcdes recursivas (ou
computdveis) em nimeros naturais, mas “recursivo” como um processo fundamental de
defini¢io implicita em estruturas abstratas de primeira ordem (e algumas de segunda
ordem). As fungOes definidas recursivamente nestas estruturas abstratas nem sempre
podem ser identificadas com as fungdes que sfio computdveis por méquinas de algum
tipo razodvel; ¢ mesmo quando podem, suas definicOes recursivas tém aspectos
“intensionais” interessantes que ndo estdo refletidos no simples fato que, ao final de
contas, as funcdes definidas s@o “computdveis”. (Por exemplo, eu sustento que as
defini¢bes recursivas expressam diretamente “algoritmos”, e “mais algoritmos™ que

e

aqueles expressados por méquinas). Portanto, meu uso do termo “recursfo” é necessério,
porque o que eu faco com recursdes nem sempre € “equivalente” a algo que pode ser
feito com méquinas, e, portanto, nio tenho o luxo de dispor de dois termos sindnimos.”

{Moschovakis, 2000)



CONSIDERACOES FINAIS

As contribuigdes originais desta Tese sfo: 1) a anélise do starus da Tese de
Turing-Church; 2) a andlise detalhada de uma objecdio de Péter, em particular a
Proposigio 2.6.2, os vinculos dessa objegio com o Principio de Markov e o Principio do
Numero Minimo, e as conclusdes constantes na Secdio 2.11; 3) a teoria desenvolvida no
Capitulo 3, em particular a distingdo entre a computabilidade padrio, auto-referencial e
automodificante, a prova da nfo variagio da complexidade dessas diferentes nogdes, e a
definicfio do conceito de virus.

Entre os possiveis desenvolvimentos futuros estdo: 1) uma avaliagfio da definicio
de fun¢do computdvel parcial de Troelstra e van Dalen, questio de interesse didatico-
pedagdgico e vinculada com a questdo do Capitulo 2; 2) conseqiiéncias didéticas das
questOes analisadas na Tese; 3) avaliac@o da conveniéncia de um maior desenvolvimento
da teoria esbogada no Capitulo 3; 4) aprofundamento de questdes relativas ao
construtivismo; S5) uma avaliacdo mais bormenorizada da teoria de Moschovakis

apresentada no Capitulo 4.



ANEXO

CITACOES DO CAPITULO 1

“T am extremely careful with the choice of those (i. e. new notions), as I take the
position that the development and propagation in no small degree depends on a

fortunate and properly fitting terminology.” (Soare, 1996, p. 313)

“Computability theory might be a better name for recursion theory, since it is the

mathematical study of what is computable.” (Philips, 1992, p.80)

“...it is maintained that the notion of an effectively calculable function of positive
integers should be identified with that of a recursive function, since other plausible
definitions of effective calculability turn out to yield notions which are either

equivalent to or weaker than recursiveness.” (Church, 1935, p. 333)

“The resulting notion is of especial interest since the intuitive notion of a
“constructive” or “effectively calculable” function of natural numbers can be

identified with it very satisfactorily.” (Kleene, 1936¢, p. 544)

“Turing’s computability is intrinsically persuasive in the sense that the ideas
embodied in it directly support the thesis that the functions encompassed are all for
which there are algorithms; lambda definability is not intrinsically persuasive (the
thesis using it was supported not by the concept itself but rather by results
established about it) and general recursiveness scarcely so (its author Godel being at
the time not al all persuaded). (Kleene, 1981b, p. 49)
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“Church, Kleene, and I each thought that general recursivity seemed to embody the
idea of effective calculability, and so each wished to show it equivalent to A-
definability.” (Rosser, 1984, p 345)

“I myself, perhaps unduly influenced by rather chilly receptions from audiences
around 1933-35 to disquisitions on A-definability, choose, after general recursiveness

had appeared, to put my work in that format.” (Kleene, 1981a, p. 62)

“...it is maintained that the notion of an effectively calculable function of positive
integers should be identified with that of a recursive function...” (Church, 1935, p-
333).

“[TC] states the identity of two notions...” (Kalmér, 1959, p. 72)
“The identity known as Church’s Thesis...” (Folina, 1998, p. 302)

“...the selection of a formal definition to correspond to an intuitive notion.”
{Church, 1936, p. 356, Davis, 1965, p. 100)

“...our original notion of effective calculability of a function is a somewhat vague

intuitive one, ...” (Kleene, 1952, p. 317)

“All arguments which can be given are bound to be, fundamentally, appeals to
intuition, and for this reason rather unsatisfactory mathematically.” (Turing, 1937, p.
249 ¢ Davis, 1965, p. 135)

“There are pre-mathematical concepts which must remain pre-mathematical ones, for
they cannot permit any restriction imposed by an exact mathematical definition.
Among these belong, I am convinced, such concepts as that of effective

calculability...” (Kalmér, 1959, p. 79)
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“Many classes of number-theoretic functions have been delimited by formal
definitions: the arithmetic functions, the Fibonacci functions, the recursive functions,
etc. The term “computable”, however, was applied to functions pre-formally - that

is, in advance of any formal definition.” (Shapire, 1981, p. 353)

“The classical Church’s Thesis identifies the intuitive notion of compurable function
on the integers with the precise, mathematical notion of recursive function. It is a
serious mistake to understand it as just a definition of computability. (Moschovakis,
1984, p. 354)

“The concepts and assumptions that support the notion of partial-recursive function
are, in an essential way, no less vague and imprecise that the notion of effective
computable function; the former are just more familiar and are part of a respectable
theory with connections to other parts of logic and mathematics.” (Mendelson, 1990,
p. 232}

“This definition is thought to be justified by the considerations which follow, so far
as positive justification can ever be obtained for the selection of a formal definition

to correspond to an intuitive notion”. (Church, 1936, p. 356 ¢ Davis, 1965, p. 100)

“Since our original notion of effective calculability of a function is a somewhat

vague intuitive one, (CT) cannot be proved...”(Kleene, 1952, p. 317)

“Church’s Thesis is not a mathematical theorem which can be proved or disproved in
the exact mathematical sense, for it states the identity of two notions only one of
which is mathematically defined while the other is used by mathematicians without
exact definition.” (Kalmar, 1959, p. 72)

“In each case, we can describe procedures that will compute the new funcions.”
(Mendelson, 1990, p. 233)
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“...the view which tells us not to take seriously the traditional question whether an
axiomatic characterization of an informal concept is correct because (on this view)

informal concepts are by their nature too imprecise for this to have an answer.”
(Kreisel, 1967, p. 176)

“The problem is that Kreisel simply identifies, without argument, the intuitive notion
with the model-theoretic notion of truth in all structures.” (Etchemendy, 1999, p.
147)

“Up to about 1650 no one believed that the length of a curve could equal exactly the
length of a line. In fact, in the second book of La Geometrie, Descartes says the
relation between curved lines and straight lines is not nor ever can be known.”
(Kline, 1972, p. 354).

“For the concept of computability, however, although it is merely a special kind of
demonstrability or definability, the situation is different. By a kind of miracle it is not
necessary to distinguish orders, and the diagonal procedure does not lead outside the
defined notion.” (Gddel, 1990, p. 150)

“When Church proposed this thesis, I sat down to disprove it by diagonalizing out of
the class of the lambda-definable functions. But, quickly realizing that the
diagonalization cannot be done effectively, I became overnight a supporter of the
thesis.” (Kleene, 1981a, p. 59)

“I myself agree with Kalmdr’s conviction that effective computability is one of those
notions the definition of which can never be considered complete in the course of the

development of mathematics.” (Péter, 1981, p. 142)

“Computability is a property related to either human abilities or mechanical devices,

both of which are at least prima facie non-mathematical.” (Shapiro, 1981, p. 353)
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CITACOES DO CAPITULO 2

“There are some finitists or intuitionists who might deny that all general recursive
functions are computable, or even assert that the class of general recursive functions
is not well-defined. However, by speaking of partial recursive functions we avoid
this difference of opinion. For there is surely no doubt that the routines given here
and elsewhere will actually compute the value of a given recursive function for a
given argument at which the function is defined, and will go on computing forever if
the function is not defined at that argument. Of course, there may now be a
difference of opinion as to whether a given partial recursive function is general
recursive, i.e. defined for all arguments; in fact, the question of whether such a
function is defined for one particular argument can be as difficult as the Fermat
conjecture. But disagreement on this or on the equivalent question of whether the
corresponding computational routine terminates or not does not affect the completely
finitist proof that for arguments for which the function is defined the routine will

compute its value.” (Shepherdson & Sturgis, 1963, p. 217)

“Unlike the more complex concept of always-terminating mechanical procedures, the
unqualified concept, seen clearly now, has the same meaning for the intuitionists as
for the classicists.” (Wang, 1974, p. 84)

“With hindsight, it is not hard to see that the difficulty comes from considering only
total functions. It was Kleene (1938) in his remarkable paper who noted that every
set of equations can be used to compute a partial function. There is no trace of
circularity, even for a constructivist, in the definition of partial recursive function.”
(Davis, 1982, p. 17)

“Aber das Hauptziel bei der Einfihrung dieses Begriffes war eben die exacte
Fassung des Konstruktivititsbegriffes. Die sogenannte Churchsche Thesis
identifiziert den Begriff der berechenbaren Funktion mit diesem Begriff. Hier méchte
ich nicht darauf eingehen, woriiber Kalmdr sprechen wird, nimlich ob tatsichlich

alle berechenbaren Funktionen allgemein-rekursiv sind; ich mochte gerade die
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entgegengesetze Frage aufwerfen: konnen die allgemein-rekursiven Funktionen
simtlich mit Recht “effecktiv-berechenbar”, d.h. “konstruktiv” gennant werden?”
(Péter, 1939, p. 227-228)

“So werden eigentlich zwei Begriffe der allgemein-rekursiven Funktion definiert:
einer mit Kklassisch aufgefasstem, und einer mit intutionistisch aufgefasstem “es
gibt”. Es wiire interessant durch ein Beispiel zu zeigen, inwiefern der letztere Begriff
enger ist, ndmlich durch eine Funktion, welche klassisch allgemein-rekursiv ist und
intuitionistisch nicht; das ist aber kaum zu hoffen, da in den bisherigen
Betrachtungen noch tiberhaupt kein Beispiel fiir eine allgemein- und nicht speziell-
rekursive Funktion vorgekommen ist. Nun, der klassische Begriff der allgemeinen-
rekursiven Funktion ist nicht konstruktiv, und die intuitionistische enthilt ein
Circulus vitiosus: hier soll das in der Definition auftretende “es gibt” konstruktiv sein
- man wollte aber gerade mit dieser Definition der Allgemein-Rekursivitit die
Konstruktivitét exakt definieren.” (Péter, 1959, p. 228)

It has been explained by Miss Péter in her conference in this colloquium that any
attempt to define the notion of a constructive theory leads into a vicious circle,
because the definition always contains an existential quantifier, which in its tum

must be interpreted constructively.” (Heyting, 1959, p. 70)

“If we define the notion of a calculable function as meaning a recursive function,
then the definition of the latter notion requires for its interpretation the notion of
calculability. Therefore, it is circular to define recursiveness by calculability.”
(Heyting, 1962, p. 197)

“It is clear that for any recursive function of positive integers there exists an
algorithrn using which any required particular value of the function can be
effectively calculated. For the derived equations of the set of recursion equations E

are effectively enumerable, and the algorithm for the calculation of particular values

of a function F*, denoted by a functional variable f/, , consists in carrying out the

enumeration of the derived equations of E until the required particular equation of
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the form f, ( k{,k}, ... .k, ) =k’ is found.” (Church, 1936, p. 351 ¢ Davis, 1965,
p. 95)

“The reader may object that this algorithm cannot be held to provide an effective
calculation of the required particular value of F' unless the proof is constructive that
the required equation f ( k|, k3, ..., k. ) =k’ will ultimately be found. But if so

this merely means that he should take the existential quantifier which appears in our
definition of a set of recursion equations in a constructive sense. What the criterion
of constructiveness shall be is left to the reader.” (Church, 1936, p. 351 e Davis,
1965, p. 95)

“The resulting notion is of especial interest, since the intuitive notion of a
‘constructive’ or ‘effectively calculable’ function of natural numbers can be

identified with it very satisfactorily.” (Kleene, 1936b, p. 544)

“Both theories claimed to deal, in different senses, with effective or constructive
processes.” (Kleene, 1973, p. 95)

“There is a constructive and a non-constructive approach to the notion of
recursiveness. There seems little doubt that the proper framework for a theory of

(abstract) computability is the constructive one.” (van Dalen, 1983, p. 453)

“The good habit of distinguishing between results on recursive functions obtained by
intuitionistic logic and those which for their proof need classical logic is abandoned
in many recent papers and books. I regret this, because thereby the connection of the

theory with the notion of effective calculability is obscured.” (Heyting, 1962, p. 196)

“Both ocurrences of the existential quantifier “there exists” are meant [...] in the

non-constructive classical sense.” (Mendelson, 1963, p. 202)
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“If we omit the requirement that the computation process always terminate, we
obtain a more general class of functions, each function of which is defined over a
subset (possibly null or total) of the u-tuples of natural numbers, and posesses the
property of effectiveness when defined. These functions we call partial recursive.”
(Kleene, 1938, p. 151)

“Kleene meint, wer das in dieser Allgemeinheit nicht annimmt, mag dieses “es gibt”
Konstruktiv auffassen.” (Péter, 1959, p. 228)

“In 1938, I generalized (or should I say “partialized”?) Godel’s notion of
“general recursive functions” to get the notion of “partial recursive functions”.

It may amuse you that, in conversation with Godel in the fall of 1939, I
mentioned “partial recursive functions”; and he came right back at me with the
question, “What is a partial recursive function?”. He evindently had not looked at my
1938 paper.

Apparently, he then embraced the idea.” (Kleene, 1987, p. 57)

“Godel points out that the precise notion of mechanical procedures is brought out
clearly by Turing machines producing partial rather than general recursive
functions.” (Wang, 1974, p. 84)

“Let P be a property, and let there be an algorithm that decides for every natural
number n whether or not n has the property P. If the proposition that no number has
the property P leads to a contradiction, then there is a natural number with the
property P.” (Markov, 1971, p. 5)

“It is now natural to ask to what extent the exact concept of a normal algorithm
corresponds to the general, not entirely precise, concept of an algorithm in a given
alphabet, formulated above. As an answer to this question one can advance the
following principle of normalization of algorithms: every algorithm over the alphabet
A is equivalent with respect to A to a certain normal algorithm over A.” (Markov,
1960, p. 8)
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“A function is primitive recursive if it can be defined from the functions ...”
(Kleene, 1936, p. 729)

“Constructively viewed, the above examples are defective, since the principle of the
excluded third is constructively false (cf. the Chapter on intuitionistic logic “Chapter
II1.5). The constructive reading of “there exists a partial recursive function ¢” is: we
can effectively compute an index e. R6sza Péter has used the constructive reading of
recursion theory as an argument for the circularity of the notion of recursiveness,
when based on Church’s Thesis, Péter [1959]. The circularity is , however, specious.
Recursive functions are not used for computing single numbers, but to yield outputs
for given inputs. The computation of isolated discrete objects precedes the
manipulations of recursive functions, it is one of the basic activities of
constructivism, So the computation of an index of a partial recursive function does

itself not need recursive functions.” (van Dalen, 1983, p. 453-454)

“I have introduced the concept of partial recursive function earlier and with greater
emphasis.” (Péter, 1967, p. 9).

CITACOES DO CAPITULO 3

“The original definition of recursive function ... depends upon the choice of a P-

symbolism...” (Hartley Rogers, 1969, p. 146)

“Wir shalten nun eine Zwischenbetrachtung ein, die mit dem formalen System P
vorderhand nichts zu tun hat, und geben zundchst folgende Definition: Eine

zahlentheoretische Funktion...” (Godel, 1986, p. 156)

“Thus, unlike Godel’s general recursive functions, the y-recursive functions are not
defined by reference to any formalism for expressing equations whose calculations
proceed by fixed rules governing the use of that formalism...” (Webb, 1980, p. 206-
207)
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“The p-recursive functions are a mathematically definable class of functions almost

independent of syntax and formalism.” {Soare, 1996, p. 229) (grifo nosso)

“Satz V: Zu jeden rekursiven Relation R(x;, ... , x,) gibt es ein n-stelligen
RELATIONSZEICHEN r (mit den FREIEN VARIABLEN u, ... , u,) so dass fiir
alle Zahlen-n-tupel (x;, ... , x,) gilt;

R(x;, ..., Xn) = Bew[SH(r*" > “ 50y . zs)]

=R(x1, - 5 Xn) = Bew[Neg(Sh(r ** = "gupy ... zey))]” (Godel, 1986, p.
170).

“Theorem V illustrates Godel’s propensity for speaking in terms of his numbers,
rather than directly in terms of the formal objects (which we prefer as being more
understandable).” (Kieene, apud Godel, 1986, p. 130-131)

CITACOES DO CAPITULO 4

“Robert Soare has been making the point that what recursion theorists study
is the class of computable functions on the natural numbers; now this is exactly the
class of recursive functions (by classical theorems of Turing and Kleene), and so
Soare’s point is not a philosophical or foundational position but political advice: he
believes that recursion theorists would be appreciated more if they consistently called
the functions they study "computable” rather than "recursive". Coming from a
country which has practically ridiculed itself in international relations by refusing to
call the "Former Yugoslav Republic of Macedonia" what the citizens of that country
want to call it, I am not in a position to argue that Bob's point is ridiculous; and he
may well be both ridiculous and right.

About me, I do not just study the recursive (or computable) functions on the
natural numbers, but “recursion”, as a fundamental process of implicit definition, on
abstract first-order (and some second-order) structures. The functions defined

recursively in these abstract structures cannot always be identified with the functions
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which are computable by machines of some reasonable sort; and even when they can,
their recursive definitions have interesting "intensional" aspects which are not
reflected in the plain fact that, in the end, the function defined is "computable”. (For
example: I claim that recursive definitions directly express "algorithms", and "more
algorithms” than those expressed by machines.) Thus, my use of the term "recursion”
is necessary, because what I do with recursions is not always "equivalent” to
something which can be done with machines, and so I do not have the luxury of two

synonymous terms.” (Moschovakis, 2000)
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