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Introducdo

Quem exmina a literatura existente sobre o "Programa de Hilbert®, no que diz tespeito ao substrato
filosofico do programa, nde pode deixar de sentir um certo incdmodo frente a uma verdadeira anarquia de
interpretagdes. Provém essa anarguia da "coisa mesma”? Por certo, este fendmeno € uma experiéncia comum a
qualquer estudante de filosofita. Porém, existem certas coincidéncias, 4s vezes muito genéricas, que indicam
himstes aos esforgos interpretativos. No caso que consideramos, no entanto. parece inevitavel tirar como
conclusiio que a filosofia & um cardapio onde escolhemos os pratos a degustar. E um cardépio bem variado.
Karnt e Letbniz entre os autores; operacionalismo, formalismo, positivismo, instrumentalismo, platorismo entre
o3 "1smas”,

Tal variedade lembra uma técnica de critica lnerana sugeri.da num conto fantdstico: atribuir as obras de
wm autor a outro, digamos, atribuir "Don Quijote” & Esquilo. Acaso interpretar niio seja nada mais do que
praticar ciemes essa técnica. Desta perspec’ti?a, pode entdo ndo ser menos arbitrario atribuir as tragédias de
Esquilo & um tragico grego do séeule V ou, no caso que nos ocupa, atribuir os textos de Hilbert 2 um grande
matematico, possivelmente o Gitimo em fazer contribuigBes significativas aos ramos mals importantes de sua
disciphina. Optamos, no entanto, por essa arbitrariedade. O objetivo de Hilbert era a defesa de um factrr a
matematica 12l qual ela se desenvolveu no séeulo XIX e gue h_c:-je denominamos classiea,

Mas, entdo, devemos concluir que para o proprio Hilbert a filosofia € um cardapio” Sem diwida ha
passagens nos textos de Hilbert, eventualmente isolados de contexto, gue sugerem as miluplas interpretaghes
gue mencionamos. Poderiamos concluir gue a muiﬁiplicidade de iterpretagdes € possivel porque Hilbert tira

daqui e dalt conceitos filosdficos sem outro interesse que uma justificativa acidental de seu trabalho em



fundamentos da matematica. A origem dessas interpretagdes nfio estara entio num "pecado cardinal” -a gula
filosofica- de Hilbers?

Umia resposta afirmativa & Oltima pergunta, eventualmente a correta, carece de interesse. Tal Tesposia, da
T0ssa perspectiva, nlo esgola, nem sequer aponta, ac problema que achamos relevante: podemos enconirar
uma tese, digamos, genuinamente Blosbfica, que Hilbert tenha defendido, embora niio articuladamente. como
exiginiamos de um filosofo? Essa tese -caso ela exista- nfio deve procurar-se, segundo achamos. nem nas
referéncias a filosofos que o proprio Hilbert faz. nem num discutive! “espirito filosofico” da época,

O fio condutor que nos levaré 4 tese procurada &, segundo nos parece, que para Hilbert em principio 86
hi um coneeito legiimo -um conceito fmersubjetivo- de intuigdo que ¢ condiglio de possibilidade para a
Jundamentagdo do conhecimento cientifico: a percepclio. Ora, & énfase posta ma percepelio 0 pode ser
compreendida se contraposta a uma instdncia rival de fundamentagio da matematica, genericamente chamada
furuigdo. O lentor informado pode objetar que a tese carateristica do pensamento de Hilbert ¢ que a
fundamentagdo de uma teoria matematica € sua consisténcla, Porém, enquanto que 2 significagiio que Hilbert
atribui & prova de consisténcia sofre importantes alteracbes no percurso de sen pensamento, a nota de
intersubyjetividade que Hilbert atnbut & percepedo permanece constante. Paralelamente, € constante também a
nota de subjetividade goe Hilbert atribui a qualquer onrro conceito de intuigio que nio seja 2 percepgio.

A mencionada énfase na percepglo, sem duvida, ¢ parte de uma discussio mais geral que envolve a
questdo da consisténcia. A percepgio como condigio de possibilidade para 2 fundameniacio da matematica é
um aspecto da oposi¢do entre intuiglo ¢ formahsmo. Nosso ponto de partida serd o exame do conceito de
intuigo, procurando mostrar que a discussdo contemporfnea sobre 0s fundamentos retoma topicos da filosafia
moderna continental. Com efeito, a "gigantomachia sobre os fundamentos”, cujo ponto extremo chega por
volta da decada dos 20, € atheia 1anto ao "linguistic tum”, quanto a assinalar o cariter de cifncia quase-
empirica de tipo hipotético-dedutive 2 maternatica, quanto a uma concepglo coerentista da verdade.

A fParfé L Infuigdo ¢ definicdo emr Descaries, Leibniz ¢ Ko, estd dedicada 2 expor os antecedentes
historicos do conceito de intuigfio no periodo que vai de Descartes a Kant, atendendo fundamentalmente 2
relagiio entre intuigho -levando em conta as diversas notas que sfo atribuidas a esse conceito- ¢ verdade

matermatica. Nesta Parte I, que contém dois capitulos, nosso interesse centra-se, por um lado, na determinagio



das funches atribuidas por Descartes e Kant a mtuicko em relagio & matematica: pelo outre, na critica
letbmiziana a intuico cartesiana. Duas fungBes, em principio diferentes, sio particularmente relevantes para o
nesso trabalho. No Capitulo 1, 4 critica de Leibniz g miuicdo carigsiana, tratamos da primeira delas, isto &, a
fungho atribuida por .Descanes & intuigho de servir como instdncia de justificagio de enunciados gerais. No
Capitulo 2, O construtivismo kastiano, tratamos da segunda funclo, atribuida por Kant 4 intuicio, a saber, a
fimglo de servir como instincla que permite afirmar a existéncia de um objeto que corresponda a um conceito
matematico.

O exame do conceito de intuicio em Descartes ¢ Kant parece-nos apontar na direcio de um dilerna que
enfrenia toda vanante de construtivismo. ou um congeito de intuicdo que dé conta dos enlaces entre conceitos
- que dé conta em particular de afirmagbes gerais - ou um conceito de intuigio que & conta apenas do cariter
ndo-vazio de um conceite. Ora, se 0 exame em tomo de Descartes e Kant € feito em fungio do cardter
epistemologicamente obscuro que para Hilbert tem o conceito de intuigio. o exame das concepcdes de Leibniz
pretende mostrar que Hilbert retoma alguns temas do pensamento leibnizianc

No Capitulo 1 da Parte I dedicamo-nos entdo a examinar que temas da filosofia de Leibniz, enfacados
com & critica deste a Descartes, reaparecem em Hilbert. Em primeiro lugar, Leibniz critica o recurso exclusive
& muunicho por parte de Drescartes como contrario & intersubjetividade carateristica da ciéncia. Em segundo
higar, Leibniz assinala que deve ser oposta 2 intuigSio uma instincia formal imersubjetiva: a definiiio ¢ a
demonstragio de possibilidade do definide. O terceiro tema “Possivel implica existente” € a conseqiéneia
omologica atribuida a demonstracao de possibilidade do definido. Além disso. Leibniz leva a um primeiro
planc 2 questdo da importéneia do uso do formalismo na matematica. Aqui aparecem, tanto um quarto quanto
um quinto tema leibmnano: o da characieristica universalis em geral, e como, em particular, o formalismo
pennite hidar com o infinito através do finito.

Na Parte i, O Programa de Hilbery. examinamos em que medida podemos aproximar o pensamento de
Hibert ao de Leibniz ¢ Kant. Também examinamos se o pensamento de Hilbert pode ser associado com
posturas relacionadas com o empirismo logico e com o instrumentalismo que aparecems nos anos 20, A Parte 11
contem 1rés capitulos. Os Capitulos 3 ¢ 4 estio dedicados essencialmente a examinar a conexfio com Leibniz e

0 Capitulo 5 2 conex@io com o empirismo 10gico € o instrumentalismo. Além disso, examinamos no Capitulo 4



em que medida, como algumas interpretagdes pretendem, podemos aproximar o pensamento de Hilbert ao de
Kant.

No Capitvlo 3, Temas leibnizianos no Programa de Hilbert, nio pretendemios postular uma influéneia
direta de Leibmz sobre Hilbert, sendo mostrar que Hilbert procede. na sua critica a uma fundamentacio da
matematica na intui¢do, de maneira semelhante a como Leibniz procede na sua critica 4 intuigho cartesiana.
Naturalmente, a primeira coisa que pode pensar o leitor € gue nos referimos 4 tese hilbertiana "Consisténcia
mmphica existéneia” e a relacionamos com "Possivel implica existente”. Mas nio serd nesta associacio
costumeira que nds insistrernos. Muito pelo comtrario, deveremos mostrar que 0§ outros temas leibnizianos
que indicamos 8o 0s que subsistem em Hilbert, inclusive quando nz evolugio do seu pensamento abandona a
tese leibniziana "Consisiéncia implica existéncia”,

Tais temas letbnizianos principalmente sdo: a critica & intwigho como subjetiva e, portanto, como
iradequada para a fundamentagio da matematica; a substituigio da intuiio, no Ambito dos fundamentos, nio
ja pelas definicdes de Leibniz, senfio pelo sistema de axiomas e sua prova de consisténcia, com ou sem a
implicago ontologica "Consisténcia implica existéncia™; os diversos aspectos da fungdo do simbolismo. seja o
“tratamento do mfinito através do finito” via sistema de axiomas, seja a “visualizagio™ da nfio-contradicdo via
o simbolismo e a conseqgiiente importincia fimdacional da pefcep(;ﬁo.

Adianiamos tambem no Capitulo 3 uma distingdo que achamos fundamental e que percorrera ¢ resto do
trabalho: a distingio entre a matematica como ciéncia ¢ a matematica quando considerada como objeto da
metamatemnatica. A distingfio  entre  matematica propriamente dita (z matemdtica formalizada) e
metamatematica ¢ de Hilbert, mas nos formulamos essa distingdo de maneira 12l que quando no contexto
metamatematico formulamos uma afirmacio sobre a matematica, levemos sempre em conta que se trata de
uma afirmacdo determinada pela perspectiva de estudo, isto €, o que é suficiénte entender por matematica
quando o objetivo € uma prova de consisténcia. O que importa num programa de fundamentos como o
hibertiano €. segundo achamos, que podemos entender por nimerc de forma tal que a intersubjetividade do
ponto de partida seja universalmente aceita. Portanto, o devemos confundit teses cuja funglo ¢ metodologica
com teses filosoficas substantivas em relag3io 4 matemdtica. Para destacar este aspecto servimo-nos da

mencionada distingdo entre matematica propriamente dita € metamatematica.



O Capitulo 4, Formalismo e contetido no Programa de Hilbert, pretende, em primeire lugar, mostrar
que nfio podemos falar de Hilbert como um formalista extremo. isto €, como se a matematica fosse um "operar
e£go” com simbolos, da mesma maneira que nio podemos fazé-lo no caso de Leibniz. Ora, na medida em que
o formalismo substitui a intuiclo, & percepgo adquire entfio uma papel fundacional manifesto os objetos da
percepedo sdo, neste contexto, os simbolos. Mas na evolugiio do pensamento de Hitbert a percepgio vai
adqguirir um novo pape! na sua funglo de substituir como instincia de fundamenta¢do & intuigho construtivista.

Mo Capitulo 4, atém de salientar como permanecem os temas leibnizianos indicados no capitulo anterior,
desenvolvemos a manewa como se realiza a mencionada substituigio da intuicko pela percepgdo. Na
determinagio do chamado "pomto de vista finito”, a percepcdio aparece com uma fungio metodologica
diferente da atnibuida nos primeiros escritos’ determina a parte de aritmética que € aceitavel do “ponto de vista
finito". Desta perspectiva, examinamos no Capitulo 4 se esse novo papel aproxima o pensamento de Hilbert ao
de Kant. Nossa conclusao € que tal aproximacio resulta em assinalar que hi dificuldades na proposta de Hil-
bert em relecio & funglo atribuida por ele a percepclio, dificuldades semefhantes s que encontramos quando
examinamos a funcic atribuida por Kant & intuicio.

Mas, no Capitulo 4, tratamos também da apariciio de um  conceito kantlano em Hilbert, isto &, do
concefto de "idéia da razdo”. Porém. nio se traia de detectar um kantismo hilbertianc. Com efeite, um tema
presenie no pensamento de Kant, a seqiiéncia intuigio - conceitos - idéias, nos fornece elementos para trata-lo
em analogia com uma seqiéneia que aparece em Hitbert, isto €, a seqiiéncia percepclio - conceitos fintarios -
conceitos transfinitos. Poderiamos dizer entfio gue o que resgatameos como kantiano em Hilbert € este aspecto
da "teoria dos concettos” de Kant.

Ora, destacdvamos no iniclo gque a significagio atrbuida por Hilbert 2 prova de consisténecia ndo
permanece constante, a diferenca da nota de mtersubjetividade constantemente atribuida & percep¢lio. Em
particular, face & maneira em que se pretende proceder na mencionada prova, ¢ necessario considerar dentro
do sistema formal que parte representa 2 matematica aceitdvel “do ponto de vista finito”, isto €, justificada pela
percepgio, € gque parte pdo. Considerada como tese subsiantiva acerca da matemdtica, conduz a uma

interpretagio que qualificamos de formalista moderada: ha uma parte da matematica que tem significado,
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aquela jushficada pela percepglio, e outra que ndio tem significade. A leitura hoje mais frequente do Programa
de Hilbert € uma variante de interpretacio formalista moderada: a interpretacio instrumentalista,

Na tinha de considerar que Hilbert € um formalista moderado, a parte da matematica chamada de “ideal”
£ concebida como um mero device, sem conteiido semantico, cuja fungiio instrumental ¢ deduzir enunciados
matematicos verdadeiros do pbmo de wvista finito. Procedemos no Capitule 5, A4S imterpretacdey
instrumentalistas do Programa de Hilkerl, a examinar interpretagdes que atribuem a Hilbert o tipo de
empirismo  associado ¢com o positivismo légico, o operacionalismo de Bridgman e o instrumentalismo,
Salientamos algumas coincidéncias (metodologicas), mas ndo deixamos de perceber divergéncias que fazem
Suspeitas tais interpretacbes. No Capitulo 5 pretendemos mostrar que a visio geral que tem Hilbert do
conhecimento cientifico nfio permite uma leitura de sua obra na qual os conceitos matematicos sejam meros
instrumentos arbitrarios. Outrossim, utihzamos também este capitulo para insistir naquilo que denominamos
temas letbnizianos no Programa de Hifbert.

Na Conclusdo, sintetizamos as razdes que nos levam a pensar que o pensamento de Hilbert partilha
tendéncias gerats do pensamento de Leibniz, exchddo naturalmente o logicismo deste Gitimo. Parece-nos que,
no que toca 2 justificativa filoséfica do programa de fundamentacdo, encontramos em Leibniz o “espirito”
flosdfico do Prograrmsa de Hilbert. Esgots isto a guestdo? Achamos que ndo. Se encontramos, da "teoria do
formalismo™ leibriniana, um eco no pensamento de Hitbert, encontramos nele também um aspecto da “feonia
dos concertos” de Kant. Encontramos os aspectos acima assinalados, em ambos 0s cases, ¢como nio poderia
ser de outra maneira, com substanciais modificagdes, eventualmente inaceitaveis no caso especifico de Kant.

Para finalizar, esperamos que o leitor ache em nosso trabalho senfic uma filosofia hilbertiana da
matematica, pelo menos uma maneira diferente de enfrentar o problema que sugira uma nova leitura em relagio
aos "ismos” aludidos no inicio desta introdugBo. N30 achara uma filosofia hilbertiana da matematica porque ela

aito existe. No maximo, encontrara 0s prineipios que, segundo achamos, deveniam informar uma tal filosofia.

1



Parte 1

Intuicéio e definicio em Descartes, Leibniz ¢ Kant



Capitulo 1
A critica de Leibniz i intuicdo cartesiana

1.0. Apresentacio

Uma objeglio central que pode ser feita a0 conceito de intuigho € suz obscuridade epistemologica. Parte
desse cardter obscuro depende de uma certa ambigiiidade em relagio aquilo de que ela pretende dar comta, isto
¢ se efelivamente as notas que sdo atribuidas & intuigho sio conseqiientes com o resulfado em geral
pretendido; @ apriondade ¢ a necessidade que a tradigfio filosofica concede 4s verdades matematicas. O
construtivismo matematico usa (e abusa) do conceito de intuiglio, conceito cujas raizes podem ser encontradas
seja em Descartes, seja em Kant, ou, mais contemporaneamente, em Husserl. A Secio 1.1 do presende
capitulo € dedicada a0 exame das raizes cartesianas do conceito de intuigio no construtivismo contemporineo,
enquanto que o Capitulo 2 ¢ dedicado ao exame das suas raizes kantianas.

Doss aspectos nos interessa destacar em relagio ao conceito de intuicio. O primeire € a relagfio que
existe entre intuiclo ¢ afirmagdes universats, no sentido em que a intuigio opera como instancia de justificagiio
de 1ais afirmagdes. Este aspecto da intuigdo serd o que destacaremos em Descartes. 0 segumnlo aspecto € a
relagdo que existe entre & intui¢Bo e a existéncia de objetos matematicos. Este aspecto serd aquele gue
destacaremos em Kart. Q ponte que € relevante para nossos fins € que os dois conceitos de intuicho t€m sen
papel numa filosofia da matematica construtivista. Mas, o que nés procuramos nio é uma elucidacio desses
concettos gua faculdades. senfo precisamente as notas que em relagio & marematica The sio atribuidas e se elas
sio tais éue, pelo exame interno, resultam suficientes para dar conta do que se pretende, isto €, determinar a
natureza da matematica.

Na Segdo 1.2, intentarmos mostrar em que medida Letbniz pode ser considerado um precursor de Hilbert.

Procuramos salientar, na peculiar maneira em que Leibniz realiza a critica a intuigio cartesiana, temas que per-
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correm, segundo nos parece, o pensamento de Hilbert, Por um lado, tais temas leibnizianos estdo relacionados
com a crifica de Leibniz a Descartes no sentido seguinte: a intuicho é uma instancia subjetiva.que deve dar
lugar, na teoria do conhecimento, a uma instancia fntersubjetiva. Por outro lado, falamos também de temas
leibnizianos em relacio ao papel atribuido por Leibniz em geral ao formakismo. Sao estes temas os que delatam
ndo uma influéncia direta de Leibniz sobre Hilbert, sendio uma forma mentis comum para enfrentar um inimigo
tambem comum: Testricdes construtivas entendidas como expressic de p.omos de wista subjetivos de
fundamentar & matematica.

Ora beny, o objetivo a alcangar nesta discussdo historica preliminar ¢ salientar que temas da filosofia
moderna contmental aparecem, mwralis mutandis, na discussio contemporines sobre os fundamentos da
matematica  Atribuimos 2 nossas afirmacdes o carfter de conjecturas plausiveis, eventualmente
msuficientemente documentadas. Mas entendemos que o tratamento dado a estas questes ¢ suficiente para o
objetivo mencionado. Além disso, por razbes de ordem expositiva, decidimos antecipar, neste capitulo e no
seguinte, conexdes entre 08 avtores aqui considerados e a problematica central do nosso trabalho, cujo
tratamento sistematico serd feito nos capitulos da Parte 11, Acaso tal decisio resulte em reiteracdes niio
necessirias, que esperamos o leor saiba desculpar em beneficio de fazer as mencionadas conexdes o mais

evidentes possiveis.

1.1. O construtivismo cartesiano
Comoe ¢ bem conhecido, Descarfes di uma significagho distinta da tradicional 2o termo "idéiz". Na
tradigdo o termo alude a uma eatidade supra-temporal e supra-espacial. na linha das formas platénicas, e nio a
umt “modo do nesso pensamento”. No contexto da disting8o emtre "coise pensante” e "coisa extensa”, as idéias,
¢ ndo as coisas, resultam ser o "objeto imedisto do nosso pensamento”! . Assim, aparece como problema a
resolver a relaglo entre nossas idéias e as coisas, onde as primeiras representam as segundas.
As 1déas, segundo ji dissemos, sBo modos do nosso pensamento. nfio podemos distingui-las, na

terminologia de Descartes. pela sua realidade formal: modos do pensamento sio tanto a idéia de Deus, de

I Mas rambém & possivel interpretar que as idéias sio para Descartes "o ato do pensamento” ou "uma
disposivionalidade”. Para um exame da evoluglo do conceito de idéia no periodo que nos ocupa, veja-se
McRae, R " 'Idea’ as a Philosophical Term in the Seventheenh Century”.
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vermetho ou de casa, Porém, quanto ao representado por elas, quanto a sua realidade objetival | sim podemos
distingui-las: idéia de substancia infinita no primeiro caso, de acidente no segundo, de substancia finita no
terceire. Sob essas condigdes, que podemos dizer, em particular, sobre as idéias matematicas?

Na Quinta Meditagdo, Descartes equipara enquanto verdades de uma mesma ordem a afirmacio "Deus
existe” com o teorema geométrice "A soma dos angulos internos de um tridngulo somam 180°", A demons-
tracho da existéncia de Deus parte da intuigdo da idéia de um ser perfeito, idéia que implica a existéncia do
"ideado". Porém, que acontece com afirmagdes do tipo "Os tridgngulos existem” ou *Os centauros existem™
Em ambos os casos ndo deduzimos a existéneia de tais entidades, embora tenhamos as idéias comrespondentes.
A resposta cartesiana consiste em afirmar que no caso de Deus esséncia ¢ existéncia sho insepardveis, de forma
1zl que fica assegurado o objeto do que depols vird a ser conhecido como teologia racional

Mo entanto, o que assegura o objeto da geometria? Devem existir trifngulos ou mimeros, em algum
sentido da palavra "existr™, para termos verdades matematicas? Descartes evita sisternaticamerie afirmar se 0s
tridngulos ou o8 objetos matematicos em geral existem ou n#io na natureza® . Ora, se ndo hi numeros ou
tridngulos na natureza, cna entde a matemdtica um universo de ficgfo? Descobrimos relacdes matematicas ou
as inventamos’? Responder a estas perguntas em Descartes tem 2 dificuldade adicional da sua teoria da livre
criago divina das “verdades necessérias”, mas no que segue niio precisaremaos considerar este aspecio.

Ora, partindo do fato de termos idéias matematicas, poderiamos pensar gue. por exemplo, "Os tridngulos
existern” ¢ uma afirmaglio verdadeira se ha no minimo um tridngulo. Mas também podemos pensar que "Os
tridngulos existem” deve ser entendida como “A triangularidade existe”, onde a ultima palavra exigiria uma in-
terpretaglo diferente, 1510 €, exisiéncia de universais (reificados ou ndo), e nito de objetos que "correspondam”
2 uma idéia. Ora, o objeto das matematicas, segundo o estabelecido na Quinta Medilacdo® | sio "esséncias”,

Won

"formas”, "naturezas" que correspondem a cada idéia matematica.

% Para a definigio de “realidade objetiva®, veja-se Resposta as Segundas Objegies

¥ Na Primeira Meditagdo, # 8, por exemplo, 2 geometria ¢ a aritmética procedem em relaco as "coisas” de
que tratam "sem cuidarem muito se elas existem ou ndo na natureza". Na Quima Meditagdo, # 5, as idéias
aritmeéticas & geometricas "ndo podem ser consideradas um puro nada, embara talvez elas niio tenham nenhuma
existéncia fora do meu pensamento”.

4 Cfr. Quinta Meditagdo, # 5. Baseado na argumentagio desenvolvida por Descartes nesta Meditagpdo, Amaud
infere que as idéias sfo "0 ato do pensamento” e ndio sen "objeto imediato”. Cf R McRae, Op. ¢if.
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As idéias inatas, como sdo as idéias materndticas, correspondem, se podemos generalizar, esséncias. Ora,
nas idéias matematicas, diferentemente da idéia de Deus, sim podemos separar a esséncia da existéncia. As
afirmages geométricas, entdio, podem ser emiendidas “neutralmente” assim: se houvesse tais e tais objetos
geoméineos - no sentido de existéncia de um objeto - teriam tais e tais propriedades, isto é, aquelas que
periencem a sua esséncia.

No entanto, a pergunts pela existéncia das entidades geométricas era respondida na tradicio histérica
precedente a Descartes - na geometria de Euclides em particular - de maneira diferente. No caso do trignguto,
por exemplo, podemos supor que existem trés pontos mum plano. Podemos também supor que entre quaisguer
dois pontos podemos tragar uﬁza linha reta. Finalmente, unindo os trés pontos por retas, temos uma figura de
trés dnguios, e isto quer dizer que os tridngulos existem: podemos construi-los.

A existéncia dos pbntoa das retas ¢ dos circulos € afirmada na axiomatica de Euclides. Em relagio 208
pontos, Euclides da uma definic30 e assume a existéncig dos mesmos. No que diz respeito a retas e circulos, os
trés primetros postulados - axiomas nia terminologia moderna - permitem a) tragar uma reta de qualguer ponto
a qualguer ponto {Postulado 1), b) prolongar uma linha reta em qualquer diregio (Postulado 2); ¢) descrever
um circulo com qualquer centro e qualquer raio {Postulado 3). De maneira implicita. os postulados implicam,
além da existéncia de linhas retas e circulos, que a linha reta produzida e a linha reta prolongada sdo wricas.

Os primeiros trés postulados sho usualmente chamados de "postilados de construgdo”, pois afirmam a
possibilidade de certas construgdes e sua legitimidade. Os dois restantes postulados tém Qm carater um tanto
diferente. Um deles (Postulado 4} afirma que todes os dngulos retes sio iguais: o postulado das paralelas
{Postulado 5) afirma que se uma reta corta duas retas de forma tal que faz os angulos internos de um mesmo
lado menores que dois &ngulos retos, emio as duas tetas, se protongadas indefinidamente, se encontram do
lado em que os &ngulos sio menores que dois dngulos retes’ |

Dizer neste contexto que uma entidade geométrica existe €, caso ndo seja sua existéncia assumida,
construi-la a partir dos postulados. O Livro 1 dos Elemerios de Euclides mostra claramente como as
construgBes sdo meios de provar a existéncia de entidades matematicas previamente definidas. Ora. do ponto

de vista matematico, os meios de construgio permitidos 530 restrigdes que devemos aceitar: ndo exjstem mais

3 Cfr. Th. Heath. 4 History of Greek Mathematics, Vol. 1, ¢h. X1.
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objetos materdticos que os construidos a partiv deles. Por outra parte, do ponto de vista ontologico, o
problema se reduz & existéncia das entidades fundamentais.

Por certo, pontos, retas e circulos ndo sio menos problematicos que os tridngulos. Nio temos, em
principio, tais entidades na natureza como nio temos centauros. Mas a existéncia de objetos que correspondam
&s 1déias matematicas ndo € para Descartes um problema ceatral. O que sim € relevante para Descartes é a
origem das 1déias matematicas. Uma idéia como a de centaurc ou inclusive alguma idéia de um objeto sensivel
poderia ser produzida por nos® . Ora, ainda que se pudesse pensar que a wdéia de tridngulo possa vir dos senti-
dos, ndo poderia acontecer ¢ mesmo, segundo Descartes, com idéias mais complexas como a de um
miridgono’ | as idéias geométricas sio inatas, nossas capacidades nos permitem. a partir delas, fazer geometria.

Naz Reg?m'g ., onde temos o exame mais detalhado sobre a natureza da matematica, Descartes trata
precisamente das capacidades que se precisam para fazer matematica: intuigio de idéias e deduciio” . Por certo,
a mudanga do significado da palavra idéia ¢ acompanhada por uma mudanga do significado da palavra intuicio:
ndo se trata do dado pela percepgio sendo de "uma representaglio que ¢ o resultado da inteligéncia pura e
atenta, representago tdo facil e 180 distinta que néo subsiste divida nenhuma sobre o que ai se compreen-
de"10 A intuigio de iddias - a inspeqdo simples da mente das Meditagoes - ¢, entfo, a condi¢io de
possibilidade do preceito metédico de evidéncia, isto €, "nfio receber jamais coisa alguma por verdadeira que
eu ndo a conhecesse evidentemente como tal"!!

Ora, embora Descartes elimine algumas restrigles que os gedmetras gregos impunham para considerar
adequadas certas solugdes para problemas geométricos, a referéncia as nossas capacidades impde limites para a
admissdo de entidades matematicas. J& wimos que nos Elementos apenas se admitem retas e cireulos, isto €.
construgbes com régua e compasso. Descartes reduz o papel do desenho na geometria através da consideragio

das expressbes analiticas das curvas!® | que sio imtroduzidas para evitar a fadiga com desenhos. O problema

& Na Sexia Meditagdio, Descartes rejeitara essa hipétese provisoria.

7 Cfr. Quima Meditagdo, # 6.

i Regles ponr la direction de Uesprit, doravante citado Regras.

* Cfr Regra 1

0 0f Regra T

YU Cfr. Disconrs de la Méthode, doravante citado Discurso do Método, Seconde Partie, p. 386.

2 A geometria cartesiana pode ser considerada fanto um tratamento sigébrico da geometria guanto um
esclarecimente da algebra pela geometia.
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tratado € sumplificado algebricamente ¢ depois € resolvido geometricamente. Porém, as expressdes analiticas
tém come comrelatos idéias clara e distintamente intuidas.

Com efeito, aceitar certas curvas como legiimas, e nfio outras, repousa sobre cerlas condigles, por
gxemplo, o fato de poder determinar o comprimento das gurvas em questdc. Para reconhecer apenas como
tegitimas aquelas linhas que satisfagamn tal condiglio, Descartes introduz um axioma adicional aos euclidianos:
"E ndo € necessario nada mais do que supor para tragar todas as linhas curvas que eu pretendo agui introduzir,
senBo que duas ou mais linhas possam ser movidas uma pela outra, e que suas interseceOes determinem
outras" |

A mencionada condigdo, a determinacdo do comprimento de uma linha para st aceiaco, tem a ver
justamente com a capacidade de intuigdo. A “exatidio do raciocinio”, carateristica da matemética, vern garan-
tida pela clareza ¢ distinglio da intuicio, que tem seu correlato no axioma acrescentado por Descartes. A
rejeicdo das chamadas "curvas transcendentes” por inexatas nio tem relagiio com questdes de "existéncia”.
senfo com nossa incapacidade de conhecé-las. Com efeito, as curvas transcendentes sio geradas por dois
movimentos independentes, dos quals ndo se pode medir exatamente a relagio, como no caso de 7, isto ¢, da
relagdo entre o didgmetro e a circunferéncia.

Um outre exemplo deste ponto de vista € o tratamento de Descartes da guestio do infinito atual nos
Principios da filosofia, onde essa nogao nio € descartada como contraditoria. senfio simplesmente ininteligivel
para nos enquanto entes finitos: ¢ aparentemente infinito € considerade como indeterminado ou indefinido™ .
Em carta a Mersenne, Descartes rejeita como argumento contra o infinito atual que aceitar o mfinito atual
implcaria aceitar um infinito maior do que outro e gue, pelo fato de isto ser absurdo, entdo o infinito atual nio
existe. Sem encontrar argumentos para achar fal fato absurdo escreve:

"E além disso, que razéio nds temos para julgar se um infinito pode ser maior do que outro ou ndo, visto
que ele deixaria de ser mfinto se nés pudéssemos compreendé-lo "3

Da mesma maneira, entdo, que com as chamadas curvas transcendentes, a rejeiciio do conceito de infinito

atual se relaciona com nossas capacidades cognitivas, e no em consideracdes ontologicas sobre a natureza

V3Chr. The Geomerry, p. 42.
14 Cfr. Principios da Filosofia, artigos 26-27.
13 Resposta a Mersenne do 15 de abril de 1630, p. 262.
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dessas entidades. Nosso conhecimento geométrico basefa-se na intuicio das idéias geomeétricas: a capacidade
cogmtiva fundamental. O cardter de “simples” que tais idéias 1ém pervnite a clareza e a distingfo da mtuicio. A
Certeza que advem da Intuiglo € possivel por serem as idéias geométricas inatas nela nada ¢ admitido que
possa ser posto em duvida pela experiéncia’® . Ora, além da inigdo, a outra capacidade que se requer na
matematica € a deducio; a matematica procede por dedugio a partir do dado pelé intuigo.

Que a dedugio opera a partir do dadoe pela intuigio quer dizer: a) que a intuigEn ¢ também uma instdncia
para a justficagiio de afirmagdes, b) que justifica também os raciocinios corretos: "Ora, esta evidéncia e esta
certezz da intuigio ndo s&o apenas requisitos para as enunciacdes simples, sendo também para toda espécie de
marcha discursiva. "7 Por "marcha discursiva® aqui devemos entender dedugio. Porém, ¢ papel da dedugio &
em certa medida trivializado por Descartes: minguém erra numa dedugio.

Ora, devemos discriminar nas Regras, embora Descartes nio o faga explicitamente, no minimo dois
sentidos diferentes de deducBo como marcha discursiva: a) deducdo como "conseqiidncia imediata” de uma ou
mais premissas; b} dedugio como "demonstragio”, isto €, como uma cadeia cujo ultimo elo é a afirmagio a ser
demonstrada. Quando Descartes diz que 2 dedugiio “pode faltar caso nio seja vista, mas 180 pode jamais ser
mal feita por wm entendimento dotado de raziio”™® esté-se referindo a conseqiiéncias imediatas de uma ou
varias afirmagses.

Nao primeiro sentido de dedugdo, & intuigio opera como fuz;damemto do raciocinio correto, isto €, capta a
corregho do mesmo. E a captagio da correglio de um raciocinio é ainda mais certa que a propria intutglo de
idéias, no sentido acima mencionado de que ninguém erra numa dedugio, entendida como “a inferéncia pura e
simples de uma coisa 4 partir da outra”'® | Neste primeiro sensido podemos dizer que a dedugiio se reduz a
uma forma da intuig@o, como mostra a passagem que segue imediatamente 3 Gltima citada: "Com efeito, seja,
por exemplo., o resultado seguinte 2 e 2 fazem tanto quanto 3 e 1; € necessario ver imfuitivamente Mossos
grifos/ nfio somente que 2 ¢ 2 fazem 4 e que 3 e 1 fazem igualmente 4, sendio tfambém que de estas duas

proposicdes se conchui necessariamente essa terceira. 20

0 (fr, Regra Il
Y Regra it
I CH Regra IL
W CF. Regra IL
20 Regra HEL
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Mas no paragrafo imediatamente posterior Descartes se apressa a distinguir, da nossa perspectiva, enire
marcha discursiva como “conseqiiéncia imediata® ¢ “demonstragio”. No segundo sentido. aquele de
demonstraglo, a evidéncia da afirmacio demonstrada, que decorre da demonstragio, € problemiatica: mesmo
que cada elo seja evidente, ¢ resuhado, ainda que conhecimento certo, como 1al ndo ¢ evidente por si propria;

"Pode-se perguntar porque. além da intuigdo, acrescentamos aqui um outro modo de conhecimento,
aquele que se faz por dedncdo, a qual nés entendemos como sendo tudo aquile que se conclui necessariamente
de outras coisas conhecidas com certeza Foi necessario proceder assim, porque para a maior parte das coisas
que sio objeto de um conhecimento certo, ainda que nio sendo por elas mesmas evidentes, é suficiente que
sejam deduzidas a partir de principios verdadeiros e ji conhecidos,"2!

Em tal caso, uma evidéncia que se aproxime da evidéncia da intuicko se obtém percorrendo a demons-
tragio de forma tal que, com o auxihio da memdria, a demonstragBo seja vista, na medida do possivel, como
uma unidade. A passagem citada continua dizendo como se deduz a partir de principios verdadéiros e ja
conbecidos: |

"por um movimento commuo ¢ ininterrupto do pensamento, que de cada termo prenda uma intuigio
clara: nio € de outro modo que sabemos que o Gltimo elo de uma comprida cadeia esta unido ao primeiro;
ainda que nos ndp vejamos de uma olhada s6 o conjunto de elos intermediarios do qual depende esta unido, &
suficiente que 0s tenhamos examinado um apds outro € que nos lembremos que do primeiro ao Gltimo cada um
deles esta unido a seus vizinhos imediatos. " |

Isto ¢, cada unifo entre elos, obtida por ccnﬁequéncia imediata e fundamentada na intuiglio, ¢ evidente. O
conhecimento da afirmagao demonstrada depende da corregiio "passo a passo” da cadeia. mas isto nfio implica
que a cadeia mesma seja “objeto da intuicBo”, no sentido de reduzir-se & mesma. Este segundo semtido de
dedugo, isto &, demonstragio, ¢ para néds irredutivel 2 intuiclio. Nao podemos coincidic com A Raggio em
que "a dedugdo ¢, pois, para Descartes uina forma especial da intuiciio; uma cadeia de inniighes elementares
unificada por um ato da memdria™ . A passagem citada por Raggio em apoio de sus posicio, quando citada

na integra, nOS PATece (que mosifa precisamente que essa unificaglio, que justificaria falar da demonstragio

~ Fd

! Regra TIL
23 Regra IIL.
23 Raggio, A R. "La filosofia matematica de Kant”, p. 14.
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como uma forma especial da intuiglio, n3o é em geral possivel. Raggio cita o que vem imediatamente apos a
ultima passagem:

‘Distinguimos agui a intuigio intelectual da deducdo certa. em que numa se concebe uma sorte de
MOVIMEnto Ou sucessdo e n¥o na outra /até aqui o citado por Raggio/, e. porque, por outra parte, para a
dedugdo ndc ha necessidade, como para a intuicio, de uma évﬁdéncia atual, senfio que, de certa maneira, toma
emprestada da memaria sua certeza "4

Para nos, & evidéncia atual como nota da intuiclo aparece no reconhecimento de coﬁseqﬁéncias imediatas
ou raciotinios corretos, ¢ desaparece quando se trata de uma cadeia demonstrativa, ainda que numa
consegiifneia imediata também possamos falar de um “movimento" das premissas 4 conclusio, A passagem
continua como segue:

"Do anterior se segue que pode ser dito das proposicdes que se concliem imediatamente a partir de
primeiros principios que se as conhece, segundo o ponto de vista do qual se coloque, tanto pela intuicdo,
guanto pela deducdio; mas que os primeiros principios eles mesmos nfio sBo conhecidos sendo pela mntuiggo,
enquanto gue as coﬁclusées longinguas nfo poderiam sé-lo senfio pela dedugio ">

Ima aftrmaglio, entio, cujo conhecimento € o resultado de uma dedugio no sentido de demonstracio,
carece da evidéncia pontual dag afirmacdes intuidas "diretamente”. o 'que mostra, de outra maneira, que a
demonstragio ¢ irredutivel a uma forma da intuigio. Além da intuicio de idéias, a intuiclio garante a correcio
das inferéncias, mas o conhecimento precisa do complemento da demonstracio, irredutivel a uma forma da
miuiglo. Mas vemos também que a intuiglo opera na justificagio de afirmagdes gerais ou principios, isto &, de
estruturas gue envolvem algum tipo de enlace entre idéias, sejam essas afirmacdes consideradas usualmente
como principios ou nio.

Assim, o fato de na base da geometria cartesiana estar a intuicio de idéias na forma descrita tem por
conseqliéncia uma relativizaglo da axiomatica. Com efeito, quando analisamos a concepgio classica do método
axiomatico vemos que justamente Descartes discute ponto a ponto seus pressupostos. Em primeiro lugar, nfio

aparece como objetivo fixar axiomas com a pretensio de definitivos. A passagem que citamos da Geometricr

“4 Regra I
25 Regra IIL.
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Miroduz UM aXi0Ma RECESSANO apenas para os problemas que se pretendem resélver. O auténtico ponto de
partida € a consideraglio de idéias e seus enlaces; dai obteremos, se for o caso, s axiomas. Justificamos, entiio,
a introducio de axiomas também pela intuigﬁé, num contexto diferente de operagio. Em gera), é suficiente gue
uma afirmacao seja clara e distintamente intuida para ser o ponte de partida de uma demonstracio. seja ou nao
eoncebida como axioma,

Em segundo lugar, naturalmente, estd a critica 2o papel das figuras auxiliares numa demonstracdo na
geometnia classica. Em tercewo lugar, as definiglies - as quais Descartes atribui apenas o papel de indicar o
significado de uma palavra - s&o substituidas pela intuigio no primeiro plano que destacamos a captagdo
imediata de uma idéia. Tal captagho da conta da existéncia matematica. isto €, substitul, em principio, tanto as
definigbes que incorporam uma suposigo de existéncia quanto aguelas nas quais se deve provar a existéncia
do definido. Axtomas, definigbes e figuras auxiliares sfio, coma é bem conhecido, frés elementos fundamentals
da concepgdo geométrica classica. Trataremos a seguir de um quarto elemento, que implica uma discussio
mais detalhada sobre 2 natureza da iégica.

O quarto elemento da concepgao classica do meétodo axiomitico € a demonstracio como cadeia dedutiva
e ja destacamos que cada conseqiénvia imediata ¢ justificada pela imtunicdo. A andlise de Raggio, que
continuaremas a examinar, esta dirigida a mostrar que Descartes antecipa feses em filosofia da matematica que
genericamente podemos denominar construtivistas, por oposican a teses que também genericamente podemos
denominar formalistas, assoctadas com o pensamento de Leibniz, das guais trataremos na segio seguinte.

Em particular, a oposigiio entre formalistas e construtivistas se reflete em  conceitos diferentes de
dedugio, um conceito classico @ outro construtivista. Vejamos como descreve Raggio esta diferenga:

"Dados os enunciados P, PZ.UFN e C, segundo a concepgo classica da deduglio -utilizada
implicitamente desde os gregos e que Bolzano formulou pela primeira vez de maneira rigorosa- C € dedutivel
dos Pi quando, dado uma andlise Iogica dos enunciados, € impossivel encontrar circunstincias gue fazam os Pi
verdadeiros e C falso. Para o construtivismo, no entanto, € € dedutivel de ditas premissas se € o Gltimo elo de

. - . . a1
uma cadela de operacdes que aplicadas aos Pi produzem C."2¢

* Raggio, AR Up. cit, p. 14.



A oposigdo se reflete entre uma noglo absirata ou formal de dedugio como a classica e uma infuitiva
£OMmo & construtivista. No primeiro caso. a justificaglio da noglio classica remete a uma 1otalidade infinita de
possivels circunstincias que vinculam as prenissas e a conclusio no que diz respeito 2 preservagio da verdade
como nota caracteristiea de uma deduglo. No segundo caso, a noglo construtiva recorre a operagdes
especificas e justificadas por si mesmas. Com esta distingdo, Raggio procede a examinar o coneeito cartesiano
de demonstracBo como uin conceito construtivo ao qual atribul, entre outras. a nota de ser uma série
discreta®’ | que é a que nos interessa.

Aqui discreto € oposto a denso, no seguinte semtido: o "movimento" ao qual se refere Descartes na
dedugiio de B a partir de A nfio admitiria passos intermedios. Assim, argumenta Raggio, o conceito cartesiano
de deducio ndo pode ser o conceito classico, pois se A —» B ¢ logicamente valido (ou, o que é o mesmo, B é
infendo corretamente de A), A ndo ¢ uma contradicio e B nfio € logicamente valido, entdio classicamente existe
Ctatque A —» Ce (- B sio logicamente validos isto €, do ponto de vista classico vale o teorema de
nterpolagdo, o que implica a existéncia do passo intermédio possivel e, portanto, ¢ carater denso, e nio
discreto, das cadeias dedutivas,

Com efeito, se B se deduz de A, existe C {o interpolante) tal que C se deduz de A e B se deduz de C;
portanto, nio ha conexdes dedutivas minimas pois "sempre podem ser interpoladas entre a premissa e a
conclusio duas conexBes dedutivas menores através do enunciado interpolante. "8 Descartes, conclui Raggio,
concebe as cadeiss dedutivas & maneira construtiva, onde por discreto se entende: "se uma construglo
formulada mediante uma regra se aplica a um objeto para produzir utro, este processo, ni0 como processs
fisico, porém sim como aplicagio de dita regra. € indiisivel "7

Raggio nflo critica a Descartes, obviamente, por ter desconhecido o teorema de interpolagdo, senfo que
conclul a partir de uma afirmagfio falsa de Descartes. aquela relativa ao cariter discreto da deducio. uma
dificuldade pa caraterizagio cartesiana das cadeias dedutivas. Mas, Descartes sim devia conhecer contra-
exemplos faeeis de sua afirmacho, se ele pretendia postular o que Raggio pretende: a séber, gue ha conexdes

THIMMas.

7 Ck. A R Raggio. Op. cit., pp. 14-15.
28 Raggio, AR "La filosofia de la matematica de Kant™. p. 15.
& Ihid, p. 15.



Um exemplo facil, que usa elementos triviais da silogistica, & o seguinte Seiam A e B, "Todos os homens
820 mortas ¢ Alguns gregos sio homens” ¢ "Alguns homens s30 gregos” respectivamente. Do ponto de vista
da dedugdo classica A implica B, mas pela silogistica sabemos do interpolante "Alguns gregos sfo mortais”,
seja C, 1al que A — C (o silogismo Darii) e C — B (por conversio simples}. Este tpo de exemplo - pode haver
algum mais feliz - Descartes dificilmente ignoraria, o qual nos faz pensar que ele nio esta pensando em
conexdes dedutivas minimas no sentido que Raggio sugere.

O que Raggio traduz como cadeia dedutiva discreta, segundo nos parece, se encontra na Regra VI, onde
Descartes emprega a expressio "deduzido diretamente”. Mas, precisamente. ¢ qus deve entender-se, conforme
nos parece, esta relacionado com o conceito construtivista que assinala Rageio. sem atribuir a Descartes o
mencionado cardter discreto das cadeias dedutivas: a passagem dedittiva corresa de A para B é um ato da
minigdo unice, continuo ¢ indivisivel gua processo de conhecimento. E entdo podemos olhar a critica de
Descartes 4 silogistica também desta perspectiva: o formalismo silogistico "disseca” nexos que sio para a
wtuigc indivisivels, como sio 05 nexos dedutivos.

Em sen classico livro, O, Hamelin sintetiza as eriticas de Descartes a stlogstica: &) & silogistica ¢ um
mecanismo ndo-inteligente; b) pressupde a verdade no lugar de descobri-la Para Hamelin, o que critica
Descartes do silogisme é, segundo entendemos, o formalismo implicito na imerpretagio "em extensio® do
silogsmo, oposta & interpretacio "em compreensdo” no seguinte sentido. "O silogismo em compreensio ja ndo
permite extrair conseqiténcias sem atender ao sentido dos termos, e Descaries nz verdade nada falou contra o
sitogismo assim entendido. *3¢

Em relagdo a segunda objegdo, limita-se a que Descartes simplesmente indicaria que ¢ indtil raciocinar
com regras, pois a operagio dedutiva € intuitiva e procede por si propria. sem recurso a regras. Nisto, para
Hamelin, haveria por parte de Descartes um descuido, na medida em que se confiz excessivamente na intuicio,
sem atender a que leis se ajusta uma dedugio quando é correta, com faz Anstételes®! | Para nos, esta critica de
Descartes aponta para um conceito de deduglo mais amplo que o de inferéncia dedutiva a partir de premissas,

5t €. ao problema do método,

3 Hamelin, Q. Kl sistema de Descartes, p. 99.
3 Jpid , p. 99-102.



Com efeito, veﬁms que decorre da concepedo da logica de Descartes Que € necessana uma instincia da
qual a logica e complementar: o método. Para. Descartes, a logica serve para explicar.o ja conhecido, mas ndo
para adguirr conhecimento, Que para ter conhecimento devemos raciocinar dedutivamente de maneira correta
€ nmi exigéncia que obviamente Descartes acenta, trate-se da silogistica ou ndo. O que zﬁq aceita € gue.
digamos, dada uma afirmaciio a demonstrar e os axiomas de Euclides, simplesmente se trate entio de
raciocinar corretamente seguindo regras.

Em geral. axiomas ou nio de por meio. aguilo do qual se necessita é de um método para achar as
premissas da solugdo de um problema, premissas que se fundamentem na intui¢io. Nesse método, segundo
acreditamos, o caminho dedutivo ulterior de premissas a conclusio aparece para Descartes como mais ou
menos implicito, mas nio como produto de seguir cegamente regraé de inferéncia, silogisticas ou nfio, sendo de
que cada passo dedutivo seja acompanhado pela intuiglo. Mas nds aqui deteremos nosso exame, pois envolve
guestdes que excedens o mbito de nossos objetivos: a) qual € o conceito geral de “dedugo” cartesiano; b) se,
por um lado, deve procurar-se um método de andlise ¢ um método de sintese independentes em Descartes ou
se, por outro lado, deve-se falar de analise ¢ sintese como complementares e nunca independentes. Em
qualquer dos dois casos, o problema chamado da “direciio da anafise”, exige a consideragio do conceito
cartesiane de deducio. |

Mas, o que nos interessa aqui destacar ¢. por assim dizer, em que medida podemos pensar Descartes
COMO UM precursor do construtivismo contempardneo. No minimo, no sentido em que as criticas que Leibniz
ihe dirige, sio semelhantes as que Hilbert dirigira aos partidarios da matematica construtiva. Nos acreditamos,
por outro lado, que o papel da intuigho em Descartes, tal e como nds o consideramos, pernute exirair uma
série de conclusdes que mostram que Descartes antecipa o construtivismo contemporines, num sentido mais
profunde que aquele em que o faz Kant,

Se temos razdo em que ha erﬁ Descartes uma critica implicita & axiomatica, podemos ver a critica 3
sifogistica como um espetho da critica A axiomarics, unificadas sob o aspecto de uma critica ao formalismo.
Com efeito, qu.e existem formas de raciocinio diferentes € obvio: qual o objeto de "axiomatiza-las®, se se nos
permite a analogia entre axiomatica e redugfo de silogismos 4 primeira figura? Ora, faldvamos acima que, na

nossa interpretago, & axiomatica € irrelevante no sentido de fixar axiomas "definitivos”, os quais exauriniam
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fodos os principios que podemos aceitar pela intuigio. Para nos, precisamente, a crifica de Descartes & opica
contem esse matiz anti-formalista: & silogistica e, em geral, qualquer intento de fixar dessa maneira seja a logica
seja A mmtematica supbe um objetive, poderiamos dizer, em principio inatingivel: formalizar todos os
procedimentos construtivos, desconhecendo a "textura aberta” da mtuigio. Por certo, 05 temas destacados nos
ultimos paragrafos encontram-se freqiientemente na literatura construtivista,

Ora. quando consideramos que um raciocinio deve vir acompanhado da intuig% correspondente, entdo
ndo apenas podemos rejeitar um "uso operativo” por regras formai# 5endo que podemos dar um passo ulterior:
perguntarmo-nos se uma dada regra formal sempre pode ser acompanhada pela intuigio, ou se, pelo contrario,
existem £asos em que a intuigdo ndo pode justificar uma tal regra. Como é contiecido, o intuicionismo chega a
essa conclusio e rejeita o uso de, por exemplo, o principio de terceiro excluido.

Todas estas consideragdes se reduzem, do ponto de vista filoséfico, a indicar limites para o conheciment.e
humano, via o reconhecimento dos lmites de nossa intuigio, claramente declarados na Quarta Meditacéo.
Observe-se, indirefamente, as conseqiiéncias que tem nossa analise para a interpretagio geral da filosofia de
Descartes, na medida em que seu "racionalismo”, niio pode ser sem mais assimilado a projetos como a
characterisiica universalis leibniziana. Mais do que racionalismo, entdo, um construtivismo que atende a
mencionada "textura sberta” da intuigho. Em particular, so os limites de nossa capacidade intuitiva que
exigem o recurso & demonstragio em relagic 4 matemitica. E exigem também a instdncia complementar do
meétedo, no sentido fundamemal que Descartes da a essa palavra: procedimento para obter verdades_..

Podemos concluir entdo, em fungdo do dito, que a axiomatica é, no fundo, um métado de exposicdo, sem
duvidas o ideal, porém que ndo tem relevancia do ponto de vista que mais interessa a Descartes: obter conheci-
mento. Mas devemos salientar que deve evitar-se umia identificaciio, favorecida por uma passagem das
Respostas &s segundas objegtes, entre dedugio logicamente valida, amda q{.te fundada na intuiggo, e-.dedui;ﬁo
axiomdtica: nio devemos esquecer que o conhecimemo matemitico se funda fambém, e nio menos
fundamentalmente, na dedugfo. sempre ¢ quando que acompanhada pela intuigio. Uma postura filoséfica que,

com toda justica, podemos, em resumo, gualificar de construtivista,
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L.2. Leibniz precursor de Hilbert

A concepgio cartesiana da matemdtica se baseja centralmente n2 geometria, mas consideraé:&es
semethantes Descartes faz sobre 2 aritmética. Em particular, as observacdes de Descartes sobre 2 natureza da
arimética podem ser othadas como ilustrando o caso metodico Nimite: os problemas considerados sio
resolvidos pelo exame de um nimero finito de casos, cada um dos quais se reduzem & intuigio das idéias dos
numeros naturais e das operagdes elementares entre eles. Porém, ¢ evidente o pouco interesse gue Descartes
tem pela aritmética, possivelmente heranga de sua formagio em geometria classica,

Do ponto de vista hastdénco, no entanto, o século XVII apresenta uma grande novidade: a antmética
chega a ter o mesmo statuy de disciplina fundamental que  geometria, Mas a aritmética nio era urna ciéneia
axiomatica durante os sécules XVI e XVIII seu método era o calculo, cujos fundamentos ficavam na
escuriddo. Ora, independenternente do valor gue outorguemos & axtomatica no desenvolvément_o da arimetica,
o século XVII j& assiste &s primeiras tentativas de fornecer uma apresentagiio axiomatica da mesma. Para essa
transformagio iniciar-se, temos que chegar 2 uma concepglo que Leibniz implicitamente enuncia: caleular é
demonstrar.

Em Leibniz temos, com efeito, o germe da axiomatizaghio da aritmética O exame do tratamento de
Leibniz das formulas da igualdade numérica, para seguir a expressio de Kant, pﬁde servir-nos como fio condu-
tor das criticas que dirige a Descartes. Vejamos esta classica passagem dos Novos ensaios>? -

“Nae ¢ uma verdade de todo imediata que dois mais dois sio guatro, suposto que guarre significa trés
mais um. Por conseguinte, pode-se demonstrar tal verdade, eis de que maneira:

Definictes: 1Y Dois & um mals um.

2% Trés ¢ dois mais um.
3} Quarro é 1rés mais um._

Axioma: Colocando coisas iguais em lugar de coisas iguais a igualdade permanece.

Demonstragio - 2e¢2é2elel(def 1) . 2+2
Z2eleléletidef 2y . 24+1+41
Jeléd (del 35 .. I+

32 Noveaux Essays, 1. IV, ch. VIL #10. p. 394, doravante citado Nuevos ensaios.
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Entdo (pelo axioma).................. 4

2e2 ¢4, como se queria demonstrar.”

Anterjormente & passagem citada, Leibniz qualifica como verdades de razio s verdades geométricas e
aritmeticas. Leibmz pretende aphicar um critério para reconhecé-las como tais: reduciio das mesmias a idénticas .
¢ definigbes. No caso, Leibniz trata das verdades aritmeéticas. ficando como projeto um tratamento semethante
das verdades geométricas. Temos que considerar, entBo, em que consiste essa redugfio, que sio a§ idénticas ¢
qual a concepedo de definigio.

{rrosso modp, podemos aceitar que por idénticas Leibniz entende o gue hoje chamariamos de leis logicas,
estabelecendo como criténo para determind-las um tipe de redugfo, isto €, sua dedugio por meio de definigdes
a partir de duas idénticas primitivas: o principio de identidade e o principio de nfio contradigic. Assim sendo, a
passagem citada pretende deduzir as formulas da igualdade numéria;,a usando, em primeiro lugar, uma idéntica
que versa sébre a igualdade. Desta forma, se estabelecem as verdades matematicas como verdades necessarias,
isto €, afirmagdes verdadeiras em todo mundo possivel. Por certo, & critica que se dirige a Leibniz de que as
idénticas primitivas nfio seriam suficientes para levar a cabo seu projeto de redugiio®? | ainda que correta, nio
nos parece afetar fundamentalmente seu programa.

Com efeito, o ponto mais problematico da cencepg;ﬁg de Leibniz parece ser o conceito de definicie, ¢
nio se, além do principio de identidade ¢ ndo-contradicio, devem ser adicionadas outras leis logicas. O pro-
blema da teoria da definigin de Leibniz consiste em resolver o dilema das definigbes nio serem verdades e, no
emtanto, que qualguer demonstraglo, que Leibriz chega a afirmar ndo ser owtra ¢oisa sendio "cadeias de defini-
sBes”, precisa delas. Dai que Leibmiz deva fornecer uma resposts a teoria da definiciio de Hobbes, para quem
as definiches sfio arbitrérias™ . Com efeito, da concepgiio de Hobbes e dos pressupostos de Leibniz. se
concluiria que toda verdade, enguanto deduzida através de defimgdes, seria também arbitrina:

“A. Alguns homens muito versados consideram que a verdade surge do arbitrio humane e dos nomes. ou
seja, dos caracteres. B. Esta opiniic é muito paradoxal. A  No entanto, a provam assim. E z definicio o

principic da demonstracio? B. Confesso-o, pois algumas proposicBes podem também demonsirar-se somente

33 CHr, por exemplo, Pap, A. Semdntica y verdad necesaria. cap. 1.
A resposta de Leibniz a encontramos, por exemplo, em Sobre la sinfesis y el andlisis universal, es decir
sobre ef arte de descuebrir y el arte de juzgar e no Didlogo sobre la conexion entre las cosas v las palahras.
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por mejo de definigBes unidas entre si. A Portanto, a verdade de 1ais afirmagBes depende das definiches, B.
Admito-n. A Porém, as definicdes dependem de nosso arbitrio. B. Como assim? A. Nao percebes que esta no
arbitrio dos matematicos usar a palavra ‘elipse’ para que signifique certa figura® E que esteve no arbitrio dos
latinos impor 2 palavra ‘circulo’ o significado que exprime a definicio? B. E depois qué? Podemeos ter
pensamentos sem palavras. A. Porém, no sem outros signos. Trata, eu te pego, de ver se podes estabelecer
algum caleulo aritmético sem signos numericos. B. Muito me turvas. pois ndo considerava que 0s signos ou
caracteres fossem 130 necessarios para o raciocinio. A Portanto, as verdades aritmeéticas supdem alguns signos
oy caracteres. B. Deve ser reconhecido. A. Portanto, dependem do arbitric humano "3

Ora, pode-se pensar, como aponta.Dascalz‘é. que Hobbes - um dos "homens versados” - apresenta para
Leibniz dois problemas diferentes com sua tese da arbitrariedade da definigho. Por uma lado, que definir
consiste em por nomes a um conceito ¢ que a escolha € arbitraria, como mostra a passagem de Leibniz acima
citada. Por outro, que as notas que constituem a definigo de um conceito s3o também de escolha arbitraria. O
segundo problema teria como resposta a teona da definigio real e nominal; o primeiro, uma concepgio de
nafureza semidtica, mais precisamente, sintética.

Em relagdo ao segundo problema. Leibniz distingue, seguindo 2 terminologia medieval, entre definiges
nominais € reas, porém dando um significado distinto a esses termos. Por um lado, para Leibriz uma definicio
nontnal consiste em dar apenas as notas suficientes para um objeto "cair” sobre um conceite, mas tal definigio
ainda dexa a dinvida se o definide € possivel. Por outro lado, as definigdes reais fornecem as condicBes
necessrias e suficientes, no sentido de que 4 definicio mesma permite conhecer a possibilidade do defimido?” |
st €, 8 nfo-contradicio.

A definicio de uma idéia ¢ resultado de uma analise, na gual se chega aos componentes da mesma.
Letbniz vai modificar tanto a concepglo de idéis de Descartes guante a terminologia cartesiana. A idéia no
sentido leibniziano n#o € um "ato do pensamento" senfio uma disposicionalidade™ | Entendida a idéia como

ato, por oposiclo a disposicionalidade ou poténacia, Leibniz fala de noglo ou conceito. Desta forma, Leibniz

2 Leibniz, G.W. Didlogo sobre la conexion entre las cosas y la palabras, p. 173,
3 Cfr, Dascal, M. Leibniz. fanguage, Signs and Thougts, ch. 4. :

37 Ctr. Discurso de Metafisica, ¥ 25.

3B Cfr (Qué esidea?



pade falar de idéias mesmo que nio sejam atualizadas pelo pensamento, inclusive de idéias que eventualmente
nunca sejam atualizadas. Numa definigho, emtdo, faz-se uma andlise conceptual, no sentido que Leibniz da a
esta palavra. Por certo, ha textos nos quals Leibniz usa o termo idéia ﬁa linha do sentido platdnico onginal

Leibniz vai entender por realidade da idéia a possibilidade 1ogica e por realidade objetiva a existéneia do
aludido por ela. Assim, reals $30 para Leibniz tanto a idéia de centauro quanto a de vermetho, e ndio a de circu-
lo quadrado. No emtanto, a primeira delas ndo tem realidade objetiva. A teoria das definighes reais e nominais
visa, entdo, impor condigBes as definigbes explicativas & semanticas; basicamente, a nfio-contradicio ou a
possibifidade logica. Seguindo a terminologia de Dascal, esta concepeio de Leibniz teria uma orientagio
sem@ntica, ¢ estaria dirigida a responder o primeiro problema apresentado por Hobbes Neste contexto, em que
se fala de possibilidudes ou esséncias, parece Leibniz e#ar usande o termo “idéia" no sentido tradicional acima
aludido.

A resposta ao primeiro problema, isto ¢, gue a escotha dos nomes para um conceito é arbitréria, exige
uma solugo diferente. Trata-se de um caso especial da “teoria das expressdes™>” . Em geral, A "exprime” B se
ha uma semethanca (uma analogia estrutural diz Dascal) entre A e B, de forma tal que da estrutura de A
podemos chegar a conhecer as propt‘iedaaes de B. Ora, as formas de exprimir uma idéia sio multiplas: algumas
fundadas na natureza e outras parciaimente sobre o arbitrio humano, o que quer dizer nio completamente
arhitrarias,

No entanto, apesar do carater convencional ou por instituigiio de certas expresses, da mesma forma que
na matematica diferentes notagdes conduzem a resultados idénticos, diferentes definigdes, agora entendidas
come expressdes sintdticas de uma idéia, exprimem algo ideéntico, a saber, a mesma idéia. Tal multiplicidade
de expressdes ndo ¢ cadtica, senfio que entre elas existe a mencionada analogia estrutural® | analogia entre as
préprias definicles € o expressado por elas. A esta concepgio de definigiio Dascal denomina "semioticamente
orientadz", entendida como uma antecipagic das chamadas definigdes sintaticas.

Leibniz, com efeito, escapa a dificuldade apresentada por Hobbes mediante a mencionada “analogia

estrutural™

3% Para este ponto, veja-se Mugnai, M. "Idee, espression: delle idee, pensieri e caratieri in Leibniz”.
WLk (Que es idea?



"Ainda que os caracteres sejam arbitririos, seu emprego € conexdio tem, no entanto, alpo que ndo ¢
arbitrario, & saber, certa _proporgs‘io entre Q5 caracteres e s coisas, £ também nas relagdes entre os diversos
caracteres que exprimem as mesmas coisas. E esta proporgio e relagio ¢ o fundamento da verdade. Com
efeito, esta proporgio ou relacio faz com que, embora empreguemos estes ou outros caracteres, o resultado
seja sempre ¢ mesmo, ou bem algo equivalente, ou algo que corresponda proporcionalmente. "4

Se atendemos a natureza da teoria da expressao, vemos que também as definigbes reals, que Dascal
sugere como antecipagdo das definicdes semanticas, sio também expressdes de idéias, e nfio apenas as que
denoming sermoticamente orientadas. Ora, o conceito fethniziano de "'expressiéo" deve ser, como adverte G.
Lebrunt” , dissociado de "representagio imitativa®, conceito este tltimo associado com os conceitos de “idéia-
quadro”, "idéia-imagem" ou "idéia-espelho”, que tém uma raiz, sequer como metifora, em Desc-arfes,
Terminologias come 2 de "analogia estrutural® de Dascal ou "invariantes” de Lt_ebru'n sio escolhidas para
salientar que nfio se trata de alguma forma de copia de um original. Como o proprio Letbniz diz, as formas de
exprimir s3o variadas:

"as medidas de uma maquina exprimem a maquina mesma, a projedo da coisa sobre o plano exprime o
sofido, o discurso exprime pensamentos e verdades, as cifras exprimem nimeros, a equacio algébrica exprime
cireulos ou outras figuras "4?

Com estas distngdes podemos ver em que consiste a critica de Leibniz a Descartes no que diz respeito 2
definigio. A discuss@o com Descartes percorre caminhos diferentes da discussfio com Hobbes™ e diz respeito
a importincia metodologica da definigiio. Com efeito, enquanto que para Descartes as definigbes em geral e as
definicbes matematicas em particuler sio irrelevantes, pois seu pomto df_z partida ¢ a intuigho de idéas, para
Leibniz as definigBes s3o justamente o ponto de partida que, entre outras coisas, garante a intersubjetividade
do conhecimento.

Este problema se insere no contexto da critica leibniziana so preceito metadico de evidéncia. Um

exemplo claro desta diferenga o temos na analise que Leibniz faz do argumenic ontologico na sua versio

W Letbniz, G.W. Didlago sobre la conexion entre las cosas y las palabras, p. 176,

42 Cfr. G. Lebrun. "A nogiio de semethanga de Descanes a Leibniz®, pp. 47-49,

3 Oué es idea?, p. 178-179.

43 Para uma discussfio detalhada sobre este ponte, veja-se Belaval, Y. Leibmiz critigue de Descartes, ch. HI



cartesiana. Para Descartes ¢ suficiente reconhecer que temos 2 intuicio da idéia de um ser perfeito para dai
deduzir sua existéncia. Para Leibniz, pelo contrario, isto peca de “subjetivismo”:

“E ndo & suficiente que Descartes recorra 4 experiéneia e que alegue que experimenta em si proprio em
forma clara e distinta algo semelhante, pois tal coisa € anular a demonstragio e ndo resolvé-la, a menos que
mostre de que modo outros podem aceder a mesma experiéneia, "4

Justamente, © acesso a intersubjetividade, por oposigio & subjetividade da intuigio, da-se por meio das
definicles. A vanante que Leibniz previamente a essa passagem oferece do argumento ontolégico parte de
uma definigBo de Deus como “sujeito de todas as perfeicBes”, para em seguida demonstrar que tal objeto é
possivel. Logo, apos demonstrada a possibilidade do definido, como entre as perfeigbes encontra-se a
existéneln, segue-se que Deus existe.

0O intf:_resse deste breve excursus pela teologia racional estd em que esta critica tem seu contraponto na
matemética. Com efeito, Leibniz vera nas deficiéncias da concepgio cartesiana da definiglio um empecitho para
o desenvolvimento da propria matematica de Descartes. Com efeito, e levando em conta a importante funciio
que progressivamente adquirem o tipo de curvas banidas por Descartes na matematizagio da fisica, entende-se,
poryue Leibniz afirma ter sido uma concepgio errada da definigio uma dificuldade para o desenvolvimento
materndtico de Descartes.

O segundo aspecto onde podemos ver os “"defeilos” que a concepgiio de Descartes tem para Leibniz
relaciona a intersubjetividade da definigfio, o papel do simbolisme e a introdugio de novos conceitos
matematicos banidos pela intuicgo cartesiana. A perspectiva de Leibniz imphica eliminar a restricio, embora
parcialmente, & intuigAo clara e distinta das idéias matematicas, para centrar-se na possibilidade, isio €, a nfio-
contradigio, de tais ideias. Plastié-amente: possivel implica existente.

Da perspectiva de Leibniz, uma definicho assegura a intersubjetividade do conhecimento, viz de-
monstragBo de gue o objeto desse pretendido conhecimento existe: deve provar-se a ndo-contradigio do
defimido. Naturalmente, o critério proposto por Leibniz introduz um relaxameno das condigBes restritivas de
existéncia de entidades matematicas. Ora, ainda que pelo visto até agora parega que “existe” deve ser

entendido no sentido de realidade da idéia e nfo de realidade objetiva, Leibniz privilegia, diriamos

A3 1 Ser perfectisimo existe, p. 150



metodologicamente, as definigdes reais no sentido de definigdes genéticas, isto ¢, que mostram pela sua propria
estrutura, dando uma regra de construclo, 2 existéncia do definidod®

Para Leibniz nossa faculdade de pensar ¢ tal que "ainda que a idéia de circulo nio seja igual ao circulo,
dela. no entanto, podem ser obtidas verdades que a experiéncia confirmara no verdadeiro circulo.?? Nao
trataremos aqui o que seja "o verdadeiro circulo” do ponto de vista “ontolbgico”, entre outras coisas porgue
nos parece que o assunto partitha de dificuldades semelhantes as assinaladas em relagiio & posicio dubia de
Descartes em relagao 4 existéncia de objetos geométricos na natureza, se é que esta é uma questdo gue possa
ser levada a séric. Mas o gue nos interessa sio duas questdes que se acham relacionadas com as idéias e suas
expresshes. A primeira delas tem a ver com o papel das figuras geomeétricas numa demonstragio, entendidas as
figuras tambem como expressdo de idélas ou caracteres, mais que como realidade objetiva das idéias
geométricas. A segunda tem a ver com as equagdes da geometria analitica, que aceitamos como defimees, e
portanto expressoes. ¢ sua realidade objetiva no sentido seguinte: como se aplica o critério “Possivel implica
existente” quando estamos em presenga de uma equagio arbitraria.

Falavamos acima gue Leibniz privilegiava metodologicamente as definig8es reais no sentido de definigdes
genéticas que mostram, pela sua estrutura, a possibilidade do definido. Uma definigio que ndo satisfaz esta
condiclo € a seguinte: uma curva na qual dado um segmento qualquer e um ponto dentre dele seja tal que as
linhas que unem o ponto com os extremos do segmento determinem sempre o mesmo angulo. Umna definigiio
genética da mesma "entidade” ¢ a seguinte: figura descrita pelo movimento de uma reta num plano em torno de
um extremo imovel. Nos dois casos definimos circulo, s6 que para Leibniz a ltima definigio, a definiciio de
Euchides. faz mamfesio que a figura € possivel e entSo € conveniente ter definigdes gue incluam a geracio da
coisa®® . Ora, 1ambém podemos definir circulo - gostariamos de dizer sintaticamente - via sua expressao
analitica; {x - 3)2 +{y- b'}3 = rz, onde a e b 530 as coordenadas do centro 4 e r representa o comprimento do
780,

14 sabemos que. independentemente das diferencas que existam entre estas definighes, ha para Leibniz

wma invariante ou analogia estrutural que se conserva. Além disso, pedemos também dizer que a segunda

W Cfr. Sobre la siuesis y el andlisis wuniversales, es decir sobre el arte de descubrir y el arte de Juzgar.
3 Qué exidea?, p. 179. : _
B Cfr. Sobre la sintesis y el andlisis, es decir sobre el arte de descubrir y el arte de Juzgar, pp. 196-197,



defimgo garante a realidade objetiva da idéia de circulo, no sentido de fornecermos um ijet{; que
corresponda a idéia. Mas o que nos interessa perguntarmo-nos - a primeira das questdes listadas acima - € que
justifica, por asstm dizer, o caminho inverso que vai de um circulo (ou de uma figura em geral) especifico a
wdéia de circulo, no sentido de provar afirmagdes universais partindo do circulo concreto. Isto €, partindo de
uma expressio que € - permita-se-nos a terminologia de Kant - ﬁma representago singular.

Deve-se naturalmente observar algum cuidado quando utilizamos o termo “representagio singular”
aphcado a Letbniz, na medida em que € costumeiro afirmar que Leibniz teria suprimido a distingio entre
sensibifidade e entendimento, disting&o recuperada por Kanmt. Mas G. Lebrun nos ensina que acaso nio seja esta
& maneira correta de entender o problema. O que estd por tras disto para Lebrun € que a idéia sensivel é tio
expressiva quanto a clara e distinta. Como sabemos, nos dois casos, “exprimir” nic € "espelhar”, mas a idéia
sensivel € 130 representativa quanto 2 clara e distinta®® .

Se aplicamos estas reflexdes a0 caso que nos ocupa, vemos que a “idéia sensivel” de circulo exprime,
desde uma perspectiva diferente, a idéia de circulo: nfio é um signo convencional pelo fato de ser sensivel.
Escreve Lebrun:

"Se o sensivel ¢ da mesma natureza que o inteligivel, € porque nenhum signo, no limite, ¢ signo por
instituigde, ou methor, € porque desaparece a fronteira entre signos naturais e signos de instituigio, substititos
que mostram ¢ substitutos que dissimulam a razio de sua relagio com a coisa.” 50

Assim, 0 que nos garante que partinde de um circulo concreto possamos deduzir propriedades universais
dos circulos ou, 0 que vem a ser o mesmo, propriedades da idéia de circulo, ¢ justamente que a idéia sensivel
de circulo exprime, 4 seu modo, a idéid de circulo, Isto, natura}ment;e, na medida em que ndo utilizemos
nenhuma caracteristica determinada do circulo concreto .{seu raio especifico, por exemplo) para estabelecer
propriedades acerca de todos os circulos. Em gltima instancia, ¢ & diferenga de Descartes, 530 se trataria de um
mers apoio éensivel ou da imaginagio para nossa intuiglo intelectual limitada.

A anglise do circulo, entdio, ou a de qualquer figura desenhada, deve ser vista como parte de uma

problematica mais geral que envolve os chamados caracteres ou signos. Para Leibniz, como vimos, os

#¥ Cfr. G. Lebrun. "A noglo de "semelhanga” de Descartes a Leibniz®, p.53.
30 Fhid, p. 53-54.
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caracteres si0 necessarios para o exercicio do raciocinio, ndo exteriores a ele. Enguanto expresshes, nio €
condigko necessaria que os caracteres tenham “semethangas imitativas® com o expnmido. Encontramos
relacionadas esta Gitima consideragio com as anteriores num escrito ja citado de Leibniz:

"B. Para mim existe aqui este inconveniente. advirto que nunca poderei conhecer, descobrir, provar, sem
me servir de palavras gu sem outros signos presentes ac meu espirito. A. Inclusive se ndo houvesse caracteres
nunca pensariamos com distingdo em algo nem seriamos capazes de raciocinio. B. Porém, guando ofhamos as
figuras geométricas amitide extraimos verdades delas mediante uma meditagio rigorosa. A. Assim &, porém,
para considerar a estas figuras como caracteres, deve saber-se que nem o circulo desenhado no papel € um
verdadeiro circulo nem que isso é necessério, pois € suficiente que nés o tenhamos por um circulo. B. Porém,
tem certa semethanga com o circulo e esta semethanga nfo €, certamente, arbitraria ”

Em resumo, uma figura enquanto representagio singular permite-nos obter verdades sobre uma idéia
geometrica na medida em que se trata de uma expressio ndo completamente arbitriria desta, expressio
suficiente no que diz respeito a uma semethanga "ndo-imitativa”, porém tio represemativé quanto uma -
representaclo sem elementos sensivels ou puramente intelectual.

A segunda questdo € um aspecto de como o critério "Possivel implica existente” redunda em préticas
matematicas ndo-prescriptivas. Assinalamos que Descartes tinha banido as curvas ngo-algébricas em fungdo de
sua fundamentagdo na intwigdo clara e distinta da aceitabilidade de entidades geométricas. Com sua concepgio
do primado da definigio e seu eritério de aceitabilidade sendo a consisténcia do definido, Leibniz justifica a
miroduglic das curvas transcendentes. Mas, como se relacionam expressdes analiticas ¢ “desenhos™? Esta é a
segunda questdo que levantamos acima. A resposta € fornecida nos £nsaios e é conseqiéncia “natural” dos
supostos da teorta das expressDes: dada qualquer curva podemos obler sua expressdo analitica ¢,
reciprocamente, dada qualquer expressdo analitica (nfio-contraditoria) temos a curva correspondente. No
capitulo seguinte veremos como pode entender-se a posicio de Kant como ndo muite diferente da de Leibniz,
no que diz respeito as conseqiténgias matematicas. E veremos como também um aspecto da filosofia kantianz
da matematica reproduz a posi¢io de Leibniz em relagio ao valor das idéias sensiveis.

Ha um outro aspecto que relaciona caracteres, definigBes ¢ teoria da expressio que gostariamos de

remarcar. Trata-se agora do conceito de mfinito atual, que vimos também banido por Descartes em funciio do
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primado da intuigio. Podemos ver neste céso um exemplo da importancia dos caracteres e das definighes em
Leibniz, como notas de seu formalismo por oposicio ac infuicionismo cartesiano, para seguir as categorias de
Y. Belaval, Escreve Belaval:

"Com efeito, a possibilidade da idéia nio é mais que por conseqiiéncia a possibilidade de um contendo do
pensamento, por principio, ela é a possi.biiidade de um ato do pensamento. Com a descoberia da série n/4
Leibmz descobria que uma definig@o, num nimero finito de palavras, podia determinar um infinito; e, como
escreve Cassirer, a defimigBo gendtica ia encontrar sua realizacio no infinitesimal “*

Lembramos que a rejeicio cartesiana das curvas transcendentes devia-se ao fato de que elas sdo geradas
por dois movimentos independentes, de forma tal que no podemos f;:onstmir mais que por pontos discretos e
por aproximacgdo. A proposito deste problema, J. Vuillensin escreve:

"Porém, Leibniz salienta que a aproximagio € suscetivel de duas formas diferentes. Ou bem, a cada
progresso realizado, devem-se recomegar todos os calculos, come acontece na aproximagio de n por
Arquimedes ou Ludolph, quando se escreve a série

T=3,14159.
ou bern, a0 contrario, a série das aproximagdes € regrada por uma lei que fornece 20 espirito, além de tal ou tal
determinacio particular, a liga¢io que as integra ao comjunto no qual elas figuram, como € o caso para a
aproximagac regrada, € entdo exata num serntido novo, de n/4 de Leibniz, quando ele demonstra:
wA=1-13-15-1/7_ "3

O fato destacavel € justamente gue ha um meio de tratar o infinito através do finito, isto é, através de um
nomero finite de caracteres contidos na definigio. A definicio permite exprirrﬁr o infinito, Desta maneira, o
infinito adgquire sua carta de cidadania matemdética via a possibilidade de traza-lo através do finito. Um
tratamento Jeibniziano semelhante encontramos .para o congeite de "infinitamente pequene”. Quando Leibniz
introduz o céleule com infinitesimos, fornece regras formais para o t_rataﬁzemo das novas eﬁiidaﬁes, sem
consideragdes “ontologicas™* . Em outro texto, no entanto, escreve que os conceitos do infinitamente grande

ou do infinitamente pequeno “sio de utilidade apenas nos calculos, da mesma forma que as raizes imaginarias

3 Belaval, Y. Leibniz critique de Descartes, p. 169,
32 Vyillesn, 1. La Philosophie de 1'Algebre, pp. 29-30.
%3 Cfr. De Gandt, F. “Newton: La justification des infinitments petits et {intuition du mouvement”.



na algebra™* | onde parece estar defendendo teses de natureza “mstrumentalista”, no sentido de que, mesmo
possiveis, os infinitésimos nfio existem, como as raizes imaginarias, ainda que os utilizemos nos calculos.

Ora, vemos entdc como os trés temas leibnizianos, a.critica 2 intuigfo como subjetiva, a definigio de
idéias como instancia intersubjetiva, a possibiidade que na matematica implica existéncia, s.e relacionam com
outres temas que podemos referir em geral & problematica da characteristica universalis leibniziana, Mas o
ponto de partida de Leibniz, segundo achamos importante destacar, nfio parece ser outro que a necessidade do
simbolismo para o exercicio do pensamento. Como caso particular, que 2 partir do finito (o simbolismo),
possamos tratar do infinio.

Uma relagdo adicional € sugerida por Dascal: nessa linguagem ideal uma definigio tem seu lugar
enquanto combinatoria de signos ou caracteres. Ora, via a decomposigic dos sinais que corresponderiam a
uma defimglo, terlamos uma visualizagdo da contradigio ou nio-contradigio do definide. Vuillemin faz uma
sugestdo semelhante a de Dascal, via uma comparagio com o conceito de “multiplicidade definida™ de Husser!:
uma enumeracdo finita dos conceitos e proposigdes de uma ciéncia de maneira tal que determinam univoca e
completamente todos 0s seus teoremas. A diferenga com Husser] estaria em que ndio haveria para Leibniz uma
enumeraco finta e as definigdes genéticas substituiriam entfio a decorrente impossibilidade de demionstragio,
por visualizaclo, guande envolvida uma infinidade de notas.

Ora, parece que 2 fundamentacio Oltima das definighes siniéticas via analogia estrutural seriz a propria
idéia, & qual, em ultimo termo, referiria um simbolo gua expressio. E isto permitiria operar apenas com os
simbolos, sem atender ao significado, como guando calculamos. O “pensamento cege”, produto de seguir
regras combinatorias - a characreristica universalis -, sem considerar os significados dos simbolos, estaria
ustificado na medida em que sempre podemos recuperar esses significados.

Por certo. o paralelismo enire, poderiamos dizer, o aspecto seméntico ou o significado e o aspecto
$intatico, convenéenterﬁeme traduzido, ¢ um problema central da filosofia da matematica contemporinea. Com
efeito, até que ponto a consideragio dos sinais, ¢ ndo do significado por eles, permite obter demonstrages que

consideremos também  significativas, ¢ ndo mera combinatoria de simais desprovida de significado?

3 Novos ensaios, L I, eap. XVIL



Naturalmente, isto depende do conceito de significado neste contexto. Em particular, se depende ou ndo, visto
de outra perspectiva, da intuigio.

Ora, nfic podemos coincidir com F. De Gandt quando escreve que Leibniz “¢ apaxonado pelos sistemas
de sinais ¢ busca transformar as demonstragbes matematicas (inclusive as geometricas) num cileulo cegﬁ."55 )
na medida em que esta afirmagio implique o hobbesiano “Demonstrar ¢ calcular”. Para nos, o formalismo de
Leibmiz nilo deve ser nunca completamente separado da idéia de expressdo e, portanto, niio devemos confundir

sua utiidade {0 gue tem de cego} com um fim em st mesmo.

1.3. Recapitulagic

No presente capitulo exammamos esquematicamente o conceito de intuigio em Descartes e a critica
leibmziana 40 construtivismo cartesiano. Em Descartes, ¢ conceito de intuigho perde seu significado originario
de percepedo. Entendida como tendo por objeto as idéias, a mtuig3o resulta ser a instincia de justificacio da
matematica. Leibniz opde a0 primado da intuig@o, o primado da definigio e da prova de possibilidade do
definido, primado fundado na intersubjetividade da definiglo, face o carater subjetivo da intuigio.

Ora, sem pretender postular um “infuiciordsmo cartesiano”, que aproximaria o pensamento de Descartes
as teses de Brouwer e o intuicionismo, podemos afirmar que as notas do conceito cartesiano de infuiciio sio,
por assim dizer, condigio de possibilidade da maneira construtivista de ver a logica e a matematica. Em
particular, destacamos que a nossa anilise implica a existéncia de uma critica subjacente por parte de Descartes
4 axiomatica. E associamos essa critica implicita a0 método axiomatico com a critica explicita de Descartes &
silogistica. Este matiz antiformalista que encontramos em Descartes o encontramos também no construtivismo
contemporaneo.

Ha, entdo, aspectos du oposiclo destacads por Belaval entre Descartes e Leibniz nos termos de
intaicionismo vs. formalismo que reaparecerio na discussio contempordnea sobre os fundamentos da
matematica. Em particular, € parte substancial de nosso trabatho - e até onde nds sabemos de tratamento
sistematico onginal - destacar como nas concepgdes de D, Hilbert encontramos temas do pensamento de

Leibniz, no sentido de um modo de proceder semefhante face os mesmos problemas. Ora, isto ndo implica ndo

55 Of F. De Gandt, op. ¢it,, p. 149-150,
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reconhecer as notorias diferencas que possamos achgr entre ambos. Em panicular_, no que diz respeito a
reduciio leibniziana da matemdtica a logica.

Ora, ¢ usual, quando as idélas de Hilbert siio relacionadas com as de Leibniz, lembrar a tese lethniziana
“Possivel implica existente” e associa-la com a tese hilbertiana "Consisténcia implica existéncia®. Esta
associagho ¢ legitima, porém de alcance circunscrito aos primeiros escritos de Hilbert sobre fundamentos No
Capitulo 3 nteressa-nos mostrar como os temas leibnizianos que destacamos no presente capitulo,
profundamente interligados no pensamento de Leibniz, sio progressivamente independentizados e
reformuladas por Hilbert. Em particular, como subjetividade da intuigio, definigio e possibilidade do definido,
possibilidade provada via a characteristica ¢ tratamento do infinito via formalismo, se independentizam do

primeiro, 1510 €, da tese "Possivel implica existente”.



Capitulo 2
A intuicdo kantiana e o construtivismo

2.0. Apresentaciio

O presente capitulo € dedicado 20 exame das raizes kantianas do conceito de intuicio no construtivismo
contempordneo. Em particular, em Kant nos interessa 2 relaghio que existe entre intuigio e existéneia, no
sentido em que corresponda usar este termo, de objetos matematicos. O conceito de intuigsio kantiano atende
fundamentalmente a esta questdo, mas Kant pretende também justificar pela intuicgo enunciados perais. Ora,
come assinalamos no capitolo anterior, os dois conceitos de intuigo tém seu papel numa flosofia da
matematica construtivista, mas as notas que Kant atribui 2 intuigio sdo, no minimo, incompativeis para dar
conts de ambas necessidades.

A Segio 2.1, examing a relaglo entre esquemas ¢ definigBes, seguinde como fie condutor a concepgdo
kantiana da intuicBo como representagdo singular. A Segio 2.2, examina, por um lado, em que medida
podemsos conceber a Kant como um precursor do construtivismo contemporaneo, guando a intuigio é
concebida como representagio singular. Mas, por outro lado, mostramos como Kant atribui & intwicio um
papel, aquele de servir como instincia de entace (sintese) universal de conceitos, que ndo pode ser reduzido i
intuigdo como representagio singular. Com efeito, como intentaremos mostrar, seguindo & Bolzano, para os
obetivos de Kant seu conceifo de infuicBo como representagio singular ¢ insuficiente. Por cento, o problema
para nés néo ¢ elucidar a natureza da intuigio kantiana, senfo se as notas atribuidas a intuigdo sio suficientes
para dar conia da natureza da matematica. Neste ponto nossa conclusiio & negativa,

Ora, parte do nosso trabalho neste capitulo serd mostrar que no que diz respeito 4 aceitabilidade de
novos conceitos e métodos matematicos, a posiq.éc de Kant nfc difere essencialmente da de Leibniz O

distintivo em Kant ¢ 4 rejeicio do logicismo leibniziano, mas no que toeca a admissibilidade de conceitos e
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métodos nio encontraremos nenhuma diferenca essencial, Assim, pretendemos indiretamente indicar os limites
que uma interpretacio construtivisia de Kant deve considerar.

Come fizemos no capitule anterior, atribuimos & nossas afirmagdes o carter de conjecturas plausiveis,
eventuaimente insuficientemente documentadas. De novo, nosso objetivo ¢ salientar os temas da filosofia
moderna continental que reaparecem, mals ou menos modiﬁcada.s, na discussio contemporines sobre os

fundamentos da matematica. Em relagfio 2 este fim, o tratamento dado a estas questdes parece-nos satisfatorio,

2.1. Definigdo, intuicio € esquema

Na comcepeo de Leibmiz, como vimos, as verdades matematicas sio verdades de raziio ou, na
terminologia atual, vordades analiticas. Sabemos do pape! essencial que as definicBes tém para o projeto
leibniziano de reduclio da matematica 4 logica. E sabemos também que as definigdes sdo entendidas como uma
mstincia intersubjetiva oposta & intuigio cartesiana. O papel que Leibniz assinala & intuigio é funglio da
mpossibilidade formal de definir tudo. Se uma definicio € o resultado de uma andlise completa, o conhe-
cimento infuitivo terd lugar pa apreciagio das notas simples que constitpenm o resuitado da andlise.

Ora, um dos topicos centrais da filosofia kantiana ¢ a rejeigBic do logicismo leibniziano. Basicamente,
Kant rejeita a identificagBo entre, por um lado, a prior {necessario) e analitice e, pelo outro, a posteriori ¢
sintético™ . As verdades matemdticas, portanto, nio resultam da anlise dos conceitos envolvidos efou do
principto de ndo-contradigBo. As verdades matematicas sio juizos sintéticos a prior.

Nos juizos matematicos achamos, segundo Kant, necessidade ¢ universalidade estrita, carateristicas que
mdicam a presenga de juizos a pnomn, por oposigio aos juizos empiricos ou siniéticos a posteriori. Este
pressuposto, € o pressuposto da necessidade da intuig8o -palavra a qual Kant devolve a nota de represeniaydo
singular ou individheal- como fundamento do conhecimento, levam naturalmente & idéia de uma intuigio pura,
distinta da empirica: £5pago € tempo.

Que funclo tem neste contexto a intuigio e as definicdes? Na Légica®? | Kant distingue entre definicdes

nominals © reais. Uma definicio € noming/, quando estipulamos arbitrariamente um significado para uma

¥ Para uma leitura gue resgate como distingio kantiana fundamental ndo @ oposigio “analitico - sintética™
sendc “construtivo - ndo-construtive”, cfr, Raggio, A “La filosofia matematica de Kant”.
37 Kant, 1. Logica, # 106.
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palavra dada, uma definigBo € real, quando demonstra a possibilidade do objeto Mas para Kant, real neste
vontexto significa mais do que possibiidade 16gica, significa a possibilidade de construgao, isto €, as definicdes
devem ser geneticas ou, na terminelogia atual, construtivas.

Ha (.‘?rit;’msa, a teoria da definigho estd mais elaborada. A explicagio do significado dé palavra ¢é
chamada por Kant designagdo, distinguindo-a de uma definigio: designag;ﬁés nfio sho defimgbes, pois ndo se
trata do “conceito da coisa”. Isto coincide parcialmente com a caraterizagio de definicio nonminal que aparece
na Logica. Porém, para entender a concepglio kantiana de definigdo, temos que distinguir entre conceltos da-
dos e conceitos aio-dados.

Emire os conceitos dados temos 0s conceitos empiricos, que ndo podem ser definidos sendo explicados.
No caso do conceito “égua”, por exemplo, podemos dar sua designagfio, sua definicio nominal, mas, para fins
centificos, precisamos dar sua explicagdo. Além dos conceitos empiricos, temos conceitos dados a priori, que
também nfo podem ser defimdos senfio exposies. Por exemplo, os conceitos filosoficos como substancia,
causa, etc. A exposicio de um conceito filosofico - 4 dderenga dos conceitos empiricos € matematicos - é
resultado da andlise,

Por certe, Kant perfeitamente poderia subscrever 4 critica gue A. Pap dirige a Leibniz no sentido de que
a prova de ndo-contradigio de uma definiglio, no sentido leibniziano, depende de uma “analise completa™, fato
do qual nfio podemos ter certeza plena®® . Assim, podemos pdr em divida que o conceito de juizo analitico
dependa, como afirma Pap, do conceito de definiglio, porque num case como “Tode corpo € extense” nfo po-
demos justamente dar uma definic3o de corpo.

Com efeito, podemos defimir aqueles conceitos que sBo ardiariamenty pensados, entre outros. os
sonceitos matematicos™” . Kant exphicitamente diz que enquanto as exposigbes provém da analise, as
definighes, proprias da matematica, sfo siméticas®! . Podemos examinar o que resulta da concepgio de Kant
guando examinamos, por exemplo, a definicio de “tridingule” como “figura de trés Angulos”, e dissolver uma

aparente contradigio apontada por Pap na teoria kantiana da defim¢io.

* Kamt, I Critica do Razdio Pura. Abreviames, como de costume, CRP.

3 Cfr CRP, B 756,

50 Parg todas estas distingbes veja-se CRP, B756 = B758.

81 £ no minimo curioso que Pap ignore essa distingio feita também no #105 da Logica.
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Observa Pap®® | seguindo as afirmagdes de Kant na Logica, que se definimos “elipséide™ como “solide
gerado pela rotaclo de uma elipse sobre qualquer um dos seus eixos™ e se definimos “elipse” como “curva
fechada cujos pontos s3o tais que a soma de suas distincias a partir de dois pontos determinados ¢ constante”,
entao, se “elipsoide” ndo tem um uso precedente ¢ acaba de ser inventada como uma abreviatura do defiens,
a definicho € nominal. Mas, por outra parte, podemos presumir que esta definic3o € real, pois podemos
construir a elipsdide seguindo as instrugBes contidas na definicio. Portanto, 2 definicio de elipsdide ¢
simultaneamente nominal e real. £ isto um erro ou um descaso no ensino por parte de Kant?

Em primeiro lugar, € claro que se interrogados pelo significado da palavra “tridngulo” respondemos com
& afirmacio acima, entdo se trata de uma definicio nominal, de uma designaglio, como diz Kant®3 | Porém, en-
quanto gedmetras, ua situagio muda, da mesma forma que no caso do conceito empirico “agua”. Com efeito,
enquanto ciéncia, a geometria ignora a origem prévia do conceito “tridngulo” na linguagem quotidianz. Nio se
trata da anélise correta de um conceito pré-znaliticamente dado: “Na matematica niio possuimos qualquer
conceito anterior a definiclo, pois aquele € primeiramente dado mediante esta tltima”6%

Ora, pouco importa que se trate de um termo j4 usado na linguagem quotidiana como tridngulo ou outro
fermo como elipsoide ou quadratriz; enguanto conceitos clemificos eles sio “produzidos” originatiamente pela

definicdio. Desta perspectiva desaparece a “contradicBo” indicada por Pap, embora ainda restem atgumas
dificuldades por resolver. Com efeito, ainda que “figura de trés &ngulos™ seja uma sintese arbitraria, nio
podemos dizer que seja uma definigho real, no sentido de mostrar a possibilidade do definido’ teriamos que
demonstrar nfio apenas que o congeito € logicamente possive! sendo também construi-lo, de forma semelhante
& sugerida na Seglio 1.1, do capitulo anterior.

Ora, mmtuigio e deﬁ.ﬁigéo aparecem entdo obviamente relacionadas. Por tratar-se de conhecimento, os
conceitos matemético.s, que sdo introduzidos pelas definighes, devem vir acompanhados das intuicdes que

provam que eles s8c ndo-varios (realidade objetiva também para Kant). A mateméatica & conhecimento “por

50 Ch A Pap Semdntica y verdad necesaria, p. 48-49,

53 Kam suspeita que a discussio de conceitos fundameniais de uma discipling como a matematica faria-a
semelbante a filosofia no que diz respeito as discussdes estérsis sobre o significado dos termos, mas & dificil
compatibilizar a ideta de indefinivel com a tese kantiana de que as definigdes encabegam as afirmagdes sobre
seus obietos,

& CRP,B 759
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construgo de conceitos™. onde por tal construgiio deve entender-se “apresentar a priori a intuigio que
corresponde ao conceito. "t

 Kant diz que 0 matematico “sem nada poder fazer com o simples conceito se apressa em consultar a
mmtuicho na qual considera i concrefo o conceito, ndo empiricamente, mas sim tEo-somente numa infuicEo que
representou a prion, isto €, construiy, € na gual aquilo que segue das condiges universais da construgio
tambem fem que valer universalmente para o objeto do conceito construide”. Um exemplo adequado € a
defimedo de elipside que consideramos acima® a definigiio indica a construggo da elipsdide, temos niio apenas
sua “possibilidade légica” senfio tambeém sua “existéneia”, como distinta da ndo-contradigio.

Para estes topicos um texto fundamental é a Resposta a Eberhard:. Eberhardt defende, citando
Apoldnio, uma postura de corte leibniziano ¢ Kant contra-argument2®’ com o exemplo do proprio Apolnic:
este constréi um cone e depois obtém por outra construgio a parabola, para logo demonstrar suas
propriedades. Desta forma, prova-se a realidade objetiva do conceito “parabola”. Justamente, porgque para
Kant ¢ primewro problema que enfrenta um matematico ¢ saber se os conceitos com 0s quais trata sio nfio-va-
2108,

Na intuiclio pura ou formas da intuigfio espago e tempo € onde construimos 08 conceitos matematicos,
Em geral, a intuigBo que corresponde a um conceito € uma construgdo, que pode ser empirica ou pura. Neste
uitimo caso, chama-se esquernitica. Kant, para referir-se 4 realidade objetiva de trifingulo, usa a expressio
“gsquema do tridngulo”. Um esquema é “um meétodo universal para prover Imagens a um conceito™®® O
problema imediato seria saber que meios temos para produzir tais imagens. Ora, a teoria do esquematismo,
neste contexto, parece cumpnr entdo a funglo das definipdes construtivas ou genéticas. Em lugar de esquemas,
entdo, poderiamos falar de definigdes construtivas, as quais garantem a realidade objetiva de um conceito.

Ora, se insistimos num construtivismo de corte tradicional, pode-se perceber que existe uma certa tensio
amtre o elemento conceptual da matematica e seu elemento infuitivo, tensdo que podemos ver refietida numa

definigio que estabelece apenas @ possibilidade do definido, sem fornecer instrugBes para realizar uma

& CRP.A713=B 741

6 CRP, B 744 :

87 . Resposta a Eberhards, p. 26-27.
6% A 140=R t79.
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construgho, Parte dessa tensdio poderia desaparecer estabelecendo como norma que toda definigio deve ser
construtiva. Na Ldgica, #106, Kant declara que todas as definiches matematicas séo geneticas, isto ¢,
defini¢Bes que dio um conceito de forma tal que o objeto pode ser exibido a prion in concrelo.

Porém, a primeira edigo da Crifica incluia uma nota de rodapé de contendo semelhante, retirada na
segunda edigdo, evidentemente porque tal proposta é impraticavel: nio é possivel definir todo congeito. 1sto
nos leva a considerar que hé conceitos geométricos primitivos para os quais nio ha definicio construtiva, Ora,
cabe perguntar-se se podemos definir, Sem nenhum elemento sensivel. conceitos puros que esguematizados
seriam 0§ conceitos geométricos primitivos, Ou leva esta pergunta 2 analogia entre o esquematismo dos
conceitos puros do entendimento € o esguematismo matematico longe demais? Podemos resumir estas
consideragles na pergunta seguinte: que tipe de conceitos sio os conceitos geomeétricos? Intentaremos
respondé-la quando tratemos do mesmo problema em retagio aos conceitos artméticos.

As consideragbes precedentes baselam-se na concepgo da geometria como ciéncia axiomatica. Existe
um tratamento paralelo da aritmética? Leibniz, segundo ja mostramos, oferecia uma demonstragiio a partir de
leis 16gicas ¢ definigBes, portanto, as verdades aritméticas seriam verdades de razio ou, na terminologia de
Kant, juizos analiticos, se entendemos que aqui se trata de definicdes no sentido de nominais. Na (ririca. Kant
declara que as verdades da igualdade numeérica s30 nfio apenas sintéticas a prior sendo tambeém
mdemonstriveis®® = A conseqiiéncia que Kant tira da indemonstrabitidade das formulas da igualdade numérica é
que 2 anumética ndo € axiomatica, pois hi infinitas formulas numéricas verdadeiras e ndo pode haver infinitos
AKIOMAE.

Neste ponto Kant niio faz mais do que seguir opinides comuns na €poca. Ora, ja alguns de seus
contemporaneos sugeriram que formulas do tipo “x + (v + z) = {x + v}~ ", a chamada lei de associatividade
da soma, podiam ser consideradas como axiomas aritméticos. Por certo, nem sempre Kant pensou que as
formulas da igualdade numérica eram indemonstraveis. M. Capozzi informa que Kant fornece uma

demanstragdo (datada entre 1762-1764) de “8 + 4 = 127" de tipo leibniziano. Ora, ¢ também em 1764 que

Y Cfr. A 164 =B 204,
70 Ofr. Capozzi, M. “Kant on mathematical definition”.
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Kant apresenta sua idéia de uma geometria geral, isto ¢, uma geometria de qualquer nimero de dimensdes”!
Portanto, nfio parece adequado tirar outra conclusio sendo que Kant abandona ambas concepghes em algum
momento, ¢ ndo que para Kant a aritmeltica suporia, inclusive na Critica, uma matematica geral,

Um penetrante critico de Kant, B. Bolzano, fomecera uma demonstragio das formulas da igualdade
numéricas, cormgindo um defeito na demonstragio de Leibniz citada no capitulo anterior. Bolzano mostra que
& partir da mencionada lei de associatividade deduzimos tais formulas, com definicdes como as de Leibniz?? . A
necessidade da formula universal encontra-se, e isto nao foi percebido por Leibniz. na passagem de 2+ (1 + 1)
a{2+ 1)+ 1. Ora, do ponto de vista dedutivo a demonstragiio € inobjetdvel. Porém, o que se trata € apenas de
fornecer uma demonstragio a partir de axiomas mais ou menos arbitrarios? E claro que a “lei de
associatividade™ ndo carateriza as propriedades dos mimeros naturais. Em poucas palavras: temos gue
distinguir entre demonstracio como mera cadeia de formulas e demonstragiio, digamos, com valor fundacionat.

Além da aritmética carecer para Kant de axiomas. no temos também defini¢Ses dos niimeros, essenciais
& proposta de redugo da aritmética a idgica de Leibniz. Do ponto de vista formal, entdio, ndo € a auséncia de
wm principic de intercimbio defimcional, fundamental para qualquer critério de analiticidade, o que impede &
Kant reconhecer como analiticas as formulas da igualdade numérica. Trata-se, justamente, da auséncia de
defimgbes. A diferenca de Leibruz, para quem, por exemplo, “2 + 1 = 3" no era uma verdade senfio uma
definiglio, para Kant se trata de uma verdade que depende da intuigio pura.

Kant, no entanto, € extremamente instdvel no que diz respeito as relagBes entre aritmética ¢ intuicio.
Existem passagens que permitem sustentar que o conceito de nimero’”® € a) puramente discursivo’™ ; b)

i

precisa da intwiglo do espago e do tempo ™, ¢} precisa apenas da intuigio do tempo’® . Podemos aqui seguir a

Lorenzen’’ , & qual sugere que para Kant 0s nimeros sio gerados por Ui regra => qUE OPera assim: a regra

1 Pensamientos sobre la estimacién verdadera de las fuerzas naturales In- Martin, G Kant. Ontologia v
Epistermologia,

72 Cfr. Bolzano, Bernard. Sur la docirine Kantienne de la construction des concepies par les intuitions, # 8.
7 Para uma discussio das diferentes posigdes de Kamt em relaclio ac conceito de nimero, cfr. Couturat,
Louis. La filosofin de las matematicas en Kanr,

7t Carta a Schultz. In: Torreti, R. Manuel Kant. Extudio sobre los fundamentos de la filosofia critica, p. 187,
n 269 :

I3 Cf. A 124 = B 752 Também na Disseriatio, cap. 12,

* Fundamentalmente, na Doutrina do Esqguematismo, cfr. B 182,

77 Lorenzen, Pawl. Pensamiento metodico, p. 43
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=> aphicada a | da por resultado | 1, aplicada a este dltimo da | ||, ¢ assim sucessivamente. Através desta regra
de construgio, que € o esquema ao qual chamamos nimero, damos na intuigio um objelo conforme ap
conceito puro de magnitude.

Kant sublinha a importéncia de dispor da regra € ndo da construgdo efetiva do objeto, que pode ser
completamente irelevante. Assim, trata-se da possibilidade de construir o namero “1000™ através da regra, e
nfic de sua construcho efetiva mesma. Isto & importante na medida em que se pretende nfio associar construgio
com o meramente imagingvel Por outra parte, as configuracbes espaciais podem mudar, por pontos, por
exemplo, ¢ neste sentido os nimeros nic dependem de uma representagdo espacial, sendio basicamente da
sucessio temporal.

Poderfamos, entdo, dizer que cada regra de forma semelhante produz imagens, e que aquilo que permite
reconhecer cada regra como tal, € o namero entendido como esquema do conceito puro da magmitude. Ora,
aqui o nimero aparece como “esquema do conceito puro da magpitude”, mas em principic ndo se trata
especificamente de um conceito, sendo do titule que agrupa as categorias da guantidade: unidade,
multipticidade, totalidade.

Dz mesma forma que distinguimos entre o conceite de tridngulo e seu esquema. temos que distinguir o
gue poderiamos chamar o conceito de nimero (conceito puro da magnitude) ¢ 0 nimero como esquema. As-
sim, aparentemente feriamos aqui a oportunidade novamente de distinguir entre a definicio nio-construtiva e o
esquema como definiclo construtiva correspondente. Mas que devemos entender agui por defini¢io n3o-
construtiva? Na verdade, aqui estamos frente 3 um problema semethante 20 levantado em relago aos conceitos
primitivos da geometria, pois a todas luzes o conceito primitive da antmética € o nimere,

Em outra passagem da Crifice, a categoria de totalidade esta relacionada com ¢ conceito de mimero, e
nio o tiwio das categorias da quantidade. Kant diz, numa espécie de prova de independéncia da categoria de
totalidade das categorias de unidade e pluralidade, gue na representagio de nimere estfio envolvidas as trés,
enquanto que na representacdo de infinito apenas as duas primeiras. Esta observagio é interessanie porgue
daria uma sugestBo para a definicBo nio-construtiva de nimers, na hnha de considerar o conceito de mimero
como conceito puro. Mas, & diferenca da geometria, aqul, no minimo, teriamos a partir de que definir, a saber,

os conceitos Incinidos no titulo da quantidade.
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Se assim fosse, a regra => {ou aquilo que permite reconhecé-la como regra) seria a definiglio construtiva
de numero. Ora. na matemética trata-se apenas de conceitos puros depois esquematizados ou, se assim
podemos falar, de conceitos sensiveis puros? Porém, como j4 dissemos, nfio parece haver outro conceito purQ
sendo o de numero na aritmética. Mas para Kant temos “0 conceito puro da magnitude”, do qual o ndmero ¢
seu esquema’” . No entanto, lemos na j4 mencionada carta a Schultz: “A ciéncia do ngmero &, ndo obstante a
sucessao que toda construglo de uma magnitude requer, uma sintese puramente intelectual, QUE Fepresentamos
em pensamentos” Aqui temos uma afirmagio que pode ser interpretada como ndo sendo necessaric o
momento intuitivo na aritmética.

Independentemente desta quest8o, no que diz respeito a aritmética, podemos conjecturar em que senfido
08 conceitos aritmeéticos, além de nimero, sBo construidos para Kant, A regra = ¢ uma construglo que nos
permite introduzir 08 MIMEros COMO SUCESSOTES: exceto o nimero 1, todos os outros sio sucessores de algum
outro. Kant exige tambem a construcio das operagbes, propriedades e relagdes entre niimeros. A operagio
RUICESSOT ACTESCEntamos uma nova construglo para 2 soma entre ndmeros. A idéia de Kant era que somar dois
marmeros € adicionar uma a uma as unidades do segundo a0 primeire. Podemos entfio introduzir a soma usando
4 regra => COMO segue somar m a # € aplicar m-vezes a regra = a #. Desta forma, poderiamos dizer,
“temporizamos” o congeite de soma.

Por certo, embora ndo tepha explicitamente formulado uma regra de construglio para soma, Kant ndo
aceitana tal regra como uma demonstraglor por um lado, geramos pela regra de soma “7 + 37, por outro,
geramos pela regra de sucessor “127, e finalmente verificamos na intuigho a igualdade. Podemos generalizar &
entender que o carater construtivo da artmética se refletinia no fato de que qualquer relagio ou propriedade
relativa aos nimeros deveria ser introduzida por procedimentos semethantes.

Fimalmente, perguntamo-nos qual seria o conceito geométrico puro analogo ao de nimero. Por certo,
Kant nio parece pensar gue ha algo assim como “um conceito puro da magnitude continua”. Ora, se 0 nossc
raciocimc € correto, teriamos aqul uma assimetria entre aritmética ¢ geometria. Na aritmética teriamos

LOMCENOS puros que seriam esquematizados. Na geometria, por outro lado, teriamos conceitos sensiveis puros.

*® Este parece ser um aspecto da complexa discussiio sobre 2 distingo entre esquemas, categorias puras e
categorias esquematizadas. Chr. Bilderling, Beatriz von. “Categorias puras y categorias esquematizadas”™.
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Esta visko, por outro lado, seria consegilente com a prioridade tradicionalmente atribuida & aritmética em
relagho & geometria

A expressio “conceito sensivel puro” - por certo, expressio utilizada pelo propric Kamt - atende
simplesmente a ressaltar & yredutibilidade da geometria, & diferenca da aritmética, ao molde de CONCEo puro,
por um lado, e esquema desse conceito, por outro. Se queremos falar ainda de esquematismo como definigho
construtiva dos conceitos geométricos, temos entdo que distinguir entre os éonceitos primitivos geometricos €
os conceitos que podemos definir a partir deles. No segundo caso, podemos pensar que se trata de uma regra
de construglio de um conceito geométrico, no sentido tradicional da palavra,

No primeiro ¢aso, podemos falar de esquematismo num sentido diferente, aguele que tem propriamente
para as categonas. Suponhamos que um conceito primitivo geométrico seja o de linha. Pois bem, Kant nos diz
que o tracado da linha supbe o tempo e, neste sentido, poderfamos falar de esquematizagio dos conceitos
geométncos primitivos. Esguematizados os primitivos neste sentido, a forfiori seriam esquematizados os
definidos também no mesmo sentido. (Diga-se de passagem, que nés nfio possamos representar o tempo senfio
atraves da linha nfio quer dizer que o espage tenha prioridade com respeito ao tempo, como decorre do fato de
gue 8 propoa linha pressupde o tempo.)

Ora, cabe assinalar que o problema para o qual nio encbntramos uma soluglo satisfatéria, isto €, o status
dos conceitos geomeétricos, pode ser othado de uma perspectiva, digamos. abstraccionista. Desta perspectiva
08 CONCEROS geometricos seriam abstraidos dos dados da sensibilidade. Uma primeira objegiio € que isso seria
insuficiente, ma medida em que, para seguir o exemplo de Descartes, o conceito de miriagone nfio poderiamos
evideniemente pensé-lo como abstraido. Ora, poderiamos pensar gque os absiraidos seriam certos conceitos
geométricos primitivos e depois, por um procedimento complementar, construidos os mais complexos.

- Porém, a objegic que achamos mais imporiante € que o conceilo geral de construglo kantiano pareceria
um tanto circular: se as figuras so nossos recorfes no espago unico da intuigdo - e isso vale também para os
conceitos geomélricos primitivos -, se vamos do conceito a sua hmagem, qual ento a necessidade desse
processe, se podemos partir dos dados da sensibilidade para obter os conceitos? Que justificaria este processo

que seria de ida e volta® Ora, ac que parece, para Kant nds aplicamos aos dados sensiveis os conceitos
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geométricos num sentido equiparavel 2 como aplicamos as categorias, sentido que implica que nio abstraimos

&s categornias nem 0§ Conceitos matematicos dos dados da sensibilidade.

2.2. Os limites do construtivismo kantiano

Examinamos na sec@o anterior algumas questdes relativas aos conceitos geométricos e aritméticos em
funciio do conceito kantiano de intuigio como representagio singular. Neste contexto, 0s esquemas aparecem
como definigdes construtivas, isto €, como definigles que provam, via construcio, QUE UM CODCEILD
maternatice € ndo-vazio. Ora, a concepgio da aritmética de Kant, tal qual ele a apresenta na Critica, & por
demais estreita’” . Com efeito, enunciados simples, como aquele, por exemplo, que estabelece que a soma dos
¥ primeiros nummeros naturais ¢ igual a # vezes » < I dividido por 2, no sio considerados. Também ndo hé
fugar para enunciados do tipo existencial, como o teorema de Euclides sobre existéncia de nimeros primos. O
problema que aqui se miroduz € o problema dos enunciados gerals, sejam universais, sejam existenciais.

Com efeito, no primeiro caso trata-se de provar um enunciado para qualquer # e nio para um nimero
finito deles. Como demonstrar enunciados universais ng aritmética? No segundo caso, devemos demonstrar
que para qualquer numero natural, existe um primo maior. Neste caso combinamos quantificadores universais e
existencials. Sob gue condigdes demonstramos um enunciado desta natureza® O problema que devemos tratar
¢ em que medida a forma da intuigdo, espacial ou temporal, tem um papel na demonstragio de enunciados
desta natureza, sejam aritméticos ou geométricos.

Kant, como ¢ bem conhecido, distingue duas faculdades claramente separadas, sepsibilidade e
entendimento. A primeira como g faculdade das representacdes singulares ou intuigdes e a segunda como a das
representagdes gerais ou concelios. Ora, ainda que para Kant espago e tempo sejam formas da sensihilidade, ¢
conveniente ndo esquecer a heranga de Leibniz que s¢ encontra na concepgdo kantiana do espago & do tempo,
cuja breve consideraglo permitir-nos-4 depois perguntarmo-nos se existent a) essenciais diferencas entre os
métodos ¢ Lonceitos matematicos aceitos por um e outro; b) qual o papel do conceito kantiano de intuicio na
demonstragio de enunciados gerais. No que segue, restringir-nos-emoes a0 espago, mas consideragdes seme-

thantes podem ser feitas em relago ao tempo.

7 Para uma analise da concepeio kantiana de nimero além da aritmética, ofr. Sitva, 1.J. da. O predicativismo
de Hermoom Weyl, cap. 2.
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G. Martin assinala que a divida de Kant para com Leibniz é dupla Em primeiro lugar, o carater idead do
espago, 1510 €, como em Leibniz, ¢ espago ndo € um ente real senfio um ente ideal Separa-se, naturalmente, ao
afimmar que o espago ¢ relativo 4 nossa forma de conhecer. Escreve Martin:

“Tanto Leibniz como ele afirmam a validade objetiva da geometria euclidiana. Para o primeiro, esta
baseia-se no pensar divino, para o segundo, no humano. Portanto, a idealidade transcendental do espaco
cuclidiano fanda-se no fafo de que sew ser comsiste no seu ser pensado por Deus - segundo Leibniz - ou pelo
homem ~ segundo Kant. Precisamente isto, e ndo outra coisa, guer expressar Kant com sua tese da idealidade
do espago.” ™

Além da idealidade, Martin assinala como divida de Kant a tese do cardter fenoménico do espago, isto ¢,
o espago como forma dos fendmenos externos. Ora, Martin nos_infarma que o espago é simultaneamente
forma dos fendmenos ¢ forma de nossa intuicdo sensivel. Conclui-se entdio gue o espago fisico e o espago
matematico sio de carater euclidiano. Mas isto mostra que, independentemente das concepgdes filosoficas
respectivas, Kant e Leibniz admitem que o unice espago € o espago trdimensional euchdiano. O que cabe
perguntar-se € se o cardter construtivo que Kant atribui & matemétics conduz a algum 1ipo de restrigo no que
&z respeito a conceitos e métodos geométricos que o diferencie, pelas suas conseqliéncias matematicas, de
Letbriz.

Resumamos o que temos até agora. More as inﬁzigﬁes puras do espago ¢ do tempo, © esquema de um
conceito, Como VImos ng seqdo anterior, garante 8 existéncia no sentido seguinte: um esquema € um método
para prover imagens a um conceito. As conhecidas dificuldades envolvidas no conceito kantiano de intuigio
slio comentadas por grandes estudiosos de Kam como Martin, os quais indicam como satda considerar gue o
papel da tuigdo em Kant pode ser mais claramente entendido se o vemos da perspectiva do construtivismo
matemitico contemporines. Em seu fundamental livro de eritica kantiana acima mencionado, G. Martin, por
exemplo, escreve.

“An intentar de este modo compreender as afirmacbes de Kant sobre o cardter construtivo da
matematica, nfio esquecemos gue estamos utilizando conceitos que ele conheceu apenas de maneira imprecisa.

No entanto, come 0s mesmos intuicionistas reconhecem sua afinidade com as teses kantianas, parece-nos

8¢ Martin, G. Kant. Ontologia e Epistemologia, p. 47,
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possivel imterpretar @ Kant baseando-nos nas idéias atuais. Por conseguinte, a tese kantiana sobre o carater
intuitive da matematica significa sua imitaglio agueles objetos que 580 construtivels.”¥!

Cira, quats s80 os objetos construtiveis para Kant? Por exemplo, na ja mencionada Resposia @ Eherhardt,
Kant entende que a equagho “ax = yz" define a curva que denominamos parabola e a qual é construida através
de seccdes conicas. Mais ainda, Kant aceita as demonstragdes de propriedades da parébola baseadas apenas na
sua definiclo, e nfio na sua construgho™ . Pareceria entdo que podemos dispor ndo apenas de definicbes
construtivas ¢ ndo-construtivas, sendio também obter verdades matematicas sem o recurso & intuiggo. Porém,
nic seria isto conhecimento por concefios e ndo por comstrugdo de conceitos? Nio, dird Kant, pois os
matematicos sabem a partir da definigio que € possivel a construggo esquemdtica. No entamto, quais as ca-
rateristicas que uma definigho desse tipo deve ter para garantir tal saber?

Venios que, como em Leibniz, 2 ¢xpressio analitica € uma definiclio. Ora, a insisténcia de Kant na
construgBo nos leva talvez a uma procura mais “construtiva” que a do préprio Kant como, por exemplo, buscar
estabelecer, como € 0 caso de Descartes, qual ¢ critério de admissibilidade de curvas e, correspondentemente,
de suas expressGes analiticas. Na verdade, é possivel que o construtivismo kantiano seja tdo otimista que, no
gue diz respeito a este pomo, coincida com o “formalista”™ Leibniz.

Com efeito, independentemente do cardter analitico que Leibniz mribui & geometria, Leibniz e Kant
coincidem em que por geometria se entende a geometria euclidiana, embora possamos detectar em Kart uma
preferéncia, como vimos num texto citado anteriormente, pela tradicional geometria sintética classica. Mas se
PENSAMOS 1o carater nico do espacoe € no fato de que nods fazemos recortes nesse espago tnico - as figuras
geomeétricas - podemos pensar que qualquer recorte postulado., o qual apenas sejn nio-contraditorio, €
construglo,

Em conseqliéncia, neste sentido bem pouco construtivo de construgo, podemos garantir que 0s
matematicos sabem, a partir da expressdio analitica, que é possivel a construglio esquematica. Mas isto leva-
nos, em Ultima instancia, ac pressuposto letbniziano que destacamos no capitulo anterior: para qualguer curva

desenhada temos sua expressdo analitica correspondente € a reciproca. No fundo, € pelo cariter unico do

Bl Martin, G. Kant. Ontologia y epistemotogia, p. 33.
82 fr. Resposta a Fberhardt, p.29.
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espace que para Kant ndo ha pessibilidade de definir um conceito geométrico para © qual ndo exista
sonstrugio.

Um exemplo de gque o “construtivismo™ € sui generis 0 encontramos no tratamento de %, que, como &
vimos, Descartes bania como entidade geométrica porque as relagbes entre circunferéncia e diimetro eram
“inexatas”. Em Leibniz encontravamos que, via a expressdo do infinito através do finito, © tem seu lugar na
matematica por meio da definigiio #f4 = 1 - 13 + 1/5 - /7. Vejamos em relagho a este problema o que
escreve Kanl:

“Por acaso ouviu-se ja alguma vez que devido por assim dizer a wma ignorincia necessaria das
condicGes, fez-se passar por inseguro qual € com precisio em nlimeros racionais ou irracionais a relagio do
didmetro com o circulo? Visto que tal relagiio ndo pode ser dada congruentemente pelos nimeros racionais ¢
gue pelos irracionais ainda ngo fol encontrada, entdo se julga que pelo menos a impossibitidade de tal solugio
possa ser conhecida com seguranga, € Lambert forneceu umia prova a respeito.”™

Vemos entdo que ndo apenas nac ha nenhuma restriglio construtiva em relagio a x, senfio que inclusive
aceita-se a demonstragio de sua nrracionafidade por Lambert. Lembrando a rejeigo cartesiana de 7 por tratar-
se de uma “relaglo inexata”, € interessante comparar esta passagem de Kant com um construiivista como -
Kronecker. Referindo-se 4 prova de Lindemann da transcendéneia de n, Kronecker diz que se trata de “um
esforgn malgasto, ja gue o niimero nio existe.” ¥

A diferenca com Leibniz encontra-se no tratamento do conceito de infinito atual, mas nfio no fato de ele
nfin ser consistente /n absirato. {ome @ matematica estd subsumida sob as condigdes da sensibilidade, in
corcrelo, entdo o concelto de infinto atual nlo pode ter cabida nela. Porém, importa destacar gque o conceito
de infinite atual nfic ¢ pars Kant comtraditénio, mesmo na Critica, pois precisa-se dele no &mbuo do
conhecimento pratico®

Como £ bem conhecide, o problema do infinito € tratado na Crifica em relaglio & chamada Cosmologia

Racional. Sucintamente, poderiamos dizer gue, da mesma maneira que na matematics, o infinito atual € banido

55 CRP B 508- B 509.

8 Citado por Smorynski, C. “Hilbert's Programre”, p. 12.

33 Parg as nuancas do pensamemto de Kant em tomo do problema do irdinito, Cfr. W. Rod. “Le probleme de
Pinfini dans le développement de la pensée critique de Kant™.
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da metafisica como conhegmmento tedrico da razio, ainda que reaparega indiretameme na {ritica como “idéia
da razfio”. Ora, como escreve Wolfang Rod:

“Isto monstra, que ndo apenas & matematica intuitiva que rejeitava, apos Brouwer, 0 conceito de infinito
atual, podia referir-se a Kant, senfio também Cantor, quem punha. acima de tudo, 2 Letbniz por testemunha.
Kant ndo recusa definitivamente ¢ conceito de infinito atual, ele simplesmente nega que possamos conhecer
uma coisa atualmente infinita; enquanto que simples idéia da raz&o. o infinito atual tem também um papel na
sua filosofia ” %6

Em resumo, até aqui consideramos a intuigho do ponto de vista de ser uma representagio singular,
destinada a ser o Jocus de existéncia de objetos que correspondam a um conceito matematico. Em particular,
um conceito matematico que envolva o infinito atual fica automaticamente excluide. Mas o papel da intuigo
nio se restringe ao problema da existéncia de objetos correspondentes aos conceitos envolvidos, senfio que a
intuigdo ¢ necessaria, segundo Kant, para as sinteses entre conceitos, por exemplo, na demonstragiio de gue a
soma dos Angulos internos de fodo tridngulo ¢ igual a 180° Vemos entdo que, mesmo aceitando um congeito
de existéncia como construtibilidade em Kant, a passagem via inhsigio 4 lstificativa de emunciados gerais é em
principio discutivel. Lemos como o proprio Martin incorre inadvertidamente nessa metdbasis:

“A intyiclo n3o €, portanto, uma fonte adicional de coshecimento para a matematica - 0S Matematicos
chietaram com Tazi0 essa tese ~ senfio uma instdncia que reduz o Ambito maior de existéncia l6gica ~ o n¥o-
comtraditorio - ao menor de existéneia matemdética - o construtivel. Daé gue /nossos grifosi neste segundo
aspecio. os juizos da geometria sejam sintéticos a priori, pois podemos construi-fos na fruicdo pura. w&7

Ora, Martin deduz, inadequadamente ao nosso ver, que da construtibilidade dos conceitos via intuigio
corno representagio singular, podemos justificar 0s enunciados geomeétricos gerals também com esse conceito
de intuigiio como representacio singular. Para nds, seguindo a Bolzanc, essa passagem nfo esta justificada
com as premissas de Kant. Com efeito, a intuicho aparece envolvida nas provas de aftrmagBes universais ¢,
mesmo que Kant nfo tenha considerado o problema, a resposte vale tanto para a geometria quanto para a

aritmética. O problema nfio se apresenta guando consideramos apenas equagbes numéricas - onde na

3% Rod, W. Op. cit, p. 168,
7 Martin, G. Op. ¢it., p. 35.
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“verificaglio” de tais equagBes pela imuigBo conserva-se o carater de representagio singular da Intuigio.
Porém, quando consideramos enunciados universais, achamo-nos na mesma situagiio da geometria

Neste segundo papel da intuigio € que incidira a0 nosso ver, a certeira critica de Rolzano: o fundamento
da necessidade da soma dos angulos internos de um tidngulo ser igual a 180° é a intuiche individual do
desenho ou o que ha de universal nele? Com efeito, perguntara Bolzano®® | como a intuigio, que por definicio
¢ de um objeto individual, pure ou nao, pode garantir que o que vale para ele vale para todos os putros? A
consideraclio da universalidade na aritmética obriga a uma reflex3o semethante: precisamos da intuigio de um
ramero p arbitrario, como de um tridnguio arbitrério, para afirmar algo sobre todos os nimeros? Kant nio se
faz esta pergunta, pois, como vimos, ele se restringe zos juizos singulares.

No entanto, o leitor de Kant objetara que ¢le fala de esquemas, métodos universais para fornecer imagens
& um Conceito, e insistir na palawa. universal. Porém, responde isto a objegio de Bolzano? Nio, a intuigio é a
intuigho de wna imagem e, por conseguinte, uma representacio singular. Portanto, quando envolvida a palavra
“todas”, ¢ tratando-se de universalidade irrestrita, ou estendernos o conceito de infuigio de maneira que parece
contriria ao espinto da filosofia kantiana, ou admitimos que esse tipo de sinteses, se acaso se trata de sinteses,
ficam atnda por explicar.

Com efetto, existern dois problemas que devemos diferenciar. O primeiro tem 4 ver com a necessidade de
um conceite nio ser vazie, fato que provamos atraveés da regra de construg@o aa forma da intwigio. O segundo
£ 3¢, € isto parece exigir uma consideragio distinta da mera forma da intuig8o, precisamos da intuigio pura de
wma forma andloga & intuigo empirica para Justificar um enlace {sintese)} de conceitos. No segundo case,
estamos na mira de Bolzano: como passar do tningulo individual a todos os tridngulos?

A imuigBo empirica, obviamente. nio permite essa passagem com necessidade no contexto dos juizos
siptéticos a posterior], e se respondemos gue a justificamos, pois o procedimento de construgio € a garantia,
entio devemos conceder, como pensa Bolzano, que tal procedimento de construgio exprime o universal no
concetto de tnidngulo, € que a intuigiio ¢ superflua para o estabelecimento da afirmagio em questdo. Justamente
- isto € para nds ¢ ponto forte da argumentacio de Bolzano - porgue, segundo Kant, a intig3o, seja pura ou

empirica, € uma representagho singular,

8 Cf. Bolzano, B. Op. cit. #7



Ora, assinalavamos no capitulo anterior que Kant podia ter uma divida insuspeita com o pensamento de
Leibniz em relagio ao problema de em gue medida uma demonstragiio podia ser tal que, partindo de uma
representagio singular como a de um circulo, pudesse ser obtida uma verdade unbversal. Essa divida a achamos
justamente onde Kant insere a distinglo entre sensibilidade e entendimento: via ¢ esquematismo dos conceitos
matematicos pretende recuperar - para nos, sem sucesso - o que Leibniz obtém - com sucesso em relagio a
SUaS Prefmissas - via 3 teoria das expressdes: que a representagio singular é uzﬁ acesso a0 universal,

€ que talvez poderiamos encontrar em Kant como antecedente do construtivismo € uma concepgio de
demonstragdo de enunciados existenciais que decorre da afirmagio de que a existéncia no é um predicado.
Com efeito, podemos pensar que & consegiiente com seu conceito de intuigio como representagiio singular que
um enunciado gue afirme a existéncia de um objeto com uma certa propriedade, deve ser demonstrado de
forma tal que na demonstragiio se estabelega a maneira em que o objeto com a mencionada propriedade se
constrol. Assim, uma demonstraclio de existéncia nfo poderia, por exemplo, partir da afirmacio de que todos
os objetos possuem uma certa propriedade, deduzir desta afirmagBio uma contradigio e concluir, entdo, que
existe um objeto gue nio tem tal propriedade. Assim, uma demonstragio de existéncia deste tipo ndo nos di
um metodo para consiruir o obieto com a mencionada propriedade.

Mas rejeitar uma demonstraciio desse fipo € Tejeitar ¢ uso de terceiro excluido: todos os objetos tém uma
gerta propriedade ou existe um que pdo a tem. Cabe pensar que Kant aceitaria limitar a vafidade das leis
jogicas? Acreditamos que a resposta € negativa as leis ¥ogicas sfo validas “por meros conceitos™ Como
ciéncia, a logica € analitica & seu papel, do ponto de vista de seu uso nas matematicas, € servir como “cadeia do
metodo”, Ora, olhada de uma perspectiva diferente da dicotomia analitico e simético - seguindo uma idéa de
A Raggo - podemos pensar a 1ogica como forma do pensar sem determinagio temporal, por oposigio a forma
do pensar, com determinagio temporal no sentido seguinte:

“enguanto 08 conceitos 16gicos como conceitos sincategoremalicos pOSSUR apenas esquemas femporais
e referéncias objetivas dependentes, os conceltos cateporematicos POSSUET esquemas temporais e referénctas

chjetivas independentes ™ 89

8% Raggio, A R “Consideraciones sobre Ia concepcion kantiana de la logica formal”.
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Mas esta maneira de enfrentar o problema sugere para nos de que maneira podemos fazer de Kant um
construtivista consegiiente. Nio ha, no entanto, nentum elemento que faca suspeitar que Kant poderia pdr em
duvida a validade irrestrita das leis logicas, ponto no qual coincide com Leibniz novamente. Em particular, ¢ 4
diferenca dos argumentos transcendentais, na matematica as provas gpagogicas - para seguir a.denominacio
de Kant -, como a do tipo sugerido acima, “possuem o seu lugar proprio™¥"

Por certo, Kant afirma que z Togica é valida “segundo meros conceitos”. Porém, por exemplo, o principio
“Nen enfis nulla sunt praedicata” impbe pré-requisitos para sua aplicagBo: o conceito do sujeito ndo deve ser
vazio. Desta forma, a primeira das antinomias da razdo nfo prova que, por exemplo, o principio de terceiro
excluido ndo & valido - n3o haveria nesse caso nem sequer apariéncia de antinomia - senfo que, justamernte,
pelo mundo ser um non-entis, os predicados finito € infinito aplicados a mundo ddo duas afirmagdes falsas, o
qual explica a aparente violagio do principio de ferceiro excluido.

Este ultimo aspecto, o carater subjacente da logica classica admitida como sendo de validade irrestrita,
permite ver outro aspecto dos limites do construtivismo kantiano. Assinalamos no capitulo anterior que nfo
pretendiamos encontrar teses técnicas de cardter construtivista em Descartes, mas sim pretendiamos encontrar
nele o "espirito” do construtivismo contempordneo. Independentemente de que aqui e all encontremos teses
kantianas que sugiram analogias com © construtivismo, acreditamos que em Kant nideo encontramos
precisamente aguele "espirito”.

Com efeito, vimos gue em Descartes encontravamos, senfo uma rejeicio “intuicionista” de terceiro
exclnido, uma implicita admissio da possibilidade de examinar a validade irrestrita do mencionado pringipio.
Assinalavamos que a rejeigio de terceiro excluido € uma das notas carateristicas do intuicionismo. Escreve ao
respeito Brouwer:

/.1 a questdo da validade do principio de terceiro excluide € equivalente 2 questdo de se podem existir
problemas matemdticos insoltrveis. Nio hi trage de uma prova para a convicgdo, g qual alguma vez ja fol

proposta, de que nfio existe nenhum problema matemético insolirvel "1

* CRP, B 820
! Citado por Smorynski, €. Op. cit., p. 14.
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Demre deste espirito construtivisia encontramos, por certo, a Descartes. Confrontado com o problema
do mfintto e & aplicagio de terceiro excluido, Descartes responde que, em ultimo termo, esse problema esta
alem de nossas capacidades para resolvé-lo. Resposta semethante encontramos no que diz respeito 2 relagio
entre o didmetro e a circunferéneia: ignorabimus. Por outro lado, a convicgiio mencionada por Brouwer acima,
como veremos enunciada de maneira um tanto diferente, € de Hilbent: todo problema mateméatico ou bem se
resolve ou bem se prova que os métodos que se consideram adequados para resolvé-lo sio insuficientes.

Qual das duas atitudes é mais proxima 4 de Kant? Numa passagem supracitada em relagio a 7 parece-nos
gue encontramos uma posigho que se aproxima, neste aspecto, a Hilbert. Repetimos a citagio parcialmente
para comodidade do leitor:

"Visto gue tal relagio n#o pode ser dada congruentemente pelos numeros racionais e gue pelos
irracionais ainda nfio fol encontrada, entdo julga-se que pelo menos a impossibilidade de tal solugBo possa ser
conhecida com seguranca, e Lambert forneceu uma prova a respeito.”

Tomadas literalmente, entdo, hé afirmacdes de Kant que, sob supostos diferentes, conduzem a restrices
de tipo construtivo; em particulas, aguelas que se relacionam com a intuiglo como representagio singular e
com a existéncia de objetos matematicos garantida por definigdes construtivas. Inclusive, come assinalamos,
podemos reconhecer que as demonstragdes de afirmages existenciais como sujeitas a restrigio de indicar o
“método de construcio” do objeto em questiio encontraria, sob & mesma hipotese de ter supostos diferentes,
apoio na obra de Kant.

Destacavamos que a intuigio, enguanto represertacio singular, no entanto, ndo da conta dos enunciados
universais. Quando se trata de enunciados desta classe, parece que nos aproximarmos mais da intuig3o de 1déias
cartesiana do que da forma da intuigdo de Kant, num eclecticisme no minime discutivel. Olhado desta
perspectiva, acreditamos que 0 construtivismo contempordneo abandona o conceito kantiano de intuigio como
representacio singular, Uma confirmaciio implicita da tltima afirmagiio encontramo-ia na andlise de A. Raggio
das diferencas enfre o intuicionismo e o finitismo de Hilbert. Com efeito, para Raggio o intuicionismo parte, 4

diferenca do finitismo, da atividade do sujetto de conhecimento:

58



“Nio apenas de sua capacidade transcendental de gerar tempo, sendo fambeém inossos grifos/ de sua
capacidade podtica de gerar e captar sensidos de enunciados e demonstragdes ™52

Ora, independentemente de at€ que ponto ¢ com que medificacbes o construtivismo contemporéneo
encontra em Kant suas raizes, em nossa analise procuramos mostrar que, do ponto de vista matematico, nio ha
diferengas substantivas entre Kant e Leibniz. Podemos sintetizar nossa visio dizendo gue Kant substitui a
“tepria do formalismo” Jetbmziano pela sua "teoria da construglio dos conceitos”, mas que os Tesultados
matematicos coincidem em um e oulro £aso.

Um caso confirmatorio de nossa tese encontramos, um tanto paradoxalmente, no tratamento do infinito.
Com efeito, a “construgio de 1" de Kant ¢ no dmbito dos conceitos a “definicio (expressio através do finito)
de n" de Leibniz no ambito do formalismo. Independentemente da questiio da existéncia do infinito atual,
Leibniz exige sua expressio atraves do finito como condigdo gnosioldgica relativa a nossa finitude. Deixando
de lado as diferengas relativas as respectivas teorias dos conceitos de ambos autores, talvez nfio se trate mais

do gue pontos de vista que. em Gltimo termo, podem serem othados como complementares.

2.3. Recapitulaciio

A diferenga radical que existe entre os conceitos cartesiano e kantiano de intuico ¢ posta de manifesto
de maneira singela quando notamos que no caso de Descartes, como mostramos no capitulo anterior, a
intuigo permite justificar enlaces entre conceitos cujo produto siio afirmagdes matematicas, enquanto que em
Kant a intuigfio, come representagiio singular, permite mostrar gue um conceito matematico € ndo-vazio,

Com efelto, a intuigho. seja pura ou emphrica. € entendida por Kant como representacio singular, Porém,
além do papel de instdnciz de prova de existéncia dos objetos matematicos e de instancia de justificacio de
juizos singulares ou existenciats, Kant afirma. que a Intui¢@o desempenha um papel fundamental na prova de
enunciados universais, tese que ¢ no minimo discutivel. Kant também atribui, sem divida num contexto
difererte do cartesiano, 4 intuigio a fungBo de garantir enlaces entre conceitos Seguindo a Bolzano, achamos

que tal pretensdo & inconsegiiente com as proprias premissas de Kant.

¥ Raggio, A R "El cincuentenario de los Grimdiagen der Mathematik de Hilbert ¢ Bernays®, p. 204.
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A critica de Bolzano, o qual asunala que, enquanto representagio singular, a intuigho ndo permite
fundamentar a pretendida universalidade irrestrita das afirmacBes matematicas, permite por de manifesto a
dificuldade que toda vanante de construtivismo deve enfrentar: aceitar mostrar através da intuigiio, qua facul-
dade de representagdes singulares, apenas que um conceito € nio-vazic, ou aceitar owfro congeito de intuicio
que capte generalidades, no sentido de enlace de conceitos.

Nos capitulos 3 e 4 pretendemos essenciaimente apresentar a forma mentis leibniziana subjacente ao
Programa de Hilbert. Mostraremos como ¢ ponto de partida de Hilbert ¢ uma crifica acs intentos de
justificac@o da matematica na intuig3o, entendidos por ele como subjetivistas. Em particular, insistiremos em
que subjaz a0 Programa de Hitbert uma concepglio na qual o formalismo nfio é de natureza completamente
arbitriria - concepedo que examinamos ja no caso de Leibniz - e que opera como “condi¢io de possibitidade”
do programa hilbertiano de fundamentacio da matematica.

Ora, ba interpretagBes do Programa de Hilbert que procuram estabelecer sua filagio kantiana, e &s quais
néxs faremos referéneia especialmente no Capitulo 4. Em primeiro lugar, examinaremos essas interpretagdes na
medida em que elas procuram associar o “ponto de vista finito” hilbertiane com 2 intuigo como representagio
singular. O novo papel atribuido & percepgdo do ponto de vista dos fundamentos nos escritos dos anos 20
parece aproximar ¢ pensamento de Hilberr ao de Kant. Em segundo lugar, examinaremos as interpretagdes que
aproximam Hilbert 2 Kant, mas da perspectiva da “teoria dos conceitos” deste 0ltimo, um aspecto que nos
parece mais relevante que o amerior.

Em Gitimo termo, nossa interpretacio do Programa de Hilbert repousa num certo cardter complementar
que podemos encontrar entre as ieses de Letbniz ¢ Kant. Por uma lado, encontramos em Leibniz, como
comrapartida fundacional oposta 4 intuigo. wma “teoria do formalismo™ - ausente de todo em Kant - e ponto
fundamental para um exame do Programa de Hilbert. Por outro lado, encontramos em Kant uma “teoria dos
conceitos” que serve de apoio para a concepgdo hilbertiana da aritmetica, mas sem & no¢lo de “construgdo” na

intuicio pura.
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Parte H

O Programa de Hilbert
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Capitulo 3
Temas leibnizianos
no Programa de Hilbert

3.0. Apresentagio

€3 presente capttulo ¢ dedicado a mostrar como encontramos no projeto hilbertiano de fundamentagio da
matemitica temas da filosofia de Leibniz que tratamos no Capitulo 1. Em primeiro lugar, encontramos a tese
leibniziana "Possivel implica existente”, ndo como tese fundamental, mas sim como tese que nos permite
distinguir dois periodos no formalismo hilbertiano, marcados sucessivamente pela presenga e auséncia da
mencionada tese. Neste capitulo, mostramos como os testantes temas da filosofia de Leibniz, destacados no
Capitulo 1, aparecem nos primeiros escritos de Hilbert. No capitulo seguinte, mostramos como esses temas
subsistem independentemente do abandono de “Possivel implica existente”.

Na Sego 3.1, examinamos a relagiio entre o critéric “Consisténcia implica existéneia”™ e a visiio
hitbertiana de historia da matemética como progressiva e de estrutura aberta Neste contexto, “Consisténcia
implica existéncia” aparece claramenie mais como eritério natural para evitar praticas matematicas Testritivas
que como entenio “ontolégice”. Como contrapartida fundacional da intuigio, temos em Hilbert, em hugar das
definiches leibnizianas, o conceito central de sistema axiomatico.

Na %ecfo 3.2, tratamos do movum hilbertiano que implica o papel fundacional do sistema axiomatico.
Remeterno-nos essencialmente a Pensamento axiomdtico, texto que consideramos um pomo de inflexiio entre
ps mencionados dois perindos de formalismo de Hilbert. Os sistemas axiomaticos também sdo examinados
nesta secho no gue diz respeito a pratica da propria matematica e na sua relacdo com a historia desta. Este

cariter “bifronte” do sistema de axiomas, em relaglio 4 pratica matemitica por um lado, € aos fundamentos da



mesma por outro, nlo é acidemal reflete um aspecte do pensamento de Hilbert gque nos parece nio
suficientemente considerado pelos estudiosos do tema.

Esse aspecto € imtroduzido na Seqdo 3.3, deste capitulo e, mais que uma fese a provar, trata-se de um
instrumento interpretativo cuja eficacia decorrerd, segundo nos parece, do conjunto do trabalho, Brevements,
consiste em distinguir entre a matematica como ela € na pratica usual ¢ a wmatematica como objeto da
metamatermatica. Em particular, o cardter bifronte do sistema de axiomas acima mencionado, parece-nos,
reflete essa distingio. Em geral, obriga-nos a refletir sobre a questio seguinte: se as afirmagBes feitas em
fungiio do programa de fundamentagio da matemética - quando a matemética € tomada como objeto da
metamatematica - s3o também, sem mais, afirmacgQes sobre a propria matematica.

No entanto, o objetivo central da Se¢do 3.3. ¢ examinar os temas leibnizianos do Programa de Hitbert
nos trabathos escritos por volta de 1900 que, convenientemente traduzidos, sio os seguintes: a) subjetividade
da inuicle, b) intersubjetividade do sistema de axiomas e da demonstragio de consisténcia dos mesmos; ¢)
papel do formalismo na fundamentagho da matematica, d) decorrente imporifincia da percepeiio; e) tratamento
do infinito através do finito. Os itens mencionados t€m a ver especiaimente com a constituiciio de uma nova
disciplina matematica, a metamatematica, destinada 2 fornecer uma fundamentaciio definitiva & propria
matematica, mas & qual encontramos apenas em germe neste periodo do pensamento de Hilbert. A Seciio 3.4

apresenta as primeiras reagdes face ao projeto hitbertiano de tundamentag3o da matematica.

3.1. Consisténcia = existéncia

Na Parte 1, mostramos indiretamente que 2 discussio sobre qual € a insténcia adequada de justificagio da
matemética redunda na acenacio ou nio de noves instrumentos de trabatho matematico. Tamto Descartes
quanto Leibniz foram sensiveis 4 necessidade de fundamentar suas descobertas de forma tal que a introdugio
de novos instrumentos decorresse da instincia escolluda. E foram tambem sensivels as dificuldades que uma
instAncia excessivamente estreita acarreta para o desenvolvimento da matematica.

O sécule XIX tfambém nio € alheio a polémicas como as referidas acerca da legitimidade ou ndo da
introdugo de conceitos matematicos. Para Gauss, o infinito atual é uma "maneira de falar”, como ja Leibniz

tinha dito dos infinitésimos. Welerstrass havia conseguido eliminar da fundamentaciio da analise a referéncia a



“guantidades infinitamente pequenas”, dando inicic a um processo corthecido como aritmetizagio da analise,
Justamente, esta idéia de aritmetizar ¢ conseqiiente com uma transformagio gue subverte, por assim dizey, a
visio classica sobre & ordem relativa de importincia entre geometria e aritmética. Falavamos que no século
XVII a aritmetica chega a adquirir o mesmo suaus de disciplina fundamental que a geometria. O século XIX
da um passo adiante: sagra a aribnética como "a rainha da matematica”.

Mag se na antmetica parece em principio possive] limitar-se ao infinito potencial, a teoria de conjumos de
Cantor, para D. Hilbert "a mais maravithosa flor do espirito mateméitico®, introduz no cerne do pensamento
maternatico o infinito atual De fato, segundo Hilbert, de uma maneira oculta, o infinito atual opera inclusive na
aritmetizaglo da analise de Weiersirass. Ora, face as inovagdes desta natureza particularmente a teoria dos
cardinais transfmitos de Cantor, surge & oposicBo de matematicos de perfil construtivista, principalmente
Kronecker, que consideram tais inovagdes como carentes de sentido. Temmos o germe da “gigantomachia sobre
o fundamentos”, cujo capitulo final se escrevera por volta de 1930,

Um dos gigantes € David Hilbert, o matematico mais importante da sua geragiio. Nele encontramos uma
reflex@o sobre 2 historia da matematica em relagdio 8 introdugio de novos instrumentos mateméticos. Ora, nada
mais alheio &s idélas de Hilbert sobre o desenvolvimento da matematica do gue fraturas revolucionarias no seu
percurso. O essencial do processe de desenvolvimento da matemética, segundo lemos em Os problemas da
matemdatica, conferéncia escrita em 1900, acha-se na intrpdug:ﬁe de novos métodos para a resolugioc de antigos
problemas, métodos que eventualmente complementam ou generalizam os ja existentes™ . O pesquisador, 2o
imentar resotver um problema, “acha novos métodos e noves pontos de vista, onde descobre um horizonte
mais vasto e livre ™ | E também nada mais atheio a0 pensamento de Hilbert do que a idéia de um “sistema
total da matematica”, pois as teorias matematicas vo evoluindo, principalmente pela adicho de novos métodos
de resoluclio de problemas.

Para Hitbert, o percurso histdrico de uma disciplina mateméfica termn suas origens na “experiéncia”, pois
os primeiros problemas de qualquer teoria matematica surgem de problemas de natureza pratica. A solugio

matetsgtica desses problemas € no entanto, um produto de natureza racional, sem componentes empiricos,

%% Cfr. Hilbert, D. Matematische Probleme, doravante citado Os problemas da matematica.
% CF. O problemas da matemdtica., p. 291; “Durch die Lésung von Problemen stihlt sich die Kraft des
Forschers, er findet nene Methoden und Ausblicke, er gewinnt einen weiteren urd freieren Hortzomt ™
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Com esse produto racional a experiéncia €, por assim dizer, concepiualizada, ¢ entio promove novoes
problemas. Desta forma. experiéneia e razio alimentam-se uma a outra Porém. a matematica e independente
da experiéncia, sua pénese ndo explica seu estade desenvolvido,

Independentemente das questdes praticas que fhe deram origem, a matemética se propde problemas de
maneira autbnoma, isto €, problemas de natureza racional, sem relagdo com a experiéncia®  Esses problernas
s80 os gue dAo origem a novos métodos de prova, caso os meios conhecidos resultem insuficientes para sua
resolucdo. Essa insuficiéneia pode ser reconhecida na pratica, quando introduzimos métodos face aos fracassos
anteriores, sem ter ainda uma justificativa tedrica da necessidade de tal introdugio.

Porém, num estagio suficientemente avangado de uma disciplina reconhecemos duas possibilidades: ou
bem o problema € resohido ou bem se demonstra sua insolubilidade com os meios propostos para resolvé-lo.
Neste caso, © matematico terd uma justificativa tedrica para introduzir novos métodos de resolugiio. E a
condicdo mais geral que deve satisfazer a resolugiio de um problema matematico € o estabelecimento de um
nurmerc finito de hipdteses ¢ proceder através de um niimero também finito de dedugdes, entendida esta Gitima
condigiio por Hilbert como uma necessidade de nosso entendimento”

A ambigua expressdo “métodos” pode ser substituida. no caso de disciplinas suficientemente
desenvolvidas, pelo conceito de “sisterna de axiomas”, no qual o5 métodos so apresentados. Por certo, uma
demenstragiio axiomatica satisfaz as “necessidades do entendimento” acima menctonadas. Ora, um sistema de
axiomas expressa ¢ grau de desenvolvimento de uma t2oria matenatica precisamente ne momento historico em

que sles sdo fornecidos. e ndlo uma teona definitiva, no sentido de que a partir dos axiomas dados todas as

B Cfr. Us problemas da matematica., p. 293 “Bei der Weiterentwicklung einer mathematischen Disziplin
wird sich jedoch der menschliche Geist, ermutigt durch das Gelingen der Losungen, seiner Selbstandigkeit
hewusst, er schafft aus sich selbst heraus oft ohme erkenmbare dussere Anregung allein durch logisches
Kombinieren, durch Versligemeinern, Spezialisieren, durch Trenmen und Sammeln der Begriffe in ghicklischter
Weise neue und fruchtbare Probleme und tritt dann selbst als der eigentliche Frager in den Vordergrund ™

% Cfr. Ibid., p. 293: “Wir erbtern noch kurz, welche berechtigten alligemeinen Forderungen an die Lésung
gines mathematischen Problems zu stellen sind: ich meine vor allem die. dass es gelingt, die Richtigkeit der
Amworl durch eine endliche Anzah! von Schliissen darzutun, und zwar auf Grund einer endlichen Anzah! von
Voraussetzungen, welche in der Problemstellung liegen, und die jedesmal genau zu formulieren sind Diese
Fordenung der logischen Deduktion mittels einer endlichen Anzahl von Schlitssen ist nichts anderes als die
Forderung der Strenge in der Beweisfihrung. In der Tat, die Forderung der Strenge. die in der Mathematik
bekanntlich von sprichwortlicher Bedeutung geworden ist, entspricht einem allgemeinen philosophischen
Bedorfnis unseres Verstandes, und anderseits kommt durch ihre Erfiillung allein erst der gedankliche Inhalt und
die Fruchtbarkeit des Problems zur vollen Geltung.”

65



questdes possiveis possam ser decididas por sim ou por ndo a partir deles, isto €, que para qualquer afirmacio
formulada na linguagem da teoria ou ela ou sua negaciio seja teorema. Em termos técnicos, ndo se trata de
completude sintatica, sendc de que os axiomas permitam deduzir 0s enunciados que na prdrica #m sido
reconhecidos como verdadeiros?? |

Essa ¢ a maneira correta de entender a axiomatica, por exemplo, nos Fundamenios do Geometria. A
“regra fundamental” ¢ tratar de ver se um problema pode ser resolvido com meios limitados a regra
fundamental € um guia geral e natural. Em geral, quando uma questio é apresentada, o conhecimento ¢
satisfatrio quando ou resolvemos completamente & questédo ou demonstramos & impossibilidade de resolugio
om 08 meios propostos’s |

Mas, embora a idé¢ia de um sistema axiomético sinfaticamente completo, que seria entendido como uma
tepria matematica defimitiva sobre um dominio, nde corresponda & visio de Hilbert sobre a natureza da
matemética, ¢ focus imaginarius da resolubilidade em principio de todo problema matematico é uma tese
defendida por Hilbert em toda a evolugio de seu pensamento. Tal tese implica a preferéncia por posturas filo-
sohcas permissivas, no que diz respeito & aceitagiio de novos métodos de prova, e ndc proscritivas. A
impossibifidade de demonstragiio de uma determinada questo matemética com meios imitados relaciona-se,
obviamente, com este ponto, na medida em gue uma descoberta dessa natureza € causa de descobertas novas,
produto da introdugio de novos métodos de prova.

Assun, o critério de consisténcia como condigBo necessaria e suficiente para a introdugio de novos
métodos para resolver problemas aparece como 0 mais permissive possivel. Natural entfio a volta a Leibniz: na
matematica, consisténcia Implica existéncia. A existéncia matematics €, ento, auséncia de contradicio, nio
apenas das definigbes, como para Leibmiz, senSo dos axipmas em questio. Nos primeiros escritos de Hilbert
sobre fimdamentos, esta postura permite afirmar, por exempib, a existéneis de conjuntos infinitos como o

continuo real, se provada a consisténcia dos axiomas correspondentes® . Ora, esta “volta a Leibniz” origina-se,

%7 Para um exame da concep¢do da historia da matematica de Hilbert, com o qual coincidimos em linhas
gerais, ofr. V. M. Abrusci, "Per uma caratienizzazione del programma hilbertiano”.

B Cf. Hilbert, D, Foundations of Geometry, doravante citado Os fundamenios da geometria, p. 106,

¥ Cfr. Os problemas da matemarica, p. 300-301: “Wenn man einem Begriffe Merkmale erteilt, die einander
widersprechen, so sage ich: der Begriffe existiert mathematisch nicht. So existiert z B. mathematisch nicht eine
reefle Zahi, deren Quadrat gleich ~1 ist. Gelingt es jedoch zu beweisen, dass die dem Begriffe erteilten
Merkmale bei Anwendung einer endlichen Anzahl von jogischen Schiussen niemals zu einem Widerspruche
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justamente, na necessidade de contrapor uma instancia formal ao recurso, por parte de grandes matematicos
como Kronecker, & mtuigko, recurso que implicava a rejeiciio de conceitos matematicos introduzidos no séeulo
XX,

Nos seus primeiros escritos, a prova de consisténcia fornece, para Hilbert, significacio definida e
conteudo & afirmaciio de existéncia do infinito!™ e, em peral, de qualquer conceito matematico. Vemos
claramente entdio o carater permissivo do critério de consisténcia, chamado por Hilbert de principio criativo. o
critério permite-nos introduzir novos instrumentos matematicos com apenas a restricio de evitar a
contradigdo®!

Falavamos acima que & procura de um critéric permissivo decorria da concepclio progressiva que Hilbert
tem do desenvolvimento da matematica Ora, a expressio mais clara desse cardter progressivo encontra-se
naquelas teorias que alcangam um grau de desenvolvimento tal que permite sua axiomatizacio, pois a adi¢io
de novos métodos de prova aparece imediatamente como a adigio de novos axiomas. Escreve Hilbert em ¢
Sundamentos da logica e da aritmética: "uma proposi¢io adicional é correta tio logo quanto reconhecemos
gue nenhuma contradicio resulta se ¢ adicionada como muoma as proposicbes previamente encontradas
rorretas” 102

Concluimos do paragrafo anterior que consisiéncia e verdade matematica (“corregio” na passagem acima
citada) sfo identificadas. Ora, devemos entdo adicionar como tese subjacente 2 “Consisténcia implica

existéneia” a tese “Sigmificado = existéncia” Porém, como ja assinalamos, 0s sistemas axiomiticos que

fihren konnen, so sage ich, dass damit die mathematische Existenz des Begriffes, z. B. einer Zah] oder einer
Funktion, die gewisse Forderungen erfillli. bewiesen worden ist. In dem vorliegenden Falle. wo es sich um die
Axiome der reellen Zahlen i der Arithmetik handelt, ist der Nachwels fiir die Widerspruchslosigkeit der
Axiome zugleich der Beweis fir die mathematische Existenz des Inbegriffs der reclien Zshlen oder des
Kontinnums”

W Cte. Hilbert, D. Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik, doravante citado Os fundamentos da
ogica e da aritmética, p. 256: “Was insbesondere den Begriff des Unendlichen u anbetrifft. so erscheint durch
die oben angedeutete Darlegung die Behauptung der Existenz des Unendlichen u gerechtfertigt; denn sie erhilt
jetzt gine bestimmte Bedeutung und einen spiter stets anzuwendenden Inhatt ™

WY Ibid., p. 258 “In | kommt das schopferische Prinzip zum Ausdruck, das uns im freiesten Gebrauch zu
immer neuen Begriffshildungen berechtigt mit der einzigen Beschrankung der Vermeidung  eines
Widerspruches”

W2 Jhid , p. 257; “Auf einem bestimmten Standpunkt in der Entwicklung der Theorie angelangt, darf ich eine
weitere Aussage als richtig bezeichnen, sobald erkannt worden ist, dass sie, als Axiom zu den bisher als richiig
befundenen Aussagen hlmgeﬁ;gt keinen Widerspruch ergibt, d.h. zu Folgerungen fiihrt, die gegeniiber einer
gewissen Verteitung der Dinge in die Klasse der Seienden und die der Nichtseienden samtlich richtige
Aussagen sind ™
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interessam a Hhlbert correspondem a teorias historicamente importantes, e ndo a sistemas de axiomas
arbitrarios. Por certo, o conceito de sistema axjomatico de Hilbert ja nio responde ao conceito clissico; em
particular, porque sua visio dos sistemas de axiomas esta orientada & necessidade da prova de consisténcia dos
MESTROS,

Ora, vimos que em Leibniz encontramos esta necessidade de prova de consisténcia das definigbes.
Justamente. as definigbes substituemn os axiomas matemiticos na medida em que axiomas e teoremas
matematicos sAo deduzidos a partir de definigdes e leis f0gicas. Natural entdo achar em Hilbert uma analise do
metodo axiomatico, como encontramos em Leibniz uma andlise das definigdes. Trataremos disto na segdo

seguinte,

3.2. Axiomatica hilbertiana e definicdes leibnizianas

0 exame mais detalhado do “método axiomdtico”, ainda no periodo que poderiamos chamar de pré-
historia do Programa, 0 encontramos em Pensaments Axiamd:iw’m, escrito em 1917, Neste trabatho, o
método axiomdtico aparece como meétodo geral da ciéncia. Por certo, outra coincidéncia metodologica,
mutatis mutandis, com o pensamento de Leibniz. Com efeito, Leibniz assinalava um papel semelhante is
definigdes & a prova de possibilidade do definido na sua teoria do conhecimento. (ra, como método geral da
ciéncia pode-se dizer que o método axiomdtico perience & logica, isto €, subjaz a gualguer ciéncia ou, no
minimo, a qualquer ciéncia suficientemente desenvolvida

Em Pensamento Axiomatice uma teoria cientifica é considerada como um entrelacado de conceitos, de
forma tal gue a cada objete do dominio da teoria corresponde um congeito do entrelagado € a cada fato entre
ahjetos coneépendem relagbes logicas entre conceitos™ | Ora, observa-se entio que umas poucas afirmagdes

-5 axiomas- subjazem ao entrelagado todo, o qual pode ser construido 2 partir delas, mais dedugao™™ .

W3 Hilbert, D. Axiomatische Denken. Doravante citado Pensamento axiomdatico.

W Cfr Pensamento axiomdtico, p. 146 “Wenn wir die Tatsachen gines bestimmten mehr oder minder
umfassenden Wissensgebietes zusammenstellen, so bemerken wir bald, dass diese Tatsachen einer Ordoung
filig sind. Diese Ordnung erfolgt jedesmal mit Hilfe eines gewissen Fachwerkes von Begriffen in der Weise.
dass dem einzelnen Gegenstande des Wissensgebietes ein Begnifl dieses Fachwerkes und jeder Tatsache
innerhalb des Wissensgebietes eine logische Bezichung zwischen den Begriffen entspricht. Dias Fachwerk der
Begriffe ist nichts anderes als die Theorie des Wissensgebietes "

¥ Ihid., p. 147 “Wenn wir eine bestimmte Theorie niher betrachien, so erkennen wir allemal, dass der
Konstruktion des Fachwerkes von Begriffen einige wenige zusgezeichnete Satze des Wissenspebietes zugrunde
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Destachvamos na seglo anterior que a esséncia do progresso matemético encontra-se na wtroducio de
novos metodos de prova ateis para a resolugio de problemas e que numa teoria suficientemente desenvolvida
1550 redundava nz aceitagio de novos axiomas. Além da utilidaée._l outrg critério rege 2 avahiagio de um novo
mstrumento. sua simplicidade. Ora, simples ndo deve ser entendido no sentido d_e evidente, sengo no sentido de
que sua imtroducho estrutura a teoria, do ponto de vista dedwfivo, de maneira mais simples. Em lugar do
tradicional criténio de evidéncia para os axiomas temos, entdio, um critério de simplicidade dedutiva.

Ora, nada methor que ver no proprio trabatho de Hilbert que deve entender-se por simphcidade J.
Diudonné'“ caracteriza o trabalho matematico de Hilbert como notivel pela hharmonia entre os fins
perseguidos e a desconcertante simplicidade para alcanga-los. Em geral, os métodos de Hilbert nfio resultam do
aperfeicoamento de métodos de seus predecessores, senfio do retomo 4 origem da guestiic fratada. O que ¢
simphicidade vé-se claramente na seguinte descrigio:

“Esta peculianidade aparece ja nos trabalhos de Hilbert sobre TEORIA DAS INVARIANTES. Nascida
uns quarenta anos antes, £ra por essa €poca um dos ramos mais “na moda” das matematicas. Porém, z
abundante Iiteratura que he era dedicada caraterizava-se sobretudo por ser uma massa amorfa de caleulos
miermindveis, de onde surgiam com muito esforo algumas idéias gerais. muito insuficientes, sepundo parecia
para permitir estabelecer as leis universais cuja existéncia se suspeitava, mas cuja validade 56 se sabia
demonstrar mediante taciocinios sumamente trabathosos em cada caso particular. Compreende-se, portanto, a
surpresa despertada no mundo cientifico quando em 1888 Hilbert demonstrou estes teoremas gerais em poucas
paginas e quase sem cateulo.. 107

O conceito de simplicidade esta entdo relacionado com a esmuturagio dedutiva de um dominio de
conhecimento. Indiretamente podemos ver que, quando se pretende que com a axiomatica Hilbert reduziria a
demonstragio a uma sorte de calculo mecdnico, deve-se suspeitar que tal afirmacio ndo é de todo correta

Com efeito, como diz Dieudonné, Hilbert “ensinou aos matematicos a pensar axiomaticamente, 1o é, 8 tratar

hegen und diese dann allein ausreichen, um aus fhnen mach logischen Prinzipien das ganze Fachwerk
anfrubayen ™

19 Dieudonns, 1. “David Hilbert (1862-1943)".

W07 Ibid  pp. 314-315.
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de teduzir cada teoria a seu esquema fogico mais estrito, desembaracada da técnica contingente do
calculo™

Justamente, reduzir uma teoria 3 sen esquema l6gico mais estrito produz, de outra perspectiva, um
aprofundamento da mesma no sentido em que axiomas aparentemente fundamentais resuliam passiveis de ser
deduzidos de outros principios, que entdo passam a ser considerados como axiomas. A nova estruturacio
iedrica decorrente deve satisfazer aos critérios mencionados acima e, em particular, aquele da simplicidade
dedutiva. Do dito decorre evideniemente uma relativizacdo do conceito de axioma, de forma tal que ndo
permite afirmar que o mero estabelecimento dos megmos constitua entfio uma fundamentagio iltima'"” | E
necessario o exame do método axiomatico mesmo para uma auténtica tarefa de findamentagao 10

Dado um sistema de axiomas, € suficiente para Hilbert que ele satisfaga a duas condigbes: independéncia
2 consisténcial!! - Em primeiro lugar, o sistema de axiomas deve permitir examinar a teoria da perspectiva da
dependéncia ou independéncra dos seus enunciados, no sentida de dedutibilidade relativa No que diz respeito
4 independéncia, ¢ claro que para Hilbert no se trata de uma questdo de elegncia ~ como também se pode
entender esta condigBo - sendo que 2 independéncia fornece um esclarecimento da estnntura da teoria, pois
permite estabelecer claramenmte o entrelagado de conceitos e suas respectivas relacdes. Referindo-se aos
Fyndamentas da Geometria, mas com consideragbes perfeitammente a_ﬁiicéveis a Pensamenic axiomdtico,
escreve H. Sinaceur:

“Analisar quer dizer explicitar que conceltos ¢ que relagBes s@o admitidas como primitivas, separar os

grunclados admitidos (os axiomas) dos enunciados demonstrados (os teoremas), deferminar o rol assumido

W5 rhied | p 318

% pensamento axiomdtico, p. 147-148: “In der Tatr machte sich in den einzelnen Wissensgebieten das
Bedurfnis geltend, die genmmnten, als Axiome angesehen und zugrunde gelegten Sitze selbst zu begrinden./../
Aber die kritische Prifung dieser “Bewelse” lasst erkennen, dass ste nicht an sich Beweise sind, sondern im
Grunde nur die Zurockflirung auf gewisse tiefer hegende Satze ermoglicher, die nunmehr threrseits an Stelle
der zu Beweisenden Sdtze 2ls neue Axiome anzuschen sind ™

P rhid | p 148; “Das Verfabren der axiomatischen Methode, wie es hierin ausgesprochen liegr, kommt also
giner Tieferlegung der Fundamemie der einzelnen Wissensgebiete gleich, wie eine solche ja be: jedem Gebaude
natig wird in dem Masse, als man dasselbe ausbaut, hoher fishrt und dennoch fir seine Sicherhein burgen will”
U Zhid p. 148 “Soll die Theorie eines wissensgebietes, dh. das sie darstellende Fachwerk der Begriffe,
fhrem1 Zwecke, ndmhich der Orentierung und Ordnung dienen, so muss es vornehmlich gewissen zwei
Anforderungen geniigen: erstens sof} es einen Uberblick tber die Abhangigkeit bzw. Unabhangickeit der Sitze
der Theorie und zwesiens eine Gewshr der Widerspruchslosigkeir aller Satze der Theorie bieten. Inshesondere
sind die Axiome ewner jeden Theorie nach diesen beiden Gesichispunkten zu prifen.”
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por um axioma na demonstracio de tal teorema: ele &, em fungfio de outros axiomas aceitos simultaneamente,
eliminavel ou indispensavel? 112

Por certo, a ausénola do critério de evidéncia ndo implica 2 procura de sistemas de axiomas
mdependentes, porém anti-intuitivos. seno uma exposigio dos conceitos fundamentais da teoria como ela €
formulada na prarica. E podemos coincidir com Sinaceur que “a finalidade /da axiomatica/ niio ¢ estgbelecer
tal teorema, sendo determinar de que conjuntos minimais de enunciados prévios ele depende logicamente.” 113

A segunda condigio a que deve satisfazer um sistema de axiomas, naturalmente, ¢ a ndo-contradigio.
Esta segunda condic8o € a tarefa especifica de um programa de fundamentacio da matematica. Ora, dado o
sistema de axiomas, o problema de sua consisténcia pode, s vezes, ser examinado via redugio do problema &
consisténcia de outra teoria. Neste caso temos um prova de consisténcia relariva.

Assim, 2 consisténcia de uma teoria fisica pode ser provada, mostrando que nio ha contradigio nela, se a
teoria dos numeros reais € consistente. Da mesma forma, é provada a consisténcia relativa da geometria 2
teoria dos reais. Por outra parte, 10 que diz respeito 2 questdo da consisténcia dos reais, ela pode em principio
ser reduzida & questio da consisténcia da teoria dos naturais e da teoria dos conjumos, através das quais pode
ser & teoria dos reais desenvolvida {Neste pomto hi uma modificagio em relagio a Os problemas da
matensitica, onde Hibbert indica como objetivo imediato a prova direta de consisténcia dos reais) Ora, o
processo de redug@o nfo pode levar a um regressus ad infinitum: a teoria dos naturais € a teoria dos conjuntos

nio admiter provas de consisténcia relativallt

1 Sinaceur, H. “Du formalisme & la constructivité: Le finitisme™, p, 254,

11} Sinaceur, H. “Pu formalisme a la constructivité; le finitisme”, p. 235,

Y Pensamento axiomdiico., p. 1533: “Haben wir beispielsweise bei Entwicklung der Galoisschen
Gruppentheornie den Satz von der Wurzelexistenz oder in der Theorie der Primzahlen den Satz von der Realitai
der Nullstellen der Riemannschen Funktion £(s) als Axiom beirachtet, so i&uft jedesmal der Nachweis der
Widerspruchslosighkeit des Axiomensystems eben darauf hinaus, den Satz von der Wurzelexistens bzw. den
Riemannachen Satz tiber die Funktion {{s) mit den Mitteln der Analysis zu beweisen -und damit erst ist die
Vollendung der Theorie gesichert.

Auch die Frage der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems fur die reellen Zahlen lasst sich,
durch Benutzung mengentheoretischer Begriffe, auf die nimliche Frage fiir die ganzen Zahlen zuriickfuhren
dies ist das Verdienst der Theorien der lrrationalzahlen von WEIRSTRASS und DEDEKIND.

Nur in zwel Fillen ndmiich, wenn es sich um die Axiome der ganzen Zahlen selbst und wenn es sich
um die Begriindung der Mengenffere handelt, st dieser Weg der Zoruckfithrung auf ein anderes spezielieres
Wissensgebiet offenbar nicht gangbar, weil es ausser der Logik tberhaupt keine Disziplin mehr gibt, auf die
alsdann eine Berufung moghch wire "
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A aparigio de contradigBes na teorid dos conjuntos de Cantor, mesmo que ja em 1908 Zermelo tivesse
spresentado uma versio de tal teoria onde as contradigdes conhiecidas ndo sio em principio dedutiveis, permite
mostrar & utilidade do metodo axiomético, na medida em que ndo se trata apenas de mostrar que aquelas
contradigBes nio s30 possiveis, sendo que nenhuma contradicio pode ser deduzida. Neste sentido ¢ que
podemos falar de uma fundamentag8oe Ultima de uma teoria dada, ¢ ndo numa teona definitiva.

Porém, nfio se deve pensar que a motivagio do programa de Hilbert encontra-se na descobertz dos
chamados “paradoxos da teorta de conjuntos”; em particular, do “Paradoxo de Russell”. Com efeito, o5 para-
doxos sdo uma motivagio adicional, pois Hilbert considerava que eles eram produto do uso de conceitos sem
as devidas precangBes, um fafo nfo usual na histéria da matematica. Por outra parte, deve ser dito que os
paradoxos na teoria dos conjuntos, gue surgem por volta de 1900, 1ém diferente impacto.

Em particular, o paradoxo de Russell tem um efesto consideravel sobre o programa logicista de Frege.
Este Ultimo desenvolveu um programa de redugiio da matematica a 1ogica com ecos leibnizianos. Em primeiro
lugar, Frege retoma a idéia de Leibniz de que as verdades aritméticas sfio analiticas, rejeitando, por outro lado,
o carater de analitico para as verdades geométricas. Frege introduz um conceito de verdade analitica também
de cunho leibniziano: uma verdade ¢ analitica se tem uma prova a partir de leis l6gicas ¢ definigdes!!S .

Com vistas a obter uma fundamentagBo da aritmética sem nenhum recurso intuitivo, Frege introduz um
formalismo destinado a apresentar as inferéncias logicas necessdrias para as demonstracBes rmatematicas. O in-
teresse no formalismo reside, justamente, em que substitg a intuigho a fim de obter rigor. Frege apresenta
emtdo um sistema axiomatico para a logica que ndo tem por finalidade reconhecer como verdadeiras as leis
lomcas demonstradas, senfio ressaltar as relagdes emtre tais leis! 10 Com efeito, as leis logicas nem adniem
nem precisam de demonstragio!!”

Qra, central para esse programa de redugio da matematica & 16gica era definir os conceitos aritmericos
ern termos de conceitos 1ogicos e deduar, entdo, os axiomas da aritméfica a partir da logica e de tais

definigdes. Como conceito logico fundamental, aparecia o conceito de comjunto. Semn pretender expressar

1Y CH Trege, G. Los fundamenias de Ja aritmética, # 3,
M6 O Frege, G. Concepiagrafia, p. 8.
WY CF. Frege, G. Los fundamenios de la aritmética, # 3.
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exatamente ¢ pensamento de Frege, podemos dizer que ele afirmava que toda propriedade determina umn
conumnto, Desta afirmacio deduz-se, como é bem conhecido. uma comtradicdo.

Drversas solugbes para evitar esta contradigio forem propostas. Podemos dizer que as duas principais
consistem em, por um lado, determinar como sem sentido a expressio que conduz ao paradoxo, isto é, “R
pertence a K7, a qual impede a reconstrugio do mesmo. Tal & basicamente a solugdo proposta por Russell via a
chamada teoria de tipes. O problema da solugsio de Russell consiste em que para a fundamentacio da teoria de
nizmeros devem ser adicionados axiomas - em particular, o Axioma do Infinito - que, do ponto de vista
filosofico, dificiimente podem ser aceitos como pertencentes 3 logica e, portanto, que permitam afirmar que a
aritmética seja entdo redutivel 4 logica. Naturalmente, para um programa. de reduglo, este ponto ¢ essencial,
independentemente de que a solu¢lio proposta seja tecnicamente satisfatéria.

A segunda soluclo consiste em restringir o axioms de existéncia de conjuntos, solucio proposta por
Zermelo. A idéia de Zermelo foi estabelecer a existéncia de alguns conjuntos por meio de axiomas correspon-
dentes e, via outros axiomas, caraterizou operagdes que, a partir de conjuntos dados, permitem obter novos
conjuntos, Finalmente, o chamado Axioma de compreensdo estabelece que para qualquer conjunio A, existe
um comunte B tal que um elemento pertence 2 B, se e somente se, o elemento pertence a A e satisfaz uma
propriedade determinada. Ora, entre as propriedades encontra-se “R ndo pertence a R”, mas a forma do
axioma niio permite deduzr o paradoxo de Russell, usando o mesmo esquema de provall®.

Naturalmente, o fato de nfio obter contradigdes por um caminho j& conhecido no implica que o
desenvolvimento ulterior da teoria elas ndo voltem a aparecer. Porém, nfio haveria outra disciplina senfio a
logica que permitisse uma demonstragio de consisténcia relativa, tanto da teoria dos numeros naturais quanio

da teoria de conjuntos. Escreve Hilbert:

HE Mencionamos acima que na “teoria de tipos” a expressio “R pertence a R” é considerada sem sentido e,
conseqlentemente, tambeém "R ndo pertence a R, Nio ¢ isto 0 que acontece ma teoria de Zermelo. Nas
versdes ufteriores da teoria de conjuntos, inspiradas nas idéias de Zermelo, adiciona-se, por razdes de ordem

matematica, ¢ chamado Axioma de regularidade: para qualquer x, X 0o pertence a x. Isto €, “x pertence a X”
& considerada “falsa”, e ndo sem sentido.



“Porém, devido a que a prova de auséneia de niio contradigio é uma tarefa iniludivel entio parece
necessério axiomatizar a logica mesma e provar que a teoria dos nimeros naturais como a teoria dos CORjUNLOS
sio partes da logica 117

Uma primeira leitura desta passagem parecenia indicar que Hilbert em 1917 mostra-se favordvel 2o
programa logicista de reducio da aritmeética a logica. A evidéncia em favor da irredutibilidade da aritmética a
togica como tese caracteristica do pensamento de Hilbert ¢ tanta, nos escritos anteriores quanto posteriores a
Pensamento axiomdtice, que 8 passagem citada tem passado quase desapercebida pelos comentaristas.
Independentemente dessa evidéncia, ha duas observagdes que podemos fazer.

Em primeiro lugar, podemos dizer que Hilbert estd analisando o desenvolvimento do problema.
desenvolvimento que implica a axiomatizagiio da logica porque ela € também uma teoria que, em Tltima
ingtineia, tambérm estaria sujeta & questio da sua consisténcia. Em segundo lugar, da impossibilidede de uma
prova refativa de consisténcia decorre que na prova absolufa de consisténcia o Unico critério é de natureza
logica: impossibilidade de deduzir umz afirmagdo ¢ sua negaclo. Aparentemente, agui enfrentarfiamos uma
circularidade: o cntério de fundamentagho da logica seria ele proprio logico. No entanto, devemos distinguir
entre 2 logica como teoria, que deve ser provada como ndo-contraditdria, e a logica num sentide, diriamos,
informal, que nio precisa de tal prova,

A logica, por outra parte, relaciona-se com o problema da consisténcia da teoriz de nimeros e da de
conjuntos atraves de uma série de questdes correlacionadas que envolvem inclusive problemas gerais de teoria
do conhecimento. Hilbert destaca em Pensamento aviomdiico as seguintes questdes: a) a solubilidade em
principio -de todo problema matemético. b} a questdo do confrole ulterior dos resultados de uma pesquisa
maternatica; ¢} a questdo da simplicidade das demonstragbes matematicas, d) a questio da relagiio entre
contende € formalismo em matematica; ) a decidibilidade de cada pergnmta matematica através de um nitmero

finito de operagdes'??

NS Pensamento aviomdiico, p. 153. “Da aber die Prufung der Widerspruchslosigkeit eine unabweisbare
Auflrabe is1, so scheint es notig, die Logik selbst zu axiomatisieren und nachzuweisen, dass Zahlentheorie
sowie Mengenlhere nur Teile der Logik sind ™

3% Pensamento axiomdtico. p. 153: “Bei naherer Uberlegung erkennen wir namlich bald, dass die Frage der
Widerspruchslosigkeit bei den panzen Zahlen und Mengen nicht eine fiir sich alleinstehende ist, sondern einem
grossen Bereiche schwierigster erkenntnistheoretischer Fragen von spezifisch mathematischer Farbung
angehort: ich nenne, um diesen Bereich von Fragen kurz zu charakterisieren, das Problem der prinzipielien
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Das cinco questdes numeradas, Hilbert apenas trata em Pensumento Axiomadtico da questio da
decidibilidade de um problema matematico através de um nimero finito de operagdes. Ista questlio esta
relacionada com as demonstragdes de afirmagBes existencials, demonstragdes Que e sempre permiten: exibir
© objeto que afirmamos existir com yma determinada propriedade. Hitbert lembra um ponto especialmente
traumatico de sua carreira profissional quando, jovem matematico, apresentou seu primeiro grande resultado
sobre a teoria das mvariantes mencionada acima por Dieudonné, resultado que foi qualificado nos seguintes
termos: “Isso ndo € matematica, ¢ teologia.” 12}

Tratava-se, precisamente, de uma demonstragdo de existéneia sem exibicio do objeto, dirtamos, um
argumento ontologico. Hilbert procurou entio uma demonstragio “ndo-teolégica” e a achou; mas, como ele
destaca, essa demonstraclo exige a consideragio de principios inteiramente diferentes dos que ele tinha usado
na demonsiragdo anterior. Portanto, a primeira demnonstragio no tem nada de teoldgica, senfio que reflete os
hmites dos principios usados e, por outra parte, é um indicio para a procura de métodos que permitam a
exibi¢io do ohieto.

Mas, 2 consideragdo de que meéfodos de prova diferentes permitem resolver de maneira diferente o
mesmo problema mostra, entdo, gue o exame da questdo da decidibilidade num ntimero finito de operagdes im-
plica o exame dg natureza das demonsiragbes matematicas, entendido comoe o exame do instrumento que o
matemitico usa gua cientistal?? | Aqui temos o germe da teoria da prova hilbertiana e, para V.M. Abrusci,

inclusive o germe do Programa de Hilbert!23

Lasbarkeit einer jeden mathematischen Frage, das Problem der nachtraglichen Kowrolfierbarkeit des
Resuliates einer mathematischen Untersuchung, ferner die Frage nach elnem Kriterinm fiir dic Einfachheit von
mathemanschen Beweisen, die Frage nach dem Verhilinis zwischen Infadtlichkeit und Formalismus in
Mathematik und Logik und endhich das Problem des Entscheidbarkeit einer marhematischen Frage durch eine
endliche Anzahl von Operationen.”

121 Gordan, P. “Uber einen Satz von Hilbert". Mathematische Annalen, 42 131-35. Citado em Abrusci, V.M.
" Proof”, ' Theory ' and ' Foundations ' in Hilbert's Mathematical Work from 1885 to 1900",

122 Pensamento axiomdtico, p. 155 “Alle solchen prinzipiellen Fragen, wie ich sie vorhin charakterisierte und
unter denen die eben behandelte Frage nach der Entscheidbarkeit durch endlich viele Operationen nur die
letzxgenannie war, scheinen mir ein wichtiges, neu zu erschliessendes Forschungsfeld zu bilden, und zur
Ercberung dieses Feldes missen wir -das ist memne Uberzeugung- den Begriff des spezifisch mathematischen
Beweises selbst zum Gegenstand einer Untersuchung macher, gerade wie ja auch der Astronom die Bewegung
seines Standortes beriicksichtigen, der Physiker sich um die Theorie seines Apparates kitmmern muss und der
Philosoph die Vernunft selbst kritisient.”

L3 Cfr V.M Abrusc, " Proof, 'Theory' and Foundations' in Hilbert's Mathematical Work from 1885 to
1500 "



Por outra parte, ¢ significativo que em Pensamento Axiomdtico o ha referéncia a “Consisténcia implica
existénoia” que, segundo ja dissemos. resulta ser o critério de existéncia em Os problemas da matemdtica E
verdade que Hilbert € um pouco ambiguo nas suas afirmagBes, mas a seguinte passagem de (s problemas da
matematica, parece implicar que Hilbert estd pensando “existéncia™ ndo como “existéneia do conceito™

*“Na verdade, o conjunto de todos os nimeros reais, isto €, 0 continuo, n3o é /. / a totalidade de todos os
desenvolvimentos possiveis em fracdes decimais ou a totalidade de todas as leis possiveis segundo as quais
podem proceder todos os elementos de uma série fundamental, sendio um sistema de entes Mmossos grifos/ nos
quais as relagBes mituas s80 regidas pelos axiomas estabelecidos e para os guais sfo verdadeiros todos os
fatos, e apenas eles, que podem seguir-se dos axiomas por melo de um nimero ,ﬁnito de conseqiiéncias
lagicas ™12+

Mas em Pensamento Axiomdtico € notdria 2 auséneia de referdocia 4 consisiéncia como critério de
existéncia: um indicio de que Hilbert estd revisando um critério, digamos, de natureza filosofica, mas niio esta
revisando a tese de que a consisténcla de uma teoria € o critério de aceitagio gra teoria matematica, Em
Pensamento axiomatico, Hitbert parece estar pensando que o dominio de uma teoria estd dado!? e que uma
teoria ordena 0s fatos geométricos. aritméticos ou fisicos,

Ora, esquecendo as criticas epistemologicas contempordneas & este tpo de concepgiio, parece em
principio aceitavel que os fatos fisicos séo dados. Porém, quais sertam os fatos geométricos ou aritméticos? No
caso da geometria devemos levar em conta que Hilbert subscreve & tese ja para a época geralmente aceita de
que a geometria ¢, no fundo, um ramo da fisica'?® . Com efeito, a diversidade de geometrias, outro fato

fundamental no desenvolvimento ds matematica no século XIX. ¢ olhada como tratando-se de diferentes

124 ()5 problemas da matemdrica. p. 301: “Freilich der Inbegriff der reellen Zahlen, d.h. das Kontinuum ist bei
der eben gekennzeichneten Auffassung nicht etwa die Gesamtheit aller moglichen Dezimalbruchentwacklungen
oder die Gesamtheit aller moglichen Gesetze, nach denen die Elemente einer Fundamentalrethe fortschreiten
konmen, sondern ein System von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch die aufgestellien Axiome
geregelt werden, und fur welche alle und nur digjenigen Tatsachen wahr sind, die durch eine endliche Anzahi
logischer Schliisse aus den Axiomen gefolgert werden konnen.”

233 Ponsamenio axiomatico, p. 146, “So ordren sich die geometrischen Tatsachen zu einer Geometrie, die
arthmetischen Tatsachen zu einer Zahlemtheorie, die statischen, mechamischen, elektrodynamischen Tatsachen
21 einer Theorie der Statik, Mechanik, Elektrodynamik oder die Tatsachen aus der Physik der Gase 2u einer
(astheorie.”

126 Ihid | p. 149: “Dhie Gultigkelt des Archimedischen Axioms in der Natur bedarf eben im bezeichneten Sinne
gerade so der Bestdtigung durch das Experiment wie etwa der Satz von der Winkelsumme im Dreleck im
bekanmten Sinne ™
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sisternas axiomaticos consistentes que versam sobre o espago fisico, um dos quais, alem de consistente, €
verdadeiro. Portanto. haveria tais fatos geomeétricos, num sentido suficientemente amplo da palavra. A
pergunta que fica aberta € que sio os nlmeros e guais sfo os fatos artméticos? Veltaremos sobre esse ponto
nos capitulos seguintes,

Mas para os nossos fins imediatos © que imporia destacar ¢, além da importincia da axiomatica para a
propria pratica matematica, o papel fundacional que o sistema de axiomas passa a ter, papel que reconhecernos
come factivel de atribuir & characteristica leibniziana em relagdo as definigdes. Com efeito, quando j& nio
temos como reduzir o problema de consisténcia de uma teoria como consisténcia refariva, ent&o necessitamos
Jormalizar o sistema de axiomas, como praticado usualmente, & segiiéncias de simbolos, com a finalidade de
visualizar, por assim dizer, sua comsisténcia. Precisa-se, entdo, demonstrar que uma certa seqiténcia de
simbolos ndo é produzida pelas regras com as quais operamos com os simbolos do sistema formal A
axiomatica, agora formal, como objeto da prova de consisiéncia € o novem introduzido por Hitbert ao qual

103 referimos no final da secio precedente,

3.3. Formalismo, percepgio e intersubjetividade

Apesar de em principio detectar uma mudanga de posigio em Pensamento axiomalico em relagdo aos
primeiros escritos, femos yma consténte que percorre 3 obra de Hilbert: uma discussio sobre o carater
intersubjetivo da maternatica e em que instAncia isto pode ser fundado. O que se procura € uma mstancia
intersubjetiva que elimine a referéncia a alguma faculdade epistemologicamente suspeita - intuiggo dos
comstrutivistas - coma critério de aceitagiio de métodos matematicos. J& anunciamos na Seclo 3.1. que aceitar
o critério “Consisténcia tmplica existéncia” ¢ consegliente com praticas matemdticas liberais ¢ ndo proscntivas.
E na secio 3.2, anunciamos que, independentemente desta tese, a prova de consisténcia absoluta implica uma
visdo da axiomatica, via sua formalizacio completa, na qual um sistema de axjormas aparece, em fungdo de ta
prova, como objeto a estudar.

Hi emtdo uma outra coincidéncia com Leibniz, para nés mais profunda, que vai além de “Possive! implica
existente”, e que esta de acordo em linhas gerais com o espirito da critica daquele a Descartes. Se Letbniz

rejeita o ver claro e distinto cartesiano, Hilbert rejeita o recurso a qualquer Urintuition, remetendo 2o sistema
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de axiomas e a prova de consisténcia, de forma semelhante a come Leibniz remete & definigio e 4 prova da
possivilidade do definido. Em ambos 0s casos, o que esta por tras € o problema da inversubjerividade do
conhecimento cientifico.

Com efeito, a discuss@o entre os construtivistas sobre que métodos devem ser aceitos mostra, para
Hilbert, que a chamada intuigdo nio € uma instdncia intersubjetiva, sendo uma questdo de opinido. Portanto,
ndo hd lugar para ela na fundamentagio de uma discipiina. }a nos Fundamentos da geometria aparece o
problema do subjetivismo relacionado com a chamada regra fundamental gue mencionamos na secdo anterior.
segundo a qual os principtos da possibilidade de uma prova devem ser discutidos, mas nio 2 partir de um
pretendido requerimento de “pureza” de métodos de prova. Escreve Hilbert:

“Esse requerimento ndc € basicamente outra coisa que uma forma subjetiva /nossos grifos/ da regra
fundamental aqui seguida ™12’

O problema do subjetivismao aparece também em Os fundamenios da logica e da aritmética, onde Hilbert
critica a distingio cantoriana entre classes consistentes ¢ inconsistentes, por ndo fornecer um critério objetivo
para tal distingdo: “Devo caraterizar sua concepgio sobre esse ponto como uma que ainda deixa lugar para um
juizo subjerivo e entdo nao se alcanca nerthuma certeza objetiva™F2® Hilbert, justamente, em principio val
entender que o Unico conceito legitimo de intuigio que pode ter lugar na fundamentagio de uma ciéneia € a
intuicdo perceptual, modelo de intersubjetividade.

Hilbert reconhece, em primeire lugar, & ¥mportncia “pragmatica” da intuicio perceptual na tarefa
matematica’ 0 matematico precisa de desenhos em geometria ¢ de cifras em aritmética, neste alttmo caso na
iinha do “pensamento cego” de Leibniz, Porém, tanto no caso dos desenhos quanto das ciiras, € necessario o
traiamento axiomatico, entendido como o trataments rigoroso que justifica o recurso intuitivo.

Vimos no Capitulo 1 como a fundamentagio ultima do calculo aritmético para Leibniz encontrava-se
justamente em sua redugdo a uma demonstragio a partir de leis logicas e definigfes. Para Hilbert, se os

desenhos constituem um método de demonstragdo adequade ¢ porque se tem um conhecimento dos axiomas

127 O fundamentos da geometria, p. 107,

128 O fundamentos da logica ¢ da aritmética, p. 249: “Indem er aber, meiner Meinung nach, fir diese
Unterscheidung kein scharfes Kriterum aufstellt, muss ich seine Auffassung Uber diesen Punk: als eine solche
bezeichnen, die dem suhjektivens Ermessen noch Spielraum lasst und daher keine objektive Sicherbeit gewiihirt.”
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que legitimam o uso das figuras; se confiamos nos algoritmos para fazer calcudos mecanicamente, € porque a
aphcagio desses algontmos repousa sobre os axiomas antméticos. Por certo, ndo temos associada com a
intuicdo geométrica nenhuma variante de uma “teoria da expressio”, na medida em que parte da tarefa
matematica do século XIX consiste em dissociar geometria e intuigio “sensivel”. Mas, sem essas duas formas
de recotrer & intuigiio, ndo seria possivel o desenvolvimento da matematica!?? |

Porem, o papel da percepgo vai adquiric um matiz fundacional em funglio da mencionada rejeigio
tnlbertiana de faculdades epistemolomcamente suspeitas come a intuigio. {om efeito, a prova de consisténcia
de um sistema de axiomas reduz-se & mostrar que uma certa seqiéncia de sinais, isto €, objetos da percepglio,
o pode ser produzida dentro do sistema. Aqui encontramos & concepglo novissima do método axiomatico
gue decorre do fungdio fundacional assinalada ao sistema de axiomas.

Com efeito, o sistema de axiomas € concebido como um sistema de produgle de segiéncias de sinais
desprovidos de sigmficado com a finalidade, e apenas com a findahidade, da prova de consisténcia, isto €, da
prova de que uma certa seqiiéneia de sinais ndo € produzida pelo sistema. Se lembramos a sugestdo de Dascal
sohre ¢ valor indireto da characteristica leibniziana, entio encontramos um outro tema lethniziano em Hilbert,

A prova de consisténcia aparece como objetivo puncipal de uma nova ciéncia, a metamatenidtica cuja
funciio ¢ fundamentar de uma maneira defsutiva 2 confiabilidade da propria matematica. Para 3 constituigio
dessa ciéngia 08 sistemas axiomaticos usuais, expressados numa linguagem téchica mais ou menos informal,
devem ser formalizados. Um formalismo consisie em especificar uma linguagem, indicando os simbolos que
pertencem 30 mesmo, distribui-los em diversas classes diferenciadas, especificar as seqii€ncias de sinais que 5o

bes-formadas e indicar as regras que permitem passar de expressoes bent formadas a outras expressdes bem-

12% 03y problemas da matemarica, p. 295-296; “Die Arithmetichen Zeichen sind geschriebene Figuren, und die
geometrischen Figuren sind gezeichnete Formeln, und kein Mathematiker kinnte diese gezeichneten Formeln
enthehren, so wenig wie ihm beim Rechnen etwa das Formieren und Auflésen der Klammern oder die
Verwendung anderer analytischer Zeichen emtbehrlich sind.

Die Anwendung der geometrischen Zeichen als strenges Beweismittel setzt die genaue Kenntnis und vollige
Beherrschung der Axiome voraus, die jenen Figuren zugrunde liegen. und damit diese geometrischen Figuren
dem aligemeinen Schatze wmathematischer Zewchen einverleibt werden dirfen, ist daher eine strenge
axiomatische Umiersuchung Thres anschauungsmissigen Inhaltes notwendig. Wie man beim Addieren zweler
Zahlen die Ziffern micht unrichtig unter einander setzen darf, sondern vielmehr erst die Rechnungsregeln, d.h.
die Axiome der Arithmetil, das richtige Operieren mit den Ziffern bestimmmen, so wird das Openeren mit den
geometrischen Zeichen durch die Axiome der geometrischen Begriffe und deren Verkniipfung bestimmt ™
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formadas. Num sistema axiomatico, além disso, estabelece-se que formulas siio os pontos de partida, isto ¢, os
axiomas. As formulas que so obtidas a partir deles, através das regras, $30 os teoremas do sistema.

A percepgiio ¢ entdo a comdicio de possibilidade da metamatemética, mas nfio cabe a0 matematico,
obviamente, o estudo da percepglio do ponto de vista de seu cardter intersubjetivo. Em particular, quando se
trata de fundamentos, percebe-se também como uma constante na obra de Hilbert a intengio de reduzr ac
minimo o papel da flosofia na fundamentacio das ciéncias em geral e da matematica em particular. Com efeito,
a tarehh de fundamentagio é uma tarefa matematica, nio filosdfica. Podemos dizer, em iltima instancia, que a
sarefa da filosofia, neste contexto, seria fundamentar as carateristicas intersubjetivas da percepgio.

Ora, por ser a fundamentagio da materatica uma empresa matemitica, ¢ ndo filosofica, ndo se trata de
que sio os mameros, sendo de substituir essa pergunta por outra; que podemos entender por mimero de forma
1al que seja suficiente para justificar a mateméatica? Nos trabalhos de 1900, sob a hipétese “Consisténcia implica
existéncia”, os entes mateméticos sho aqueles que satisfazem os axiomas. Em Pensamenio axiomdtico nio se
tratava dessa questiio, mas € significativo o fato de nfo aparecer tal hipotese explicitamente formulada. Embora
o proprio Hilbert parega &s vezes pretender responder 3 pergunta pelo gue dos rdimeros, acreditamos que
metodologicamente € conveniente entender que justamente pdo se fratz de responder 2 essa pergunta via o
programa de fundamentagio. Nos eapitulos seguintes temtaremos tornar plausivel este ponto de vista.

Tndependentemente de que sejam os numeros, a tarefa de fundamentagio, enquanto matemética, exige
determinar os métodos legitimos para fornecer provas de consisténeia. Na j4 mencionada conferéncia de 1900,
{x problemas da matemdtica, Hilbert apresenmta como problema a prova de consisténcia da aritmética,
entendendo como aritmeética & teoria dos nimeros reais, sem indicar de mizneira precisa qual a forma em que tal
prova podera ser levads a cabo. Apenas indica que uma prova indireta estd fora de cogitagio. Com efeito,
£nduamo gue 2 consisténcia da geometria, por exemplo, pode ser indiretamente provada construindo vm do-
minio de pimeros reais que satisfazem relagBes andlogas aos axiomas geométricos, esse tipo de prova para a
propria teoria de reais ndo pode ser apresentada.

Porém, em Os fundamentos da légica e da aritmética, conferéneia escrita quatro anos depois de Os
problemas da malemdtica, mbm considera que o primeiro a ser provado € a consisténcia da teoria dos

mmeros naturais, e gualifica como dogmuitica a concepglio que postula que os naturais sio dados e, portanto,
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niic sEo objeto de fundamentagio! ™ Ora, u tarefa de fundamentaglio tem um cardter progressivo, isto ¢, antes
de proceder & provar & consisténcia da teoria dos ndmeros naturais, COmMECamOs por provar 4 consisténcia de
fragmentos da mesma, |

Q modelo de prova de consisténcia proposto nesta conferéncia segue ¢ esquema: 1) os axiomas,
vonsiderados como seqiéncias de sinais, t8m uma certa propriedade; ) deles sd podem obter-se formulas
{teoremas) com a mesma propriedade em questdo; i) a formula que representz que 1 € sucessor de outro
nimnero nio tem essa propriedade. Provados 1), &) segue-se por iii) que a teoria € consistente. Com efeito,
chamamos uma equagio bomogénea se seus termos contém o mesmo nimero de simbolos. Os axiomas sfo
homogéneos e as regras preservam & homogeneidade, isto €, os teoremas também sdo homogéneos. Sio entfo
satisfeitas as condicBes 1) e ii). Porém, a formula que expressa que 1 € suvessor de algum numero, o que
contradiz vm dos axiomas do fragmenic da aritmética considerado, nfio é homogénea. Portanto, nic ¢
derivavel, isto €, o sistemna ¢ consistente,

No esquema de demonstragio de consistéacia proposto por Hilbert podemos destacar alguns detathes.
Em primeiro lugar, que a demonstragio esté dirigida a provar que uma certa formula nfio ¢ teorema e nfo que
ndo possa deduzir-se uma formula e sua negagio. Naturalmente, do ponto de vista ogico usual, trata-se de
duas definigbes de consisténcia equivalentes Mas a preocupagio de Hilbert nfio & demonstrar a consisténcia de
gistemas formais abstratos, senfio de sistemas formais gue incluam como teoremas semtengas reconhecidas
como verdadeiras, ¢ excluam as faisas,

Em segundo lugar, aparece como problema o método usado na prova. A idéia é que axiomas e teoremas,
entendidos como ¢bietos da percepedo, 1€m uma propriedade perceptuaimenie reconhecivel, chamada de
homogeneidade. Ora, os axiomas sfio “itomos” a partir dos quals geramos os teoremas via ¢ uso das regras de
transformaciio. Se os axiomas tém a propriedade e se, supondo que se até um certo ponto 1 da cadeia dedutiva

s formula em questio tem a propriedade, entio no passo seguinte (o passo # + [} as regras preservam a

B30 s fundamentos da togica e da arirmética, p. 248 “ L. Kronecker hat bekanntlich in dem Begniff der
ganzen Zahl das eigentliche Fundament der Arithmetik urblickt, er bildete sich die Auffassung, dass die ganze
Zahl und zwar sis Aligemeinbegrif (Parameterwert), direkt und unmuttelbar da sel; dadurch wurde er
yerhindert zu erkennen, dass der Begriff der ganzen Zahl einer Begrandung ond fahig ist. Insofern mochte ich
ihn als Dogmatiker bezeichnen: er nimmt die ganze Zah! mit thren wesentlichen Eigenschaflen als Dogma hin
und blickt nicht weiter rickwiints.”
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propriedade, entdo podemos concluir que todas as formulas do sistema, axiomas e teoremas, tém a proprie-
dade.

Vemos entdo como aparecem cpmbinadas as tnstincias intersubjetivas a5 quais faziamos referéncia,
baseadas na recuss & intuigo como instincia subjetiva. Por um lado, o sistema de axiomas e a prova de
consisténcia como instincia rival da intuiglo, instincia entendida como subjetiva. Pelo outro, a percepgiio
come mico conceito de mtuigHo intersubjetivo que manifestamente subjez ao programa hilbertiano de
fundamentacBio da matematica via formalizagho. Ora, fica claro também que a finalidade do formalismo nos
trabalhos escritos por volta de 1900 restninge-se a ser condigio de possibitidade da prova de consisténcia.

Com efeito, no se frata de gue a matemitica seja wm operar cego com simbolos, senfic que na
Jundementac@o da matematica procede-se como se a matematics fosse wmn tal operar cego com simbolos. A
redugio da matemiatica a seqiéncias de sinais desprovidos de significado num sistema formal ¢ feita aos fins
metamaterniticos, ¢ em principio nada diz, segundo achames, 2 respeito da relagio entre a matemética ¢ o seu
ohjeto. Porém, deve ser destacado que em Pensamento axiomatico a formalizagio aparece, diferememente dos
primedros escritos, como um instrumento cujo objetivo parece ir além de condigZo de possibilidade da prova de
vonsisténcia, Corn efeito, os sistemas formais sfio entendidos como o objeto de estudo matemdtico das proprias
provas mateméticas, uma idéia que nio encontramos no logicismo, onde & formalizacio ¢ pensada 56 como
condicio de possibilidade do rigor na matematica.

Ora, ha uma conexfio mus profunda com o pensamento de Letbmiz, sobre a qual nos chamou
mdiretamente a atengiio H. Sinaceur. Relaciona-se com as notas que Hilbert denomina “necessdrias do
pensamenio”, 4s quais nos referimos na Seco 3.1. Nos capitulos seguintes veremos que o sistema formal
“exprime’ a natureza de nosso pensamento. Por outro lado, Sinaceur informa-nos que a idéia leibniziana de
tratarnento do infinito através do finito 34 se encontra num escrito de Y000, Sobre o conceito de nimero, onde
Hilbert escreve que se trata de ganhar “sobre o solo do finfto, o livre trato e dominio plenc acerca do
transfinito” 13! Em conclusdo, vemos que encontramos todos os temas leibnizianos, com mator ou menor

énfase, na pré-histénia do Programa de Hilbert. Voltaremos a todos eles no capitulo seguinte.

13t ImH. Sinaceur. "Du formalisme 4 la constructivité: le finitisme”, p. 253.
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3.4.F. Klein e H. Poincaré criticos de Hilbert

Como toda obra pioneira, os primeiros trabalhos de Hilbert apresentam problemas, alguns dos guais j&
foram detectados pelos seus contemporineos. Outros problemas sfio destacados pela critica atual. No que
segue, trataremos fundamentalmente das primeiras reages face o programa hilbertiano de fundamentacio da
matematica. Porém, trataremos em primeiro lugar da relagio entre a logica ¢ a aritmética, de maneira tal que
antecipemos uma problemitica que sera relevante para os capitulos ulteriores.

Uma peculiandade dos primeiros trabalhos sobre fundamentos de Hilbert ¢ que, mesmo achando ne-
cessrio o desenvolvimento simultineo da logica e da aritmética, aquela praticamente nio é considerads.
Porém, como diz Smorynski, essa nfio € uma objecio importante, pois, da mesma forma que apenas conside-
ramos ¢ fragmento da aritmética que contém somente a operagio sucessor, o espirito do trabalho é tal gue
sigere sucessivas extensdes, tanto logicas guanto propriamente mateméticas: “Devemos observar que, guando
um nove objeto de pensamento ¢ adicionade € tomado como primitivo, os axiomas previamente assumidos
aplicam-se a uma classe muior de objetos ou devem ser convenientemente modificados.” 132

Por certo, Hitbert ndo tinha por volta de 1900 uma concepglo clara do que entender por 16gica. Porém,
podermos pensar que para Hilbert o problema nfio é adicionar novos métodos de raciocinio, sendo novos
pﬁncipios de prova propriamente mateméaticos. Com efeito, Hilbert esta pensando a 16gica da perspectiva do
usuario matematico, isto é, deduclo informal a partir de premissas!3? | e nio na sua reconstrugio axiomdatica,
cuia necessidade reconhecera explicitamente, como 3§ vimos, em Pensamento adomdtico. Ora, tanto em 1917
guanto em 1900, a adicho de novos métodos ou principios aparece como a adigio de novos axiomas.

Portanto, é da conjunglio emre logica ¢ principios de prova que decorre a necessidade de considerar
indiretamente a logica. Por exemplo, se provamos para um fragmento da aritmética sua consisténeia, ent3o

aparece o problema de ver se adicionar os modos usuais de inferéncia levam ou nfio 2 uma contradigio!?

132 05 fundamentos da logica e da aritmética, p. 257-258: “Auch ist in gehdriger Weise zu beriicksichtigen,
dass durch die Zufiigung und Zugrundelegung eines neuen Gedankendinges die bisherigen Axiome eine
Erweiterung threr Gilltigkeit erfahren bzw. einer sinngemfssen Abanderung z unterwerfen sind.”

133 Para este capitulo e em geral tem sido fudamental 2 leitura do artigo " Proof, Theory’, and Foundations'.
Hilbert's Mathematical Work from 1885 to 1900, de V.M. Abrusci

134 05 fundamentos da logica e da aritmética, p. 260 “Die Frage nach der Moglichkeit dieser Verteilung ist
wesentlich gleichbedeutend mit der Frage, ob die Folgerungen, die man aus den Axiomen durch Speziaiisierung
und Verbindung m dem fridher erlauterten Siame gewinnen kann, zu einern Widerspruch fihren oder micht,
wenn man noch die bekanoten logischen Sclussweisen..”
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Além disso, Hilbert destaca que “na exposigBo tradicional das leis da logica sio usadas algumas nogdes arit-
méticas, por exemplo, 2 de conjunto ¢, em alguma medida, também a de mimero, De modo 1al que nos
encontramos num circulo, € por isso um desenvolvimento parcialmente simultdneo das leis da logica e da
aritmética ¢ requerido se os paradoxos devem ser evitados™13%

Como mostra a Gltima passage, é dificil concordar com Smorynski que Hilbert incluia na légica a noglo
de conjunto’®® . J4 em 1904, Hilbert tem a concepsio de que a conjungdo entre conceitos matematicos e logica
¢ ¢ problema Por exemplo, se aceitamos como principic que um conjunto € definide quando e somente
quando ¢ determinado para todo objeto se o objeto € subsumido sob um conceito ou ndo, sem restringir o
aicance da palavra “todo”, entdo aparecem paradoxos como os de Russeli e Cantor.

Ora, como temos visto, o trabatho de Zermelo parece basicamente aceitar este diagndstico. Se usamos
um conceite sbstyato como o de conjunto, em conjuncio com um uso irrestrito de terceiro excluide com
guantificador universal, emtdo se produz o paradoxo. A axiomdtica de Zermelo, justamente, evita a
reconstrugio dos paradoxes limitando os conjunios a serem aceitos. Como veremos, Hilbert apresentarg em
trabalhos posteriores uma versio mais precisa de gual € a causa dessa conjungiio ser problemética.

E interessante mostrar, por outro lado, & recepsdo das idéias de Hilbert por seus contempordnens. Felix
Klein, numa obra de 190837 | analisz as diversas posturas em torno do problema de fundamentar o conceito de
namero, enire elas a de Hilbert, como apresentada na conferéncia de 1904, Klein faz trés observagBes sobre a
proposta de Hilbert. A primeira, que Hilbert propSe um programa de pesquisa. A segunda, que as pesquisas de
natureza puramente logica nio podem ser levadas completamente a seu término sem reter um minimo de
minigdo, por exemplo, para reconhecer os simbolos pela sua forma. A terceira, gque a consisténcia da teora
format de mimeros ndo implica poder mostrar de maneira puramente logica que a ela correspondem os objetos

gue tém significagdo intuitivamente clara.

B85 fhid., p. 131: “Allein bei aufimerksamer Betrachtung werden wir gewahr, dass bei der hergebrachten
Darstellung der Gesetze der Logik gewisse arithmetische Grundbegriffe, z. B. der Begriff der Menge, zum Teil
such der Begnff der Zahl inshesondere als Anzahi, bereits mur Verwendung kommen. Wir geraten so in eine
Fwickmuhile, und zur Vermeidung von Paradoxien ist daher eine teilweise gleichzeitige Entwicklung der
(esetze der Logik und der Arithmetik erforderlich.”

13¢ Cfr Smorynski, C. “Hilbert's Programme”, p. 10. Por outra parte, & nogio de conjunto aparece aqui
relacionads 2 aritmética, 4 diferenca de Pensamento Axiomdtico, onde aparecem claramente diferenciadas a
teoria dos naturais ¢ & teoria de Cojuntos.

157 Ofr. Kligin, F. Elemeniary Mathematics from an Advanced Standpoint, Parte Primeiza.
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Com relagio @ primeira observagio, ela € verdadeira num duplo sentido. No primeiro, porque Hilbert,
comoe vimos, apresenta suas id€ias commo um programa a ser levado a cabo. No segundo, mais profundo,
porque “Hitbert viu \..\ os fundamentos como empresa inacabivel”13¥ | pelo fato, entre outras coisas, da
matematica ser inacabdvel Justamente, como ja mostramos, o procedimento sugerido por Hilbert implica
provas de consisténcla para teorias sucessivamente obtidas pela adig§§ de axiomas as anteriormente provadas
consistentes.

Em relsgiio & segunda observagiio, Hilbert concede o ponto, implicitamente nos trabathos por voita de
1900, e explicitamente em Os fundamentos da matemdtica: “E ma matemdtics, em especial, aquilo que
consideramos s30 0s signos concretos mesmos, cuia figura, segundo 2 concepglo que temos adotado, é
imediatamente clara e recoshecivel”13° Justamente, a inhui¢io perceptual, enquanto intersubjetiva, é
indispensavel, segundo concluimos na se¢lo anterior.

No que diz respeito a terceira observagio, € relevanie considerar que entende Klein por “intuitive”™. Klein
afirma gue as regras de calculo sio resultados imediztos e necessanios da percepciio, onde por percepgiio deve
entender-se a “percepelo interna” ou intuiciolC, a saber, um conceito de intuigBo de raiz kantiana Por
exernplo, ele representa o produto entre nimeros como um retingulo de pontes, mostrando que “2.3 = 3.2
Porém, isto mostra apenas “2.3 = 3.27, e nfio a lei “a.b = b.a", como Klein pretende. Vemos entfo como Klein
exemplifica o problema gue encontramos em Kant seguindo como fio condutor as criticas de Bolzano. O
conceito de mtuigio gue Klein utiliza para justificar a afirmacio “2.3 = 3.27 nao € o mesmo que utiliza para
justificar “ab = b.a”, a saber, um conceito de intuigio justifica afirmacles singulares e cufro justifica
afirmagdes gerais.

Ora, sem considerar o {dtimo ponto, o proprio Klein aceita que a intuigio mdo poderia ser utilizada com
nameros suficientemente grandes, afirmando que, pesse caso, TecorTe-se & wm principio matemdtico, o cha~

mado principio de induglo, que nos leva além dos limites da intuigBo. O principio de indug@o, por outro lado, €

138 Smorynski, C “Hilbert's Programme”.

V¥ Os fundamentos da matemdtica, p. 290: “Und insbesondere in der Mathematik sin Gegenstand unserer
Betrachtung die konkreten Zeichen selbst, deren Gestalt imserer Einstellung zufolge unmittelbar deutlich und
wiedererkennbar ist.”

2 Cfr. Klein, F. Op. cit. Parte Primeira.
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considerado por Klein uma verdade intuitiva. A seguranga da matemética repouss entdo sobre a intuigho, na
acepgio mais geral desta palavrs.

Justamente, como ja assinalamos, o problema esti em dar um significado preciso a esse conceito para fins
fundacionais ¢ este, para Hilbert, nfio € outro que a percepgio. Hilbert nfio rejeita o aproach, digamos,
genético, A0S conceitos numeéricos, como o esquema de Kant para a apresentacio dos nimeros naturais ou os
desenvolvimentos decimais para reais. Porém, como fica ¢laro num texto acima citado, por volta de 1900, para
os fins fundacionais esses “objetos” nfio sio os que “correspondem” aos axiomas, senfio os entes que
satisfazem as relaghes por eles estabelecidas.

No entanto, a critica mais importante que o trabatho recebeu foi a de H. Poincarg, quem percebeu que hi
implicito no esquema de prova proposto, justamente, o principio de indugio: a matematica entdo fundamen-
taria 2 matematica. Com efeito, o método que Hilbert propbe para a prova encobre (ou € uma generalizagio
€o) o mencionado principio, que usualmente € assim enunciado: Se o 0 (ou o 1) tem uma certa propriedade e
se, suposto que um natural qualquer tem a propriedade, entio sen sucessor (o # + I} a tem, entfio todos os
aameros t€m essa propriedade. Nas apreseniacdes axiomaticas usnais da antmética, & chamada ariimética de
Peano, ¢ mencionado principio é listado come um axiomas.

No esquema de prova de Hilbert temos, emn hagar de O ou 1, como elementos inicials os axiomas. A
propriedade é a homogeneidade ¢ os “sucessores” sio as formulas que resultam da aplicacio das regras de
twransformagio. Como as regras preservam as propriedades e os axjomas tém a propriedade, entfo todas as
férmulas que pertencem ao sistema, axiomas e teoremas, tém essa propriedade. Por owtro lado, como a
Femula (e expressa que 1 € 0 sucessor de algum ndmero ndo tem essa propriedade, entdio o sistema &
consistente.

Mas para Poincaré no principio de indugdo reside 2 propria esséncia da matematica, o que a distingue da
iogica ¢ da ciéncia empirica. Ora, para Poincaré nfio se trata de introduzir como axioma o principio de induggo,
senfio que o principio de induciic ¢ a forma propria do raciocinio matematico, isto €, face aos raciociios
estudados pela 16gica, temos na matemdtica uma forma de raciocinio que néo poede ser reduzida & primeira.

Uma demonstragio come a de Leibniz de “2 + 2 = 47 nfio é para Poincaré nma auténtica demonstragfo,

senfio apenas uma vertficagio. Nela se supde definido o nimero | e a operagiio x + 1 {a operagiio sucessor),
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que consiste em acrescentar a unidade a um mimero dado. Define-se também 2, 3, 4 & maneira leibniziana e,
para evitar o uso da lei de associatividade, define-se também a operagio x + 2 como (x + 1) + 1. Assim, temos
pela ultima definiclio que "2 + 2 = (2 + 1} + 1”7 ¢ a demonstraglio segue como ja conhecemos. Nesta verificagio
simplesmente aproximamos duas definicBes puramente convencionais € constatamos sva identidade, sem nada
aprender.

Mais interessante € a definigho de “x + {y + 1)", um exemplo de defini¢iio matematica, distinta tarcbém
das definigdes da logica. £ wma definicho “por recursio”, que nos permite conhecer o valor de quaisquer
somandos: “x +{y + 1} = (x +y) + 1", Em lugar de “y + 1”7 vamos usar 2 notagdo hoje mais usual * ¥' ™ para
referirmos 20 sucessor de y. A idéia é definir a soma entre dois miimeros quaisquer indicando: a) o resultado de
somar 0 elemento imicial a qualquer nimero; b) o resultado de somar a gualquer aitmero um sucessor. Como
qualquer piimerg natural é ou inicial ou sucessor, a operagio é caracterizada exaustivamente. Entiio definimos :
ajx+0=x bix+y¥y=(x+y)

Com esta definigio por recursio podemeos comegar estudar as propriedades elementares da somz, como a
& mencionada lei de associatividade. Na demonstragio dessa lei usamos o principio de indugiic. Por exemplo,
se pretendemos demonstrar “x + {y + z) ={x + y} + 2", a primeira premissa do raciocinio indutivo & “x + (y +
0) = (x +y) + 07, que reconhecemos como verdadeira pela definicBo acima. Com efeito, por a), “x + {y + 0) =
% +¥". Também, por a), “x+y={(x +y}+ 0", Por transitividade, “x +{y + Q) = (x + y) + ¢

A segunda premissa a estabelecer € “x+{y+ 2} =x+y)+fsex+(y )= {x+y) +z " Ora, temos
entdo que:

L x + {y + 2} = (x + y) + z, pela chamada hipbtese indutiva.

2, (x+{y+ )Y = {{x +v) + z), aphcando sucessor a ambos membros.

I {xt{yta)Y =x+(y+zy=x+(y + 2, porb) da definigio.

£ {({(x+y)+ 2y ={x+y)+ 2, porb) da defini¢io. Loge,

S x+{y+tzy=(x+yr+z.

A segiiéncia 1-5 estabelece a sepunda premissa do raciocinio indutivo, concluindo entfo a lei de

associatividade: x H{y +2)=(x+ vy}t Z
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Mas, quat o fundamento do principio de indugBo? J4 vimos que Klein o declara um principio intuitivo
evidente. Escreve Poincaré que o principio de indugio completa “niio passa da afirmacio do poder do espirito
gue se sabe capaz de conceber a repeticio indefinida de wm mesmo ato, desde que esse ato tenha sido possivel
uma vez. () espirito tem uma intuigdo direta dessa sua capacidade e, para ele, a experiéncia nfo pode ser senfio
uma ocasiio para se utilizar dela e, desse modo, de fazer-se clemte da sua existéncia”1*! O principio de
inducBo nlo define os mimeros naturais, escreve Poincaré opondo-se a Russell, senio gue sobre tudo o que
pode ser definido por recursio podemos raciocinar por recurséio, isto €, usando indugo.

A irredutibilidade do principic de indugio fica evidente para Poincaré no intento de Hilbert de
&mdamentaciio da matemética: o método de Hilbert para demonstrar a consisténgcia do fragmento da aritmética
considerado pressupe 2 validade do principio de indugHo, trate-se de mimeros ou de simbolos. A resposta a
esta critica de que a matemdtica fundamentaria a matematica na medida em que para provar a consisténcia da
aritmética usariamos o principio aritmético de indugBo, embora nem sempre explicitamente formulada por
fhthert, consiste em distinguir entre um uso metamatematico da induglo, que teria 2 propriedade de ser mais
simiples, € 0 usp da induclo na aritmética de Peano.

Essa simplicidade estaria justificada pelas propriedades envolvidas no use de induclio, que seriam
propriedades de sinais, decidiveis através da percepclio. Porém, achamos que talvez Poincaré, indiretamente,
também argumentou que 2 induclo ndo ¢ justificada pelo recurso as propriedades perceptivels dos sinais. Com
efeito, inclusive aceifando a distingfio enfre propriedades simples ¢ complexas, aparece como problema se &
validade do principio de indugdo pode ser justificada apenas pelo recurso & percepeic como representacio
gingular.

A resisiéncia de Hilbert 2 necessidade de aceitar a indugHo, as tentativas para reduzir a indugio ao dado
na percepedo e, mais geralmente, a consideragio dos quantificadores como simbolos transfinitos, sio aspectos
que se explicam por sua rejeiglio, do ponto de vista fundacional, dquilo que ndo ¢ intuicio no sentido de
percepelo, isto €, seguindo a Kant, porque a intuiglio fornece representagdes singulares. Por esta razdo, qual-
guer afirmagio gue contenha a palavra “todos™ e nie seja redutivel 2 uma conjungio de um nimero finito de

conjuntivos resulta em principio problematica..

11 poinearé, H. 4 Ciéncia e a Hipdtese, p. 28.
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Por certo, nfio deixa de ser paradoxal que o mais ferrenho critico contemporineo do construtivismo
esharre na mesma dificuldade que destacamos j& em Kant: como justificar através de representagdes singulares,
como a5 fornecidas pela percepglio, afirmagbes gerais. Em seus escritos, Hilbert manteve constante a tese de
gue 2 percepglo era 0 Umico conceito de imtuigho gque nio transformava g ciéncia em matéria de opinifio.
Porém, do ponto de vista metamatemético, Hilbert ferd que responder, se reinterpretamos a objecdo de
Poincaré, & uma variante da questﬁo levantada por Bolzano: em que forma a intuigio perceptual permite
justificar que todas as dedugBes, entendidas como seqiiéncias de sinais desprovidas significado, nfio conduzem
% uma contradicio?

Além disso, em funglio do dito na seglo anterior, poderia objetar-se que sem & tese “Consisténcia implica
existénicia”, ausente em Pensamento axiomdtico, o critério de consisténcia perde sua base de sustentagio. Po-
rém, devemos lembrar que em Leibniz encontramos também a idéia de que certos conceitos -embora
inexistentes matematicamente- eram iieis nos caiculos. Com efeito, como vimos no capitulo amterior, os
conceitos de infinitamente grande e infinitamente pequeno sfo de wtilidade nos calculos geométricos, € as
raizes imagindrias sio de utilidade na dlgebra.

Vimos entdc que Leibniz antecipava teses de natureza instrumentalista em relacBo a introdugio de
conceftos matemiticos, distinguindo entre aquilo que existe ¢ aquile que € apenas um instrumento para o
cdleuto. Com modificagBes convenientes este sera, para alguns intérpretes, o caminho gue seguird Hilbert,

caminho que o obrigars, em particular, a reconsiderar as relagBes entre formalismo e conteudo.

3.5. Recapitulacio
Na seclic 3.1. do capitulo destacamos z relagfio que existe enire a visdo hitbertiana do progresso
maternstico € a tese leibniziana “Possivel implica existente”. O escrito de Hilbert que nos parece marcar ¢
ponto de inflexfio entre os primeiros e Ukimos escritos ¢ Pensamento axiometico, examinedo na Seglo 3.2, na
medida em que implicitamente se abandona a tese “Consisténcia implica existéncia”™. Nessa seco consideramos
o papel que & axiomatica vax adquirir face ao programa hilbertiano de fundamentacio da matematica. Como

intentatemos mostrar no capitule seguinte, embora a tese leibniziana “Possivel implica existente” seia
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gbandonada, o sistema de axiomas e sua demonstracio de consisténcia continuam 2 ser a instincia
mtersubjetiva de fundamentagiio da matematica oposta a intuigo.

Ma Seclic 3.3, examinamos os escritos anteriores a Pensamenio axiomdtico, mostrande como os
restantes temas leibnizianos adquirem uma primeira forma, Neste contexto aparece a quesido do valor
fundacional da percepgo ¢ o primeiro papel atribuido a ela na ciéncia destinada a fundamentar de maneira
definitiva a matematica, isto €, a metamatemdtica. A Se¢¥o 3.4. estd dedicada a expor as criticas que Hilbert
recebeu de alguns dos seus contempordneos, com vistas a antecipar os problemas que serdo tratados no
capitule seguinte.

Neste Capitulo 3, incluiinos ums distingdo que achamos fundamental: deve-se distinguir entre a
matematica come ciéncia ¢ a matemética quando € considerada como objeto da ciéncia destinada a
fundamentd-la, isto €, a metamatemndtica. Com efeito, como objeto da metamatemdtica, a matematica é
completamente formalizada e concebida como um sistema de produghio de sinais desprovidos de significado. A
finalidade da formalizagho completa ¢, naturalmente, a prova de consisténcia do sistema formal em questio.
Mas, como veremos no capitulo seguinte, isso no implica que o matemdtica seja um sistema de produgiio de
sinais desprovidos de significado. Este enfoque, que até onde sabemos € original, permite-nos, segundo nos
parece, explicar a multiplicidade de nuangas no percurso do pensamento de Hilbert A distingio entre
“matematica propriamente dita” e metamateméatica ¢ de Hilbert, mas nds a olhamos da seguinte perspectiva: a
redugio da matematica a um sistema formal € uma tese metodologica, € ndo uma tese flosdfica substantiva

anerca da natureza da matemdtica,
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Capitulo 4
Formalismo e conteiido
no Programa de Hilbert

4.0. Apresentacio

As quatro sepdes principais deste capitulo giram em torno do problema das relagBes entre formalismo e
conteudo. Estes termos sdo, as vezes, olhados como antitéticos. Por um lado, entende-se por formalista uma
posicBo que identifica 3 matemética como a ciéneia que estuda simplesmente sisternas formais, desprovidos de
qualquer significado. Denominamos tal posicio de formalismo extremo. Por ouiro lado, a expressdo
“conteldo” aponta a reconhecer 2 matemética como uma atividade justificada pelo significado. Tal significado
€, em geral, assoctado com & instincia denominada intuigiio.

Porém, como mostramos no capitulo anterior, para Hilbert a infuigio é subjetiva. Nos primeiros escritos,
a significagio da matematica aparece ndo como resultade da intuigio subjetiva, sendo como resultado de duas
teses, uma explicita e outra implicita: a primeira, “Consisténcia implica existéncia”; a segunda, “Existéncia =
significado”™. O abandenc da primeira obriga a reconsiderar as relacdes entre formalismo e contelido, mas nio
concebidos como pares antitéticos. Na Segdo 4.1, rejeitamos a interpretagio de Hilbert como um formalista
extremo ¢ indicamos qual 2 insténcia Hilbert que julga adequada para substituir a intuicio, isto &, a percepedio.

Hilbert atribui 4 perceﬁgﬁo, como instincia intersubjefiva, o papel de delimitar a parte da aritmética a ser
julgada com conteddo com vistas & fundamentagdo da aritmética pa sua totalidade, transformada em sistema
formal. Dentro do sistema formal da aritmética, certas expressdes representam essa parte ¢om contetdo e
wutras aparecem, desta perspectiva, como carentes de significado. Assim, Hilbert poderia ser qualificado como

partidirio de um formalismo moderado. A andlise hilbertiana, por outro lado, nio se resiringe & linguagem
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propria da aritmética senfio que inclusive atinge o &mbito da logica. A Seglio 4.2. expbe como Hilbert procede
£ que dificuldades podem ser assinaladas.

O novo papel atribuido & percepgiio nos escritos de 1920 sugerem miiltiplas interpretagbes. Algumas
orientam-se a postular uma variame de fundamentagio da matemética de corte empirista. O capitulo seguinte
tratara dessas interpretagBes. Outras interpretagSes orientam-se a relacionar o pensamento de Hilbert com o de
Kant, via uma comparagio com z fundamentagBo kantiana da aritmética na intuighio emtendida como
representaglio singular. Trataremos destas interpretagBes na Secio 4.3., mas nossa conclusio serd negativa.
Para nos, trata-se da aparigiio reformulada de temas leibuizianos que brevemente consideramos no capitulo
anterior: carater ndo completamente arbitrario do formalismo e tratamento do infinito através do finito. No
entanto, tratamos na Segho 4.3. de um tema kantiano, a segincia intuigho-conceitos-idéias, que alguns
estudiosos salientam como prova de uma filiagio kantiana do Programa de Hilbert.

Ora, embora ausente a tese “Consisténcia implica existéncia”, a consisténcia de uma teoria é condigio
sine qua non para a admissibilidade de uma teoria matematica. Mas esta distingio entre uma parte com
conteiido e oulra sem contendo orienta (ou € orientada por) uma nova forma de provar s consisténcia: se uma
teoria sem contendo, embora ela contenha “representadas” como teoremas afirmagbes com conteisdo, deduz
uma formula verdadeira do pomto de vista do conteiido, essa formula pode ser demonstrada por meios restritos
aqueles com contendo. Em particular, se a teoria nio deduz “0 = 17, entfio a teoria é consistente.

A Beglio 4.4, inclui a maneira de ver o Programa de Hilbert como um programa de eliminacio. Na mesma

seclo apresentamos também a resposta classica as objecdes de Poincaré 4 metamatematica bitbertiana,

4.1. Consisténcia # existéncia
No capitulo anterior destacdvamos que em Pensamento axiomdtico Hilbert ndo coloca o problema da
vonsisténcia de um sistema aaomatico em termos da tese “Consisténcia implica existéncia”. Destacévamos
também uma mudanga no que diz respeito 4 consideragiio do papel do formalismo, que sparece como condico
de possibilidade de uma disciplina cujo objeto € o estudo das demonstragbes matematices, e nfio apenas a de-

monstragio de consisténeia de uma teoria dada.
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O, a expressio “formalismo™ tem uma multiplicidade de significados que exige algum esclarecimento.
Em primeiro lugar, quando se contrapde, por exemplo, o intuicionismo cartesiano 2o formalismo leibniziano,
formalismo aqui € entendido no seatido de que o critério de consisténcia logica - formal - é condiglio necessaria
e suficiente para a aceitabilidade de um conceito, e ndo sua infuigio. Neste sentido, ndo hé referéncia a uma lin-
guagem artificial, sentido no qual fala-se freqiientemente de formalizagio.

A characteristica ymiversalis leibniziana pode ser considera uma primeira tentativa de estabelecer um
formalismo no dlfimo sentide mencionado. Leibniz idealizava para a choracteristica a fungio de permitir
decidir sobre a verdade de qualquer afirmacio sem discussiio, pelo recurso a operagdes combinatorias. Deste
ideal de uma mecinica decisonia poderiam repetir-se as palavras de Descartes sobre Lullio, que serve mais
“para falar sem juizo de coisas ignoradas do que para aprendé-las”!*2 . O qualificativo de *“formalista”,
eventualmente com matiz pejorativo, aparece neste contexto: um formalista transforma, por exemplo, 2
matematica numa atividade sem contedido e a reduz ao operar de um “pensamento cego”. Em que consistiria
esse conteudo? No caso de Descaries, por exemplo, no dado na intuiglio clara e distinta.

Mas, deve ser destacado que considerar a matemdtica da perspectiva dos sistemas formais ndo quer dizer
que & materndtica seja igual 2o jogo de xadrez. O que € 2 matematica para 2 metamatematica € o que € igual ou
serethante a0 jogo de xadrez. H Weyl € quem, imterpretando as idéias de Hilbert, propds a mencionada
comparagio: a matemética formalizada de Hilbert é um “formuls-game”, um jogo sem sentido. Num artigo
posterior’®? | Weyl formula a interpretagiio que faz de Hilbert um “formatista”, isto €, que Hilbert tenta salvar a
matematica classica pela formalizacio, onde em lugar dos resuitados intuitivos temos um jogo com formulas
repido por regras.

R.L. Goodstein desenvolve!* a comparagiio entre xadrez ¢ matematica que nos permitira esclarecer este
ponto. No sistema formal que desenvolveremos para & artmética, consideraremos como simbolos primitivos
ST 44 e 4t nor sucessor. Chamamos og termos 0, 0%, 0, .. de mwmerais, que denotamos 0, 1, 2, .. da
maneira usual Na metdfora enxadristica, aos numerais correspondern as pegas do xadrez € s operacbes

aritméticas correspondem as regras do xadrer. Segundo Goodstein, se tentissemos definir as enfidades do

2 Discurso do Método, Segunda parte, p. 585.
M3 Ofr H. Weyl. Coments on Hilbert's second lecture on the foundations of mathematics.
H4 Goodstein, R L. Recursive Number Theory.
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joBo, estariamos nas mesmas dificuidades de definir nimero, isto ¢, as entidades aritméticas. © rei do xadrez
8o ¢ a peca de forma caracteristica & qual nés chamamos de rei, da mesma maneite que um numeral nio € um
nimero. O que faz de uma pega o rei nfo € sua figura senfio seus movimentos,

Ora, que ¢ o rei mesmo? O que s3o os nimeros? O que sio os fatos aritméticos dos quais fala Hilbert em
FPensamento axiomadtico? O rei, para Goodstein, é uma das parfes que as pegas jogam no jogo, como o Rei
Lear é uma parfe no drama de Shakespeare; por outro lado, o ator que faz o rei € rei pelas acdes que ele faz e
pelo que ele diz na tragédia. Em resumo:

“Yemos, primeiro, que para entender o significado dos mimeros devemos olhar o jogo que os niimeros
jogam, isto é a aritmética. Os ntimeros um, dois, 1rés, efc., sio os caracteres /acrescentamos: no sentido
lzerario/ no jogo da aritmética, as pegas que jogam esses caracteres 530 0§ humerais, e o que faz de um sinal o
numeral de um mumero particular € a parte gue ele joga, ou, como podemos dizer com palavras mais
adequadas para o contexto, ¢ que constitui pm sinal o sinal de um nimero particular sio as regras de
transformagiio do sinal. Segue-se, entdio, que o OBIETO!4S DE NOSSO ESTUDO NAO E O NUMERO
MESMO SENAO AS REGRAS DE TRANSFORMACAO DOS SINAIS NUMERICOS.. 7146

A proposta de Goodstein consiste em considerar que os ndmeros sio o JogO que 0S NMEros jogam, os
caracteres da obra teatral da aritmética. O jogo precisa de pecas de uma forma determinada, a obra de atores, a
aritiética de numerais. Se a resposta & pergunta pelo "que” do ret do xadrez ¢ quais s30 os movimentos da
peca gue “representa” o rei, se o Rei Lear ¢ as falas do ator na obra, entdo os nimeros sfo as regras de trans-
formacho estabelecidas para os numerais. E 2 mesma resposta vale para a8 soma ¢ os restantes conceitos
materaticos. Quando a matematica € entendidz como o estudo de tais regras de transformagio, entdo temos a
posicdo que denominamos de formalismo extremo: & matematica € a ciéncia dos sistemas formais desprovidos
de significado, independentemente do matiz, didamos oxoniano, da posigEo de Goodstein.

Mas Leibniz - e, logo veremos, Hitbert - nfic pode ser gualificado de formalista no sentido que chamamos
de extremo como aquele descrito acima. Reflitamos, por exemplo, sobre a natureza do algoritmo da soma,

guando caleulamos a somz de dois nimeros. Suponhamos que somar, como atividade com contelido

145 Maitisculos no original.
48 Goodstein, R L. Op. cit., pp. 5-6.
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{intuitiva), como uma atividade na qual damos conta do que fazemos, Seja acrescentar uma g urma as umidades
do segundo nimero ac primeiro, sendo tal “acrescentar uma a uma as unidades” uma operagio primitiva,
dotada de conte(ido de maneira, digamos, imediata.

Tal procedimento com contetido é notoriamente impraticivel quando os ntmeros somados sio muito
grandes. Recorremos entdo ao calculo: somamos dezenas, centenas, eic. da maneira habitual, O céleulo é feito
mecanicamente, sem atender ao comteido da operaclio somar. Mas, deixando de lado a impraticabilidade
empirica quando se trata de nimeros muito grandes, podemos dizer que em principio é possivel somar
quaisquer niuneros “conteudisticamente”. O cdlculo substitui spenas o processo com conteudo, seja pela
impraticabilidade empirica, seja porque mesmo praticivel ndo poderiamos avangar em matematica sem seu re-
curso. Generalizando, como faz Leibniz, estendemos este modelo a quaisquer dominio: temos a characteristica
upiversalis.

Mas o que justifica substituir o procedimento com conteido pelo cileuto? Como justificar que os
resultados sio em cada caso iguais e em que sentido iguais? Na tradigio geométrica antiga discriminava-se
eqtre feoremata e problemaia, entre problemas a resolver e afirmagSes a demonstrar, embora j4 Platio
afirmasse que as questdes geométricas deviam ser todas reduxidas a afirmagBes a demonstrar. Devemos olhar
a0s calculos antméticos como problemata irredutiveds & linguagem assertiva? Justamente vimos que a proposta
leibniziana consistia em considerar que calcular ¢ demonstrar ¢, consegilentemente, o problema de calcular €
olhado como uma afirmagio a demonstrar, afirmagio que consiste na igualdade entre dois termos. Nesta
reduglo de problemata a teoremata consiste para Leibniz, segundo mostramos, a justificacio do calculo.

A demonstragio de “2 + 2 = 4" de Leibniz omitia a consideragio da afirmag@io universal “x + (v + z) = {x
+y) + 27, necessaria para justificar a igualdade “2 + (1 + 1) = {2 + 1) + 1”. Observavamos, no entarto, que o
mero fato de acrescentar essa afirmagfio como premissa, como fez Bolzano, no resolvia as questdes
envolvidas, na medida em gue ndo se tratava apenas de indicar premissas arbitrarias para proceder entio a de-
duglo da equagiio. O formalismo, se nfo for do tipo que temos charnado de extremo, exigiria uma justificacio.

Tal justificativa pode conststir em nfio incluir como axioma a lel de associatividade sendio outra(s) lei(s)
que, por assim dizer, refletissem procedimentos com contendo. Vimos no capitulo anterior como o principio de

induclo aparecia no ceme da discussio, sob o suposto comum de que comstitul um principio aritmético
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essencial. Mas vimos também que da perspectiva metamatemética restringimo-nos a sistemas de produgio de
sinais desprovidos de significado.

Com o mtuito de esclarecer em que sentido podemos qualificar a Hilbert de formalista, nesta secdo e na
seguinte descreveremos um sisterna formal para a aritmética. Consideremos como primitivos, 0, ' e + Os
seguintes axiomas refletitiam os procedimentos com conteddo da soma:

Lx+{=x
2.x+y'={xtyy

O formalismo que acabamos de apresemtar permite dar coma das equaches numéricas elementares.
Faltam ainda estabelecer axiomas para sucessor, de forma tal que eliminemos qualquer referéncia a intuigho.
S3o eles:

3.~ {x=0).
4xX=yox=y

A ntroduglio do altimo axioma obriga inchuir os simbolos égicos chamados de negacio ¢ condicional.
Os quantificadores universais, € os restantes simbolos 16gicos, junto com axiomas ¢ regras de inferéncia para a
“logica subjacente” podem ser introduzidos da mesma maneira, seguindo como fio condutor a perspectiva da
qual Hilbert concebe o problema da logica. Como logo veremos, & distingo entré formalismo e conteido
atingira também o plano da logica.

Naturalmente, com este formalismo, mesmo com as limitagdes mencionadas, podemos “pensar
cegamente” ¢ obter por uma seqiiéncia de operacBes simbolicas qualquer equagio numérice verdadeira sem
atender ao corteddo. Para nlmeros grandes, as dificuldades seriam igualmente notorias, mas ¢ suficiente para
os fins tedricos de reduzir o cdlculo a uma demonstragio, de forma tal que o formalismo descreva *no papel”
s processos com contelido de soma e produte. Caso sempre assim se procedesse, os partidarios da mtuigio
pouco teriam & objetar. Como escreve Brouwer:

“No dominio dos conjuntos finitos no qual os axiomas formalistas tém uma interpretagio completamente

clara para os intuicionistas, sem reservas concordamos com eles, as duas tendéncias diferem apenas no
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método nio em resultados Igrifos nossos/, isso chega a ser inteiramente diferente no dominio dos conjuntos
infinitos ou transfinitos.” 147

Ora, que devemos entender por “dominio infinite™ quando Hilbert abandona a tese “Consisténcia implica
existéncia™? Sabemos que nos primeiros escritos de Hilbert a consisténcia da teoria de cardinais transfinitos,
por exemplo, implica 2 existéncia de tais objetos. Mas em Sobre o infinito, escrito em 1925, percebe-se a
notoria auséneda, tal como que em Pe.nsamemo axiomdtico, da mencionada tese. Ora, a razio (iltima para o
abandono da tese "Consisténeia implica existéncia” ¢, segundo achamos, a visdo de Hilbert da evolugdo na
¢iéncia fisica 2 pariir de 1900. Hilbert escreve:

“Se voltamos A nossa tarefa, esclarecer a esséncia do infinito, devemos considerar de imediato qual e
significado contentual que convém go infinito na realidade; em primeiro lugar, veremos o que nos ensina,
sobretudo, a fisica.” 198

Q que nos parece decisivo para o abandono da tese “Consisténcia implica existéncia™ é precisamente a
leitura de Hilbert da nova concepglio do universo que surge apés 1900, com a apariclio da teoria da
relatividade ¢ 2 mecinica quintica: um retorno do universo aberto ao universo fechado, no caso da primeira; a
niio divisibilidade infinita nem sequer da energia, no caso da ultima. FEsta é a visio de Hilbert, claramente
exposta em Sobre ¢ infinilo, em relagdo ds mencionadas contribuigBes cientificas no que diz respeito as
relagdes entre infinito ¢ a realidade. Em relago ao pensamento escreve:

“Vimos previamente que o infinito no se encontra em neshum fugar na realidade, enguanto recorremos &
experiéncia, & observacdio ou a quakjuer tipo de ciéncia. Pode, entfio, ser ¢ pensamento sobre as coisas tho
diferente dos eventos com as coisas € proceder de mangira tho diferente e 130 separado de toda realidade? Nio
£ claro, pelo contrario, que nos, quando acreditamos conhecer a reatidade do infinto em algum sentido, apenas
deixamo-nos influir pela circunstincis de gue, de fato, sa realidade achamos dimensGes exorbitantes, tanto no

grande guanto no pequenp?” 4%

47 4pud C. Smorynski, “Hilbert's Programme™, p. 12.

W& Sobre o infinito, p. 265 “Wenn wir uns nun dieser Aufgabe, das Wesen des Unendlichen anfzukliren,
zawenden, so missen wir uns in aller Kiltze vergegenwirtigen, welche inhaltliche Bedeutung dem Unendlichen
in der Wircklichkeit zukommt; wir schen zunichst, was wir aus der Physik hieriiber erfabren”

W8 Sobre o infinito, p. 274: “Vorhin haben wir gesehen, dass in der Wirklichkeit das Unendliche nirgends zu
finden ist, was fir Erfahrungen und Beobachtungen und welcherlei Wissenschaft wir auch heranzehen. Soolte
mn das Denken {iber die Dinge so unghnlich den Geschehnissen mit den Dingen sein und so andersartig vor
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Aqui enconiramos, segundo nos parece, a razio pela qual abandona-se a tese “Consisténcia irnplica
existéncia”: uma espécie de hharmonia preestabeleciéa entre pensamento e realidade, tema sobre o qual Hitbert
volta recorrentemente. E, como esperamos mostrar no capitulo seguinte, nas discussdes sobre a natureza dos
conceitos das novas feorias cientificas também acharemos elementos para examinar o Programa de Hilbert de
uma perspectiva diferente. A diferenca substancial que encontramos entre o primeiro € o segundo periodo do
pensamento de Hilbert aparece no exame dos conceitos matematicos, exarne que implicard uma distingiio entre
conceitos finitanos ¢ conceitos transfinitos. Os conceitos transfinitos envolvem, num sentido a examinar, a
consideragio do infinito, mas que o infinito esteja envolvido no uso de certos conceitos nio implicard que
existam totalidades infinitas.

Mas que no abandono da tese “Consisténcia implica existéncia”, entlio, conviria insistir no abandono da
tese implicita “Existéncia = sentide™ como uma caracteristica central do pensamento maduro de Hilbert. Com
efeito, discutindo objegbes em relagdo A introduclio de novos conceitos (adotar novas medidas para resolves
probiemas), Hilberi escreve:

“Neste sentido, apareceu recentemente algo assint como o seguinte: se inclusive se obtém a introdugio
de um conceito sem perigo /adigdo nossa: adotada uma nova medida/, € dizer, sem contradiciio (isto nio
apenas seria uma possibilidade senfo que além disso poderis ser provado), ainda com isto ndo se teria
estabelecido a justificacio da mesma. Acaso nfio ¢ esta uma objeciio semelbante & que esteve vigente em seu
fempo, contra os nimeros complexos imaginirios, guando se dizia: podemos usd-los livrememe sem
contradigiio, porém sua introduglo ndo estd ainda, por esse motivo, justificada, pois os niimeros imaginarios
ndo existern? Ndo, se a questio de uma medida deve ter algum sentido, além da prova de consisténcia, este 86

pode ser se ela foi acompanhada de seu correspondents xito.”15¢

sich gehen, so abseifting von afler Wirklichkeit? Ist s nicht vielmehr klar, dass wir uns, wenn wir die Realitat
des Unendlichen in irgendeinem Sinne zu ericennen glaubten, nur haben durch den Umstand dazn verleiten
fassen, dass wir tatsichlich in der Wirkiichkeit so oft so ungeheure Dimensionen im Grossen und im Kleinen
antreffen?

10 Sobre o infinifo, p. 264: “So wird neuerdings etwa dies ausgefithrt; Wenn auch die Finfiihrung eines
Begriffes ohne Gefahr, d.h. ohne Widerspriiche zu erhalten, moglich sel und dies erwiesen werden kénne, so
stehe damit noch nicht ihre Berechtitung fest. Ist dies mcht genau der Einwand, den man seinerzeit gegen die
komplex-imagingren Zzhlen geltend machte, indem man sagte freflich kénne man zwar durch sie keine
Widerspriiche erhalten; aber ihre Einflirung sei dennoch micht berechtipt, denn die imagingren Grossen
existieren doch nicht? Nein, wenn {ber den Nachweis des Widerspruchsfretheit hinaus noch die Frage der
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Mas, entdio, que devemos entender por “infinite™? Ou melhor, que devemos entender Por conceitos
matematicos transfinitos? Em resume, um tipo de conceito que Hilbert denomina, seguindo a Kant, “idéia da
razio”. Voltaremos depois sobre este ponto, mas por enquanto interessa-nos ressaltar que se trata de conceitos
para 05 guais n¥o temos “referéncia”, fato que nfic implica declari-los sem-sentido. Escreve Hilbert em
{onhecimento da natureza ¢ logica:

“Com respeito ao conceito “infinito” devemos lembrar que parz ndés “infinito” nfio tem nenhuma
referéncia intuitiva e sem uma investigagio mais exaustiva nfio tem nenhum sentido ”151

E acrescenta: “¢ que € infinito ¢ uma abstraglo enormme (..}, abstragho que pode ser levada a cabo apenas
através do uso consciente ou inconsciente do método axiomatico.”152

0 que uma prova de consisténcia fornece nos escritos dos anos 20, entdio, ndo ¢ a existéncia de objetos
matematicos. A prova de consisiéncia ¢ condigiio de possibilidade de um conceifo enquanto consistente. Mas
coneeitos que ndo tém referéncia ndio por isso s3o qualificados como sem-seatido. Nao € casual, por cerio, que
Hilbert use os termos frepeanos “Sinn”™ e “Bedeatung”, para precisamente distinguir entre os conceitos com
sentido, aqueles que 1ém referéncia daqueles que n3o a tém. Mas, que devemos entender por “referéncia” de
um goncetto matematico neste contexto?

Detectada a mudanga na teoria do significado de Hilbert, a auséneia do critério “Sentido = existéncia”
implica uma modificagio na concepglio da matematica. Operada esta modificagio, resulia no minimo ambiguo
quais vem a ser 05 objetos desta ciéncia. Mais ainda, se a matematica tem objetos. Em algumas passagens i
i, HH . ... parecem ser os objetos que os numterss denotam e, neste sentido, os objetos da arstmética. Em
outros, 1al seqiléncia & simplesmente uma notagio do tipo 0, 070", isto &, sdo os numerais, e n3o 0s objetos

pelos numerats denotados.

Berechtigung zu einer Massnahme einen Sinn haben soll, so ist es doch nur die, ob die Massnahme von einem
entsprechenden Erfolge begleitet ist.”

131 Hilbert, D. Natwrerkennen und Logik, doravante citado, Conhecimento da natureza e logica, p. 380
“Was den Begriff “Unendliche” betrifft, so miissen wir uns kiarmachen, dass “Unendliche™ keine anschauliche
Bedeutung und ohne nihere Untersuchung Uberbaupt keinen Sinn hat.”

152 Fbid. | p. 380: “Wenn auch in der Wircklichkeit Fille von sehr grossen Zahlen oft vorkommen, z. B. die
Entfernungen der Sterne in Kilometern oder die Anzabl der wesentlich verschiedenen méglichen Schachspiele,
so ist dochk die Endlosigkeit oder die Unendlichkeit, weil sie e¢ben die Negation eines Oberall herrschenden
Zustandes ist, eine ungeheuerliche Abstraktion -ausfiihrbar nur durch die bewusste oder unbewusste
Anwendung der axiomatischen Methode.”
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Orz, parece-nos evidente que em geral as interpretacdes de Hilbert de fato partem de uma das duas
seguintes teses: a) os objetos da matemética s8o os sinals, entendidos como a ontologia comespondente, b) os
“objetos” da matematica s8o os simbolos matematicos, no sentido em gue dissemos, por exemplo, que um
nimero ¢ uma cifta. O problema reside em que temos textos de Hilbert que permitem justificar uma ou outra
tese, teses que tém conseqiiéncias que remetem seja 2 uma interpretaghio que denominamos de tipo formalista
£xirema, seja a uma mierpretacio de tipo formalista moderada .

Por formalismo moderado'>3 concebernos uma posigio que declara que o sistema forma! inclui uma
parte da matematica estendida como significativa e outra sem-significado. Para nés, essa posiglio confinde, da
mesma maneira que o formalismo extremo, afirmagdes feitas da perspectiva daz metamatematica com
afirmagBes filosoficas substantivas. A mais relevante inferpretaglio formalista moderada € a imterpretacio
instrumentalisia, da qual trataremos no capitulo seguinte. Mas no restante deste capitulo nfo insistiremos
essencialments neste ponto, sendo que apresentaremos 2 base comum que sustenta tanto a interpretagiio
instrumentalista quanto a nossa.

Ora, o primeiro problema que encontra qualguer interpretagiio de tipo formalista moderada é determinar
quando o formaglismo responde a exigéneias intuitivas ou de significagio, ¢ que remete 4 pergunia de como
determinar o que € admitido como intuitivo ou nio. Mas j& nos primeiros escritos, como vimos no capitulo
auterior, o recurso 2 intuiglo redunda em subjetivismo para Hilbert, guando nio se entende por intuicio a
percepcic. Especificamente contra os infuicionistas escreve em Oy fundamentos da matemdtica de 1927

“Pois, depois de tudo, € parte da tarefa da ciéncia libertar-nos da arbitrariedade, do sentimento e
preconceitos, e protegernos do subjetivisio que se sente nos pontos de vista de Kronecker e, segundo me
parece, encontra sua culminago no intuicionismo.” 154

Como vemos, independentemente da nossa distingio de periodos dentro do formalismo hibertiano, a

objegiio 4 infuigiic como subjetiva € permanente. Daf sua inadequacio para uma fundamentagio da matematica.

153 A expressio é de Prawitz. Cfr. “Philosophical aspects of proof theory™.

134 Hilbert, . Us fimdamentos da matemdtica, p. 306. “Wenn irgendwo eine Gesamtheit von Beobachtungen
und Erscheinungen verdient, zum Gegenstand einer ernsten und griindlichen Forschung gemacht zu werden, so
ist es diese hier -liegt es doch in der Aufgabe der Wissenschaft, uns von Willkiir, Gefiill und Gewohnung
fretzumachen und vor dem Subjektivismus zu bewahren, der sich schon in den Anschauungen Kroneckers
bemerkbar gemacht hat und der, wie mir scheint, in dem Intuitionismus seinen Gipfetpunkt erreicht.”
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Dia perspectiva de Hilbert, ento, 0 que Imteressa € substituir qualquer referéncia 4 intuigiio que nlio seja
percepedo. Por isso deve comegar sua anadlise da matemitica j3 da raiz, examinando a séric natural, suas
operagdes elementares, & introducio de varidvels, e assim sucessivamente. Esse exame devera indicar que parte
da matematica pode ser justificada na percepgio e gual ndo. E requererd entfio justificar qual o papel da parte
que niic € redutivel A percepgdo. Outrossim, vimos nesta secio como reaparecem 0s temas leibnizianos

“subjetividade da intuigio™ ¢ “Intersubjetividade do sistema axiomatico™,

4.2. A percepgiio e o finitismo

A pergunta sobre qual parte da aritmética responde ao dado na percepgdo se insere numa fese sobre a
natureza 8o conhecimento em geral -nfio apenas o matemético- que Hilbert denomina o "ponto de vista finito”.
Em que consiste tal ponto de vista? Em Sobre o infinifo, Bilbert estabelece que as condigBes mats gerais para a
possibilidade do pensamento, da compreensio e da comunicagdo cientifica sBo as seguintes: i) os objetos serem
dados, reconheciveis como iguais ou diferentes, if) poder sempre reconhecer se um objeto dado tem uma
propriedade ou se entre virios dé-se uma relaclio. Se um juizo -um pensamento- envolve exclusivamente uma
referéncia 2 tais objetos, entlio ele & aceitivel do ponto de vista finito. Decorrente disso, wm juizo finitdrio nio
deve envolver, num sentido que estamos obrigados a esclarecer logo, totalidades infinitas. Até que ponto a
aritmética se adequa ao ponto de vista finito?

Os objetos da aritmética 530 os sinais (numerais) | | H | |, . Que duas seqiéncias de sinais sejam
reconhecivels como iguais ou diferentes € produto da percepgio, satisfazendo entfio o primeiro dos requisito
destacados por Hilbert para a possibilidade do conhecimento cientifico. Mas guando os numerais s3o assim
entendidos, que acontece com os restantes stmbolos? Que acontece, por exemplo, com a soma? Reemitimos 2
soma de dois mimeros a “reunir' os numerais muna operagio fisica de justapor as seqiéncias respectivas.
Porque esta assimetria de tratamento? Porque se apenas se trata de simbolos apelamos a operacio de
Justaposicio?

O cariter decididamente convencional de "+" obriga a recorrer & operagio fisica de justaposigio, nic

porque os simbolos sejam o objeto da matematica, sendo porque o que se pretende & uma instancia de
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justificagiio intersubjetiva de cerfos conceitos aritméticos. De fato, como diz Goodstein, nem os numerais sio
0% Nimeros nem somar € justapor barras,

Comeo propriedades e relagdes entre os sinais, além da igualdade e da diferenca, que satisfazem os
requisitos que Hilbert assinala para a possibilidade do conhecimento cientifico, podemos indicar “ser primo”,
"mgior que”, "dividir a", etc. Uma relagio como “maior que” é um bom exemplo de relagio reconhecivel de
maneira imediata: "3 > 2" ¢ um juizo finitario verdadeiro, pois R parie gel 1. No entanio, "2 > 3" é falso,
pois 1] nioé parie de L1, Mas Hitbert ndo aplica a estes juizos a expressio "verdadeiros” sendo "corretos”.

Os juizos finitatios do tipo considerado sobre tais objetos ndc sdo demonstrados, senfio gue s3o
considerados evidentes de maneira imediata. A verdade ou falsidade de tais juizos é fimdamentada de maneira
mmediata pela percepcBo, da qual decorre a ¢vidéncia mencionada. A verdade ou falsidade se predica
primariamente dos juizos (pensamentos) e ndio das entidades Bngwisticas que os expressam! . Mas, como
destacamos no capitulo anteror, o sistems formal para Hilbert nio € de todo arbitrario: reflete aspectos
essericials de nOSSO pensamento.

Ora, deve ser destacado ento que, em contraposiciio aos intuicionistas, os "nimeros” ndo sio gerados
POT uma regra, OS DIMEros aparecem aqui como dados!>® e nio construidos na forma da intuigio ou pela
intuigio. Tal ponto de partida esta destinado, justamente, a evitar qualquer referéncia a infuicio que nfio seja
perceptual, referéncia costumeira guando envolvido o conceito de construgio. Se, por outro lado, lembramos
que 2 intuigio & qual reemitem os construtivistas implica concebd-lz como uma faculdade ativa de
corthecimento, € natural vm pomo de partida que insista na passividade da percepciio.

Apds, considerados os juizos aritméticos de ratureza mais elementar, Hilbert examina até que ponto os
Juizos antméticos mais complexos s3o conformes ao ponto de vista finito, isto é, ustificados na percepgiio. Os

exemplos que destacamos pertencem aguilo que poderiamos chamar o zricleo do ponto de vista finito, mas eles

135 Hilbert nSo partitha com Brouwer a concepgio classica da linguagem como mero instrumento de
expressio. Uma concepgdio diferente do papel da lingnagem dentro do construtivismo a achamos na postura
predicativista de Poincaré e Weyl. Cfi. Silva, J. J. da. O predicativismo dg¢ Hermarm Weyl, caps. 1-3.

136 Y ima excecho relevante teriamos em H. Weyl, que entende a totalidade dos naturais como dada, via um
concelto de inmigdo de pretencdido cunhio fenomenologico. Se Hilbert tivesse podido adotar esse conceito de
intuicio teria parcialmente resolvido alguns problemas. Porém, para Hilbert seria claro que a "riqueza” desse
conceito de intuiclo € a custa da subjetividade do ponte de partida: para Weyl sim, para Poincaré e Brouwer
ngo. Ch. Silva, 13 da. op. cit., cap. 3, #38
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n&o esgotam o &mbito dos enunciados que para Hilbert 380 justificados na percepgiio. O fato relevante é que a
verdade destes juizos estd fundada num sentido razoavelmente claro de intuiglo, isto €, a percepgio.

Observemos também gue a nota caracteristica da percepglio € a de ser uma representagho singular.
Cuando irtertermos aproximar o pensamento de Hilbert ao de Kant, sera esta nota da percepcio como
representagio singular, o cardter de a priori de certos conceitos matematicos {os finitdrios) com contrapartida
nia intuicio (sem o recurso & forma da imuigAo 2 priori) e os conceitos que Hifbert denomina, seguindo 2 Kant,
“idéias da razio”, os que guiarfo essa aproximacio, comsiderando as significativas diferencas  que devem
ressaliar-se.

Como fundados entfio na percepgio como representagio singular temos juizos elementares, isto €, juizos
singulares, cuja verdade ou falsidade ¢ evidente de maneira imediata. Um juizo que também satisfaz para
Hilbert 4s restrigGes finitarias, mas que nio pertence a0 nidcleo, € o expressado pela sentenga: “se a e b sfio
mumerals dados, entdo ath = bia®. O recurso 4 forma condicional € para ndo mferpretar que se trata do
quantificador universal usual, isto &, classicamente concebido, que para Hilbert envolveria a consideragdo de
uma totalidade infinita.

Ohbserve-se gque se trata de estender a nogio "finitario” além dos juizos singulares, isto €, além do sentdo
onde, para Hilbert, a palavra intuicBo tem wro siguificado claro. Do ponto de vista formal isto se traduz na
necessidade de dar uma interpretaciio das variaveis de individuo ¢ da universalidade, de forma tal que possa ser
reemetida & percepeio. E observe-se também que agora estamos em principio face & mesma dificaidade que
Bolzano assinalou em relagiio a intuiclio kantiana: como a percepgio, entanto que representacio singular, pode
dar conta de uma afirmacio universal.

Em Sobre o infinito nio temos uma justificativa dessa extenslio, sendo um eritério para distinguir os
juizos que pertencem ac nicleo dagueles que ndo pertencem. Supondo que a percepglo ¢ suficiente para
aceitar juizos do fipo “se a, b sdo dados, a+ b = b + 2" come finitarios, entdo ba juizos finitarios problematicos
e juizos finitarios ndo problematicos. O critério consiste em gue os juizos que pertencem ao nicleo, os juizos
finitarios nio problematicos, sfo fechados pelas operagdes da logica proposicional.

Com efeito, os juizos do micleo podem ser negados ¢ sua negagBo ainda pertence ao nucleo, sio,

Portanto, finitarios. A conjungio, & disjungdo, o condicional de duas afirmagBes que pertencem ao nicleo,
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pertencem também ao nicleo. Basicamente, isto quer dizer que dentro do nucleo os conetivos se comporiam
como as funcbes de verdade usuais: os enunciados do aucleo sdo enunciados finitarios nfio problematicos,
Assim, todas as leis logicas classicas do calculo proposicional se validas dentro do nicleo.

As leis logicas classicas podem ser apresentadas num sistema formal -nfio o faremos- assumindo, por
exemplo, como simbolos logicos "%, "", *&", "', (¥, "E )", "=" para o condicional, a negagio, 2
conjungio, a disjungBo, os quantificadores universal e existencial, e 2 igualdade respectivamente, além das
variaveis de individuo. Ora, na concepedo tradicional, as leis logicas s3o concebidas como independentes do
dominio de aplicagho. Mas, como precisamente estd em discussio, entre outras coisas, sua validade irrestrita,
nio podemos simplesmente dar por suposta tal validade, entendendo o sistema formal da logica de predicados
de primeira ordem como descrevendo a *1ogica subjacente”.

Porém, se consideramos que os enunciados finitarios do micleo sfo verificados da forma acima
assinalada, vemos que uma equagio numérica 4 ¢ verdadeira se os numerais de cada lado “coincidem”, caso
coniririo, & falsa. Isto permite introduzir -4 ventativo-fincionalmente. E se duas afirmactes 4 e B pertencem
a0 micleo, o valor de verdade da conjunglio, dispnclo e condicional resulta simplesmente da verificagio da
verdade de cada uma delas. A introducic de afirmagBes que envolvem variiveis é justamente a questio
problematica, questio gue mostrara os limites "conteudisticos” da logica cléssica.

Com efeito, a negacio da lei de comutatividade, lel que sdo pertence ao ntcleo, ndo € fnitaria; envolve,
segundo Hitbert, a consideragio de uma totalidade infinita. A falsidade do juizo dependeria da consideraglio de
um conjuntc infinito de objetos: estarfamos frente a uma quantificaclio existencial sem limite superior, isto &,
nio poderiamos interpretar (rescrever) a formula como uma disjungdo de um namero finito de disjunios. Ora,
de maneira andloga, uma formula usiversal do tipo considerada, mesmo sem os quantificadores universais
prefixados, também ndo pode ser escrita como uma conjuncio finita de equagdes; logo, também nfo seria
finttaria. Qual entio o argumento para reconhecer generalizagdes finitanias?

Como pode ser visto, a negagZo da lei de comutatividade, qua afirmagio, nio ¢ finitdria, pois seu exame
implicaria o exame de infinitos numerais. De fato, nem poderiamos qualifica-la de afirmaco: do ponto de vista
finito carece de sentido. A lei de comutatividade é um enunciado finitario probiematico, justamente devido &

incapacidade de ser negado do ponto de vista finjto, isto €, 8o ser fechado pelas conetivas proposicionais.

104



Meste ponto € que o formalismo sbandona os limites da percepgfio e néio respeita restrighes "conteudisticas”,
Com efetto, as regras de formagho de formulas nos permitem negar qualquer afirmagéio.

{Jue acontece com as afirmagOes existenciais? Consideremos, por exemplo, o teorema de existéncia de
primos, enunciado assim: "Para cada ndmero, existe um primo maior". Porque esta afirmagio nfio ¢ finitéria?
Na demonstracio do teorema de existéncia de primos prova-se que dado um ndmero p, limitamos ¢ntre p+ 1 e
P!+ 1 os casos 2 considerar, de forma tal que "existe um primo mator” quer dizer "p+loup+2Zoup+3 ou
.- oupl+ 1 éprimo". Logo, se trata de um digjunciio de um nmimero finite de disjuntos, & diferenga do caso da
negachio de comutatividade, que seria, se assim podemos falaz, uma "disfungio” infinita.

Ora, 2 aftrmacio "Dade um p existe um nimero primo > p & < que p! + 1", implica, segundo Hilbert, a
“passagem ao infinito” contida em "Para qualguer primo, existe um maior", quande esta afirmacio ¢
considerads sem conexfio com a sua demonstragiio. No caso da demonstragdo fornecida nés indicamos um
fimite para a afimmagio de existéncia, porém cabe pensar o case de uma demonstragio que Provasse essa
afirmagho mas que ndo indicasse um limite para achar o primo maior. Em geral, quando se tratz de um
enunciado existencial, poderiamos pensar que dar uma interpretacio finitaniamente aceitavel do mesmo, reside
justamente em aceitar sua introdugio se e somente Se um procedimento semethante ao da prova de Euclides
fosse fomecido. Mas Hilbent prefere entendé-las como afirmacbes sem sentido sem pretender dar uma tal
interpretagiio. Sobre as razdes que levam a Hilbert a tal posigio voltaremos adiante.

Uma vez descritos 0s juizos finitarios, resta considerar qual 2 fungio do raciocinio na teoria finitaria de
ramneros. A partir do exemplo anterior fica claro que uma demonstraco que faga uso de terceire excluido néo
pode ser aceita, isto €, nio podemos utilizar o principio "Para qualquer numeral, ou ele tem uma certa
propriedade ou existe um que n3o a tem”, O principio de terceiro excluido supde para sua aplicagdo legitma
do ponto de vista finito que as afirmacdes sio fechadas pela negago, o qual, segundo mostramos, em geral
1o ocorre.

Porém, os axiomas e regras do caleulo de predicados, permitem deduzir dentro do sistema formal a

rmula XYY K+ + 2=+ y)+ ) v EXHEYNEZ) -~ (x+ ¥ +2)=({x +y)+ ), isto é nos

permitem deduzir uma formula sem conirapartida conteudistica. Ora, Hilbert nos diz que uma lei como & de
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cormutatrvidade ou associatividade afirma que os numerais de um lado e do outro da igualdade coincidem, se os
numerais sdo dados. E nos diz que isso pode ser provado por uma raciocinio com contefido.

Poderiamos entdo supor que se trata de inducdo, nfo da indugio completa tal qual ela é formalizada na
teoria formal de nmeros, senfic uma induglio de cariter mais simples, simplicidade refacionada com a estrutura
iogica da propriedade em questdo. No sistema formal, como reconhece Hilbert, nfio aparecem tais restrigdes na
formulaciio do principio de indugic:

5 A(D) & (x}{AX) D A(X)) D Ax).

Porém, em Nova fundamentapdo da matemdtica Hilbert rejeita que se trate do uso de inducho senfio num
procedimento que repousa sobre a composigho e decomposicho de numerais, e que € em esséncia diferente do
principio de indugiio em teoria formal de mimeros 177

Ora, qual € a soluglio 2o problema do significado das expressdes com quantificadores, cujo uso "irnplica™,
para Hilbert, o infinito? Em Sebre o infinito Hibert parece aderir a uma tese dificil de compreender, gue nos
parece mais uma concess&o 20 "modo de falar” intuicionista: o uso dos quantificadores tem implicagdes
ontoldgicas acerca do infinito que o uso de varidveis livres nfio tem. Ora, se nos afirmamos "x +y =y + x7,
dirlamos gue para reconhecer a afirmagio como aritmeticamente verdadeira nos comprormetemos caom o
infinito potencial: se dois numerais quaisquer nos sio fornecidos, verificamos a equaclio. Para Hilbert, ligar as
varivels com os guantificadores nos comprometeria com o infinito atual.

Se¢ja como for, 2 solugio de Hilbert € drastica: as expressbes com quantificadores (nfo hmitados)
carecem de sentido, No entanto, achamos que esta afirmagio deve ser modalizada: a quantificagio carece de
semtido do ponto de vista finito, e nfio simpliciter. Hilbert descreve a situagio afirmando que aos enunciados
reals -conformes ao ponto de vista finite- adicionamos enunciados ideais -que carecem de sentido do ponto de
vista finito. Um exemplo de wm tal enunciade ideal € o principio de ferceiro excluido: todo objeto tem uma

certa propriedade ou existe um objeto gue ndo a tem: {x) P(x} Vv (Ex) —P{x).

157 Cfr. Newbegrindung der Mathematik, doravante citado Novos fundamentos da matenitica, p. 164: “Und
was insbesondere den soehen ausgefithrten Beweis fiir a + b = b + a betrifft, so ist dieser Beweis, wie ich noch
pesonders hervoheben midchte, ebenso ledglich ein auf dem Auf- und Abbauy der Zahlzeichen benuhendes
Yerfahren und seiners Wesen nach verschieden von demjenigen Prinzip, welches als Prinzip der vollstindigen
Induktion oder Schiuss von n auf m + 1 in der hoheren Arithmetik eine so hervorragende Rolie spielt.
Letzteres Prinzp ist vielmehr, wie wir spiter exkennen werden, ¢in weitertragendes formales, eiper hitheren
Stufe angehdriges Prinzip, das seinerseits eines Beweises bedinfiig und fahig ist.”

106



A rejeiclio do uso do principio de terceiro excluido em matemética é uma tese carateristica do chamado
mtuicionismo matematico, uma variante de construtivismo. Ora, vemos que Hilbert ndo adota a postura de
feritar estabelecer quais leis lopicas classicas valemn do ponto de vista finito, para entdo restringir-se apenas a
seu uso na matemitica: "assim, devemos somar os enunciados ideais aos emunciados reals, para preservar as
regras formais simples da logica aristotélica”!%® . Porém, a existéncia deste tipo de reflexio mostra que nfio se
concebe a logica, & maneira positivista, como disciplina analitica subjacente. Voltaremos sobre este ponto no
Capitulo 5.

Em resumo, temos entiio que as operagtes lopicas, que tinham sua significagiio assegurada na medida em
que elas se aplicavam quando o resultado ficava dentro dos limites do micleo, s30 declaradas carentes de
sentido. Por conseqiiéncia, em lugar da preservagio da verdade que carateriza o conceito de raciocinio vilido,
temos a nogio de regra sintdtica que permite passar de cerfas seqiiéncias de sinais sem significado a outras
seqiéncias de sinais sem significado. E no lugar da aritmética "conteudistica” temos o sistema formal da
aritmética, onde inclusive os enunciados reals, pertengam ao nicleo ou ndio, nfio séo ja considerados da

perspectiva de sua significagio.

4.3. Um tema kantiano

O intuito desta seclio & mostrar, por um lado, que estd por tras desta redugio de fragmentos da aritmética
& percepgio como tendo contehdo deste ponto de vista. Em particular, se podemos entdo associar o
pensamento de Hilbert ao de Kant.

Na Secio 4.1 indicamos que ¢ proposito de Hilbert era substituir pela percepgio qualquer referéncia a
intuicio a fim de caraterizar a parte da aritméfica com contetdo. Fizemos referéncia, em particular, 2o fato de
que era naiural pdr énfase na passividade da percepglio por oposigio 4 intuiglio construtivista como uma
faculdade ativa de conhecimento matematico. Ja de inicio, Hilbert salienta que partimos das segiiéncia de
harras como dadas. isto 6, dos numerats, A pergumta que cabe agora responder € a de se os numerais devem ser

entendidos como a “realidade ohjetiva™ dos conceitos numéricos ou como contrapartida no formalismo de tais

158 Sobre o infinito, p. 280: “so haben wir hier zu den finiten Aussagen die idealen Aussagen ru odjungieren,
und die formal einfachen Regeln der Gblichen Aristotelischen Logik zu erhalten.”
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conceitos. A terceira opgo a descartamos na Seglio 4.1, isto &, que os simbolos sejam, por assim falar, os
proprios conceitos numéricos.

Ora, se olhatmos o procedimento de Hilbert dificilmente possamos negar um aspecto "construtivo” na
sériedasbarras |, |}, 11| Para B, Sinaceur se trata de uma “eonstrugio intuitiva e nfio uma construgio na
intuigho. A intuicio é sensivel, perceptiva ¢ visual, ¢ nfio pura."13% . Coincidimos no espirito da distingiio de
Sinaceur entre construgho intuitiva e construgho na (forma da) intuigio; também coincidimos em que se trata
da percepglo € que nfio ha lugar para este aspecto do a priori kantiano. Mas, nfio coincidimos de que se trate
simplesmente da construgiio do nimero inteiro como cifta (numeral). Para H. Sinaceur "ha uma construgdo
intuitiva do nlimero inteiro como cifra; € dizer, como objeto de umna teoria formal "0

Mas, ainda que sem admitir um aprionismo kantiano em Hilbert, alguns imtérpretes procuram em Kant as
raizes do finitismo hilbertiano. Entre eles §. Komer no seu livio The Philosophy of Mathematics. An
introduction. Para Korner, Kant antecipa fanto o intuicionismo quanto o finitismo, na medida em que aquele
procura a fonte de auto-evidéncia ¢ contetido da matemitica na percepglo. Korner destaca também a rejeigiio
kantiana ao logicismo leibniziano como uma nota compartida pelo intuicionismo e finitismo'6! . Mas
sspecificamente, em telagio A percepelio, Kdmer destaca da sepuinte maneira as relacBes entre Kant, Hilbert e
Brouwer du seguinte maneira:

"Hilbert comparte essa posigic fundamental com Brouwer e sua escola fanto quanto com Kant. Se a
matemitica deve ser restringida -inteiramente e sem qualificacBo- § descricio de objetos concretos de uma
certa classe, e as relagles logices entre tais descrigbes, emtfio nephuma inconsisténcia pode aparecer nela:
descrighes precisas de ohjetos concretos sBo sempre mutnamente incompativels, Em particular, nio ba
antinomias com as quais preocuparmos, geradas pela nogdo de infinito atual; e isto pela mais simples das
razdes, & dizer, porgue o conceito de infinito atual nio descreve nenhum objeto concreto,*162

A diferenca enire intuicionistas e finitistas para Kdrner se encontra, naturalmente, em que tal posigio

fundamenta! nio imphca para os segundos o abandono da matemética transfinita, senfo que se trata da

13% Sinaceur, H. "Dy formalisme 4 la constructivité: e finitisme”, p. 260.

160 Sinaceur, H. "Du formalisme a4 fa constructivité: le finitisme”, p. 260.

11 Cf, 8. Komer. The Philosophy of Mathematics. An Introduction, cap. IV.
%2 Kamer, 8. Op. cir., p. 73.
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“reconciliagio da matematica transfinita com a matematica concebida, 8 maneira de Kant, como concernente a
objetos concretos."36% . Além, entdo, de Hilbert ser devedor de Kant no que diz respeito 4 mencionada posiciio
fundamental o ponto de vista finito-, para Kormner Hilbert deve também a Kant a maneira de reconciliar a
matemética com contelido com a matematica transhnita; o recurso as "idéias da razfio" kantianas, cujo
sraprego aparece para Korner apenas como proprio da filosofia pratica de Kant1®3

Podemos verter as afirmagSes de Komer dentro das categorias que utilizamos neste trabalho observando
que Kdrner destaca dos aspectos do pensamento de Hilbert em relagio a0 de Kant. Em primeiro lugar, o papel
da percepiiio como representacdo singular. Notamos nz seqBo anterior que deste ponto de vista podemos
achar em Hilbert as mesmas dificuldades que encontramos em Kant no que diz respeito a justificaciic dos
enunciados universais. Em segundo lugar, Komer destaca como influéncia kantiana o aspecto que
denominamos como a “teoria do conceito” de Kant.

O que nos parece ausenie da andbse de Komer ¢ um tratamento mais adequado do problema da
justificagiio do formalismo. Mas o que pos interessa ver agora é como deve ser entendido o papel da
percepeiio. Para Komer, do ponto de vista do formalista cabem trés possibilidades, das quais duas sio
descartadas e a terceira € empirista. Para o formalista, escreve Krner, somente trés posicdes sdo possivels:

"(2) os enunciados da matematica pura sdo logicos, (b) eles sfio sintéticos a priori no sentido de Kant, (b)
¢les s30 empiricos; /.../ a primeira possibilidade se demonstrou invalida e a segunda deve ser descartada como
obscura e como inadeguada & variedade dos diferentes sistemas matematicos. Modesta, porém sitenciosamente,
se declara que os enunciados da maternatica pura s3o empiricos”16°

(ue os enunclados matematicos n3o sio para Hilbert enunciados idgicos pode ser lido entrelinhas na
secdo anterior, mas voltaremos sobre esse ponto no Capitdo S. Que eles nfio sio sintéticos a prior no sentido
de Kant o veremos nc capitulo seguinte, assim como que {alguns) {d)eles sfo a priori (necessarios) e
informativos sobre a realidade © que agui nos importa é ver se ha arpumentos para concebé-los como
empiricos. Korner ndo fornece argumentos para sua conclusio, indicando que a postura formalista tem, em

fungiio de tal conclusio, um certo ar paradoxal Fundamentalmente este problema se relaciona com a

63 mhid. p. 73.
14 Ihid p. p 73
165 fhid, p. 98.
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interpretagiio que devemos dar dos numerais como ohjetos da percepeio. Examinaremos o problema seguindo
argumentos de H. Sinaceur e V.M. Abrusci.

O ponte ¢ da maior importincia e de dificil soluglio. Recapitulernos o que sabemos até agora. Em
primeiro lugar, devemos distinguir uma parte da aritmética que podemos considerar justiﬁcada pela percepcio.
Como natural contrapartida, reconhecenos que existe uma parte da aritmética a determinar que nio admite tal
justificagio. O sistema formal da ariimética contém como teoremas e axiomas ambas as partes. O objetivo do
Programa de Hilber € demonstrar a consisténcia do sistema formal ¢ desta maneira assegurar definitivamente a
vonfiabilidade da aritmética, para depois proceder a fornecer provas de consisténcia da andlise € da teoria de
conjurtos. A consisténcia do sistema formal da aritmética, por outro lado, nfo implica a existéncia da
totalidade infinita dos mimeros naturais.

Para H Sinaceur, Hitbert procede 2 dar conta da intuiglo dos mimeros naturais em fermos empiristas,
pouco acorde com a muneira de proceder kantiana. Da nossa perspectiva, esse "dar conta” da intuicBe de
mimero consiste na verdade em “substituir® pela percepgiio tal intuigio. Escreve Sinaceur!6%

"A intuigiio aritmética ("anterior a todo pensamento” e g forfiori a todo andlise, que € pensamento um
critico) se exerce sobre um dado a um mesmo tempo imediafo e irredutivel, sobre os objetos concreios, sobre
2s configuracBes finitas: séries finitas de simbolos: 1, 13, 1111, 1111111, por exemplo {que servem para
compor expressdes mais complexas com a ajuda dos simbolos da adigBo, da iguaidade € da desigualdade).”

No entanto, em que sentido s8o, como diz Sinaceur, as barras objetos de wma teoria formal? Para nds, o
ponto € que precisamente o que Hilbert faz é em cada caso "eliminar” os simbolos de "+", "<", "=" etc. ¢
fornecer uma contrapartida perceptual na qual fundar de maneira imtersubjetiva inatacavel a verdade de
formulas muméricas elementais. Quando estamos interessados em reconhecer & parte da aritmética justificada
pela percepgdo estamos em presenga dos numerais como objetos dados na percepgio entanmto que
contrapartidas dos conceitos numéricos, substituindo desta maneira gualquer referéncia a uma "intuigio
aritmética” pela percepedo. Como entender o procedimeno hilbertiano no que diz respeito a enminciados de

patureza mais complexa e em relagio & demonstracoes?

16 Sinaceur, H "Du formalisme 4 la constructivité: le finitisme”, p. 260.
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Parz Abrusci, por exemplo, nos escritos dos 20 temos uma extensiio do finitismo original -que Abrusci
caracteriza também de empirista- resultado da analise hilbertiana do paralelismo entre o sistema formal da
aritmeética € a parte com contelido da mesma. Escreve Abrusci:

"Descrito este paralelismo, Hilbert procede a caracterizar as propriedades e os procedimentos inferénciats
HUMETICOs aceitavels como seguros pela sua evidéncia intuitiva: propriedades como "major que” e “menor
yue®, operagdes como somar, procedimentos inferénciais reconduziveis a Aufbaw {composicio) ¢ Abbau
{decomposiciic) dos sinais numéricos,"167

Em relacio 20 conceito de demonstragdo, escreve Sinaceur:

"As demonstragBes aritméticas contentyais consistem em simples composigdes e decomposigbes de suas
combinagdes. As cifras niio t8m por elas mesmas significagdo, a0 contrario dos simbolos da adigiio, da
iguaidade, da desigualdade ¢ da diferenga que a tem. As férnmilas obtidas por composigio finita de cifras
goncretas sem significagio e dos simbolos significativos acima mencionados tém conteqdo, 168

Para nds, as demonstragdes contentuais consistem para Hilbert, efetivamente, em composicdes e
decomposicic das combinagdes de sinais. O que provamos por estes meios sfo enunciados que contém cifras e
simbolos aritméticos aos quais previamente fornecimos uma contrapartida perceptual. E a prova se faz por
composicio € decomposigio de barras na medida em que o raciocinio deve estar justificado também na
percepeiio, sequer de maneira indireta.

Ahrusci qualifica de tom fenomenologico aspectos das idéias de Hilbert nos anos 20, mas também nos diz
sobre a influenza no programa concepobes flosoficas, "kantianas em especial, que permeavam o ambiente
matemético alemiio na época de Hithert"1%®  Ora, segundo Abrusci, podemos também dizer que para Hilbert o
matemitico ¢ digamos, ingenusmente platdnico, mas pode criticamente reformular sna posicio como
platénico moderade: "para empreender 2 exploragio de um Ambito de conhecimento, serve e é afif acreditar
que as coisas estdo segundo certas relagdes e que a cada proposicao derivada corresponda uma. relagio entre

as vodsas* 170

7 Abrusci, V.M. bid., p. 330-331.

8 Sinaceur, H. Op. cit., p. 262,

1% Abrusci, V. M. “Per uma caratterizzazione del programma hilbertiano®, p. 315.
¥ Abrusci, V.M. Jbid, p. 319,
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Tal muitiplicidade de influéncias, por mais que as consideremos digcrénica & nio sincromicamente, &
evidentemente insustentével. Mas, o que Abrusci considera como proprio de wma influéncia fenomenologico
nios permitiu considerar o dificil problema que estamos tratando como um exemplo mais da presenga de um
teme leibniziano, j& destacado no capitulo anterior, no Programs de Hilbert. Escreve Abrusci:

“Esta teoria corcreta elementar dos nimeros & sugestivamente desenvolvida por Hilbert no interior de
umg teoria dos sinais /._/, de entonagio fenomenoldgica: sinais sio os nimeros ¢ sinais 830 08 objetos formais
da teoria formalizada "17!

Justamente, nos parece que aqui 105 aproximamos & uma resposta & questio que estamos tratando que
mmostra, seno uma concepgio do formalismo & maneira leibniziena da teoria da expressio, uma concepgiio do
formalismo segundo a qual nfio ¢ de natureza completamente arbitraria. Com efeito, o formalismo "expressa a
técnica de nosso pensamento”, ponto que serd relevanie na critica que no capitulo seguinte dirigiremos as
interpretagOes instrumentalistas do Programa de Hilbert. Os sinzis numéricos, como contrapartida perceptual
dos conceitos numeéricos, exprimem em certa medida tais conceitos, € isto nfo quer dizer gue 0§ Muneros s
sinais.

Ora, no que diz respeito ao platonismo moderado do qual fala Abrusci -seguindo, segundo nos parece,
uléins de Bernnys- achamos que nfio € necessario assumir uma espécie de platonismo do "como se”, pois na
verdade do que se trata, na aritmética no minimo, € de estender métodos e conceitos de confiabifidade plenz no
&mbito do finito ao infinito potencial, da possibilidade de extrapolar procedimentos aceitiveis no finito 20
&mbito do infinito potencial. Este aspecto do pensamentoe de Hilbert ¢ o que poderiamos denominar de raizes
kantianas: 4 teoria do conceitos de Kant, mas nfio as teses especificas de Kant relativas a 1al teoria.

Justamente, o gque intentamos destacar em Hilbert ¢ uma crescente preocupagiio pela natureza do
formalismo e sua refagio com o pensamento, de maneira tal que ndo encontremos em Hilbert nem formalismo
estrito nem formalismo metodologico. Um formalismo que, insistimos, comparte a formea mentis do formalismo
Ieibniziano. Em particular, veros como o formalismo aparece nos escritos dos anos 20, de maneira manifesta e
ndo implicita como nos escritos de 1900, como um tratamento do infinito através do finito, isto ¢, via o sistema

de axiomas. Escreve Sinaceur:

73 Cfr. V.M. Abrusci. "Per uma caraterizzazione del programma hilbertiano®, p. 331
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"Este acesso indireto tem aqui de remarcivel que sens meios sio, a primeira vista, finitos: o3 axiomas
380 em mumerc finito ¢ um teorema ¢ obtido a partir de axiomas por um mimero finito de inferéncias. A
axiomatizagio niio abandona o terreno do finito para descrever conjunios extensivamente infinitos.”172

Tanto Abrusci como Sinaceur reemitem esta idéia a Kronecker. Para Abrusci nos escritos dos anos 20
"vem aceite como intuitivamente dado o conceito de nimero inteiro e seu uso como valor de parémetro,
resultando entdo engiobada na metamatemética hilbertiana a posicio de Kronecker"! 3 . Para Sinaceur se trata
de um formalismo construtivista. Mas nos achamos que tais solugdes sdo inaceitaveis na medida em que nada
se justifica desta maneira Com efeito, restringirmos a um formalismo consiretivo 2 fins de demonstrar a
consisténcia de uma teoria nfo justifica a teoria no plano em que o construtivismo coloca a questi, isto &, dos
“objetos mesmos®.

Para o formalismo encontrar uma justificagBo esse aspecto construtivo deve ser fundamentado numa
posigie filosofica que nos encontramos, na suas linhas gerais, no pensamento de Leibniz. Com efeito, ¢ pelo
fato do formalismo ser “expressio de nosso pensamento” que uma prova de consisténeia do mesmo pode
justificar-se face &s objehes construtivistas. Uma prova de consisténcia, por mais constnitiva que seja, nio
seriz uma justificacio da matematica, porgue a matematica nfio € produzir seqadacias de simbolos num sistema
formal. Mas uma prova de consisténeia de um formalismo vira significativa se o formalismo € expressio de
nosso pensamento, no sentido em que reflete 3 “téenica de nosso pensamento”. Ji assinalamos gue o
pensamento procede de maneira firats ¢ neste sentido o formalismo o reflete.

Vimos que para Certos conceitos -os finitirins- podemos oferecer uma contrapartida perceptual assim
como de demonstracdes de enunciados universais que envolvam conceitos firstarios. A questio é que nem
toda a matematica ¢ finitaria. Resta entdo afirmar gue a matematica transfinita € um operar simbdlico sem
relagio com processos do pensamento significativos? Nio expressaremos através do formalismo outro aspecto
de nOSSO pensamento que seja nEo menos essencial para a constituigio da matemético? Como contrapartida de

formatismo, Hilbert distingue, segundo achamos, entre os conceitos matemitions fipos diferentes, seguindo

172 Sinaceur, H. Op. cit., p. 253.
73 Abrusci, V.M. Op. cit, p. 330,
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uma “teoria kantiana dos conceitos”, ponto no qual podemos coincidir com Komer, ainda que com algumas
TESETVaS,

Com efeito, Hilbert tenta em Sobre o infinito justificar os conceitos transfinitos via uma associagio as
“idéias da raziio” kantianas'™ . Tal associagio ¢ discutivel, mas em alguns aspectos ela ndo é de todo
inapropriada. Com efeito, se na visio de Hilbert os aspectos transfinitos da matematica contém um elemento
heuristico, esse aspecto heuristico Kant também atribui as idéias da razio. E este valor heuristico Kant atribui
4s idéies inclusive no ambito do conhecimento tedrico, e nfo apenas no pratico, como afirma Komer. No
entanto, é evidente que para Kant a fungio heuristica das idéias da razio, pela natureza mesma de tais déias,
como indo além das condipdes da sensibilidade, impede que sejam usadas numa demonstraglio, isto €, na
obtengiio de conhecimento tedrico.

Se pensamos na idéia de mundo, que parece a mais proxima da problematica que nos ocupa, se trata de
um conceito que para Kant envolve uma comradigio quando fal conceito ¢ subsumido, por assim dizer, nas
condigdes de nossa sensibilidade. Como a matematica também estd condicionada pelas condighes de nossa
sensibilidade, entio o conceito de infinito atual ¢ banido dela. Ora, além de sua utilidade heuristica, como ja
dissemos, ndo & possivel utilizar esse conceito nos limites de nossa sensibilidade, pois onde ele esteia en-
volvide, esta envolvida uma contradigio. Mas, por hipdtese, o Programa de Hilbert, mesmo independizado da
wnplicaghio ontologica "Consisténcia implica existéncia®, supSe que tais conceitos ndo levam a contradigio.
Portanto, a concepgio kantiana pode ser reformulada, sem dirvida de maneira inaceitavel para Kant, de forma
tal que permitarn obler conhecimento tedtico -nfo apenss guia heuristica- e nfic restringir as idéias ap
conhecimento pratico.

Nés ja vimos que podemos introduzir conceitos transfinitos se provamos que ndo sio contraditérios.
Mesmo assisn, & mera consisténcia € insuficients, se Kant ¢ lido construtivamente, para justificar 2 introdugio

de um conceito matematico. No entanto, a seguinte passagem de Os Progressos da meiafisica apontam a uma

174 Num artigo recente, "Hilbert's Formalism", M. Detlefsen sugere um trascendentalisto hitbertiano em
fungdo do uso hilbertiano do conceito de “idéia da razio”. Mas niio varia essencialmente sua interpretagdo
msirumentalista, gue estudaremos no capitulo seguinte. Com efeito, quem agora ¢ instrumentalista é o proprio
Kant.
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justificagio de tais conceitos a cujo espirito Hilbert, sem divida com uma modificagio essencial, poderia
subscrever:

"Representar-se um conceito puro do entendimento como pensivel num objeto da experiéncia possivel
chama-se procura-ihe a realidade objetiva e, em geral, exibi-lo. Quando isto nio pode ser feito, ¢ conceito é
vazio, isto &, nio € suficiente para nenhum conhecimento. Este ato, quando confere a realidade objetiva ao
conceito mediante a intuic3o correspondente ac mesmo, de modo que ¢ extbido em forma imediata, chama-se
esquematismo; porém, se O conceito nio pode ser exibido imediatamente, sendo apenas pelas suas
conseqiiéncias {indiretamente), podemos chamar tal ato a simbolizagiio do conceito. O esquematismo tem lugar
10 ¢as0 dos conceitos do sensivel, a simbolizaglio € um auxilio para conceitos do supra-sensivel, que desta ma-
neira ndio sio propriamente exibidos, nem podem ser dados em nephuma experiéncia, Porém no entaro
pertencem necessariamente 8 um conbecimento, ainda que se trate de um conbecimento meramente possivel
como conhecimento pratico”!7?

Nao pretendemos, por certo, procurar apoio em Kant para as idéias de Hilbert. Mostramos que o
finitismo de Hilbert partitha uma dificuldade da filosofia kantiana da matemética, isto ¢, que a insisténcia na
percepglo como representagio singular ndo permite dar conta das afirmacdes finitarias universais, da mesma
maneira que a intwigBo pura kantiana, Assinalamos que s6 de maneira indireta poderfamos falar de ums
fastificativa na percepgio desses enunciados ou de provas dos mesmos através de composicho ¢ decomposigao.
Com efeito, 2 justificagBo da composiciio e decomposicio excede o marco da percepgiio como representacio
singular, ainda que mim sentido indireto possamos falar de justificagio na percepcio.

Mas o que nnporia ressaltar € gue para certos conceiles, os conceitos finitados, no estudo
metamatematico fornecemos uma contrapartida na percepgiic com os sinais numéricos emendidos como ndo
completamente arbitririos. Esses sinais numéricos serdo os objetos da teoria formal, gue inclui conceitos a0s
quais nio pode fornecer-se uma contrapartida semelhante e entdo, deste ponto de vista, carecem de sentido.
Mesmo assim, o sistema formal nfic ¢ também completamente arbitririo; expressa a natureza de nosso

pensamento; em particular, nos permite um tratamento do infinito (potencial) através do finito. E esse trato

53 Kant. M. Los progresos de la metafisica, p. 37
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com o infiito s6 pode ser levado a cabo com as precaucdies necessrias: prova de consisténeig do sistema

formal. Veltaremos sobre este ponto no capitulo seguinte.

4.4. A reformulacio do Programa

Nos trabalhos produzidos por volta de 1925 a importancia da percepgio ¢, come vimos, evidente, Mas
uma série de considerages sobre a natureza do infinito indicam uma mudanca de posigio. Com efeito, vimos
que Hilbert entende que o infinito no existe, mesmo que a consisténcia da teoria formal que o "implica” seja
demonsirada. Porém, a consisténcia continua a ser critério suficiente pare a introdugiio de conceitos matemati-
cos. Se de um conceito introduzido se prova a nio contradicdo, & anica justificativa adicional seria, como j4
vimos, o &xilo alcangado com a introdugEo do conceito em questio.

Ora, dissemos que o3 enunciados reais estariam represertados no sistema formal. Em particular, os
enunciados do micleo, as equagBes numéricas elementares, aya corregdo determinamos pela percepgio,
aparecem na teoria formal como resultado de uma demonstragdo, Nesta perspectiva, © programa poderia ser
enunciado asstm: Seja T uma teoria ideal, vamos chami-la assim para simplificar, ¢ seja A wma formula do
nixcleo, i5to €, uma formula cuja corregdio pode verificar-se "mecanicamente”. Entio:

(1) Se TI deduz A, entdio A € coteta,

Mas, se em 1900 a prova de consisténcia tinha como objeto uma “prova de existéncia”, sob o Suposto
implicito “sentido = existéncia”, temos agora, por volta de 1925, um programa de eliminagio do infinito na
matematica, pasalelo a uma nova forma de tentar obter provas de consisténcia. Mesmo que qualificados sem
sentido, os conceitos transfinitos, apesar do fato desses conceitos nfio ter referfncia, ndo devern ser por isso
abandonados, tese que parece implicita em 1900, A concepciio dos conceitos transfinitos como rodeios faria
entiio jus ac aspecto heuristico das idéias kantianas e mostraria -se esta ¢ a correta versio do Programa de
Hilbert ¢ fosse realizivel- que o conhecimento finitdrio obtido nfio dependeria do uso das idéias da raziio, na
medida em que tais rodeios sfio eliminévets.

No entanto, devido ac fato de que 2 matemética se desenvolveu usando conceitos transfinitos, agora a
fundamentacho definitiva da matematica deve passar pela eliminacio desses conceitos: se o uso de conceitos

finitdrios, isto €, perceptivelments justificiveis, nio leva a contradigio, as contradicbes sé podem provir dos

16




conceitos transfinitos. Sus eliminagio mostrard, indiretamente, que as teorias que contém esses conceitos sio
legitimas. Por outra parte, os conceitos envolvidos em tal prova de ehminagdo-consisténcia, 08 conceitos
metamatematicos, deverdo ser finitarios) 76 .

Portanto, com vistas 4 fundamentago definitiva da confiabilidade da matematica, a prova de consisténcia
adotaria & forma de uma prova de eliminabilidade. Ora, como se supbe que a teoria ideal representa, no sentido
acima destacado, a parte real da matematica, entdo ela representa em particular as semtencas verdadeiras.
Podemos entdio eludir a referéncia 4 verdade e formular o programa em termos diferentes. Justamente, a
terminologia “enunciado ideal” foi propositadamente escolhida por Hilbert: reemite sos elementos ideais em
geometria. A eliminabilidade neste contexto geométrico quer dizer: a adicao de elementos ideais nfio cria novas
relagbes no antigo dominio. Qual a maneira de traduzir isto a0 problema que nos ocupa?

A forma mais rude de expressar 2 eliminabilidade é a seguinte: Seja T ideal, seja TF uma teoria que
contenha apenas enunciados finitrios € raciocinios finitarios, seja A uma formula que pertenca ao micleo.
Entdo, dizemos que os elementos ideals sio eliminaveis quando;

{1 1) se TI deduz A entiio TF deduz A

A idéwm subjacente € que as demonstragBes de expressdes finitarias através dos enunciados ideats & um
"rodeio” que pode ser evitado. Ora, eliminabilidade implica consisténcia de nma. forma obvia. Dado que deseja-
mos que & teoria formal represente apenas equagBes numéricas corretas, basta provar apenas que a formula "0
= 1" nfio ¢ teorema do sistema formal, para obter esse resultado. A demonstrar a indemonstrabilidade de "0 =
1% se reduz ent3o a questdo de demonstrar a consisténeia da teoria formal. A formula *0 = 1" é uma formula
finitaria, se fosse deduzivel na teoria ideal entdo seria deduzivel na teoria finitéria, o qual ndo & possivel. Logo,
a teoria ideal € consistente.

Ora, concebido como programa de conservaglio, cabe perguntar-se se tratz-se apenas de conservagio em _
relagho as do niicleo ou se trata-se de conservagio em relagio 2 um conjunto de formulas mais amplo, que
chamamos fnitarias. Dite de outra maneira, conservaghio em relaghio apenas as formulas do nucleo (resis no-

problematicas) ou conservagio também das afirmagBes que embora finitdrias niio pertencem ao nicleo (reais

1% Marcus Giaquinto, “Hilbert's Philosophy of Mathematics”,, 2, tenta demonstrar que este programa de
eliminabilidade tem suas raizes em Cantor. Independentemente da validade da proposta, baseada numa citagio
certamente sugestiva de Cantor, ¢ evidente que nfio hd rastos desta influéneia de Cantor nos trabathos de 1900.
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probleméticas). Caso assim for, o programa seria assim enunciado: Seja TT uma teoria ideal, seja TF uma teoria
finitaria, seja A wma formula finitdria, entio;
(111} Se TI deduz A, entio TF deduz A,

As versbes (11) e (1 1) partilham uma série de supostos comuns, eventuaimente discutiveis, além de ser
manifestamente diferentes em relagiio 3 natureza da conservacho em questio. Em primeiro Jugar, que se trata
de um programa de conservagio. Em segundo lugar, aparece como suposto a possibilidade de formalizar a que
denomiramos teoria finitaria ¢ dai que uma certa formalizagio carateriza os métodos finitisticamente
aceitiveis. Em particular, que pode ser claramente determinado, isto é sintaticamente, as formulas em relagio
as quais se relaciona a conservagiio. Se isso pode parecer mais ou menos obvio nas formulas que dissemos
pertencentes ao nicleo, nio resulta tie claro em relagio as chamadas formulas finitarias gerais € no caso dos
raciocinios finatariamente aceitiveis.

O priprio Hilbert niio € muito claro no que diz respeito ao segundo suposto!’7 e ¢ matéria de discussio
o prmeiro. Ora, nestes pontos, que envolvem dificuldades técnicas substanciais que ndo resuliam, segundo
achamos, significativas para nosso trabatho, preferimos manter uma postura o mais neutra possivel. Desta
maneira, podemos expor as interpretagBes atendendo minimamente as especificidades técnicas sobre as
questbes de fundamentos, € centrar-nos na questio, para n6s independente, que denominamos justificacdo
semdntica,

O ponto ¢ relevante na medida em que diferentes decisdes em torno destes assuntos levam a diferentes
conciuses em relacdo 2o fracasse ou n¥io do Programa de Hilbert no que diz respeito ao tecrema de Godel.
Como nosso trabatho ¢ relativamente independente de tal avaliagiio nos parece a decisio adequada. Da
perspectiva por nés adotada o méximo que podemos dizer é que para os fins metamatematicos um fragmento
dos meétodos finitariamente aceitiveis, entendido em principio como suficiente para a prova de consisténcia, ¢
formalizado e incorporado, por assim dizer, & metamatematica. Com esta postura neutra pode perfeitamente
entender-se que Hilbert pretenda uma prova de consisténcia do fragmento finitario formalizado gug sisterna

ﬁ}mzal, com metodos justificados na percepelio, isto &, consistentes per se.

77 Cfr. C. Smorynski, ep. cit., pp. 26-27.
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Por completude, faremos uma breve exposicdo das divergéncias em relagio ao impacto do Teorema de
Gidel sobre o Programa de Hifbert de dois destacados intérpretes: C. Smorynski e M. Detlefsen. Mas primeiro
faremos uma exposigio da resposta classica as objegdes de Poincaré A metamatematica hilbertiana assinaladas
no Capitulo 3. A metamatematica hilbertiana, como assinala von Neumann!?® | supde: a) 2 enumeragio de
todos os simbolos usados em Iogica e matematica; b) a caracterizagio do comjunto de formulas da linguagem
da teoria formal, c) 2 caracterizagio dos procedimentos demonstrativos da matemética classica. Essa foi a
tarefa realizada pelo logicismo. Mas a justificativa do instrumental matematico que 2 demonstrago de
consisténcia requer ja niio é matematica. Nio se trata, nesse caso, de dar uma prova de consisténcia, sendo de
dar urna instancia de evidéncia imediata, isto &, novamente, a percepgiio.

Por certo, € quando Hilbert pbe énfase na tarefa dos fundamentos quando aparecem nos escritos de
Hilbert as passagens que sugerem interpretagdes do tipo da que chamamos formalismo extremo. Um exemplo
dhsto temnos num artigo publicado em 1931, 4 fimdamentacdo da teoria elementar de mimeros, onde Hilbert
escrevel?? -

"0 pensamento fundamental da minha teoria da demonstragdo é o seguinte:

Tudo aquilo que se relaciona com a matemética no sentido vigente até agora é fortemente formalizavel,
de tal modo que a propria matematica ou a matematica e sentido estrifo consiste em formulas. Estas formuias
se diferenciam das formulas usuais de matematica apenas em que ademais dos sinais ususis elas contém os
sinais 16gicos, especialmente aquele para "se segue” (—») e aquele para "no” {—). Certas férmulas que servesn

como fundamento do edificio formal da matematica sio chamadas de axiomas. Uma demonstragiio & uma

{78 Neumann, J. von. The formalist Foundations of Mathematics, p. 52-53.

179 Hilbert, D. Die Grundlagen der elementaren Zahlenlhere, doravante citado Os Jundamentos da reoria
elementar de mimeros, p. 192: “Der Grundgedanke meiner Beweistheorie ist folgender:

Alies, was im bisheringen Sinne die Mathematik ausmacht, wird streng formalisiert, so dass die eigentliche
Mathematik oder die Mathematik in engenerem Simme zu einem Bestande an Formeln wird. Diese
unterscheiden sich vor den gewéhnlichen Formeln der Mathematik nur dadurch, dass ausser den gewdhnlichen
Zetchen noch die logischen Zeichen, insbesondere die fur “folgt” { — ) und fisr “nicht” { — ), darin vorkommen.
Gewisse Formeln, die als Fundament des formalen Gebiudes der Mathematik dienen, werden Axiome genannt
Ein Beweis ist eine Figur, die uns als solche anschaulich vorliegen muss; er besteht aus Schiiissen, wo jede der
Pramissen entweder Axiom ist oder mit der Endforme! eines Schiusses itbereinstimmt, der vorher im Beweise
vorkemmt bzw, durch Einsetzung aus einer solchen Endforme! oder einem Axiom entsteht. An Stelie des
inhaltlichen: Schiiessens tritt in der Beweistheorie ein ausseres Handeln nach Regeln, nimlich der Gebrauch des
Schhusschemas und der Einsetzung. Eine Formel soll beweisbar heissen, wenn sie entweder ein Axiom oder die
Endformel eines Beweises ist”
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figura que, como tal, deve manifestar-s¢ a nés evidentemente, consiste em conclusdes onde cada urma das
premissas ou € um axioma ou coincide com a formula final de uma conclusio que aparece anieriormente na
demonstragiio, isto £, se origina pela substituicio em uma tal formula final ou por substituicio num axioma. No
lugar das conclisbes "contentuais” aparece na teoria da demonstraglio um procedimento externo segundo
regras, & saber, o uso de esquemas de inferéncia e o uso de substituicio. Uma formula deve chamar-se de-
monstravel quando ela ou € um axioma ou & a formula final de uma demonstracgo, *

Em relaglio aos enunciados reais, na melhor das hipdteses, podemos dizer que eles sio "representados”
dentro do sistema formal. Naturalmente, e em relagéio aos elementos ideais, a introducio de tais elementos
deve satisfazer uma exigéneia: prova de ndo-contradicio. Escreve Hilbert:

"Em certo modo, uma nova matematica corresponde 4 matemdtica propriamente formalizada, a
metamatematics, a qual serve para fazer mais segura aquela, e na qual, em contraposiciio as concluses formais
da propria matematica, aparecem conclusbes com conteddo, porém apenas para provar a auséncia de
contradicio dos axiomas, " 180

Assim, podemos pensar que a matematica classica carece de significado, quando examinada da rigida
perspectiva finithria. Parte do interesse nos sisternas formais se deve ao fato de que, sendo sua estrutura
sintatica comipletamente determinada, ¢ possivel, em principio, examinar se podemos deduzir dele uma
contradigio. O sistema formal é um objeto sobre o qual podemos raciocinar finitariamente. Se & o caso de nio
ser comraditério, a fortiori a teoria que usualmente se formula na matemética numa linguagem semi-
formalizada, e que aparece formalizada na teoria ideal, fica também justificada.

Por certo, 2 metamatemiatica € também matematica. Ora, como o0 que estd em jogo na discussio é que os
construtivistas declaram que partes da chamada matemitica classica € desprovida de significado, entfio uma
ciéncia destinada & fundamentaglio da matematica classica deve ser imune A oritica de fala de significagiio.

Decorre das hipSteses até agui sugeridas gue os métodos usados numa prova de consisténcia devem ter 2 nota

B Os fundamentos da teoria elementar de mimeros, p. 192: “Zu der eigentlichen so formalisierten
Mathematik kommt eine gewissemassen neue Mathematik, eine Metamathematik, die zur Sicherung jener
notwendig ist, in der -im Gegensatz zu den rein formalen Schiussweisen der eigentlichen Mathematik- das
inhaltliche Schliessen zur Anwendung kommt, aber lediglich zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit der
Axiome”
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de intersubjetividade. Isto implica que devem ser métodos que, de alguma maneira, resultem, entdo, também
justificados na percepedo. O problema ¢ dar uma caracterizagio precisa de quais os limites dessa Jjustificagio.

Isto nos leva & resposta de Hilbert & objeglio levamtada por Poincaré, com a qual fechamos o capitulo
anterior. A prova de consisténeia exige o uso de induglo, como afirmava Poincaré, da perspectiva
mefamaterdtica, mas sobre objetos e propriedades finitdrias, isto €, sobre as formulas. Portanto, devemos
restringis nossas indugbes de forma tal que elas tenham @ mesma seguranca que as indugBes em teoria finitaria
de pimeros, e isto € possivel pela natureza das estruturas sintaticas envolvidas. Coincidimos com Sinaceur
¢uando escreve:

"Assim, o principio de indugio completa € um principio formal da aritmética superior, completamente
distinto das composicdes ou decomposigdes contentuais da aritmética mtuitiva. Quandoe Hilbert fala de reduzir
05 meios de demonstragio da nfio contradigdo da aritmética dqueles da aritmética elementar, & necessario entio
compreender que o uso de inducio completa, da mesma maneira que, naturalmente, as regras relativas aos
quantificadores, sio excluidos"!8!

Ora, o que estd por tras disso ¢ wsar indugBo como uma regra de generalizacio convenientemente
restrita, de forma tal que a inclusBo da expressio "todos” possa ser interpretdvel como redutivel & percepgio.
Naturalmente, este Gltimo ponto deve ser nfo, digamos, provado, mas no minimo justificado. Por certo, Hilbert
insiste em que agueles procedimentos baseados na composigiic e decomposigio n3o s30 eguivalentes ao
principio de induglo, mas nio parece ser ¢ caso de tratar-se de principios diferentes, senfio de um principio de
uso restrite & propriedades perceptiveimente decidiveis.

Uma possive! justificacio deste principio de indugfo restrito consiste entio em afirmar que se os objetos
8o dados conforme ao ponto de wista finite e se uma propriedade sobre esses objetos ¢ decidivel, isto €, se
podemos mecanicamente reconhecer se um objeto tem ou niio a propriedade, entdo podemos afirmar que
qualquer obieto tem a propriedade se o primeiro elemento tem 2 propriedade e se o fato de um elernento
possuir & propriedade faz com que o “seguinte” também terha a propriedade. Se ial coisa acontece, dado
gualquer abjeto, podemos sem indugo estabelecer que tem a propriedade em questdo por um nimero finito de

passos de aphcagdes de modus ponens. Logo, tratar-se-ia de uma prova finitaria.

8 Sinaceur, H., op. cit., p. 262.
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Porem, o probiema aqui ¢ justificar que o "raciocinio indutivo" pode ser fundado apenas na percepcio,
De fato, enfrentamos um problems semelhante quele que j4 enfrentamos com os emunciados nniversais acima
considerados ou dcquele relativo ao procedimento de composigio & decomposicio. Ora, do ponto de vista
metamatematico, a critica de Poincaré insistiria no caréter sintético a priori do principio de indugdo, na linha da
universalidade estrita que aparece na matemitica, como nio findavel na percepgdo: considerar os sinais como

objetos em lugar de nimeros nfio modifica substancialmente a questiio.

4.5. Recapitulaciio

A nota de intesubjetividade atribuida & percepgio por Hilbert é uma nota essencial para & compreensio
do seu programa. Com efeito, a tese do primado fundacional da percepgBo permanece inalterada - deslocada a
planos diversos porém complementares - no decorrer dos mais de 30 anos nos quais Hilbert apresentos suas
ideéias sobre fundamentagio da mateméatica. Esses deslocamentos vém acompanhados de mudancas na forma na
qual a prova de consisténcia das teorias matematicas relevantes era pensada ser levada a cabo.

Nos escritos dos anos vinte - como vimos neste capitulo - a prova de consisténcia de um sistema formal,
contrapartida formalizada da teoria matemética “informal" gue ¢ utilizads usualmente por um matematico,
mretende aparentemente mostrar que a referéncia ao infinito pode ser eliminada quando tal referéncia esta
gnvolvida na prova de uma afirmagio das chamadas finitarias, isto é, afirmagdes que nio envolvem referéncia a
uma totalidade infinita de objetos. Ora, essa eliminagfio é necesséria devido ao fato, segundo Hilbert, de que o
infinfio nio existe. Vemos, eatfio, como se abandona z iese "Consisténcia implica existéncia®, mas z
consisténcia continua 3 ser o teste de admissibilidade de uma teoria matemirica.

A parte fintaria da aritmética € reconhecida como tal em funcéio da sua justificagiio pela percepclio. Com
efeito, em lugar da intuic3io como garantia do contelido da matematica, Hilbert vai colocar a percepciio com a
mesma funclo. Mas, seguindo nossa distingio entee a matemanca como ciéncia ¢ 3 matemitica como obieto da
metamatemdtica, isto nfo mplica, em especial, afirmar que a chamada aritmética Gnitdria trata de "marcas
sobre o papel”, senfio que podemos, para fins fundacionais, operar tal redugdo.

No entanto, podemos dizer que no sistema formal da aritmética uma parte de formalismo representa a

parte da aritmética que tem justificagho na percepedo, identificando, do ponto de vista fundacional, justificacio
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na percepilio ¢ significado. Qual & significagio da parte do formalismo para a qual ndio pode fornecer-se uma
justificagio semelhante? Nos primeiros escritos nfio € um problema que formulas ou regras de transformacio
de formalismo representam uma parte significattva da matematica e que formulas nfio tém significado. Com
eferto, come vimos no capitulo anterior, a tese “Consisténcia implica existéncla” ¢ acompanhada pela tese
“Existéneis = sentido”. Nos ultimos escritos abandona-se a primeira, aceita-se a segunda para fins
fundacionais, mas deve-se fornecer uma justificativa daquela parte do formalismo que envolve "referéncia ao
infinito”. Sugenimos que tal justificagio pode ser procurada na “analogia”, no sentido de que temos outros
conceitos além dos finitirios, os conceitos transfinitos, lidos como “idéias da raziio”, que sfic parte constitutiva
da matemdtica, ainda que sem contrapartida na percepgio. Mas salientamos que dificiimente a interpretagdo
que di Hilbert desse conceito kantiano possa iraplicar encontrar ern Kant o backround filoséfico do Programa
de Hifbert.

Destacamos tambem que o sisterna formal, mesmo quando considerado da perspectiva dos fundamentos,
nfio é de natureza completamente arbitréria, na medida em que ele reflete a natureza de nosso pensamento. Por
esta razfio, uma prova de consisténcia pode ser admitida como uma resposta as criticas construtivistas. Em
particular, no que diz respeito ao infinito, o formalismo permite-nos tratar com ele através do finito, isto €,
através do sistema formal que expressa as extrapolacdes que realizamos de métodos aceitdveis no dominio do
finte parz o infinite. Em resume, por um lade, podemos dizer que surge do tratado neste capitulo a
permanéucia dos temas leibnizianos considerados no capitulo anterior, convenientemente modificados nma vez
que & ese leibniziana “Possivel mmplica existente” ¢ abandonada. Mas, por outro lado, podemos encontrar
tambem um eco da teosia kantiana dos conceitos, se consideramos 2 presenca em Fhlbert da seqiéneia
percepyio - conceitos finitdrios - conceitos transfinitos, associada com a seqiéncia ntuiglo - concettos- idéias
de Kant. Em particular, da mesma maneira que Kant faz repousar as idéias da razfio sobre a analogia, em
Hilbert os conceitos transfinitos parecem surgir como resultado de extrapolag@es analogicas, extrapolagBes que

6 nma prova de consisténeia poderia fundamentar.
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Capitalo 5
As interpretacdes instrumentalistas
do Programa de Hilbert

5.0. Apresentaciio

As interpretacdes que neste capitulo centralmente trataremos poderiam ser classificadas como formalistas
moderadas. Do nosso ponta de vista, tais interpretacGes identificam, de maneira apressada, teses que devem
ser olhadas da perspectiva da metamatematica com teses sobre a propria matematica. Na Seciio 5.1 tratamos
da possibilidade de relacionar o pensamento de Hilbert com o empirismo légico, 4 maneira de preparagio das
seguntes segbes. Na Secio 5.2. tratamos da interpretagio operacionalista de Hilbert, fornecida por M.
Graquinto. Na SecBo 5.3. examinam-se duas interpretagbes instrumentalistas, uma de €. Smorynski e outra de
M. Detiefsen. Embora o operacionalismo ¢ o instrumentalismo sejam posturas proximas, preferimos trati-las
separadamente, pois nos autores que comsideramos nesta secBo ndio hi nenbuma referéncia explicita a
Bridgman, nem a sua forma de instrumentalismo. Nossa pretensio € mostrar que ambos autores concluem
apressadamente, ainda que por caminhos diferentes, que a "significacio” da matematica transfinita é
instrumental, ne sentido de os enunciados transfinitos serem apenas instrumentos para deduzir enunciados
correios do ponto de vista do contendo.

Mas as interpretagdes consideradas neste capitulo compartithar também, segundo nos parece, uma visio
da histéria da filosofia um tanto distorcida. Tal distorglo provém de atribuir ao positivismo Ingico efou
posturas relacionadas uma difusio no ambiente intelectual alemfio da €poca gue dista da verdade histérica. Na
Se¢lo 5.4. esquematicamente pretendemos mostrar que, além dos matizes de natureza instrumentalista que os
trés intérpretes considerados neste capitulo levam 8 primeiro plano, € necessirio lembrar outras problematicas

de muito maior difusBo para a época. Tais problematicas parecem-nos confirmar, de outra perspectiva, que a
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questie central para Hilbert € a maneira de evitar posturas em relacio 3 matematica que ele entende como

subjetivistas,

5.1. Hitbert ¢ 0 empirismo légico

Se na Hteratura cada escritor cria seus precursores, com os filosofos ou com as cotcepgies filosoficos
acontece algo semelhante. O empirismo logico ndo € uma excepgio. No seu célebre manifesto, assinado por
Camap, Neurath e Hahn, como precursores do Circulo de Viena sdo citados, entre muitos outros, Fpicuro e
Mill, Leibniz ¢ Spencer, Feverbach e Poincaré, Marx e Hilbert. Ora, na sua coletinea sobre o empirismo
logico, adverte-nos Ayer que tal variedade nfio deve causar alarmes, pois 0s autores mencionados sio incluidos
por algum aspecto de sua obra, e nfo pela obra tomada em conjunto. Marx, por exemplo, ¢ incluido pelo seu
acesso cientifico ao estudo da historia, e nfio pelo seu materialismo dialético. Hilbert ¢ incluido pelos seus
trabalhos em axiomatica. Ayer ndo nos diz, por certo, se ha algum aspecto da obra de Hilbert pelo qual ndo
possamos considera-lo um precursor' 2

A mencionada adverténcia de Ayer ¢ ignorada na literatura recente sobre o backrownd filostfico do
Programa de Hilbert, Pretende-se que Hilbert nfio seja ja apenas um precursor do empirismo logico no sentido
acima menctonado, senfo que sua obra toda esti envolvida no espinito do Cireulo de Viena e/ou posturas mals
ou menos afins, como o operacionalismo ou o instrumentalismo. Nos limitarernos nesta seclio a discutir se a
“filosofia subjacenie” ao Programa de Hilbert pode ser olhada como conseqiiente com as posturas do
empirismo 1dgico, deixando para as segdes 5.2, ¢ 53, o exame das interpretagdes operacionalista elou
mstrumentalista,

O empirismo logico teve entre seus objetivos principais a rejeigiio do conceito de juizo sintético a prior,
Nada mais natural entfio que socavar a base mesma desse conceito, isto ¢, a concepglio da matemética como
conhecimento sintético a priori. Tal estrategia, por uma lado, encomira sua expressio positiva no “dogma” do
empirismo. as verdades analfticas s30 a prior e, reciprocamente, as verdades g priori sio analiticas. Nio ha
portamo, jugar para os juizos sintéticos a priori kantianos. Por outro lado, como escreve Hempel, o empirismo

fogico actescenta o “criténio empirista do significado cognoscitivo”, segundo o qual “concede-se significado

¥ Ofr. A Ayer (org). El positivismo ogico, p. 10.
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cognoscitivo somente &s oragBes para as quais -a menos que sejam analiticas ou contraditdrias- seja concebivel
uma prova empirica™ ™ . Como subproduto temos que, admitido que nenhuma oragfio com conteido fatual - a
saber, com significado empirico- pode ser necessiriamente verdadeira, a necessidade das verdades logicas
matematicas implica que elas nio tém contendo fatual'®

Ora, tais teses s30 para nds a5 que precisamente fazem discutivel relacionar o pensamentc de Hilbert com
o empirismo légico. Em primeiro lugar, porque para Hilbert as verdades matematicas sio irredutiveis tanto a
logica quanto & “verdades pelo significado dos termos envolvidos®. Em outras palavras, n3o s#io analiticas nos
dois sentidos usuais deste termo. Em segundo lugar, porque para Hilbert hé verdades matematicas que tém
conteddo fatual (informativas) e que, simultaneamente, sio necessirias, Trataremos separadamente destas duas
questies a seguir.

Comecemos por ressaltar que, a diferenca do empirismo logico, ¢ de Frege e Russell inclusive, tanto para
os intwicionistas quanto para Hilbert a logica niio ¢ “gnosiologicamente indiferente™ a logica deve ser finda-
mentada no sew dominio de aplicagiio. Ora, para Hilbert ndo se trata de sbandonar a 16gica clissica, como
pretende o intuicionismo, sendo de oferecer uma justificacio de natureza, digamos, gnosiologica. Em geral, o
conhecimento matematico exige extrapolagbes. Para o caso que nos ocupa, a extrapolagio consiste nos enun-
ciados que constituem o gue denominamos logica classica. Assim, como vimos no capitulo antetior, da
perspectiva da metamatematica as leis logicas cldssics sio entendidas como epunciados idesis e sio
sistematizadas, como a teoria matemética de que se trate, num sisterma formal. A 16gica classica, enquanto
parte constitutiva, e nio apenas subjacente de uma feoria matemética, estd sujeita também & demonstragio de
copsisiéncia. Uma prova de consisténcia fornece, entdo, uma fundamentagio das diferentes extrapolacdes
constitutivas da matematica classica.

Por que esta inversdo da visho tradicional da logica como disciplina subjacente? Segundo vimos no
Capitulo 3, 3 em 1904 Hilbert considerava que o problema que depois vird ser chamado de “o problema dos
fundamentos” nio estd na logica senfio no seu uso indiscriminado sobre conceitos sbstratos asbitrarios. Na

medida em que 2 Iogica restringe-se ao mbito circunscrito do "ponio de vista finite”, como vimos no Capitulo

! Hempel, C, Problemas Yy cambios de en €l criterio empirista de significado, p.115.
¥ Cfr A Ayer Lenguage, verdad y logica, cap. IV,
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4, ¢la no ¢ problematica. Hilbert obiém nos anos 20 entio wma justificaciio indireta de porque a conjuncéo
enire conceitos matematicos e logica ¢ problematica e, consegiientemente, porque é necessario deseﬁvolver a
iogica juntamente com A matematica, Como a matematica clissica é essenciaimente transfinita e, em particular,
incorpora entre seus procedimentos as extrapolagBes que denominamos leis Ibgicas classicas -perfeitamente
confidvels no dmbito do finito, mas ndo quando exfrapoladas ao infinito- entdo também as leis logicas, em
conjungio com a teoria maternatica de gue se trate, devem ser submetidas 4 prova de niio contradicio.

Com efeito, a logica, diz Hilbert, nfio nos traz problemas no trato com objetos ou eventos do mundo real,
assim como em geral ela ndo nos traz problemas dentro dos himites do chamado “ponto de vista finito”, Nesta
aplicagiio restringida, a logica, ou melbor, o racocinio Iogico contentual, no eonduz ao erro. Escreve Hilbert
em Sobre ¢ infiniio: “Pois somente conduz-nos ao erro quando o utilizamos com formagbes conceituais
arbitrérias abstratas, pois aplicamos o raciocinio contentual inclusive de maneira inadmissivel, isto €, nfio
consideramos, evidentemente, as condigbes necessarias para & aplicacio do raciocinio logico contentual ” 183

Assim, os paradoxos na teoria de conjuntos sfo causados por falta de precaugio e a solugio de Zermelo,
como j& dissemos, mostra como 08 paradoxos podem ser em principio evitados adotando medidas adequadas,
via restrigdes de existéncia na axiomatica, sem modificar a chamads légica clissica. O problema, emtio, para
Hilbert, ¢ pustificar as leis logicas clissicas, s quals carecem de significado do ponte de vista finito, mas niio
porque 23 mesmas sejam cawsa de paradoxos: os paradoxos s8o0 causados pelo uso de conceitos
“arbitrariamente abstrzttos”., sem as precaugdes pecessérias. Em relagio a confiabilidade da logica escreve
Hilbert em Sobre o infinito:

” J4 Kant ensinou - e, por certo, constitui uma parte sigrificativa de sua teoriz - que a matematica dispGe
de um contetdo assegurado independentemente de toda logica e por isso nuncs pode ser fundamentada pela
Iggica sO, e por isso também os esforzos de Frege e de Dedekind deviam fracasar, Ainda mais, aigo dado na
representacic € como precondiciio para a utilizagko de raciocinios logicos € para o funcionamento das

operaghes 1bgicas: cerios objetos concretos extra-logicos que estdo presentes evidentemente como vivéncia

B ¥htbert, D. Sobre o infinito, p. 275 “Getsusclt hat es pur danm, wenn wir belicbige sbstrakte
Begriifibildungen hinnahmen; wir haben dann das inhaitliche Schliessen eben unzulissig angewandt, d.h. wir
haben offenbar notwendige Vorbedingungen fiir die Anwendung inhaklichen logischen Schliessens nicht
beriicksichtige ™
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imediata, previamente & todo pensamento, Para que o raciocinio logico seja confidvel, esses objetos devem
deixar-se ver, de um relance s6, completamente em todas as suas partes; e suas manifestagbes, suas diferencas,
sua seriagio reciproca ou sua concatenagio, sio dadas imediata e evidentemente, ao mesmo tempo gue 0§
objetos, como algo que nfio se deixa mais reduzir a alguma outra coisa ou que nem precisa de uma tal
reduclo.” 188

A primeira frase do texto citado mostra, de maneira contundente, que a matemitica para Hilbert nfio ¢
analitica mum dos principais sentidos que tem o conceito de analitico, isto &, o conceito fregueanc de deduglio a
partir de leis logicas e definicdes. Podemos, seguindo Pap, distinguir dois conceitos de analitico: aguelas
verdades que sdo estritamente analiticas e aquelas verdades que sio amplamente analiticas. O conceito de
analitico que até agora temos usado € o estrito: além das leis 1ogicas, verdades que sio deduziveis de leis
logicas, seja diretamente por substituigio das variaveis ligadas de uma lei 1bgica por constantes descritivas, seja
indireternente por definiches eliminativas adequadas, isto é, definighes que permitam a climinagio de termo
definido. Denominamos as primeiras logicamente verdadeiras, is segundas definicionalmente verdedeiros'S7
A afirmagdo constante da irreducibilidade dos axiomas matemdticos & I6gica parece-nos suficiente para
descartar que, para Hilbert, a matematica seja analitica, no sentido de estritamente analitico.

O segundo conceito de analitico, que nfio & equivalente com o anterior, é usado freqientemente pelo
pesitivismo 1ogico. Seguindo Pap, o denominamos amplamente analitico: verdadeiro em fungio do significado
dos termos envolvidos, Neste segundo significado de “analitico™ nfio ha referéncia 4s leis 16gicas, de forma tal
que slic amplamente analiticas: 2) as Jeis 16gicas, b) as verdades a priori que nem sio leis [ogicas nem podem

ser deduzidas de leis logicas com a ajuda de definighes eliminativas adequadas. Obviamente, neste segundo

188 Hilbert, D. Sobre o infinito, p. 275: “Schon Kant hat gelehrt -und zwar bildet dies einen integrierenden
Bestandiei] seiner Lehre-, dass die Mathematik tiber einen unabhingig von aller Logik gesicherten Inhalt
verfigt und daher nie und nimmer allein durch Logik begrindet werden kann, weshalb auch die Bestrebungen
von Frege und Dedekind scheitern mussten. Vielmehr ist als Vorbedingung fir die Anwendung logischer
Schlisse und fiir die Betitigung logischer Operationen schon etwas in der Vorstellung gegeben: gewisse,
ausseriogische konkrete Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da sind. Solf das
logische Schhessen sicher sein, so miissen sich diese Objekte vollkommen in allen Teilen tiberblicken lassen,
und ihre Anfweisung, ihre Unterscheidung, ibr Aufeinanderfolgen oder Nebeneinandergereibtsein ist mi¢ den
Objekien zugleich unmittetbar anschaulich gegeben als etwas, das sich micht noch auf etwas anderes reduzieren
tasst oder einer Reduidion bedarf™

%7 Cfr. Pap, A Semdntica y verdad necesaria, cap. V, pp. 140-141.

128



conceito de analitico € irrelevante se o programa logicista de reducio da matemética a Iogica pode ou nHo ser
jevado 1 cabo.

Ora, o ponto de partida do empirismo I6gico € essencialmente diferente so de Hilbert. Com efeito, em
prmeiro lugar ¢ kngiiistico, enquanto que para Hilbert se trata de conceitos, isto €, o ponto de partida ¢ o
pensamento. Em particular, deve-se resistir & tendéncia de interpretar que os conceitos de que fala Hilbert
sejam o significado de termos da linguagem Em segundo lugar, ha no empirismo logico uma anilise prévia da
linguagem em termos de simbolos logicos e simbolos extra-logicos ou descritivos tal que, se uma ou varas
afirmaches tém significado, entlio o significado é preservado s¢ a partir das mesmas so construidas outras
afirmaghes pela aplicacdo de simbolos 16gicos.

Em Hilbert encontramos um procedimento implicito de anlise diferente, porque sen objetivo é diferente.
Hifbert pretende substituir a apelagio 2 uma tostincia de fundamentagiio de métodos e conceitos matematicos
que entende como subjetiva -a intuigho dos construtivistas- por uma insténcia entendida como intersubjetiva, a
saber, a percepglo. A confiabilidade da Iogica, como vimos na passagem citada, repousa em geral sobre obje-
105 extra-logicos, dados na percepgdo. Mas, antes de tratar & questio da confisbilidade da logica, Hilbert
ntroduz os conceitos e afirmagdes que se circunscrevem ac pomto de vista finito, isto €, os conceitos e
afirmagbes cuja confisbilidade é garantida também através da instdncia imersubjetiva da percepclio, Assim, é
«lare que os conceifos matematicos finitarios nfio sfio para Hilbert o significado de termos como 27, "3%, "5" ¢
"+ de maneira 1al que se trate, como para Hahn, de "que significamos o mesmo com *2 mais 3" que com "5,
yoltando aos significados de "2°, "3°, *5", "+" ¢ fazendo transformagfes tautologicas até gue vemos
precisamente que "2 + 3" significa 0 mesmo que "5 188

Com efeito, & estratégia de Hilbert € primeiro circunscrever conceitos e afirmagBes finitarias que niio
contém operagdes 10gicas; depois examinar se o uso das operagdes logicas levara-nos além do “ponto de vista
finito™, isto ¢, além daquilo cuja confiabilidade pode ser garantida pela percepglio. Assim, por exemplo, como

mostramos no capitulo anterior, uma afirmagio matemética A pode ter significado (=confiabilidade), ¢ niio &

188 tahn, X1, Logik, Mathematik und Naturerkennen, doravante citado Logica, Matemdtica e Conhecimento
da natureza, p. 158 "Dass wir aber mit 2 + 3 dasselbe meinen wie mit 5, das bringen wir uns zum
Bewusstsein, indem wir darauf zurickgehen, was wir mit 2, mit 3, mit 5, mit + meinen, und solange
tantologisch umformem, bis wir eben sehen, dass wir mit 2 + 3 dasselbe meines wie mit 5
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lo sua nega¢lio. Esta conclusio ja ¢ inaceitivel para um empirista logico, na medida em que, dada a distingdo
entre simbolos logicos e extra-logicos, se uma afirmagio tem significado, emio também sua negagio tem |
significado. Em geral, o significado ¢ “fechado” pelas operagdes logicas.

Ors, do fato de que uma afirmagio A possa ter significado é Ao té-io sus negaclio decorre que A v —A
carece de significado. Logo, afirmar que uma lei 1ogica ¢ uma afirmago verdadeira pelo significado dos termos
envolvidos, analitico em sentido amplo, seria um absurdo, pois no exemplo considerado nem sequer tem
significado. Podemos entéio, em principio, descartar que a concepciio da matemitica de Hilbert possa ser quali-
ficada de analitica no segundo dos sentidos mencionados, pois hé afirmag8es mateméticas que tém sentido, mas
nio sua negacio. Em particular, decorre do anterior que ha casos em que uma lei légica carece de significado

Exanunemos agora & segunda questio. Assinalamos acima que para o empirismo 16gico qualquer oragio
com conteiido fatual ndo pode ser necessariamente verdadeira e que as verdades logicas e mateméticas
carecem de cometdo fatual. Por exemplo, num artigo j& cttado, Hahn escreve: "A logica ndo trata, em modo
algum, da totalidade dos objetos, nfo trata de objetos em absoluto, senfio umicamente da maneira em que
Jalamos acerca dos objetos; a 16gica surge com a linguagem. A certeza e validade universal, ou, methor dito, a
irefutabilidade da proposigio logica deriva precisamente do fato de que nfo diz nada sobre nenhum
objeto“1¥% | Uma anilise semelhante faz Hahn da matematica: "As proposices da matematica sfio da mesma
classe que as proposigSes da logica: s8o tautologicas, nada dizem em absoluto acerca de objetos, senfio que se
referem apenias & maneira em que gueremos falar deles. " 1%

Com eferto, para o empinismo logico os emunciados logicos ¢ matemiaticos nada dizem acerca da
realidade ¢ todo enunciado acerca da realidade € wma hipdtese que nunce pode ser consideradz completamente
verta. A necessidade dos enunciados logicos e mateméticos € possivel, precisamente, por gles carecerem de

referéncia & realidade. Mas a lertura de Conhecimento da natureza ¢ logica mostra manifestamente que Hifbert

189 Hahn, H op. cit, p.150: “die Logik handelt keineswegs von simthichen Gegenstinden, sie handelt
aberhaupt aicht von irgendweichen Gegenstinden, sondern sie handelt nur von der Art, wie wir iber die
Cregenstinde sprechen; die Logik entsteht erst durch die Sprache. Und gerade daraus, dass ein Satz der Logik
#berhaupt nichts Gber irgendwelche Gegenstinde aussagt, fliesst seine Sicherheit und Allgemeingiiltigkeit oder,
bessar pesagt, seine Unwiderleglichkeit.”

190 fbid, p. 158: “Die Sitze der Mathematik sind von ganz derselben Art, wie die Sitze der Logik: sie sind
tautologisch, sie sagen gar michts fiber die Gegenstande aus, von denen wir sprechen wollen, sondern sie
handeln nur von der Art, wie wir ober die Gegenstiinde sprechen wollen”
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rejeita explicitamente esta tese central do empirismo logico: a impossibilidade de um conhecimento a priori
sobre a realidade. Ora, nfio por acaso citamos como exempio da postura do empirismo logico o artigo Logica,
matemitica e conhecimento da notureza de H. Hazhn . Ainda que nfio o possamos provar de maneira
voncludente, acreditamos que o artigo de Hahn ¢ {parcialmente) uma réplica a Conhecimenio da natureza e
Hgica de Hilbert, ¢ nilo simplesmente pela 6bvia semelhanca dos titulos.

Ambos artigos comegam Jevantando o problema das relagbes entre pensamento e experiéncia. Em relagiio
is descobertas cientificas recentes (para os anos 30) Hilbert escreve: “E ali, 2 teoria e a praxe, o pensamento e
s experiéncia, mostram-se entrelagados profundamente. As vezes, toma a dianteira a feoria; outras, o
experimento.” ¥! Lemos na (conjectural) réplica de Hahn: “Deste modo, acaso a concepsio habitua seja, em
termos gerais, a seguinte; nfio temos mais do que duas fontes de conhecimento, as quais concebemos como
contrapostas, para compreender "o mundo”, "a realidade” da qual "formamos parte” nds mesmos: a
experiéncia, ou a observagdo, por um lado, e o pensamento pelo outro” 192

Para Hahn o fracasso do racionalismo € do empirismo levou progressivamente a aceitar duas fontes de
conhecimento legitimas: "O pensamento apreende as leis mais gerais de todo ser, tal como as encomtramos
formuiadas, per exemplo, na 1ogica ¢ na matemdtica; a observagdio proporciona os detalbes pars rechear esse
marco." 193 Mas este hiperdimensionamento do pensamento ¢ inaceitivel: "A idéa de que o pensamento € um
ingtrumento para apreender algo mais acerca do mundo que aquilo que ¢ observado, para adquirr o
corhecimento de algo que tenha validade absoluta sempre ¢ em todo lugar do universo, um instrumento para
captar as leis gerals de todo ser, parece-nos completamente misteriosa " 194

Justamente, esta concepAo inaceitivel para um empirista i6gico ¢ a que aceita Hitbert em Covthecimento

da natureza ¢ Iogica. Hilbert apresents exatamente um dwalismo entre pensamento € expeniéncia, cujs

1 Hilbert, . Conhecimento da natureza e logica, p. 378-379: “Und darin zeigen sich bestindig Theorie und
Praxis, Denken und Erfharung aufs innigste verschiugen, Bald eilt die Theorie, bald das Experiment voraus™

192 Hahn, H. op. cit., p. 142: *Die abliche Auffassung ist nun wohl, ganz schematisch gesprochen, die: wir
haben eben zwei Erkenntnisquellen, durch die wir “die Welt”. “die Realitit”, in die wir “hineingestelt™ sind,
der wir “gegentbergestelli” stnd, erfassen: die Erfahrumg, die Beobachtung einerseits, das Denken
andererseits”

193 Ibid., p. 147: “Das Dernken erfasst die allgemeinsten Gesetze alles Seins, wie sie etwa in Logik und
Mathematik niedergelept sind; die Beobachiung fitllt diesen Rahmen im einzelnen aus.™

94 Ibid, p. 149: “Die Auffassung, wir hiitten im Denken ein Mittel zur Hand, mehr tiber die Welt zis wissen,
als beobachtet wurde, etwas zu wissen, was immer und fiberall in der Welt unbedingte Geltung haben muss, ein
Mittel, allgemeine Gesetze alles Seins au erfassen, scheint uns durchaus mysterios”
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coincidéncia deve explicar-se. Um prizﬁeiro aspecto a salientar desta coincidéncia tem a ver com o infinito:
“Dissemos: o infinito nlo estd em nenhuma parte realizado, n80 esta 4 nossa disposiciio na natureza nem pode
ser admitido com fundamento em nosso pensamento sem precaugiio especial Aqui vejo eu um puaralelismo
muito importante entre pensamento e natureza, entre teoria e experiéncia”!® Em outras palavras,
pemsamento e realidade s¥o finitos.

Outro aspecto a destacar desta coincidéncia é o paralelismo seguinte: “nosso pensamento procede da
unidade ¢ procura a unidade; observamos a unidade dos elementos na matéria e constatamos em tods parte a
unidade das leis da natureza”!% . Mas isto nio implica, por exemplo, que possamos obter apenas através do -
pensamento todo © saber fisico: “Em contraposigho a Hegel, reconhecemos que as leis do universo nfic podem
ser obtidas de nenhum outro modo senfio que através da experiéncia” 97 Ora, apds apresentar o problema do
pensamentio ¢ & expenéncia em termos de um dualismo - cuja coincidéncia € assimilada 4 hharmonia preesta-
belecida - ¢ negado que possamos obter apenas através do pensamento o saber fisico Hilbert escreve: “Quem a
pesar disto queira negar gue as lets do universo procedam da experiéncia deve afirmar que, 3lém da deduciio ¢
a experiéncia, ha uma terceira fonte de conhecimento ” }9%

O que devemos entender por tal terceira fonte de conhecimento? Hilbert entende, justamente, que o
pensamento finito ¢ uma terceira fonte de conhecimento, a parte da teoria kantiana do a priori que fica quando
de 1al teoria sfio eliminados seus residuos antropologicos. Escreve Hilbert:

“Die fato, ha filésofos - e Kant é ¢ representante classico desse ponto de vista - que t8m afirmado que
além da 6gica e da experiéneia temos um conhecimento a prion exato sobre a realidade. Admito que 34 na
construgio do entrelagado tedrico sdo necessarios pontos de vista a priori € que estes esifio sempre subjacentes

a realizaclo de nosso conhecimento, Creio gue o conhecimento matematico, em Ultima insténcia, repousa

193 Hilbert, D. Conheciemento da natureza ¢ logica, p. 381: “Wir sahen: das Unendliche ist nirgends realisiert;
e ist weder in der Natur vorhanden noch als Grondlage in unserem Denken ohne besondere Vorkehrungen
zuldssig Haierin schon erblicke ich einem wichtigen Paralielismus von Natur und Denken, eine grundiegende
Ubereinstimmung zwischen Erfharung und Theorie ”

156 1bid, p. 381: “unser Denken geht auf Einbeit aus und sucht Einheit zu bilden; wir beobachten die Einheit
des Stoffes in der Materie, und wir konstafieren (ibgrall die Einheit der Naturgesetze.”

97 Ibid , p. 382: “Im Gegensatz zu HEGEL erkennen wir, dass dic Weltgesetze auf keine andere Weise zu
gewinnen sind als aus der Erfabrung ™

8 Ihid . p. 382: “Wer trotzdem leugnen will, dass die Weltgesetze aus der Frfahrung stammen, muss
behaupten, dass es ausser der Deduktion und ausser Erfahrung noch eine drifte Erkenntnisquelie gibt ”
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sobre uma classe de conhecimento intuitivo desse tipo e que precisamos para & construgiio da teoria de ni-
meros um conhecimento intuitivo & priori exato.” 19

Néo fossem suficientes os argumentos que desenvolvemos para diferenciar o pensamento de Hilbert do
empirismo logico, esta constatagBo sems por st s suficiente: hé um conhecimento necessario com conteido
fatual. Através das passagens citadas, vemos manifestamente que se trata de duas posigdes antagdnicas em
relagio a0 pensamento ¢ @ observagio. Escreve Hahn na primeirs segio de seu artigo:

“De onde obtém nosso pensamento £8sa espécie de poder executivo para obrigar 8 uma observagio & ter
este e nio outro resultado? Por que o que obriga a0 nosso pensamento vai compelir também o curso da
natureza?. Haveria inossos grfus! mecessariamente que acreditar em alguma milagrosa hharmonia
preestabelecida, erre o curso de nosso pensamento e o curso do universo, idéia que ¢ profundamente mistica
e, em definitiva, teologizante.” *®

Justamente, “teolopizante” tem que parecer a um empirista logico a postulada coincidéncia entre
pensamenio e natureza que propde Hilbert. E finaliza Habhn 2 primeira seglio da seguinte maneira; “Nio ha
maneira de sair desta situaclio /adicio nossa: o recurso 4 harmonia preestabelecida/ senfio ¢ voltando ao ponto
de vista puramente empirico, 2 opinifio de que a observacio € a sdmico fonte de conhecimenio dos fatos;
enquanio aos fatos, ndo ha conhecimento a priori, ndo hd wm a priori "material” 20

A continuagio de negar a existéncia de wn a priori “material”, Hahn desenvolve, nas seqdes segunda e

terceira do seu arigo, sus concepelio da logica € & matematica como analiticas em semtido amplo, & qual

199 Conhecimemo da natureza ¢ logica., p. 383: “Es haben in der Tat Phitosophen -und KANT ist der
kiassische Verfrefer diesses Standpunkies -behauptet, dass wir ausser der Logik und der Erfahnung noch 2
priori gewisse Erkenntnisse fber die Wirklichkeit haben. Nun gebe ich zu, dass schon zum Aufbau der
tepretischen Fachwerke gewisse apriorische Emnsichten nosig sind und dass stets dem Zustandekommen unserer
Erkenntnisse solche zugrunde hiegen. Ich glaube, dass auch dic matematische Erkenntnis Jetzen Endes auf einer
Art solcher anschanticher Einsicht beruht”

200 Hahn, H. op. oit, p. 149 “Woher sollie unser Denken eine Exekutivgewalt nehmen, durch die es eine
Beobachtung zwinge, so und picht anders auszupehen? Wanmm sollte das, was fiir unser Denken zwingend ist,
auch fur den Ablauf der Welt zwingend sein? Es bliebe nur tbrig, an eine wundersame priiestabilierte Harmonie
zwischen dem Ablanf unseres Denkens und dem Ablauf der Welt zu glauben, eine Vorstellung, die reichlich
mystisch und in letzter Linte theologisierend ist.”

W1 fhid, p. 149 “Aus dieser Situation zeigt sich kein anderer Ausweg als Rickkehr zu einem rein
empiristischen  Standpunkt. Rickkehr zur Auffassung, dass die ginzige Quelle eines Wissens aber Tatsachen
die Beobachtung ist: Es gibt kein Wissen a priori Gber Tatsichliches, es gidt kein ‘materiales’ a priori.”
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fizemos referéncia. Ora, depois de Hahn expor uma concepgiio da matematica e a logica diametralmente
oposta 4 que acabamos de ver em Hilbert, na seqlio final das dedicadas 4 10gica e & matematica escreve:

“Nao! Nosso pensamento formal ndio pode captar realidade alguma, o pensamento formal ndo nos pode
informar acerca de acontecimento nenhum do mundo, 56 pode transformar tantologicamente o dito.” 202

Ora, Hifbert reconhece, como vimos, a existéncia de uma terceira fonte de conhecimento, a qual permite
um sonhecimento do mundo perque o mundo, como tem mostrado a pesquisa cientifica, ¢ de natureza “finits”.
A coicincidéncia entre pensamento finito e mundo finito permite obter & partir do pensamento conhecimento
que plio precisa agora do muxihio da experiéncia, Isto € uma forma do a priori "material” negado por Hahn ¢
wma apelagdo explicita a ideias que qualifica de teologizantes e misticas. Ora, Hilbert parece pensar que hi um
elemento formal comum entre o pensamento e a realidade, e que por esta raziio a matemitica é justamente a
ponte que os une.

Hifbert recorre claramente a uma hipStese ad hoc para explicar as relagBes entre matematica e realidade,
uma harmonia preestabelecida que, nos esclarece, € diferente da postulada por Leibniz. Por certo, n&o & nem na
harmonia preestabelecida nem no tema “Possivel implica existente™ que encontraremos um eco do pensamento
de Leibniz em Hilbert, sendo, como vimos nos capitulos precedentes, nas relagdes que para ambos autores
existem entre pensamento, formalismo e intersubjetividade.

A referéncia a Kant € enganosa, pois é claro que sem o conceito de intuigio pura ndo cabe falar de
sinteses a priod e, portanto, afirmar que o pensamento finito € sintético a priori {entendido como conhecimento
{ngc analitico} & prion (necessario) da realidade) & simplesmente uma (ma) metafora, no sentido de verdades
sobre a realidade que podem obter-se atraves de tal terceira fonte de conhecimento. Em Ultima insténcia, o que
podemos dizer € que Hilbert forga uma Interpretagio de Kant na qual 2 intuigiio nfio é o Jocus que possibilita o
enlace de conceitos num juizo sintético a priori, senfio uma terceira fonte de conhecimento, que niio & mais que
uma maneira diferente de afirmar a irredutibifidade da matematica seja & logica seja & verdade pelo significado
dos termos eavolvidos. Uma posiglio que, ainda que com matizes diferentes, Hilbert compartithava com

Kronecker e Poincaré,

32 Hahm, H op. cit, p. 160: “Nein! Keinerlei Realitit kann unser Denken erfassen, von keiner Tatsache der
Welt kann uns das Denken Kunde bringen, es bezieht sich nur auf die Art, wie wir uber die Welt sprechen, es
kann our {esagtes tantologisch upformen.”
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Mas, 0 que nos parece mais importante € que estas afirmagdes de Hilbert nos deveriam alertar niio apenas
sobre a procedéncia de interpretagbes que pretendam relaciond-lo com o empirismo 1ogico, senfio também
sobre & procedéncia daquelas interpretacdes que o pretendem relacionar com o operacionalismo e/ou o

instramentalismo. Trataremos da interpretago operacionalista na seciio seguinie.

5.2. Uma interpretaciio operacionalista

Hibbert, entdio, atribui & matemétics e 4 logica notas que fazem suspeitas, segundo nos parece, as
interpretagbes que procuram no empirismo 0gico o backround filosofico do programa hitbertiano. E fazem
também suspeitas as ioterpretaches que atribuem a Hilbert teses de naturezn operacionalisiz ou
mstrumentalista. Ora, se aceitamos a validade da distingio entre analftico-apriori ¢ sintético-a posterior, no
sentido de que a teoriz do conhecimento deve optar entre distinguir ciéncias analiticas e sintéticas ou consi-
derar que fodas as ci€ncias s3o sintéticas, entio o Programa de Hilbert deveria ser olhado como uma variante
de "empiristne” mais on menos radical.

Com efeito, decorre da segunda opgio uma interpretagio instrumentalisia da concepeio hilbertiana da
matemitica. Ora, o instrumentalismo pode ser entendido em dois sentidos relacionados: a) num semtido a
verdade matemitica aparece em conexdo com a eficacia da matematica na fisica; b) noutro sentido, os
concestos matematicos sie instrumentos c¢riados com a finalidade de manipular a experifncia, no caso, a
expeniéncia matematica, entendida como experiéncia relativa, por exemplo, a segiéocias de sinais.

No que diz respeito 2o primeiro sentido de instrumentalismo, A. R. Raggio®® atribui a M. Detlefsen o
seguinte argumento. como ¢ possivel mostrar por métodos finitsrios a consisténcia de segmentos iniciais finitos
da aritmética, da andlise ¢ da teona de conjuntos, e como em gualquer aplicagio fisica apenas utilizam-se um
nimero finito de teoremas, entdo o ponto de vista finito estaria justificado. Tal argumento corresponde ao
primgiro sentido de instrumentalismo que nos destacamos acima. Ora, a leitura de Conhecimentv da natureza e
Igica é também instrutiva esn relaclio a importancia gue Hilbert assinala a relagiio enite matemética e fisica.

Como em Pensamento axiomdtico, Hilbert destaca em Conhecimento da natureza e logica a importincia

dessa relagiio. Porém, a2 sue aphicagiio na fisica nBo justifica 4 matematica. Nio hi, sem dividas,

203 Cf Raggio, A “El cincuentenario de los Grundlagen der Mathematik de Hilbert e Bernays”, p. 207.
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mstrumentalismo em Hilbert no sentido da justificaglio da matematica pelas suas aplicages na ciéncia natural.
Mutto pelo contrario, como vimos ne Capitulo 3,  primeira é condigiio de possibilidade da segunda; s consis-
téncia como critério de aceitabilidade de uma teoria vale para as ciéncias em geral. Em particular, a
consisténcia de uma teoria fisica ¢ provada mediante uma prova de consisténciz relativa.

No segundo sentido de imstrumentalismo, ds vezes fala-se, por exemplo, de operacionalismo ¢ ia
Bridgman em Hilbert. Marcus Giaquinto indica, sem desenvolver, os possiveis pontos de contato entre Hilbert
£ Brig O+ Mas, antes de examinar as teses de Giaquinto parece-nos conveniente apresemtar as
caracieristicas do pensamento de Bridgman em contraponto com o exame realizado no capitulo anterior das
idéias de Hilbert.

A concepglio do significado de Bridgman, comio exposta em A natureza da teoria fisica?® | estabelece
come condigBo que um conceito seja caraterizado através das operagBes levadas a cabo quando ¢ conceito ¢
atitizado. Na concepgiio do significado de Bridgman, o significado operacional dos conceitos envolvidos numa
afirmagiio, inclusive os conceitos 1ogicos, determina o sipnificado operacional da prépna afirmagio. Isto marca
uma diferenca importante entre o empirismo de Bridgman ¢ o empirismo 16gico, se associamos o conceito de
“sigmificado operacional” com o conceito de “verificagio” ou “significagio empirica” do empirismo logico.

Com efeito, como assinalamos na seqdio anterior, temos no empirismo logico uma andlise prévia dos
termos da linguapem que distingue entre termos 1ogicos e extra-iogicos, de maneira tal que ¢ apenas is
afirmacBes em que aparecem essencialmente termos extra-logicos as quais se aplica o critério de significagio
empirica. As afirmagGes em que os termos extra-logicos ocorrem vacuamente ndo tém comeddo fatual e o
critérie de verificag3o ou de significagfio empirica nfio €, por hipOtese, aplicivel.

Pars Bridgman, quando se trata de um conceito fisico como tempo ou comprimento, o que devemos
fazer € examinar as operaghes de medir o tempo com relégios on medir comprimentos com uma régua. Dado
aste contexto, em contraposiclo a0 empirismo, examina-se depois qual o significado operacionat da logica.
Qust € o significado operacional dos conceitos 16gicos? Examine-se, por exemplo, 0 uso em fisica do principio

de terceiro excluido?®  Concebido operacionaimente, tal principio estabelece que, dado um objeto, certas

204 Giaguinto, M. “Hilbert's Philosophy of Mathematics™.
205 Bridgman, P'W, La naturaleza de la teoria fisica.
206 Cff. Bridgman, P.W, Op. cit, cap. IV,
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operagoes permitem determinar se o objeto tem a propriedade A; se nfo tem a propriedade, entio ha outras
operagles para determinar ~A.

Ora, a afirmagio A v ~A scgmdoBridgman,sépodesercorrctasee:dsteumarelagﬁa entre as
operagOes utilizadas para verificar A e as operacBes utilizadas para verificar ~A. A relagio mais simples que
podena existir entre tais operagBes seria que, por exempio, 2 determinagio de ~A consistisse meramente em
observar o fracasso da determinagBo de A. Porém, situaces operacionalmente elementares mostram gue essas
relaghes simples niio se d3o nas afirmagdes que envolvem processos fisicos. Determinar, por exemplo, se uma
maca € verde ou ndio € verde seria, por causa da imprecisio de instrumentos e fafhas do observador, um 1al
exemplo elementar. Isto descarta como sem significado operacional no dmbito fisico o ptincipio de terceiro
excluido.

Bridgman examina entdo se o principio vale no imbito do que pensamos ou falamos, isto g, segundo
Bridgman, no &mbito em que os “objetos” ndio apresentam contornos difusos. Considere-se, diz Bridgman, as
afirmagbes em geral e examine-se sob que condigdes o conceito de verdade pode sempre ser aphicado de forma
tal que toda afirmaciio seja verdadeira ou falsa. Se a afirmag#io ¢ uma afirmacio universal, um contra-exemplo
mostra que tal afinrmaglo ¢ falsa. Se o enunciado é universal e sobre um conjunto finito de objetos, ndio achar
um contra-exemplo permite sua determinacio coro verdadeiro.

Porém, tratando-se de um conjunto infinito, o conceito “verdadeiro™ perde o significado operacional
primitivo acima descrito. Com efeito, se o conjunto & tal que sua definigio exchi qualquer objeto que seja um
contra-exemplo da afirmagio universal, entdo terceiro excluido se aplica. Ora, um conjunto assim definido
pode ser finito ou infinito. Logo, para conjuntos finitos, “verdadeiro” tem dois significados operacionais dife-
rentes porém equivalentes, enquanto que para conjuntos infinitos tem apenas um significado operacional.

Uma afirmagio do tipe “Existe no desenvolvimento decimal de % 8 seqiiéncia 0123456789" apresenta
problemas semethantes. Se alguém apresenta tal seqiiéncia, diriamos que a afirmacio ¢ verdadeira. Por outro
fado, se alguém apresenta uma demonstragio de gue supor a existéncia da seqiéncia leva a contradigio
diriamos que 2 afirmacio ¢ falsa. Ora, como nlo se conhecem procedimentos que resultem em uma das duas

opgGes. dizer que a afirmaciio sobre a existéncia da mencionada seqiiéncia € verdadeira ou falsa carece de

137



semtido. Portanto, ambos argumentos permitem conchuir que o principio de terceiro excluido carece de
sgnificado operacional.

Vemos entdo, em primetro lugar, que a anahise de Bridgman comparte com os intuicionistas e Hilbert o
gue podemos denominar rejeiglio do carater de discipling subjacente a-problemitica da 16gica. Por caminhos
diferentes aos de Hilbert, chegamos entdip ao seguinte: as leis logicas classicas ndo admitem em geral uma
imterpretagiio operacional. Nisto Hilbert coincidiria com Bridgman, se traduzimos “sentido operacional” por
“sentido do ponto de vista finito”. Hilbert, como vimos no capitulo anterior, coincidiria também com
Bridgman, sob a mesma tradugiio, em que nio ¢ possivel oferecer uma interpretagio operacional a rfodos os
gonceitos de uma teoria; em particular, aos conceitos kigicos.

Com efeito, Bridgman destaca que nfio podemes exigir que fodo conceito fisico seja caraterizado agravés
de operagfes fisicas. No entanto, quando apesas usamos conceitos assim caraterizados, nio haverd
necessidade de ulterior retificagiio de tais conceitos® . Ora, como dissemos, Hilbert também niio pensava,
xssim como Bridgman em relagfio aos conceitos fisicos, que & todos os conceitos matematicos possa (e deva-
se} fornecer-se wing imterpretagio operacional. Pare Hilbert, mesmo na fisica, apenas algumas conseqiéncias
das hipbteses -03 chamados enunciados observacionais na terminologia da época- podem ser verificadas.

No entanto, enquanto que Bridgman esté disposto a abandonar a 1ogica cléssica?®® | Hilbert, como vimos
no capitulo anterior, intenta conserva-la Ora, para Bridpman a Iégica e a matemflica sio ciénclas
experimentais. Num escrito posterior, lemos inclusive que aplicar aos fatos o termo “auto-consistentes” € uma
generalizacdo sem fundamento: “tudo o que podemos assegurar € que nenhuma experiéneia no passado tem
sido auto-comtraditoria, porém, ndo temos nenhuma certeza absoluta sobre o fituro. "2 Em Sobre o infinito,
Hitbert qualifica uma afirmagio desse fipo como umz necedade: afirmagfes podem ser contraditorias, ndo os

fatos? 10

207 Cfr. Bodgman, P.W. Op. cif., cap. IL

208 Ngo fica claro porgue Bridgman nfio aplica o mesmo critério para a logica que para a fisica, no sentide de
conceder que nem todo termo pode ter significado operacional.

2% CF. Bridgman, P.W. “A Physicist's Second Reaction To MengenLehre”, p. 107,

8 Sobre o infinito, p. 265: “Ein anderer Autor scheint Widerspriiche ~Gespenstern gleich- auch dann zu
erblicken, wenn {iberhaupt niemand etwas behauptet hat, nimiich in der konkreten Sinnenwelt selbst, deren
“widerspruchsfreies Funktionieren™ als eine besondere Voraussetzumng angeschen wird. Ich habe allerdings
gegdaubt, dass nur Aussagen und Annahmen, soweit sie durch Schitisse auf Aussagen fithren, einander
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Com estas observagies, que utilizaremos 8 continuagio, podemos agora considerar as teses especificas
de Giaquinto que interessam para o nosso trabatho. So elas; a) que o Programa de Hilbert era uma resposta a
crise nos fundamentos da matemética; b) que a crenga na realizabilidade do se programa ndo era irracional em
finglio do apogeu do positivismo no periodo.

No que diz respeito 4 primeira tese, podemos coincidir com (iaquinto em que o Programa de Hilbert nio
€ umma reaghio &0 intuicionismo de Brouwer ¢, em algum sentido, também podemos coincidir em que o Progra-
ma era uma reaglo A incerteza epistemolégica acerca do infinito “acredite-se ou niio na doutring ontologica de
(que os corjuntos infinitos e nameros nfo existem™!! | Os paradoxos, acrescenta Giaguinto a seguir, aumentam
essz incerteza ¢ a distingfio cantoriana entre totalidades consistentes e inconsistentes aparecia como
insaficiente. O Programa de Hilbert, afirma Giaquinto, € a resposta a0 desafio de uma nova fundamentagio da
andlise sem o recurse a totalidades infinitas?i2

Ora, vimos no Capitulo 3, que a critica de Hilbert 2 mencionada disting3o cantoriana se fundamentava no
cardter subjetivo de tal distingdio. Sabe-se também que Hilbert tinha conhecimento de paradoxos na teoria de
conjurios, comumicada pelo proprio Cantor, antes de tornar-se piblico o Paradoxo de Russell. Sabemos
também que para Hilbert a questdo ndo era excessivamente relevante, na medida em que considerava um
episbdio comum na historia da ciéncia 0 uso de conceitos sem as devidas precaugdes. Tomadas as devidas
precaucdes - a axiomatica de Zermelo no caso dos paradoxos da teoria de conjuntos - o problema parcialmente
desaparecia. E desapareceria completamente se um prova de consisténcia da teoria de conjuntos fosse
formecida.

Naturalmente, tudo isto pode ser examinado da perspectiva de eliminar a “incerteza epistemologica” em
relaglo 4 teoria dos conjuntos e a analise. Mas & questdo é como proceder. Para Giaquinto, trata-se de provar a
consisténcia da anilise e da teoria de conjuntos, via uma justificagio instrumentalista que reduz os enunciados
fundamentais das menciopadas teorias a seqUéncias de simbolos sem significado, cuja fungiio é deduzir

afirmagdes verdadeiras do ponto de vista do contetido. Por cerio, caso seja este o procedimento para justificar

widersprechen konnten, und mir erscheint die Auffassung, als konnten die Tatsachen und Ereignisse selbst
miteinander in Widerspruch geraten, als das Musterbeispiel einer Gedankenlosigkeit

11 Giaguinto, M. "Hilbert's Program”, p. 121.

42 Ihid, p. 121
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“uma sinfonia do infinito” (a analise) € "2 mais admirdvel flor do intelecto matemético e em geral uma das mais
altas realizacBes da atividade humana puramente racional" (a teoria dos conjuntos) tratar-se-ia de uma vitdria
verdadeiramente pirrica.

Porém, ainda que ndio possa ser dito que o Programa de Hilbert é uma reagio ao intuicionismo de
Brouwer por razbes meramente historicss, sim pode pensar-se que o intuicionismo tem antecedentes em
matematicos 18¢ significativos quanto Kronecker ou Poincaré. J4 indicamos, por exemplo, como Hilbert vin em
Brouwer e 0 intuicionismo uma atitude semethante & do primeiro, Tal atitude ¢ para Hilbert um subjetivismo
que adquire formas diferentes. Para nds, o problema nfo reside em neshuma incerteza epistemologica,
precisamente porque Hilbert nfe partithava dela. A questio, como sugerimos no capitulo anterior, é que
porque o infinito ndio se “realiza”, coisa que para Hilbert ¢ demonstrado pela pesquisa cientifica, entdio aparece
como problema referirmos a ele como existente no mesmo sentido em gue Hilbert pensava em 1900,

Orz, Glaguinto esté pensando nos escritos de 1920-30, onde acaso possamos falar com propriedade de
um Programa, na medids em que nos escritos de 1900 nfio hi maiores indicagBes de como proceder
tecnicamente. Mas do que se trata € do dackround flosdfico. B j4 nos escritos de 1900 aparece a questfio do
subjetivismo. Em 1900 a resposta a esse subjetivismo em relagio & introdugio de novos métodos e conceitos
matemiticos € 8 prova de consisténcia com as teses associadas "Consisténcia = existéncia” e "Existéncia =
sentido”. Mos anos 20 z resposta ao subjetivismo deve ser  diferente porque, por um lado, o conhecimento
cientifico mostra, para Hilbert, que na natureza ndo ha nada infinito. Por outro lado, porque para Hilbert
pensamento ¢ realidade participam, como vimos na secio anterior, de uma sorte de harmonia preestabelecida;
E, por certo, porque a questdo relevante € dar conta da matematica classica, nfo ser conseqiente com teses
ontologicas sobre a natureza das entidades matematicas.

Ora, dissemos acima que talvez com propriedade s podemos falar de um Programa de Hilbert nos
escritos dos anos 20. Hilbert divide, para Glaquinto, as sentencas matematicas em sentengas com contendo
{com significado) e sentengas sem conteido (sem significado). Por um lado, as que sfio decidiveis num nimero
finito de passos tem contetdo; pelo outro, qualquer esquema universal cujas instincias sio todas finitadiamente

decidives tem conteido -as proposicBes finitarias gerais de Smoryaski. As sentengas mencionadss sdo as
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sentengas reais; as restantes siio seqiiéncias de simbolos sem significado. Entre as seqiiéncias de simbolos sem
significado encontramos, entre outras, as leis logicas classicas.

Tais sequéncias de simbolos sem significado sio “proposicdes ideais”. Com estes supostos, Giaguinto
enuncia sus visio do programa como um programa de reducfio ou de eliminagdo:

“A essénoia do programa era encontrar um modo de substituir toda prova de uma proposigio real por
ume prova de tal proposigio que fosse puramente finitaria (nfio contendo nenhuma proposigdo ideal). Dado
que n#o ha prova finitaria de "0 = 1", isso assegura que essa proposigio no pode ser derivada no sistems e
entho que O sistema é consistente 7213

No espirito filosdfico da época®™® encontra Giaquimo uma justificativa do Programa de Hilbert
entendido comoa um programa de reduglio. A distinglio entre proposigBes reais como significativas e as ideais
como ndo significativas a encontra no positivismo 16gico: as Gnicas verdades s3o aquelés que podem ser
verificadas por observagao. Consequentemente, isto levou & programas de redugio que pretendiam mosirar
que s partes puramente teoréticas ou nio-observacionais de uma ciéncia particular sfio em iltima instincia
elimindvers em favor de sentencas sobre operagBes e regularidades naquilo que pode ser observado. O
operacionalismo de Bridgman €, para Giaquinto, a expressio mais clara deste ressurgimento do empirismo.

Mas, para Giaguinto, Hilbert na verdade resistiu o5 excessos do revival empirista. Vimos que tauto
Hilbert com Bridgman nito demandam que todos os termos de um enunciado tenham interpretag3o operacional,
¢ nisto baseia-se (Giaguinto para afirmar que Hilbert resistiu o mencionado revival, Os intuicionistas seriam, na
sua visEo, agueles que exagerariam na demanda “empirista™ de que toda sentenca de toda teoria matematica
devena ter interpretagio construtiva. Desta perspectiva, segundo achamos, caberia ainda dizer entfio que seria
apenas na metamatemdtica onde encontrania lugar o mencionado revival, na medida em que todo método
metamatematico tem que ter interprefagio na percepgio.

Por certo, exigir que cada enunciado isolado de uma teoria seja verifichvel nfio &, para Hilbert, uma

exigéneis racional?!3 . Mas o fato de ndo ser verificavel neste sentido nfio implica, por certo, que o enunciado

213 Giaguinto, M. "Hilbert's Philosophy of Mathematics”, p. 123.

I8 Ch Ibid, pp. 126-127.

15 Cf. Hilbest, D, Os fundamentos da matemdtica, p. 305: “Die Forderung, wonach dabei jede einzelne
Formel fir sich allein deutbar sein soll, allgemein aufzustellen, ist keineswegs verniinftig:”
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careca de sentido, a menos que postulemos o que esté em discussdo: a atribuicio de uma teoria empirista do
significado 2 Hilbert, mas uma teoris ainda mais radical que aguela do empirismo logico. Com efetto, as
verdades logicas e matemiticas também seriam examinadas sob o crivo do critério de significacio empirica.
Mas, para n0s, a perspectiva da qual Hilbert vé o problema ¢ diferente, isto é, a percepglio como garantia para
8 intersubjetividade da pesquisa sobre fundamentos. Isto traduz-se numa restrigdo metodoldgica de que
entender como provido de contetido com vistas 4 prova de consisténcia, Em outras palavras, uma teoria
“empinista” do significado, no melhor dos casos, no que diz respeito i matematica quando olhada da
perspectiva da metamatemdtica.

Com efetto, 0 que interessa no exame do ponto de vista finito da logica ou de um fragmemo da
anitmética € mostrar sua corregiio de maneira direta na percepgio, € ndio, como pensa Bridgman, porgue a ma-
tematica ou a logica sejam ciéncias experimentais?!® . A coincidéncia, verdadeiramente muito superficial, é que
da mesma forma que para Bridgman os termos operacionalmente definidos asseguram-nos contra o erro, a
consideragiic do aspecto finitirio na logica ¢ na aritmética tem a mesrna fungo do ponto de vista da discussio
sobre fundamentos.

Em resumo, quando postulamos seja uma influéncia direta de wm antor, seja uma influéncia indireta do
"espirito da época”, devemos fazer “recortes” das influéncias mencionadas de forma tal que as posiges ficam
desfiguradas. No caso do empirismo logico, temos que esquecer 2 dicotomia fimdamental entre analitico e
simiético, & priot € a posteriori ou empinco. No caso de Bridgman, temos que insistir no cntério
verificacionista do significado, o qual n3o se aplica, por definigio, as verdades logicas ¢ matematicas no caso
do empirismo logico € que, se aplicado conseqiienternente a tais verdades entio conduz a concebé-las como da
mesma nafureza que as verdades empiricas. Mais sinda, devemos lembrar que nas primeiras versdes do critério
empinista do significado, contra a propria hipotese de Giaguinto, as peneralizagBes finitdrias nfo teriam elag
mesmas significado. Com efeito, como é bem conhecido, as primeiras versdes do mencionado critério forem

consideradas inaceitaveis por implicar precisamente que os enunciados universais careciam de significado®!” .

216 Cf. Bridgman, P.W. La naturaleza de la teoria fisica, caps. TV-V.
217 Cfr. C. Hernpel. "Problemas y cambios en el criterio empirista de significado”.
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Em relagiio 2 Bridgman, entdo, temos que esguecer que seu operacionalismo implica: &) o abandono
smples da logica classica, ndo apenas de principios infuicionisticamente inaceitavels sendio também .do principio
de nfo-contradicio; b) reconhecer 2 matemética como uma disciplina sujeita 4s mesmas restrigdes, do ponto de
vista de uwm empirista, que qualguer ¢iéncia empirica, no que diz respeito notadamente & verdade e exatidio.

Portanto, acreditamos haver mostrade ja do ponto de partids, independentemente das dificuldades
assinaladas acima, que a imterpretagio operacionalista do Programa de Hilbert padece de sérias inconsisténcias.
Como veremos na segio final, isto nfio € de surpreender: o8 intérpretes que aproximam o pensamento de
Hilbert seja a0 empinsmo logico, seja a0 operacionalismo segja ao mstrumemalismo em geral parecem
desconhecer manifestamente o contexto filosdfico da época. Mas, em primeiro lugar, examinaremos na secdo

seguinte & imerprefacho instrumentalista,

5.3. As interpretacdes instrumentalistas

Existem interpretaghes do Programa de Hifbert que poderiamos resusmir assim: aceia a dicotomia
tedrico-observacional, os termos tedricos permitem obter, através das hipéteses nas quais aparecem,
“gonseqaéncias observacionais”, independentemnente de gue tipo de experiéncia se fale, independentemente de
se hé ou nio hi eliminacdio ou reduglio dos “termos tedricos”. Em qualquer caso, os axiomas da teoria de que
s& trate siio entendidos como instrumentos para deduzir conseqiiéncias observacionais,

Assimn, no case da aritmética, os termos teoricos viriam & ser, entre outros, os operadores ogicos, que
aparecem tanto nas leis Jogicas quanto nos axdomas da antmética, isto €, nas “hipOteses tedricas™. Tertamos
que adicionar também as téenicas de definighio. Entre os “termos observacionals” caberia indicar * + 7, % = =,
Nests interpretacio cabe perguntar-se se os enunciedos observacionals virlam a ser apenas os enunciados do
nacleo, que s3o os Gnicos passiveis de verificagfio imediata, ou se devemos também incluir proposicdes
finithrias gerals ou, na terminologia de Glaguinto, esquernas universais.

A primeira interpretacio instrumentalista da gual trataremos nesta seglio & exposta por C. Smorynskd em
seu artigo j& citado “Hilbert's Programme”. Smorynski toma comp ponio de partida a distingdo entre
“matematica propriamente dita” e metamatematica. A primeira - teoria de nimeros, andlise, teoria de

conjuntos- € abstrata, transfinita ¢ ndo tem nenhum conteido empirico; sua validade consiste apenas na sua
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ndo-contradiforiedade. A metamatematics é matematica intuitiva e contentual- estudo combinatdrio de signos ¢
suas combinecBes. A matematica propriamente dita ¢ substituida por um sistema formal com axiomas e regras
de inferéncia ¢ a consisténcia desse sistema formal deve ser provada metamatematicamente. Giaquinto, como
vemas, segue a Smorynski neste ponto, mas Smorynski insiste mais no carater instrumentalista da “matematica
propriamente dita”.

Para Smorynski, o estudo dos trabathos de Hilbert revela que so tardiamente vé-se com clareza que o
programa redunda na conservaglio, isto €, como vimos no capitulo anterior, muma versio do Programa de
Hilbert da seguinte natureza: Seja TT uma teoria ideal da aritmética, seja TF a teoria finitaria, seja A uma
proposicio finitdria geral. Entdo:

Se T1 deduz A, entdio TF deduz A

Como entre as formulas finitirias encontra-se aquela que expressa a consisténcia da teoria e ela é
indecidivel, para Smorynski o Pﬁmﬁm Teorema de Incompletude acaba com o Programa de Hilbert, Por
oposigio a Smorynski, Detlefsen rejeita esta aproximagio ac Programa de Hilbert via condicles de
conservagio. Ora, Detlefsen®'®, da mesma maneira que Smorynski, defende uma interpretagio do Programa
de Hilbert também instrumentalista, fundada na distingio epistemologica da €poca entre observaciona! e
tedrico, e paralelo com a disting8o enire proposigoes reais ¢ ideais.

Uma caracteristica, 80 nosso ver surpreendente, da interpretagio de Smorynski € justapor & interpretacio
instrumentalista a tese “Consisténcia implica existéncia”, inclusive nos anos 20. Acreditamos ter mostrado no
capitulo antenior, pelo contrario, que esta tese é abandonada no primeiro sentido que els tinka, isto é quea
prova de consisténcia de uma teoria que “envolvesse” o infinito provava a existéncia de dominios com infinitos
elementos (infinito aral). Aduzimos que tal mudanga resulta da visdo de Hilbert dos resuftados cientificos mais
significativos de inicio de século. Ora, se queremos conservar tal tese deveros recorre a2 um conceito de
existéncia diferente, isto ¢, existéncia de um certo tipo de conceito andlogos, nas palavras de Hilbert, as idéias

dz razdo kantiang.

218 Cfr. Detlefsen, M. “On an Alleged Refutation of Hifbert's Program Using Godel's First Incompleteness
Theorem".
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No entanto, segundo Smorynski, para Hilbert a consisténcia de uma teoria implica a existéncia dos
abjetos da teoria. Para Brouwer, por outro lado, os objetos sio construidos e uma teoria consistente, porém
falsa, ndo prova nentmma verdade. Sob estes supostos, segue um argumento de Brouwer que pretende mostrar
que da consisténcia da lei de terceiro excluido nio pode ser deduzida sua verdsde sem assumir de antemio a
verdade de uma afirmaciio equivalente, isto €, a Jei de dupla negagiio. Com efeito, para Brouwer trata-se de
deduzir da negaciio da negagio de terceiro excluido, que Brouwer aceits, 2 verdade de terceiro excluido.

A solugiio de Smorynski € conseqiiente com sua leitura instrumentalista. Hilbert n3o precisa provar que
os enunciados transfinitos como terceiro exchiido sio verdadeiros, senfio meramente consistentes, Isso é
suficienie para os fins de instrumento dedutivo. Mas acreditamos que tal resposta € conseqiiéncia também de
aceftar, sem aduzir provas, da permanéncia da tese “Consisténcia implica existéncia”. Em parte, por certo,
devido 3 uma certa tendéncia de Hilbert a aparentemente aceitar teses dos oponentes que nfio parecem
nieCessarias 4 sua proposta,

Com efeito, j& assinalamos que Hilbert, sem nenhum fundamento aparente, aceita que o uso de
quantificadores universais envolve uma “referéncia ao infinito (mual)”. Ora, também aparentemente aceita, sem
maior justifica¢io: a) por um lado, que o principio de terceiro excluide - na “idgica subjacente” - implica
“referéncia a0 infinito {gtual)”; b) pelo outro, que o mencionado principio & equivalente 8 resohsbilidade em
principio de todo problema matematico - uma afirmagio também de Brouwer.

Na verdade, sem o uso de principio de terceire excluido nio podemos resolver alguns problemas, o que
nfio equivale & que possamos resolvé-los todos. O ideal hilbertiano de complexio tebrica em principio conduz
entdo a aceitar terceiro excluido, via prova de consisiéncia. Mas do que se trata n&o ¢ de se existe ou nfo o
mfinito atual - coisa gue Hilbert nfo afirma nos escritos dos 20 ser resultado da prova de consisténcia - senfio
de se deve-se ou niio aceitar como método de prova tal principio, sem as implicaghes ontologicas que The sio
atribuidas.

A diferenge com o3 construtivistas, no caso da aritinética, deve-se entio procurar nas diferentes
conceppdes gnosiologicas e niic na ontologia, embora Brouwer queira levar a discussfio ao planc ontolbgico.

Justamente, 0 que resolve a prova de consisténcia € uma parte do problema: gue um conceito para ter sentido
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deve ser consistente. A outra parte, a justificagio serndntics, deve procurar-se por uma via independente, uma
vez que as teses “Consisténcia =implica existéncia” e “Sentido = existéncis” sio independizadas.

Seja como for, instrumental é para Smorynski a concepgiio hilbertiana da matematica, “uma cifncia
teorética abstrata sujeits a controle sumérico da mesma maneira que s fisica 6 uma ciéncia teorética abstrata
sjeitz a controle expcﬁmental”zig Smorynski atribui 2 Weyl esta concepgiio da matemética como cifncia
teorética 4 qual ele propric subscreve como “a Unica filosofia da matematica moderna, classica, infinitaria” ¢
onde “a matematica transfinita ¢ significativa apenas como meio de derivar, digamos, proposigies finitarias
gerais™0

A referéncia 2 Weyl € relevante, justamente no que diz respeito a0 suposto espirito filosdfico da época.
Mas, o que nfio destaca Smosynski € que essa declaragiio de Weyl, associada com sua conversio acs pontos de
vista de Hilbert, € vivenciada como um fracasso. O fracasso em questdo é o da fenomenologia, essa sim, direta
ou indiretamente, uma concep¢lo mais difundida para a época na Europa Central que o positivismo légico. Por
certo, a0 procurar em Weyl, e ndo em Bridgman ou o empirismo Wégico o backrownd filosofico do Programa
de Hilbert, 2 interpretagBo de Smorynski nio ¢ suscetivel, em principio, das criticas que enunciamos na segio
anterior.

Smorynski afirma que se trata de derivar por meio da maternitica transfinita as por ele chamadas
proposigbes finitirias gerais. Para Smorynski a distingéio fundamental nfio é a dicotomia proposiges ideais, por
um lade, ¢ proposigdes finitarias, pelo outro. Propde em lugar desta dicotomia uma tricotomia: proposigles
reais, proposihes finitArias gerais, proposigbes ideais. A primeira classe correspondem  aquelas gue
Caraterizamos comio pertencertes ac nicleo do ponto de vista finito. Seguindo a Smorynski, sio combinagdes
proposicionais de equacbes que envolvem ﬁ.mcﬁes primitivas recursivas € mumerais fixos. Portanto, sio
afirmaghes verificiveis por computacho direta da aritrética recursiva primitiva.

As proposiches da segunda classe so aquelas que nos caraterizamos como, embora finitarias, nfo
pertencendo ao nucleo. Sio afirmactes da forma "Para todo numeral 7, n + 1 = 1 + n". Com este suposto,

Smotynski enuncia o por que de incluir as proposigbes finitarias gerais como derivaveis tanto na teoria ideal

21 Smorynski, C. "Hilbert’s Programme”, p. 39.
220 fhid, p. 55.
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quanto na teoria finitaria. Os argumentos que interessam 20 OSSO proposito s5o os seguintes: i} nlio € possivel
considerar uma ciéncia que ndo proponbs leis universals, ii) a afirmaclo de consisténcia, que deve ser de-
monstrada finitaniamente, é uma proposicio finitaria geral.

Examinaremos 1) e ii) seguindo como fio condutor as criticas de M. Detlefsen. No que diz respeito a i), j4
¥imos que na versdo instrumentalista de Smorynski a matematica transfinita deviva nfio apenas os enunciados
gue ele chama reais sendo também os finitérios gerais. Em particular, a afirmagio de consisténcia ¢ uma
proposigio finitaria geral e, da sua ndo-conservagho, Smorynski deduz a impossibilidade de levar a cabo o
Programa de Hilbert, ja a partir de o Primeiro Teorema de Incompletude. Detlefsen, no entanto, objeta esta
+isd0 do Programa de Hilbert como um programa de conservagiio, mas para os nossos fins isto ¢ irrelevante,
na medida em que independentemente das conseqiiéncias atnbuidas ao Teorema de Godel, ambos intérprefes
consideram que 4 filosofia da matematica subjacente ao Programa de Hilbert € o instrumentalismo.

Org, em relagio 3 necessidade de introduzir o conceito de proposigio finitaria geral, Detlefsen objetz, em
primeiro lugar, os argumentos com os quais Smorynska pretende substituir 8 “velha dicotomia” pela “nova
tricotomia”. Especificamente, Detlefser opbe a dicotomia entre proposigbes reais e ideais 3 tricotomia
mroposta por Smorynski entre proposigbes reais, finitdrias gerais € ideais. Afirma Detlefsen que a distingdo
entre proposigdes reais e finitarias gerais, na verdade, corresponde a uma subdivisiio das proposigBes reais em
problemiticas ¢ nﬁo-prabiemétiéas, Neste ponto estamos inclinados a coincidir com Detlefsen em que se trata
de uma dicotomia.

(Nos falamos em proposicBes que pertencem ao niclen do ponto de vista finito ¢ proposigdes que,
embora finitdrias, nio pertencem a0 nucieo por ndo serem fechadas pelas operagbes Wgicas, com especial
referéncia & negagio. Corresponde a distingfio entre reais ¢ finitdrias perais de Smorynski por um fado ¢ 2
subdivisio nas reais de Detlefsen pelo outro. Nio falamos, por outra parte, se tal distingEo correspondia a uma
dicotomia fandamental ou a uma tricotomla fundamental )

Para Detlefsen, a distingiio entre matematica ideal e real espelha a distingfio entre observagio e teoria na
ciéncia natural. Da mesma maneira que nenhurma teoria cientifica pode admitir como conseqgiiéncias enunciados
cuja falsidade pode ser estabelecida por meios observacionais, nenhuma teoria ideal pode ter conseqiiéncias

cuja falsidade pode ser estabelecida por metos finitdrios, isto €, reais.
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Em primeiro lugar, cabe coincidir com Detlefsen que hi um argumento de Smorynski para aceitar como
parte de uma tncotomia os enunciados finitérios gerais que € incorreto: nfio é verdade que para Hilbert a
distinglo entre generalizagBes universais como significativas e generalizacdes existenciais (ndo limitadas) se
deve a que as primeiras so conjungbes infinitas & as segundas ndo. {Por certo, lembramos ao leitor que ndo
utiizamos esse argumento no capitulo anterior.) Como assinala Detlefsen, o bom senso ¢ suficiente para
entender que n#o pode argumentar-se que Hifbert viu as generalizagies finitarias como comuncdes infinitas,
POIs o conceito mesmo de “comjuncio infinita” € um paradigma de nio-finitariedade.

Para Detlefsen, os enunciados reais classificam-se em problemiticos e nic-problematicos. Uma
proposigo a qual nfio pode ser aplicada todas as operagdes da logica cléssica sem gerar uma proposicao nio
finitaria € uma proposigio problemitica Como Detlefsen assinala, ¢ assim procedemos no capitulo anterior, a
questdo das afirmagOes universais e existenciais deve ser tratada de maneira diferente.

For um lado, no que diz respeito as afirmacGes universais, as leis da logica cléssica proposicional -sendo
tercetro exchuido o caso mais significativo~ no se aplicam irrestritamente. Por outro lado, no que diz respeito
8s afinmag3es existenciais, elas implicam generalizagdes existenciais nio himitadas (via regra de generalizagiio
existencial no caloulo de predicados), como vimos no exemplo do teorema de existéncia de primos no capitulo
anterior. Mas, segundo Detlefsen, isto nfio implica separar as generalizagdes finitarias das generalizacdes
ideais.

O argumento de Detlefsen consiste em destacar, em primeiro lugar, que a diferenca entre enunciados
finitarios gerais e generalizacbes universais ideais nfio resulta apenas de que nas primeiras 2PEnas NUMerais ou
cutros termos finitariamente bem definidos podem substituir as varidveis e que nas iltimas admite-se
substituiggo por termos nfio-finitariamente bem definidos. No capitulo anterios, resgatamos esta diferenca entre
enunciados finitirios gerais e enunciados ideais, mas apontamos que devia considerar-se que fipo de
demonsiracdo fornecia-se de uma afirmagio para qualifica-la como finitiria ou ndo. Detlefsen indica qie o
critério fundamental € se uma formula aparece considerada como uma regra de um procedimento formal ou s¢
¢ considerado o contendo da proposicio expressada pela formula.

A questdo para Detlefsen € o que € que governa o uso de uma formula ou proposicio, isto &, se é 3 regra

de algum procedimento formal ou se ¢ a consideraghio do contelido da proposigo expressada peta formula O
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use de uma formula ideal nio estd guiado pelo conteddo que 2 formula, assumida alguma seméntica, pudesse
vir s expressar. Por outro ledo, o uso de uma formula finitéria esta guiado pela consideragio do conteddo da
proposicio que, interpretada finitariamente, a formuls expressa. Em resumo:

“Segue-se disso que o que determina se uma formula como “1 + x = x + 17 é finitaria ou ideal, spb um
especifico esquema de interpretagio, expressa uma proposigio finitaria ou uma proposigio-gsquema. Nio s as
substitiigbes para as varidveis da formula sdo restritas 4 classe dos termos finitariamente bem definidos. Mais
gerelmente, s¢ o uso da formula é governado pelas regras de um “procedimento de demonstragio” formal, ou
por consideragBes do comendo da proposigho que expressa 72!

Acreditamos que a critica de Detlefsen 2 Smorynski no que diz respeito aos pontos até agora tratados &
essenciaimente correta. Ora, Smorynski argurhenta que a introducio dos enunciados Finitarios gerais deve-se 2
fue toda ciéneia genuina deve ter leis. Para Detlefsen, ¢ coincidimos com ele, o essencial para a matematica
ni0 $%0 as leis contentuais senfo o uso de métodos ideais. Mas entendemos que Smorynski aponta a umg
questio relevante, aquela que diz respeito & concepgio de ciéncia de Hilbert. Com o que nio coincidimos €
com & pretendida fundamentacho instrumentalista seja a de Smorynski, seja a de Detlefsen.

Podemos aceitar que, do ponto de vista da metamatemitica, concebemos a matemética ideal como
constrita pela parte contentual num modo semelhante dquele pelo qual os dados observacionais constringem
uma feora empirica. Isto ¢ o mesmo que dizer que da mesma maneira que uma teoria empirica ngo pode ter
conseqliéncins observacionais falsas, a matemitica nfo pode conter enunciados falsos do ponto de vista do
conteido, Como subentendemos que contém os verdadeiros, entéio o problema reduz-se a provar consisténcia.

Mas para Detlefsen, como para Giaguinto € Smorynski, do que se trata, ¢ da matematica, e nio de um
expediente metodoldgico para provar consisténcia. Em particular, Detlefsen escreve:

“Hilbert parece haver visto as teorias cientificas naturais e a matematica ideal instrumentalmente 222

22} Detlefien, M., “On an Alleged Refutation of Hilbert's Program Using Godel's First Incompleteness
Theorem™, p. 355,
2% Deslefsen, M., “On an Alleged Refutation of Hilbert's Program Using Godel's First Incompleteness
Theorem™, p. 347,
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Ora, devemos destacar que tanto Giaquinto quanto Smorynski e Detlefsen citam, em apoio de sua
mtetpretacho instrumentalista, sempre o mesmo locus e, nos suspeitamos, o Unico. Apresentamos & citagio na
integra & continuagio, mas dividido em duas partes consecutivas, Escreve Hilbert -

“Este formula-game permite-nos expressar o inteiro pensamento-contendo da ciéncia matematica de
maneira uniforme ¢ desenvolvé-lo em tal modo que, a0 mesmo tempo, as interconexdes entre proposicbes
singulares e fatos chega & ser clara "223

O seguinte fragmenio € citado pelos trés autores, com uma ou outra alteragio:

“Fazer o tequerimento universal de que cads formula individual seja interpretavel por si propria € em
modo algum racional; pelo contrério, uma teoria pela sua verdadeira natureza ¢ tal que pio necessitamos cair
na intuigho ou significado no meio do argumento. © que o fisico demanda de uma teoria precisamente € que
proposighes particulares sejam derivadas de Jeis da nafureza ou hipdteses sé por inferéngias, daqui na base de
um puro formula-game, sem consideragbes estranbas sendo aduzidas. Apenas cerfas combinaghes e
conseqiincias de lets fisicas podem ser testadas por experimento -justamente como na minha teoria da prova
apenas proposiches reais sdio diretamente capazes de verificagiio” 224

Apos citada 2 passagem anterior Detlefsen escreve:

“Para Hilbert, entfio, as sentengas ideais niio tém qualquer stafus semintico ou justificativo genuino por
se proprio. Elas nfo expressam proposigbes, seniio que sio parte de um aparato formal calculatorio {o sistema
de demonstragdes ideais de derivagdes) cujo propésito ¢ a derivagiio conveniente ¢ eficiente de sentencas {a

saber, sentengas reais) que tém status semantico e epistémico. 225

223 Os fundementos da matemdtica, p. 305: “Dieses Formelspiel gestattet, den gesamten Gedankeninhalt der
mathematischen Wissenschaft einheitlich ansendriicken und derant 2zu entwickeln, dass zugleich  die
Zusammenhinge der einzelnen Sitze und Tatsachen deutlich werden.”

234 Cfr. Hilbert, D. Os fundamentos da matemdtica, p. 305; “Die Forderung, wonach dabei jede einzelne
Formel fiir sich allein deutbar sein sol, allgemein aufzustellen, ist keineswegs verninflig;, im Gegenteil
entspricht es dem Wesen einer Theorie, dass man in einer Entwickhung nicht notig hat, zwischendurch noch auf
die Anschauung oder Bedeutung zuriickzugreifen. Der Physiker verdangt gerade von einer Theorie, dass ohme
Heranziehung anderweitiger Bedingungen aus den Naturgesetzen oder Hypothesen die besonderen Sitze aliein
durch Schliisse, also auf Grund eines reinen Formelspiele, abgeleitet werden Nur gewisse Kombinationen und
Folgerungen der physikalischen Gesetze kénnen durch das Experiment kontrolliert werden -so wie in meiner
Beweistheorie nur die realen Aussagen unmittelbar einer Verifikation fihig sind.”

2% Detlefsen, M. “On an Alleged Refination of Hilbert's Program Using Godel's First Incompleteness
Theorem”, p. 347,
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Smorynski, como vimos, relaciona o instrumentalismo de Hilbert via Weyl, Para Weyl, segundo
Smorynski, uma ciéncia teorética € uma ciéncia instrumentalmente concebida:

“Weyl assinalou que Hilbert estava propondo uma reinterpretagio radical do significado da matematica,
com efeito - embora Weyl ndo diz isso explicitamente - tormando o assunto nurma ciéneia tedretica 226

Giaguinto relaciona a passagem com o retorno ao empirismo:

“os unicos fatos s8o fatos observéveis, as teorias da fisica que incorporam alusdes ao que nio pode ser
observado slo simplesmente instrumentos mais ou menos eficazes para guiar a escolha e desenho de
experimentos e deduzir hipbteses testaveis. A visio de Hilbert de sua teoria da prova estava em todo com essa
filosofia ¢ ele estava ciente do paralelismo entre instrumentalismo em fisica e sua propria visso.”%27

Insistimos, apenas uma passagem e muita inferéncia sem justificar, conduzem estes autores a postular o
instrumentalismo como tese filosdfica substantiva acerca da matematica e niflo, como pensamos nos, COMO tese
metpdologica em fungdo dos objetivos da metamatematica ou teoria da prova. E esta a ninica interpretagdo que
admite & passagem? Achamos que nEo. Resiste esta interpretacio instrumentalista uma anjlise da visio
explicita que Hilbert tem da ciéncia natural. Achamos também que niio.

Smoryaski diz-nos que Weyl n3o diz, numa palesira em defesa do intuicionismo, que Hilbert era um
pouco injusto com Brouwer quando afirma que é irracional requerer universalmente que uma teoria necessita
cair pa intuigio no meio de um argumento. Injusto com Brouwer? A frase estd dingida precisamente a Weyl -¢
note-se, por certo, o matiz cartesiano da passagem- quem escreve em O continuo.

“INa céncid, aquilo que se pode demonstirar ndic deve ser aceito sem demonstragio; assim comega o
famoso ensaio de Dedekind (Was sind und was sollen die Zahlen?), Esta afirmacio, que & certamente
caracteristica do modo de pensar da maior parfe dos matematicos, exprime todavia um principio eryéneo.
{lomo se aquele /sublinhado nosso/ complexo de raciocinios pudesse, na sun mediatez produzir qualquer
“crenga”, sem que oS assegurdssemos da correciio de todo e qualquer passo mma intuicdo imediatat™ 8

Aguilo enido que tem primaniamente em mente Hilbert € uma critica ao intuicionismo, e parece-nos que a

ultima passagen mosira que especificamente wma critica a Weyl. Ora, esta ciente Hilbert de um parajelismo

226 Smorynski, C. “Hilbert's Programme”, p. 44.
227 {Giaguinto, M., “Hilbert's Philosophy of Mathematics™, p. 126.
228 Citado in Silva, 1], Sobre o predicativismo de Hermann Weyl, p. 88.
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entre insirumentalismo em fisica e instrumentalismo na matemitica? Hifbert estd discutindo na passagem a
gritica, que ele entende provém de Brouwey, de que a matematica degenera num jogo. Na verdade, ele aceita o
termo formulg-game, mas procura uma, digamos, mversdo de valoracio: o Jormula-game permite-nos
expressar a matematica de uma maneira uniforme que revela interconexdes entre sentengas individuais e fatos,

Mas, do que estamos falando € de expressar & matematica: a teoria de niimeros, a analise, a teoria de
conjuntos. Concluida a comparagio com a fisica - voltaremos enseguida - diz-nos que, da mesma maneira que
na fisica apenas alguns enunciados podem ser testados por observagio, ne swa feoria da prova apenas
enunciados reais sdo diretamente suscetiveis de verificacio. O que quer dizer na sua feoria da prova? Nio
estamos falando da teona de mimeros, da andlise, da teoria de conjuntos?

Em Sobre o infinito, apresenta como uma espécie de hierarquia a seqincia seguinte: primeiro, os
erunciados do nacleo {reais nfio problematicos); depois, os que niio pertencem ao nicleo (reals problematicos);
finalmente, os enunciados ideais, cuja introduglo tem como conseqiiéncia que as leis Iogicas classicas tenham
validade irrestrita. Enquanto que os enunciados ideais ndo expressam afirmagGes finitérias, nfio significam nada.
Nio podemos aplicar comtentualmente as leis iogicas como aos emunciados finitdrios. A légica torne-se
problematica: ¢ necessario formalizar as operagGes 10gicas e as provas matematicas. Depois de formalizada a
logica, notadamente apemas os axiomas logicos do calculo de predicados sio gualificados de axiomas
iransiinitos. Em continuacio introduzem-se os axiomas de Peano. Escreve Hilbert entdo:

“Podemos realizar, de esta maneira, nossa teoria da prova, e construir o sistema de formalas
demonstraveis, isto €, a ciéncia matematica, 429

O que quer dizer imio? Que com este modo de entender as ooisas podemos proceder a provar a
consisténcia. Achamos emzo gue retrata-se formalmente um processo que corresponde a “evolugdo” de uma
teoria matematica, um processo de abstrag@o crescente, que devemos fundamentar via prova de consisténcia. A
unica Instdncia infersubjenva & qual podemos recorrer € a percepgio, portanio, entenderemos para os fins da
teoria da prova gue s¢ enunciados finitarios s8o significativos. Devemos entender também que os que ndo sio

significativos do ponto de vista finito, simplesmente carecem de significado, exceto o dito instrumental?

139 Sobre o infinito, p. 286 “Auf diese Weise sind wir imstande, unsere Beweistheorie durchzufithren und das
System der beweisbaren Formeln, d.h. die mathematische ‘Wissenschafl aufzubauen.”
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Como vimos, os intérpretes assim o afirmam. Como Hilbert afirma que apenas enunciados singulares sdo
testaveis como conseqiiéncia das leis fisicas, assim para a aritmética sfio testdvels sejam os reals nio-
probleméticos, sejam os reais problematicos. £ como Hilbert é insirumentalista (premissa, ndo conciusio)
entdo estd dizendo que na matematica temos instrumentos cuja tnica fungio (com notas pragméticas) é deduzir
enunciados com significado, da mesma maneira que na fisica ele pensa, porgue & instrumentalista (premissa,
nic sonclusio), que as hipoteses tedricas sBo insfrumentos que usamos para simpiesmente deduzir
congeqiiéncias observacionais,

Ora, acreditamos que € “sadia douwtring instromentalista” que o cariter instrumental dos conceitos
tedticos implica que carece de sentido afirmar, por exemplo, “Os elétrons existern”. Sim, por certo, porgue
“glétron” ¢ um instrumento para manipular convenienternente a experiéncia, incluido nas hipdteses tedricas,
relacionadc com o observavel via regras de correspondéncia ou definicbes operacionais ou definighes
coordenativas ou oragbes redutivas, segundo a preferéncia terminolégica, e ndo um objeto de, digamos, a
reafidade.

Na verdade, n8o se trata apenas de terminologia, pois dependendo guaf teoria empirista do significado,
refietida na terminologia escolbida, conduz sutomaticamente a atribuir significado sos enunciados ideais que a
mterpretagio instrumentslista afirma simplesmente n@o ter. Por exemplo, que tivesse consegiiéneias
observacionais poderia ser condigio de significacdo empirica. Mais ainda, a palavra “realidade” € suspeita,
assim como a relaciio entre “sentengas” e “fatos”. Lembremos o “solipsismo” de Bridgman, o “solipsismo
metodolégico™ de Carnap, lembremos também que a concepgio de “enunciado protocolar” de Neurath conduz
2 uma teoria coerentista da verdade, etc.

QOra, analisemos o “instramentalismo” de Hitbert em fisica. Escreve Hilbert:

“E sabido que 2 matéria esta composta de pequenos blocos, os diomos, e que da combinagio ¢ unifo
destes se produz tuda a diversidade da matéria microsedpica. 230

A matériz € composta por atomos? Lopo, os dtomos existem? O instrumentalista respondera que, nio

habitsado ao modoe formal de falar, ests falando ne medo material. Mas, na verdade, o que diz ¢ que temos um

BY Sobre o infinito, p. 266. “Bekanntlich ist alle Materie aus kleinen Bausteinen, den Atomen
susammengesetzt, durch derenr Kombination und Verbindung die ganze Mannigfaltigheit der makroskopischen
Stoffe entsteht”

153



instrumento conceptual “dtomo” e ¢ argumento continua nas linhas ja vistas, Lamentaveimente, a confusio
entre modo formal e material de falar continua:

“a eletricidade era considerada como um fluido (...) agora também se provou que esta composta de um
macleo positivo e elétrons negativos ™23

A matéria esta composta de dtomos, a eletricidade esti composta de elétrons. Escreve Hilbert:

“Além da matéria ¢ da eletricidade hd ainda na fisica outra entidade real, para a qual vale a lei de
conservaggo, a saber, a energia. Como foi estabelecido na atualidade, agora nem 2 energia mesma permite a
divisibilidade mfinita de maneira absoluta e ilimitada; Planck descobriu os quania de energia ?232

Dificilmente podemos falar agui de instrumentalismo ou de uma confusic enire o modo formal
{adequado) e o modo material (inadequado) de falar. Matéria, eletricidade e energia s@o entidades reais
compostas por outras entidades reais, atomos, elétrons e quantas: “em qualquer campo em que os métodos da
fisica tem sido suficientemente refinados, nos topamos com um limite & divisibilidade, gue /nossos grifos/ ndo
baseia-se na imsuficiéncia da investigacdo, sendo na natureza da coisa ™23

Simplesmente, esta posicio nio € nem pode, sob penhum conceito minimamente consistente de
instrumentalismo, ser assim qualificada. Se o leitor ainda tem dinvidas, citemos o instrumentalista Bridgran,
referindo-se as “coisas™

“Nés nfio temos experiéncia direta de coisas; pois as coisas sio apenas elaboragBes nossas, cuja fungiio é
expressar 2 semelhanca entre aspectos de nossa experiéncia atual imediata € aspectos de nossa experiéncia
passada 3%

Acreditamos que esta maneira de ver estes problemas delata, com efeito, um instrumentalismo

conseqiiente. Ora, nada mais diferente do que a postura de Hilbert, que examinamos no capitulo anterior, como

23 Ihid | p. 266: “Wahrend bis dahin die Elektrizitat als ein Fluidum galt und das Vorbild eines kontinuierlich
wirkenden Agens war, so erwies sich, jetzt auch sie aufgebaut aus positiven Kemen und negativen
Elcktronen”

232 Ihid., p. 266 “Ausser Materie und Elektrizitat gibt es in der Physik noch ein anderes Reales, firr das
ebenfalls das Gesetz der Erhaltung gilt, namlich die Energie. Nun, selbst die Energie lisst, wie heute feststeth,
die unendliche Zertetlung nicht schlecthin und uneingeshrinkt zu; Planck entdeckte die Energiequanten”

233 Ihid., p. 265: “Aber Uberall, wo man die Methoden der Forschung in der Physik der Materie gentigend
verfeinerte, stiess man auf Grenzen fiir die Teilbarkeit, die nicht an der Unzulanglichkeit unserer Versuche,
sondern in der Natur der Sache lisgen ™

234 Bridgman, P.W. La naturaleza de la teoria fisica, p. 49.
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precondiches para a logica: objetos concretos extra-iogicos dados na vivéncia imediata, anferior a todo
pensgmenio, objetos dados em todas suas partes, suas diferengas, sua seriaggo reciproca. E Hilbert salienta:

“Esta € a concepglo filosofica fundamental que eu tenho como exigéncia tanto para a matematica como
inossos grifos/ em geral para todo pensamento, compreenséio e comunicagdo cientificos. 23S

As citagOes poderiam multiplicar-se, mas niio acreditamos que seja necessario. E absolutamente evidente
4ue isto niio € instrumentalismo em nenfum sentido conceptualmente legitimo da noglio. Dai, a premissa das
interpretagOes imstrumentalistas ser falsa. Todas elas supdem, numa ou outra variante, um instrumentalismo em
relagfio & fisica que Hilbert dista de possuir. Na verdade, € o extremo oposto. E a razio deste na verdade anfi-
instrumentalismo € para n6s muito simples: o instrumentalismo ¢ para Hilbert subjetivismo. Na seguinte seglio
gsquemmaticanmenie mostraremos que o tipo de discussiio filosbfica mais difindida na época envolve esta

questiio de forma tal que, para Hilbert, irracionalidade e subjetivismo aparecem relacionados.

5.4. Algumas observacoes sobre o contexto historico

Examinamos nas (lfimas seqlies mierpretagdes do Programa de Hibert que repousam de maneira
implicita, da nossa perspectiva, de uma visdo distorcida do pericde filoséfico de entre-guerra. Nessa visiio,
atnbul-s¢ a0 positivismo 16gico e posigdes relacionadas mais ou menos estreitamente uma preeminéncia no
guadro filosofico europen gue dista da verdade histérica de forma gritante.

Assim, lemos em Giaquinto que a confianga de Hilbert na realizabilidade do seu programa esta fundada
no “apogen do positivismo no periodo”™36 | que seu programa “era contemporineo do apogeu do empirismo
ma filosofia da ciéneia™®37 | que se tratava de “uma perspectiva que era amplamente aceita na comunidade
cientifica de seu tempo™??8 . Detlefsen, embora nfo indique influéncias especificas de tipo empirista, ainda que
seu enfoque geral assim as supunha, afirma que Hifbert “parece ver tanto a ¢idneia natural guanto a matematica

instrumentalmente "23%

235 Sobre o infinito, p. 275 “Dies ist die philosophische Grundeinstellung, die ich fiir die Mathematik wie
fiberhaupt zu allem wissenschaftlichen Denken, Verstehen und Mitteilen fitr erfordertich halte und ohne die eine
geistige Betatigung gar nicht moglich ist.”

I3 Giaquinto, M. “Hilbert's Philosophy of Mathematics”, p. 119

37 1bid , p. 126.

238 rhid  p. 127

39 Detlefsen, M. “On an Alleged Refutation of Hilbert's Program Using Godel's First Incompleteness
Theorem™, p. 343,
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Ora, neste quadro do espirito filoséfico da época ha algo errado. Com efeito, no caso que diz
especificamente ao positivismo logico € um fato suficientemente conhecido. Se pensamos, como Abrusci, na
fenomenologia, sio muito mais representativas do espirito filosdfico da. época - da época em geral- as
derivagdes de cunho existencialista, que careciam, para dizer o minimo, das preocupagbes gnosiologicas de
Hussserl.

Estes fatos sho suficientemente conhecidos para quaiquer pessoa que tenha estudado historia da filosofia,
sem confundir & importdncia historica atribuida a certos movimentos filosoficos - atribuigho feita em geral a
posterior] - com a relevincia, medida em termos de difius8o, para a época. Mas estas consideragBes ndo sfo
suficientes, sem dirvida, para o nosso proposito: othar a concepgio hilbertiana da matematica de um prisma
diferente dacuele de sua associagio com o positivismo 16gico e semethantes.

No entanto, a leitura de um artigo de P. Forman?¥ | lejtura realizada no periodo de conclusio deste
trabatho, permite-nos, em alguma medida, confirmar nosso ponte de vista €, simultaneamente, abrir novas
perspectivas. Ndo precisamos, por certo, subscrever a tese central do artigo mencionado: a influéncia do “meio
ambiente” na aparicio da mecinica quantica entre 1918 e 1927. O que nos interessa é a descricfio, fartamente
documentada, em relagio as atitudes dos fisicos em torno do problema da cansalidade gue, por razdes que
logo veremos, interessam da perspectiva da flosofia da matemitica.

Forman resume, baseado nas contribuigdes de historiadores do periode, o quadro geral do mundo
intelectual da Repiblica de Weimar nos termos seguintes: “rejeicio da razio como instrumento
epistemoldgico, por ser inseparavel do positivismo-mecanicismo-materalismo e, sendo fundamentalmente
desintegradora, por ser incapaz de satisfazer & “fome de completude”, glorificacio da “vida™, da infuicio, da
expeniéncia nio mediada e ndo analisada, com a apreensdo imediata de valores, e nfio a dissecciio de nexos caii-
sais "4

A expressao filosofica correspondente 2 (liima descrigio - um tanto verborragica mas adequada - a
encontra Forman naquilo que denomina “flosefia da vida”. Citando Th. Litt, a “filosofia da vida™ niio se

carateriza fanto por ser uma escola ou um sisterna determinado senfo em termos daquilo ao qual se opunha:

A0 Cfr. Forman, P. “A Cultura de Weimar, a Causalidade e a Teoria Quéntica, 1918-1927".
#1 In P Forman.Op. eit., p. 16.
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“Por um lado, {...} o mecanismo ¢ o determinismo da explicagio causal, gue caleula tudo de antemfio, toma
tudo compardvel, a tudo dissolve em elementos -por outro lado, {.) o racionalismo e formalismo de uma
sistematizagio ogica que deduz tudo, classifica tudo, submete tudo & conceitos.”242

Ora, podemos confirmar por uma via independente esse “espirito da época” no campo das matematicas &
da fisica e relaciond-lo com o pensamento de Hilbert. Mas previamente precisamos uma citagio de um outro
representante da por Forman chamada “filosofia da vida™, E. Spengier, cuje lvro classico sintomaticamente
chama-se 4 decadéncia de Ocidente. Escreve Spengler:

“Para quem as empregue instintivamente, as palavras “tempo” ¢ “destino”™ tocam a propria vida em sua
profundeza maior -a vida como um todo, que nfio deve ser separada da experiéncia vivida. Por outro lado, a fi-
sica, & vazfio, precisam separa-las. O experiencialmente vivido em st mesmo, divorclado do ato vivo de
observador e transformado em obieto, morto, inorgénico, rigido, ¢ a Natureza como mecanismo, ou seja, algo
a ser exaurido matematicamente {...) Esse é 0 eterno embaraco de toda a fisica como expressio de uma alma.
Toda 2 fisica consiste na abordagem do problema do movimento, sobre o qual repousa o problema da propria
vida, nfio como se algum dia pudesse ser resolvido, mas mesmo apesar de ser insolivel "243

A citago nos € util, por um lado, para reconhecer certas palavras chaves e temas gue reiteram os das
citaghes antenores: exaltacio da vida, do tempo, do movimento por aposicio a fisica, a matemética, a causa-
lidade, 2 razfio. Ora, na Segiio 5.2. examinamos as idéias de Hilbert em contraponto com o pensamento de
Bridgmsn. Podemos encontrar em Bridgman a mesma oposi¢ic assinalada Spengler, sé que com um espiritc
inteiramente diferente, no sentido de wm tipico “otimismo” anglosaxon face ao “mevitével™.

() exame das idéias de Bridgman em relaco a esta oposigEo nos permitird agora mostrar um aspecto das
concepedes de Bridgman que diferem de Hilbernd de maneira muiio significativa, aspecto gue diz respeito
também & questdo que tratamos na seglo amerior em relagio a0 instrumentalismo. Tratando da questdo da
experiéncia e da inguagem, escreve Bridgman:

“Lhma distinglio radical entre a experifncia e & linguagem surge do fato de que este Ultimo separz do

marco vivenie da realidade pequenos feixes e os "congela™ e, ao fazé.lo, origina algo muito distinto da

242 1n Forman, Op. cit. p. 18,
243 InP. Forman Op. cit, P31,
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experiéncia. embora seja isso muito Gtll. Isto significa que entre a linguagem e a anividade, propriedade
fundamental da expenéncia, existe um divorcio absoluto,”24

Em relagdo a0 pensamento ¢ & experiéncia escreve:

“Esta separagiic da experiéncia total em pequencs elementos suscetiveis de serem reconhecidos parece-
me a ferramenta primordial do pensamento verbal auto-consciente, seja que chegue on niic 4 etapa verbal na
qual os feixes de elementos podem serem associados a um substantivo, um verbo ou outra fungiio gramatical.
Deste ponto de vista, o pensamente mesmo nio pode ter a mesma estrutura gue a experiéncia, ¢ ndo devemos
esperar que dita stividade da mente tenha completo &xito a0 encarar todos os aspectos da mesma 7243

O aspecto instrumental atribuido 2 linguagem ¢ o pensamento deriva, como vemos, de uma analise da
experiéncia na qual a “realidade”™ nos aparece. As notas gue Bridgman atribui 4 experiéncia direta sio:

“Em primeiro lugar, a experiéncia direta apenas abarca o que se acha na minha consciéncia: impressbes
sensoriais de diversas classes e varias espé;ies de fendmenos mentais e absolutamente nada mais. No material
confido na experiéncia direta distingo porgbes do mesmo que descrevo como externas 8 mim mesmo € porgdes
que me fazem dizer que se trata de experi€ncia interna, "4

Imperta eptdo destacar no caso da experiéncia “gue se trata de algo dindmico e nfio estatico, & dizer, de
algo em fluxo contimio™?*7 . Resumindo, podemos dizer que no comtinue da experiéncia distinguimos algo
externo ¢ intemo ¢, no que diz respeito ao externo, os obijetos sio uma eloboragdo nossa, separando no
continuo  "pequenos feixes”. Podemos ler “spenglerianamente” a descrigio de Bridgman como uma
“confissfio™ face 4 experiéneia, o pensamento € a hnguagem e, como caso particular, a fisica, realiza uma
separagdo; €ssa experiéncia € “congelada™ € transformada em objeto a ser “exaundo matematicamente”.
Portanto, parece-nos suficientemente claro que o ponto de partida, isto é a andlise da experiéncia, €
absolutamente diferente em Hilbert e Bndgman. Com efeito, para Hilbert os objeios sdo dados, anteriores ao
pensamento, Junto com propriedades que podemos decidir se os objetos as possuem ou ndo. Tudo isto

emendido como precondigdes do conhecimento racional.

44 Bridgman, P. W. La naturaleza de la teorfa fisica, p. 55-56.
25 1hid. p. 58.
246 Thid p. 42.
M7 Ihid,, p. 44.
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Em relaclio & matematica, podemnos ler a seguinte passagem de Weyl como uma tentativa de conciliar -a
través do intuicionismo- 0s opostos “experiéncia-matemética” Lemos em Weyl que o objetivo de seu bivro O
continuo €

“compreender matematicamente, segundo o seu contendo formulivel em conhecimento “exato”, a
continuidade dada para n6s numa intaigho imediata (em particular no tempo que fhy e no movimento) 248

Observemos as “concidéncias formais” que existem entre Spengler, Bridgman e Weyl, mesmo tratando-
se de assuntos muito diferentes ¢ posturas também muito diferentes. Em todos 05 casos temos algum tipo de
experiéneia cuja relagio com a linguagem em geral, e o formalismo matematico em particular, é problematica,
Em Bridgman ¢ Weyl {ou Brouwer) encontramos, ainda que a partir de posighes manifestamente diferentes,
uma coincidéncia em relagiio as leis logicas cléssicas como inadequadas face & essa experiéncia e, portanto,
injustificaveis. Em Hilbert, pelo contririo, vimos gue a experiéncia perceptual é discreta e, ainda fue do ponto
de vista finito as leis iogicas clissicas sejam carentes de significado, nem por isso 3o injustificaveis. Em geral
lidas “spenglerianamente”, as teses de Hilbert representariam, nas palavras de Liti citadas acima “o
racionalismo e o formalismo de uma sistematizaclio 16gica que deduz tudo, classifica tudo, submete tudo a
conceitos.”

Ora, na citagho de Spengler acima fazem também aparigio temas da filosofia de Bergson, outro
representante da “filosofia da vida” para Forman. Em relagio 4 matematica, independentemente dos autores
citados por Forman, lemos, por exemplo, que J. Ulimo descreve 2 filosofia de Bergson como uma revolugio no
campo filosofico, cujas conseqiiéncias para & matematica sio assim caraterizadas: “Ficou assim em evidéncia
que 0 crédito das mateméticas quebrantou-se por este inversdo da perspectiva filosofica.(_..) todos estavam de
acordo que eram 2 grande obra da razlio humana, sua manifestagio mais perfeita ¢ a ferramenta escolbida.
Desprezar a ferramenta era bumilhar o operério. Também a razio foi proclamada impotente por toda uma
escola Pretendeu-se primeiro antepor-lhe a intuigo, depois o instinto, logo muitas outras coisas.”249

O tema do trabalho de Forman € a fisica ¢ poderiam se repetir citagdes de fisicos destacados de teor

semethante s criticadas por Ulimo em relaglio & matematica, pouco importando para os nossos fins se tais

4% 1n Silva, 1. da, Op. cit, p. 80.

239 Ulimo, J. "Las matematicas, son por naturaleza impotentes para explicar &f devenir real?”, pp. 392-393 In.
F. Le Lionnais et alis. Las grandes corrigntes del pensamiento matematico.

159



declaragbes tinham por objetivo adequar-se 2 um ambiente intelectual hostil ou so manifestagdes, digamos,
honestas, Em relagio & fisica, o que niio cabe divida € que, em perspectiva Wistorica, a discussiio que enfrentou
o8 fisicos entre causalistas e ndo-causalistas, entre leis deterministas e estatisticas, era vista em termos mais
genéricos como a oposigho entre razio e algum outro tipo de experiéncia, chame-se ela como se chame,
inacessivel 4 primeisa,

Ora, Forman informa-nos que entre a abundante bibliografia consultada s0 conhece dos apelages
decididas em favor do primeiro termo da mencionada oposiglio, pefo sew cardier excepcional. Uma delas
corresponde a Hilbert, na }& mencionada conferencia Conhecimento da natureza e logica:

“Quem experimente a verdade dessas formas generosas de pensar e de conceber o mundo que se reflete
nessas palavras de Jacobi néo sucumbe a0 ceticismo reacionario e infrutifero; nfic acreditars nos que hoje, com
pretenséo filosdfica e tom superior, profetizam a decadéncia da cultura ¢ nfio caird no ignorabiraus’, 430

informa-nos também Forman que H. Weyl, comentando esta sentenca diz: “nossos contempor&neos nio
gostam de ouvir esse tipo de coisas; véem nela racionalismo estreito ou presungBo humana e, com um torrente
de palavras confusas, apelam 4 'vida', ou & 'verdade existencial' mais profunda, ou & 'finitude' do homem para
justificar o repudio a raziio."23! . (Por certo, palavras confusas semelhantes podem ler-se no préprio Weyl, sem
& repadio a razdo )

Dra, impossivel n3o ler na citagio de Hilbert, embora o tom possa-nos parecer hoje um tanto anacrdnico
¢ ingénuo, uma referéncia a Spengler. Em primeiro hugar, porque em Spengler encontramos esse tom profético
superior que anuncia a decadéncia da cultura, a0 qual se refere Hilbert. Em segundo lugar, porgue
Conhecimenio da nofureza ¢ logica apresenia uma tese de continuidade no desenvolvimento da fisica, que
Spengler nega ao falar de uma fisica apolinea classica inconmensuravel com a fisica fadstica contemporanea.
Em terceiro lugar, pela énfase de Hilbert em ressaltar as descobertas cientificas de seu periodo, énfase

contraposta ac quadre de decadéncia cieniifica que Spengler pinta.

B0 Conhecimemo da notureza e logica, p. 387, “Wer die Warheit der grossziigigen Denkweise und
Weltanschauung, die aus diesen Worten JACOBIS hervorleuchtet, empfindet, der verfillt nicht
rickschrittlicher und unfruchtbarer Zweifelsucht; der wird nicht denen glauben, die heute mit philosophischer
Miene und Gberlegenem Tone den Kulreruntergang prophezein und sich in dem Ignorabimus gefallen ™

231 Citado in P. Forman. Op. cit., p. 37.
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Uma confirmacio adicional 4 nossa conjectura g encontramos na inusitada afirmaciio de Hilbert que
vimos na Se¢lio 5.1 sobre a existéncia para Hilbert de residuos antropomérficos na teoria kantiana do a priori.
Justamente, Spengler critica a Kant por haver pretendido “eliminar residuos antropomérficos”, operagio para
Spengler impossivel, na medida em que a ciéncia € expressiio de formas historicas - leia-se: inevitavelmente
antropomorficas - que seguem um curso semelhante ao dos organismos. Pelo contrario, para Hilbert podemos
desprender-nos desses residuos antropomoérficos que existem em Kant, restande como a priori aquilo que
subjaz a0 conhecimente puro matematico: “Na teoria kantiana do a priori ainda ficam residuos
antropomoriicos, dos quais deve hberar-se e, depols de termos despreendido deles, ficar s6 agueles que
pertecem aguele ponto de vista gue subjaz ao conhecimento puro matematico: trata-se, em esséncia, do ponto
de vista finito, caraterizado por mim em diferentes artigos 7252

Se lembramos que no “assalto” 4 racionatidade gue carateriza o periodo a2 matematica e seu formalismo
apareciam como uma das mAximas expressdes dessa racionalidade contestada, entdo entendemos como uma
toma de posigio contrana de Hilbert quando escreve:

“*0 instromento gue faz a mediagio entre a teoria e a praxe, entre pensamento ¢ observagdo, € &
matemética; ela edifica as pontes que as unem e as forma de maneira cada vez mais forte. Disto provém que a
totalidade de nossa cultura contempordnes, enquanto ela descansa sobre a penetragio conceptual € o uso da
natureza, encontre seu fundamento na matematica,”2%2

(ra, impossivel também nfo ler uma critica em dois Tfrontes: por um lado, a0 movimento intuicionista e
sua reigiclo, via os Bmites da intuiclo, & métodos matematicos; por outro, aos fisicos nfo-cansalistas, que

entendiam haver limites para o conhecimento do mundo: “WNao ha ‘ignorabimus’ para o matematico e, em minha

52 phtbert, D. Conhecimento da natureza ¢ logica, p. 385: “In der Kantschen Aprion-Theorle sind noch
angrhopomorphe Schiaken enthalien, von denen sig befreit werden muss und nach deren Entfernung nur
diejenige apriorische Einstellung iibrigbleibt, die auch der rein mathematischen Erkenntnis zugrunde liegt: es ist
im wesentlichen die von mir verschiedenen Abhandlungen charakterisierte finite Finsteflung.”

233 Ihid | p. 385 “Das Instrument, welches die Vermittlung bewirkt zwischen Theorie und Praxis, zwischen
Dienken und Beobachten, ist die Mathematik, sie baut die verbindende Bricke und gestaltet sie immer
tragfahiger. Daher kommt es, dass unsere ganze gegenwirtige Kultur, soweit sie auf der geistigen
Durchdringung und Diensbarmachung der Natur beruth, ibre Grundlage in der Mathematik findet ”
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opinido, iguaimente nfio o ha para a ciéncia natural "?* O proprioc Weyl, podemos acrescentar, reunia
precisamente as notas de intuicionista ¢ nfio-causalista.

Nio ¢, portanto, o contexto de um suposto positivismo ou empirismo “amplamente aceito pela
comunidade cientifica da época” o que devemos procurar em Hilbert, senfio uma particular Fesposta por
oposiclo a certas posigbes entendidas por Hilbert como subjetivistas, céticas, relativistas. Em soma, notas que
para Hilbert caraterizam a irracionalidade. Essa apelagiio de Hilbert 4 racionalidade pode hoje parecer um tanto
caricaturesca, mas tilvez devem também ser historicamente situadas ¢ entfio eventualmente olhadas mais favo-
ravelmente.

Seja como for, pode-s¢ insisiir que o5 pontos de vista defendidos por Hilbert sio conseqientes com o
positivismo {logico ou nio). Neste caso, no mimimo, deveriz especificar-se 0 como de tal influéncia, o qual nio
parece tarefa nada facil Mais prometedor, no emtanto, parece ser examinar o problema da perspectiva
implicitamente sugerida acima. Tal perspectiva parece-nos adiantada por A d'Abro, que inclui no sen fivro
sobre a histbria da mecénica quiintica um capitulo sobre as controvérsias em torno dos fundamentos da
matemitica, fivio 20 qual no conseguimos aceder, mas do qual temos uma referéncia em Forman Escreve
d'Abro:

“Pode até ser dito que a fisica modermna estd testemunhandoc a mesma crise que estivemos discutindo na
matematica: ps tefricos quéinticos ocupam a posigie dos intuicionistas, enquanto gue Finstein e Planck
assumem a dos formalistas. 2>

Por certo, Hilbert encontra-se decididamente entre os causalistas, como o testemunha 2 seguinte
passagem que basicamente € uma declaragio de principios:

“Salientamos, ento, a existéncia na ciéncia atual de um ponto de vista que sobressai amplamente sobre
as antigas perguntas e antigos objetivos de nossa cifncia: € o caso que a ciéncia atual nio apenas nos ensing a

determinar, no sentido da meclnica clissica, os movimentos futuros e fendmenos esperados a partir dos dados

234 Ibid., p. 387 “Fir den Mathematiker gibt es kein Ignorabimus, und meiner Meinung nach auf fiir die
Waturwissenschafl Gberhaupt nicht.”
235 Citado in P. Forman. Op. cit., pp. 66-67.
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do presente, senfio que também mostra gue a composiglo presente da matéria sobre a terra € no universo nio ¢
aleatdria ou arbitraria, sendo que se segue de acordo com leis fisicas 7256

Ora, 580 pretendemos negar aqui € ali matizes de tipo empirista ou operacionalista, porque também os
podemos encontrar em posicBes tio diferentes quanto as de um Einstein ou um Heisemberg, O que sim nos
parece € que esse instrumentalismo ou operacionalismo no deve ser entendido numa formulagio extrema que
mphgue reconhecer para 0s enunciados fundamentais de uma teoria um papel de natureza puramente dedutiva,
sem nenhum contendo seméntico, ainda que para os fins da metamatemética seja suficiente considerar uma
tgoria materafitica & maneira instrumentalista.

Por certo, também ndio pretendemos que a esquematica apresentagio historica que desenvolvemos nesta
secR0 seja um argumento conira imterpretaches de tal natureza instruymentalista. Trata-se, outrossim, de
progeder como face aquele desesho em que se viem ou duas caras confronies ou uma taga. Nioc hi
argumentos para provar gue hé duas caras confrontes € ndo - ou também - uma taga, somente podemos indicar
como dirigir o olhar para ver, no lugar das caras, uma taga. Uma instrugdo -no nosso caso, uma sugestio- e
nlo um argumento. Por certo também, tal mudanga de perspectiva nio implica necessariamente coincidir com

as possas conchisdes,

5.5. Recapitulacio
O presente capihalo tratou das interpretagbes que aproximam o Programa de Hilbert an empinismo }ogico
oy a posturas operacionalistas ou instrumentalistas. Na Segio 5.1. mostramos que o espirito e a letra das
voncepgdes de Hilbert sobre a natureza do conhecimento matemético sfo incompativeis com o empirismo
ldgico: o carater nfo-analitico da matematica e ¢ carater de & matematica ser informativa sobre 2 realidade. Na
Segic 5.2. mostramos gue as cotncidéncias que possamos achar entre Bridgman ¢ Hilbert sfio, do ponto de

vista filoséfico, menos significativas que suas diferengas. Fundamentalmente, que para Bridgman a logica e a

25 Conhecimento da patureza ¢ logiea, p. 382 “Wir bemerken dann in der heutigen Wissenschafi einen
Gesichtspunkt, der weit iiber die slteren Fragestellungen und Ziele unserer Wissenschaft hinausgeht: es ist der
Umstand, dass die heatige Wissenschaft nicht bloss im Sinne der klassischen Mechanik aus Daten der
Gegenwart die kinftigen Bewegungen und zu erwartenden Erscheinungen vorausaubestinumen lehrt, sondern
gie zeigl auch, dass gerade die gegenwirtigen tatsichlichen Zustinde der Materie auf der Erde und im Weltall
sicht zefillig oder willkiirlich sind, sondern aus den physikalischen Gesetzen folgen ”
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matematica sdo assimiladas a cincias empiricas, assimilag@o que n3o podemos nem remotamente encontrar em
Hilbert,

Na Segfio 53. examinamos interpretagbes que insistem mais especificarmente no instrumentafismo.
Bocumentamos, a0 OSSO parecer exaustivamente, que a concepgdo hilbertiana da fisice nlio responde a
nenhum conceito de instrumentalismo uswal, Quase poderiamos dizer que estd implicita na analise da
experiéncia de Hilbert uma recusa ao intrumentalismo. Em particular, destacamos que um instrumentalismo
conseqilente ndo pode implicar gue termos tedricos, para nossos fins identificados com nfo-observacionais,
sejam “instrumentos” e, simoltaneamente, denotem entidades reals, como pensa Hilbert.

Na Segdo 5.4. sugerimos que todas essas interpretagdes parfem de uma visko distorcida da problemitica
flosofica de emtre-guerra. Reforcamos nossos arpumentos para diferenciar a posigio de Bridgman da de
Hibbert. Com efeito, a anélise da experiéncia do primeiro supde pontos de partida manifestamente opostos aos
do segundo: fuxo continue da consciéneia no solipsismo de primeiro; objetos discretos dados pela percepgdo
anteriores ao pensamento no segundo. Concluimos que resultania mais interessante enfocar o estudo do
Programa de Hilbert em relagiio & polémica razSo-intuiglo vista: a) em primeiro fugar, sob a perspectiva geral
da crse de confianca na racionalidade, associada z termos come “mecanicismo” e “formalismo™, isso sim
préprio da €poca; b) em segundo lugar, e como caso particular em conexdo com o anterior, sob a perspectiva
da polémica nos fundamentos da fisica entre causalistas e nfio-causalistas. Esse enfoque estd fora de nosso
gicance, TAas apresentamos, ao nosso parecer, elementos suficientes para confirmar nossa hipdtese de que a
preocupacio central de Hitbert encontra-se na fundamentachio intersubjetiva da matematica, por oposicio a

posturas gue ele entende como subjetivistas.
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Conclusédo

No percurso de nosso trabatho desenvolvemos uma interpretacio que procura encontrar o antecedente
fitesdfico do Programa de Hilbert em Leibniz, no sentido de Hilbert desenvolver. a) uma critica & proposta de
findamentacio da materndfica na intuigio semelhante a de Leibniz em relagho a Descartes; b) uma
comraproposta na qual a formalizacio adquire um statws na fundamentagio da matemdtica cujo espirito
encontramos também em Leibniz.

No que diz respeito a0 primeire ponto, na vasta literatura que examinamos em tormo do Programa de
Hilbert nfio encontramos referéncia ao que nos parece o seu ponto de partida fundamental: a critica & intuigio
dos construtivistas como subjetiva, oritica que encontramos desde os Fundamentos da Geometria até os
escritos de fins da década dos 20, Com efeito, em Hilbert € permanente a recriminagiio de subjetivismo aos que
ele entende como aderindo a critérios subjetivos na fundamentacio da matemitica, Em geral, os matematicos
de postura consfrufivisia, em particular, os matematicos infuicionistas. Por certo, um ponto de partida simples
qus parece muito mais adequado gue outras hipdteses interpretativas que procuram encontrar em councepedes
filosdficas elaboradas a “filosofia subjacente” ao Programa de Hilbert.

(G ponto de parfida mencionado careceria de interesse se nos Hmitissemos apenas a destacé-lo, mas a
partir dessa constatagBo desenvolvemos, a partir do Capituio 3, uma interpretago sistemética do formalismo
hithertizno. Um formalismo gue reproduz, ao nosso ver, as “inhas mestras” que segue Leibniz na sua critica a
Diescartes. A onginalidade de nossa interpreiacio repousa sobre um tratamento sistematico dos temas
lethnizianos sobre 0§ quais chamamos a atenglo no Capitisfo 1 e gue nos parecem, a diferenca de “Consisténcia

implica existéncia”, percorrer a obra inteira de Hilbert. Pretendemos haver mostrado que em Leibniz e Hifbert
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achamos uma forma mentis comum para reagir face um inimigo comum: 2 aceitacio de novos conceitos e
métodos de prova matemiticos em fungho de uma instincia considerada subjetiva, a saber, a intuicho.

A critica de Leibniz, como vimos, tinha como ponto de partida s objegio do carater ndo-intersubjetivo da
mtuiglo cariesiana, por oposigo o cariter intersubjetivo da definigiio. Ora, da mesma maneira que Leibniz
rejeita fazer repousar & aceitabilidade de conceitos ¢ métodos matematicos sobre a instincia subjetiva da
mtuicho, encontramos em Hilbert uma rejeicio semelhante, mas o lugar das definicles de Leibniz ¢ ocupado
pelos sistemas de axiomas. Em particular, salientamos que a importincia atribuida por Leibniz e Hilbert as
defimiches ¢ a0s sisiemas axiomaticos excedia o &mbito da matemética. Em ambos os casos, definir €
sxiomatizar sio instincias fundamentais da teoria do conhecimento em geral, ¢ niio apenas do conhecimento
matematico.

Se em Letbniz, entdo, encontramos que as definighes e a prova de possibilidade do definido é a instincia
itersebjefiva oposta 4 intuiglio cartesiana, no caso de Hilbert encontramos como instincia semefhante o
sistema axiomatico € a prova de consisténcia. Ora, além destes dois temas, reaparece em Hilbert, em conexdo
com Os anteriores, Bm aspecto da characteristica universalis leibniziana: o formalismo como instancia onde a
consisténcia de uma teoria matematica pode ser provada.

Definigho e sistema de axiomas, na medida em que sBo intersubjetivos, exigem satisfazer uma condiggo
minimal: prova de ndo-contradicdo (possibilidade) do definido em Leibniz, prova de nio-comtradicio
{consisténcia) do sistema de axiomas em Hilbert. Assinalamos que & characteristica universalis podia entdo
atribuir-se uma funco fundacional, na medida em que a nfo-contradigio (possibilidade) do definido apareceria
como resultado das propriedades combinatorias dos simbolos (characteres). Vimos como em Hilbert pro-
gressivamente as teorias matematicas fundamentais s3o completamente formalizadas e finalmente spresentadas
num sistema formal, onde a prova de consisténcia reside em demonstrar que uma certa seqiiéncia de simbolos
nio € teorems do sistema.

Mas em conexiio com o formahsmo aparece um guarto tema leibniziano: a refagio entre o simbolismo e o
simbolizado nfio ¢ inteiramente arbitraria. Com efeito, os sistemas de simbolos nfio sfio completamente
arbifrdrios tanto para Leibniz quanto para Hilbert. No caso de Leibniz, vimos como sua teoria das definigBes

podia ser olhada sob o prisma da teoria da expressdo: ainds que convencionais, as diferentes definicSes guar-
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dam para Leibniz uma relagBio estrutural ndo apenas entre elas senfio com o defimido, isto €, as idéias. Como
caso particular, hd uma relagio estrutural entre a idéia atudlizada {conceito) no dmbito do pensamento e seu
correspondente sintético na characteristica. No caso de Hilbert, o sistema formal reflete a natureza do nosso
pensar. Nfio se trata entdo de que a matematica seja um operar com simbolos dentro de um sistema formal,
sendo que o sistema formal reproduz o suficiente da natureza de nosso pensamento para que seja justificado
afirmar gue prea prova de consisténcia € garantia de conceitos e métodos matematicos.

Em Hilbert encontramos, entdo, que o formalismo reflete a “técnica de nosso pensamento”, pensamenio
gue tem como condigo proceder a partir de um nimero finito de premissas por um nimero finito de con-
seqiiéncias Iogicas. Neste sentido, como insiste Hilbert, o sistema formal ndo é um jogo: exprime a natureza de
nosso pensamento. O formalisme conserva - repetimos - as notas essenciais do pensamento, de maneira tal que
¢ uma instancia intersubjetiva adequada para fundamentar a matematica, ciéncia cuja verdade nfo por ser assim
fundamentada se encontra - lembrando a critica de Brouwer -~ no papel.

Mas, face a consideragdo do infinito, encontramos outra intima conexfio entre Leibniz ¢ Hilbert, que
decorre da relagio nfo completamente arbitréria entre pensamento e formalismo. Com efeito, encontramos a
zxigéncia do tratamento do infinito através do finito, isto €, através do formalisno. No caso de Leibniz, vimos
que a definicBo “construtiva” de w/4 nos permitia a expressfio do infinito e ses consegilente tratamento
matemético. No caso de Hilbert, o sistema de axiomas (formal ou nfio), permite-nos exatamente o mesmo: o
“nasso a0 infinito”. Mas a confianga com gue podemos tratar com o infinito repousa sobre a consisténeia do -
sistemna {agora) format de gue se trate. Mas, que quer dizer “tratar com ¢ infinifo™?

A tese “Consisténcia mmplica existéneia” ne sentido em que uma prova de comsisténcia implica a
existéncia do infinito atual aparece somente nos primeiros escritos de Hilbert. Este fato permitiv-nos
penodizar, por assim dizer, o formalismo hitbertiano, sendo Pensamento axiomdtico o escrito que podemos
considerar come ponto de inflexfio entre os periodos que distinguimos. Em Pensamento axiomdtico, rio hé
referéncta a “Consisténeia implica existéncia”, criténo explicto em Os problemas dy matemdtica e (s
Sfardumemtos da logica e da aritmérica. Ora, aiunda que a prova de consisténcia de teorias matemdticas

refevantes, e nfio de sistemas ajoméaticos arbitrarios, fosse o objetivo do programa de fundamentagho
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hilbertiano, notamos precisamente esta modificagiio progressiva no pensamento de Milbert em torno da
significagho atribuida & prova de consisténcia.

Com efeito, enquanto que nos primeiros escritos entende-se que o resultado da prova de consisténcia de
uma teoria que “envolve” o infinito € a prova de existéncia do infinito atual, em escritos posteriores a tese
“Consisténcia implica existéncia” ¢ revisada: o infinito atual nfo existe e simultancamente - como nos primeiros
eseritos - & prova de consisténcia € o teste Gliimo de aceitaglio de uma teoria matematica. Como 34 indicamos,
o8 Testantes temas leibnizianos, no entanto, persistem nos trabathos posteriores,

Que a prova de consisténcia de uma teoria matemética € conditio sine gua non para aceitar conceitos e
métodos matematicos €, entdo, um ponto em que Hilbert nfo mudark sen pensamento, apenas mudard seu
critério ontoldgico. A consisténcia de uma teoria ndo prova a existéncia do infinito amual, pois o infinito atual
ndio existe nem na reatidade nem no pensamento. O infinito aparece como uma criagdo do pensamento, criagio
nz gqual o pensamento vai além dos Emites que lhe so proprios, isto €, o finito. Ora, independentemente da
tese "Consisténeia implica existéncia®, podemos pensar que tanto para Leibniz quanto para Hilbert, o pen-
samento, quando em relagio zo infinito, 86 pede proceder através do finito. Em particular, na medida em que
eXpressamos o pensamento através do formalismeo.

Jusiamente, 0 iema leibniziano costumeiramente destacado, “Consisténcia implica existéneia™, nfio é o
terma essencial da filosofia de Leibniz que encontramos em Hilbert. O essencial encontra-se na procura de
ntersubjetividade e no papel do formalismo, tanto como uma instdncia dessa intersubjetividade, guanto como
expresso nao-arbitraria de nosso pensamento. Em Hilbert, a percepgao aparece enido no cerne da discussio
sobre o5 fundamentos, como Gnica instineia intuitiva da gual cabe predicar a intersudjetividode, nota associada
com 2 cientificidade. Ora, na primeira etapa do pensamento de Hilbert, a percepgio pode ser entendida apenas
como amdliar do critério “Consisténcia implica existéncia™, da mesma maneira que podemos atribuir
percepedio um cardter fundacional como auxiliar da “visuslizagio™ do carfier nﬁowonﬁaditério de uma
defimicio em Letbniz.

As teonas matematicas sdo entio consideradas do pomto de vista puramente sintdtico, isto €, como
segiiincias de sinais cujo signiﬁqado £ irrelevante. Mostrar que uma seqiiéncia de simbolos niio pode ser gerada

a partir de outras sequéncias de simbolos € provar a consisténcia da teoria. Na segunda etapa, a percepgio
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continua & ser uma instincia intersubjetiva auxiliar em relagdo & prova de consisténcia da teoria formal, mas
Hilbert, para responder as objegdes de Poincaré, deve justificar “na percepcdo” os métodos que permitem
operar sobre seqiiéacias de simbolos. Consegiientemente, os raciocinios envolvidos na prova de consisténcia,
prova que opera sobre sinais, tém sua legitimidade garantida na medida em que sejam justificados na
percepelio. Este € um aspecto da importincia fundacional da percepgiio, decorrente de sua intersubjetividade,
que nAe se esgota 13 metamatematica.

Com efeito, na segunda etapa, o papel da percepgdo aparece num novo plano: € propriamente a garantia
de consisténcia (nﬁo—fmma]) e significaclio da matemética finiténia, ficando como nio-sigmficativos, do ponto
de vista finito, 0s comceitos transfinitos, justamente por ndo poder ser fornecida a intuigio perceptual
correspondente. Na mencionada segunda etapa, temos um processo que parie do dado na percepglio como
represenfacio singular, as barras e operagbes entre barras. Este aspecto relaciona-se com o mencionado
shandono da tese “Consisténcia implica existéncia™ a consisténcia da teoria formal de niimeros nio prova a
existéncia do conjunto infinito atual dos nismeros naturais. A diferenca da primeira etapa, onde o finito “chega
a0 ser” depots do infinito, temos como ponto de partida o finito.

Mag o finito & considerado “em progresso”, isto €, o infinito potencial. b problema dos conceitos
transfinitos no € um problema que envolva a existéncia do infinito atual, no minimo na aritmética. Trata-se do
problema de extrapolar ao infinito potencial conceitos ¢ métodos cuia significagio ¢ consisténcia siio
“imediatas” no fmbito do finito. Se tratassemos de dar significaciio 2 um caso de terceiro excluido de igual
maneira que no dmbito do fnito, teriamaos que percorrer fodos 08 mimeros naturals, uma tarefa irrealizavel,
Mas aceitar terceiro excluido entre nossas leis lopicas ndo implica gssumir & existéncia da totalidade dos
mzmeros naturais. Implica apenas que podemos tratar o mfinito potencial de maneira semelhante 3 gqual
fratamos 0s conjuntos finitos, se nos asseguramos a consisiéncia desta extrapolacdo.

Ora, o sisterna formal reflete tanto a parte real da matemética quanto a paste ideal, isto é, as
extrapolaces que vio além do justificdvel na percepglio. O ponto é menos declarar carente de sentido 2
matematica classica, senfio melhor falar de que a matematica classica excede o dmbito daquile gue tem sentido

do ponto de vists finito, isto €, caréncia de sentido relativa e nfio absoluta, Em particular, a discussio atinge o
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plano da logica: em lugar da vislio da logica como disciplina subjacente nfo-problemética, a logica classica e
sua legitimidade é um problema g ser resobvido também pela prova de consisténcia

Resumindo, mostramos que a percepgdo € entdio a precondigiio para a intersubjetividade da ciéncia, mas
ndo apenas no plano do reconhecimento de métodos de prova metamatematicos, com vistas i prova de
consisténcia, sendo também como justificaclio fanfo de alguns conceitos mateméticos guanto das operagdes
logicas, justificagio necessiria em funco da nova maneira de tratar o problema da consisténcia. Esta
perspectiva, implicita talvez nos primeiros trabalhos, € da méxima importincia, porgque Hilbert modificou
substancislmente sua concepglio do significado, na medida em que, nos escritos dos anos 20, significado ¢
associado com exisiéncia, apenas do ponto de vista fundacional.

Assmalavamos que esta inversiic de perspectiva em relagio & Iogica redundava na divida sobre a
legitimidade de associar a Hilbert com o empirismo 16gico. Em geral, esta inversio envolve a questio das
categonias associadas analitico-a priori e sintético-a posteriori. Como & bem conhecido, para o empirismo
logico toda verdade analitica € a priorn e toda verdade a prion € analitica. Examinamos, sem pretensio de ser
exaustivos, as dificuidades de aplicar os critérios de analitico vsuais dentro do empirismo légico ao caso de
Hilbert. Por certo, esta diferenga de enfoque em relagiio 2 10gica marca também uma diferenca obvia entre o
pensamento de Hilbert e a reducho logicista de Leibniz. Com efeito, a matematica para Hilbert nfio ¢ redutivel
& nenhuma instincia em geral nem, em particular, 2 logica.

Natralmente, isto ndo descarta necessariamente owtre conceito de analitico que coincida
extensionaimente com a priori. Ora, se analitico € tomado simplesmente come sindnimo de a prior, entdo a
discussiio £ apenas sobre palavras. Mas do que se trata no empirismo idgico € de atribuir $s expressbes
“analitico” e “a priord” dois significados independentes e, entio, mostrar gue $io extensionalmente
equivalentes, sem permitir a possihilidade de admitir enunciados a prion (necessarios) e “informativos” sobre a
reafidade. Como vimos no Capitulo 5, Hilbert admite ta tipo de enunciados. Ora, chamé-ios de sintéticos a
priori e, consegilentemente, denunciar um kantismo hilbertiano 86 ¢ vidvel como metifora. Com efeito, o
kantismo neste c¢aso se reduziria a afirmar a irredutibilidade da matematica & logica ou 4 “verdade pelo

significado dos termos envolvidos™.
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Em relagdo j4 a um empirismo ndo necessariamente proprio do empirismo logico, aparecem
merpretagdes do formalismo hilbertiano que qualificamos de formalistas moderadas por oposicio &s
Jormalistas extremas. Nos escritos de 1920, faz-se manifests a mudanga na teoria do significado acima
mencionads e aparece também claro o novo papel, conforme assinaldvamos, que tinha a consideraciio do
formalismo: estudo das provas mateméticas. Como caso particular, esse estudo forneceria uma prova de que
nEo hd prova de “0 = 17 ma antmética transfinita. Como teoria do significado, retormariamos a idéias
leibnizianas: certos conceitos sio, em lugar de instrumentos para o calculo, instrumentos para provas, Mas a
interpretachio instrumentalista assinala que os “instrumentos” nfio tém nenhuma significagiio semantica.

Apontamos no Capitulo 5 algumas inconseqiiéneias da interpretagho mstrumentalista de Detlefsen. Em
primeiro fugar, indicamos que a distingo tedrico-observacional nio esté associada, sem mais, a distingio sem
sentido ~ sentido. De fato, introduz-se o conceito de conseqiiéncia observacional para consideras com
significaciiv empirica os enuncigdos tedricos precisamenie por fer conseqiéneias observacionais, in-
dependentemente de que os conceiios tedricos sejam ou ndo concebidos como instrumentos. Mas, a0 outorgar
sentido aos emunciados tedricos via o fato de ter conseqiiéncias observacionais, mesmo dentre de posturas
instrumentalistas, também se entende que se pode predicar deles nio apenas significagio sendo também
verdade. () pretendido aparetho categorial que suportaria a interpretagio de Detlefsen ¢, portanto, discutivel.

Além disso, parece-nos que hi um suposto mais sutil acriticamente aceito por Detlefsen: uma
identificaclo entre significado ¢ condigdes semdnticas de verdade estilo Tarski. Parece-nos que este suposto
wmplicito leva a Detlefsen a conceber o Programa de Hilbert como instrumentalista, na medida em que niio
podemos aplicar-lhe o critério tarskiano de verdade sem inconsegiiéneias. Justamente, 0 ponto € gue esse
critério ndo € por principio aplicivel ao caso de que fratamos. Com efeito, parte-se de obietos perceptiveis e
dos conceitos gue podemos justificar na percepglio, para logo introduzir conceitos que nio ém essa
contraparida. Em nenhum momento cabe falar de wmn dominio de objetos como um conjunio e que os
concaitos sejam interpretados como subconjunios do dominio. Qual a razBo para depois conchsir que no
sistema formal os enunciados “tedricos™ careceriam de significado por niic respeitar, em Ofima insténcia, a

chamadz definigBo semintica de verdade?
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Ora, a interpretagdo instrumentalista pretende associar ao Programa de Hilbert teses caracterfsticas da
flosofia da fisica da época. Como nestas interpretagbes postula-se wm instrumentalismo hilbertiane em
matematica por analogia de um (putativo) instrumentatismo hilbertiano em fisica, parece-nos que fornecemos
rno Capituio 5 os elementos para pér em divida & adequagio dessa interpretagio.

Com efeito, acreditamos ter documentado suficientemente que nada mais longe do pensamento de Hilbert
em fisica que acreditar que o5 conceitos tedricos sdo instrumentos para maripular a experiéncia. Em primeiro
lugar, porque Hilbert ¢ manifestamente claro: aos conceifo tedricos correspondem emtidades reais. Em
segundo lugar, mais importanie nos parece ter destacado que, & diferenca do empirismo logico ou do
instrumentalismo em geral, o ponto de partida de Hilbert ¢ diferente j4 de raiz: uma andlise da experiéncia que
pressupde o discreto anterior a todo pensamento, € nio um fluxo continuo na consciéneia,

Em terceiro lugar, salientamos que talvez seja de mais proveito examinar o pensamento de Hilbert em
relagio ac contexto filosofico considerando a probleméatica “razio - intuigio”. Num ambiente critico 2
primeira, ¢ de exaltagio da segunda, que Hilbert deve ter entendido como manifestagiio de subjetivismo, desta-
camos utra coincidéncia entre causalistas e formalistas, respectivamente po-cansalistas e intuicionistas. Essa
coincidéneia aparece manifesta quando consideramos gue tanto os ndo-causalistas quanto os intuicionistas
representam, para Hilbert, a concessdo ao ignorabimus. E o ignorabimus é para Hilbert um aspecto
refacionado com relativismo, subjetivismo, irvacionalidade.

Este caminho, que apenas sugerimos, de examinar o Programa de Hilbert e a discussio sobre os
fundamentos da matematica em relagio ao problema dos fundamentos da fisica parece-nos mais promisser do
que aquele sugerido por uma verso distorcida da historia da filosofia que atribui ao positivismo ldgico e &
coneepeies relacionadas uma predominincia filosdfica para 2 €poca que estavam muito longe de té-la. Parece-
no$ que 4s interpretagbes que pretendem apoiar-se no contexto histdrico, sequer indiretamente, deveriam en-
focar sua atenclo nos aspectos do periodo por nos assinalados, e ndo em reconstrugdes de duvidoso valor
histdrico.

Em refagiio ao tipo de mstrumentalismo considerado por Detlefsen e Glaquinto parece-nos que tambem
ignoram o coniexto historico-filosofico que € necessério considerar. Com efeito, mostramos como para o

empirismo 10gico as teses de Hilbert sobre a natureza da matemética so heréticas, e ndo duvidamos que vale
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para Hilbert 4 reciproca. Em particular, se temos razio a0 pensar que o artigo de Hahn é um réplica a
Conkecimento da natureza e Idgica, podemos assinalar o interessante paralelismo seguinte: o anigo
“Posttivismo ¢ realismo” de Schlick € uma resposta a um artigo de M. Planck onde se Tejeita 0 positivismo
vomo instrumentalista, acusaglio que, por certo, Schlick também rejeita. Ora, 0 que nos interessa ressaltar gue
s¢ trata, em ambos os casos, de destacados representanies da “velha guarda” ciemtifica, causalistas e
decididamente anti-instrumentalistas. Insistimos, portanto, que o contexto historico-floséfico do Programa de
Hitbert néo ¢ adequadamente compreendido por tais intérpretes.

Mas a incorreciio da interpretagiio instrumentalista repousa para nés sobre um outro suposta que
compartilha com a interpretacio formalista extrema. Com efeito, devemos levar permanentemente em conta os
contextos nos quais a;.s afirmages de Hilbert adquirem sen sentido proprio; em especial, devemos distinguir
entre as teorias matematicas na pratica usual da ciéncia e essas mesmas teorias olhadas da perspectiva dos
fundamentos. Esta distinglic levou-nos a qualificar a posigio de Hilbert como formalismo metodologico.

Entendemos que a interpretagio instrumentalista confunde, da nossa perspectiva, teses relativas 2 tarefa
de fundamentos com teses subsiantivas relaﬁvgs a filosofia da matematica. Porém, se nio cabe atribuir a
Hilbert a posicio que denominamos formalismo metodoldgico, entiio talvez deva-se conceder que a fmica
justificativa do formalismo € instrumental ou operacional. Ora, o que denominamos formalismo metodolagico,
por oposigio 2o formalismo extremo e moderado, permite distinguir duas questdes independentes, ainda que
relacionadas. Por um lado, a questio dos fundamentos, o tema proprio do programa de fimdamentagiio. Por
outro lado, a questiio da justificagio semintica da denominada parte ideal. A relagio que vige entre ambas
questdes ¢ obvia: o resultado positivo sobre os fundamentos - a prova de consisténcia - aparece no Programa
de Hhlbert como ceadlig:ﬁa prévia para aquilo que denominamos justificacio seméntica.

Pelo dito, vemos por gue afirmamos que podemos examinar qual a justificativa seméntica dos aspectos
transfinitos da matematica e simultaneamente afirmar que o sistema formal € um recurso metodolégico para a
prova de consisténcia, recurso justificado na medida em que o sistema formal reflete “a técnica de nosso
pensamento”. {ra, parece que a questdo da justificagio seminiica envolve 2 matematica como ciéncia, ¢ ndio )
matemaiica como objeto da metamatemitica. Por certo, ndic pretendemos negar esta dificuldade:

progressivamente faz-se mais sutil a distingdo entre matematica como ciéncia € matematica como objete da
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mefarnatematica, especialmente devido a0 fato de que para Hilbert toda a matematica é completamente for-
malizdvel. No entanto, achamos que 2 distingio pode ¢ deve ser mantida,

Com efeito, se queremos procurar uma posigho filosofica em Hilbert podemos deixar de lado a
tdentificaciio entre matemética e sisterna formal, na medida em que 2 oposicko fundamental entre intuigio e
formalismo opera j& na linguagem semi-formalizada usual dos matematicos. O problema ¢, para citar um
exemplo, usar 0 “Axioma da escolba”, seja apresentado na linguagem semi-formalizada de Zermelo, sejs Nos
sofisticados sistemas formais da teoria de corjuntos, Em uma ou outra apresentacio caberia a objecio de
“formalismo”, no sentido de um operar cego com sinais sem significado.

Orz, & resposta & pergunta pela significagio do formalismo nfo deve ser procurada no instrumentalismo,
ainda que para fins metamatematicos possamos contentarmo-nos com entender o formalismo como mero
device para realizar provas. Esta maneira de ver a matemitica é um aspecto daquilo que denominamos
formalisreo  metodoldgico. Tanto as interpretagbes férmaiista extrema quanio moderada obtém,
apressadamente a0 nosso ver, a partir das afirmacSes de Hilbert relativas 4 matemética, da perspectiva da
feoria da prova, conclusbes que dizem respeito 4 propria matemética, especialmente em relacio 4 questiio do
significado E da perspectiva da teoria da prova que pode entender-se que a matemsatica (parcial ou totalmente)
carece de significado, visto ser suficiente este ponto de partida em funglio do obietivo da demonstracio de
consisténcia. Com efeite, trata-se de um ponto de partida metodologico, € nio uma tese substantiva em
filosofiz da matematica.

Esta maneira inusual que desenvolvemos para tratar a “fifosofia subjacente” a0 Programa de Hifbert
permite-nos levantar, entfio, a questio da justificagdo semdntica da matematica propriamente dita,
independentemente da fundamenmiagdo da matemdtica, ia teoria da prova. O problema que denominamos
jusbficaglio semantica surge naturaimente quando Hitbert abandona a tese “Consisténcia implica existéncia” e
$e, COMO pensamos, a matematica nfic é para Hilbert uma “jogo de formulas™ na qual algumas formulas tém
significado € outras carecem dele, sendo estas fltimas meros instrumentos demonstrativos,

¥imos que na matematics, transformada em sistema formal, declaramos fodas as farmulas sem sentido e
na metamatematica restringimos os meios de prova aos métodos finitarios. Vimos, além disso, que a prova de

consisténcia tem uma significagiio diferente nos trabalhos por volta de 1920, na medida em que nela se procura,
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talvez de maneira nio completamente ciente, uma prova de eliminacfio dos conceitos transfinitos, isto €, uma
maneira de mostrar que o recurso ao formalismo, no sentido do formalismo nfio ter uma contrapartida
“conteudistica” pomto a ponte, € inessencial no seguinte sentido: os resultados que obtemos com esse
formalismo sobre a parte real da matemética poderiam ser obtidos sem ele.

Porém, cabe levantar a seguinte questdo: embora ndo pertencentes & parte real da matematica, ha
resultados gue s3o usualmente entendidos como matematicamente significativos. Ora, é a matemitica o estudo
das regras de transformag8o de um formalismo, seja que consideremos esse formalismo como total ou
parcislmente desprovido de significado? Em outros termos, aceitar conceitos matematicos para os quais se
carece da contrapartida perceptual correspondente redunda num formalismo extremo ou num formalismo
moderado, como o sugerido pelas interpretagbes instrumentalistas?

Na nossa interpretagiio nem identificamos os nimeros com 08 numerais nem entendemos que os objetos
da matematica sejam as barras como denotagio dos numerais. Justamente, quando Hilbert esté ja certo de que
Seu Programa seré exitoso, que apenas faltam questdes de detalhe por resolver, expde uma visio da
matematica em que percepedo, a prion ¢ formalismo estio relacionados de uma maneira peculiar, maneira que
nic naufraga nem no empinismo, nem no operacionalismo, nem no platonismo, nem no apriorismo da sensibi~
fidade kantiano.

Nossa proposta de interpretaciio consiste, em primeiro jugar, em conceber o papel da percepgio como
garantia de mtersubjetividade da parte real da aritmética, um Jerminus ad quem podemos reconduzir certos
conceitos matemiticos, de forma tal que nfio caiba divida nenhuma sobre sua legitimidade O primado fun-
dacional da percepgdo ndo resulta necessariamente numa tese de natureza ontoldgica sobre o gue dos niimeros
naturais ne sentide em que diriamos que os ndmeres sdc objetos da percepglio, “marcas sobre o papel” ou
algun outro “objeto” da experiéncia perceptual.

Mas a matematica nfio se esgota em conceitos com contrapartida perceptual, senic que admite conceitos
sem contrapartida na percepgio. Para estes conceitos nSo ha contrapartida conteudistica, seu locus de
justificaciio ¢ a analogia e sen locws de fundamentaciio a consistéacia do formalismo gue “expressa”™ tal

anaiogia.
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O problema que enfrentamos € que, ainda que a consisténcia de uma teoria matematica seja uma
condigho necessiria - e para os fins da fundamentagiio da matematica suficiente -, exige-se uma justificagio dos
conceitos transfinitos além da consisténcia, pois, como assinalamos, Hilbert na década do 20- 4} ja ndo partilha
“Consisténeia implica existéncia”; b) descartamos também que se trate de simplesmente considerar a
maiemética como um sistema de regras de produgiio de simbolos carentes de sentido, ponto de vista adotado
em funglo das necessidades de fundamentagfo; ¢) uma filiagio direta com o positivisino i6gice ou o
instrurnentalismo e afing €, no minimo, discutivel

Tal justificacio encontra-se numa postura de natureza mais gnosiologica do que ontologica: a
consisténcia maplica que certas extrapolagbes sio legitimas para a produgio de conhecimento, No caso da
aritmética, porém, ndo se trata de congeitos que tenham a periculosidade dos conceitos da teoria de conjuntos:
ndo ha nenhuma suspeita sobre a consisténcia da mesma ¢ dos métodos classicos de inferéacia. O que sim
podemos dizer € que no caso de existir algum problema, ele estaria localizado no uso dos quantificadores, das
Jeis logicas clissicas, € na formulagdio do principio de indugiio, na medida em que as formulas eonsideradas
podem ter qualquer graw de complexidade. Por certo, a prova da consisténcia da teoria de nimeros aponta
simptesmente a constatar esse fato fora de dividas. Dai a confianga na possibilidade de uma tal prova.

Orz, acreditamos que a visdio da ciéncia atribuida a Hilbert nas interpretacBes instrumentalistas nao
parece adequar-se aos pontos de vista de Hilbert. Uma ciéncia € um entrelagado de conceitos e que a ciéncia
comeqa com intuigdes € correto, mas continua com conceitos e acaba em idéias. Esta célebre sentenga de Kant
inicia 08 Fundamentos de Geometria e sua escolha nfo € casual ndio ha ciéncia se reconhecemos como
verdadeiras sentengas elementares isoladas ou, se aceitamos a interpretagfio instrumentalista, se ficamos no
dado pels percepeiio e consideramos o resto instrumento,

Para Hilbert temos ciéncia, em particular matematica, quando essas sentengas isoladas zparecem numa
teoria, organizadas de forma dedutiva. Para tal, sio necessrios a expressiio da generalidade e os métodos de
provi que permitem introduzi-las. Mas disto ndo decorre que se trate de dar uma interpretacio puramente
dedwutiva - formal - dos axiomas ¢ regras de dedugfio, ainda que para fins de fundamentagio, na matemética ou

na fisica, seja suficiente considerar uma teoria apenas desta perspectiva.
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Numa teoria, a questio € estabelecer que proprie(iades ¢ relagbes se dic entre os conceitos.
Restringindo-nos 4 aritmética, entdo percebemos que o problema dos conceitos, umas vez que por fais
entendemos concettos “decidiveis”, isto €, com contrapartida perceptusl, resolve-se no problema da introdugiio
da generalidade. E como método fundamental de prova aparece a indugdio “mais simples” de que fala Hilbert.
Por outre lado, sabemos que a materatica ndio se esgota no aceitavel do ponto de vista finito. Ora, qual entdo
a concepgdo de conhecimento que subjaz 80 Programa de Hilbert?

Falavamos no Capitulo 4 da dificuldade de justificar na percepcfio as afirmacdes gerais € o raciocinio
mdutivo, justficacio que a percepgio gua representaglio singular ndo pode fornecer, Pareceria, portanto, que
o finitismo, entendido como constristivismo radical, tem que reconhecer uma outra fonte, além da percepgdo,
pamk o conhecimento matematico. Ora, em Cornkecimenio da natureza e logica Hilbert examina os problemas
da teoria do conhecimento a partir das categorias classicas experiéncia e pensamento e, como vimos no
Capinilo 5, Hilbert admite a existéncia de vma tal terceira fonte do conhecimento.

Como conciliar as teses de Conhecimento da natureza e logica com a maneira em que Hilbert desenvolve
sua tarefa metamatematica de findamentagfio? De novo, o problema estd no contexto em que Hilbert considera
o problema. Por ym lado, ndo se trata de como caraterizar conceitos através de como sio {ou devem ser)
vsados na matematica, senfo de interpretd-los pars garantir seu uso fundacional, isto ¢, com fins
metamatemtaticos. De fato, em Corhecimento da natureza e logica, qualguer referéncia i percepedo de cunho
empirista € inexistente: o pensamento matematico aparece na sua tradicional independéncia da experiéncia.
Cual a relagio enific entre percepefio ¢ pensamento fnito?

Ora, achamos que a posigio de Hilbert resulta mefhor caraterizada como segue: ndio construimos os
nameros, porém eles nfo resultam ser agora simplesmente dados, senfic que podemos constatar 0 & priori
mateméatico na percepgo. H. Sinaceur parece apontar ac mesmo que nds quando diferencia a construeio na
Jorma du intuicdo kantiana do que ele chams de construgdo infuitiva em Hilbert: do ponto de vista
fundacional, dado o pensamento finitario, podemos chegar 2 percepgiio como um ferminus ad quem, 3 uma
instaneia que deve ser por todos aceita.

O conhecimento que fornece a teoria finitaria de nameros, entdio, é um conhecimento a priori, de

natureza conceptual, que pode ser constatado na percepclio, mas que ndo regwer & percepgio para seu
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estabelecimento. Logo, a distingBo entre construtivistas e finitistas ndo consiste apenas no fato dos primetros
considerar a atividade do suieito de conhecimento que constréi os objetos matematicos ¢ os segundos assumir
um sujeito passivo para o qual os objetos tm que ser dados na percepgdo, A diferenca se encontra mais no
tipo de provas que um ¢ outro admitem, em funchio das diferentes concepges gnosioldgicas, e nio, em Gitima
nstincia, ontoldgicas.

lustamente, a aritmética de Peano, apresentada como sistema formal no Capitulo 4, oo faz restrigles
nem sobre a aphicabilidade das leis 1ogicas nem sobre o alcance do principio de induglio: apos 08 ConNceHos vém
#s idéias. Ora, se as restrigBes mencionadas no dmbito dos conceitos estdo justificadas direta ou indiretamente
fia percepgdo, resta a justificagio das idéias, conceitos que carecem de constatagio, sequer num sentido
indireto, na percepcdo.

Hiibert atribui aos conceitos matematicos o tradicional cardter de a priori. A percepqdo permite, no caso
de certos conceitos, constatar intersubjetivarnente seus enlaces. Mas a matematica no se reduz & tais conceitos
¢ seus enlaces - ndo se reduz ao pensamento finito - sendo que procede por extrapolacio analogica,
extrapolagio & qual ndo pode ser fornecida contrapartida va percepgiio. Embora justificadas, - diriamos, do
pante de vista semintico - per analogiam, o teste Ultimo € sua fundamentagdo, isto é, sua consisténcia. O
resultado dessa extrapolagdo, por outro lado, aparece, como niio poderia ser de outra maneira, na linguagem ¢
a0 em processos “com contelido”. No entanto, os conceitos transfinitos nfic sio usados apenas para
demonstrar resultados finitérios, e os resultados nio finitérios ndo s#o entendidos por um matematico classico
como sem significade. Como entfio conservar a significacio da matematica classica como conhec_:imento
teorico que envolve idéias. da razio?

Na nossa analise caracterizamos a Hilbert como um formalista metodologico, no sentido de que apenas
da perspectiva da metamatemética ha uma parte da matematica com significado, a parte real, e outra que
carece de sigmficado. Mas quando pensamos na matemitica propriamente dita, independentemente do
problema da fundamentaclo, a analogia complementa os processos com conteiido que caracterizam a parte real
da matematica.. Deste ponto de vista, o a priori conceptual, constatado na intuigio perceptual, ¢ comple-
mentado pelas idéias. De outra perspectiva, pelo formalismo. Quando nossos conceitos sdo extrapolados além

das condigbes nas quais a percepgdo, sequer de maneira indireta, permite constatd-los, sé temos uma
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contrapartida simbolica desses conceitos. Faz isto da matematica um jogo, uma atividade & qual nfio pode ser
assinglado nenhum significado? Achamos que néio, que do que se trata € que Hifbert tem levado a primeiro
plano o componente analdgico da atividade matematica, componente relevante no estabelecimento de novos
principios de prova.

Com efeito, o formalismo reflete também nosso pensamento, pensamento que nio deve ser reduzido aos
chamados processos com conteltdo. Parz nods, deve separar-se o &mbito que denominamos de justificacio
seméntica do imbite dos fundamentos, separagiio que exige como prea:oﬁdiq:ﬁo conceber o formalismo de
Hilbert como metodologico. Concebido como formalismo metodologico, ndio se traduzem as afirmacdes de
Hilbert sobre 2 matemitica da perspectiva da metamatemitica diretamente como afirmagbes de natureza
filosdfica sobre a propria matematica, o qual nos da 2 possibilidade de perguntarm-nos pela implicita “teoria do
significado”, se assim podemos falar, de Hilbert.

Na imerpretacio de Hilbert, os conceitos transfinitos {lidos come “idélas da razZo™) redundam numa
complementacdo de natureza heuristica dos conceitos finitarios, isto €, aqueles que sdo suscetiveis de serem
gonstatados na percepedo. O carater a priori dos conceitos finitirios foi também destacado por nods, mas a
natureza desse a priori fica sem explicar. As referéncias a Kant no Capitulo 4 pretendem mostrar apenas como
opera unis espécie de hierarquia que vai da intuigiio até as idéias passando pelos conceitos, hievarquia a qual
Hilbert d4 uma estruturs diferente.

Com efeifo, em primeiro jugar, podemos afirmar que o apriorismo hilbertiano exclui a intigio pura
fantiana. Certamente, acreditamos haver mostrado com suficiente clareza que a percepcio da qual fala Hilbent
& a pereepsdo no sentido usual da palavra, destacadamente a percepgiio visual, 0 que nio quer dizer que se
irata de uma percepcio “desqualificads”, no sentido de simples “dados sensivels™. Ora, depende a aritmética,
sequer para sua aplicagio, da estrutura dos obietos do mundo no sentido de serem - além de "finitos™ - tais que
& percepclio permita discriming-los em sua identidade e diferenca, determinar se possuem ou nfic certas
propriedades de maneira efetiva, etc.? Alpumas das passagens indicadas nos ultimos dois capitulos assim
parecesm indica-lo, mas achamos que também é possivel reinterpretar as idéias de Hilbert.

Com efeito, embora neguemos a possibilidade de atribuir a Hithert formas da sensibifidade no seatido

kantiano, achamos compativel considerar que as por ele chamadas “condi¢des do conhecimento em geral™ - as
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notas caracteristicas do “ponto de vista finito” - podem ser entendidas como condigbes da percepgio em geral,
nfo apenas da visio. Em outras palavras: iratar-se-ia para Hilbert de uma exigéncia do conhecimento que &
percepgiio, seja qual for, apresente-nos objetos nas condigdes acima mencionadas, e nio uma tese omologica
sobre a natureza dos objetos mesmos ou uma hharmonia preestabelecida entre pensamento e realidade.

Ora, o problema que nos parece de mais dificil solugio € 2 questio da aprioridade dos conceitos
aritméticos, que ndo deve ser tratado de forma ! que resulte numa “ontologia formal”, e sua relagio com a
percepcio. Pensamos que wma saida para este problema pode passar pelo exame, por assim dizer, das
mencionadas condiches da percepciio em geral, sem as formas da sensibilidade kantisna. Supostas essas
{putativas} condigbes da sensibilidade caberia falar da aprioridade dos conceitos € operagBes asitméticas. A
constatagio do a priori na percepgdo, necesséria para os fins metamatematicos, ocorreria nas condigbes
efetivas de nossa percepgio, com o gue evitariamos um circulo vicioso manifesto,

Se esta conjectura - de carater exploratdrio e ndo conclusivo - € vidvel, entiio parece-nos que nos permite
falar de constatagiio na percepglio efetiva - ¢ ndo em geral - da aritmética finitaria. Por certe, ndo pretendemos
afirmar gque a constatacio na percepgic da qual falamos acima proceda de maneira semelhante ao
esquematismno kanttano. Trata-se - insistimos - de considerar a seqiéncia inticGes - conceitos - idéias kantiana
om analogia com a segliéncia percepedo - conceitos finitdrios - conceitos transfinitos hitbertiang.

Come ji sabemos, a aritnética ndo se restringe apenas A aritmeética finitdria: apds os conceitos, as idéias.
Para justificar o5 concellos transfinitos recorre Hilbert, como vimos, 20 conceito kantiano de idéia da raziio. O
gue nos chamou a atengio € que Kant faz repousar, por assim dizer, a significaciio das idéias na analogia,
significagfio de alcance limitado, no caso de Kant, ao conhecimento pratico. O formalismo é a contrapartida da
extrapolacBo analdgica, que na concepgiio de Hilbert virta em iltima instincia a ser indispensdvel no
conhecimento tedrico, tese que, naturalmente, Kant nfo aceitaria. Os processos analdgicos de nosso pen-
samento conduzem & exirapolacio que chamamos de leis logicas classicas, conduzem &s definighes
impredicativas como extrapolagiio de um procedimento perfeitaments legitimo no dmbito do finito; conduzem
a0 axioma da escotha, quando concebido por analogia como uma “conjungo infinita”.

Mas o que serve de base para essz analogia € justamente o uso legitimo no dmbito dos conceitos com

constatagio na percepcio, e sua unica justificativa ulterior 56 poderia ser & prova de consisténcia por métodos
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finitarios. Tal justificacdo poderia ser defimitiva, caso o Programa de Hitbert pudesse ser levado s cabo na
versBo mais estrita. Como isso nfio pode ser feito, a justificacio Gltima ¢, digamos, sempre problematics,
embora alcancemos progressivamente maior confiabilidade, do ponto de vista metamatematico, através de
proves de consisténcia que reduzam a0 minimo ¢ arsenal usado na prova.

Mas, em uliimo termo, devemos ou nfio insistir numa filiagio kanfiana do Programa de Hilbert? Qu
devemos procurar, como nbs achamos, uma forma mentis leibnizzana? Inclinamo-nos pela segunda das opgoes.
) que em Hilbert podemas achar de kantiano € sua teoria dos conceitos, no sentido de reconhecer conceitos
gue vio além do dado da percepelio, € niio que todo conceite matematico seja legitimo apenas se é construido.
Se temos razio numa afirmaglo a qual atribuimos o carater exploratério acima, inclusive poderiamos pensar
gue ha algo da iéia de “argumento transcendenial” na maneira de Hilbert conceber a aprioridade e aplicagiio
dos concellos numéricos, isto €, que sua natureza € “derivada” das condigOes da sensibilidade satisfeitas pelo
gue 5e adequa 80 “ponto de vista finito”. Mas 0 que nos parece fundamental ¢ a contrapartida leibniziana que
atribui a0 formalismo uma natureza nfio completamente arbitriria, uma “teoria” sobre o formalismo que nio se
enconira em Kani, € sobre a gual desenvolvenios nossa interpretaciio.

Por cutro lado, se e até que ponto o8 resuitados de Emitaglio sobre formalismos tornam inaceitivel uma
justificacdo por extrapelagiio analogica ¢ a segunda guestfio a tratar. £m principio, o gue parece afetar € a
questdo da seguranga que podemos ter em relagio is mencionadas extrapolagbes, e nice contra o fato de
realiza-las. Sem divida, b no sentido de “refitacio do ceticismo”™ um fracasse do Programa de Hilbert, mas
isso ndio € decisivo, segundo achamos, na concepglo da matematica que atribuimos a Hilbert como resultado
de nossa interpretagio.

O impacto dos resultados de limitagio nfic sfo, segundo nos parece, um obsticulo que resulte no
abandono completo da concepgiio filosofica subjacente que atribuimos ao Programa de Hilbert, concepgio que
vpi adequando-se 4 natureza dos resultados cientificos obtidos, diveito que ninguém pode negar a nfio ser que
se acredite numa philosaphia perenris. Perennes 580 as questdes e neste sertido temos procurado atraves da
obra de um grande matematico (e nio de um filosofo) as respostas implicitas aquelas questdes.

O resultado dessa procura ndo consiste numa filosofia hitbertiana da aritmética sendo nos principios que

deveriam informar uma tal Hlosofia, atendendo inclusive ao fato da necessana reformulagio em fungdo dos
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resultados tedricos obtidos na pesquisa sobre fundamentos. Em primeito lugar, a natureza do a priori
caracteristice da aritmética. Em segundo lugar, & relagio entre a prior e percepgdo, entendida a ultima como
garantia da evidéncia intersubjetiva. Em terceiro lugar, que os sinais nBo estio apenas no principio na
matematica, como escreven Hilbert, senfo também, e tio fundamentaimente, no fim.

Que em Hithert niio achemos uma elaboragio destes “principios” € perfeitamente excusdvel. Trata-se
menos de uma divida de Hilbert com 2 filosofia do que vma divida da filosofia para com Hilbert. Se essa divide

¢ legitima, j& € matéria de {outra) discussiio.
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