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SOBRE O FREDICATIVISHMO EM HERMANN WEYL

-Algurz aspectos do construtivizmo em mabemitics

Rl
N R
ij) /}/’ y{}“ .

j.)

,f;f’)./ /) E [« /
o gy b /ﬁ . "_._("'/




INTRODUGAQ

O Predicativismp pode ser caracterizado em termos gerais como O
projeto de r*eFor-mulal;Eo de partes essenciais de matematica segurdo o principio do
cireulo vicioso de Poincaré-Russel. Este proibe aue qualguer objete seja definide
em termos de uma totalidade aue o contenha, envolva ou pressuponha. O principic
proposto e discutido informalmente por Poincaré em varios texios e supostamente a
viga mestra socbre a gual erigem-se os “Principia Mathematica” de BRussell e AN.
Whitehead. Muitos oriticos consideram entretanto aue o polémico axioma de
reducibilidade reintroduz, de maneira subrepticia, procedimentos imnredicativos‘.
Assim, foi H. Weul num texto que marcou época - “Das Kontinuum”(1948) - o primeiro
a levar a cabo uma efetiva reformulag3o de grande parte da anilise classica em
bases ectritamente predicativistas, evitando simultaneamente generalidades a
maneira de Poincaré e excessiva rigidez formal A& maneira de Russell. Também ao
contrario destes, Weul recusa uma analise ramificada ruma hierarguia de tipos.

Weyl teve seguidores que até o presente dedicam-se & tarefa
de recuperar para segmentos essenciais da matematica & credibilidade e a
ceguranga dos procedimentos predicativistas, da analise classica & geometria
diferencial®, da teoriz da medida e analise funcional & teoria dos mod8los® .

Numa outra direg3o o trabalho pioneiro de Weuyl da origem a
outros problemas. Sua recusa a ramificagic ndo consesuiu sensibilizar a maioria
das que viam reo gseu “approach” sen3o uma leitura muito rigorosa do princinio do
circulo vicioso.

Mas uma vez libertos do nivel basico em que Weul comprimiu sua
anilice e livres para construirmos uma hierarquia de tipos, oulras quastdes, de
carater metamateméatico apresentam-se: gue ordinais sao aceitaveis como indices de
tipos, uma wvez aque a nog3o de ordinal arbitrario & impredicativa? aue
formalizagBes sSo apropriadas para a caracterizagdo precisa das nogBes informais
de definiglo e demonstragdo predicativas? A busca de respostas a estas quastdes
ociupa até hoje um orande contingente de loaicos, e o predicativismo, ou mais
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precisamente, os diferentes sistemas de analise predicativa formalizados i
semelhanca de outros sistemas matematicos, s%o estudados na perspectiva de uma
metamatematica “classica”.

Mas as aquesifes gue nos nos colocamos s3o de outra ordem.
Historicamente © principic do siroulo vicioso surge apareniemente come uma
estipulagdo ad hoc visando barrar a derivagdo dos paradoxos gue deram origem ao
"eccindalo dos fundamentos”, no comego deste séculc. Todos estes paradoxos
envolvem em algum ponto definicSes impredicativas. Assim, todo o oredicativismo
parece ressentir-se de um suporte filosdfico, d= uma organicidade tedrica, na gual
surja como o desenwolvimento matemitico de posigBes filosdficas mais gerais e
sistematicamente relacionadas de modo coerente.

Pelo papel privileajado que o predicativismo reserva a linauaocem
(contrariamente ao intuicionismo, por  exemplo), alaumas leituras de cariter
nominalista tem-lhe sitdo impostac,

Certamente o ordorio “Principia Mathematica” tem uma clara, se
bem gue nZo totalmente bem- sucedida, orientagio nominalista. Mais recentemente,
Lorezen ((Z8) e C Chihara (51 apresentaram, 0 primeiro se ndo um desenvolvimento
da analise em bases nominalistas, ao menos sesundo uma postura "ontologicamente
indiferente”, e o segundo um esbogo de uma insergdo do predicativismo na esfera
do pensamento rominalista. Nesso objetive & mostrar que se bem aue possiveis en
pmncmlo, tais leituras, ao menos no caso de "Das Kontinuum”, falseiam seus
fundamentos filosoficos e obscurecem sua compresnsao.

Mosso trabalhe quer mostrar gue *Das Kontinuum” insere-se na
orincipiante tradigSo fenomenoldgica de EHusser] e aue a forma, mesmo nos
detalhes, em gue & ai apresentada uma teoria dos nimeros reais, & determinada
pela perspactiva dos ensinamentos de Musser! 3 época.

Essa relagdo ndo @ arbitraria ou acidental. Weul foi aluno de
Husserl em Gottingen, a partir do semestre de inverno de 1904-05, época em gue
este leciorou sobre a fernomencloagia da consciéneis do ternpo imanente., Tanto as
"Investigagbes Logicas” quanto as “Idéias” de Husserl sdo explicitamente citadas
no corpo de "Das Kontinuum”. E nossa proposta explicitar como alauns dos
prinz:.:ipios garais da Fenomenologia e alouns dos seus ensinamentos econtram
acesso a matemitica e *Fundarnen{am uma teoria dos rnimeros reais.

Un outro problema que nos preocupa & o das relagBes entre

intuicionismo e predicativisms, em particular como cada um entende a "construgin”
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matematica, uma vez que ambos parecem, em MEnROr Ou maior graus, rejaitar o
realismo subjacente & matematica classica.

O ponto de partida para o intuicionismo & a nd3o adeauabilidade
da interpretagdc classica das constantes lémicas em contextos infinitos. Em
particular a veracidade de juizos existenciais depende da construgdo efetiva do
obieto aue se afirma existir ( além de uma demonstragio de aque este objeto
satisfaz as propriedades dele afirmadas). O ponto de partida para o predicativismo
& outro totalmente diverso. O n3o recorhecimento da legitimidade das definigbes
impredicativas como constituintes de verdadeiros objetos parece uma imposigao
mais ou menos arbitraria, ad hoc, visando exclusivamente barrar a derivagio de
paradoxos.

‘Um problema para diferentes projetos fundacionais, em particular
para o predicativismo, & derivar oossiveis pestricfies & pratica matematica de uma

teoria filosofica pgsitiva.
Usuzlmente concidera-ce cue cuzlguer doutrina nos fundamentos

da matematica é precedida por uma particular ontolomia aue lhe traga os caminhos.

N3p & incomum ver-se os principais projetos fundacionais assocliados a antiga

guest3o dos universais. A correlagio seria:

logicismo-—--—--- realismo
construtivismo--------- conceptualismo
formzlismoe---e—---nominalismo

Mas, claro, nem tudo @ t3o simples. Ha logicistas realistas (Freae)
e loaicistas nominalistas (Russell). Alguns construtivistas nio concordam entre si
guanto ao aue de fato se pode admitir como existente em matematica, quando n3o no
prigrio sentido desta palavra. Uns admitem como existente apenas o que se pode

efetivamente representar na intuigSo pura ( intuicionistas), outros o aue se pode

descrever numa certa lingusaem dada numa intuig3o originaria ( Weyl ) onde o

conceito de intuigdo nio é certamente o mesmo. Aqueles fazem referéncia &
intuigio kantiana do tempo, este & intuigdo husserliana. Outras ainda ha que
predicativistas ( logo construitivistas de alguma forma ) adotam uma Nogao
formalista de existénciz (Poincaré).

A guest3o se complica ainda mais guando oueremos justificar a
zdogip de uma logica classica ou n3o-cldssica para a matematica como
consequencia de uma postura ontoldgica. Poincare & Weul adotam a ldgica clissica

& outros construtivistas, como oz intuicionistas, & rejeitam.
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Assim outras questdes =se apresentam: como  conciliar
construtivismo com a inlerpretagio classica das oconstantes logicas? & possivel
justificar uma. ou putra ldoica em guestBes de outra ordem que quesifies de
ontologia?

A leitura de M. Dummertt ((11)) nos forrece uma pista, Diz ele
"gualouer juctificac3o para a adogd3p de uma logica em detrimento de outra como a
lbgica para a matemitica deve considerar auesides de significado “(p. 215). Foi o
gue buscamos como justificativa para -2 adog80 da 16gica classica no
predicativismo, de Poincaré e de Weyl: uma teoria do significado. E posteriormente
uma ortologia por ela determinzads.

Mosso trabalho comega assim com & tarefa de sustentar a
filosofiz da matemadtica de Poincaré numa teoria do sianificado. Prosseaue
explicitando o econstrutivismo kantiano, suas relagbes com o intuicionismo e uma
critica do psicologismo ai latente. Chegando ent3o a Weul e suas relagoes com a
fenomenolooia.

Tanto no estudo de Kant aquanto no de Wewl uma preocupagiao
central & com a explicitag3o da nogdo de constituigdo do objeto matematico.

Este & exemplarmente um objete ideal. Mas n3o precisamos ir a
matematica, ou mesmo as ciéncias “abstratas” em geral, para toparmos com objetos
ideais. Qualauer pesspa gue me conte casualmente ter aostado de uma particular
audig.:'é'o da *D. Giovapni¥, faz reférenciz = um tal objeto. Poiz o que & isto de aue
se diz ter gostado: a opera “D: Giovanni”?. Certamente nd3o um objeto no espago e
no tempo um isto - acui, s& bem que tenha tido uma origem no espago e no tempo,
no interior de uma coreciéncia. Como esta "-Fama;:'é'n interior” na consciéncia de

Mazart pode oarhar o status de um objeto impessoal, atemporal, com multiplas

Yencarnagbes”?.
Estas s3o0 cguestdes que se podem colocar a respeito de guzlauer

objeto ideal, numa perspetiva construtivista. Elas também nos estar3o preocupando.

Terminamos mostrando que no predicativismo nem tudo s3o boas
intercBes apenas. Mostramos como toda a aritmética e orande parte da anilise

classica podem ser predicativamente recuperadas.



I - O PREDICATIVIGHMI EM POINCARE

& tuesifo que orientou minha leitura de Peincare foi: & porsivel

giasoobrir aguem da restricde predicativista por ele imoosta 2 matemitica meis do

~ug uma estipulsgdc ad hod wvisanco exclusivamente barrar  a derivagio de

iraooyos? Veremds adiznte gus 2 resoposta e efipmativa, oue &s or 2irigtss o2

i
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Lxrater predicativisia repousam fumE  LEOME, MESMO gusR RED  complelimerde
ariiouizos, 63 sionceficedo em metemalica,

Mao me interesss aaul o tragado Go gue se poderia propriamente
chamar uma filosofiz dx mebtemitica em Poincaré, prircipalments porgue tal colsa
nio existe, oU a0 mENOSs NAC existe enquanto um corpo articulado e consistente.
Poircareé n3c se enguadre ncs csnones de rigor e pronfuncidsde na analise de
questoes filcsoficas pertinentes @ matematica gues se tornaram norma em especial
ra Filosofia Anslitica. Seus pontos de wista s3o apresentadoz muitas vezes
gesacompanhados de um arrazoado convincente, guandn nio francamente doamaticos,
e sem 2 PreosupsCAo de um . teoria meral onde ajustem-se orgarucamente entre si, ©
gue nos ocbrligs 2 providenciar com frequBncia leiturzz e inter-::-r-eiagﬁes oriertadas
sempre pelo ideal de ume articulagZo coerente. Mais do oue por uma reflexSo
metodica, Poincare & guiado pela suz pratica - ame metematico, prencupacio
principaimente - dado importante - com problemas oo matematica aplicaga’, e por
uma postura filozéfica oeral qgue se poderia rotuizr ¢omo uma espécie de Kantismo
revisitado e {emoersdo com doses de praamabtismo e rominzlismo na medida de um
viao “oom-serso’. Amtes aue um  filoscfico. foimcaré e um matematico culto
preosupado com aguestbes filosoficas.

£ interessante mostrar agul um aspecto deste Kaniismo de
Poincare : & ausse a versao oposta oo de Frege. Enguanto opara este a Aritmétics
e um corpo de proposigies anzliticas, paraz aguele & falsa a afirmagao da
regutibilidade  da aritmétioa 2 lomics. Para Poincard o principio dz induplo
completa, ¢ pilar mxis bisico ds aritméticas, e o exemple acabaco de uma
oroposigie sintélica a priori. Erguanio para Frzge s gsometria euclidiana = um

oorpo de proposicfss sintéticas a priori para Foincare tal rsn & o caso. Para

1" L is Poincard’s strono emeirical btendencies thatl liz behind his anti-Platonic

won osnsny of Matremstics” (B3 4325

rn



.

este o espago euclidiano ndo coincide com o espago vieal, talil ou motor & néo e
umz  moldura tapdstka 2 cada ums de  nossas  represertacder  comsideradas
indivituginente

O axiomzs ocomebricos, seiam ca esomsiria euclidiane o das
peomatrias e lLobatohevsku ou Riemann, s&0 convergbas, rem veraagzira: nem
faigas, enife as guais esenlhemos guisdos por nberesses preticos ou por sus
malor Ou menor simplicidacs. Por outro lado, Foincare ssposa neste  ontextc ums
fnostura”? de caraler Kanilome o afirme oue o chisto o esl
o™uDD DaCouiar & £ O coneeito gEral e grupn gue
de nossa sensibilidade mas como forma Go resso ertendimentc” §, ppO0-24L
i Def‘inig;ﬁi- Fr.ze £30 para Poincaré o peosseporte pare 2 exisiéneiz em

Matomitica. -ladz existe aue nic tenha sido proprizmerte oefinido, COm
particular enfase no  termo  “oropriamenie”. Poincaré  ascinariz: & frase de
Sartre “exiztir & possuir uma marca regiztrada, slouma porie nas f3buas infinitas
do Verbo”. Poincare distingue dois tinos de de-Finif;i"les: x diret:, ou explicita; e a
irdireta, implicita ou por meio oz postulsdos. Mo primziro .ipo o definico é
sxplicitamente introgduzido por uma expressio de wma lirgusgem arbitraria onde
constem soenas um numero finite de simbolos, su  ziE, se t é © tarmo definido,
entdo a definiglo tem a forma L = ¢ x ¥(x) onde ¥ix) € uma formula de comorimento
finito nuag variavel 1 lives de uma lingusoem arbits iriz apropriada.

Mas paiavras do propriv Poincare a definigio deve langar mio
apenas “de um nimero finito de palavras”. Dutra ¢ =irigdo esszncial € oue &
definicdo sejz predicativa, o sentido desta restrigic e por gué acreditp gue
c=finigles nfo opredicativas, ou impredicativas, para Poincare, infrigem 2
estipulacio ge gus defimigfes devem conter somer e um rumero finitc de palavres,
=¢ ~20 abordsdos em breve.

Mo segundo tipo de definigio, da-s= um sistema d2 &X:0mas Que
conjuntzmente definem ums rf-:r-_;%io guzndo iodss as oulras ogue ai figuram forem
previzmente cefinidas, Assim 2z moplio, ou termo sarzl, “ndmero natural” estard
gzfinido pzlo= postulados de FPesno se forem ja cefinigoz o5 termos “zero” e
"zucezsor” Ezze exemplo enbretanto rndo seriz do zorsdo ce Polincare, pois como

i -

veremos a daofinicio por postulacdos =6 seri iroiiima se oz postulsdoz forem

ponsisientes, igto 2 nfo impiiczrem em cortradisic, mes, scredita Poincare, nao ha

e - ~ " . 5 - . . e
ouiE ORO lanDs mao oo principlo de inTogao
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demonstrar, originade um circulo viciose onde rata se prova. O raciocinio ce
Polnicar? & mals ou mMenos Como S Segue: Se um Conjunto de axiomas tem um nomero
finita da conzeoubncizs = constaticie dHe ocus entra elas naa figura  uma
contradigio nZo apresentz maiores probiemas teoricos - guigs aloguns de ordam
pratica apenas. Se ecsas conseguBncize forem em nimero infinito, poreém, e uma

demonstrag3c direta se faz recessariz - exizie uma cemonsiracie indireta oo

. o . . -~ - o o .
congistentia via & apresentzgzo de um modelr - entzo oovamds mostrar oue c:=
e o 4 - e N A - ;o . " n . - - . -

oo gies dz loolca - regrags velidass de nferencia - aplicadas & Qremizses

erp..citamer. 2 ndo contraditdrias - isto &, tais gue ertre elas Ao existam duss
taie gue ura sejz a regsclo da putra - N30 pogem rios car sendp conclusCas
iguslmente isc-tas de oontradigSo, e dai conciuir, pelo principio dge indugdo
compieta, aue cuntradicbes nuncs vBo aparecer.

0 exempic preferido de Poircare rars uma gefinigdo por cistema
de postulados € a de distancia via os axjomas da gscmetriz euciidizna,

Tanto nmum como noutro tipo oe definicdo ndo basta entretanuo
estipul ir-se que se trata de uma definig3o, € preeisc mostra-le. Poincare cita
aloumas vezes, [[24] p.ieL, pex] o dito de Stuart Mill de ous toda definigdo implica
num axioma, o gue afirma gue O obielo definido exizte. Mo concorda com elg,
ntretanto. Ao iNVES de Um axioms, a defini;;'a'\c- oEve Vir acompanhads de ums provs
ue oue 0 definids exisie,

0 que vem & ser isso sO s:¢ -4 entanddicd quando =& entender oue

. . ] . . . Fis . ¢
sertido Poincare astribui a Yexistencia ¥ em Mztematice

Z. Existéncia em Matematica - * L. etre mathématicue existe, pourvu cue s&

definiticn nfimpligue pas contrzdiction, scit en elle-meme, ¢-it avec les
propositions antéricurement sdmises” [ 327 pS59). ... en matheématiousz le mot
gxister re pesut av.ir ouun sens, il signifiove exemet de contradiction” (1240
p ASEY, Outrss cita_@ﬁes ooderiam ser reproduzidss, maxs = tBnics, ou =S proprise
palavras, nEc mudam. Existic zignifica sispiesmente estar isanto de contradighes,
ou melhor dite, significs gue & serlencae owve sfirma a existencia nac &
contrzditéria ¥ em si mesma®, isto @ n3c € a nemacido sz uma tautoleaia, ou com
sentergas j& admitidas como verdadeiras. Assim sg oum terao & definido por uma
formula B (ciaf‘inig’én direta), sua existErcica estara sarantida, e portarto a
definicio é legitima, se demonstrarmos ouz & sentenpz: Zh DX n3e & contraditdria
j#s0 nE3o & eowvalenie, € claro, a

rno  cistems ras sentencas & admiticsz



estipuiagﬁo de gus tal sentenga £=ia deduzivel das ia acmiticas.

Em [ (8], £.454) afirmz-se “obvicsly, to zaug that a solution Lo such
znd such an eoustion exiziz is not Lo sau that a solution Lo the eouztion 15 free
from contradiction”. Assim Chizhara € levado a afirmar cue Foincare nio pretends
aue a interpretagdo de "exictir” como "livee de contradigSes” seja vilida em todo
cortexto matemitico, mas apenas neouzlies onde deve-se examinar & oosisténciz de
gafinigh. 5 especificas.

Mo entamte Ppinczré & bem claro nesse ponto, Ysxistir” lem

|}|

Larze Um serlico em Mate Alica: astar livre de conbrsdinfias. Mo cszo ezpecifics

wnsizde por Chinara, parece-me gue & resposta de FPoincaré seria previsivel:

ah

"

Jponha gue tennamos conclwdo gues determinada =quagdo de forma pex. plo = 0
tenha solt c80, ou gue uma solugdo exista, por uma demonstrac3o indireta, do tipe
raductio ad abeurdum,

Ora, tal demo siracio neda mais & gue a demonstracio ocue 2
sentenga (N3c) 3 x ( pix} = B & contraditéria; logo 3 x (p=0) n3p & «J seja a
sentanga oue afirma gue solugbes exisiem esta livre de contradigdes com as
santencas ja admitidas. Se por outro lado soubsrmos gu2 a ecuacio tem solucdo por
estarmos de posse de ume especifica solu:_;,%o &, entap temos que plal = 0, e assim
pocemos novamente afirmar aque 3 x (=0 e verdsdeira, supondo, como & clarg,
verdadeiras as sentengas & aomitidas.

Assim, mesmo gus & Citacad que abre essa £eg3o parepa car razdc
a Chihars, o contexto que = contem, onde discute-se o Sito de S. Mill pode explicar
& aparente restrigio do escopo aue Chihara guer ver ro sentido oue Poincare da
a0 termo "existir'” em Matematica.

fm outras oczsides onde © z2sEsunio & abcrdado Poincaréd &
taxativo: "existir” significa "estar livre de coritradigbes”. E acredito cus a leiturs
aues fiz deste "estar livre de contr‘adioges” di m=zmo conta de todas as situag‘.&’-es
em aue um ente matematico 2 dito existir

No caso de definigfes por siztems de postulsdos, “izemos gue o
rermo definido existe ( no caso de uma NDRED ou termo geral, podemos toma-la
eviznsivamente e afirmar oue o Oue exisie & sus extensio entendida coms um
chizto) ouszndo o sistema & consisiente & toda sus sxtensdo por sdiungio de

niticzs tambsm o 2.
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2. O irdinito - Folrcard  repodiz o syiztéosdia do infinito stusl em Matomiticz, & o
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mais . Entre outros males, Poincaré responseniliza a orenga no infintd real por
Originar pDarsdoxos, mesmo oue aceilasse, com Russel, oue alouns deles curaem
mzsmo em  ontextos finitos ( o exemplo e o rrradoxe do menor numero inteiro aue
rz0 node ser definito por uma sentenga com (L =nos de cem palavras poriugussas; e
gue no entanto assim o foi pela sentenga anterior). Poincaré acreditava ous a
origem Oeste paredoxo estd na extensio de formas cléseices de inferencia s
slzezificar 28 mutavels, ou ingredicativas ( gus veremss mals sthante) & oue
“epseas Sificuldadss se ppreseriam com muilo mzior frecuénciz quardo se tratz de
colegfes infinitas” [(30) pBE. ra medids em gus esse infinilo e ‘tonzoo como
comoletamente atualir zdo.

" ka0 had infinito atuzl e quando falrmoz de uma colegio ir finita,
gueremos dizer uma colegio 3 gual se podem incassaniemente  juntar novos
elemzntosizemelhante a uma lista de subsorigSo, gue jamais fosse encerrada na
exoectativa de moves subscritoresy’ [[30),p. 861

4. O tegrema de Cantor - Como =0 podemos dizer gue existe agui o aue e definivel

num numero finito de palavras, e como as definictes poderiam cer numeradas com
o5 nureros naturais desde um ate o infinito, conclue Poinczre gue so haveria um
nimero cardinal possivel, o M. Come ent3o dizemos oue a poténcis do continuo n3o

& amzsma oas naturais?
E o teorema de Cantor false? Mo, responde Poincaré, nzs o gue
gle cemonstra n%c & como e coré a existénciz oo cardingis superiores a Mo mas

armtes & impossibilidade de s completar oprocedimerntdes infinitos, (u antes do

imatualidade de colecfes infinitas.
Lembremos gue a diagonalizac3o sb e possivel na hipotese de gue

= Enumer‘at;gu dos rezic sejs comoletamente dada. Em detalhes o gue Foincaré cré

cer demonstrado por Cantor € que nic se pode achar entre o5 nUmeros naturais e
os pontos da rete definiveis em um numero finito de palaveas ume lei de
correspondéncia tal que:
(1) Essa lei se pode enunciar roan numero finite de palavras
(2) Dado um ratural qualouer, pode-se achar o porto da rets correspon-
deznte ous estarsa d=finido  pela zua conbra - imagem e pela tel de
correspondéncia e sera, portantn, definido por um nUmero finito de
pxlavras =2 o natural o for.,
(3} Sendo dado wn oonto P na reta, =mosto definids nom ndmero finito ds

czlavires idﬁ'inig‘;ﬁo oue pode zludirc 2 prdpriz lel de cortesoonainzial
Cl(‘



havera um natural oue serd determinado sem ambiguidade pelo enun-
ciado da Lei e pela definig3o do ponto.

(4) A lei de ser predicativa, isto &, =e N corresponde a P, assim continua-
ré& guando se tiver introduzido (via definigio) novos pontos na reta.

E hora saora de examinarmos cue valor mais alto se levanta a

exigir a excomunh3o do infinitoe atual e das definigbzs impredicativas oa

congresagic das nogbes e das definigdes matematicas.

5. Verificabilidade & Sentido - Em [[301p. 114] Poincare afirma que “todo teorema

de matematica deve ser suscetivel de verificagao. Quando enuncic um bteorema,
afirmo gue conseauirei obter todas as verificagbes que empreender; e mesmo se

uma dessas ver‘i{-‘ica?ﬁes exigir um trabalho ogue exceda as forgas de um homem,

afirmo gue, se muitas geragBes, cem se for precisg, julgarem a proposito levar &

- . ~ . - . A ~ .
efeito essa verificaplo, ela terad ainda exito "p teorema nje tem putro sentido”

(meus arifos). Mas uma verificagSo n3c & uma demonstragdio. Uma afirmagdo
universal, por exemplo, nio pode ser passivel de ver‘ificagﬁo, apenas suas
instancias particulares, as sentenpas oue afirmam de individuos em pariicular o
aue o teorema afirma de todos, podem ser verificadas.

A demonstragdo por sua vez 2 a sinteze de todas as verificagdes
e tem por finalidade justamente dispensar-nos delas. Convem citar Poincare
textualmente neste ponto: "La veérification différe preécisament de la veritable
démonstration, parce gu'elle est purement anzlutigue et parce ouvelle est stérile.
Flle est stérile parce que la conclusion n'est gque la traduction des prémises dans
une autre langaae. La demonstration véritable est féconde au contraire parce gque
la conclusion u est en un sens plus genérale oue les prémises.

L'Baalité 2 + 2 = 4 n'a éte ainsi susceptible dune veérification
que parce au'elle est particuliére. Toute enonce particulier en mathematique
pourrz toujours etre vérifié de 1a sorte.

Maizs €i la mathématioue devail se réduire a ume suite de
pareilles verifications, ele e serait pas une science.. [ o'y a2 de science que du
oenaral,

U peut memz dire gue les =cierces exactes ont preésigément pour

obist de nous disperncser de ces verificationz” 3210131



Mo & tarefa facil fazer sentido do aue Poincaré ouer rios fazer

crer. Que significado devemos atribuir ao conceito de veriFicag"ao‘? Tendo em vista

que apenas enunciados particulares ©3o0 possivelis de ver'ifica;ﬁo, tentaramos

crecisar alguns termos.

. A : : . ~
Ac instarcize de um enuncizdo gualouer seriam EEEMCOEs OUE

diriam de objetos esueoiﬁcns e determinados o gue o snunciado diria de objetos
irespecificos ou  indsterminados,ou  seja, seriam  obtidas  elimindo-se seus
quantificadores e substituindo-se cada uma das variaveic ligadas por constantes
em ceus dominios. Assim um enunciado universal seria verdadeiro se todas as suas
instancias © foseem um existencial seria verdadeiro se pelo menos uma de suas
instarcias o fosse.

Mas assim enterndida a nog3o, pode ocorrer oue um enunciado N0
terha imsiincias, como as entendemos informalmenie. Por exemplo o enunciado {Wx
Afy }.+B, onde A & uma formula unariz qualauer e B uma sentenga.

FPodemos remediar esta situagdc considerando como instincias de
uma formula as instincias, no sentido acima, da sua eguivalente formula prenex.

Entenderemos por ver*ificag”ao um procediments  efetivo  de
corctatacio da veracidade de instancias verdadeiras. A verificagSo difere da
demonstragdo porgue esta é uma “verificagdo simultdnea” de todas as insténcias
verdadeiras do teorema.

0 aue o teorema afirma, isto é seu gentidp, & aue todas as suas
instancias verdadeiras s80 verificdveis em principio.

Se estendermos um pouco o sentido destes termos poderemos
obter um critério de significacSo sue mantenha a intuic3o oriainal. Entendendo por
verificagio um procedimento efetivo e uniforme de se atribuir as insténcias de um
enuriciado qualguer um valor verdsde (verdadeiro ou falsol, poderemos dizer gque um
enunciado € siamificativo se todas as swas instfncias s3o verificaveis em
pr‘incipio.

€e quisermos ser mais precisos e identificar a vaaa noglio de
verificidvel a precisa nog3o de decidivel, entio para Poincaré, os enunciados

sionificativossobre um dominic s3c exatamsnie os obtidos a partiir dos predicados

decidiveis sobre este dominioo pelz lhaica quantificacional.
Mzs evidentemente riads disto é explicitamente dito por Poincare.
Entretantc =e=ijz © aque for ous ele entznda por ”ver-i?icaggo"

L] r . - - -
oo’ oerto gue eshta & para ele um procedimanto gue nos permite decidir para um
1



certo enunciado particular sobre o dominio, se ele & verdadeiro ou falso, e aue
uma verificagSo ndo & uma verdadeira demonstragdo.

Diz Chihara, “Farece cue provam-se teoremas gerais e verificam-
ce ineilncias particualres do teoremas; pode-se verificar um teorema geral apenas
na medida em que se pode verificar umz instancia particularde teoremsa® [[9)p.4443

Esta noglo da demonstragdo como uma somatdriz de verificagBes
& aque leva provalvemente FPoincare a afirmar “gu'il [ le raisonnement
mathématiquel participe dars une certaine measure de la nature du raisonrement
indudif et oue c'est par 13 ouil est fécond” [[3Z], o 4l

Significado, para Poincaré, € definido wm termos de
verificabilidade & esta nogdp esta intimamente relacionada a procedimentos
decisorios, meios de se afirmar, mensuragio ou até “insiaht” intuitivo de aue
determinado estado de coisas estd em conformidade com © gue dele se afirma.

Para Ppoincaré, 0s nlUmeros naturais nao existem como uma
totalidade plenamente constituida, mas antes como um dominic em permanznte
construgBe. Num certo sentido s3o criagbes do espirito  humano. Mas
simultaneamente Ppincaré n3o ousstiona a interpretacdo usual das constantes
légicas em assergdes sobre os nimeros naturais. NZo estaria ent3o incorrendo em
incoerancia? como seria possivel conciliar-se uma, postura ontolbaica
construtivista - a existéncia matemitica em f‘ungﬁo da atividade humanz de definir
- com a logica classica? n3o exigiria aguela uma revis3o desta?

Dumett (op. cit) nos oferece uma possibilidade de solugdo do
dilema. Segundo ele nio ha necessariamente uma relagdo de compromisso entre a
tese gue oS nimeros naturais s3o0 criaples do pensamento com a adogd3o de uma
lomica intuicionista para assergBes numéricas. Dumett acredita que ha uma
interpretagio de aue os ndmeros naturais sdo criagfes do espirito que ndo
determina wma correta ncn;:go de wvercade para assergﬁes numéricas em aeral,
independentemente de consideracoes aerais sobre significado.

Seagundo esta interpretacio, a afirmagd3o de aue os nGmeros
naturais s8o uma construcio do espirite s6 esta qualificada guando acompanhada
de uma nop3o de verdade para a classe das proposipgSes decidiveis.

Se & restritz classe das assergfes numéricas decidiveis admite
uma nog3o clissica (platonistad de verdads, iste &, oue um predicado deocidivel
aplicads & um ndmero natural & verdsdeiro ou falso jndependente de gualauer

verificagio efetivamente realizada, ou dito de outra forma, se a verificagdo
12



possivel em grirrcigio & suficiente para lhe a9arantir um valor verdade gue
poderiamos ignorar, mado © construtivista nfo tem a sua disposigio a
possibilidade de abandanar a logica clizsica para assergfes numéricas em gsral
sustentado grenas pela sua interpretacdo do status oniolégico dos objetos
matematicos. £ lhe necessaria toda uma teoria do significado que imporha uma nova
logica.

Ora, como vimos para Poincaré enuncizdos particulares s8o
sigrificativos se verificaveis em grirﬂ:ipio. Em particular, enunciados decidiveis
devem ser cionificativos, isto &, tem um valor verdade determinado e fixo. Logo,
para a classe destes enunciados vale a nogip classica de verdade. Portanto,
seoundo Dumett, a adoglo da ldmica classica em Foincaré para enunciados
aritméticos em aeral, &i incluidos enuncizdos gerais gue nio sio em si decidiveis,
mas que tem imsiincias decidiveis, & simplesmente, ac contririo do se poderia
supor, ouestio de coeréncia, uma vez aque Foincaré ndc considera guestfes de
sionificado na perspectiva ague Dumett acha imprescindivel para, neste caso, impor
uma reforma logica.

Que efeito tem essas consideragbes de significagdo sobre o
infinito atual?

Poincaré diz oue " como as verificagbes st se podem aplicar a
numeres finitos, ssaue-se oue todo o teorema relativo aocs numeros infintos ou,
sobretude ac oue se dernomina conjuntos infinitos, ou cardinais transfinitos, ou
ordinais transfinitos, etc. n3o pode ser mais do aue em modo abreviado de
enunciar proposigBes sobre os numeros finitos. Se for de outro modo, esse teorema
nio serd verificavel, ndo terid sentido” [[201p.114-145]1

Novamente nio esta claro o aus Poincaré tem em menie. Ele
parece cizer gue dado um conjunto A, um enunciado do tioo a ¢ A s0 poode ser
verificado se A for finito, isto & & = { aj, &2...8p ). ASSim a8 ¢ A € equivalente a
s=a; OU .. OU &= a3,. Se A for irmfinito, a ¢ A nio seria verficavel. Esta
interpretacio s6 €& possivel se conjuntos forem sempre  considerados

externsicnzlmerte € A so puder ser visto como dado se todos o= seus elemertos

forem explicitamente dados.

De fato FPoincaré c©onsiderava conjuntos extensionalmente
[[20],0.124) e que sO podemos considerar um ocnjunio como dido ouando conhecemos
T« DB os seus elemsrios, ou em outrxs pxlavras ouando tivermos definido cada um

L= OU Bauivalentemente, oguando tivermos introduzido, via definigio, para cads um
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deles, um termo na lirousgem. Assim, mesmo gue tivessembs um esguema, Jm
processo efetivo ue produzir definigbes, nunca teriamos todas as definicOes dos
elementos de um econjunto infinito, por issp ele nunca nos serd dado
completamente 4

" Quando me refiro a todos os numeros inteiros, auero dizer
todos os numeros inteiros que se tem inventado e {odos agueles que se pogderao
imventar um dia; ouando fale de todos os pontos do espagon, guero dizer todos os
pentos cuizs coordenadze €30 exprimiveis por nameres racionais, algébricos, por
integrais ou de gqualouer oculra maneira de se pude inventar. £ esse " o gue se
puder” que e o infinite” (30}, op.103-1101.

Ascim considerar um conjunto  infinite como  dado  seriz
entnvalente & realizar no presente todas as possibilidades do futuro ( ou pelo
meros as pogsibilidades relevantes ao caszo), uma imposcsibilidade . Portanto um
conjunto infinito ndo pode ser completamente dado. Logo, asserg¢les gue o envolvam
nunca poderie ser copmpletamente verificadas.

Assim gualguer mencdo ao infinito num enunciado significativo
deve ser aperas “fagon de parler”.

Assim afirmactes do tibo:

(a} a série dos primos & ilimitada.

L & porwergente.

1"12

M2

(b)) a serie

=
[11
[

devem ser traduzidas para, respectivamente
(&8") parz cada primo P, existe um primo E{Pq Y+ 5
maior gue p
(b" existe um numera L tal aue pars todo inteiro positiveo
N, existe um inteirc positive ™M tal que se N> M entzo
L - r? P« ,%l
Tanto (@) guanto (b)) 5% passiveis de verificagdo, ou melhor suas
inst8ncias verdadeiras o =3o0. 530 portanto significativos, e o infinito que aparace
em {a) ou (0} s30 apenas abreviagles corwvenientes.
“Ezses teorsmas participam do infinito nZo poraues uma das verificagles possivels
grla  pariicipe, mas porgue  as ver'i?ir:;agﬁes possivais =30 em  nUmero

i anito” f1303,0.424).
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Uma outra conseguéncia que Poincaré tira das congideragbes
sobre sisnificado acima & gue wn teorema da forma “existe x tal gue (0" afirma
gue pelp menos uma sua instincia Wa) & verificavel.

Logo o enunciado "existe uma boa-ordem dos reais” sO tem sentido
se se puder verificar, isto & , constatar efetivamente aque uma certa ordenagdo
explicitamente dads dos reais &€ uma boa - ordem, ou equivalentemente, se pudermos
em principio bem-ordena-lo e explicitamente mosirar que este & o caso.

Mas tal nao & o caso. Poincare diria agug a lei gue permite bem -
ordetar Os reals nac € expr‘imf.vel rum minimo finito de pzlavras (ela requereria um
numero de palavras superior mesmo a Mg ( of. ([301 po.123-124D.

Logo ” o teorema & destituido de sentido, ou falso, ou pelo menos,
indemonstrade” [[300,0.474).

6. Definipfies e ¢lassificacfes jmoredicativas - DefinigBes impredicativas sao
essenciaimente anquelas que "contém um circule vicioso”, onde o objieto definido
figura direta ou indiretamente em sua prapria definicao.

Isto ocorre guandc:

ig o objete e definido por uma r*elat;go com todos os individuos de
um génerc G e, por Sus vez, & um individuc de G,

22 o objeto é definido do mesmo modo e existe um individuo de G

aue so pode ser definido por mengdo a ele.

Do porto de vista de que definigdes de nenhuma maneira “criam”
entidades, mas t3o sdmente as selecionam, entdc é arglivel ( eg. Carnap) que as
definigdes impredicativas ndo involuem nerthum circulo. Mas para Foincarg, como
vimos, ndo se pode dizer de um obistc matemitico oue preé-existe & sua definigdo.
Assim um cbjeto impredicativamente definido tem sua “existéncia” dependente da
existéncia (definigdo) de todos agueles aocs quais sus definigga se refere, & que
incluem ele proprio.

Du ainda, considerando oue o aererc G 506 esta gado gquando
estiverem dados todos os seus elementos, e o objieto definide em termos de G so
esta dado guando G o estiver, temos ous nem este obisto, nam o azrnero G, estarao
algumz vez dados.

A maneirs Ycriativa” como Poincaré v as de?inigﬁes implica gue
de slauma forma os obhi=tos matematicos s2o oonstruldos sequndo hierarouias, onde

o= ohielos de niveis intericores sso introduzidos andes dos objetos de nivels
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superiores. Um objeto definido por mengdo a uma certa colegdo de objetos so pode
ger introduzide no hierarguia degois de todos os objetos a que se refere. Porisso
um objete ric pode ser definido por uma relag:*é'n com todos oe individuos de um
gernero gue o contenha, ou aue contenha um individuo que soO “existe” ( isto &, &6
pode ser definido) por mengdo a ele.

Em f24lp2¢4) Poincare &afirma aque "les definitions ron
prédicatives na peuvant &lre substituées zu terme défini®. £ isto porous se um
termo e impredicativamente definido e nos dispusermos a elimind-lo onde aparece
pela sua definig3o e nesta todos os termos definidos pelas suas definigbes, rdo
lograriamos nunca a partic delz uma identidade tautolooica. Mum certo sentido 2
definicgo ndo contem apenas um numerc finito de palavras uma vez gue a tentativa
de substituip@o do termo definido psla sua definigEo nos levaria a uma regressio
infinita®.

Assim, assergbes envoivende este termo n3o serfo verificaveis.
Ou, colocando a quest3o sob outro oGtica, uma asse‘r*ggo ervolvendo gualauer objeto
£0 podera zer verficavel em principio se o objeto estiver em alaum momento dado.
Como isto nio ocorre para “objetos” impredicativamente definidos, assercfes aue
0s envolvam nao podem ser verificadas. Logo ndo sio significativas.

Poincaré simplesmente nos diz oue assercOes envolvendo obietos
impredicativamente definido ndo podem ser verificadas porous ecses objetes ndo
podem ser dadps. Assim, se para asserctes em geral, verificabilidade, ous se pode
entender como a “existéncia” ideal do estadc de coisas & que a assergao sa
refere, determina o sertido, para nomes este & determinado pela “existéncia” ideal
do cbjeto referente.

Ao lado de definigbes. Poincaré cornsidera ainda ssificachs
impredicativas.

Considere o paradoxo do menor ndmerg inteiro gue ndo oode ser
definico por uma frace com menos de cem palavras portuguesas, & gue no ertanto o
e. Poincaré acredita aue a origem do paradoxo estd em se comsiderar imutavel a
classiFicaggo dos inteiros em duas cateoorias, dos oue podem e dos gque nio podem
ser definidos por uma frase com menos de cem palavras portuoussas e cacar
conclustes segundo as regras classicas de inferéncia, exclusivamente validas para
{. Lembre a cordigio de Pascal de ague as definigies devem permitir-nos a

~ci-isinigio, &m todn contextn, do termo definido pela cus definicin

&



classificagbes imutéveis. No ertanto, a classificagio n3o é imutavel, no sentido de
que sempre gque a considerarmos terminada, poderemos altera-la. Diz Poincaré ” &
classificacio ndo poderd ser definitiva sendo cuando tivermos passado em revista
a todas as frases com menos de cem palavras { h& apenas um numero finito delas,
portante = tarefz & factivel) tivermos rejeitzdo aquelazs cua nao t&m sentidoc e
mouvermos fixado definitivamwente o sentido dacuelas gue apresentarem algum. Mas
ertre eszas frases. hi alpumas oue nio podem ter sentido sen3o depois de ficar
tixa a classificagdo; s30 aguelas em gue se trata dessa propria classificagdo. Em
resumo, a classificacdo dos nimeros pode ser definitiva unicamente depois que a
celec3o das frases estiver finda, e essa selegdo SO podera terminar depois oue a
classificaglo houver sido feita, de sorte oue nem a classificagio, rem a selecao
jamais poderiam estar concluicdas” [{303,pp B85-861.

Assim Poincaré & levado a distinguir entre classificagdes
predicativas, que nio podem ser alteradas pela introdugdo de novos elementos, e
nio oredicativas, ou impredicativas, aoue s3o constantemente alteradas pela
introducio de elementos novos.

Essencialmente, classificagBes impredicativas s3o aguelas em que
o principic de clasesificapdoc depende de uma classe ou de uma nogdo aue ndo
permanece invaridvel enquanto 2 classificagdc esta sendo feita, fazendo-nos
classificar ©m objeto ora numa, ora noutra categoria. No exemple acima, &
classificagSoc depends da classe das frases com menos de cem palavras aue s30
sianificativas e gue definem um nUmero inteiro, esta classe porem e alterada na
medida em aue a classificacao estd em curso.

A grande deficiéneia de tzis classificac@es & oue para elas nao
valem as regras Classicas da ldaica formal. Para Poincaré, a logica formal nads
mais & do oue o estudo das propriedades comuns a toda classificagdo imutavel,
aszim aplica-la fora de seu escopo fatalmente originaria paradoxos.

0 ponto interessante a ser assinalade aqui & aue Poincare

procura com @ nc-g.”;-,o de classificacio predicativa delimitar o eccopo de validade

das regrac Cliceicas de irderércia. As  classificxgfes impredicativas s3o
clascificagBes zpenas na aparéncia, por proclamaglo, pois ne  verdade s3o

irrgalizgveis pois. e isto € algo a se nolar, para que terhamos uma classificagZo €

=tz um da totalidade dos obistos clacsificavels,
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Como isto nfc ocorre nas classificagBes impredicativas, as relagbes entre as
catesorias determinadas na classificag3o s3o alteraveis, sendo improprias ao
tratamenio da loaica formal classica, a unica disponivel, e, consequentemente sem

direito de cidadania em Matematicsa.

Conclusdo

£ patente em mossa tentaiiva de explicitar a2 raz8o da coritica de Poincaré a
matematica de seu tempo, triunfalmente formalista, que estegrande cientizta
treguentemente satisfazja-se& com uma linguagem excessivamente aleadrica, pouco
rigorosa & oue gQuase nada explicava efetivamente, ouando se tratava de refletir
sobre a atividade matematica Tome por exemplo a “restrigio” aue exige aue as
definigBes matematicas”ternam um namerc finito de palavras”. Como se alguma vez
alauém tivesse logrado definir 0 gQue quer oue S2ja COM um nomero infinito de
palavras | Ou ainda sua vers3e da existércia matematica @ o gue e isto aque passa a
Mpyistir® através de uma dsr{-‘inif;ﬁn aproprizda? Ou, gue tipo de dependéncia exisie
entre um objeto e agusles outros gue comparecem em sua definigdo? Que sionifica
"yerificar” um teorema? A Yconstrugio” matematica & um processo no interior de
conseifneoias individuasis {(peicoloaismo) ou de zlguma forma exterioriza-se Como
atividade de consciéneias ervolvidze num projeto comum? As recpostas 2 ectas
perauntas est3¥o, em Peoincaré, na detercbneiz de aloum tipo de internreta;go que,
muitas vezes mostra mais os compromissos do intérprete aue as  intengBes
originais. Alouns, comoc E. Zshar £401 aproximam-no de Kant. "les objects
mathematioues ne ore existent pas & leur definition. c'est-a-dire a leur
corstruction dans les temps. L’intuition pure du temps peut 8tre idealiseé de
facon a ne remolir auune seule fonction: celle ce  opermettre lVinteration. en
rombre  fini, doperstiors créant un &tre mathematioue”. Dutros, come Chihara,
interpretam-no sepundo uma orientagdo nominalista: o oue uma definigdo "oria” & um
simbolo rums  linauagem. " For Poineare , the power of the mathematician to
rereate” artities boile down to 2 power to introduce rew sumbols inte his lanouage
via definitions” [[S)0.168). Esta leitura tem algum apoio ros textos. Lé-se por
exemplo, em Foincare, com oS meus orifos. "un jour on 2 imaaing le mot d'uniformité
fe la converagerce, et ce mot seul les [certos aroumentos) & rendu inutiles”
(134),p 283 "un mot bien choisi suffit le plus souvart pour faire dis ;:-ar‘e\hit.r-e les
evxception que comportaient les rémles enoncés dans Yancien lanazae” [({31),029]

Yoarmi les mois que ont exerce la plus heureuse influence, = signaleral ceux de
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groupe et dinvariant” {([343p.30). E por al afora. Mas em multas outras pascagens
fica clarp ‘ambém cue os termos definidos referem-se a “algo”. nio s3o apenas
simbolos mas antes cinais oheios de sianificado, indicando objstos aue, por outro
lado, rdo ce poderia ver com nerhum tipc de subsist®ncia ontoléaica. A verdade &
oue parece gque a Poincaré coube, nos fundamentos da matematica, indicar caminhos
gue n3o 1lhe coube percorrer. Basta-nos agui notar gue duas “posturas”
fundamentais converasm em Poincara, determinando-lhe a saida predicativista
do labirirte dos parzdoxos. Por um lado seu arti-platonismo sustentado por forte
empiriciemo, por outro lado um  operacionalisme de homem afeito &s ciéncias
ficicas. SO se pode dizer que existe em matematica o aue se pode daefinir
aproprizdamente cem contradigdo, e so’ se pode definir  apropriadamente
através de expressOes sionificativas, oue sio aquelas exatamente aue podem ser
verificadas. 0 importante &€ aque em Poincaré a quest3o da oﬁtologia conhecé uma
inflex3o linauistica e o probiema do gus  existe e traduzido no problema de oue
exprecciies, consiruidas seoundo as normas da aramatica e da lomica, s3o

ademais significativas. Dificilmente se pogderiz dizer que Poincaré esposa ums

teoria verificacionista de significado, tal como se entende usualmente esta
expressio. No entanto & certo oue uma verificagio deve nos dizer se um enunciado
particular & verdadeiro ou falso, o aue nao elimina inclusive & possibilidade da
resposta se apresentar numa intuigio irredutivel, oue & uma “experi@ncia”
matematica genuinz, cegundo Foincaré.Também ac delimitar a existéncia matemitica
aos dominios das expressfes significativas, Poincaré delimita simulianeamente o
campo de validade da logica classica. Para uma sentenga com significado, isto &,
verificavel, vale certamente, por exemplo, que &  ou verdadeira ou falsa, tertium
non datur. As classificagfes predicativas, por seu turno, s@o exatamente aquelas
para ac guais valem as reoras classiczs de inferéncia. Enfim, para Poincare, os
paradoxos nio constituiam certamente apenas um acidente de percursd aos Guais
bastaria isolar por alguma restrigao ad hoc, mas os sintomas de um mal que
amegagaria todo o edificio da matemitica, e que se daveriz sanar antes a partir de
uma teoria do significado que nos previnisse contra 0 contra-senso e 0
CONSPQUENLE COlaDs0 Oa ib@ica, ouspor wuma ontolomia dopmatics cue excluisse dos

dominios da matematica, viz alsuma restrig3o fortuita, obiztos problematicos.

I.A
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I - O construtivisme em Kant
introgugio: Mossps obietivos nas paginas seguintes sdo:

i. Caracterizar 2 nogEo ce const.r*ug"ao de conceitos & o sentido de

construcdo na matematica kantiana.

2. Expor a ieoriz kantiana dos numeros irracionais e a teoria kantiana
do continuo como precursora das Lleoriss aritméticzs do continuo,
gue irdo se tornar privilegizdas na matematica a partir da chamada
aritmstizagdo ca analise, mas principalmente como precursora das

ieorias intuicionistas, em sertidoc ampio, do continuo.

3. Elsborar sloumas criticas & interpreiagio intuicionista da matematica

" em Kant, notan&o por um lade qgue & pcussivel uma leitura puramente
conceitual de tragos da matematica oue Kant creditava a seu suposto
carater intuitivo e, por outro, a possibilidade de um desvio para o
psicoldsico cue tal interpretapdco peode propiciar. Esta Gltima nos sera
L;til ouando do esiudo do intuicionismo de Weul, de seu carater
obietivista ce como este carater opbe-se a0 psicoloaismo de
intuicionisias da escola de Brouwer & de como tals diferengas

de orientagcic devem-se em ultima analice ao papel reservado

4 linguagem em ambos os sistemas.



f. 0 Esouematisme dos Conceitos Purcs do Entendimento

Segundo Kant acuilo gue um conceito representa . pode ou nio
ser tambem intuido, isto &, pereebido na intuigdo, pura ou empirica. Por exemlo.
aquilo gue & simplesmente representads rmo conceito de cirgileo pode ser intuido no

obieto este prato. Meste caso Karé diz ogue o conceito & homogereo ao objeto,

portanto a subsungdo do objeto no conceito & uma operacdo aue ndo envolve
mistérios. O ohieto U pode ser pensado segunde o conceilo C se aguilo que é
representado em C & intuidp em 0.

Entretanto se um conceits, como por exemplo umd catesoria,
representa 0 que niao pode ser intuido., entdo Kant acredita oue temos um problema:
como aplick-los a seus exemplos? A intuicdc pode nos dar A e B, mas ndo dd A como
causa de B. 0 gue ent¥p noce habilitz & falar de causalidade numa secuéncia de
eventos £ nac em outras?

Este problema & a orioem da teoria do ecsquematismo dos
comceitos puros do  entercimente. © esguema de um conceito e exatamente o aue
intermedia o conceito e seus exemplos; € homoséneo, por um lado, 2o conceito e, por
outro,ao fenpomeno subsumido ao conceito; tem um pe no entendimento e outrp na
sencsibilicade.

Se bem que atentando em garticular para as categorias, a
forma de Kant tratzr o problema no Cap. L doz Arnalitica dos Principics faz crer
gue = iodo conceito assotiz-se um ezouema. Velamos por exemplo o conceito de
triSnoulp, como aplica-lo a ceus exemplas?

Seogundo Kant a ele nSc estd associada uma ( ou mesmo varias)
imagems), de modo tzl oue possa dizer “um trifngulo € zlgo que se parece com isto”

{ onde ”"isto” denotz = imagem), mz= uma reara , de tal modoc oue digo “um triZngulo

& aloo gus se obtem assim” {onde “assim” denota & regra). Esta reara, este
procedimento asral de se obter imzoens de trifnoulos cuaisnuer, & precicamente o

- = s - : - .
esoUeEma zecociadoe ao conceito de trizmaulo e que nos permite aplica-lo aos objetos

da sensibilidade.
Karnt define o ezqusma como "z reoresentaclo de um orocesso
oeral da imaginacio para dar a um conceito z sua imagem” ([23] p 183).

.. . i .
Ou, dito de owbra forma, 2 uma regra” que produz Imaasm Na

irtuicin aue representam, ainds ous de modo particular e n8p completamente adeoua
i chama-se regrs ” & representacdo de uma condigde universal sesundo a aual um

certo discurso oode ser poste® (221 0435

[gh}
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go. o conceito: e uma regra seaundc a qual a imaginagZo produz imagens ou
dizgramas oue representam o conceito.

0 esaguemaltismo & fungdo da  imaginzgdn mas o esauema
distingue-se da imagem, como bem ressalta Kant: ”.. como a sintese da imagina(;?a'o
n3o tem por objetivo uma intuicio singular, mas t&o s6 a unidade na determinac3o
da sensibilidade, ha que disiinguir o esguema da lmaosm. Assim, guands disponho
cinco pontos um apds o outre . . . . temho uma imagem do numero cinco. Em
cortrapartida, guando penso um nNUmero em geral, qus pode ser cinco pu cem, este
perisamento & antes a representacio de um melodo [meus arifos) para representar
um comjurto, de acordo com certt conceito, por exemple mil, numa imagem, do gue
gsea Cropria imagem, gue eu, no uliimo caso, dificilmente poderia abranger com a
vistz e comparar com o conceito ¥ (2530 183)

Diz ainda: " De fato, os mossos concelitos sensiveis puros nao
ascentam sobre imsosns doc obietos, mas sobre esguemzs. A0 conceito de um
tr‘i?mgulln em gerzl nenhuma imagem seria jamais adeouada. Com efeits, n3o
atingiria & universalidade do conceitc pelo oual esle & valido para todos o=
trifnaulos retangules, de amaulos obliguos, etc.ficando sempre apenzs limitade =
uma parte dessz esfera. O esguema oo tridngulo st pode existir no pensamento e
significe uma reara da sintese da im-:&ginaggo com vista a fiauras no espago" ({251
o A8

Du ainda:” 50 pocemos dizer cue a imagem € um produts da
faculdade empirica da imaginagdc produtiva, & que o© gsguema de conceitos
sensiveis {como das figuras no espago) e um produto o, de certoc modo, um
monograma ©a imaginagio pura a priori, pelo gual & segundo O qual s3o possiveis
as imaoens, estas tém de estar sampre ligadzs aosz corncelios, unicamente por
intermedio de esouems que elas desianam e ac cual n3o sio em Si mesmas
inteiramente adeguadas.” ((2330.184)

Das citagBes acima parece ent3c ficar clarp aue, para oS

oonceitps sonsiveis, guer da sensibilidade pura, guer da censibilidade empirics, ©

esguema © 0 procedimento pelo qual & imaginagdo pura a priori produz imagens
Que represertam, mesmo imperfeitamernte, o conceito.

Maes e isto focse Lodo gue pudescemos espersr do processo de
esouematisme o problems inicial referente &s categorias ainda estaria sem
resposta, wna vezr gue talz conceitos nEc admitem jmzosns cue o3 representem, nem
mzems remctamente Mesles casos 02 esouemas devem ser aDenag reoras pars a
determinsgio  da  subsungioX no  temoo, o5 esogusmas  das  caleporias  serdo

simplesmente  “determinzco2s 2 priori do bempo  seounco  rearzs”. Dite  mais
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elementarmente, sdo " tradugo@s” das categorias em conceitos que levam, de algum
modo, a temporabilidade cormsigo , e gue temham portanio elementos homoaengos” aos
fendmencs.

”... 0 esguema te um conceito puro do entendimento € aleo aue
rio pode reduzir-se a gualguer imagem, porgue € apenas a sintese purs, feita de
acorgo toin uma regrs da unidade segundo conceitos em geral, & oue exprime a
categoria; & um produto transcencental da imaginagio, referente a determinagdo do
sentido interno em geral, segundo as condipdes de sua forma ( o tempo), em relagido
& todas as representagfes conforme & unidade da apercepgdc.” ((25] p.1B41

Se C & uma categoria & O um obieto ent3o o esquema de C rada
mais & gue a regra aeral: C & aplicavel a O apenas se C' & aplicavel s G, onde C' &
um novo conceite gue envolve alouma determinacdo de tempo.

| For exemplo, © esouemz da guantidade ( guantitatis), como
conceito do entendimento, &€ o pumero, que € uma representagdo aque ensloba a
zdigSo sucessiva da unidade & unidade. { do homogénecy”. (1251 p 1B4)

isto & o conceito de guarntidade & aplicavel aos femdmenst pela

intersecao do conceito de numero, representado comG uma sintese de unidades

Fit
romogeness sucedendo-se Ro tempo.

Um objetc pode =er pensado sob o conceito de necessidade se

pogde ser pencsado como existente em todo o tempo. Fode ser pensado sob o conceito
e substimcia se pode ser pensade como subsisierte ro tempo, & | anzlooamente,
para todas as catesorias.

De um modo geral, Kant chama esguema "a esta condigdo formal
e pura daa senczibilidade a aue o conceito do entendimento esta restringido no seu
uso” (23} p.1B3). Quer “construindo” imagens na intuicZo, quer “determinando o
tempo segundo rearas”, o esouema dos conceilos puros € a oarantia de que estes
conceitos conhecer3o apenas um uso empir‘iuo, oue "enguanto Dthi?SES de uma
axperibnoia possivel ce referem a priori Unicamente a fenbmenos. ” ([25] p.182)

Em particulac pars a asplicapdc dos conceitos sensiveis n3o
basta uma reara gQue possa produzir imagens, mas tambem produzi-las realmente,
isto &, o procedimenie dado no ssousma deve, S8 podemos usar o termo. "converair”.
Se levarmos a cério a sugestic kantiana de gue & aritméticz é z ciéncia do tempo,
comt = ozometriz & a cifreia do espago, & privilegizrmos 0 sentido interno na
"cgrastrua;'ﬁo” das imagens dos conceitos noméricos, colocando entre parénteses o

spago 2 & exterioridade ( 2 aritméticz como uma pura atividads da alma, como uma

L

FS . . . . Y A .
xezrienciz interior), encortraremos proklemas com o guezito dzx converaencia dos

K]

ropedimentos  construtivos, esausmaticos, ne casc de conceilos e nbmeraos
5
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irragionzis. Este particular problems foi proposto a Kamt por um corresponcente
(AW. Rehberg) e, como veremos mais adiante, a solugdo kantiana val exatamente na
direc3o da espacializagHo dos procedimentos esquematicos da aritmetica e contra,
assim a, digamos, privatizap’é'u da sritmética como experiénciz interna. Com isto
Kant evita o deseiado por aguele correspondente: uma liberag8o dos conceitos
puros da matematica das restrigles da sensibilidade, e mais uma vez reafirma aue,
masmo esses conceiios, niéo conhecem oulro dominio Qe o Oos fanbmanos .

E exatamente esta resiric8o, mais o carater do espago e do
tempo como formas de toda irtuiclc. gue garantem a matematica sew carater de
conhecimento @ priori dos fenfmenos guanto & forma, com identicx enfase ros trés
termos arifados.

Para os conceitos puros da matematica, o esquema oroduz
imzogene gue valem, cads uma delas, como uma representagdo do conceito, mas apsnas
na medida em oue considero nesta imagem o aue nela e geral e comum as outras
imagens. Assim, na matematica temos o privilégio de examinar “concretamenie” os
canoeitns, examinandc Qualguer wma O sSuas imzaens & buseando nelas as
céeterminagﬁes implicitas ne conoeito. E isto o gue caracteriza o "construtivo” da

matematica kantiarna 2 gue analisaremos a seguir.

P
F -



Z. 0O Consirutiviemp Kantiano

Ma “Doutrina Transcedental do Método”, Kant sintetiza a
diferenca metodologica entre Filosofia e Matematica pela bem conhecida maxima:® o
conhecimento Filosofico € o conhecimento racional por conceitos: o conhecimente
matematico, por construg8o de coneeitos” (23,0 .580)

0 cue significa construir um concelto?

“ Construir um conceito significa aoresentar a priori a intuigdo
gue lhe corcesponde” ((25) p 580). Esta, enquanto intuigdo & um objeto singular, mas
come construgio de um conceito exprime o aue wvale universalmente na
repr*esentaggn para iodas as intuipaes possiveis que pertencam ao conceito.

0 esguema de um trianoule, por exemplo, produz intuigles
sinaulares, valerdo cada umz delas como uma consirugdo do conceito de triznoulc,
na medida em que considero nelas apenas o ato de construcdo, “assim construo um
trifngulo apresentando um objeto corresponderte ao conceito, seja pela simples
imaginacdo na intuicio pura, seja , ce zcordo com esta, sobre o papel, na intuigao
empirica, mas em ambos os casos, completamente a priori, sem ter pedido ¢ modelo a
aualguer experiéncia. A fioura individual desenhada é empirica e contudo serve
para exprimir o conceiio, sem prajuizo da asneralidade deste, pois nesta intuigdo
empirica considera-se apenas o ato de construcio do conceitc. ao oual muitas
determinagbes como as da grandeza, dos lados e des dnoulos, sio completamente
indiferentes e, portanto, abstraem-se estas diferengas, que ndo alteram o conceito
de triinaule” ((Z5)p S80).

Assim, por oposicBo & Filosofia, o conhecimento matematico
considers ” o osral ne particular e mesmo no individuzl, mas a priori £ por meio da
raz30. de tal modo oue, da mesmz maneira gue este individual esta determinado por
certas condigbes aerais da construgio, também o obieto do conceito, & oue este
individusl corresponds apenas como seu esouema (30Ul no sentido de imagem - minha
nota), deve ser pensado como  universalmente determinado” ((2530.580).

A peculiaridade da Matematica como econhecimentc racional oor
construcio de conceitos deve-se & aque apenas o conceito de arandeza lhe diz
respsito e apenas este se pode construir, isto &, expor & priori na intuigdo.

"A meditacdo matematica ... nada pode fazer com o mero conceite,
mas zpressa-se a recorrer & intuicio, ms ousl  considera in conereto o conceito,
embors n30 g2 modo emDiPicD, mas simplesmente numa int,uii;:::'[o ue spresentou a
priori, isto & construiu, 2 na gual tude zouilo gue resulta das condicles aerais ca

construcio deve ser valido tambem de uma maneira gsral para 0 obielo do concelto
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construido” ({(Z3lp SB4).

fssim, considerar um conceito in congoreio & examina-lo na
intuicdo a priori (singular) dada na construgio do conceito.

M3 Matematica ... 05 conceitos devem estar imediatamente
presentes in concreto na intuigdo pura” (2S51p.78) (meus orifos). Aauw M in
concreto” opoe-ce a "in abstracto”, este cignificands “mediante conceitos”, aguele
“ma intuigdo singular”.

0 metodo matematico n3c consiste em analizar os conceitos, mas
antes sair deles para alcangar as propriadades gue nfo cesicem reles mas contudo
lhes periencem, e isto so & possivel guando o5 considero in concreto e pela
analise de suas construgdes.

Porisso apenas na matematica encontram-se  verdadeiras
de{-‘inip?:?es’”. Kant oré gues mem os oonceitos empiricar =nte dados, nem os priori S50
passiveis de definigdo, mas apenas de sxplicitapic ( ou explicagdo) e exposigio.
Reztam ert3c os arbitrariamente pensados. 0 problemas € gue neste caso a
definicic pode n3o captar um verdadeiro objeto, e assim & pretensa definico ndo
£ mais oue uma oeclarapic de propositos. S30 capazes de definigdo apenas os

conceitos gue contém uma sintese arbitraria oue pode ser construids a priord;

assim so a Matemalica possui definigbes. Definir e construir conceitos oriainais.

sMada pooe ser definido que nao0 possa ser  efetivamente

consiruido®.

"Na Matematica 2 definigdo pertence ad esse” (253 581 n).

Mas Kant rdo considera apenas as construpbes ostensivas, sendo
também as construgbes simbolicas, como em Alagbra: ” A Matematica, porém, nio

constrdi simplesmerte arandezas (quanta) como na geometria. Constroi tambem a
pura grandeza (auantitas), como acontece na algebra, em aue faz inteiramente
sbsiragio da natureza do objeto gue deve ser persado segundo um tal conceito de
arandeza. Fscolhe ent3o uma certa notacio de todas as consirugToes de grandezas
em aeral (Mimeros), como as da adigdo, da subtragio, extragio de raizes, etc. e ,
depois de ter indicado o conceito geral das grandezas, seaundo ac suas diferentes
relacfes, representa na intuicBo, de acordo com certas rearas oerals. toda a
operac¥o pela qual & engendrads ou modificada & guantidade. Quando uma arandeza
i of [25) 5E9-502.

Z. porigso “as gefinicdes matematicas nunca podem ser falsas” ((Z3Jo S9L.
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ceve ser divicida por outra, combina o= caracteres cde ambacs segurdo a forma que
dezigna a divisdo, etc, e alcanga assim mediante uma construgdo simbolica, tal
ecomo a geometria por uma construgdo ostensiva ou gsometrica ( dos  proprios
chietos), aguilo gue 5 conhecimento diseursivo, mediante simples conceitos, nunca
poderia alcangar” ((2Slp. SBZ). Acui Kant aproxima a construgdo simbolica da
iloebra a construgdo osiensiva oz Geometria, para afasta-la do corhecimento
meramente ciScursivo.

Ds simbolos da &lgesbra nio s¥o meros auxiliares da memdria, mas
riovos obletas sobre oS auais se opera. Construgbes simbdlicas sZo reoresentagdes
na intuipio (tempo) das transformagoes dos simbolos ( operagBes gue transformam
ou ermgendram as ouantidades representadas por eles) seaundo rearas. Pode-se
dizer que ot simbolos est3o para as fiouras oeométricas assim como as
manipulagoes cas operacgoes aritméticas { adicdo, subirapdo, etc. ) segundo suas

regras estdo para as construgtes geometricas.



3-UMA TEDRIA DOS NUMERCS IRRACIOMAIS EM KANT

Na sua Mecanioues Analutique (1788) Lagrange nos informa, de
saida, suas intergBes: ..ndo se encontrarde Fiouras nesta obra. Ds métodos que
acui exponhe n3o exioem nem consirugles nem raciocinios oeométricos ou
mecinicos, mas aperas operagles zl@ebricas sujeitas & uma marcha regular e
uniforme™.

Erauanto na lnalzterra os matemdticos ou talvez fosse mais
correbo chama-los gebmetras, como Maclaurin , apegavam-se dogmaticamante, apesar
das oriticas de Bekerlew, 3 heranca rewtoniana e entendiam que o Caloulo deveria
ser tratado em termos oceométricos; Mo continente  europeu Lagrangse, Euler,
d'Alembert, entre outros, preparavam © caminhe para a a sua -Fundamental;'zio
rigorosa e a criagdo da Analise, que se dariam no seculo XIX com Cauchw. Cantor,
Weierstrass, Dedekind, entre outros.

Como na Mecznigue, tambem para 05 metodos  infinitesimais
Lagrange aponta 0 caminho do formalismo algebrico. Pela sua acepg3o da derivada
como um coeficiente mo desenvolvimento da f‘un;:ﬁc- em série de poténcias, Laarange
scraditou ter reduzido o Caloulo a Alosbra e assim eliminado as obscuridades,
rada infinitesimais, dos seus fundamentos. For sua vez, Euler (1748), portanto
antes de Lsaarangs, com SUa nogEo analitics de -Funggo { aue deveria srnfraguecer
mais tarde), ampliz o v.:."curninicu exclucivamenie asométrico do Calculo pars ai incluir
manipulagtes alaébricas.

Prepara-se assim, por todo o seculo XVIl o caminho para a
introdugiio do formalismo algebrico como & expressio privilesiada da razdo
matematica. Esta aue deveria car, neste séculp, espago ao formalismo 1obaico, aue é,
gvidentemente, um conceito impossivel ao século XVIL. Os matematicos de entdo s8o
alheios a nopSo da demonstragdo matematica como uma marcha regular & uniforms,
diriamos mecinica, de proposigges seaurdo reoras lboicas explicitas e arbitrarias.
A Matemabtics ainda nSo havia e encontracdo com a Loaica e nZo cooitava em adotar
criterios logicos de rigor.

0 fundamento dea verdade = dz Yrigida demonstratio” (Euler)
era ainda o Mver claro e distinig” cartesiano, & O Gue O formalismo algebrico

abanconave era apenss a intuicio ozoméirica como tnico fundamento do rigor.

Maz & claro gue uma ver inicizdo o movimenio de rebragio da

somitrica coms corte Tuprema oa verdads, sstava aberto o CaminD Gue

:

[
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levariz o= matemiticos a todo ipo de conbrariedads, cas funipbes sem oerivadas,

pzczardo pelas demonstragles auzee Mmerttaicxe” de existércizz de Cantor, ao
2
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"escindalo” dos fundamentos no inicio deste século, e oue os obrigariam &
instalag3o de um tribunal oe apelagdo onde a intuigdo n3o fosse mais o juiz.

Mais sobre isst adiante.

A nossa pergunta agora €: onde € com cuem esta Kant. com a
vanguarda do pensamento matematico da época ou com a tradigdo? Infelizmente,
teremos gue responder qQue , na perspectiva de entdo, Kant fol um reacionario.

Talver por czeu respeito a obra cde Newbon, o mesmo respeito
gctéri] que paralizou o desenvolvimento da matemtica inglésa, mas principalmente
por coeréncia com a Filosofia Trarscerdertal, Kart ocupava as trincheiras dos que
se opunham & entronizag@o cde um formalismo gue considerava vazio se ndo fosse
restritc pelas formas a priori da intuic3o, o =spago & o t=mpo. Se bem que ndo
tenha tratado diretamente das questiBes relativas ao Calculo, que sintomaticamerte
considerava parte da Fisica, Kant nos esclarece sobre suas posigbas sobre os
numeros irracioniais e complexos numa carta enderegada a AW. Rehberg, dataca ce
de 25.092.1790. tste correspondente ird inouirir Kani scbre a possibilidade de
livrar a imaginapic matematica ds amarras da intuigio possivel.

Ac lonao dos seculos XV e XVII os matematicos foram
gradativamente se convencendo de gue D& numeros imagindrios (complexos), Gue
permitem uma solugBc geral para a eguagdo do seaundo arau, permitiriam também
resolver eguacbes de gualguer arau.

Varias tentativas de cemonstragdo deste fato foram publicadas
durante o seculo XVII, a de d'Alemberi, por exemplo, em 1746 e por fim uma
demonstracdo rigorosa, baseada na de d'Alembert. por Gauss em 1793. E' para uma
oeneralizacio ca nogdo ce numero, Que incorpore & NOCA0 de numerc imagindrio, aue
Rehbera procura aliciar Kant e, conseguentemente, na direg@io de um critério
formalistz, n3oc intuitivo, de "exizténciz”, determinadz pelac conveniénciacs da
propria teoria matematioxz. O aque se pede, enfim, & que a Matematica seia

permitido cuidar-se de si propris.

O problemz colccado a2 ¥ant, como este o entence, tem a
seouinte forma: o entendimento tem o© poder de oriar numeros, oomd ‘\ré,
conceitualmente, por gue e incapaz de exprescsa-los em suas relagbes exatas com a
uriidade 7 Sz o entendimento pode pensar estes ndmeros, deveria tambem poder
proguzi-los; &ssim ndo precizamos assumir uma faculdade de  imaginagio
transeedental  gue,  independentzmente  ds intuigles oo espago e do temoo,
oferecesce a teis conceilos seus ohyetos?

A rezposta de Kant irs, em primeiro lugsr, negar & existércia

de uma tzl faculdade de imaginagio. oue nio dependesse ds intwighes puras para
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suas sinteces. Mais ainda, no ague diz respeitc aos interesses propriamente
matematicos de Rehberg, Kant ira desaponta-lo completamente ao gualificar de
absuyrdo, tout court, o conceitg de numero imaaginario. Kant reafirmard ainda ©
ponto central da Critica, de aue o cophecimentc a priori oguanto a forma dos
fendmencs, como a Matematios e a Fisica Tedrica, so se realiza plenamente como
connecimentn enquanto exclusivamenke aplicaveis aos dados da intuigﬁo sensivel
(sensibilia), donde o imperativo das construtibilidade de seus conceitos. isto e da
sintese a priori de seus exemplos na ihtuis;go pura do espago e do tempo.
Finzlmerte, a0 recorbecer a pr‘eeminéncia da ir:t.ui;';gc‘ espacizl, genmétrico, sobre a
intuiggo temporal, aritmética, mesmo para 2 cintese numerica. Kant faz a guest3c de
Rehberg servir a seus propositos, no caso como um argumento para a refutacdo do
idealismo psicoléoico.

¥ant comepa sua resposta notardo oue:

4 dado um numero & & um seu fator x ( possivelmente fracionaric) & sempre
possivel encontrar um outro fator u tal gue a = x o

?) se menhum fator for dado, mas apenas uma relagdo entre eles, por exemplo que
cejam iguais, ent3o o problema sera eouivalente , neste case , ao calculo da media
proporcional enire o numero 2 a unidade, isto @ de um numero x tal que 1: X = X ! &
Fcte € 0 congeitn de Na.

Como este conceito ndo envelve nenhuma relagdc dedeterminada
entre x e a unidade, sua andlise ldaica n3o nos responderd se tal relaglo existe
ou n3o, isto & se o NumeEro x @ ou ndo irracional. A andlise logica 0 nos podera
dizer ce o ocomoeito ¢ possivel, nunca se o conceito, se possivel é ou n3o vazio,
sem obieto, ou, ainda menos, se existe um tal objeto a ele subsumido na intuigdo, se
gste obieto @ um nUmero racional ou rn3o. Para estas duas aquestbes: &€ o conceito
de +&, se passivel, vazio? pode o obhieto gue lhe corresponds na intuigﬁo $=1-4
existente, ser expresso por uma relagdo exata com a unidade? o gQue se pede sdo
precisamente sinteses a priori npa intuiggo pura, ou Seja c:onstrugaas_

Se a for numero negativo o conceits serd simplesmente

absurdo, e 13 == VA0 O nUMeros Imaginarioz, e suas imensxzs possibiliddes formais,
cue Kant deveria ver como nada aléem de melafizica da pior espécie.

Mzz para umz a positivo, o oonoeito @ loaicamente possivel.
Ertretzrio como a pocsibilidade looica nSo e garantia de exictEncia, poderia
ocorrer aue o conceito fosse, mesmo zesim, vazio. Tal seria se nio pudsssemos
apresentar-lhe um obleto na irntuicio oura.

Mas istD nos podemos fazer. Para wm ninsco inteiro ou mesmo

raciornzl, & podemes oonstruir  ceomebricamezmte, & partic de seomentos  de
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comprimentos iguais & a e & unidade, um segmento de comprimento da. Pouco importa
gue terhamos, para Car ac conceitc um cbjeto, que apelar para a forme do sentido
externo (o espago). Alias & exatamente a existéneia de uma sintese espacial mesmo
para agueles numercs para 0s quais nao existe uma sintese puramente t{emporal,
parz o contelto da sus raiz ousdrada, oue Kant julga filosoficamente relevantie
como argumento contra o idealismo psicologico.

Dado gue Na nao & para a positivo, um ponceito vazio, passamos
3 questioc se & ou nio um numero propriamente dito, ou seiz racional. £ para tanto
nio basta aperas noamea-le, denota-lo ou simboliza.lo, como na Alaebra, mas computa-
lo. Ora, a computacSoc € um processo seriado € o tempe @ a condig3o formal de
todas as series.

¥ant explicits coms seriz este computo, iste & nos di um
procediment efelive para decidirmos se A= € ou MAo racional, para um numero
inteiro positive z. Comega por assumir o fato demonstrade de aue a @ ou inteiro
ou irracional parz a inteiro. Assim para decidirmoz sobre a racionalidade de «a
bastz calcularmos ¢ quadrado dos nUmeros menores que, digamos, o propria &

verificamos se slgum destes gquadrados e igual a a .

Mas Kant nos di tambem o oue hoje chamariamos de um algoritmo
pare o computo oe anrnximagﬁes arbitrarias de N css0c esta guantidade ssia
wrracional,

Feia & uma regra ro sentido kantiano “a representagdoc de uma

n

condigdo universal seaundo a gual um certo giverso pode ser posic ”, que nos da
um ceguéncia potercizlmente infinitz, decrescente, de -Frag'ées aproximando-se
assintoticamente de Na.

& rigor comc esta zequéncia no caso de raizes irracionais ni3o
cornvergs para um obieto, Kant afirma gue a resposta o gue g Na, por exemplo., nao

£ um NUMEero mas uma regra para aproximar-se ga resposta banto guanto se gueirg.

Esses argumentos nos mostram gue Kant n3c aceita o artificio
aloébrice, que j2 se apresentava no seu tempo, mas cula USD SO iria aumentar, de
incorporar elementos ideais as teorias matematicas com finalidades intrinsicas as
propriaas teorias, nem lha ocorria evidentemenie posiular, como Hilbert, uma
mMatematica sionificativa, finitaria e uma Matematica formal, auxiliar, ou ainds, como
oul, uma Mastematica intuitiva & outra construica sobre esta por certos
processos  loaico-linouisticos. Estes desenvolvimenbos ci3c obra deste  seculo
guando afinal se tornou claro oue o formalismo, lésico mais acentuadamente,
apresenta perioos e limilaches que, € obvio, seriam impensaveis naguela segunda

metsde do zeculo YVIL O gue Kani ouesria combater era uma ma Metafisics deoamatica
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e a aceitag¥o de objetos para os guais no se pudesse oferecer uma representagio
na intuicio pura, objetos que abroximavam-se perigosamente de fantasmas, sombras
de nada. Se guisermos ver as posigdes de Kant sob uma luz favoravel poderemos
dizer gue assim agindo Kant apenas auis garantir para a Matemdtica a seguranga
gz consisténcia, evitando © aparecimento de antinomias envolvendo objetos e
rnogBes do seu dominio. Isto esta nuase explicitamente dito na Critica guando Kant
¢alando sobre as definigBes matematicas diz aue naca pode ser definido que nEo
possa ser efetivamente consiruido e, porisso, ¥ as definigdes matematicas nunca
podem ser falzag”

Mas & maic certo aue 3 arma maic pesada da ariilharia de Kant
na luia contra o formalismo ou o convencionalismo & sua particular nogdo do

conhecimento matematico. Para ele, © conhecimento & a coniungio do entendimento

com & intuic3o. Acguele pode pensarpor si. abstratamente, um obieto, mas sem o
concurso desta saria rigorosamente um pensamento Sgbre nada. Conhecer &
estabelecer relacBes conceituais entre os dados da intuigio. Se se trata da
intuigio pura temos conhecimento a priorl de aobistos, como a Matematica, mas
aperas cegundo a sus formz e exclusivamente niz medida em gue estas formas sejam
formas de algo N intuicio censivel possivel.

4zcim, contra Rehbere, Kant reafirma a limitagio da
sensibilidade & espontameidade oo conhecimentc tendo em vista o carater
prauedéutico da Hszismatics, coms uma cignciz oproprizmente formal mas apenas
encuarto estas formas sejam formas de oietos de sensibilidace.

Wuma carta a um outro correspondente, Johann Schultz, de
2% 14 4788, esta postura & extremamente clarz” z ciéncia dos nimeros &, = despaito
da sucessio, que exioe toda a constr‘uggo gda grandeza, uma sintese puramente
intelectual, que nds representamos no pensamento.. Mas na medida em gue s3o
arandezas ( quanta! gue trata-se de determinar gor seu intermadio, elas nos devem
cer dadas de tal modo ous nbz possamos apreender suas intuigbes sucessivamente,
e que esia apreensic esteia entfo submetids & condic3o Ob tempo; assim, nds ndo
podemos submeber 3 nossa estimativa de grandeza pelos ndmeros nenhum obieto
cenio aguele da intuigdo censivel poscivel, e € entZo um principio due n3o se
admite nenhuma excescio, aguels seaundo o gual a Matematics nao se aplica sendo
acs censibilia ¥

A resposha de Kanb & auesifio oroposta oor Rehberg fem entio

in

forma seouints: o5 conoeitos da Matemdtice: sfo excluzivamznte aplicaveis ao
dados  da int.uigia sensivel e assim 2 imescapavel impor & eles os limites da

censibilidade,



Uma faculdade de imaginagSo transcerdental, livre destas
limitagBes, ndo poderia gerar, por forga de sua propria transcendentalicade.
numeros aplicaveis a vbielos da sensibilidade.

Kant percebia que a aceitag3o de elementos ideais, produtos de
sintese puramarnta intelectuais, am Matematios, arularia seus asforpos em recusa-
los em Metasisica. Certamente ele nao deveria desconhecer as oriticas que
Berkeley havia, em The anslust (1734), feito ao Caloulo, onde se ¢iz que "aguele aue
consegue digerir umz Segunda ou terceira fluxSn, uma seaunda ou tercelirs
diferenga, ndo precisa, creio melindrar-se com nenhum ponto de divindade”.

Mas, detendo-nos nos aspectos puramente matematicos da
resposta de Kant a Rehberg, perguniamos se& ceria possivel explicitar ai alauma
teoria dos numeros reais. & resposta e afirmativa.

Primeire, Kant nos apresenta uma teoria aritmetica dos reais,ou
ceja, nio & licito referirmo-ros canio a nUmeros racionals e seguencias de
numeros racionals.

Segundo, SEERE sequencizs oeRvem =&r daterminadzs por algum
algoritmo,ou seia. devemps poder atraves de um procedimento uniforme e efetivo
determinar gusloguer, um ce seus termos por maipr oue Seja.

A idéia de expurgar da Matematica. cualouer obieto "comolexc”
guz n3o sejs, em alaum sentido do termo, ndefinivel” nio &, mesmo na epoca da Kant,
nova. O proprio Descartes havia banido da Geometria todas as curvas Que nao
tivessem uma def‘inig;ﬁo analitica precisa em termos exclusivamente das oper*agﬁes
slodbricas de soma, produto, diferengs, diviséo e extragio de raizes de gualauer
orcem. & i& nos referimos 4 definigSo de Euler de funcio, envolvendo O requisito
de analiticicade, ou seia, fungBes deveriam ser bem comportadas relagOes definidas
por eXpressues analiticas de um certo tipo.

Mas a oriagio por Cantor da teoria dog conjuntos m
roarzizg”, seoundo Hilbert) viria eliminar de vez aualguer r_nodegtia ou cautela que
oe matematicos pudessem ter guanto a acmitir desconfbecldos em sSuas Cacas ou
comversar oom estranhos.

foniuntos Marbitrarios”, funsBes “arbitrarias’, ndmeros reals
narbitrarios tornam-se mosda corrente. Nedeking, na metade do seculo XIX, tambem
ros apresenta uma bteoria aritmética dos reais.ongde ce admite porem livremente a
referénciz & conjurdics & sequéncize arbitrarizs de racionzis.

Tude parece ir muito bem até @ eclosie do ezoandalo dos
fundamentos nos primeiros ancs deste séculn, gus mostraria ogue nem tudo estava

. . . I - v
em ordem pa leoris, J& sgora ingernusa, dose  corguntos. Por esla epobs comagsm &
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aparscer entdo verstes renovadas oe analiticidade, com Paincare, com Weul, com

Lebesaue, entre outros.

Para Poincaré nada existe aue nao sela definivel “num nOmero
finito ce palavras”, para Weyl renhbum real existe, emguarmto um corjunto de
racionais & maneira de Dedekind, que nio seja definivel, se bem gue de modo nio
elementarpor uma formulz da aritmética dos racionais.para Baire, Borel, Hadamard
2 Lebesgue, nada existe em matemdtica ocue nNao seja definivel po- wma propriedade
explicitamerte dada, para 2 Anilise Resursiva os nimeros ou fungles reais sio
exclusivamerte cados por procedimentos recursivos, alooritmicos.

Ascim, menos gue seu conservadorismo em HMatematica caberia
agora apontar em Kant, ironicamente, seu pioneirismg, MEsmD incormscientenat nos
parecendo exagerc Cde acmirador atribuir-lhe 3 primazia de sprecentar uma teoria

construtiva dos fundamentos da Analise.



4. Da necesgiria uniio do gspaco £ do tempo na regresentaga"n das intuigg"es e s
refutacdo do idealismo.

Kant termina sus resposta 2 Rehbera afirmandc: 7 A
recescicade Ha sintese das duas formas da sensibilidsce, espago e tempo, i3
determinagic dos chietos de nosca intuiclo ... esta evidénciz da recessaria sintese
do sentido interno com o sentido externo, mesmo na determinzgdo do tempo de nossa
cvistéreciaz, parece-me Otil na demonstraxgio daz objetiva realidade da nossas
represertacfizs de coisas externas (contra o idealismo psicoléaice) embora ndo
possa desenvolver esta ideia no momento”.

As=cim, ao acdmitir nossa ircapacidade de construrr no tempo,
sxclusivamente, um objeto oue corresponda & um  conceito aritmetico, e a
necessidade ce apelar para O ESpago para OQue se cumpra esta finalidadeXant
desvis o problema cdos fins a oue lhe destinava Rehbera e o faz servir a seus
propbsitos. A necessidade da representacdo aeométrica para dar Suportie as
sinteses temporais da aritmética aponta para o falo filosoficamente relevante de
cue mMESMC Oonce o sentido irterno parecia privilegiade a forma do sentido externo
& requerida comd meio de reoresentagdo.

D tempo € a forma do sentido internc e  assim  como
deiFicagﬁes do espirito, nossas representaggﬁes s3ic sempre fungdes do tempo. £
no tempo aue esias s3o, para & constituicdo do conhecimento.ordenadas, ligadas e
postas em relag¥p. “Venham as nossas representagbes de onde vierem. sejam
produzidas pela influBncia de coisa externas ou provenientes de causas internas,
poscam formar-ce a2 priori ou empiricamenie, COmOD fentmenocs pertencem contudc,
como mogdificagBes do esbirito, ao sentide interno e, como tais, todos oz nossos
conhecimentos esifo, em Cltima analise, submetidos & condigdo formal do sentido
interno, & sxker, a6 tempo, no qual devem ser sempre ordenados,ligados e postos em
relagio ¥ (23] p.125-6). O iemoo & a condigdo da diversidade em geral: ¥ Toda a
intuigio contém em si um diverso gue, porém nio teria sido representado como tal,
ce o ssmirito ndo distinauisse o tempo na série de impressdes sucessivas, pols,
comp engerrado Nun momento, nuncs pode cadi represertagio ser algo diferente da
unidade abzoluta” ((Z51 p.i38).

Para a cintese do diverso de cqualauer intuicBo & necessario &

coremiEncia concebher oW percorrer cada slemsnto do diversn, reproduzindo-o pele
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ag3o da imaqinagg"o intelectualmente disciplinada’, 3 medida em que avanga para os

clementos sewuintes, gerando assim um todo, uma representagdo completa da
diversidade, aue & oferecida ao entendimento para pensa-la como una. Mesmo o
espago e © tempo como intuigBes puras s6 assim podem ser representados: " e
evidente gue, se guero tragar um linha Wde pensamento, ou pensar © tempo de um
meio-dia a outro, ou apenas representar-me um certo numero, devo em primeiro
lugar conceber recessariamente, uma a uma, estas diversas representagtes. Se
Seixacse escapar oo pensamento as representagtes orecedentes ( as primeiras
cartes de uma lirha, as paries precedentes do tempo, ou as unidades representadas
cucessivamente) e n3o as reproduzisse 2 medida que Dasso as seguintes. ndo
poderia jamais reproduzir-se nenhuma representagdo completa, nem renhum dos
pensamentos mencionados, nem mesmo as representagbes fundamentais, mais puras e
orimeiras, ¢o espago & do tempo” (233 p.140).

O que as sinteces de apreens3o e reprodugdo ros oferecem e &
r-egresentag’é’n simultinea de ums diversidade. Ora, =e o tempo & 2 condig:éc- da
diversidade em geral, © espago € & condigio dx diversidade cimultines.

Assim, & representagio de aqualouer diversidade requer a
ponjungac das duas formas puras da intuigdo: o espago e o tempo. Mesmo a
representagdo de cada um destes como intuig3o pura so & possivel pels sintese de
ambos como formas: o tempo 50 pote ser representado por uma linha reta e esta so
rode ser representacz pelo seu iragado, ‘cnmn um  movimerio (como atc do suweito,
rfio como determinaglc de um obistol uma furgdo do tempo. (of. [23) 0455, b. 137
p.199)

Creaamos assim ao cerne do argumento de Kant comtra s
idezlicmo peicolégico: & nossa experiéneiz interna (cuja forma e o itempp) £0 €
poscivel mediarte o precsuposto da experienciaz externa (cujs forma @ O espago).
Hesmo = regresental;ﬁa do tempo dz minhba exictEncis pressupte algo de permanente
na percepgio, que ndo pode ser algo em mim e, portantc, deve ser uma CcRISa

exterinr 3 mim ( & NS0 uma simples cepreszentacdo de uMa coisa exterior a mim).

A guestio dos nlmeros irracionais, ou mesmo todo o protlema
da contiruidads, como demonstram 0s paradoxos de Zendo, seriam insoluvels para
i- Y. se as Fenresentagﬁes ce reproduzissem indistintamentie, uma das outraslongs
de formar um encadeamento determinado, nac seriam mais do gue um amontoado sem
reara slgums e da aual ndo poderia rexullar gualouer sonfiecimento, € preciso gue
a suz reproducio tenhaz uma rearasegunco a oual uma representagdc se une de

preferencia ocom esta do gue a umna outra na imaginau;gm M{25) p. 162
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Kant se a ciéncia da quantidade devesse privilegiar o sentido interno colocando
entre parentéses a exterioridade do mundo exterior?.

Porissp diz Vuillemir (1363 p 43)r "Tudo =& passa como se O
sentido interno n3o nos fornecesse sen3D uma apreensio discreta da sucessdo de
nossos estados e de sua forma (nUmeros), e como se nds ndo tivessemns acesso a
verdadeira continuidade sen3o desviando desce sentido interno para toma-la
emprestada ao espaco pela idéia de uma aproximagdo ag infinito”

A delerminagdc do tempo da mirha existércia € a determinagao
de um guanium continuo, assim nio @ possival rna experié’ncia interna apenas. Este
& em poucas palavras,o nucles do argumento de Kant conbtra o idealismo. A
ircapacidade das determiragfes do sentido interior frente & poténciz do continue
reaparece, de alguma forma, na incapacidade da aritmetica de dominar seu proprio
objeto, devendo langar m3o do sentidc externo como meio de representagso. E esta
diccrepancia entre ¢ diecreto da arilméiica e o contiruoda geometria que Karit
quer crer motiva a Rehberg guerer livra-la das amarras da intuigdo possivel.
Desejo zo qual Karnt nac comdescende, fazendo ecta discrepsnzia reverter em favor
de seuS aroumentDs contra o ideslismo, oor um lado, € por oubrc, apontar para @
necessidade ca busca de suporte oeometrico para os conceitos, aritmeéticos, de

nimeros irraciorais. £ N30 busca-lo numa suposta capacidade de  imaginagdo

transcedental.

1-0 oue mosiram o= paradozos de Zen8c ==nfo que mErbum ouanbum continuo pods
ser “eobertio” por uma Sucessio disoretx 7?7 2 ogue portanto a cordirgicade 3

inzceseivel & Yexperignciz imterna’?
37



S_-Critica

5.4. 4 Matematica de Kant e 3 possa

Kant reconhecia spenss trEs disciplinas matematicas: a
aritmetica , ou a teoria da guantidade determinada, & aloebra, ou a teoria da

puartidsoe indelerminada; e & oeometriz, ou g teoriz dos guantia.

i- 1A aritmetics: Esta & na Critica. 2 aritmetica dos inteireos - Kant nio reoconhecia
3 aritmétics o direito a verdadeiros axiomas e, assim n&o hé na matematica
kantiana lugar para uma teoria axiomatica dos numeros.

Veiamos porgue. Tomemos por exemplo o concelto aritmetico de
cinco e o conceitoc geometrico de trignauic. A representapio do numers cinco NUME
imagem ... & perfoitamente riosids com relagdo ac conceitoc, enguanto &
reprecentagio do conceito de triangulc numa imsoem de um triamgulo arbitrgric,
isgsceles ou nSo. equilatero ou n3o, € mais fluida exatamente em virtude da
srbitrzriedsds do pxrticular trifmgulc tragado. Aczgim, o conceitos da aritmatica
o perfeitamernte determinacdos relativamenie As suas imagens, enguanto os da
gezometria s50, por outro lado, indeterminados, e é esia indeter‘minaggo gue prove
a Geometriz de verdadeiros axiomas, Dor OPOSiGEc 3 Aritmética, onde as formulas
ruméricas nio s3o axiomas propriamente ditos por serem proposigbes individuais.
Nas palavras de Kant: * Porém, no cue se refere 3 guantidade (auantitas). ou seda, 3
razposta & pergunta acerca de auanto uma coisa e grande, n3a ha, na verdade, a
esse respeito, axiomas prooriamente ditos. embora muitas dessas proposigdes sejam
cintéticas e imediatamente certas (indemonstrabilia). Que guantidades lauais
=omacdas = ouantidxdes iguais. ou delas subtraidas, deém guantidades jouais, s3o
proposigao analiticas , porgue terho consciScia imediata da identidade da produpic
de uma grandeza e da outra; os axiomas, porém, devem ser proposigBes sintéticas a
oriori. Em contrapariida, as proposicBes evidentes da relagdo entre numeros,
embora simtéticas, nio sS0 gerais como as da Geometria, = cor isso mesmo, ndo se
rodem denominar axiomas, antes fofmulas numéricaz . 7 + 5 = 1Z ndo £ uma
proposigso analitica... Muito smbora sintética, 2 simplesmente uma proposigao
individual. Na madids em gue aqui se tem em vista somzents a sintese do homoséneo
{dx= unidades), ezta sintese so pode aoui dar-se de wma Onica man2irs, embora O
uco dectes numeros cejz depnis gerzl. Duzndo digo oue, com trés linha das ouais

duzs tomadas juntamente, s3o malores do owsz a berceira, pode construir-ce um
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trisngulo, tenho zoui apenas & simples 'FLJ!"N;EG da imaginagio produliva, que pooe
tragar linhas maiores OU mEnores ou fazé-las, encontrar-se segundo oS Engulos que
lne aprouver. Pelo contraric, o nimero 7 sO de uma maneira & possivel, bam como o
nimero 12, produzide na sintese do primeiro com o numero 3. Tais proposigbes nao
dever3o pois denominar axiomas ( neste caspo haveria uma infinidade deles!) mas
formulas numéricas” (251 p. 200).

Acredito diano de nota observarmos nesta citagdo que
proposigbes da forma n = m = ndk = M4k gue poderiam ser vistas atuzlmente como
verdadeiros axiomas da aritmética s¥o para Kant proposigbes analitieas, leao
indignas deste status, reservade exclusivamente para proposigdes scintéticas a
priori & agerais. £ gue Kani considera surpreendente até como possibilidade da
exictencia de um numerc infinitn de axiomas, o que hole nic Nos causa nenhuma
estranheza.

Uma conclusio oue poderiamos tirar das palavras de Kant @ oue
meems Gue Cos esouemas e CONCeilos NUMEericos posSsSamos gdizer gue produzem
imagens desses conceitos. estas s8o confinadas, nas palavras de Vuillemin (op. cith
numa “sinaularicade abspluta”, por oposicfe A indeterminagdo das figuras co
espago com relagdc a2 seus CONCRILOS. Assim mais Que provedores de 1Magens 05
ecquemat O CONCeitos numericos podem ser  vistos COMo  puras  regras oe
construgdo.

Kant considera aings, como distintes dos axiomas, 0=
postulados, reproduzindo uma distingdo presente entre oS peometras aregos. Para
ple, " postular significa dar uma proposiglo por imediatamente certa, sem
justificacidc nem prova” (251 p.Z30), mas como uma proposicio simplesmente pratica
Ygug apenas contem a sintese pelsz qual damocs a nos proprios um objete @
reproduzimos © seu conceito” (251 n251). Por exemplo, considere & proposicEo
com uma linha dada e wum ponto dacdo, existe uma circunferencla com centrio neste
ponto e raio ioual a linha. O aue esta proposigo nos da 2 a possibilidade pratica
de uma certz consirucdo. Mo podemos rewd-la poroue tal “prova” serla apenas &
exibigic ¢a efetividade da consirugdo, nenhums construplo  acessoria  seriz
requerida. “Semelhante proposigic ndo pods ser demonstrada, porgue o ProGRSE0
nue els exige &, precizamerie, acusle pelo guzl produzimos, antes de mais, ©
conceito ce tal Fiaura® 231 o. 255,

Quarto ao conceito, t3oc rico em possibilidades, de numero
imaginario, a aritmética kantianz deve dispens2-lo: € Lido, como  vimds, GOmO

eimplesmente absurco.
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I - & Algebra : como para Kant a equag3o linear com uma inctanita ndo passa oe
simples escrita simbolica que sO adguire significagdc aquando as letras sdo
substituidas por ntmeros (tornando-sa  aritmetica) e o caloulo diferencial e
intearal & um ramo da Fisica, nio resta & Alaebra propriamente dita sendo aguilo
oue marecia esse nome aquela epoca.

Oz tratados de alaebra até o seculo XV contentavam-se em
expor as regras pslas quais reduz-se um sistema lirear de eauagfoes algébricas a
wmz eguac3o do tipo ax = L. Ora, esse conjunto ge regras, ou operagtes, constitui
o Que chamamos hoje um certo grupo de transformagles lineares. £ & exatamente
asca noggo, puramente intelectual (por oposigdo 3 sensivel), que permite explicar a
incopgrufnciz ertre a2 oeneralidade do conceitc espacial e & particularidade de
suas imagens gue Kant creditava aoc carater sansivel e intuitive do dado espacial.

Assim  come 2  imagem determinzdz de  um trifngulc n3o €

corgruente ao conceito de trifngulo, aue permanece invariante sob a diversidade
passivel de suas imaoens, um sistema de equagﬁes lineares permanece invariante
cob o orupo cas transformages elementares. Dois sistemas equivalentes s35 como
duas imagens do mesmo coniunto de relafioes * in abstrato” aque seria reoresentado
por cada uma destae Imagens.,
£ a noggo de arupdo de transForma?'ées gue estd no cerne da
diferenga entre cintese e wenerslidade, oue Kant erronsamente creditava ao
carater sensivel do espago.
Il - A Gecmeiria : Considere-ce o problems, freouentemente levantando por Kant
para mostrar a irredutibilidade do espagp 2 um conceito, da congruénoia indireta
de fiouras, como & o caso das mEos direita e esquerda. Para Kant, a diferenca
observavel entre estas fiauras nio pode ser conceitualmente fundamentada, mas
apenas intuida. VE-se z diferenca, mas nic e a compreende.

Hoie entretanto podemoz skordar o problema do seguinte modo;
perauntz-se: guzis 3o as trans?c:r-mag’ées do plaro oue conservam Snoulos em
arzndeza mas trocando-lhes o sinal? a resposta nos leva ao grups das inverspes, e
as fiouras referidas acima sac exatamente relacionadaz entre si por elamentos
cecce grupc.

D2 modo anidloco, as oontrugoes geometlricas, puramante sensiveis
seoundo ¥ant, baseiam-se no postuladdo de gus branslacfes e rotagBes n3o alteram
nem a orancdeza rem a forms das fiouras. Movamerte o conceito ce grupo ce
irar.s?c:rma.;&ies (puramente analitico! resclve problemzs gus para  Kant ilustravam
o furdamsnio intuitivo = sensivel da asomelria. Asszim £ o problema das relagﬁes

enire fiourasz homotébicas, gue ilustram por exemolo o teorems aritmstico ds oquarta
403



proporcional. Para Kant e essaz indeterminag@o da grandeza com relagio a forma
que faz da sintese geométrica uma sintese aeral. Agui o conceito fundamental & o
ce arupo das homotetias, conceitc aque, novamentie, pode ser explicitado por mewos
puramente analiticos. (basta associar, numeres complexos aos pontos do plano e as
homotetias serdo fungfes do tibo W = a z + b, onde as varidveis livre () e a
ligsda (W) e as constantes ( a e ) representam ndmeros complexos).

Assim, "ndo existe entdo nada na intuigdo sensivel asométrica de
aus nzo possa dar conta analiticamentie o emtendimento” (Muillemin, op cit p 53).

Até mesmo o suposto Kantiano do espago euclidiano como

furndamente do diverss simuliineoc node =ar anzliticamente sexpresso pela nng;ﬁn de

espago vetorial.

Como posso captar intelectualmente a particularidade de um ponto
cacdo, distinpui-lo de todos os dutr‘us portos, Sem oressupor 0 meio geométrico como
fundamento dessa distingdo?

A rezposta langa n-ﬁ:& dzs rogies de "hace” & Nirdenenddnciz
lingar”. Gualguer porto do espago pode ser unicamente determinado por um vetor 3
da forma a? + b; -+ c_z' onde ;c*, :}, ; *5~0 tres vetores linearments irciependertes {
uma base) e a, b e ¢, sfo nimeros reais relativos @ es=za base.

Assim o0 propric  espago, enguanto fundamento do  diverso
simultinan, pode ser znaliticaments ( sisto &, intelactuzlments) expressn,

Desse modo, a2 geometria euclidiana (2 geometria para Kart), suass
construples e seu propric substrato, o espago, perdem suas caracteristicas de
sinteses sensiveis e de pura intuigdc para admitirem uma formulagZo puramente
intelectual. Esse @ o caminho qus, ja desde Kant, vai seouir 2 Matematica, mas gue

terd aue ser refeito, rios estudos fundacionais, desde & descoberta dos paradoxos

gditos cantorianos.

A . ) . . . . . .
5.Z As origens do paradoxog; sxistencis, defiraclo e o conceito de infinito em

Matematios; Kant e Poincaré

Foinfindty ic only 2 arest reservolr
of recoliection, or a reservoia of aspiration:
frar-made’

D HLawrerce)

Az sintesaes malemdticas ohamamoz sintesos fonsiveis, 35 Ouais
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oporemos as sinteses intelectuais, simples fustes conceituais, nio-construtivas, na
medida em oue dispensam a apresentagio in concreto dos conceltos no espago e no
tempo.

Que = Matemaiica dos nossos dias realiza tais sinteses &
inguestionavel, o aue se mostrou nas paginas anteriores foi que a propria
Matematica de Kant, um sistema de sinteses sensiveis realizadas a priori na
intuigﬁo pura, pode ser reformulada como um sistema de sinteses intelectuais!. Mas
isto n3o esta isento de riscos, como historicamente demonsira a descoberta dos
paracoxos ce Tepria cos Conjuntos.

1. Ha, em contrapartida, uma maneira em aue sintese puramente intelectuais podem
ser reduzidas a sintese censiveis: oferecendo-se-lnec um "modelo construtivo”.
Agui ao conceito puro corresponde na intuicdo n3c uma imagem segundo Seu
esguema, mas um monoarama. uma represenrtagio, produzida pela imaainag3o seeundo
as determinagBes do espago & do tempo, oOue aprasenta com o conceito uma certa
"identidade estrutural”. P. ex. a0 conceito de rdmero complexo corresponderia nao
uma regra de determinagdo temporal - como N0 casoc 0os reals - mas uma
representacic por deslocamentos - vetores - num planc arbitraric. A "identidade
estrutural” entre o conceite & o modelo & determinadas pela correspondéncia entre
as operagoez puramente formals entre nUmeros complexos € as  operagoes
contrutivas entre deslocamentos: a soma te complexos corresponde a comnosiggo
de deslocamentos, etc. Com o pr'-eduminio da Matematica Formalista ( dag sinteses
intelectuais) sobre a construtiva ( das sintesec sensiveis), esse tipo de redugdo
tornou-se crucial pers garantir slgom tipo de comranciz sos sistemas formais -
ague tradicionalmente chamamos de consistencia. 1 que justamente nSo constitui um
problema para a Matematica construtiva. Kant cheasa a afirmar que na Matematics
nip se escondem nem podem passar despercebidas afirmagfes falsas”((Z5Ip 391
Frege na ceélebre disputa com Hilpert, em vista de suas posigbes Kantianas em
gecmetris, considera completamente indtil um demorstragio da consicténcia dos
axiomas o3 oeometriaz euclidiana. O formalistz Hilbert por seu lado eleva o
problema dz corzist8nciz & cateooriz de primordial e nos oferece por exemplo
mocdelos aritméticos de asomebrias nio-euclidianas. E ai que os formalistas prestam
tpibuto a Kanb: o5 modelos s3o sempre consirutivos e as intuigfes puras do espago

e do tempo o propric material da construgio.
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De um modo ageral tais paradoxos repousam sobre uma falss
preseuposigdo ontologica: a dz existéncia de um determinado chjeto matematico, em
a=rzl uma classe. Pressupor significa admitir comc existente um objeto que ndo
pode ser dado in concreto na int.uig:ﬁo { ¥ in concreto” anui opGe-se inclusive a
representagdo do cijeto como “ o Unico x tal gue Y mesmo estands cemonstrado
gue existe um Unico x na condigio W)

0 paradoxo constitui-se em verdade na redugfo ac absurdo do
pressuposlo,

Temos um anilogo disto nas antinomias. A primeira por exemolo
pressupbe o mundo como objeto, & portanto no escopo da experiencia possiuel. Comao
i3l geve simultaneamente ser intuido como limitado ( na tese) e ilimatado ( na
antitese} no tempo e no espago, 0 oue constitul um reductic ad absurdum do
pressuposto do murdo como objeto da experiéncia passivel. E falsa a suposig.gn de
um objzto da intuicHo gue cortradiz as condigBes formais desta intuig8o.

No paradoxo de Russell o pressuposto da classe das classes gus
nio se contém contradiz o propric principio de nZo-contradigde, o gue vale dizer
as proprias condigBes formais do penzamento.

O ecritério de exictEncia da  Matemitiesz Kantiane & 0 =
represerntagdo in concreto oo obieto na  intuig8o. Esta representagio & a
posteriori para os objstos senciveis, a priori para o8 puros. Menhum dos objetos
acima. o mundo ou classe de Russell satisfaz o criterio. No primeiro casoc o obieto
& representado por gonceitos, isto &, in abstratc como a totalidade dos ohietos da
experigncia possivel, no seoundo como = totalidade das classes gue n3o se contém,
mas & representagdo in abstrato n3c € suficiente para garantir existéncis, pois "o
obiste n¥o estid meramente contido, analiticamente no meu conceito, mas e sintéti-
camente screscentado ao meu conceito” ((253p. 503), "odas a Dressupnsigﬁo de
axistbnoiz & sintética”(290.504). Em naenhum dos casos tem-se 2 possibilidade de
representacdo in corcreto, & € justamente essa impossibilidade aue exibe a
primeira antinomia. O caso da classe de Ruscsell & ainda mais grave, o paradoxo
mostra a incompabibilidade dos préprios conceitos gue confluem na representagio
irn abstratc mesma: = cirtasze conceitusl & simplesmente, & num centido muito forte,
impensavel,

Mz medida em gue previl;giam-se as sinteses intelectuais =m
detrimentc caS sensiveis abre-se a pescibilidade sos paradoxes & © problema da
gxicténcia dos cbietoz metemniticos coloca-se em outros termos, Para Mill oz
exicténcia & estipulzda: 3 c!e-?iniggo deve seouir o zxioms estipulando a exicténcia

N .. . : . 5 . f . . . . . -
do defimido,. Parz Poincare, 5 exiziénciz e logicamente garantidz, existir siognifica
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estar livre de contradigBes, isto &, uma sintese puramente intelectual determina um
objeto se n3o for contraditoria em si mesma ou com “verdades j& admiticas”; o aue
0 coloca numa posic3n, nesta ouestdo em particular, oposta a Kant. O que para
Foincaré oarante a exict@neiz do objeto, parz Kant garante apenas  sua
poccibilidsgde, pois comp categoria puraz  exist@ncia n3c se distingue odx
possibilidade. (vide [25)p. S0&YDa posssibilidade logica do congeito ndo se seoue a
exisiéneiz de um cbjeto por ele subsumido (vide notz & pag 503 ).

Todz proposig8o de existénociz &, para  Kant, sintética e
imprescince de representacdo in concreto do obisto na intuigdo.

Como consequéneia, a noglo de deFiniga”o em Matematica e mais
forte em Kant que em Poincaré. Fara aquele “nio restam outros conceilos capazes
de def‘inigﬁo do gue agueles que contém uma sintese arbritraria, que pode ser
construida a priori® ((Z5Jp520) e ¥ as de-FinigEes matematicas =30 congtrugﬁes de
conceitos originariamente formados”. { ver € 4 acimal

Assim definir um conceito & construi-lo, isto &, representé-io a
priori na intuicio por intermedic do seu esguema, o aque implicade imediato na
existércia de um objeto = ele submetido. Por isso “as de{-‘inil;:aes matematicas nunca
pocem ser falsaz™ (251p. 491).

J& Poincaré, ac abandonar & condigio necessaria  de
construtibilidade do conceito, no sentido Kantiano, deve buszcar em outro lugar a
garantiz de “verscidade” das definigBez matemiticas, lra fazé-lo na restigdc
oredicativista,

Une-os entretanto o opressuposto de aue s6 pela definigio um
cbjeto matematico tem sxistoncia.

0 infinito @ outro ponto de concordincia ertre Kant e Poincaré.
Para atuele, como para este, infinito significa apenas indeterminado. A infinitude
go espago € do tempbo. na medida em aue estes s3o apenas as formas puras da
intuic3o, sionifica apenas ogue é ilimitado em prircipio © campo da experiénoia
Qnssivel, " A infinitude do tempo nadaz mais sianifica due ouzlauer grandeza
determinada do tempo £ somente possivel por- limitac;Eies de um tempo Unico, que lhe
serve de fundamento. Portanto. a2 representacis do tempo {erd de ser dada como
ilimitaga"({Z51p.74). "A infinitude de uma =érie consisie precisamente em nunca
podsr ser terminads por Eintese”(EESJn.EQE). "0 verdadeiro conceito transcendental)
da infinitude & gue 2 sintese sucessiva da unidade na mensur‘aggo de um guantum
nao pote nunca ser sxaustivamente acabada (este contém. assim, uma quantidzde {(da
uridzgde dadal, ous & maior do due Ltodo o numero, o oue & o conceito matematico ce

*

i imitbe PRI 206 Yain porous & impoosiwol uma mrardo=a infinte dodaIZBIs 2048,

44



Mesmo na divisibilidade infinita de um guantum continuo, o
infinito aparece apenas como poténcia, e nio como atualidade. O continuc n3o &
formado por partes simples em cuanticade atualmente infinita” A propriedace das
arandezas, seaundo a gual nenhuma das suas partes é a minima possivel, {(nenhuma
parte & simples} denomina-se continuidade. D espago e o tempo sic guanta oontinua,
anorgue nerhuma Cas suas partes pode ser dace sem ser encerrada entre limites
(pontos e instantes). U espago & poig contituido por espagos, o tempo por tempos.

Pontos e instantes s3c apenas limites, simples lugares ca
limitagHo do espago e do tempo; os lugares, porém, pressupGem semore as intuigles
gue devem limitar ou determinar, & n3o & com simples luoares, considerados como
partes intesrantes, oue poteriam mesmo ser dados anieriormente ao espapo e ao
tempo, cue se pode formar espago e temoo”. ((2510204). D oonto matematico &

simples "mas nio uma parte, & apenas O limite de um espago” (2310 403).

5.3. U psicologismo e Kant - A Heranca Kantiana no intuicionisme

Enmguantc formas & priori de toda intuig8o, o espago e © temoc
s&0, em Kanl, elementos constituintes subjetivos de todsz experiénciz. Se bem gue
n3o explicitamente identificados as estruturas psiquicas de suieitos concretos.
estas formac s3o supostamente constitutivas ¢e uma sesirutura identicamente
reproduzids em cada consciénciz individuzl. Como Karnt nio explicita como esta
estrutura subjetiva @ obietivada, como a construgio a priori na intuig3o pura de
fiouras gceoméiricas & séries numéricas segundo regras, sap transformadas de
sloo-para-mim  em algo-para-nds, abre-se a possibilidade de uma  leitura
rrzigoloogizante” de entidades idealis supostamente obietivas.

E sintomatico cue Freoe sinta-se compelido, em sua luta contra o
psicologismo em lbégica e matematics, a reler Kant na caracterizaglo dos juizos
cintéticos e anzliticos. Ao retirar a énfase do conteldo dos juizns e coloca-1a na
sua justi?icagio, Freage ionora as "yivenoias psiquicas” (as sinteses ou anilises)
oue constituem o juizo & volta-se para as ‘vivenoia looicas” (demorsiragGes
objetivamente soonfiouradas como  entidadas logicac extra-p;iquic;as) aus O
wstificam. Conscieniemente ou nip, Frege percebs gue este’detour” & necessaric
para livrar Xant de leituras de orientagio psicoloaista.

suma outra direcSo o predicativismo matemibico farda o mesmo,

.. . . . H . A . '
objetivando desta vez as regras ogue delerminam as sinteses (Vivencias do au,

formas oo 2y pensp), como dezorighes corstitutivas ( no zZentido Kantiano de

vregra, como a representacio de uma condigdio wniversal, segundo a qual um carto
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diverso pode ser posto de maneira idéntica) de objetividades idénticas a &i
mesmas, expressas linauisticamente & portanto uma possessiao comum, ha medida em
que & comum & possessdo da linguasem em questdo e suas significapdes.

G. de Ruggiero ("Sumérios de histéria de la filosofia” p. 217)
afirma. "ant ... faz da subjetividade - entendida no semtidc mais profundo de uma
consciéncia universal, comum a todos os sujeitos empiricos movo centro ao redor
do qual gravita o murdo objetive (Ferom&nica)”.

Isto & a objetividade Kantiana € constituida por subjetividades
conoordantes (c.-nn:—:tituig:’ic transcerdental do mundo da experifriciz), Mas Karnt n3o
tematiza esta corncordancia. £ um pressuposto; de ordem psicologica, uma vez gue
caracteriza um elemento da formag3o psicologica humana. Em outras palavras, Kant
assumz um a priori: a uniformidade de certas estruturas psicoldeicas nos homens .’

O guse & uma damnnstr;%-go nz matematica de Kant? Ums sequdncis
de construgbes, num sentido geral aque inclue tanto construgBes oeométricas
propriamente ditas.guanto as contrupdes simbdlicaz da algebra, na intuiglc pura. O

que valhe dizer, cequércias de aperapﬁes mertais. Nioc se tratz em Karnl de

eliminar * intuigdes” reduzindo as demonstracdes a simples maninulacBes formais

{. Husserl mesmo observa gue Kant ndc enfatiza a Separaggo entre a psicologia
pura (fundada na experiBrcia interna) e a fenomenclgia transcendéntal {(fundada nx
experiénciz transcendental, frutc ds reducio feromerclégica-transcendertal) e que
portanto sua douirina das sintezes ndo estd claramente constituida a partir da
experiénciz transcendental ( of. “[177 4 i00) Aseim abre-se & poccibilidzde de
reduzi-la a2 uma doutrina psicologica. Hussel considera o  idealismo "formal”
kantiano comc uma teoria cag  finalidades do conhecimento, e portarto coms
peicolooismo, ca mesmg vertenie do de FA. Lange para guem ac bases da
matematica 3o zs bases de mossa or‘ganizag”au intelectual. {of. * [243-Proleabmaenos
128 = " [2Z] % onde ce 18: Kant n3o stingiu & intengio Gltima da distinge aoui
necessaria, visto gue lhe faltava o conceito de feromenologia e de redugEo
faromenclbogica & porque ndo consesuiu desvencilhar-se tolalmente do psiccloaizmo

2 do artrooolooismen
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segundo regras lbgicas. Agui zindz vemos em Kant a preporderancis do peicologice,

do mental, sobre o ldaico.

Estas caracteristicas do Kantismo Matematico aparecem todas no

intuiciorismo. Beth, por exemplo, afirma ( em » [22 7 in Constuictivity in
Mathematics, D. 415 A fim de atingir este fim { 0 rigor da matematica classica)

devemos, em particular, tentar eliminar os elementos subjetivos, e as wvezes
misticos, aue podem ser encontrados em muitos escritos intuicionistas”, £ continua:
" devemos comegar ¢o corteudo verdadeiramente matematico. isto e objetivo, da
matematica intuicionista e teriar construir uma linguagem ( uma terminologia, ou um
aparato conceitual) no gual este contelds possa cer adeguadamente expresso. Se
tal construgﬁo revelar-se impossivel, parece seguir-se gue a matematics
intuicicrnista estd condenada para sempre a permanecer ums experiéncia
puramentesubietiva”.

Esta afirmagdo de Beth contém alauns pontos dignos de nota:

1. 0 dnico conteudo verdadeiramente matematico da matematica
intuicionista & o gue pode ser objetivado.

Z. Ectz ohjstivagio di-ge pelas condonezgia das experigncias puramente
subjetivas nas estruturas ohjetiva® de uma linguagem, um  aparato conceitual,
compartilhadas por uma comunicade.

2. Falhar neste projeto & condenara matematica intuiciosta a um dossie
de vivéncias mantzis, subjetivas, oue &, parece, sua presents Eitu;gﬁn.

Ezte projeto, item 2 em particular, ros parece melhor
desenvolvide pela matematica predicativista do oue no proorio intuicionismo.

Em certa oposicdo a Beth, afirma Heuting (“{16], p. 69): "Se bem
gus cnnstr‘ugﬁes matemzticas seiam orisinalmente mgeragﬁes mentais, o simbolismo é
rnecessario, numa certa medida, por rasges praticas (meus orifos).

Contrariando Beth, para Heuting & expressis lincuistica da

operagbes mentais, gue sAo para ele originalmente, e supdz-se essencialmente, o
oue constitue as  construgBes de oue  trata  tematicamente a  matematica
infuicionista, © simplesmente uma nscessidade pritica e n3o, como para Beth, o
instrumerto de objstivagio destas constiructes.

Sobre a nopioc de construcis e o papsl da linguamem na
matematica intuicionista diz Troslstra (7 [347 7 pA4k "As consirugBies (mertais) que
consideramos, sZo pensadas como =xistindo na menie de um matematico individual
(icealizado). A linouagem da matemalica & uma itentativa (hecessariamente guase

sempre inadequsdal em descrever estaz consirugdes mentals. Falar de matemdbica
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intujcionista € assim uma guest3o de sugerir construcbes mentais analogas a
outras pesscas. A similaridade dos procedimentos do pensar entre os varios
individuos humanos torna tal tentativa pcrssivel. 0 matemiticn, oue se ocupz a
matematics construtiva, & uma oriatura idealizada, suaz idéias s3o supostamente
claras e distintas, nio turvas e confusas., como frequentemente sdo as nossas..a
1inguagém n3oc & essencial para o matematico idealizado”.

Troeslstra sugere entic gue:

1. Construgtes sZo oivéneiazs mentais” de umz consciEncia pura cujas
fungles psiquicas (memodria, ateng3om etc) s8o supostamente perfeitas.

7. Ha um "isomorfisme” dos procedimentos intelectuais entre os homens.

E cada um deles concretiza, de modo aproximado, a estrutura mental
do matematico ideal.

3. A linguagem, necessariamente imperfeita & inessencial, tem um papel
puramente descritivo, a objetividade das construgﬁes e determinada
pela hipdtese da similaridade dos procedimentos mentais entre os
hormens .

Estas lirhas de Troelsirz explicitam de modo exemplar ac
posiches basicas, nem sempre t3o0 claras, do * psicologismo transcensdental”
inerente a matematica e herdadas do mencionads a priori do Kantismo.

Hegting ( in Bochénski, * f4] “p293 afirma”A matematica
intuicionista & uma atividace do pensamento, e toda linguagem- mesmo a formalista-

€ para ela um meio de cnmunicag"ao”‘ Portanto em total acordo com Troelstra,

W. Kneale e M Kenaele ( ” (261 p&BL) - afirmam”E dificil saber
exatamente o gue & aque eles (Brouwer & saus discipulos) querem dizer por
"const.rug;"a’cu” e “construtivo”... mas o fato de muitas vezes negarem a dependéncia
do pensamerto matematico de gualtuer género especial de linguasem e exprimirem
desconfianga Dela iécnica de formalizagic..sugere aue eles pensam Que uma
demonstragio construtiva € uma demonstragdc que consiste em efetuar uma
experiéncia na imaginai;%'o”.

kKreale & kKrneale citam rneste ponto um texto e Hewting ¢
"intuitionismo;  an Introduction”.o.B? aue exple claramenie a  orientagac
peic looizante, antiplatfmica e empiristz de aloguns irtuicionistas.”d matematica
intuisionista. . consiste em construgdes mentais; um teprema de matematica exprime
um fato puramente empirico, nomesdamarde a oocorrencia de uma certa c;onst.r‘ug;go,
Y242 = 2447 tem aue ser interprelado como sendo uma abreviaglons “sfetuel 3
construgEo mental indicada portZ+4EY e Y2417 e verifiguel ous concuzem ao mesmo

resultado”: Ou sels, identifica-se o conteldo nomeado no  Juizo como o conbeludo
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notificado pelo juizo (para estas distingtes vaja Hussarl, n243" 40 investigag3o).

Quanto a objetividade dos ieoremas matematicos, Kneale & Kneale
afirmam sobre Heuting:.é dbvio gue ele pensa gue os teorem-as que ele demonstrou
refletindo nos seus proprios poderes de construgdo mental podem  ser
gemonstrados por cuzlouver outra pesspa que seja suficientemente inteligente...
Talvez o= intuicionistass modernos concordem com Kart ogus os teoremas da
matematica s30 objetivos no sentido de gerem validos para todos os seres

intehioentes” {meus arifos).

Nesta interpretagdo de Kant, com a aual concordo, a objetividade
da matemitica perde =eu cardter de total independéncia da atividade mateméatica e
z verdade malematica o seu de universalidade e intemporalidade.

Bath (M[3¥ p, 2409 afirma, como uma das maximas do intuicionismo.
“E impossivel penetrar nos fundamento da matematica sem prestar atengﬁo as

condigbes sob as quais a atividade mental prooria acs matematicos se d3”. Afirma-

e, ac gue parece, gue o estudo dos fundamentos da matematica deve conter uma
analise da psicologia da atividade matematica de matematicos reais. Beth nota
corretamente gue tal orientagdo contraria as posigdes de Frege no assunto.

Guantoc ao pape! da linguagem na matematica intuicionista Beth
afirma, interpretando Brouwer, gue a linguagem matemdtica "ndoc pertence
propriamente a matematica; nada mais & gue um instrumento imperfeito usado pelos
matemiticos para comunicar Seus recultados e torna-los  mais  facilmente
captados”(p.411). Tem portanto finalidade essencialmente pratica.

Para Weygl ("39)p0.50), Brouwer n3oc aceita o gentido usual de
mogosiga”o. como aguilo que afirma um fato, um eztado de coisas {(conteldo nomeado
no juizo) e estaria mais perto de acatar proposipbes o como descrigbes de estados
mentais (contelido notificado pelo juizo)"Se nada a n3o cer a possibilidade de uma
construc3o estd sendo afirmada, nos ndo temos umz proposigZo sianificativa,
apenas em virtuds de uma efetiva construgio, uma demonstragZo executads, uma
gentenga existencial acouire significado” (bid. p51)"Mesmo uma sentenga universal
nao e refere a wum fate”, mas consiste numa "sentenga hipotética:- se aplicada a

um ¢ado numero da-nos uma proppsigdo definida®(ibid.p 54
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Il - O Predicativisma em Weul
5 matematica n3o consiste no
desenvolvimento indiscoriminado das
coreguéncizs l6gicas de dadas
hiptteses, mas a intuigdo e a vida da
mente cientifica pSem os problemas e
estes n3o podemser resnlvidos por

regras mecanicas como exercicio de

calculeo .
leul
i - O PRIMADO DA INTUICAD
0 objetivo confesso de ” Das Kontinuum ¥ & " compreender

matematicamente, seaundo o seu conteudo formuliavel em conhecimento ‘exato’, a
continuidade dada a nos numa intuigdo imediata ( em particular no tempo aue flui e
no moviemnto) ¥ (p 44).

Compreender a continuidade dads numa int.uigﬁo e compreesnde-ia
matematicamente. s30 duas tarefas distintas. & primeira compreensdo & descritiva,
fenomenoloaica; & seagunds, exata, isto e, ideal, “trabalhando na subsirutura das
ooisag *. Esta, originada daguela por ideaggo, nao pode substitui-la; acuela, por
outro lado, nip pode prascindir desta, 8 menos gue se renuncie a todo compromisso
propriamente tedrico. S3o tarefas complementares enfim,

D objetivo de Weul & matematico, mas como o compreende, o
matematico ndc & aguele vazio de significado, o meroc jogo hipotético-dedutivo
formal, mas o esforgo para explicitar o logos inerente & realidade que &, esta,
vivida numa intuiclo imediata.

Porisso Wewl pods dizer que ” as nossas consideragdes sobre o
problema do contirus contribuem para o esclarecimentc do problema da teoria do
conhecimento que trata das relagfes entre os dados imediatos ( intuitivos) e os
conceitos formais ( da esfera matemitica), atraves dos quais, em oeomstria e em
fisica, procuramos reconsbruir oz proprios dados’ (introdugZo a "Das Kantinuum™,
mesmo cgue oo ponto de vista estritamente matematico nos apresents2 ap2nas uma
teoria aritmética dos numeros reais,

Vista eom um pouco mais de aculidade, o ensaio nos da por um lade

' ' 4 . . -
uma ciesc;mgao fenomonolooina  do continuo da mt.uxgao conuntamente com  uma
bu K



explicitagdo, também fenomenolbgica, Sa intuigdo fundamental da Mathesis pura, a
sucessa0 discreta e nunca interrompida dos ndmeros naturais; por outro lado, pelo
lado do pensar conceitual, os primeiros esforgos para a reconstrugidc de todo ©

edificio da Mathesis pura como formas do  eu penso sobre as bases daquela

intuigdo originaria, conjuntamente com uma tentativa ideatéria de nos render a
intuig;go vivida do contiruo segunde os conceitos da Mathesis.

As pp. 81-82 do ensaic, Weyl nos oferese um brevissimo historico
da problematica oue o levou is idéias expressas no texto. Este historico tem a
forma de uma confissap e configura © ilestemunho de uma coonverszo. Do
convencionalismo, ou formalismo em sentido laxe, usual dos matematicos, ao
intuicionismo husserliano.

AS CDisas =& pascaram mais ou menps COmo Se Seaus:

0 problema orisinal era o da explicitacdo da nogao de enunciado
ge classe definido ( definide Klassenausszage ), de Zermelo, expressp  nas
" InvestigagBes nos Fundamentos da Teoria dos Coniuntos [ (1908). A nogdo faz
apelo as ¥ leis universalmente validas dz ldgica”, que nio sio especificadas por
Zermelo. Como esta nogioc é eszencial para a formulagdo do axioma da =zeparagdo
/Axiom der Aussonoderdng) £ a axiomatica de Zermele fundamental as teoriaz de
Dedekind e Cantor, umx fundamentzgdo seours da analise, e de toda a Matematica, na
perspectiva da época, deveria comegar pela elucidagdo do conceito problematico.

Mz verdade era a prooria nogdo de conjunto aque pedia
esclarecimento. Em Cantor, enterdia-se por conjunto “gualouer colegao de objetos
do nosso pensamento ou intuig3e separados e isolades num todo”. O conceito,
extremamente impreciso, cercava-se de um realismo gue beirava contrangedoramente
o misticismz. Para tornar as coisas piores, a2 teoria ingénus dos conjuntos
sncontrava-se ainds bombardeada pelos paradoxes de Burali-Fortl e de Ruseell Se
Zermelo tem o meritc de trazer. pelo seu esforgo de axiomatizagde. um pouce de luz
a obscuridade reinante, dificilmente poderia, pela vaouidade de alaumas de suas
nogfies funclamentais, ter o credito de trazer para a teoria dos conjuntos O masmo
grau de perfeigdo formal gue Hilbert, por exemplo, nos levaria a Geometria
Cuclidiana.

D esforgo de preciséo conceitual sera retomado por Wewl, entre
outros, gue terd o mérito, independentemente de Russell, de alinhavar o conceito a
certas Fnrmagﬁes zintaticas da linauagem. Mas s2 neste o conceito de conjunto &

“Tplesmente substituido pelo de Fung%’.o oroposicional nagusle evita-se a Pedugﬁu
54



nominalista, em nome do objetivismt herdado de Husserl.

Uma maneira de ze ler o ensaio de Weul é como uma resposta &
premente guest3o da época: o gue € um conjunto? Esta resposta noc é dada, e sb
pode ser adecuadamente comprendida, no ambiente da filosofia de Husserl como
expressa principalmente nas ” lnvestigagBes Loaicas” ( “Losische Untersuchungen®-
41900-1901) e nas "igéias" ("Ideen au einer reinen  Phinomenclogie  und
Pharomerplogischen Philosophie®” - 1943).

Weul nos aprasentara um ocnjuntc como um obieto categorial,
totalmente objeto & plenamerte existente, sem contudo reivindicar-lhe nenhuma
indeperd8rcia mo sentide do realismo platbnico. Pelo cortrério, a8 sua natureza
mesma & de obieto dependente. Dependente de certos atos aue o poém. E aque o podm
de modo diferenciado ao lonoo das diversas reaides do dominio da Mathesis pura.

Corsequentemente n3c podera haver por exemplo, como ha em
Cantor, uma "escala universal de nimeros cardinais e ordinais infinitos”, valida de
ioual moco em aqualauer dassas regides.

Mas voltemos s Zermelo e aps probiemas inicizis de Weuyl.

Para Zermelo "uma auestdo ou assercio e gefinidy se as relagOes
fundamentais do dominio (ele se refere a um dominio de individuos - objetos &
conjuntos - e as relagbes de pertirgncia dagueles a estes), por meio de axiomas &
leic da lboica universalmente wvalidas, determinam sem arbitrariedade se se
verifica ou nao”. Um enunciado de classe - ou fungdo proposicional - Cx) &
definido se & definido, no sentido acima, para cada individuo do dominio. A nogao é
fundamental para o enunciado ce ¢

Axioma III (Axioma da separagdo ). Quando o enunciado de classe C(x) é
definido parz lodos os elementos de um conjurto M. M posswl um subconjunto
conterdds como elemerios exclusivamente acueles elemertos de M para os quais COO
& verdadsira.

Dito de outro modo, um “enunciado de classe definido” & um
gredicado unario de algum mode logicamente determinado pela relagdo fundamental
de pertirencia

Fara Wewl a “definigdo de Zermelo parecia ” pouco satisfatoria”,
e ele ce pfe & explicitar este “de xloum modo loaicamente determinado”.

A seguinte solugio provisoria € encombrada: Um predicado Co) &
definido, para efeitos da aplicagfio do axioma da separaglo, se perience & classe

: Y ~ L - . -
geracz a partir da relagao fundamental de pertinencia por:

ha¥is



1) negagdo

2) identificagio ( de variaveis)

3 conjungdo

4) disjungdo

5) substituigdo (de variaveis por constantes do dominio)
6) projecio ( quantificag3o existancial)

Ou eguivalentemente, o axioma da separagao poderia ser
substiluido por um grupo de seis outros axiomas, cada um deles garantinde =
existércia do econjunte obtido, & partir de um conjunto dade gualoguer, por um dos
“principios de construgdo” acima.

A etapa seguinte na fundamentagBo da Aritmética e da Analise,
segurndo este sistema gue ndo pressupBe supostamente o conceito de nlmero
natural, seria intruduzi-lo 2 marneira de Dedekind em ” A natureza e o significade
dos numeros” (“Was sind und was sellen die Zahlen ?" -1887), inclusive as nogles de
definigdc e demorstragdo por inclus3o completa.

Do projeto diz Wewl @ ¥ Esta btentativa me lavou a uma -Formulagﬁu
muito extensa & sempre muito complicada, mas sem a obtengdo de um resultado
definitivo®.

LWewl ceriamente n3oc deixou de notar oue, primeiramente, ainda
gue nao explicita no sistema, a nogdo de numero natural ai aparece implicitamente,
no seguinte  sertido: uma oguslguer demnnstr—at;fa’o no cistemsz & uma cequénoia finita,
mas de compriments indeterminaco, de cerios processos elementares, e & NOgao de
numero natural rnads mzis € oue o esquema asbstrato geral destas sequéneias. Uma
ver aue Weyl buscava uma fundamentagBo radical, suficiente inclusive para
fudamentar os proprios procedimentosque hole chamamos de metamatemiticos, €
claro que o sistema proposto lhe pareceris insuficiente.

Em seaundo lugar, provavelmente por influéneiz de Poinparsg, Loyl
deparou-se com a impredicativadade da definigdo, em Dedekind, da nogdo de cadeia
gerads por um =ubconiunto de um conjunto gualauer por i'nein de uma ~Funt;50 ai
definidz, essencial para a deFim’gio do conjunto dos numeros naturais. A cadela
gerada, com respeilo a f, por um subconjunto A & definida como a intersecpdc de
todas as cadsias com respeito & £ gus contem A.

£ o gue ha de iraceitave!l na imprediczbtividade?

Como mosStra a Sua versio do axioma da separagio, Weul caminhava

Tim -.m*e?gn de considerzr oz conjuntos aples coms objetos azbstraidos, ssaundo
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relagbes determinadas explicitamente dadas, a partir de dominios ja constituldos

de objetos, que como cobjetos absiratos independentementes. Assim os cojuntos s0

podem ser pensados come dispostos numa hierarquia de abstragdo crescente, cujo
nivel mais baixo seria formado por simples individuos, que para keyl, seriam dados
numa forma de intuigdp originaria. Conseauentemente, um ocnjunto nio poderia ser
determinado a partir de outro gue j& nac estivesse previamente constituido. E essa
é apenas uma versio do principio do circulo vicioso, a restrigdo predicativista ela
MESME.

Wewl, deve ter percebido A& época oue as definiges
impredicativas nio poderiam ter lugar numa teoria de conjuntos crescentemente
"construtiva”.

Esta deve ter sido aproximadamente a situagdo aquando Weul
entrou em contato com a filosofia de Husserl, pois ele escreve: "S6 no guadro de
uma filosofia geral, & gual cheouei depois de voliar as costas ap convencipnalismo,
vi com clareza gue estava seguindo uma guimera escolatica e acatei a firme

canvicggc:( de acordo com Poincare, ainda oue, de resto, conparitilho pouco a sua

posigEo filosdfica) gue g igdéia da interacde, da sucessio dos numeros naturais,

gonstitue um fundamento yltimg do pensamento matemdtico, apesar da “{eoria das

cadeias” de Dedekind, que buscava fundar a definigdo e a demonsiragdoc por

indupio completa sobre o silogismo, sem referir-se a esta intuigdo”.

A "Filosofia oeral” a que KWeul se refere é a filosofia de
Husserl. 0 primeiro ato concrein de convers3o consiste na aceitagdo do pringipio
gos principios desta filosofia : intuig3o é a unica fonte de autoridade e direito
oara o conhepimento,

Scbre a intuigic escreve Wewl (35 “.{a intuigdo imediata)
permanece sempre a Unica fonte de leaitimag3o do corhecimento, nela consiste ' a
experiéncia viva da verdade’ ».

Em Husserl z intuicZo imediata de um ser - ai - um objeto, uma
cituagio objetiva, uma essércia, uma objetividade categorial - € a vivéneia da
presenga em si deste algo, como ele objetivamente &

.

E ¢ ver em geral, gue nos oi por definipdo, a coisa tal como ela

in-

Essa intuig2o apresenta-se s=ob diversas modalidades, como
intuir;:‘io purat=nte emplrica o sensivel, como intuig:ﬁo pidetica, constitutiva dag

egsé‘rncias, oU Como intui;ED cateaorial, ponente dacs objstividades categorizizs em
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geral.

A evidéncia & a vivérecia da concordinciz entre a mencfo e o
mentado presente na intuiggo, entre a signi-Fical;:So de um enunciado ¢ juizu) e a
situacio objetiva presente em si mesma na intuic3o correspondente, A verdade, num
dos seus sentidos (v. “[21), 6a inv 4 39 & 0 ideal desta adequag3o, ou ainda, a
propria concordincia vivida na evidBneia e porisso Husserl, e Weyl, codem falar
decta Yexparidnciz viva da verdade”.

A intuip3c em Husserl € a fonte Gltima da justificagio de toda a
aFirma;ﬁa racional (MI203 € 19, o fundamento Gitimo do saber { 1Z41” Pr*cxlegamanns
€ & & 40). A evidéneis, & conscifneiz imediata da prépria verdade (Ibid. 4 &), a
vivericia dz verdade e n3o apenacs o “centimento”, no sentido meramente peicoldgica,
da wverdade (bid. %51, de modo a ser passive] evidénoias contraditorias em
sujeitos distintos. O que & vivido como verdadeiroc ni3o pode ser falso ( 6a. inv
€39, Mo julgamento com evidérncia o objetivo nos € dado originariamente (Frol. §
62). Assim a evidéncia instaura uma leaalidade essencial (3a inv § 7. E a forma
mais alta do cumprimento da intengdo significativa peia correspondente intuigdo
Ga.invintrod).

Dai o pr‘incipin de iodos og princ:ipios ({201 § 24 - a intuigﬁo,

doadora primordial do objeto, e & evidénciz, doadora primordial da verdsde, 3o as
fontes de toda a autoridade para o corhecimento. 0 gue cuer que se apresente na
intuigdo imediata & para ser aceito tal como, e apenas Gomo, al se apresenta.

0 papel reservado por Weul em seu ensaio & intuigdo, sua recusa
a uma formalizagd3o “rigorosa”, como seria do gosto de um Frege, apenas nos
testemunha sua aderércia ao  intuicionisme huseerliann, seu  desdém  pelo
convencionalismo e seu radical compromisso com o Y principia de todos os
principios % oue poderia perfeitamenie ser a senienga a abrir o ensaio.

Mas certamenie Weul rios apresenta demonstragfes. Nao deveriam
ser esias, junto com a riacrosa determinagit:l conceitual, o arcabougo de todo o
cdificio da Mathesic 7 A este respeito tanto Husserl aluanto Weul 36 também
claros. Ambos concordam que se por um lado os corceitos matematicos s2Zo = devem
s=r, exatos, & portanto inadeguadoz para a descrigdo da intuigdo como & vivids,
por outro, & demanstra@io tem vis - a - vie a intuig‘.ﬁo um papel acessorio.

Diz Weul { pp 34-24m ¥ 'Na Ciéncia, aquilc ogue se pode demonstrar
n3o deve ser aceilo sem demonsira@go 'y assim comega o famoso ensaio de Dedekind

("Was zind wnd was gollen die Zahlen 7 Csta afirmagio oue € certaments
29




caracteristica do modo de pensar da maior parte dos matematicos, exprime todavia
um principio errfneo. Como se aguele complexo de raciocinios que chamamos
demorstragdo pudesse, na sua mediatiz produzir gualguer ‘crenga’, sem aue nos nos
ARESEQUrassemos da correcdo de todo e gualquer passo numa intuigdo imediatat"

A funpio da demonstrag@c @ conduzir 3 evidéneia, via uma
sucessdo de evidercias, o gque no € imediatamente evidente.

MNa demonsiragdo “toda a irtuigSo necessiria se concentra nos
raciocinios 1baicos, e ndo & mais dirigida sobre as coisas ou sobre os estados de
coisas OoE guzis se julga” (n.34).

'gualmente em Husserl, a dedugpdo @ a explicitagdo de uma intuigdo,

. . N A . . . 3 - I . .
o caminhd aue = partir da evidénciz imediata conduz & evidincia mediata {"Lz0OM"

n79).

O formalismo hilbertiano poderia ser descrito como deduc3o a
partir de conjecturas, ou pelo menos de premissas nSo evidentes, e isto ndo &,
segundo Husserl e Wedl, conhecimento. "Analogias..padem, antes de todz a intuigdo
real, nos suprir com conjecturas a respeito das relagbes escenciais das coisas, e
delas podemos inferir comseguéncias que nos  levam adiante, mas no fim as
conjecturas devem ser redimidas pela visZo real das conexdes essenciais, Enguanto
isto nd3o & feito, nfo temos nenhum resultads que possamos chamar de
fenomenlogico” ("[2017 75).

Em Weuwl; ” Sabe-se também oual seja o papel do procedimento
dedutivo propric em matematica, na gual, 3 excess3o tos casos mais simples, um
estado de coisas @ de tal modo complicade, que é praticamente impossivel levi-io a
uma plena presenga na mente e dele se apropriar assim ruma intuig3o livre” (p.34).

MNesta citagdo & disna de nota a explicitagio do conceito de
intuicic como plena presenge na mente, idantico ao de Husserl, e a compreensio,
também herdada dele, da decugd3o como substituta da intuigdo livre” faute de
mieux”.

Pela decidida aceitaggc do princ;'.pib fundamental da
fencmenciooia, o primado epistemoléoico da intuicic & da evidéncia Wewl volta as
costas aC convenclonalimo oue © havia antes cativacdo e oue deveria depolis ser
ereoicdo em programa por Hilbert, 2 propbe-se a tarefa de revisitar a Analise
Classica para reformula-la sobre a Onica intuig%o que esti na base de tode o

edificic ldaico ds Mathesis pura: a sucessac potencizlmente infinita de unidades

Fal
homooenexs,
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Wewl busca assim, pela intuig3o de seu eidos, uma fundamentag8o
fenomencléaica desta Analise e coloca um paradigma para toda a fundamentagdo gue
ce possa chamar fenomenoldgica em Matematica: comegar por uma gescripdo das
relagbes imediatamente intuiveis num dominio de objetos - relagbes fundamentais e
axiomas a -elas relacionados, seouida pela explicitagio losica dos atos
constituintes de objetos e esséncias de um nivel mais alto enguanto fundados em

Gitima instincia naguela evidéncia constitutiva oriaimaria (v. 712007 4 75).



Z - 0BIETOS DEPENDEMTES £ INDEPENDEMTES

*Tado conhecimento, se bem gue comece

com descrigoes intuitivas. tende na
direp3c de construgles “simbolicas™

Weyl

Ja no 9 4 de "Das Kontinuun ¥ Weul no coloca um problema de
interpretagdo. Falando de juizos existenciais sobre um dominio, Weul afirma oue a
premissa de que tém sentido & equivalente a de gque este & um dominio “fechado de
obietos determinados, existentes em si”. No § 2 diz que proposigbes sobre um
dominio, de um modo aeral, tem sentido se, e SO se, este dominio & um “sistema
fechado de obistos existentes em si”.

Queremos agui explicitar o sentido desta expressao e procurar
entender o gue seria um sistema aberto deo obietos oue n3o tem em si sua

exictencia, e conseguesntemente explicitar o critério de significabilidade a oue

Weuw! alude.

Como ja cdisssemos Weyl acata o direto fundacional da inwig3o
fundamental da sucess3o infinita dos numeros naturais. Vista com acuidade, esta
intuigdo ndo apenas oferece um dominic de objetos - o5 proprios nimeros - mas
simultaneamente uma relagio entre eles, uma ordenagio desies objetos segundo um

suceder-ce. Esta intuipS8o de um estado de coisas @ o gue Husserl chamara de

intui;:"ao categorial.

Esta intuipde nos fornece acui um dominio de objetos e,
poderiamos dizer, o radical elementar do discurso sobre este dominio: x sucede a u
Neste certido poderiamcs também dizer gue uma lindusoem, um modc de referénciz &
um dominio de objetos, pode ser dada numa intuigSo originaria. Do ponto de vista

desta linouagem diremos gue uma forma gintidtica primitiva. esta constituida: x

sucede a u, bnde estes x e y sSo termos simples (variavels individuais) gue denotam

os numeros naturais.
Waul chama Pelagg”o a formzs sintiticas arbitrarias de uma

linouagem qualoguer, & distingue entra relagﬁes origindrize, oue S30 coOmMD acima,
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corstituidas numa intuig3o categorial originaria e relagfies derivadas, gue sSo as
formas sintaticas complexas desta linguagem originaria, derivacas caquelas outras
por ag3c do expressar, ou do pensar, categorial.

fssas forma sintaticas (relagfes) uma vez oue podem , por
saturagdo de termos por objetos, constituitse em prepgsicles oue expressam jUizos,
pocem tambem ser ditas expressarem formag judicativas, oue Ltambém chamaremos

veando um termo ce Weul de espuemas de juizos.

Numa ierminologia atual, o ous Weul chama de relapfes s3o

~ P i . Lo

apenas formulas abertas de um linguaaem. 2 o
abertacde—uma—Lirauagem. As relagBes originarias sdo as formula primas desta
linauagerm.

Mas o interesse de Weul ndp estd propriamente nesias relacdes
mas ros cojelos cue eles determinam, & aqul & palavra "objeto” desiara aloc bem
distinto dagueles primeiros objetos, os numeros naturais. Esses "objetos” €30 os
conjuntos determinados  extensionalmente por estas relagfes no  dominio
originariamente constituido. Estes objetos de ordem superior =30 constituidos em
dois momentos, ou viz dois principios : o de compreensio, pelo gual s toda relag:§o,
originiria ou derivadacorresponde  um eonjunto como sua extensio, e de

extensionalidazde, pelo gual duas relagfes equi-extensionais determinam o mesmo

corpunto.

e

Sogurdo @ visio cantoriana da matematica estes coniuntos
estio 14 no dominio originario. de uma vez por todas constituidos, resiando a nos
apenas descobri-los, mais ou menocs como uma perola numa ostra. Em Weul eles s30
constituidos segundo uma intenga"n do pensamento expressa por formas sintdticas
ga linguagem origindria. Aoui dois pontos devem ser rea%adas, primeirg gue estas
formas n3o s3o formas de uma linouagem gualguer, mas de uma linguagem dada numa
intuig:ﬁo originaria, gue poderiamos tambem chamar fundadora, segundd, gue estas
formas expressafm has intengdes do pensar em sua fungap catesorial de coletar.
Assim, estes conjuntos s3o determinados pelo pensar dito categorial, mas n3o o sio
de uma forma completamente livre, s3o determinados pelo pensar na sua funglo de
coletar mas segundo as intengbes expressas pelas formas sintaticas, oue por sua
vezr nio sio formas de uma linguaoem cquslouer, mas de uma linouagem aue se impde
a nos no proaprio ato em oue se constitue o dominio sobre o que! este=s conjunios
£%0 determinados.

Acsim fimam eskbogadas as restripdes cue Wewl se impde ao
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desenvolver z analise: n3o se pode falar de conjurto de numeros naturais que nao
seja expresso como extens3o de uma relagdo, n3o se pode falar de uma relagdo que
nio seja como forma da linouagem orisinaria.

Como essas relagbes podem admiticr ” nicleos sintaticos”
termos) distintos, os conjuntos que lhe correspondem n3o s0 sempre conjuntos de
numaros, mas tambem de pares, ternas, ete. de nimeros.

Vemos emt3o como a ontologia de Weyl admite uma nitida
demargdo: ce um lado os objetos gue poderiamos chamar de simples ou elementares,
os numeros naturais ou guaisguer oulros passiveis de se auto-apresentaram numa
intuicdo livre, e por outro os objetos constituidos como correlatos de certas
formas categoriais.

Segundc o ponto de vista da linguagem originaria, agueles n3o
apresentam nenhuma estrutura sintatica enguanto estes apresentam por forga de
sua constituigdo uma estrutura sintatica. Seaundo o ponto de vista do pensamento,
agueles se implem a ele como substrato, estes s3o por ele determinados, s3o
manisfestagdes do eu penso.

Fodemos entd3o agui eshogar a interpretacic de gue o dominic
chamado por Weul de dominio de base, dos Dbjetcashndenendent.es do pensar em sua
Fungﬁo determinadors, € o dominic aoue Weul chama de "fechado do objetos
exisientes em =i, enguanto o dominio dos objetos sintaticamente compostos,
constituidos pelo pensar, & © dominio “aberto”, porgue em constante determinac3o,
de objetos cuja existéncia n3o esta Yem si”, isto & gue n3o se auto-apresentam
numa intuigSo fundzdora imediata, ogue s3o determinados por agdc do pensar.. cuja
existéncia é dada pelo eu Que peEnsSa.

Vemos oque existe uma diferenga essencial entre as
gusntificagBes num e noutro dominic. Como o dominic dos objetos sistemabieamente —t
complexos ndp estd, nem pode estar, por forga de sua constante determinag3o, dado
de uma vez por todas, juizo existénciais sobre este dominic nie s3o nem mesmo em
principio decidiveic. Por cutro lado juizos existensiais esbre o dominio “fechado’”
dos objetos simples, auto-dados na intuigde fundadora s3o0, todos eles, em principio
decidiveis. Assim, ao limitar guanto & significacZo das proposigfes existenciais, o
dominio de quantificago Aquele “fechado” dos objelos "existentes em si”, Weul

determina a decidibilidade como critério de sionificabjlidade.

Desse  modo aFDpDSiQSES com sentido devem quantificar

exclusivamente sobre o dominic de base. Este & o aue Wedl chama de proosdimento
S0
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restritog e gue estudaremos com mais detalhes acdiante. Devemos entretanto
esclarecer aque Weuwl n3o afirma oue um Jjuizo existencial, por exemplo, com o
guantificador restrito ac dominio dos ndmerps naturais € decidivel no sentido de
gue sua validade neste dominio pode ser decidida num numero finito de testes, o
que n3o € em geral como sabemns verdadeiro. D aque Wedl afirma & que sua
decidibilidade envolve apenas um dominio pré-dado as determinagfes do
enterdimento, de uma vez por tocas constituide. Se guisermos podemos cizer aue
esses juizos s3o decidiveis latu gensy admitida uma liberalizagio de rnossos
poderes, admitida a possibilidade de examini-los em todas as suas instincias. £
issp O Que oueremos cizer com cecidivel em principio.

Fara gualificarmos melhor a distingdo oue faz Wewl entre
objetos  existertes em si e objetos cula existéncia nic esta em =i, e
compreencermos se faz sertico, e qual, & pergunta se Wewl os ve como objetos
"auténticos” ou meras facons de parier, de alsum modo eliminavels como fooos
referenciais, oonvem -nos determos um pouco sobre a teoria do objelo em Husserl,
gue evidentemente n3o esperamos expor com nenhuma inteng3c de completude, e oue,
narece-nos evidente, funcamenta os poritos de vista de Wedl

Como em Husserl as sionificacfes s3o sempre passiveis de
cumprimento NUMa intuigﬁu adequada & o objeto & entendido, de um modo aesral, como
o polo intencional cuer de significag3o, guer de intuigfes - o cumprimento de uma
significagao € exatamente uma cintece de identidade entre o objieto representado e
o chjete intuido - podemos expbr o conceito de objeto guer pelo lado das
significagBes, auer pelo lado das intuigBes. Por aauele o obieto & o sujeito de
gualguer sentenga cateadrica, afirmativa, por este é o correlato intencional da
intuig3o, entendida em sentido amplo como um ato impletive em geral. Em [20] 9 22
lemos oue chisto pode ser definidoc como * o sujeito ce uma sentengs {categorics,
afirmativa), em [Z13 E»é inv. 9 45 qgue ”intuig"’an [£] todo ato impletivo em aeral,

eendo ent3o seu correlato intencional o objeto”.

I3 notamos no paraorafo anterior gue a intuigdo em Husserl
admite mais variantes dos oue usualmente seriam aceilas por este nome.
Diferentemente de Kant por exemplo, & intuipg3o ndo esta restrita aos sentidos,
quer externo, quer interno, estd & apenas a intuic3o sensivel, quer na forma de
peroepefies, gue na forma de imaginacdo. Mo esta também restrita  ao individusl,

mas pode também nos dar o geral e até o univarsal. Aprasenta-nos tanto individuos
&1



-

ouarto estados de coisas e esséncias, seaunde o qual & chamade de categorial e
wodinw respectivamente.. Assim n3o apenas individuos e objetos do sentido, mas
também estados de coisas e escénecias =3p, num sentido amplo, objetos. Estados de
coisas sdc chamados em particular de objetividades calegorizis. Quando
percebemos nao apenas A juntamente com B, o livro & a mesa, ou os obietos ab.o,...
mas A e B, 0o livro sobre 2 mesa e os ingdlviduos abc,... como elementos ce um
conjurto, percepemos, no sentido proprio do termo, uma objetividade categorial.
"Porisso se convertem em objetos os conjuntos, as pluralidades indeterminadas, as
totzlidades, os grupos de determinado numero de obietos. as disiuntivas, os
predicados ( o ser justo), as situagles objetivas; e em percepcldes, os atos, por
meie, das guais aparecem como dados” ((21] E,g irey 4] 45).

Vamos esclarecer porgue Weyl chama essas percepgtes de atos.
Nada existe na intuig3o gue nos dd um A & aug nos da um B oue nos dé a copula A e
% independentemenie de um atp do suieito gue constitua na base dessas intuigDes

ispladas a intuigdoc da copula. " Existe um ato, ogue presta aos elementos

categoriais da significagdo os mesmos servigos que a mera percepgdc sensivel
. + a- a4 L - + -
presta aos materiais” (21l €7inv. 4 43}, Bera util para possos objetivos observar

gue tal alo esta necessariamente fundado ns intuigdo sensivel, N3o podemos

imaginar, @ n&c nos referimos & uma mera impossibilidade circunstancial, uma
fragueza imaginaliva, mas a uma impossibilidade essencial, a intuigdo de A e B sem
a intuicdo de um A e a intuig8o de um E.

Se enguanto objetividads, 2 objetividage categorial nos remete
a uma experiencia orimaria oue a constitue oriminalmente, enouanto gategorial nos
remete a uma estrutura, a uma forma sintatica. A objetividade cateoorial remete
sempre a uma forma sintatica e assim numa reoressio, gue hao pode ser infinita,
devemos atingir objetos sintaticamente simplezs ou informes, gue chamaremos para
igtingui-los cde indivigdups.

Qutro nome gue Husserl da as objetividades categoriais e, por

este motivo, o cde objetividades sintiticas . Em [20]1 M4 41 lemos: “Por objetividade

sintdticas entendemos azs que s=3o derivadas de outras objetividades por meio de

formas sintitinas.

*  Tocdo ohisto, pa medida em que pode ser explicitado e
relacionadna  outros ohietos e e em suma logicamente  determinavel.  tomae
diferentes formas sintaticas; como correlatas do pensar em  sua f‘urar;-'a‘{x:l

Z=!=rminacdors objetividades de um grau superior sdo constituidas.. Todas essas
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Yohjetividades categorias” podem funcionar como objetivicdades em geral, e tambem
como substratos de construcfies cateooricas, e estas (como substratos) novamente
rpara futuras construgBes] e assim por diante.  Reciprocamente gualguer tal
construcio aponta retrospectivamente, de um modo auto-evidente a substratos
ultimos, a objetos de um primeiro ou mais baixo grau, para objetos gue ndo sdo
mais construcBies do tipo sintatico-categorico, gue ndo contem em si vesiigios
dessas formas ontologicas aue s3o menos correlatos das fungders do panzamento”.

Daqui podemos concluir gue as objetividades categoriais s3o
depencentes em dois sentidos: primeiro, daqueles de um garau inferior sghre as
guais se constituem; seaundo, do pensar que as determinam coOmo correlatos de suas
funpbes determinadoras.

Tendo em vista ainds = dupla caracterizagdo dos obijetos,

podemos atingir o nivel dos individyos mediante uma teoria da significagfes. Os

individuos s3o os termos ultimos das signié‘icagﬁes. " Popdemos atinair o substrato
ultimo sintaticamente sem forma pela lado de uma teoria formal das significages:
toda proposigdo e todo possivel membro dela contém os chamados termos como
substratos de suazs fartnas apnFanLirzn;. Fles podam ser termos aponas run sentido
relative, eles pocem conter formas eles proprics... Mas em toCco £aso atingimos
retrospectivamente e necessariamente os termos ullimos, substratos ultimes, cque
nio cortem maic em si vesiimoz de formac3o sintatica ” (200 § 11), Os individuos
30 oc termos primitivos do discurso sigmificativo.

Uma teoria formal das signi#icagﬁes & o obielivo da quarta
investigagdo em [211 Al aprendemos que os complexos de significapao admitem leis
2 priori. Assim & gue toda forma proposicional, isto @ toda proposigdo despida de
referéncia, enguanto significagic pura, so pode particularizar-se como uma
proposigic com sentido na medida em aue a interpretagdo dos termos ndo
intercretados ca forma propocicionsl for restrita por leis a priori. Assim por
exemplo a forma proposicional 8 ¢ p sO pode contituir-se como proposigdo
cignificativa ze o termoc S denctar uma significagdo cubetfntiva € o termo p uma
significagdo adjetiva.

Eccas leis visam impedir o zem serntidc mas permitem o coptra

sertigo. Por exemplo =e naauela forma proposicional S denctar a significagdo este
guadrado e p a sionificacio redondo, ertfo a proposigio correspondente tem

segundo Husserl um sentido unitario, se bem gus sSeja a priori imposcivel, e isto

zrzcteriza o ecomtra-senticdo, uma intui.;:ﬁs:p ademuada de um ouadrado redondo. O
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contra-sentido s6 pode ser eliminado numa teoria “material” das significagGes,
precedida pelo principie da  possibilidade da experiéncia. Proposigfies com
sentido quanto ao conteydo & como Husserl ird chamar aquelas isentas de contra-
sentico, que Wewl chama simplesmente de proposigbes com sentido.

Aprendemos tambem riesta guarta investigagSo aue "o problema
de uma cifncia das significagbes seria, pois, investigar a esirutura legal
essencial das significagles e as leis nelas fundadas de enlace das significagdes e
da modificagio das sianificagBes e reduzir ditas leis ao némero minimo de leis
slementares independenies.... Assim, pois, em uma morfologica puramente logica das
significagBes trata-se, antes de tudo, de fixar as formas primitivas e de fixa-las

dentro Cco marco da pureza Cdescrita. Haveria de fixar as formas primitives das

cignificagfies independentes, das oragBes completas com suas articulagtes
imanentes e estruturas das articulagles. Looo viriam as formas primitivas da
compiicagdo e modificagdo, gue as diferentes categorias dos possiveis membros
admitem corforme = sus esedncis.. Depoie se trataria de uma sinopse sistematica
sohre a ilimitaca wvariedade cas ouiras formas ague podem cerivar-se por
continuaca complicagdo ou modificagdo " (§ 13).

Essa morfologia deve ser & primeira tarefa da Loaica. Nio
coincidentemente, esta & a primeira tarefa de Wegl em ” Das Kontinuum .

Weul desenvolve realmente uma morfeolooia das Significagﬁes, ou
antes wuma morfologia das formas proposicionais passiveis de preenchimento
sionificative. Do ponto de visiz meramente formal, as formas primitivas s3o as
relagbes originarias e as derivadas as obtidas destas por meio dos principios
definicdores.

Explicitamente. a pegagdo de uma forma proposicional @ uma
forma proposicional, & conjung"ao e a dis;jung'ﬁo de formas proposicicnais & uma
forma oroposicional, & identi-Ficag"ao de termos numa forma proposicional sera uma
forma proposicional, a Substituiga"o ce um termgo por um obieto ou & guantificag"ao
sobre variaveis numa forma proposicional gera uma forma proposicional, a

subs,itui@%o de uma forma proposicional por outra numa forma proposicional, oera

uma forma oropozicional. Sstes principios potdem ser liveemente iterados, e
inclusive, o gue afastaria Weul de predicativistas de orientagic finitista, como
Coincard, infinitamente iterados. Wew! colaca mesmo entre oS principlos
definidores o de ileragio ous admite como principio valido de complicagio ce

formas proposicionals a substituiggo infinita de uma forma proposicional
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recorrente numa forma prooosicional dada, o que seria tambéem eguivalente a uma
conjungdo infinita de formas proposicionais.

Do ponto de vista material, isto e tendo em vista proposigfes
com sentico gquanto ao conteddo, nas palavras de Husserl ( simplesmente
proposigbDes com sentido em Weul), esses principios, em especial o de substituipdo
de termos e guantificagio devem ser gualificados e resiritos. Assim a substituigio
e guantificapdo de varidveis ficar3o restritas ao dominio de base, ao dominio dos
individuos. Este & essencialmente o procedimento restrito a aue se atem Weul e do
oual falaremos mals adiante.

A esita morfolcoia e hierarouia cde sionificagbes corresponde,
tanto em Wedl guantto em “uzserl, uma correspondente morfologia e hierarguia de
objetos. Agueles no nivel mais baixo da hierarquia, os individuos serio ditos
intependentes, os demais gependentes em sentido absoluto. Também relativamente um
objeto dependente, em sentido absolutp sera independente dagueles gue O seguem na
hierarquia. Uma cbietividade categorial enguantc remetendo a uma formagio
cintdtica complexa & um objetc cdependente cujo “arau” de dependencia esta
determinado pela complexidade desta formagao.

Esta hierargulia ce objetos ceterminada por uma hierargula Ce
significagio nada mais explicita do aue, como & dissemos. além de determinaveis
pelo lado das intuigfes, as categorias de objetos podem também ser determinadas
pelo lado das sisnificagdes.

Para Husserl um objeto & dependente se nio pode ser pensado
independentemente de outros objetos - 2 aoui nd3o pode ser pensado nao aponta
para uma incapacicade subjetiva, do nd3c poder representar-se, mas para uma
necescidade objetiva ideal do nip poder ser de outro modo (of. [24] 32 irw. 9 7).

Vejamos, em Weul o5 conjuntos sao, enguanto  objetos,

dapendentes dos individuos gus os composm comd elementos. Mas na medida em gue
£330 também determinados cateaorialmente, sio dependentes do pensar, ou do intuir,

£
gue determinam, ou melhor diriamos, gue os fundam.

E & sxatamente a esta disting3oc ogus aponta Weul ao falar de
objetos existertes em ci e dagueles outros cuja existEncia n3o esti em si. Agueles
sZo os ohielos indepandesnies, estes os dependentes, os funcados em atos gue os
corstituemn, oe atos o stanificar e co intuir gateopriaj.

Vejamos o que nos diz [Z1] 6% irn. N 46: ¥ Ao varificar-se os
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novos atos da conjungdo, da disiungdp, da apreensac individual determinada e
ndeterminada (isto-alao), da generalizaggo, do conhecer simples, relacionante e
unificante, N30 surgem vivBneias subjetivas nuaisouer, nem tampouco atos em geral

srilagacos com os primitives, mas atos gue constituem novas objetividades ... surgem

atos nos quais gparece algo como real & como dado néle proprio, mas de tal modo
que este alao, tal como aparece anui, nac estava cado, nem poderia estar, apenas
nos atos fundamentantes [nos gue dd por exemplo os elementos do conjuntol. Mas

por outro lado a nova cbjetividade e funda na antigs; tem referéncia objetiva a

gue aparece nos atos fundamentantes Seu modo de aparecer estd determinado
eccencialmente por estz referencia. Trata-se acul de uma esfera de objetividades
Que SO pogam aparecer “elas mesmas” em atos de tal modo fundados.

Nestes atos fundados resido © categorial do imtuir & do
conhecer; neles encontrak o pensamerdo enunciativo, cuande funcipna como
expressao, seu cumprimento: a possibilidade de uma adeauacio perfeita a tais ates
defire a vercace co enunciado comb justeza do mesmo’.

Issp nos deixa com uma solucdo ce compromisso auanto ao
status antolégicon das objetividades categorias. NiEo s2c meras conveniencizs de
expressio, n3p sSo vivercias subjetivas, mas autérticos cobjetos. Por outro lade
cus existéneiz objetiva esti fundada em ates fundamentados, o gue simplesmente
sionifica gue seu existir ndo pode apresentar-se sendo por meio de uma abstragio,
que & um ato sempre fundamentado, uma intengdo subsidiaria. Somente sobre os atos
gue nos d3o um 4 e um B podemos perceber {intuir) A como parte de B, somente
eobre atos que Nos di0 ab.e.... podemos perceber ab.c,..como slementos de um mesmo
corgunto.

Ac obielividades categoriais n3p sfo obietos reais, aue sdo
objetos de uma Qossivel ggrcegg"an sensivel, mas ideais. Em [20) 25 inv.gl 8 lemos"_..
os objetos idezis existem verdadeiramente. E eviderte gue n3o so6 tem sentide falar
cge tais objetos ( por ex, do numero 2, da gualidade vermelho, do principip de
contradigdo, e outros exemplos) e representa-los como dotados de predicado, sendo
gue tambem apreendemos intuitivamenie certas vercaces categoricas que ce
referem a estes objetos icdeais. Se estas vercaces valem, tem gue existir tudc
zouilo ous pressupBe sua validez. Se vejo como intuigdo gue 4 & um numerc par, aue
o predicado enunciado coMem resimente ao obieto ideal 4, ent3o este objeto ndo

"

pode ser mera ficgdo, uma mera ' fagon de parler ’, um naca

Aseim, fica claro poraue Weyl chama os conjuntes cdeterminados
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categorialmente sobre o dominio de base de existentes, porém com uma existéncia
dependente, aue nio esti neles, por oposicio a existéneia absoluta dos individuos
auto-dados numa intuig3o imediata. Fstas duas classes de objetos pertencem a dois
distintos niveis de existénoia, cuja fronteira @ demarcada, pelo lado da intuigdo ,
pela possibilidade da apresentagd3o de uns numa intuigdo imediata e de outros numa
intuigdo  mediatizada, pelo lado cda constituigdo sintatico-cateoorial, pela
simplicicade de uns e pela complexicade e oubros, peio lacdoc cdos atos ca
consciéncia, pelo carater fundamentante daqueles que poém a uns e fundamentado
do que poém a outros.

Se o procedimentc restrito limita o escope oo cuantificacor
existencial ao dominio dos individuos, reservando-lhes pois um carater privileaiado
de existéncia, por outro lado nio releaz os objetos ideais a0 papel de meras
convenigncias de express3o, elimindveis do discursc csignificative por  algum
artificio conweniente. Tiz Weyl (38] 9 & " Assim, ndo tencioramos agul vetar o
uso co termo existe em relagdo aos objetos ndo pertencentes 3 categoria de base”.

Fpderiamps fazgé-lo e guisessemcs, mae atentando cempre para
a gualificagdo que a nogdo de existéncia deve ier no dominio dos objetos ideais.

Pocsteriormente, Weul! ira tornar-se mais “conservador” e
recusar mesmo ao domirio gos numeros naturais o carater de um sistema “fechado
de objetos existentes em =si”. Mais proximo cos intuicionistas, mais no espirito de
FPpoincaré, Weyl ira abandonar a idéia de ngue este seja um dominioc de exist8necia
absoluta de umza vez por todas determinadc. E conseguentemente abandonar como
significativa a quantificagfo ilimitada sobre este dominio . Assim proposig3o que
asnvolveszem irrestrita quanti-l'-‘icaggo sobre os numeros naturais, como por exemplo
o "teorema” de Fermat, nZo mais seriam necessariamente sionificativas.

Acreditamos que o que até agui dissemos e o suficiente para
livrar Wedl de gualquer leitura nominalista, por um lado, e por outro da acusat;go
de hipostase metafisica, ao menos no gue diz respeito as objetividades cateooriais,

1 . . Fal .
z maneirz dos realicta platonicos.
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3 - O CONTINUD MATEMATICO £ O CONTINUO DA INTUICAD

0O moddlo do continuo em Weul & o tempo imanente, cuja desor‘ipao como a
forma unitéria de toda experiéncia no fluxo Unico de experiéncia de um Ego purg,
reproduz a de Husserl, apresentada em alauns pontos das “ldéias” e da mareira
completa nma “Fenomencloaia da conscigncia do tempo imanente”, texto publicado
posteriormente ao de Weul, mas & cujo conteudo este teve acesso nos cursos ce
Gottingen conduzidos por Husserl, no periode de inverno 1504/05.

Mas "ldéias” esta descrigdo esta contida nos €4 81,82, aos auais
Weul remete numa nota com a indicativa ” a proposito do problema do tempo, cf.
Husserl, Ideias #4B1,82.." Wejamos, em resumo O que dizem estes paragrafos. Em
primeiro lugar, o tempoc a gue se refere Husserl € o tempo fenomenolégico
(imanente), por oposigdo ao tempo obietive (ranscendente), que e a forma unitaria
de toda experifncia rno fluxo (nico de experiéneia do Eao puro. O Eu fisico ou
psiguico, j& sob a agdo da redugdo fenomenologica, astio junto com o tempo
objetive, ertre parénteses. O tempo imanente “gue pertence essencialmente &
experiéncia como tal com os modos no qual seu conteldo intrisico se apresenta - e
cderivados destes os soors, antes e depoic modalmente determinades, simultaneidade,
sucessao etc - n3o & parz ser medido por menhum  estado do sol, por nenhum
reldoio, por nenhum meio f‘isico, e aerzlmente nSo pode ser medido de modo alaum”.
*=te ponto & nos oferece um exemple do fato, muitas vezes repetido por Weul, de
que os conceitos matematicos falseiam necessariamente a intuigﬁo do continuo e de
que esta em geral nem sempre @ mais aptamente capatada pelo "esprit de géometrie”
(os conceitos ideais da matematica) que pelo "esprit de finesse” ( os conceitos
morfoldoicos vaoos) - fato ja rotdsc por Husserl ( [20), €€ 74,75 Intr, &4 ia.inv 96;
2a inv 99, 3a inv § 19. 0 exemplc eleito por Wey: para representar o continuo da
rmossa  intuigdo & exatamenie o continuo do tempo imanente, esta “forma geral
daguilo oue eu vivp na minha consciéncia, que me faz aparecerem as minhas
Wivenciags' como swcedendo-se uma a5 outras”. Mazs para gue uma teoria matematica
do tempo seja possivel & necessarioc impor 3 esta intuit;gu uma estrutura
matematica, instaries e ceomentos temporais; € necessario pooer-ce medin 0 temoo
imanente, & gue nha passagem hi pouco citada de Husserl n3o se pode fazer. E Weul
concorda com 2la, Y no ecntinuo, ia pars o conceito de ponto, falta o apcio
necessario da intuice”. Weul percebe gue impor ao continuo da intuic3o do tempo

fenomenologico uma  estrutura  matematica € falsear esta intuig3o e alribue a
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Bergson “ 0 merito de haver insistido sobre a profunda estranheza do mundo
conceitual da matematica no confronto com a cortinuicdade imediatamente vivida do
temps  fenomenaldgies  (Yla  durdse™. maz nio vé nizea apanas  impulss  de

esquematizag3o ou economia de pensamento, mas a "franca razdo que luta para

trazer & luz o ogos’ irerente & realidade”.
Mag voltemos a Husserl. O iempo fenomenologico € a2 forma

I . . ) - + M .
necassariz liganda experisncizs com cyperiencizx. Ecta forma zpresemta-ce am
varios modos, um deles & o do agora atual, constante e continuametne preenchido
com conteldos diversos. Mas uma vivencia apresentando-se sob & forma do agora, e
passando imediatamente para a forma do j3 passado, pode ocupar, sob a forma de
retenggo, ( da gual oa memoria & o locus psiouico), novamente a forma do agora, &
. . 4 . ~ . . A . oy "
assim sucessivamente, o continuo de retengdes constitue a vivencia da duragao. ” O
agora atuag & necessariamente aloo puntual e assim permanece, uma forma gue
persiste airaves de mugancas continuas de conteydo. £ o mesmo com a continuidade

do ' id passadp’; é uma continyidade de formas com conteldos sempre novos.. A

forma recebe um conteldo continuamente fresco; assim a cada impress3o unida com
s experienciz do ‘zoora’, ums nova impressic, correspondes & UM Sempre-novo ponto
da ouragio, esti continuamente arexando-se. A impresszo transforma-se em
retengio, £ esta continuamente em retengio modificada, e assim por diante”.

Mas & esta dimemsSo retencionzl da conscigncia corresponde uma

1

dimensdo protercional. A lembranga corresponde a expectativa. 0O continuo do

depois corresponde ac continue do antgs.
. . : + M .
Como nenhuma experiéncia acaba ou comega sem a consciencia de

) .
ter acabado ou comegado, e esta consciéncia apresenta-se num  agora
- . + . . M . - Fal .
respectivamente depoi=s do Oitimo momento da  experiencia e numa  vivencla
. Pl . . . . . i
retencionzl de uma experienciz imediatamerte anterior ao primeiro momento da
experiéncis que comega, entSo o fluxo dz experifncia & uma unidade infinita & a

forma do fluxo € uma oue necessariamente ervolve todac as gxperiéncias de um Ego

purc. E uma forma contendo uma variedade de sistemas de formas”.
~r Fl . - . Fal .

Este fluxo nic & estritamente lingar, a cada vivencia sob a forma

do 2gore corresponde uma Yorla’ de wivBneias sob 2 mesma forma, experigncias
~t . A .
desta orla apresentam-=e ertio sob a forma do simultareg e constituem a
. . . A o

conscigneia totzl primordial do sgora de um Ego puroconhecendo o mesmo processt
de deslocamentos no continuo do antes e depoizs ja desorito para o aoora de uma

experifnciz icolada.
%)



Assim constituem-se ac trés dimensSes da vivéncia temporzl do

Coao puro. o "antes”, o "depois” 2 o "ao mesmD tempo”.
E interessante notar nestas andlises gue a forma do agora @
necessariamente puntual, & o limite quer de sequércias de experiéncias sob a
forma do depois guer de experiéncias sob & forma do antes, @ o ponto ideal
encapsulado entre o ja havido e o porvir.

Tendo em mente a afirmag3o de Weul de aque para o instante
puntual n3o ha apoio na inutic3o, vejamos o que ele nos diz sobre esta idealidade
do agora: “squilo que ros & dado na consciénoia n¥o se di como um ’ser
simplesmente’ ( comp por exemplo, o ser logico dos corceitos), mas como um ‘ser
zgora’ que perdura e muds.assim gue posso dizer. Isto & zgora - mas agora nao é
mais?. Se, na reflexdo, rompemos esta corrente, para por defronte a nos como um
objeto este “agora” duradouro que envolve um conteude vivido mutavel, ja se torna
para nos um decurso, no qQual podemos fixar pontos. A cada ponto corresponde um
certo ‘todo’ vivido: se =z corsciéneiz estd nesse ponto, entSo ele a vive o
correspontente todo’, & sb este & Mas de onde vem a duragao concreta de todo
viver? Se mantivermos os ponto sinaulares isolados uns dos outros, uma so
resposta & possivel. ainda gue tenha apenas as vivénoias daouele instante, a ele
corresponte tocavia uma lembranga mals ou menos distinta gue tem como objeto
intencional a vivencia ague tiva ha apenas um instante.

Se tenho, por exemplo, uma percepg3o luminosa da breve duracgso,
ert¥c num instante A tenhe niEp apenas aguela vivencia perceptiva, mas
simultaresmente também zs lembrangas Pagrrespondentes” a vivéncias peroceptivas
de todos o= instantes passados gue caem naguela breve durago, mais: neste
instante A, nio spenas me lembro a vivéncia perceptiva do instante recentemente
paszado B, mas lembro toda a V_ivgncia go instante B, e isto contem por sua vez,
slém das perceppBes, as lembrangas das vivéneias de todos os  instantes
precedentes. A percepg:ﬁo continua consistiria assim de uma infinidade de sistemas
compostos cada um e uma infinidade de lembrangas, uns contidos nos outros e a
eles referidos; aguele gue vem antes & o "contido”. Ora, & claro que o NossD viver
nioc contem nada de btudo isto e além disso, uma tal engrenacem de instantes
vividos, puntiformes, contidos sem fim ums nos oubtros, guando vem concebidos como

um todo fechado sm si (meus grifos) @ absurda”.
kewl nos diz sgui simultaneamente:

al gual & 3 estriutura matematica cgue =2 val impor ao continuo da
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intuigZo: pontos (instantes) ordenados ( e seamentos para os quais haja uma relagio

de igualcace).

b) aue esta estrutura pdn € vivida numa intuigdo.

c) que um continuo atomizado em pontos nio pode ser concebido
como um todo fechado em si, isto & como um toto indepsndente.

Evidentemente pela identificagdc ocue parece existir em Weul
eritre um todo independente, um tode "fechado em si”, e um todo intuivel, (© &
apenas uma parafrase de (D).

Este ‘“esguema abstratc do continue com seu  infinito
encadeamentn de partes possiveis” & representado pelo conceito de numero real.

Assim para o conceito de nimero real:

a) este ndmero nip pode ser cdade em si, mas como limite de um
Lodo, que s este & (para a ideia objetiva do tempo, nos diz Wewl, resulta que um
porto singular nio & autBnomo, nao & evidencidvel e nio podemos nunca fixa-lo com
precicdn, mas apenas aproximadamente)

b} gue este todo nao-independente seja, em virtude deste seu
carater, representado como uma unidade roesmatica (obistiva) gue corresponde ao
ate roético {subjetivo) que o constitue e gue estejz em dlitima inst&ncia referido a
uma totalidade oconstituica { indepencente) intuivel de objetos. (Dlue ele seja
individualizado pela agﬁo do pensar categorisl! e portanio expresso numa linauaoem
aue nos seja dada numa intiuigEe origindria, no caso a linguagem da aritmetica dos
nUmeros naturais.

clque o©s numeros reais ordenam-se segundo a ordenagEo por
inclusdo das totzlidades gue os determinam. -

Deste modoc Weul é conduzide a uma teoria aritmética dos
nimeros reais vistos como certos conjurtos de nimeros naturais, conjuntos gue sEo
nor sua vezr categorialmente determinacdes e, assim, expressos seguntdo tertas
formagies sintaticas da linpuagem da aritmética alementar que, como vimes € a
Unica gue nos & dada numa intuigZo orisinaria. '

A estrutura de pontos & conjurios de pontos coue o pensar
sonceitual impBe ao continuo da intuico ndo pode entretanto vir fixada de modo
ab=cluto mas apenas com referérncia a um sistems de coordenadas, aue Weyl va como
um cubstituto formal da conscigncia, a projegdo de um Eu purc gue confere,
exclusivamente, existéncia & significado. lsso aponta novamente para o fato de oue

esia estrutura nZo e intrinsica o continuo como vivido na intuigdo e que sua
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objetividade item o status de toda cobjetividace igeal, correlato intencional das
vivBncias de significado de uma consciéncia pura.

Nas palavras de Weul: ” o sistema de coordenadas é o residuo
inevitavel do anulamento do Eu naguele mundo fisico aeométrico que a3 a raz3o
extrae Sob a norma da "objetividade” daauilo aque ros € dado - ele constitue nesta
esfera objetiva uma dltima, pobre indicag3o do fato gue o existir { Daseinl & dado
e pode ser dado, apenas comb conteldo intencional das viveneias mentais de um Eu
puro cue confere significado”.

Mas qual & o sentido preciso da afirmag3o de cue o0 conceito de
numero real representa o esquema absirato do sontinuo? O primeiro passo nesta
direglo & dotar o continuo intuitivo de alguma estrutura matematica e em seguida
mostrar-se gue esta @ o “mesma” estrutura do dominio dos nimeros reais. Mas a
analise de Wedl tambem envolve a nocdo de uma fungo continua, e a representagdo
alucida & adeouada se esta nogdo representar conceitualmente a nogdo de uma
fung3o " intuitivamente continua”, como por exemplo, a fungio oue descreve o
movimento de minha mio, enguanto escrevo, no tempo.

A definigdo de fung3o continua envolve quantificagdo irrestrita
sobre nUmeros reais e esies sao definidos segundo principio aparentemente
arbitrarios. Mudam-se o0s principios e uma -Fun-;.%o antes continua pode deixar de
se-lo. Que justificativa se pode dar para tomar-se 0S principios de Weul e nio

outros? Evidertemente oue sejam suficientes para aue todas as fungbes

imtuitivamerte continuas e suas propriedades {raduzam-se em Fung:?:'res continuas da
teoria e oropriedaces demonstraveis na teoria.

Vamos mostrar oue este & © caso. 0 que mostraremos
essencialmente @ gue O continuo intuitivo, ou antes um esouema abstrato dele,
munido de uma estrutura matematica & o "oontinuo” dos nlmeros reasi s30
:comorfos basicamenie devido ac fato de cue ambas as estruturas sao erigidas
segundo OS5 mesmos ”principios de construgﬁn", ie, scaundo as  mesmas
determinagtes cateadricas. |

Supomos entdo o continuo do tempo munido de uma estrubura:

instantes e segmenios sE¥p oz elementos bDasicos, as r*e‘_-ag;ﬁes de ordem entrea

instantes (< ) e igualdade entre segmentos as relagBes basicas.

Interpretemos a expressio “numa certa duragio” por “em todos os

iretantes de um segmento temgoral”.

Uma Funggo ~ontinua eptre doiz continuos munidos dessa mesma
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estrutura pode ser representado por uma fungio continua (no sentido da analise)
entre reais, se, e somente se, existir um isomorfismos de ordem entre o continuo da
intuiglo (eom a estrutura acima) e o continuo matematico dos Feais (ecte
isomorfismo leva instantes em numeros reais e s=gmentos temporais em intervalos
de reais, as relagbes de ordem e igualdade sendo preservadas - a igualdade entre
segmentos temporais @ traduzida pela relagdo de igualdade de comprimentos entre
intervalos numéricos).

Fixemos um segmento OE no continuo do tempo e uma colegdo R de
relagBes definidas no dominio dos instantes e segmentos temporais, juntados aos
nimeros naturais. Esta colegdo R deve conter apenas relagles derivadas das
relagles basicas entre instantes e segmentos temporais e da relagdo de sucessor
entre naturais segundo certos principios ldgicns nSo especificadps gue devem
tambem ser suficiente para definir-se os racionais e suas operagbes e os numeros
reais como cortes de racionais e suas operagtes.

Considere a ralagﬁn R, gue suporemaz am R:
R, 2= 2 LULEPADOL = W (OEN.

Esta relapgdo determina um homomorfizmo injstor ¢ entre instantes
e numeros reais ¢P) = [x: RO, P,

Este homomorfizsmo sera sobrejetor, e portanto o isomorfismo
orocursdo, se se verificar a seguinte propriedace:

P: Dado um numero real r (ie, um corte definivel de racionais)
tem-ce oue: 1) para cacda » & r existe |, ta. DLy, = X {OB). 2. existe um instante P
eV heriy (Feparatodo PP (Fexiste hertag P ¢ L)\ ¢ P

Tomx-se& F comoc um axioma , Q@ axioma ¢3 cortinuicdade. £ o
isomorfismo esta dado.

As Dendig'ées gue exigimos de R implicam que entre os pr'incipios
gerzdores de R encontram-se os de Weul. Como estes =30 também suficientes para
prover uma classe de r‘elal;ﬁes com as propriedades de R, n¥io hd nerhum ertrave
em se os tomar como oe (nicos. Se pelo acréscimo de novos principios dafinidores
tivéssemos um aumento dos reais disnnniveis, o axioma da continuidade garantiria a
permanencia do isoformismo. | oo, esses nowvos principios seriam superfluos para
este fim.

. . . Fa) . ~
Assim, o problema  acima  da existencia de uma  fungao
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intuitivamente continua gue n3o seja representada por uma 'Funt;ao continua da
teoria nfo se apresenta se aceitar-se gue o continuo da intuiglo possa ser
atomizado em instantes e seamentos temporais com as relagbes de ordem e
jgualdade a partir das quais, mais a relagdo de sucessor enire naturais, derivam-
se putras relagbes pelos mesmos principios gue s3o uniformemente aplicados na
derivagﬁn de r‘eiagﬁes em gualguer dominio. Entre esses principios devem fiaurar
ps antes mencionados.

Essas razbes, mais a de economia, justificam os principios
cefinidores comp enunciados.

Pode-ce entretanto auestionar as proprias definigdes de nimero
real & de funglo como dadas. Em defesa dessas definigBes, em oposigio & teoria
clissica dos reais & das fungoes {continuas) diga-se que s30 suficientes para nos
dar todos os resultados da teoriz das -Fungf:'aes continuas que traduzem
propriedades intuitivas destas {(como a gue afirma gue uma fungao continua assume
todos 05 seus valores intermedidrios). Além de um mooelo matematico isomorfo ao
comtinuo intuitivo. Se eledfnciz & esconomia de meios, a andlise de Weyl & mais
iggante.

Poderiamos guerer entretanto desenvolver uma hiperandlise, cujo
dominic de base conteria além dos naturais os reais, seaundo 0s mesmos principios
definidores. Aoui permite-se a quantificagio sobre reais. Dado um conjunto limitado
(definivel) de reais, n3o & ocerto-gue exista um supremo, pois este deveria ser
definido, como um nimero real, por uma relagdo finita® . Mas sua definigi3o deve
envolver auantificagio sobre os reais do conjunto dado, logo ndo seria
determinada por uma relagdo finita. N¥o vale também o principio de converséncia
de Cauchu. Assim a hiperanilise n3o oferece uma teoria utilizédvel do continuo. No
ertantc com © isomorfismo acima, e com um seomento temporal OF fixo, existe uma
correspondéncia entre os conjurtos da hiperandlise e as fungles de OE. Em
virtude desse isomorfismo, o axioma da continuidads n3o pode ser substituldo pelo
principioc de converafnoia de Cauchu, gue como j& mencionamos ndo wvale na
niperandlise, ou 0 axioma hiloertiano da completuds, gue tambem nzo e.

Uma conseguencia do fato de que o axioma da continuidade soé
pode ser enunciado via uma “tradugio” analitica (is, menciohando a correspondancia
entre instantes e numeros reais) & oue n3o se pode desenvolver uma teoria do

. . . . r - A .
tempes U uma geomsltriz como ciencize axiomaticas antonomas. "A verdadeira e

(1) Wew! chama de finita uma owalouer relacdo basica ou derivada
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propria geometria do continuo s6 se pode tratar  analiticamente, isto &,
desenvolvendo & analise ocomo uma parte da  teoria pura dos numeros e
interpretando depois seus teoremas aeometricamente, ocom & ajuda do principic de

"raduc&a” inerente aoc conceito de coordenadas”.
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4 0 PROCEDIMENTO RESTRITO

0 oue Weyl chama de procedimento resirito & a realizagio ##
metodoléaica do principio de gue todo juizo significativo deve referir-se a um
estado de coisas em principio experencisvel. Esta Dr‘incinio, afeitno aguele do
primaco epistemolégico da intuiclio, € o mesmo gue justifica uma logica classica nos
dominios da matematica predicativa.

0 procedimentn restrito, ao proibir a quant.iﬁcagﬁo sobre objetos
depencentes, reafirma a disting¥c de carater ontologico entre estes objetos,
constituidos pelo pensar e agusles, incdepencentes, que "se ofgrecen” a nos numa
intuig:gn e gue consiituem um dominio “fechado da objetos determinados, existentes
em ci”. Por serem ohietos cuja existéneia nd3o estd “em si”, estes objetos
dependentes formam um dominic aberto, em constante & ininterrupla det.er‘rninaggo.

tembremos que © fue Wegl chama de processo, matematico
essencialmante o processo de geracio de objetos ideais, s¢ dd em cois momentos:

1) abstragg’"o, via o principio de compreensio e

2 identificagg"o, via principio de extensionalidade.

0 processo matematico incidindo sobre relagBes cujas variaveis
livres refiram-se exclusivamente ac cdominio de base "“procuzem” conjuniosco
fniv_e-l, objetos gue reunidos ao dominio de base, juntamentz com as relagtes de
partinéncia, formam um NOVO dominio. Aplicartp-se © processo a r*elaq;ﬁes cujas
variaveis livres referem-se agora ao novo dominio, obtém-se conjuntos do Z_ggi_ve_l.
€ assim sucessivamente. Se se permite em cadas momento desta hierarguiz a
quantificagdo ou substituic3c de variaveis sobre tode o dominio em guest3o (e ndo
apenaz sobre o dominio de base), podem sparecer em gualguer Qi_\_ﬂgl conjuntos cujos
elemsntos sejam todos elementos de um dominio inferior na hierarquia.

Acsim nenkum nivel se completa antes de se percorrer toda a
nlerarduls.

Conseausntements as duas fases do orocesso  matematico
pcorreriam parslelamenta: 3 1§ fase n3o se completa, para um certo nival,
antes de se percorrer toda a hisrarguia, logo & 2§ fase também nunca se completa
artes disso.

2to nos leva ac “primeiro mandamento” do procecimento restrito:
substituigio de variadveis por constantes ou guantificagfio so sBo validas sobre o

dominio de base.
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Mag n3o e apenas quantificagdo sobre cbjstos ideais que faz
intervir contra-golpes na hierarguia, isto e relagbes de niveis superiores
determinando conjuntos de niveis irferiores. Um dos pr‘*incipios definidores de
Weyl, o de substituigdc, também pode fazg-lo. Tomemos um exemplo: seja R (uv,xu,2)
uma relagdo cujas variaveis livres refiram-se todas ao dominio de base & Suwid
outra relapdo cujas duas primeiras variaveis refiram-se ao dominio de base e a
Gltima a categoria dos conjuntos bidimensionais do 19 nivel. Por substituicBo essas
relagBes dio origem a relagdo §' =S (X W ¢0x u 2), onde ¢ & a fungdo determinada
por R isto & ¢ (xuw ) = (v Rluv xyzh

& determina um conjunio do fgiig_l_‘ Assim n3o & possivel
idertificar-se, por exemplo, o conjuntos obtidos com uma ynica anlicag:io oo
processoe matematico com agueles correspondentes a relagBes Cujas variaveis
livres refiram-se exclusivamente ao dominio de base, visto oue uma tal relagdo
pode vir a sar consiruida apenas depois de uma primeira aplicagio do processo.
Anui também os dois momentos do processo ocorrem paralelamente, e a relagdo de

. R . . ] M o . .
ioualdade entre conjunios a partir do 2° nivel, gue nio sejam ambos determinados

por r‘elagzﬁes looicamente equivalentes, runca pode ser definitivamente
eztabelecida, uma vez gue 0OS domirios, a partir oo 1§ nivel inclusive, punca est3o
completos.

Assim acrescenta-se um Yseouncdo mandamenio’” ao procedimento
restrito: n3o & licite usar-se o coroeite de ioualdade entre conjuntos na deFinig:'a'o
das relagtes derivadas ( se bem gue a rigor a igualdade entre conjuntos do fgi_\_{gl
nao seja problematica).

O procedimentp restrito tem para Weul a vantapem de separar o
dominio dos objetos independesntes, o dominio da int.uigﬁo, daguele dos objstos
dependentes, o domirio do pensar. Aguele permarece O gominio por exceléncia do
conhecimento, este o dominio das cateaorias do conhecer, aguele o dominio de que

se fala, este o cas caiteoorias com as guais se fala. Nas palavras de Weyl: ¥ a

import3nciz do pr*incipic- cdo preccedimento restrito resulta ‘Fa modo mais evidente
gz seouinte observagdo: apenas restringindo-nos ao procedimento restrito, os
ooietos da cateooria de oase permanecen irwvariavelmerte o araumento verdadeiro e
nréprio da rossa investinac@o: de outro modo, a massa fas propriecades e relafoes
derivadas Lorna-se para nos matéria oe conhbecimento, paritaria ao universo dos
obigtos oriainarios”. Assim:

13 o= obietos do dominio de base psrmamecamn os Unicos objetos do conhecimento.
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Fcsz & a rest.r'ix;ﬁo do corhecimento am dominio dno int.uivei, em tudo semelhante a
restrip¥o kantiana do entendimento as limitagBes da intuigio possivel.

Z) cas, parz decidir-se da vaiigacde dos yizes finitos (Formados segundo as
restrigbes do procedimento restrito) ioma-se sob consideracgio apenas os chietos
do dominio de base. Enguanto gue para os juizos transfinitos ¢ n3c finitos)
sntrariam em cnnsidera:;ga Ltambém a tntalidade zherta dos cbjetos ideais de niveis
SUCEeriores.

“as isto ainda n3c e tuda. MNas justificacioc do orocedimento
rastrito Wegl apresenta um aroumerto que @ aszencialmente zguels apresentado por
Kant 3 Rerbera para a justificagdo da resirigdo do tempo na determinagdo oos
numercs irracionais:ise se considera as aplicaglies da analise, somente uma analise
desernvolvida seoundo o procedimento restrilo pode ser visia como uma idea‘;izagia
ope procedimentos reais onde nGmeros, conjuntos e fungdes numericas sdo cempre
determinados seoundo um procedimento explicitzvel sobre dominios jntuiveis. Na
prética, diria Karmt, nernbum nlmero irracional seria introduzido sem cue se
soubessp aproximé-lo por UmE Sequencia de nlmercs racionais tanto oquanto se
auisesce. “Na pratica, diria wWeul, menhum rdmero real ou fungdo de ndmeros reais
ser:a intrOCURICD SEem oue S8 putiesse explicita-lo comc constituicod#l segundo
determinagdes categoriais a partir do dominio basice dos numsros naiurais, ou sem

prejuizo do principio de procedimento restrito, dos numeros racionais.



5- Predicativismo e Ldgica Clgssica

Uma quest3o oue nos colocamos & a de como & possivel uma
reformulagao “construtiva” da matematica sem uma concomitartemente reforma de
sua Logica. Seria possivel cobre os mesmo pressupostos reafirmar 0 principios
da lbaica classica enguanto se opera uma severa oritica da malematica classica?
Veremos & sesuir gue sim, gue o primado da (possibilidade) da intuigdo que em Weyl
& o prinicipic reformulador da analice, também funciona como © principic fundador

cdo cigrificado e, cohcecuentemente, limitacor fo campo ce validade da leis

glassicas da logica.

Em [3B) aprencemos aue um juizo afirma sempre um estado pg
cpisas, e gue uma Qrogosig"aa tem sentido gquando, € apenas quando, exprime um
juizo., Mac o estado de coisas afirmado pode ouw ndo subsistir, guando se diz do
juizo gue &, respetivamente, verdsdeiro ou falso. Mas um esiado O coisas naod &
sempre o corresponcdente  pretensamente obietivo de uma  gualouer inteng:io
pretensamente sianificativa, a mera cnrregﬁo aramatico-formal de uma ;:tr*aposig.ﬁc.
naoc garante, nem masmoc como possibilidade, a subsistencia ce um corresponcente

stado ce coizas na esfera objetual, Se a sianificapBo de proposig\'ﬁes &

1M

determinada por Qossiveis estados de colsas, @ 2 existem r:-m::posig:ﬁes privadas de
zentido, entSo existem esiados de coisas que n3c S30, NEM MeSMO em principio,
poszsiveis,

Weul n3o explicits aual & o sesu critério de compatibilidade de
elementos cbjetuais num estado de coisas complexo, mas ndo & dificil identifica-lo:
¢ simplesmente o oritéric da insergio deste estadoc de ooisas na esfera da
intuicko possivel. Este critério ordena a esfers dos contegonzs  dos juizos seoundo
relagdes de compatibilidade e imcompatibilidade g pripri determinadas. Assim por

exemplo " a2 propriedade verde refere-se a objetos visiveis; uma Drooasigio

i

sounde = gual, por =xempla, um valor ético & verde, ndo € nem verdadeira nam
talza, mas simplesmente privada de sentido™9 ). Um juizo propric s pods
relacionar conteudos compativeis, isto e  idezlments  "existentes” na  forma
determinada pelo  juizo, e uma proposig3o com sentide & acuela oue alem da

correcio oramatico-formal expressa um Juizo, assim ”a5 propozigdes privadas ce
78



centict podem talver comparecer apenas no oensamento  linguistice, nunca no

percaments onjetuzsl 7 F L),

Bazeado resta elucidagdo, para as proposicdes com sentido

poroue apsnhas estas S350 passivels de um valaor wverdade Fixo, ainda  gue
indeterminado, wWeul suslerta a valicade das leis ltaiczs cliscicas. Por sxemplo " &
lbaica formal tem perfeitamenie razio ouando afirma oue, destes Cols wizos

:

{0 afirmativo & 2 sua mecacicl um é sempre vercadairo, € o outro & sempre falso”

Weul vE na ouestd3o doe paradoxos uma ¥ escolasticz da pior
sspecie” due s6 & pocsivel pela desatenpdo aos fundamentoz fenomenclégicos do
cominin oo certido = o consegquente apuso da lowica para além dos seus limitesz, oue
=30 exziaments oz lmites do significado,

MNEo meros ous em Wewl em Husserl ja se apresenta o problems
~E mus s lofics (2 Oueremos Sempre cizer 3 clgssica, pois neles nAc ha oubral
deve ser justificaoa , e esia justificaco nés pooe serd dads spenas formaimerte e

ce uma ver Dot wodac  incdependercemsnte oz festrutura” ideal do dominio cue ela

reae. S 241 lemos oue 7 a exclus3c dos predicados contraditdrios em uma esfers

ipeal (por exemplo, & aritmetics, & esfers das signiﬁcagﬁes)

111

o ) nao & por i

m

comeeensivel, maS orecilss temonstrar-se oy estaselecer-sas axiomaticamerte o
. a — . .
Feve Bem os0s uma dessas esferas” (B° inv. cap 4 € 300 E isto ooroue oredicadeos

contraditorios rfo se excluem necessariamente em gualgusr cominio: ndo podemos

L

izer gue "i0da ezpocie de papel ou e aspera Ou e N30 aspera, pois isto implicaria
que toco pape! singular ge umz espécie quaiquer fosse aspero, oUu toco papel
sinoular n¥o Aspero, e iaigz afirmagBes 3o s3o exatas, naturaimente, para
quaisousr especiss” ((bid € 30i.

Consigeremos =nt3o a esfera dos contegdos em aesral (“dos

no mais  oeral dos  sertidos” dbic M 34N, A comeilighilidace ou

]
&)
In
o
u)
i

compatibilidade = & inconciliabiliczde ou irmompatibilidace z3o relagles icdeal

n

compatinilidade de conbeldos “nio pertence as individualidaces dispersas, mas as
sspicies e conteldss! (ibid € 30, isto e, & determinada pela compatibilidade de
”»

suzs respectives ecpécies, o osta compatibilidade & determirnada pela "ayisténcia

icmal rfa sSpocie complexa, dads pela uni3o, mediante abstracio ideatdria, desias

15

idezl & par suz wver determinada oela possibilidade da
BO



apresertagio desia especie complexa ruma intulgio apropriada. Em segundo lugar, a

1

sompatinilidade { ou  incompatibilidade ) de sspeciss diz sempre respeito a alguma

s

sopécie oS L“o0D; pOr exemplo, vermelho & verde sio especies incompativelzs com

relacin & extensic monocromitica, mas compativeis com relaglo a4 especie extensio

policromaticsa.

A incompatibilidace de conteddos ndo & apenas a negagEo
formal da compabibilidade, mas ioualmente fundada “como uma ideia da mezma
meSrEPOULA.. QUE e Dode reslizar medisrde um faio feromsnolidcucn psouliar’ioid £
50). 4ssim certas especies ce conteloos =30 incompabiveis guanco n3 a intwgdo de
gue nzo € possivel nenhuma irutui(;.gc- uritéria gue d& & espécie complexa em
aozouagdo perfeita, isio e ouando pocemos celerminar a priori a mpozsibilicade
tiz “exictéreiz” ideal de ecpécie complexs.

Assim funcadas essas relagbes de compatibilidads, & possivel

a00r3 eMUNCiar oF axiomas ca l6gica sessas relagbes. For exempio:

*3 auando dois oonteldos rio €30 incompativeiz, entio s3o compzlivels
7y uma ©as gduas colsas se da, ou compatibilidade ou incompatibilidacs, fertium non
ot

Tcses zuomas nio valem apenas “formalmsnte”, mas sio leis
nensas oe comtelco, ums VEr oue = incompaiibilidace nan @ definida como mera
negacic cda compatibilidade, maz & fundads sobre um carater fenomenologicamentsz
pocitive: 2 evidéncoiz dx comtrariedades. Fortanto ssses axionas n3o poderiam
oreceder a esta fundamentiagdo.

Na esfera das s*qmnca&.o &5, 0 correlato da compatibilidade

dos cortelrios & a onssibiliczde das signi?ical;c-es. Umza intenggo sianificativa &

nossivel Se pode se  ajusiar a um ato indwitive no modo de ume  intuigdo

‘zatisfacdol objelivamentie perfeits” (bid € 30, ou seja, se ha uma " intuigdo
perfeita in specie cuja matériz & identica 2 suz ” (bic 9 20 Onde este "ha” tem o

sentido de ha reslmenteou poderis haver.

Como ezta imfuig3e determine a compatibilicade de cartos
conteddos,entin a poseibilidade oz uma intencio significativa e determinada pala
compaiibilidade de seus condeldos. “Talar oa realidage de uma sionificegdo e, pois,

o mesmo gue diFer gue a sk m-F;cacau & uma 'exprescio’ cbichtivaments perdeits de

uma conciliabiliczde de comteudos imtuitivos” {((bid € 314
De mods andlogo funda-ze s relscio oz mpossibilidade de

signzficagoes, = destzs  fund —{mwn,d\;ne SEOLEm-E2 os avimoas s looica das



significagdes, comrespeito 2s suas mutuas compatibilidades e incompatibilidades.
%} a possibilidade £ impossibilidade das mesmas significagbes se excluem
2} ce um par o= sianificapfes contraditdorias (isto e, uma repressnta comg

inoompativel o mesmo gus a ouwblra representa como compativel) uma € possivel e a

oULrE tMODOSSIVEL
) a nesabiva de uma negativa - isto € uma significac3o aue represenie 3
cmoompatinilidade de certas ooisa S como incompabtivel - & sguivalente a positiva,

“o & dousla zignificagfo gue represenia a ntima conexdo da mesma coisa b por

=

me10 Ca mesma maieris
0 que Wewl chama de juizo cam senticdo & o aue Husserl chama,
. - .. re i . A - ; . ..
nesta 6 1lnvesiiaagao, oe sionificagan possivel e nue em [17} chama de juizo com

sentido quanto 20 contegde ou ainda evicenciavel em sus gistingZo.

Vejamos, em  [47) Husserl ainga e5id preccupatdo  com &
susiificagdo fenomenclogica da iooica € nos ciz por eXempio gue o principlo c:cr
teroeirs exXciuioD AsSSenta-Se SoDre uma pressupoziggo gus pertence ap extraio
inferior oa lomica formal, anterior & introdugdoc co conceito de versads,
nomeacamente, ce oue todo juizo que iemhe "sentide guanic ac conteldo”, isto e
cujos “ruciecs sintadticos? sejam entre si convenientes, pode ser levado a evidéncia
ca gistin ,Uo,ou zeja transformados num aizo distinto, um Yjuizo propriamente dito”
{cf, (472 o B0 000

Vamos Gertar esciarecer 0 QUB ssja isto. Husser: distinoue
cois momerhos num Juizo: 3 maberia ou  conteydo do xizo e sua forma ou
mocsliosce. Aouela refere-se aoc score O Que e Julpa, esta ao com@ s& Juloa. Que S
sejs D, OU Oue t=rma a propriegade p, & um contelco ous poce ser posio Sob
giferzntes mocalicdades: a da asgergio, da ciwida, do desejo, da possibilidads, etc.
£ =2 antiga distingZo forma-matéria’. O gue de neove Husserl introduz @ que
corsideragdes referentes ao corteldo pozsam ser relevanies para a 1oaica formal.

Como (& ¢ito nas ”'nve:f.;ga-;oe'-" aqui novaments  Susserl
reafirma gue a unidace possivel 0o conteudo €0 Juizo esiad lioada a condigbez gue
V3o além Oz simples capacicade puramenie gramatico-formal de sentido & & a pre-

-

condigio dx efetusgio do juizo. "A possinilidade ce efetuzgio unitidria do conteldo

go Juizo precede i possipilidade ce efetuacio do proorio mlgamento e € 3 sua
cooeriamoes oramar ests forma mares qualifica-la e clstinooe-la, oo forma modsl.

Uis=er] conziders Lamsem 2 forma calegorics, sipresss no exenpic pelo stribubivo

=
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condicio. Du ainda, & "existéncia” ideal do conteldo do juizo € a pressuposiclo da
“existencia’ ideal do juizo { mo serticdo mais amplo cde uma obpetividacde calegorial
intencional enguanto tal ) & ce reabsorve nesta Gltima £47] € 291

Afirmar gue um juizo ternha "sertido guanto ao conteldo” e
afirmar a "exictérciaz” ideazl do contelds do #izo, que nada mais @ gue, airda, sua
ir:sem;ﬁo no campo da intuigﬁo, ou experiéncia, possivel. Assim, a coeréncia, ou
centido, de um juizo quanto ao contelds & comsequencia da “coeréncia das coisas
na unidade simtética da experiércia sobre a base da gual repousa” (17} € &9, Tais
;uizoz pogem efetivamante ser transformados em jﬁizos distintos, isto e juizos com
LM signi-FieagEo' unitariz fixs, e no deminic desces juizos funda-se de modo
analooo ac & mostrado acima of axiomzs classicos da logica.

Em termos sintdticos, a restrigio is condigfes da experiércia
possivel traduz-se numa restrigdo quanto ae escopo dos "nicleos sintaticos”
termos) que, denotando conteudos, devem ser regrados pelas relagbes de
comoatibilicade e incompabibilicace estabelecicos neste comirug. Y. Os materiais
sintaticos dos Juizos nao inbtuitivos... ndc podem ser variaveis de uma maneira
compietamente llvres, como se se putesse coletar de um moto comoletamente
arbitrario tais materiais e com eles formar juloamentos possiveis. E 2 priori gue
os materiais sintaticos de um juizo possivel ({ e de todo complexe de juizos que
rossam cer sigados sob 2 forma de um Julzod tem uma referéncia intencional 2
unidade da experiinciz possivel e a unidasde de um conjunto de coisas captaveis
por Uma experifneia unitiriz” ({475 € BS).

£ esta unidade coersnte da exparifroia possivel oua fundsa
fencmenclooicaments uma ldbgica classica no dominie dos juizos pogsiveis de
distingio, ou oom sentido guanto ac conteldo, ou ainda possiveis, © no dominio do
gue wedl chama de proposicdss com sentido, Assim o pressuposto do primado da
(possibilidadeldy intuig8o gue rese a reforma da  matemitica em Wewl e
paradoxaimente, o mesmo oue sustenta a validsde da l0aica classica e podemos
dizer gues & peio estabelecimento dos limites desta logica nos limites dos juizos
giztintos gue se faz necessario um projeio de reformulagdo ca matematica, para
prazi-la também para os limites do pensar,do reprezentar,com  refersncia
intencional 3 unidade ca irtuicio poesivel.

Mouvimentos zndloaos  percebsmos  em Kant, restrinoindo o
eriemdimerio acs limites da intuip3o, ou em Poincaré ao referir & rogHo de juizo

significativo ao de juizo verificavel . Em todos eles a unidade do dominio da
8=



irtuicdo possivel limita o campo do significante, onde a verdade € um valor
possivel, aue divide com a falsidade toda a extens3o deste campo em dois dominios

COmDlELamEn,ares.
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6 PREDICATIVIEMO E LINGUAGE M

Ao contrario do intuicionismo, o predicativismo recerva um papel
privileaizdo a linguaaem.

Trnouanto nacusle a matemdtica & compreendida como uma atividade
interna a gual a lirouagem nSo pode ser nunca inteiramente fiel e para a gqual S0
pode imperfeitamente servir como meio de comunicagdo, neste cabe & linguagem o
papel distintivo de constituic3o do préprio corpo cas idealidades de que trata .

Tsta relaclo intima erdre predicativismo 2 linguagem, evidente na

medida em gue no predicativismo a caiegoriz da cefinibiiicade & central, tem

cervido mara que algumas leituras de carater nominaiista lhe tenham sicdo impostas,
para oue seja newado ac objeto matemdtico um status ontoldagico proprio e Looo
movimento gue vise constitui-lo sejs reduzido a uma serie de convengdes
linguisticas, meras fagons de parler gue n30 implicam nNeEntum COMOromisso
ortologico irrecusavel.

Certamente o oroprio “Principia Mat-ematicas” tem uma clars, se
cem oue nao totalmente Dem suc=dida. orientag3o nominalista. Mais recentemente
orarzern (TZEYS e Chihara ("0S¥) apresentam, o primeiro sendo um desenvelvimento
Cx analise em bases nominalistas.ao menDs ssgundo wma postura "ontologicamente
ingdiferenta”, @ 0 sesundo o esbogc Ce uma insergdo do predicativismo na esfera do
cersamerds nominalista.

Nacda disso se passa em Wegl, Ja vimoz aue nele a intuigdo
orioraria, gue nos di um dominit basico de objetos, nos da simuitaneamente uma

o 0 Complexos de

1K

linguzgem, um modo oe referéncia, fundamental. £ oue =
siorificado cesia lingusgem gque irac aoontar, como correlatos intencionais, o=
objetos  iceais, nSo-indepsndentes mas concomitantemente irredutiveis a meras
corwencles linguisticas, constituidos seaundc cadeias dz formas sintaticas mais €
mais complexas, a partir do dominio de base, por agi3o do peEnSar expresse por
estas formas.

Quando Lorenzen (op.cit) substitui os pricipios de compreensgo e
extensionalidade ode Weuwl por uma restrigo de escopop no dominic dos JULZOS
sionificativos 3Aqueles juizos aue sejam invariantzs seoundo certas relacdes,
naturaimente acredita gue por ssie simples art-i-?icia limguistico evitaz & intredug%n

Mo MOVOS obdctos, ideslicadss, no cominia oo CisCUrsn,

70}

o ihe

g
)
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Mac g Wawl nEo ocorreria tal pensamento. ools cartament
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escaparia que, Senco a propria lirguagem um corpo constituido ce siqni{-‘ica@"geg e
portanto oe objetividade ideais, a redugdo nominalista n3o nos livraria do
cOmpromi=so com a desconfortivel duplicidade de phjetivirsde e idealidade do foco
do discurso significativo. Em suma, a3 manipulagdo do obieto matematico como mera
significagdo ndo nos liberta de nenhum compromisso com “obietos absiratos”.

14 notamos que uma possivel oritica a ser dirigida a Kant é o da
n30 tematizag3o do como a matematica vivida como experiencia irterna pode tornar-
se propriedade ge loda uma comunidade co-part'icipe desta experiénciaou se
quisermos a da a-historicidade do eu transcedental. Ja vimos tambem gue ssta & um
problema ndo resolvids no intuicionismo.

Maz e=le n3o & necescariamente um probiema do predicativismo de

Weul, por ele ser coerente com O pressuposto cde gue a matematica nipo é uma

(e

experiéncia interna ocue de aloum modo mistericec torna-ce umes  poccesced
comunitiris, mas antes uma atividade de consciéncias co-participantes na tarefa da
constituig3o de ssu sentidoc através da posse de uma limguasem comum. Com o

pressuposto de gue 3 gsnese do sentido g historica.

feie pressuposio nao e explicitadeo pelc proprio Weul poraues seu

. . v P A~ o + - N Fil . 1 N N .
obgetivo e matemaiico e naoc filesofico, mas sua aderencia a douiring husseriiana
ga consiituicdo hisrarauica do objeto matematico segundo & hierarouia das

significagdes e do estatute pio-independete desies objetosmas simultaneamente

irredutiveis &  intericridage das consciéncias, © faz em principio e
antecipadamente compromeiido com a explicitagdo que nos ax Husserl da “historia
transcedental” da formagd3o de sentido a oue chamamos matematica e que da toca a
dimens3o do problema da constituigdp linguistica dos objetos ideais e da propria
possibilidade de um projeto de uma ciéneia matematicz de objelce ideais.

€sta explicitagdo esta contida na “Urigem da Geomeiria " (1939,
Ca Qual nos ccuparemos a sedulr {Se Dem QUE WM S&u esbogd posee ser lido nas

"Investigagdes” e nas "idéias™.

4 hisidriz dos fatos nos conbta oues, provavelmente, 3 geometriz
corstitui-se como cifncia enire os aregos, a partir de uma heranga pré-cientifics
ligads 3 oravizs culturzl de pevos aimda maizs antigos. O gue Husserl se propds pRio

& sxplicitar, rog limites cde uma hisioricarafia, como o4 once DU POr OLERm a
86



geometria originou-se COmS um Corpo organizado de verdades iceais, sobre objetos
‘deais. Por mais interesse aue tal projeto possa ser. ele n3o toca mas ouesibes
iranscedantalis: como idealidades nonstituidas na corsociéncia, subjetiva e imanente,
oo proto-fundacor ca osometria puderam ser objetivadas? como essag icealicades
puceram ser ai cunstitu;.das‘? gue ato fundamenta a unicidade do objeto ideal. O que
interessa a Husserl e explicitar como =30 constituidas os objietos ideals, enouanio
:dealidades e enguanto icsalidzdes objetivas, em particular os objetos matemilicos
erguanto exemplares desta classe dos objetos ideals das ciérmias cideticas. A
auestio proposta e “interropar.. o sentido origindrio da gsomebriz..aue ndo
Lrterroinpe Seu curso e ao MesSmo tempo nao cessa de se edificar, permanscendo
atraves ce Lodas as suas novas formas "2” geometria” (491 173). As pesauisas
levadas a cabo “sio nistoricas num centide insolite, isto é seoundo uma diregdo
tomiticz que abre problemas de furdo totalmerte esiranhos a Histdria habitual,
problemas Que.. Sao tamoém indubitavelmenie historicos™(iSlp 174). U proleto ae
Hyucserl @ o de uma histéria transcedenial. A preccupagdo € com "Uma guesidno em
retormo Sobre O Sentido mais originaric seounco o qual a gscmebria nasceu um dia
e, desde ent8o, permansceu presente como Lracigdc milenar, &ssim ainda permanece
para nos, viva nums Elabor‘ag;ﬁo ingeszznte Y({493p 175 Ou seja, guestiona-se ©
certide orioinirio e fundador deste projetc cultural: g geometriz  com énfzse na
zua unicigade). A guestZp rde & uma de fzic, mas de direito: indepencentemente oe
conhecimentos fatuzis busca-se wum & priori ristdrico com evidercia apoditics, no
o oue houve, mas O oue deve necessariaments ter havido: “nds guestionamos sobre o
zentido seaundo o qual pela primeira vez ( a gecmetiria) entrou na historia - deve
-~=r ai ertrado, Sse bem oue hacds Saibames sobrE OS5 primeiros orlatdores € Que nacs

perauntemos sobre eles’d191p 479)"numa guesifo am retorno & possivel sobre os

prircipios origirarios e submersos da geomeiria, tais como devem necessariamente
ter sido, enguanto ‘proto-fundacores™ ((19in. 173xmeus arifos).

:

Uma primeira evidéncia aprecenta-se: a ceometria ia contituida &
uma tradigio, nascida oa produpio humana, gue remele 2so primeiros oriacores
oue a partir de mabteriais predisponi’veis, materiziz brutes & materiais ja formados
pelo espirito, dSs forma ac rmowo'fiBp 176X como teda oidncia, a geometria
"relaciona-se a uma cadela ateria de gerapfes de pesouisadores, connhecidos ou
descorriecidos, trabalhando uns com oS outros e uns pars o oulros, enouanto
contituem, para a totalidade oz cifncia viva, & subgetividade produtora. A ciéncia,

em particular a geomeirla, oom wm Y2 sentido de ser, deve ter lico um comego
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hiztorico, & este sentido, ele préprio, uma origem rum ato produtor "((491p.177-8).
Seve  ier havido um momente onde a geometria originou-se como um ‘projeto na
subjetividerds do ceu invertor. £ aoui coloca-ze o primeiro preblema: A existénciz
secmétrica € existénela objetiva e ideal ( ndo resl, a fortiordi, no peiquica), “ela
r3c & existéncia de alguma coisa de pessoal na esfera pesscal da consciéncia, ela
g existéncia de um ser—ai, objetivamente para ‘todeo-mundo’ ( para o aeometra real e
possivel oy para gualquer um gue compreendaz a geometrizd: Du melhor, ela tem
desde sua pr-otc«?unda;’é’u uma exist@meiz especificamente supra-temporal e
acessivel, como disto temos cerieza, a todos os homens & em primeiro lusar aos
matemiticos reais e possiveis de todos os povos, de todos os seculos, & isto sob
“ocas as suas formas particulares,. © tocas as formas novas produzidas por cuem
guer oue sejz sobre o furdamento das formas cdadas endossam de imediato a2 mesmo
ooietividade" (4910178 Como se da esta obietivagdo. esta proiecio do espago intra-
DSiGUICo Ce ey oroto-fundador para o esoapo indersubietivo da cuitura com todas
s caractericsticas da cljetividade ideal: valor supra-temporal, normstividzde
uriversal, nteligibilidace para o tooo-o-munco, fesenraizamerto do “Yhic et nunct?
Esta cobietividade e caracteristica de um arande numero de
progdutos cullurals, mas resliza-se e moco exemplar e mais elevadc ros ometos ga
asomeiria. A palavra "leZo” por exemplo tem um arau restirito de obietividade idezl.
determinado pelo dominio das comunidades que se expressam em portuguBs, ja seu

- T a

COMLEUdo iNLENCionsl, & unicade ce sentico da palavra "ie3v”, Lem um arau maior de

objetividade, liberta oue & de toda a subjetividade linouistica de fato. No entanto
0 objelo 2 que a palavrz se refere & um obisto real: o =30 em carne e ozso como
cojeto de receptividade. A obietividade ideal da geometria & abscluta e sem limites:

e

. . . . A . - N . ~ . .
nzo zpenze seus conteldos intencionzis mas suas proprize reterendlas sag ifeais.

in

“# geometria & idériicamente & mesma na ‘lingua oriainzl’ de Euclides e em todos as
suaz  tradugfes’. (e sew itema consiste  precisamente  em  ohietividades
:Ceais. MIiS90n 400),
~as comd a obdelividade ideal absoluta n3o habita um Tomos
cupaviost & possivel a perounte M“como a ideslidades  geoméirica {como aguela de
todae ze cigrncize) vem & suz cbistividade ideal a2 partir de ceu =urgimento criginal
intra-pescoal no gqual ela se apresenta como formagio no espago de conscifrcia da
(1) Lugar Celeste. Com isso Hus=er! quer gizer oue es=as obistividacdes igezizs ndo

. .- " - - Ho
tem um  lugar fora de mundo, no serdido do reslisyo plalonico, ou rums menbe

civina. Cf. [21], if investisagio €31 e “[200” 922,
2B



alma o primeiro inventor? ((183k.1B4).

4 resposta vem presta: pela mediagdo da linguagem. £ pela
linrguaoem gue a5 objstividades ideais obtem sua encarnapgo, seu oorpo lingu;‘.stic-o.
Mas a linauagem agui referida n3o & uma linguaasem gualguer de fato, historicamen--
te circunscrita, mas uma linguagem yriverssxl, uma linguaoem tranccedental, oue, ac
menos Como  idéia, congrega numa mesma comunicdade f3lante todos oS homens,
meciats e imediatamente, ¥ uma comunidade do poder-exnrimir-se ra reglorosicsde,
normalidade e plena inteligibilidade, e mesta comunidacs, tooo mundo noce F3lar
como ce um ente objetivo de tudo aouilo oue esta ai, no munceo circundante de sua
humanidade” ([191p 183)%.

Nos somos constantemante corsciensses oo mundo, como horizorbe
oE nossas vidas, como horizonbe aberin 02 coisas e de homens, presentes ou nio,
com 05 aQuals pogemos entrar em conexio  atual ol potencial, imediata ou
meciatamente, numa compreens3c reciproca =, sobre o fundamentp desta conexas,
fuma WMOCE, Dum Bnganjamento com eies, £ &M Seaulca num saper habitual oocce
sercomunalizacs (V.o.D.AEP). A esle horizonte ce humanicdaoe RECLENCE a linguagem
universal, onde tudo tem um nome (& em prinsipio romeavel), “todo o mundo pode
falar como de um erde objetive oe tudo acuile cus estd al” (191 183).

Cste movimento, ca supjelivicscte do proto-fundacdor da geomeiria
para & inter-subjetividade da comunidade limouistica dos cebmetras, aaranie a
possibilidade dz idéiz, ne centido Kantiano infinita da oifneia, impossivel se
circunsorita 3o dominio finito dagusla subjetividade. E a abertura da linguagem
uriverzal que furda & poseibilidzde da ciéneia come projeto, & tem assim um
sentido teleolbsico. Isto ja havia sido antes expresso por Husserl, nas (241 tomo I
€2 "oda indasagic sedrica, ainda gue N30 S mova SO em 3L0S de eXpressac, Nem
seCuEr Bm Enunciacios completos, termina , no entanto, em enunciados.

apenas nesta forme converte-se o verdace, € especialmente z
teoria, em patrimfnic perdurdvel ds ciéncis, em tesourc ge saber e de investigaclo
progressiva, tesoure inverdarizde em documnerntio zuténticos e mobilizidvel em todo o
momernto”.

2 Cf a definig:gl:.\ de “pbjisto” em Idéias €122 como o sujeito de oualouer sentenga
(afirmztiva e cateodrica) verdsdeira. DQue resfirma o locus linouisties dos chictos
igeais. Para um objsto itdeal exisiir n3o significs mais nacda alem ge Que DOCEMOS

falar Jdele com verdzde, ou gue nossa vida conoreta pode Ser para ele cirigids,




0 qus fol cdito & que pela mediag:SD ca linauagem constituem-ze as

obietividades ideals, mas nao fol dito comp isto se dia. Como Dressuposto da

linouagem comum o geometra proto-fundador pode enunciar sua formagfo interior,
mas ndo & pelo simples ato da enuncizgSo que esta formagdo torna-se um para-nos.
Se acsim fosse caca ser falante ieria o pocer divimo de criar onjetivicace pela
sus mera nomeapio. Alsaoricamente falardo, @ preciso oue a formagdo irterior do
cromelro geomeira lorna-se moeda correrde, temns valor.

E iste se di pelo poder de ativagio da evidéncia origindria,
tarnte a0 nivel da comscifrciz oo primeiro orizdor guarto ao nivel da comunidade
linguistica pela  compreensio ziiva da linguagem. A evidéncia, primesira ou
reativada, @ feromerclooicamente a Unica forie de valor. A evidénciz viva e
origindria da primeira produgZo é transitéria, mas pode ser reativada como
evidErcia da mesma pr—c-du;:%c:, quer pelo propric produtor num momento posterior
aouele da produgdc originaria, ouer pelos co-pariicipantes da  comunidade
linguistica {ouvintes ou leitores), por compreenszo siiva = assim co-produtora da
-Formag.:in original, (videliSlppid 5y Mz raat.ivagio) permite vivificar, sob ac
crostas sedimentares das aauisigﬁes linguisticas & oulturais o sertido dé&
evidencia fundsdora” (1. Derrida, intredugSo z [193p.400). Mas o “cujeito falante”
nic & por 5i capsz de fundar o ser-para-a-perpeluidade do obieto ideal aue geve
estar-al mesmo guando © inventor e seus associados nIo esiejam mals enaajacos
nESSH  Lerinula oo seu sentido funcador, Ssie senticoc ceve oocer persistir,
contrariamente ap foBo =Sagrado das vestals, mesmo ouando suas virgens puardils
ia tiverem abandonado o templo. A cristalizagBo ( e conmszauente sedimentacio)
deste sentido, 2 constituiclo definitiva da objeiividade icdeal da-se na, e pela
Dossibilicadoe ©a linausgem eseriva. © pelo poder, da parte cdo leitor, em reativar,
na leitura ativa, o centido originario sedimentado nos itextes. E claro oue esta
constituigiio n3c se ca apenas no alo real cda escrita, a vercdacde nio pode estar a

mercé dessas contioSncias mundaznas. E pels pozsibilidade, e nio atualidade, da

incorporagdo limauisiica, é psla incorporabilidade linguisiica, gus constitui-se a

supra-temporalidade do obieto ideal. Se assim ndo fosse, a verdade da aecomebria

seria t3o porecivel guanto oz documenios em gue estivesse consianada. Mas esta

I

possipiligace Serla naca zem aguela ouira, a da reativacdo do zeniido sedimentaco
na express3o pelo leitor (ou ouvinied. € para tanto a exprezsio ceve se acautelar
ca piurioigade de sentidos. Isto seria um tramsiorno para 2 tarsfa da reativac3o

¢do =zeu cerntido. A r-—at.ia-'ag':io & um carimpeiro gue extral @z evidéncia de sob ac
=0



camadas sedimentares acumuladadas sobre ele pelas tradigBSes linguisticas
culturais. "(a evidénoia geométrica) sedimertia-se, por zssim dizer. Mas o leitor
pode torna-la e novo evidente, pode reativat-la) ¥ ({19 .4B7). E como afirma
Derricda (opcitp.i0) 7 a gguivocidacds da expressdo € o terreno preferido dos
oepositos sedimentares”. £ porisso gue o gsomelra proto-fundador e agueles gue o
sucedam devem eshar” atenios A univocidade da expressio linouistica™[i21p.4188).
“as tanto & umvcc,f‘ade Ca expressio gquanto, correlativamenie, o poder itotal de
reativagdo sS30 igeais; portanto ¥ o conhecimento  obietivo, absolutamente
estavelecide, da vercade, & uma ideia infinita” ({183p 188 rota). £ aszszim senco,
também a recuperagido total cas origens nd3oc e sendo um norizonte telsologice.

A corstituicio okjetiva da cifreia em cusz literztura n3o & uma

Tt

:58ia original dasz "Origens”, vela-se por exemplo nas “investigagfesz” tomo [ € 6
PAnenas em cus literautrz tem z ciEncia uma consisténcia objetiva; apernas na forma
de obras escritas tem ums existéncia prépria, ainda que plenz de relagBes com o
homem e suas atividades intelectuszis; destz forme se props3s airavées dos milérics
e soorevive aos individuos, 3= gerapﬁes g &= nagE‘}es‘ Feprosenta assim uma soma
ce cisoosilivos externos, nascicos ce atos de caber gue foram ievafos a cabo por
muitos ingdividuos e gue puderam converter-se de novo em ailos semelhantes de
indmeros indivic:’uc-s, em uma forms facilmsnie compr‘eensivel, masz gue nio cabe, sem
prolixidade, descrever de modo exato”. E ciaro gue nesta Ultima frase, Husserl faz
mergic & evidéncia sedimentzds. Mas & verdsde nfo depernde da expressic gque :
cristaliza, mas da evidéncia gue a2 funds. Forissoc na citag:gr::, Husserl refere-se as
obrac escritas como dispostivos sxiernos da ciéncia. Mas como & pnssivel, para
cada pesquisador, reativar constartemerte as evidéncias originarias fundadoras
cax oojetividade gsomEirica? ComO DS ACTESCImos nNovos no deserwvolvimenio deste
nrojeln, a aecmetriza; podem reguerer uma r‘eatival;;'én, praticamente impossivel, do
sentide originario da geomstria ? deve o peomebra percorrer, cada vez do
principic, = cateix prodisicsa dos fundamentos até as arpui-premissas e reativa-
s EYEtIVAMENLE Na EUs tOtalicace?’(A9n ASF. A resoosta assume que iCealitadss
de um nivel inferior podem constituir idealidades de um nivel superior e ague ©
sentido originario propaga-se na cadgela, por mais lonoa cue seda, das dedupdes e
definigbes & oue e possivel uma recuperacas oradativa desie sentido. 4ssim a
reativagio impde-se como tarefa, como idgia no sentido Kantiano & a recuperagdo
totzl 0as origens adouire dimernsio telsoldoica.

"Triretanto s2onds pensarmos e evicente finitude do poder tanlo
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individual aquanto ocomunitario, de corwverter efetivamente as cadeias logicas
cemidsras em cadeias de evidéncias auterticamente origindrias na unidade de uma
realizagZo, nos notamos gue 2 lel (da reativibilidade das evidéncias ras cadeias
ceditivss) esponde uma idealizacBo: a saber a liberacdo além de seus limites e, cde
um gerto moda, a infinitizacio de nosso pocger((1810.193).

A recusa dezta larefa lsva, oo exempin no ensino ca gsometria,
ao ensiro metodolbgico. operatdrio e ceqo da matematica: aprende-se a servir-se oe
signos e n3o de sionmificscfes, sianos cujos centidos origsinarios estdo soterrados
oo depdsitos sedimentsres. Em outros textos Hussserl corilica a ohistivago
linguistica e & simbolizap3o matemdtica, de perse, como fatores de dearadagbes da
ciércia de uma “-FDr‘mai_;ED de sentido” & uma arte ou um jooo {cf. "M21)Y tomo II, 1
inv. § 20 ). £ 3 mesma recuss em outra frente.

4 perountz como o centido ideal, ja constituido na imanéncia
subjetiva, pods ser objistivado? Husserl respornde: pelo poder ce reativag’én, nbra-
psiouica e intersubietiva, gue como ato ou como idéia teleologica, forma os noz da
rage gue consiitue & sustenia as objelividades ideaic e cuia trama & tecida pela
linguagem oral e escrita. A perounta & agora: como, num momerto “anierior”, a
propria itezlidade pode se constituir no ESpagD da consciéncia de seu proto-
furcacor?

Novamente, indepenoendo da situagZo real concreta  deste
fundacdor, & ceric oue nabitava um mundo de ooisas e de cultura, Coisas ocue
deveriam necessariamente ter uma corporeidacde., formas, espaciais, formas de
movimentn, possibilidades de deformagao. Habitos culturais relscionados a esses
corpos, originarios das necessidades da praxis, voliados a "décourape” de certas
guzlitades materiais cestes corpos, previiegiando-acs e aberfeigoando-zs, diriginco

. . . - o . . - Fa . .
& consciencia no rumo de uma idealizagao progressiva owjo fim € a constituigao da
idealicade geometriss mas gue passa pelc dominio das idealidades mor‘”-FDlg'-qiDas"'.
(1} eonceitos morfoldaicos s3n eonceitos vaoons, maz de uma vaouidade essencial,

»

nEo acidental. Os conceitos morfolosicos tem "contornos incefinideos” mas ndo s3o
porisso irexaios, no sentico de imparfeilos. CpbSem-se 305 conceitos ideais oz
oecmetria e =50 mais aproprizdos &s ciéncias descoritivas. Exemploz: os conceitos

‘e DUrouesia, DUnnacs o, ocomo e agul periinente, regdonco {(gue € o conesito

£l

morfolooico ous corrosponderia ac conceito ideal de circulo). of. “[20] §74(estis

Hrdn

aridorafo MOS parece essenciz. para 3 compreensio da "Oricem). CF. tambem “[242

ol
i o

—
-
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Assim "o filosofo gue ndo corhecia a s=omebria, mas deve ser
:magindvel oomo seu invenior™(Ii91pZiY) tinha a sua disposiclo a coiza, o corpo, o
conoEitos mor-folosicos, a arte méirica e a possibilidade da or‘ia?"ao imaging riz®.

A partir dai por idealizagﬁo (constituir;.go dos conceitos ideals)
forma-se 0 cOMPo ca meiemalica. Ssia idealizagdo faz nascer oo tipo morfologicso,
por iceag_iﬁ,o, isio & por passaoem ao limite, uma idsalidade superior, nSo sensivel,
exatz e cjetive, "’;—"Drmag:ﬁes de romes csemelharies, mas de um género

Mimites” idea’s, cue n3o

novn(C 90 212). A ideacio ous da ezszercias igeais como YL

A p——,

:

ponzm em  principio ser emcoriradazs em nenbuma int-.;ig,-ga sensoria, == Ouels
cocasionaimente as esséncias morfolbaicas “aproximam-se”, Mais GU MEros, Sem nunca
atinmi-las” (“[z20Y' €74). Has ”Investigagg-es”; iginvestigaggc 4 iR temo=s" A risgor,
nernum  conceito  cgecmeirico pode como & Dem  sabidn - representam-ce
irtintivamente OF mOOD acdeCuado. Imaginacos ou desenhamos 0 Lrago € ClZemos - QU
persamos - gue @ ums rela. £ sssim com todas as fiouras. Serve a imagem de mero
apoio para a intellectio MNio oferece um exemplo real do obieto intencicnal, senZo

apenas um exemplo de fiouras sensiveis, gue periencem 3 especle sensivel qus

ponstitue © ponto ge partids patural para as

proceszos intelectivoz do pensamento geomsirico se consiitus & idgiz do coroo

gaomelrich, oUE E CUNTA0D 03

oe um ato espiritual de ideslizagdo, ce um pensar "pury” gue iem seu material nos
pre-gacos  universais & descritos dests humznidacs e deste mundo  humano
cirocuncante de fato e oria a partir deles as ‘opjetivicaces iceais™ (A9 Z212).

Cap estas obietividades apresentadas a seu proto-funcador na
clarezz dz evidérciz oue irfe pelos meios artes descritos garihar 2 paercisténeis, =
ohietivicace, a supra-temoorziloade, o wvalor normative uraversal e g valicade

apoditica caracteristicos dz azometria.

{2y "0 geomebra owando pensa geomebricaments cvera com & imaginagdo muite mais do
que oo per‘ceppﬁes de figurze ou mocfloas™M[Z0¥ €70, scte parzoarifc ecti

3, : : by

sECicavo em analisar a posigZo priviieglada ca livee inaginacidc na clarificacio de

S .
gzzencia)
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7- PREDICATIVIGMO E FORMALIEMO

" Ce o ponto ce vista de Rilboet
prevalecer soore o intuicionismo,

COme Darete ser o casc. entag ey veio

filpstfica da fenomanologlia purs, que

eriio mostra-se insuficiente para
compreansio ca cidncla cristius,
meEsmo na area coonitiva que é a
primeira e 3 mais faciimente aberia &
evidsrcia - & matemitica ”

bieul

e resumirmos as teces formalizias nas afirmaf;ﬁes de que o=
axiomaz de uma lenria nio se referem & nenhum dominic em particular @ gue
gefinem Impiiciiamenie seus proprios termos, gus s30 postos Numa aparenie POSIpAC
e preeminénciz .0gica por mers canvenggo ou por singelas razdes de praticidade,
antes OUE CBVICS & UMa SURDERR & eXpilcsita veracitate evidente, Que DS jJulzos Ca
teOria, SEue LeCrEmas, nsc Sac  nads  =1ém  de  consegquéncias iboicas
nacessariamenis cerivasas dos axiomas, que a r‘.ogﬁr_'- de veroans ilgertifica-se com

05 de gemonsirabilidade e azs de existencia a ge livre de cnntradigﬁes no sistema,

erido ndo e dificil advinhar gque Weul rejeiia tal postura em sua toialidade e em
caos Uha 0o SUaS Looes.

Antes oo tudo, tanto Wedl guanto Foincare, amoons anti-formalistas
intuicionistas certamernte nZo deixaram de peroeber gue foi exatamenie o abandono
pelos matematicoz formalistas da intuig3o como critério de verdacde gue tornou o

organismo metematics susceptivel & cortaminagio pelos parsdoxos.

" i

A primeira sentenga do prefacio a "Das Rontinuum® diz: Com
e=tz snsaio N30 NOS propomos erigair, No espirito do formalicme, em torns d2 "rocha
sdlida” soore a oual esta fundamentago o edificio da Andliss, uma beia cerca ce
madeira, para ospois persuadir o leitor - e no fundo nos mesmos - oe haver assim
lanpaot o3 verdzodsiroz fundamentos. Suslertamos, a0 inves cizszo, & opind3o oue

~ial oesie edificin estd comsiruida soore arsiz. Creio poder
24



sugstituir este terreno movecicD por supcries nos gquals possamos conflar..”

Weyl pritica os formalictas gegundo, cigamos, duzs fortes: uma
enistemnidaica e oubtra léaica.

Scoungdo a primeira linha de stague, o Jjooo hipoistico-cedubt:ve
dos formalisias, porgue os axiomas assim entendidos sZo meras hipdteses, as guais

. F. . A . . . Ao - P "

renhuma evidenciz viris redimir parz faze-ias conhecimento, nac iem npenhum wvaior
cognoscilive, Uma VEZ Que nIo existe wum Ysignificado cognoscitiva” no gual wvalham

zses axipmas. ‘eul reafirma gue o discurso meiematico  sionificalivo e

W

spistempiooicanerie relevantie € sempre a resoeiio de um cominic ce obiEbos amerio
4 :ntuicdo e as determinagdes caleooricas o conhecer.

A caceiz inferencial dos sxiomas aps teoremss, por sua vez,nNao e
coms guerem os formalisias, ums car:cauenagﬁn mecanicamente engendrada, mas anies
um constante rencvar da irtuicdo gue constitui o2 principios inferenciais que a
compdEm. Uma  malemdtica mecanizadacuia Unica tarefa fosse nos prover ge
teoremac  automaticamenie derivados estaria  em  prinsipie  banalizada e
Cocouzlificada como cigrcis.

-

1B CESSEs  argumenios oe  carater  onosologico, wWedl nos
apresena oubros, italvezr maiz problematiccs para o= formalistas, de carater
proprizmenie  logico, & gue &m seu esnim’ia spresentam  uma SurpreencenLe
antevisio oos  ieoremss de incompletuds ce GOdel e seus fatals oolpes no
formalismo.

Weyl afirma oue o cignificado formalista de existércla ( em que
mEsmo  Poincaré  incorrew? & lpgicamente insustertavel. £ isto poraue a
cecidibilidade de juizes existénciais, imprescirrc:’ivel Se Se OuE preservar a iooica

- . . \ . . s . - . . .
eitzcica, depernderiz da coneisténciz o copoietude do =iztems, € istio nam sempre s

pode provar. Mas mesmo oue se pudesse, ess=a demonstragio ndc seria possivel

intependentaments gz i tuigg_c- funoamental gQa sucessic infinita dos nymeros

naturais, o proprio esguema formal o8 gualouer demonstragan.
Mzs 3o & esta a essénciz do teorema de incompletude de GSdel?
A I v ~ - sl - ' -
& ideiz de que a demc-nst.r-agan do consistencia de um sistemz formal deve envolver
uma iraducic aritmética dos procedimentos formais?
. - . ~ . o . -
Azsim o formalismo & a nogac formal de existencia ou szo

insusteriavels ou snvolvem uma petigio de principio.

Diz Weullll” = t;ar:viﬁtf;.'ia e poder Cerivar, por 2xemplo, Lodos os
juizos asrais & verdsdeiros especificos da geRomesiria slementar..dos  axiomas

At
)



meomgtricos atraves do raciocinio ioeico, representa um ato de f_g cientifico:
ectormng na imposcsibilidade de intuir verdadeiramente oque colsa &, e menos ainda
zsiamos na oOsSipdo oe “cemonsira-lo” por via logica por meip cas mesmas lels
I alatail- )

Que isto ternnha sido escrito mals ge cez anosz artes de (odel
publicar seu famoso ensaio N30 deixa de Nos surpreender,

Maz ateé nesta critica Heul se deixa acompantar pzla sombra de

Husserl. Vejamos © gues este rog diz no 72 das "ldeizas™ [ um dominio definidol tem

s seouintes cxraciericticas distinmtivas, que um pymero finilo de conceitos g

1]

proposicdes .. gelerminam compieta & nip-ambioyamente segundo linhas de purs

necescidads iGoica 2 botalidsde de ipdas ae possiveis formaefes no dominio, de

mooc  gue em  principio  nada permanecagm aberie  nele...  Num  dominio

matematicamente definido o9z conceiios ge verdade” £ ”imp!icagio forms: dos

axiomas” sZo equivaienies”. Husserl nesie porio oo Lexto chama a atengdo do leitor
—— =} '

as semelhangaz enire o seu conceito de dominio definido £ o “axioma paml OC

completude” posteriormente enunciado por Hilbert, sem mencio & fonte.

T ogue Wewl nDs CiZ & qQue eshe conceilt e ceniral ao formalismo

mas simuiizneamenie mao poce ser formalizacc.

¥
Ty



Srovavelmente um CcoS Tmalores orooiemas ce se entronizar a
iNtUigED  como  furisenra da verdade estd em oue os  "oclhos  da  mente”
desafortunadamenta, aprosentam-ce som  diferertes niveis de apuidade. MNos
predicativisias aguilo gue é gdade no estaaio pré-predicativeo, intuitivo, do dominio
co discurso, @nto com a propria linguagem deste discurso, esta em fungio do que e
de ouanto cacs um deles esld disposico 2 aceitar como “dado na intuiclo”. Assim =0
exizie uma nogio relativa de prediczbivizmo, "®¥mdoulo” o fundamenio intwito. O
carater oo infinilo em matemdiica & um ponto Of disodrdia. Como vimos, Poincare
rnac esid disposio & acsitar como “evicente” nem o infinito real do conjunioc cos
rOMErDS NEtUrais, MAas &pEnas a iPrecUSavel compulsic de Se pascar para O AUMENS
seguinte, isto & do moior cda eeracfo inirderructs cos naturais.

“pincare acata a validade da intuigdo de um procedimento sempre

renovaco of pasSar-ao-seouinte, da sucessao potercizlmente infinita cos nUmeros,

=

&S NED da intuigdo do atualmenie infinito, gue n3o pode ser operacionaimente, isto

gfelivamenie, constilulico.

-

Ja em Wewl, o dominic dos nimercs se oferece & intuicao 32
constituioo em sua ‘otalidade infinita. Em Foincard & a2 ogerag%o ge passar aop
sucessor gue contitui & essBncia de uma totzlidade em c:c;r:strut;fio, em Wevl & a
gstruturs: de ordem discretz, linear e sberiz ous comstitu: s escéncia de uma
‘otalidacde j2a constituica. Num ecta é dimamica, noutra estéatica. Em Weul acaia-se a
irbuigic de um estado-ce-coisas universal isto @ gue se verifica n30 entre um.
rimerc finito e determinado de objetos como em Foincare, mas enire todos os
cbjetos de um dominio infinitc ds uma vez por todas detarminado.

Além de s=er uma consequércal esperada oo Seu coritério de
significadn, o “finitizmo” de Foircare aponta também na direcfoc de aue seu
entendimento do conceito de intuigd3o tem uma divida com o kantismo: & intuicdo é
sEmpre oo pariicular e cabe ao eniendimento a ﬁransiituiggc' go 9eral, mas com a

- e

importante res c:-::c: oE gQue, 08 .Jum moTo, & apenss  em furcio ceste particular

o

auz o weral e sigreficants. O oreierio ce significagio de Poincaré na vergace nic

Sor ouLro lado. = neste ponbo & EEmM SJrDrESah, wWewl  Seque

108, & ontoclogicamente, valida a innwigio oo

|“|~

catar como epistemoic

A
L
1N
N
1
&
13

fu
]
'y




Em [Z22} pp 78-9 afirma-se ¥ Mais facilmanis spreensivel, pelo

—_

memns nars Quem Consiga colocar-se na posigZo Co puro ver & avitar lodos oz

i

OrecoNCEitns naturals, & o cprhecimerdo o8 gus  pogem chegar a0 shsolubo cdar-s

am

om = n3p =6 objeios singulares, mas tambémuniversalidades, oDiotos universaic e

ast=dn ce chizss uriversais. Esle cornhecimentc e de imporiancla decislve para a

ingia..as investigagdes fenomenoloaicas =20

A . , . . . Lo s _as s
Ou zimcda,” rnio mernos temoss evidencia do universzl; opdetzlidzdes

L300 dacgos ro

m
]
4]

11

LEODS D8 QONEERES UMLVETS2IT SUMOEMm-HE & autc:or-esentar;-go =

mesmo sentifdo, portanic, inouesiionavelmerte; e estic autodsoos acsguadamente no
sertion mals riogorpsc®( (221 o 80

W2 perspeciiva de Husserl, Poincaré estaria ainca presoc 2
atitude natural 2 a0 ardtroDolcoismo de gue ele sxplicitamente acusa Kant (vIZZ
p.7%, enauantc Wewl promoveria umz investigacic nos funcamentos ca matematica

propriamente fenomenologics.

]
o



IV - A aritmetica

A-A ARITMETICA DOS MATURAIS

Aoresentamps a sesuir umz formalizagdo da aritmética de kWeyl, 2
mals proxina pnssivel gdo iratamento informal Gque esie lhe da,

wewl introguz a adigdo e mulbiplicagdio de nimeros neturals, &
partir do sucesssor, por cie%‘ini?-ﬁes recurs=ivas. Este procedimento & For-maf;zado, ce
mogo mais natural, no contexto de umz logica irdinilaria | Lee

Os unicDs axiomas nEo-logicos usacos por Wewl £30 aoueles

usysls oo sucessor, O “principic de indugﬁa comgletz’ & usaco por Wewl como uma

regra de irferéncia; nde o preferimos como um esquems de axiomas.
L -0 EI5TEA W

i.'_-.Da»Pinig“ao, Consiceremos 2 linauasem elementar com icenilocade com uma
ouantidade enumeravel de varisdveis: rpm, i, & b etc; um simbolo de
constanis : o, & um simbolo funciomal wnario: €. As definigtes e
termos e formulas s50 A5 UsSuAls COM UM UMioo BCrEscimo!
(a) Se { A; 3, & uma familia ( enumeravel) de formulas entio

A &; (coniuclo infinita) @ uma formuia.
FR Y

iy wnZmin #0024 n = Sm
Axiomas: 2 9niEn = 0
(rZo-ldgicogs) D Yn ¥m En=5Sm e n=m)
Z) para oda formula Rim:

RO A ¥n (RIWRE 9N B i

27 lema: c=5c s p=S0 40 =o Gumediato)

Introduzimos na iimauagem o Simbolo funeional uwnario A pela



= z . bt i
DEFmACAR L=50;2=81=50, . ktl1=Sk=6""a
P2 hefirinin  Chamaremos um formuliz de finita ou infinita e seu comprimento

faor, respectivamente finitc ou infirto.

Sziz Alny - ny) uma formula finita & 2R, - ry) uma subformula oe
1 & Laricwd 1 -

&, cefiniremos uma formuia infinita &, z iierscfo de A pelz substituicis de B como

cene:
Atng -ny = A (ng Ny

(BN =ni?

A -,
AN - n=AT TR -

izio & a subformula B(ng..ng) 2 supsiituica peia formula A'ng ..y
onge A e uma conveniente variante de A

~ . . [’ .
e Alnyng M= A (n=k 4 & (ng -yl
k#g

2 - ADICAD
2.4, Definicdo: Seja Slom ; = 2 a (g =Sm A B = o). Entdo

52 {p,mi: = S(EC;J) {omt = S clo=8SmaAaSa iod= 53 Ap=al

£ ZTSHM suCcEssivamsrthe.

isto &,5Em & (E=Sm), SXom o p=STm),. S Em o (=S'm), etc.

Seja 7 im N, 0= B iy p, ), isto &,
=5%m)

Tl el r=n=0 +p=m1i}AaA 7 m, ny B Assim: T, Ny PY o A (0 = k=24 p=E"m},
K

onde €%m = m

s

[

m'T’FCA



D dn Sn, o & 7 o, A

Dzm: 7 im, Sy p) & AER =k 4 p = E'm). Mzs esta formuls &
kK

eoLvIiente a

. ) i+ . C e .
Fin=kK o =%t o Y, guE & por sua vaEz sguivsienie. pela
k

i:ae-hmrgao ce A, {m=k < 4o = £ m ogue e alnca

1]
(e

eguivsiente a 7 (m, m, A O
Corplaro. Tim, Sn, S ) 0 7 lm, N, O}
2 7mn oA mo p? 9 o =pY
Dem: indugio em n.

n=gc:T7imoo!ain=m)

T oot =m Doncen =0
Aocara, 7 (o, S, B = Tm, iy, AD? & Tim, O, O 0 Tim, 1y, ADY
pela hipotese indutiva @ Ap = Ap’. Donds p = B

O resuitado para n arbitrario seaus co axioma (3 O
Em virtude deste resultado imtroduzimos o simboio funcional binaric

+ pela definigBo:
M+ M= 4 o, 7 im, oy ol
2 7Sm, n, o & TN, 0, A

Dem: por INCUpED & R

= o7 Em o o {c=Em



Tim o AD) # { AD = m

L E p=5m e+ AaD=m
+ Tim, nA AD) H

Agora, T 45m, Sn, o) er Smon, AR K
L1}
=7 in, S, Ap X O

Comgeario TCm, n, SO « Tim, n, P} & 7in, SN, Ep}

r'

Ein termos oo simoolo asfinido +, mos

)Y m+ o o= m
Zym+ 5nz=z 5m o+ 0= S(merd

fyrignDdaal{c=mr

Dem: Lndusan e o

Sm4enz=-nN+m

Dem: indugdo em n

r=oim+c=mpor@ep+m=miT.
- +Sn = B¢ = = ) o= En+m O
A"ars, m + Sn 5= {mre} .3 {ri+-mi G g m

8!

Smari{n+x) ={m +n }+ ¥k

k=g :m+in+g0l=m+n



(m+r:)+g = M+ N
o)

il

docrz, m+ (n+ Sk)= m+Ena+ ud m+Snl+k =
¥y : ()

irid

= Zdim+ )+ K m+m)+ ST

(5 (2

St

3. MRATIPLICACAD

-

245 Tefinicdo: Seia Dpmd = T kD orln ¥ proa T Umy i WD

£l

o =i, W, mn , = - ;
Pn,m = P =!'(I;< *"mm iz 3 klTimk oA 3k It K. & A vl & mill
=i, My

£ . .
PHp, ml 1o = m o+mo

,:'k{p; mi —p = me+m+.. +Mm) kK parcs.as

A P D)

1]
[w]

coie o L . B \ . c e
el Flnem v =Finyooml g Ty m piis =g = P

assim winom o = Aln = ik —;F-‘k(p, m)}, com & oefinicieo F‘c‘{p, mi= (g = ol
A :



DEEnmpeetclrinmedlaTingpl

miEn, mpl = AGR = k o pk(p, mi) e flPmie F‘{Hl(p, s &4
K (1)

¥

S

QAN =k 4+ 3a 7 (m, o Bl A P¥m, ab «
i

Salrimooin Alnsk -4PMma e
4
= 2o (elm, o o)ATLm,a0E
Dwln,m A wn,mp) 3 o =p"
Dem: indugdo em n.

Dammediate | O omazso inchutive =sage oe ()0

DEFIMQAD: n.m=+p :w iy mp
Em Lermos oo sinboio defirniGo, i& mOSLramoS ous:
o . .m=10

S m=nm+m

LNDn . Sm=n_m+n

Dem: iNCugac am

10
oy
:1
+
[l
"
L3
+
[
]
I

=g oip om= g ¢

Cogd e - (o <

Agorsa, Sn . Sm (-_-‘ re . St + Sm = rim =n ) +5m =
[] i
ins .

i

nmo+ h B enm + G+ mte2nm+ i 50 =

= {nm +m +5n0 PR En om+ Sn O
(B

DEn.o=o

Dy AMOUGED em N,

= g O O _'_"‘Cl



SN . m+kl=nnm+n.k

oem IRCUCED BN K

—

m.oSm+k = n.Sm+n k=
i {1}

doors, rr dm o+ Sk o=
rid .

(’?}ir:,m+n) ok = nm +n 40 =0 o Rk +n )(=‘ m.am 4+n.SeC
!

Dem: IMDUC3o em X
K=o {mmo=rmm & nolmor = onm
- 3 = {&!

.

Aoors, (hom). Sk =(n. mi € + . m) =ndm  +
(e ing &%)

= o Amigam = ik om. BT
£3.) Cri

Sin+mk=n_.kK+m. k%

Jem: incucio em ¥

W= o im0 = G ;DS
e (E‘.‘I - _I“E"Ii

ancra, (nem | Sy (:_ {r+m ke + n+m? ,r=,(r|.!‘f+m k) o+ (m+m) =
‘T% {Fe3



Do o= mn

Dam: irducdo em n.

=g o . m= O em

0
o

Gasra, Snm s W+ M= MmN+ m I a N,
(ﬁ\ ifid

7

i

4- 0 gue demonsiramos até agul nos mosira gue o sisisma W €
suficiente para gdesenvolvermos tods = aritmetica primitivamente recursiva, ou
comd ciz Weul, todas as verdace elementares sopre oS numeros niziuraizs (que
LUSEremos IIVFEMErLE Na Sequencial.

Uma formalizagio do sisiema de Weul extremamente fisl a forms
como & apreseriado envoiveria a2 introducBc de wvaridveis ae diversos tipos
diferenies, mas como esia  waridveis s&  serZo  imprescindiveis para o©
geservoivimento  da  aritmética  dos  racionais,  omilimos  esia  desnecsszaria
combLexitans,

"

~Motamos com wWedl Que a nNoGio oe numerc natural” e a oe
Ymidmeroc m 2 0 Sucessor cdo numers n”, além do oue Skolem chamava de ¥ o modo
recursivo de pensar”, sSo os fundamenios exira-ldaicns ca aritméiica = & possivel
susienia-ia neles, alem de nas "formas vazias” da logica. O proseto progriamente

natemalico e Weul consiste em mosirar gues, mals, sao os funcamenios ce tods a

resbe ponto om particuiars Weul propf-ce ums tarefa no essencial

l=im mo cames de ariimetica ( em "Dz funcgamentos da

Elecicgns Dor R0 00 MogD Fecursivo O DEhSar, Sem 0

L. , R . . - L.
s de variavels aparentss sobre domanios inflnitog” (48190, Assim como este evita
a aouantificacso ilimitads  sobre 0z naturais,  Weyl considera liagitima 3

cuantificacio sobre o nlmercs reals, S8 bem Gue, a0 contrario ce Skolem, nio

serem csdos numd induicdo imedizia, a0 COMMLrArIo dos NUmECIE MERLE, GA ERMUNACD
ins



wenl, sos mOmeros naturaic ums dimersSe propriz de existéncia, e a rGE © Cireito
e ocuantificar livreverie zobre eles.

Seriz oporiunt  CizErmos ADUD SiGUBES DARIEVIEEE SOoore &
predicatividade Go pr—incipio aa inciugﬁo completa. Sweaundo Edward Nelson ( [Z8D, o
principio de indugio pressupde gue © sistema dos numerosnaturais seia dagdo. Ee
este NE0 & O RESD, O Cconceito de um rumerc natural deve ser inbroduzido como o
oojeto satisfazendo toca formula indutiva. Mas entdc para uma formula induliva em
particular 35 varidweis ligadas supostizmerde percorrsriam b cominio dos nbietos
iz bomz formula inditiva, inclusive esha em quesilo. O aue carsoileriza a
imoredicativicade G0 CoOnNCEito

Cervamente fol algo do tioo gue kzwl oeroeoew nNzs Sua primeiras
entativas de introcuzir 2 nog3c de numero natural, 2 oue Jd nos referimos. & que
levou a acusar o sistema ce Dadekind de conter um circulo viciosc e abandonar
guaiguer ‘entativa ce introduzir formaimante a nnr;im de numero naiural, tomando-a

comg cadz SoD & influenciz ce Husserl, Weul aeats o direito fundacional desta

iMtULGED categorial.

B - A ARTTMETICA DOS MUMEROS RACIONAIS

A TME Lot
P A TEDEA LY

Seja W a extensdo por definicdes de W incluindo os novos
Simbolos + e ..
ACcrescentamos a Linguagem coe W, alem ozs variavels ©e W, oe

gora em Gianie cramsdas ce wvariaveis de nivel 1 (ipo 1), para cada k ¢ N,

IR}

waridveis de nivel 2 Gipo i Xk, Y
Fara cada K & IV, consideremos Lambém o5 simbolos funcionais
ik-arios ¢ 3, { em oeral o indice k serd omitido), o simbolo relacionsl binario ¢ & o

aostrator aos

DEFINICAD DE JERMDS D& LiMGUAGEM:

1) Czda varidvel de nivel nin = 1, 2) (kipo ) & um terme ce rivel n Gipo k)

2V p e um termo de nivel 1 Gipo 4

+ T
Y,



2) Se by, Ly S50 termos oe ruvel 4 (tipo 9 entlp by + bz & Uy .ty 30 termos os
ravel L Gipo i)

4) Sz ty,..b, 550 termes ce nivel 1 (tipo O entdo ¢ b4, > & um termo de rvel 4
(tioo w)

S) Se Alng - Ny & umz formula { a ser definida abaixor com k variaveis de nivel i

{Lipo ®J,

[ oh)

(tipo 4 iivres entlc aos Alng - nyl & um termo de nivel

HLAD DE FORMULAS DA LINGUAGEM

9 Sz i, e by 530 termos e revel 1 (Gipo & P entd0 © = tr & uma formuia
Z) Se L & um sermo ce rivel 4 {tipo kY e T & um terme de nivel 2 e tipo k, entao

e T e uma Formais.

isanco de formulas é uma formuia, 3 nesagdo de uma formuls £ uma formulia

e se n ums varidvel de mivel 1 (lipo L entdo I n A e uma formuiz.

It & My o« Fipgk & 208 Aifg - M) & Al - Ty (principic de compresrspol
Ty =Tz T ng -y lang - > e Too#+ <hig- N> & T 1 (principio de

gxtensionalidade) T, T, s2o termos de nivel 2 2 tipo k.

2o DefinicZor Bl A, 2 FOrmulz @ Ay 4, (D =l sty R
= 1 E

termo de nivel 2 & Lipo 2 dads por abs Agge,.

I
“hy
"1
il
Ly
112
)
o
P
b
o
-
(i}
m)

i}

[N
Y



mwn=m/Y am.=m . n
Dent msn o =miAed F'i';t L Fiy Tig { ¢ My 5 Mg > £ MAN 3

LNy, Ny e m/n )COH”_Vm riz fnns = My} &
H Y Ne=m iR N Y inng = 1 Unngd & nun' gl
= R D e oy Wmning e ) B lmred =

Eojam as -F'r*apﬁa; m/n @ m/n. Consldere & formula Plki dada por

B iy= Zoink=moAnp=m Ll

2G04 & a formutz 2 p lAsn (om A Ao I
’I

Cor publro

P ll @ enulvalente a formula (nom ¥ = nom' ) L1, isio & & formula Ay oL onoe

- 7 L —
=N E L=

~1

T

CoOmpresnsao.

Tl
oS

|
m

L

A

~

; DEF IMICAD

e
1
L

]
™

DEFINICAD

K
3

2.7 TECREMA

L

Soreante ma/niry = ghs B, oo extensionalicace

m/n o mAn = spe Pt Loao m/n . mA R = mms nn, por 2

Ceia S, D) Spalnp=me A= mk A d=p + 0l

Sli) & a formula 2 5o [Aes Gom) A A.,m,(k.n) YAl

Maz Sl i) e eguivalente a {(nA’Y. 2 = Imn' + mn & = Agye, (K1) onde

L=mn s n o eils=nrt

Tepmrit =k S o mimz T 4
groanto MR 2 oS nm o= gt SR LN

m'n o+ o' = abs S04

=

oo mim+ /2w e A, Dor 2
¥rm b o/ o= ofm A /= mdm |

s Rt P e = o -y
BT IMECIZTE g parLir oo o surefa 2.2 o

—



Z .5 DEFIMICAD Segjam dedzc as fragbez O e L definidas por o/n e n/n
respectivemorde Mostra-se facilmernte gue m/n + 2 = m/n e oue

mir . L = m/n

introouzimos  ac0ors e linduageh um simcolo  relzsoional
L . re e e
Dinari osra Craohes SOm o a GE‘F';‘H';C:-:".DT

m/n e m/n e 2w, A mnem

2. FACIONATS

0 caminho clzssico para & mtr-ocu_céic» CDE NUMEr0S FACIONAS
Zeria 0 OB tOmar O condunto quociente cdas fracgbes modulo & relacio de ipualcans
Por este CaMIfNG, UM racional Serid um Coniuntd o COnUNLDE o= pDares OS nUmeros

N . . L ar S - . roo . .
natursis,contre a intengan explicita de Weul de te-los como comjuntos de uplas we

4 "'_'_IHIQ.EU_I: SuporFa gue
¥Ymomn' I emn> e X A m/mo= m/n 4o« s A & X< ) seja um

teorema; entio X° zerd chamads de dominio das fraches.

2.2 DEFIMNICAT: Suponna ous

R . 4 -
Y ooy Lemnpg y e XA min = w0 A miAR = pt/a’ o

: . -4 . e . . .
=+ ', p'a e 37 1 zeiz um teorems £ndao X soera chamado de um

I
b )
3
%
Wk
i
in

dominic pldimensions

o3 DEFINMICAT: Dels Repgppe 0 pa? = f(m/’r‘;) +{ m'/n = p/a) + Sl

ErE Mt = o/0 - = b= S,
= 7 - S0 L= (A=t N

min + pfa e entio um dominic Didimension:zl de frogdu s
13



DL TERTEMAL m/n oo/ o= e - 5/ W m/n ol = /e = el
Dem. imediata dgas definigies. Usam-se as propriedades comubativa e
. - A~ Y s . - - .
zesooiativa daes ‘raghes gug Sa0 CONnselUenclas imediatas das
orobriecsfes comutaiive, 2septiativa & oielmibhytiva oos nbmeros

retursis O

2.5 TEOREWG m/n <+ mfn = o/n = pic
Diemoimegiatn ge 3400
ZE DEFINICAD: & = abs [ m/n = pig ]
Cemalm 4y, W AEEY = D miroa o/ = miin
- Wrnpeh = Iwm/n4+w/n =0/l
Seiam + mAn = 35S +an
- M/T = BDE -ge, Oy + B0 B - M/ 30 ertio cominios de
fraches.
2.7 TEOREME Zemin =min; -min=m/n <6 B 4+ WMinz= o = min

1

Dem: m/n — m/n = abs [m/n = Ay = m/in = /g | =

1

’

= abs fm'/r = g/ | = §

mir = o= abs bmdn + miAR = ofn o+ ot o

= abs fm/n + mi = /gt | = - men
o= m/m = abs fo/n + R/ = min o+ A ] =

:

= abs |w'/n = m/n 4+ 2/ = + mdn D

-



=8 DEFIMNICAD: Dominios bidimensionals des f‘ragﬁes da forma m/n - p/g Seran

chamacos e nUmEr-0sS racionzis. Vm numers racional € positivo s &
ca forma +0/n £ negativo se e o3 forma -m/r.

2.0 TINSEvAT Um hum&rp Fac.onial & ou posilivo ou nesabivo ou ioual & O

m/n < pio o+ = mEa¥imino+ m¥/r¥ = p/g 1. Portanto

m/r o+~ /e = sbs D om/noamt/ = /g /e e

= zos m'/e = mh/n? 4+ o/ 3 = 0 = mEint

Looo min + B/ = + MY/t Anzlogxmerte se p/a < m/n.
ErtSo m/m = p/a = - m/n* 2 =e m/n = p/g entio

min =~ p/a=038 C

4 - CPERACEES COM NUMERDS RACIONAIS

. F - ,- B - . '
e, Pt atis T ot oo, 7f ks emdnspiie A

M, Ty Fe SOV :
! !
m' ' es

L. _E ¥ - . -
Al Lp,a r»em/in = o/l

4 DEFINICAT: (m/n = p/a ) + m/n = o/0" ) = abs Sy, n,p, « -
e E s’

imén = pfg ¥ + W/n' = p/g ) & um dominic oidimensional de fraptes.

L7 TICGOwA (M = ofe) + At = o/t = dndn o« AR o« odo - of/al
. & propriecades aritmélicas ca adigio o=
CLLORARID A Somz e MUmEros racion2is & um numero racional

Demonstran-ce faciimente as leds gSsoolative £ COMLLENIVE Car: a

~ _ g =T e S — -t [ g
o PoDiDna OB O SIEmMmEOL0 NelurD o2 201050
117



[£%

T TIORTwA S ogphriplg i = pAe ) =imAn = piielt = 6

- . . L~ k1

Tem: Se m/n ~ pig = + mifentSom =m0 = m,p =0¢eq
oozinuer, gai @/ = p/g = et/nE < 0= - mtnt
Y S N W T PR SR S L F R,
~orbtamto imdm - DG o D e — DAl = Lo e sl - nty =

=0 =m¥rh o+ (mEmEir) = et - wmbnt s
7

Ardlooamente parea MmN - /g = - mEet ou om/n = pig =0 O

-

|
1
™
b
£

"

e

= 4.
(=]

(m'/r¢ = p'/a% nas condigbes oo enunciado do lecrema S &

chanmata

oE rmverso amitivo de {m/n = o/o ) L Demonsira-se facilmeEnie oue

soie inmverso & Unico.

p LN

S DEFIMICAD: Se m/n & uma fragdo e k um NUMEero natural entido k . m/n = km/r

Eeiz aoors O racionzl M o= /M = oo e 2 F‘rat;go m'/n'. Seis a

¥ ¥

formuia F ¥, nFp%a® = Sl fmdn = KA = B/ + BOR A ErE o omtann /0

A e*a* = wiin, ol /et

ainz P o, nEpto®y

mw/n

m/n' W & um dgominio bidimensional de fragdes. Alem disso -

e mdn = Ao o= AR mAn s = m'An L pdo. Donce om'/n

SEiam zgora » o= inm o~ plor e o= G e
raoionsis. o0& wvimDs  gus 2 oL positivoe ou psgsbive

. FRr i P W
- D) ODLE Mo

e

. Amfn

ioual

= pio

=

g I

= UM



iprzssas respectivamente pelas ccauiles formulas:

3
L]

Y

CmSr o+ ;:ﬁ/"ﬁ = pfg ]

)
LH
=
e

WSt KW ¥R s ¥

Y ADo/a + PR = min

fl
111

ed (mro.o)

o VIS = L Ao = mAhn
LEra Cata uTnE il aYalute N ida
g s o= o b =G
i/
oM o= ! a.ld ze A = 4O
£
={@ L) 28 W= - &
4 £ DEFIN ’ZAD Ly Mo x4+ (-l im0 - i & positivo,

Faciimenie CcemonsSiramn-se as proprledades aribmeticas ususis o

orocuth 8 C3 MELACAC O Oreem.

“ptamos gue a construgdo” dos racionais a partir de fragfes ge

e

mUMEr3Gor B cenominador naiurais dicpensa s previa I"FU"UCBD oos numeros
melroE.

Historicamenie  as fragies  foram oriadazs gnbes oos ALihSr D

IFLELTTE & Com O tratamenic spresenhatit Weul ousr REC apsnas emparelnar o

CESEMVOLVIMENLD  LOTic0 CRS NoRoEs OOW 0 Seu ocesenvolvimEnie historico, mas
Lambem irazer ssie oOmD arcumenio em favor de Ynaturslicade’ caousl
s



A& ANALICE REAL

INTRODUGAD

& Analise rea)l e o primeiro grande feste oo pred iicat W1EMo
erouantc pratica matematica. Se oa aritmética © universo co ciscurso & formado

cio irresirila r3o & problematica, na

rE-feterminaco, 0adc & intuigdo rum st viouo pree
orzdicailvo, TEE anles oeve Zer pradicsilvarenie cbhRs kit,r_zi-':ic; g , aSsim, Zobre seus

ormistoT mEs ££ pooe guantificar, T oesia ¢ uma orave restrigio. Mesmo as nogoos

s1e DAZiczz on analise envolvem cuardificagio soore o resis entic & de ce
s=perar uma orasiics recupBc OO esconpD O3 anélise clissica guando revisilags

relo precicElivIiEmo. Noo ertano nrzticamerte toda ela oODe Ser rECUDSrada, oom

- K

aloumas moci<icagBez agui e ali. Certamente aleo ira S& percer, mas n3c tanto

cuanto Serix ge se semer a prino:pls. 0 que Lalver nos WragE uma Lipdn rugiorica,

om Poincaré, Baire B LeDESOUE, OUE 3 orasise

masemaiicos era influenciaca pelzs SUas CONCEDD pez precicativas o=

sczom nio =E pope muito admirar-s2 8 GQue Seus rozuitaoos SElam preficallvansnts
resupEraveEis A imprecicatividese parece. comd afirmou Foincare, ancar o Iragns

com a ‘eoria boz conjuntos de Cantor e assim € tambem pouco digno de admiragio
que um Lecrems essencilmerne imoreditatlive COmMo C ge Cantor-Bendixeorn: ( LOCG
comiurie fecrado & & reuniio de um coriunto perfeitc e de ums seguéncia de
norloS) envolva Lo funcamertaimerie €512 [A=luald-W

Do ponmtc ce  vista estritamente  maismalico & recuperagic
procimativa e drande parie Oa aniiize real clzssica

pyciusivamenie no a0 o2 oue o conjulc CosS namesos racionals

tipitp gushhifiCaRr-SE, & CEMSO N0 CONLNLG COE FUmeros

-

. . a - . o P -
Zor Sprarifaoos por SeHdeslss racibnalis, 05 VaiDres O UmE ‘*‘UF’I{;:Z!.D Sontinaa fioam

CotorRimanns  por ZEUS VEIpres raclonals 2 ne feorla S5 moDiGa B LPLEnrAag sl
podencs sprosimar conjuntos de rezic por ceguencias  formadas por irlervaios oe
T L8 _ L - 1 - — , - 7 SR R | R
=ho ernhad ADonLa h3 Giresso CE OUS Uimhe Lelimis =T L3NS o



sooe  ter predicalivamenie recuUperals S8 NOS  eSpapDE  aDStratos  em questac

H

pudermos encontrar enuivalente apropriados do dominio dos nlmeros e SeguEnclas

& exsiamanie (sl gue devemds &SDErar S, Comd iz NOLaRmoEs, O

151

AT
predicativisme, a0 MEnos na versio de Wedl, privilegiz um dominic pre-predicativo

zoore b ouia. Se fzla, gue oconstilue © obisto do SiECurso teorico & o funcamenio

e e o g : R ——— — e - - - — — . L. — -
NdeEpeintsnLe CR2 ZL3s ab=t ragoss, para a OU=is & LiMgusgism, Que 2.e Rroprlio
cotemTing, formece o Yoorpn vive'

24 um ermzzio fez A Groenorored CLLEmanisoy [EfiniDie ITElRINE

e ous i= procura U car uma esirila forma matemdlica 3 zigumes imEias eXpreszes
par . #egl em ‘Das Hontinuum' YooRo sntants se o tratamente ai dado & anialise
ssaundo  wegl £ mais “estritamente  maiemalico”, por OLACG iagdo @norE  as
corvicotes filozdficas aue, aoreditamos fer mosirado, Wew! bOMS COmMO Drassuposto
resis Lrataine, Aczim, para o A gue se cegus ssguimos flalmerte C Lratamernto o=
.*.E'=l-, DC::‘:‘!D_ELB"lt-D Ch:l‘fll:fr'idt-l"‘a CiE__. explicitando I"lus,DE oroenandc = 5EQU§HC§.E fo(m}=4

resultagos Seguncc & Sus cependencia logica & incluinco siouns oulros  oue Weds

30 menciora explicitamente. Fara o 92 (t=oriaz da medids) SSoUIMOs Quase Sem

ziteragio o exoelemiz  VEin konsbruiiver wea Zur Massiheorie wno

1

Tometionalsnmuzis’, e £ Zsnn, j& citado Que, JUrmic = Kontinum™ =

wyirfemantizl und niearal”, de F. _orenzern, formam a sagrads ‘amilia da matemsiics

corn principal oooetlvo

[y
1w
ju]
[
[5a
e
e
o]
i
=

predicativa na prabica A inclusic desie
mosSLiFar AuE O projetn GE Well & exeguivel, =IEdante e réo exige 30 arances

sacrificios guardo e poderia & CCinclplo SUDOr.

1&ém o, grarce trunfo, poder responder & tuesifes filosoficas
com maior sSeouranca Oue e matematica radiclonal, ou mESMO OLLras verstes

mOnShrubivisias como b ointUicionismo gue, Sacrificando a itoica classica & ma:
sracigio oue o predicalivizme, aparens COMO Oma forms Dizarra O mavemaiica Qus,
Zlem dieso, parece pouch & vondade para reEsSponcer as orilicas ce um oETLD

. 2T id o
; " ——
SEICDIOSIETRO militalnive.



4 - FLADAMONTOS
"Uma funclo de uma ouanticacge variavel
& uma expressic araelitica formada de
Cualouer MmOCo QoM Wn3 Quanticade
variivel & oor nlmeEros € QuUanLitaces
constantes’

uler

——— _ . & ) . . .
11 DEFIN D Seja L & linowagem de 1T ordem com uma puantidsde enumeravel de
R 1

comzianhes { pEre OS nAmErcs racionals), variaveis { para oz

remobatdos por lelras oregas minusculas,nu pelas

L

rumerns racionais
TeTras MLk (USICAS EXCIUSIVEMENTE Cuanto gueremos cenciar
NUmEros nahurals,oue Consicerarembds um supconiunto Cos racionais),
CoaT DU S8M INDIGeS, € A reia:’oes *+ G ey .t Cramarembs as

sérmulas e L de formulas finitas. Uma relagfio R € uma pelagio

oz for delinica por uma formuiz finitz, lonsicsremos gug

Ce imciJirmos &S relaphes primarias enire as re

L, obteremos uma linausmem {certaments nio elementar) a clgas formulas chamaramos

lJl

e formulas Drimariss.

1

Cejz L = extersio de L pela inclusdo oe variausis  para nUmeros

resisi fErOLAcnS COF 3.0.0.0U,Z03,0, COm OU oem 1ndices, & da relspdo A (X, com &

ressziuz OE Oue az novas variswels terzo giclusivamertie Oooreencize  llvres.

- -~

fefirimos de modo amdlcoo pare Lo as nofdes oo relagio find

., FELACET OCimAris €

Lm rmere res) ~ & sefimivel s= existe PR primariz ial qus como

£
um moers infericor de Ded = B o= Ao WTR)
o~ - ~ ol PR
Lms Fumgio £ - BE KOO~ o, L ain,




M

orimaria tal gue para tode 8 = (e .@m e A2 R = PGB

ol

. . a . . - -~ !\ -
determine um corte irferior de Dedekind & (&) = WR = &R ) = W

Ty D rLmercs  racionals consSideracos  come  ndmeros  resls

(cories) sio definiveis, as funcbes constamies com valores definivels e & Fungao

ideptidade s3o0 c=finiveis,

Ze r
&= Lor, k g L5t equnvelan-
res Denciamds po o O CoRjuni0 oos reals definivels,

e 603 defime um res: ousiousr ertlo sejz 600 = 7 AGMAE K OIPHO]

1T TCOITMA: P e O a3 M+ €, 5 .5 &0

Dem: zaiam r e & cgefimvels respectivamenie por A0 e B (N, Assim,

res o= a0 3 My Mo LEED A Pl A K= My + Uy 1 AdemmEs - T o=

i - . s -, o . N
Loopi- W oe -s = ko -k, Bejam as formulss:

- -

()

rr D Y R IO 4 A K =
ha R i - - -
s 0= Y RIR0) 4 »<071 Ertdaolri=%x Irgl +Ax-T2V

vir g O o2l

fnaipgamenie defing-se = L Tiai

Pr i s [ =n3l, el < 1M iAHz< s AN Hgle
finaimente

)
rooe=alr<l mpes adeirtlsllvirslassO 4

i R X
" ,l_Ji,R'.l‘.-.} - A :'...4}.‘\_

~

gyl
e




_.{

m
i

i =
g

COLORARICH

D=EMA:

Com a restrigio a D da orosm usual Nos TE3:E LemDs QuE U g U
corno ordenado.
Ceia B 4 R definivel @ continua em a. S ¥ € D, ertdo fa ¢ D
Dam: Seia f definivel por # (w0 e seiz a cefirddo por Yixi,

Cena 00 = IK W LK < B oA R 2 0 O 1

Portanto F&) = 5 ADY AT M L X < M A AGD. 1D

f,o definivels = F + a ¥.a definivels

Tem: De mocdo exaiamentie andloso A4 cemonstracio ce gue & adicdo ou

o produto ce rexis definiveiz & um numero resl definivel, mos-
tra-se gus 3 funglo adigc ou a funedo procuto sdo funcles
regis definiveis, Was formulas que definem X + 2 oU X ¥

. . . £ . s . . ..
zubstituimos as oCOMTENCisas de subformu.as oo LIE0 K <X

= k< upor O e MK onte £ = U definem respeclivaments

= L )
feal
Frdn definiveis = 3. f, =2 1 f; definivels.

nelN ertdo F R 2o & com £00 = x7 & defiruvel.

L1
m

- = - Lo i P
Tem: e a & O eRlsd por 1.2 8 £

Tomamos. & formula 200 que

.

. - n . P i . ; . . |
cefine & g substitimos x= suwbformulas do tips P, onde ©

defire o, por § ¢ %A formula 0020 resultante defins X"z

Y . Ve . L. :
FPoliNomios CoMn COetlGienles GetlNIveEls Sal GeTiNlveELrs.

1=

b
o



LB TEDETMAT I p UM RO clinfmic com coeficientes em D, As ralizes reais GE O
=0 definiveis
Tem: Se2ia rp 8 maior raiz real de o, ent3o0 um ragional A & mEnor
ou ioual a re 52, = s0 =, exizte K » » tal cue plk) est i
arpitrariamente proximo de zero. Isto &, sendo
A= % es D ICsn:ipe)i<e entBo b M1 -os, ry J =hAG,
& imeiusZe € vem oz conbinuicades o2 o2 2 do falo o2 QUE Ty
5 mEigm rElE PEEDL
gsim, defirmas rg DO e = S\ FASS I =) S N A M -1 X I
Sesa v a formuls gue oefine ra.
Seia &M = T Ey R B A Y e ZRIN KL A I« (IR R A
Tefing Pp_y , & SEQUNGE HERIOC CEIZ CERL O O DOC
Fooy = 30 BO0 A BN Dh 2 W A A S
T s=cim sucessivamentz definem-se LOOES 3% CRIZEE
rozic oe o O
CO_ORARIL: T £ zlazboricamenie fechado em . Looo LooDE O FLErDE 3

Fa
Dem: a}D:b=«a=k:37}<5V§(ﬁ<5<a—|}\<5‘2)

> O m g ea &0 0

A0 TECREMA: D & Ui oRrpl real fechado.

- s - - ) i - ol .
Tem: polo Leme acima & peio faioc oz gue LOdo poilnomiD Com

EMLSs =T o Of omal JRTEC Lem

oueg esia &m D5

Mota: Pode-se definir um AUmMEro COMSISX0 COMO definlvel S& SUSS COMDONEriEs

I
i

reaic forem oefimiveis, ASSim, 05 complerxos defirdwveis FOPMAm um Corpo. Ademzis :

.. L. R - | e . - .
m polinordo o) wem coeficienizs  complexos cefifdvels, = souagio o) = O
520



decompla-se num sisiema de duas eauspdes Pilxxp! = B e pliyxy) = U ones py & pp

tem ceeficiertes em D Mas um polindmic alxyXs) com coeficientes

em I, tem suss

raizes rosis cdefiniveis. Come pix) tem todas as =uas raizes (o,Xp) em €, ixxe) sard

soiun3c oo cistema . = 0 g pe = O isto & (0¥ sera definivelioso o corpo Qos

compilexos definiveis & alasbricamente fechado.

Eiam f R 4 R e E o F definivels. Entzo ig o )

Fal A
Dem: Sejam F#% = & ¥ {05 & 200 = » 0 Gx) Substituz

i
1

it
m-

B &S variaveis

gue aparecam iloadas em 0 por variaveis Qs nao aparegam £m

L ) . £ . . . -
{3—’. Syhstituz 2m 8 L0028 a8 SDOMreEncizse G rorma 0 < por

447 DEFIICAD: Um comiunio erumeravel £ de reais & definivelments

enumeravel (o-

srmeravelr s ooxizie ums Formuis pramaria g tal

-

%= oA

-

£ T TD TRt
e

3 nZo & d-snumeravel.

Dam Sunonng o Contrarlio, vis formula Bn,al Seis
& o= o7 R {4

Loan & D Assim existe m tal qus & = & ¥ m &

Aoora hd 2 e Pnnl Mas por (L noe 28 nr.

ouz vx e £ 2n:

Coriradicio O

(&
f oI T ITSEN bima oo ez . 0 B m s melimivel = S T
I lm Cmr i UMs SSARMTLE 53 CEN 1+ he et lfavEL SE 2X15TE WA CHTLL =

0 e . . .
primaria ¥ ya) bzl oue S = A ik, De modo analogo introduzimos

3

~ - 7y - .l N
5 nocEo de ZaouenCia oupls Sy oefinivel.

m
1



i

{ 1S DEFINIGAD ,

TESREMA Uma sequénoia ity N @ N (resp hy - N o 8 & definivel se
existe uma fOrmula primaria Bnm (respec. 000D LAl ogus
Wr S ot resp. W 28N 000 e Ky o= o nem)
imesn. he = &M QW) De modo anidlome inbroduziremos a nogdo de

’ . - . . .. .
seouEncias definivels duplas, triplas, gic.

TR Sera pfe uma fOrmuia primaria bal gues Ik H00 Eniso exizile 4y um
coqubnciz definivel ce neturzic tal ous We (O = om0 sl
isio 2, s& ag for uma sequbncia cefiravel guainuer entio
{ap: 0000 = {ay,, ap,..). AoEmais S2 Y m 2 kom Sl eritEo pogemos

tomar Ky < Kp <. b2l gue, &y, S&)& uma cubcenuEncia  Oe &y
Dem: sela Ko = [ B Re & MENOC natural ©otal oue,
(0 skp_y A AN VLS Kg AT S > ey B0
WG CESO D Fi s Y-y 0N LEm -SE GUE Kp ¥ Koy 8 0N Em
parsicuiar ky » O & okl ©m caso contrario ke = ko & das
mipthasze Hkn).
MOSLrErENDS cue WO (D0 = 2 nfk = ke
Seiz k tal oue OR) & K= ke parz todo N Ent3o Yn (oke—, -
-+ it > kp) B k20 = ¥
Dai ¥ (K skpesd, Wntke > ko2 M k > K T
t A6 TEOREMAD Beja ay ums OualnusT sequBncia para s quei exista uma Formuis

crifmariz Prnm tal gue ap=as & Pinm listo inciue sedu BrCIas

infiniveis numericas - of numeros nalursis, racionals ou realisi =

- - . - - o .
val gue {ag, 8i,... + 5ela infinitc. EAla30 exisle umea suRsegUEnTLE

= Tip DmAara LOTO M e O

OO s

i Ee=as vy . =T . r - b

e 5238 e o= man (8 Wmem o Bpsfay, 3 & Kg = U OB Dp o2 By, L
€24 L2



- ’ . - o - . .
LXISLE Uma SRefuenCla FaCiOni. sy CGEtIFIVEL 17a2l1Va 200Me Ef, Lo

" Dols, DDTEMDE SLTET GUE L E

Seja, SoOm uma aZx02at

C-snumeravel

o Y ; . =27 -
m Sejs b BN =+ N degzs ocor Feme b= 2 - -

n

(ig, Jgttal ous k = Rlmyr & 1y = A B = Mo

1.47 TEOSEMA: [ wiste uma Sedusnoia racionzl cubis oefinival he. el que

s ve = U hgge oy d B UmME Eplicagan lruelora de N SDOrE C
: : » . - . = . - F
COMIUMIO da3 Sequenlias @& formali,, 22 0, 00 7 Doy UE £
.. B )
C-enumerave:. el Dara i .4
Tem: cads um nomero L dife znie o O CONZICers 3 Zus CECOMDOIILIC

-

canfnica em produto of DoOLENCIES OE primos:

-~ .
i\_f_"i Az=i _Anp—l )
3 - = iz T o=
= . . =

- g .-

: - -, - : £ - . . N
Clpp ¥ 01 = lgp = Oagen gy 40 %, L) & uma sequenzia definivel

- . . - . o . . B A
imjetore Mo corlunio dss secuencias daz forma (k. 2. 2.40000

; . . + . R - !‘\' -
Alem dizso existe uma sequencia definivel ug ¢ 87 comuy = 0

iripeiora. SE5E tas 0= Uyl T

i S . . . . - s - .
e Sz ums soausnciz odofindvel o8 rezas ercel am Sy 5o Slsur, &

e on Se v mgnm, Tl

m
n
L
A

IRivE

H . . - — il . -
s = ooEfinivel 2 Bl 4 2 enlzo 3 = L




{49 TEFINICAD Uma seguencis § de funcles rezis & definivel e existe uma

flrmula orimarie WMok ) tal ous F ke ) = & ¥ Nk, %)

- . ) . ~ . . Lo . e ) :
COROLARIE Se § & uma segubncls cefinivel de -Fung:f:'»es, Er.s0 CSDE LMaE CEeStacs

fungoes e aefinivel.

— e p—— 3 : i -
= 20 TEQEREMA: Se ¥ e uma ssgusncia definivel og 'Furf; ez e ¥ o4 fentio fe

cﬁe?inixfel,
Dem: Seis F 0 60 = 2 ¥, EntBa fid = 2 - 3n ¥ mo> nm @imix) D

Pode oCOPrer No ErGENL0 QUe SEQUENCiaS convergentes de funcoes,
o numeros reais. cdefiniveiss conwviriam pars uma funcdso, ou num ndmero resal o
cefinivel.

e

=itacos acime =egus-se ous fun if'“f'kE= tefinigas COmD Series

™

i

. - ra . Lome — O
infinitas ce poaénmas eom coeflioieEntes numa sS=guenclia C?EflanEl S35 GE’FII"IIVEJ.S,

124 TEOREMA: As fungdes elementarss da anilise sdo definiveis.

AT Um subcorgunto AC R é defiruvel 2 sxiste ¥ orimaria tal qgue

Bz %R = g0 = X

CORO_ AR Operscies DOOLEANAE SoDEe COMGUNSDS Cofiravels DEram Sonyunios
definiveis
{22 TEOHEMA U irdervalo g dezfimivel =2, 2 &b Se cous gxiremos o foram

1}
14l
i
1t




cefirmoo por A0 e PO Comsidere as formulas
< X = YR 4 e AS N X ATON) e

WE O o< x o W Assim SabDl B oefinicd DOr ady A Y3 D

i
[E8
o
it

Seoiprpoamenhe =8 O(x) define lapl entio

WSk WrlelmaKima A < &1 =
L3N e A x < D

o
[t}

o
1}

Dz DESIMNICAD: Limz (ErBMOS SEo

CoROLARIG: Cads termo ce ums ceousnciz oefirivel de intervalos & um intervale
mefirivel.
1 Z5 TEOREMA: Seis Sy ums sequenciz defirivel de re3is, Orescente & monoLons. S
I

S¢ & limitada superiormente, entdo lim S5 existe e & gefinivel

—

e g - - ~ R R . - - e , s R
FE TEOREMA: oE1a o UMs SeQUencla gefinivel & limltags, enuso S! Lem umea

SUDE Eﬂuﬁﬂf’la C.f:;r“v*:rq;r.ue G"—'!{‘J.DLUE_.

Dem:Seja L =lim S4, L & entio um nymers real defiruvel. Como Sf &

pefinival, exizste ums formula ¥l oue exorime gue & um

racional cue oerternce 2 50 para o mencr LA Gue

Slrd - L2 2/ e BN = L ououe Derience a L Bl G380 COn-

g

trario. meta formulz cefine ums =ub-9quen_m oe Sa OUE

! —

compJerae Gars - o

.. 5 fas I : P - - . L A
oreficatlvamsntie  waiido paEra Sedusnclizs grolifarias L is10 &, Seduendclas i"l;i‘:.i




arpitrarias por escolhnas bem deberminadss.

127 TEOREMAY  Esiam ag sequencias gz & ry definjvels, celerminanco wmi
sequencia definivel de intervalos tal cue:
- . s £ . - . ... ,
Dem: 83 & umzg seguenciz monotonz, crescente & Jimitadsa
superiormente, pois Wi sU) < ) (. Por 223 r = lim 55 €
gefimivel, ademais por B r (), para toro . Como s < r
para tocc i, r pErience & intersecgiEo oos intervalos.
.28 DEFIMICAD Um subonjunto AC & & definive! se axiste o0\ primaria tal ous
A= 000,
L FE TEOSTHA Spdam &, B CT sunoorguntos definiveis Lzl cue & LB =D s
Yo e s WK ¢ B ¢ K. Erido exisie um real definivel r tal gus
Yrae A A< e VY KeB:rgkK.
.20 TeEOREMS: Um congunto definivel @ limiledo dge Fraoiohiesis DoOEEUl SUDrEmd &

irfime ceflniveis.

.38 TEORTMS: Tooo comjurto infirdto, defimivel e limitaco e racionsls possul

porto de acumulzgic real definivel.

AT

Az cemonsiragtes ossbes  feoremas  SEo rolineiras,  com

aoseErvECEo o oue em .24 defirumos o malor pordo de acumuia;fio do Comauro,

_—

— . 1 o - . -
Feles teoremas envrelaniso RR0 Valsm Dara cornrdos deinive:d



1322 D=F IHIC&H Uma sequencia de reais 23 & genss num cordurno M CR guanoo

{84, 8o,..) & UM COMJUNLD censEc em M, isto & guanco todo intervaio
comtenco um porto O M CONLem LamDem Um DonLo a,. Um coniunto
MCER & separiyel guando exisie uma seguéncia defirivel de reais

genza em M

ECREFA: Toodo comjunto seceraval de resis, lmitado, possul supraems & infimo

gefiniveis.

T Lrivial ©

L
—-

£ TIOREME Sea MCR, e MM G & denso em M oe M & limitado, erifo M possu:

supramo e infimg definivels.

Tem troveal O

- -———r——r f"' s L . - - i) : 2 . : 1 _
© 55 TEDRDHA (HEINE-BORELY. Suporne (A ume sequencis cefinivel de abertos tal

auE nEnnume SuSSedusEnciz  Finits cubrz IG10, eriio existe um rezl

gefiruvel rizlgus re il er € U &

Dem: seia Oun) 5 FOrmuia » < O v 2 ms o) onoe Piny) definalsnd

e &M = BOLRY) v YO @iy, Esta formula "diz” oue W < O

Ay W Us, coore [0 R0

D Sh & Gunl Logo r & gefindvel & ¢ 4.

i

&
-
1}

Se oyisiisse Anp 1, 2nh30, COMG Anp & 3beri0exisie kg ¢ Aap
Y2l ouE raag, MEE temcs gue D (hehp)h © QUE IMCIICE QUE Xg € T
Coniradicio.

“ogo B L oag T
L

Motz O irdersssambe fo LeoreEms = ous o2 geflnivel em termos ds soousfcis {ALY




Lzbm central oum pertiite a r‘-ecume**ag’écu ra analice o wWedl, dos resultados

|~
(%]
I

-
ti

cidsipos das funcOes reais continuas & gue, sendo Os racionals um conjuntc denso
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(7 A e Do = LMy ¢ C
* G Tplng 5
Dem (T e ) Mgy & T oMy e =2 by, e Op

1',!—_‘}'{!! i:‘i_\."*ﬂ

{70 L A = Ui, N iy e Gome ngt € O nara My O O

R

iz por 2y Fa oL, N0 CEE0 SE COnduninE =5 . Eegusncias

amertas 2 eAnlUNiOE sbertos serio cenotados respectivamente por By Cy, B, C.

oo Taa Timpmy momoin = u O . =i Ty iy IR~
ZoEe B Fara cada Ty CUrEECRMLE gxigte lun m Sp & 10, o0 L

- . PO - e WE
Se para cada M, Dmg for crezcente ertic Wmm Sy, & £0, oo ]
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m
4
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1
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A
f
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1]
m
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-
ixl
i
n
1
3
gl
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-
3
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3
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Iu}
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MoshPam QUe @ S MEO

22T LA TCC =amZsmC
— — - 2 - H — =
Dem: Seiam g ' 2, Tyt Le T CC. Parztooomeelaipg S ECC =
=i} T, portanic g = ‘?;' { Eqit 5p) & COW LES0
e T
oI o= SuD m AZmi Rt DaEl
&
mS = suDm S = sup suc M Sy 7350t = sup sun m{Ey M PR g
F E e i m
g sun S =m D
z.74 LEHA: Fara cags seousnois By ¢ Ug tem-s= aus mBy: = mB.mBg .0 e [Gend’
- T e L e o=, = :
S TETE QDT moZ.o= Jin

Lt}
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R T
=
-
-4

75 T4

= ek
"'__'_-M-H-

—

DT R A - ia Ty =
I09TvA: Seja B = 5 By, ertE
13

Tem: Beja Ec* * 9 pars todto mtem-se ocue Iy, € B oo mEp e m T g

oOm 1ESD ';:g[ mEn £ m B Seia Ty * Hp 0ara todo m; oal
() Lr, N

fus, T = A =, 5 = _ i i c — i = -
mSm = 26 W Tpn Ademals I‘FJF ai%'; Zimr= Y n-‘?; Srm = l‘i l‘ﬁ" S =
- - . o . -
= 1) By = & g cbviamente s sequercis crescente U B oy &
¥ FE2 4 =
=iementar, Jorianto U S,y t T DAl
L6 3
mE = lmm T U 5'.'imr mAZ L WE) = e Sy O

= 11-’{-: ’:T-F.'Em = M :!'_Ti Y= Mmi

s Ty UMEZ SEOUErCim eiementar
= Sy € = 5 medida ¢s T sesunoD & defirecio T2 coincize com

O
PR SR =%

e Seja Cp= Ty VLU B, oortarto Gy * 2 e m D= limom G o=
= Vmom B, S Y = Lm Sy L AmERl= Zoom T
¥ f Tt

O A fursio moda oefinigso 22 e cnama




NHE mOSLramoE Na vercdade gue & mediczs O _Shesoud NG Ansl ‘G

21 pars uma medids na

P

ztenoe-se (via a gefinigSo Z
~onclozia gsrada por esie anel (Cefinican Z.16), ce moodo Gnico, iSL0 £, guziouer

o corguntos cefimige nesta topologia com as propriscades dacas

25 DRE Y7 = oue assatia ao O ooweom D oooimtioeE CoOm o3

fungio m iclarc, na nipdtess oo gue © £ um siemento ca Lopologial

Tszim topoiooia nEo & a2 toooiogia Siancard ca retal “oztraremos

2 tomnlooia O, 2 oue a
5

SIl3 ZOMmTIZE hER

mecica oe leossous na topologia sharcard poos ser oads psla restriglo ca medice

oe Leoesoue em T 3 Do
&ries Cisso
£.o0 Tl b mzse 0e G 6 Do, 2 medics mosoore O tem & sEoinie prooriegace
£ =28 a G
para Lodo By ¢ Dp com m By « e (isto 2 My <00 para Lodo moexisie
uma sequEncis dupia af-_,,_* cp subcohiurios de GO com Gi7 Py, £ Qg tal
s DEra LOOC T LER-ER QUe Apy T D € R C
D EYISLE DAr: Dy LmE senuEncia elzmentar oupliz Ay, SO0
Ary 1 B para todo m Como G & Dg BXISLE UMs SEUS elementar
Gy 0 Fortartc Ga 7 A & umz seguenciz slementar dupla e dal
Clhg, = a_,' (G hg,t e O Coma m By = __m M Ame SE2UE CU2
E ;ﬂ 'Tl(._tm."p‘i..?) = I _1m - ;lg_‘i m A-’Tlrl =0 O
]
- — [ - , - - ’ . Lo
221 TEQREMA E DEFINICRD: Zela G = U irs, Ss [ € F. com a5 se3uenclas primarias

£l




TOIST R

Cads 5* e Oz com m By < o Exishe uma Ay, oM GrAg, ¢ Og tal cue

Am¥

T

roo S Al

Sy

i
PN -

sm & Al

"~ L T R, - e T i - N r
J’)-(-.f)- pl=N=N11 L.-'.‘.p, = -i—’*‘;nr rs—!‘__;_.f-:- r NEn & dr*nJ S*ﬁ”

o ot VT -
\1";.,! = !}.?w W E R ‘_&F! = \..-'P v Ea ==t

MM gz Ioge Cppl 08 ST Sgpn ) S

= DTy L roe ), irF fo = L
=y -EuE logn Typd i Gy Sgp)
= VU lzun (g g 0 G _*‘)k)' £ Og. Comsegusriemnentes,

%)

17

L
5o
=

5-

x2. . = “Ea B Wrge = Vi

gl voE - {11 = P! . [ -
imalmernte 4 "Abkil— L4 Vige B \i- u-g*‘,?‘ N & LJ; —

SEqUENCIE

+

menar lal gue Sy P D e B i g & uma

sobre Lo & cara

-
=

*Smelmm Em 7 Amry =

sra . = + Ot - i3 ey -
Dara oo siesmentp ce L. tem-52 Que L.ﬁ’ ) C"'l‘ﬁ"

= }-;-: (:'ii I :*n.-:', onicie :_;__ = :D%;:_.‘_, :‘;_\5__,7 i B iEm = :[i;}&*, C“*_.-_].
Para Ay, =l UL U Tenten EM-ze cue Fre 1 Bm




Zrade G/bgn = M /g YU len 0. Cada membro cesta uniao

n

& representivel como ums unide finito ge intervalo

elemerbares abertos. Dxisie uma represent agEo

1/0 T U Wlead 2 UKy,  Dad B/Ay, = t;J Kigsy € Os.
W

Colocamos £ =1, U U lan; looo Ey. & uma SEOUeNcia
mh el *

3

elemartar e Ty ¢ Pm . EriZo m Sy = ";irgn e BOrizZs0, € como Ty

CortéEm CiE g tooas 2T SenUENCIAS EIEMEMLENEE &

Zm ABmn b Zmn m G/ Bem) + W Emn £ 0 S

im

zms T :rﬁ oD et

sinzimente cue timm Cp JAp = 0.0

f g
rJ

3 DEFINICAD: S existir uma seguéneis slementar Gy 4 G tal gue mGy ¢ oo, diremos

=1

- £ - R f
cue = medida de Lebgsgue No sngl czE SEOUENCIAE elemertares &

=z mecide oe Lebaous

ranz LODTioEia Cis oL T ZE Wia s o
J— . . . . A . s . A . —_
Se m & o-finita no anel fes sequencias slemeniares entas B e Og

porcanho Qg tem a topoiogis o2rada por EsSLE anci 8 m 2 ecternsivel

3 medics oz _eoesoue m am D Alem disso moem L & o-firita, pois

R L - - ple NN N Ly — i e
am 2T, K rfois, erhE0 2 sus sxiensac pera O £ o-firdia

- : - - ) S
Tz, Tars 3= O Lr 5 G o= 2 5, 0, =riEn
:
- " o, = T N




Z.E7 EMA (a) Ay/ By ¢ O
Ay N Ay ¢ b
h Ay Uk €0
€ Mhy,, €8
Dom trivial T
oo Ty virtuds de T2 fnars O & 2320 frara O consicer:nTdo © e O
Lemes gue m & uma medida o-finita em O a3l gue para toco By ¢ 0

Com mEy < o existe A*_L ¢ O tal gque cera todo m tem-s= gue
Apg * Bm & lmm G, /e = 0. Ssterderemos a mecica m D2SE0

2
rrzco até, Finzimerte uma medida sobre uma o-adlgsbra contenco O

2 2STEFIMICAD: Um subconjunto b d2 G & limitado (hot. P gusnde exisiz um conjunt.o

sartn T ocom M € S e mB < oo, Um l-subconiunto M de G e

L

(momensurdvel ou um m-conjunto aUAnCD POCSTOS APrOXima-lo oo

g

fors oor  uma zequénciz By e U e por deniro por ume sequentcia
¥
f‘a; ¢ O tal oue

vno o An €D CEZn A -.J’Trl m il 2nitp) = O

T par de seauéncia iy By ¢ chamado ums ln-srmadurs cara b e
ze1n MM o= irri mZin.

€cta definiglio ainda deve ser justificada. Devemos mostrar
erisiérncia @ unicidade: Sendo (AypBy) uma armadura para J%, entio mE:; 3 [D,C-:JN, =
ertia exizte m v & [(0e0] - unicidade: irn;E_ m By 830 cepends da particular armadura,

e

o mostranss ns c:'ernonztr-a;:’:—":c; do =eauinte Leoremsa:

TAOTECTOMA Zarg L-M-CONJUNLOE Ltem-S2: S CN =mAesmN

nA
|1'[-I
=

P EE)3 (Ay. By uma armedura para b e (A%, By uma armadurs para
N Tem-ze ent2o, para Lodo mr

E" o

[5a} ,I-
e
s
i
e
I

e S (Epllg) U R

m-™ = inf r[‘iE‘-&. < m (=g Fgl + M En
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mALln B/ As) 4+ Sh o= 0 + mSn

M. ginh?:-} =mN 0

iportarto oo AN lem-ze Que 1159 m Es = ligz m Bn)

reSIMG . Tado l-ooniunto aberto B Emeonsuravel, 8 sus nova madida coinciss

-~
= Tk - =
oo og anliza,
Tem. ce 228 0 tam (AAF’ = como armadura o
2 £2 TEDSTHA Cara i-meconduntos oomdb =S ‘i:‘l‘j_ﬁf mS ¢ oo, mA & 0 supremo de tosos
=P
oz elemzrtos de (0,00l gue =50 menores ou iousiz &2 mB, para todo
T e D comACD
Seme o 24T e TEL temess oue YEBIDA mA g M, Aaora, S8E0 £=0&
(A¥,E:¥) uma armadura oera ofhe
wWoe WED AL e m3 = § L mEy 2 €4 mA O
ERAC R Farax comuntos soertos 3,0 & l-m-conjuric /b SCAUC = mEgmMA +mT
Sem: Seja ZCAUC. Para touo D e Ocom D DA TCDUT e D, oAl
mS ¢ mD + me. Fara mloe mB - mC gml, FOrtanio m2 -mCg .
Dai mE At 4m, A cesigualdade evicertemertie vale para
m=e T
ATl Ty (Ay Ty) WnE aTHECLTE DIOE O Trcomjunde S ent3o mo%o = i s

n
[}



Tem Quzando A CAACE. Lem-se gue ACR,CAUEL/AR), Cal (Ko lems
srterior)
ms $ mB, < mM amEL / Ap) para bodo n Fara
rn suficientemente arande miln /Ap) < €

Sgrianto B - moh Toe D

. “TORIMA: Seiam A LN l-m-condurdios, ertio o s30 SAUN, AON 2 lenese oue

A UINDY 4 i TINDY = moh 4+ MmN Fortardo:
T UNY gms amN

mi + NY = msh +mN ze MOWN = &

Dem: Seiz (Ag.By ) uma armadura para M & (A3, By} uma armadura
pars N. Ent3o tem-se A U AR © HUNC Bn UEse
b AR © ANNC Eq (1 By, ¥ ono Mostraremos gue
Lim m (B U E JAn U AR = Oy e dai a mensurabilicade do
L-conjunte AN
0 mi:(EEq. Bl Abm U A:T,J] 4 MEr/Ar) L (Enifn) <

£ MEn B + MEn Ay ¢ €, para n zuficientemente oranss

Analogamente mosira-z=2 ous By fg Ty 0 T, = W3 3rmesliura
para JLNN . Das demonsirzohes seois oue’
MmN + mlATINDY = Lim (mlEn LBERY + miS,, MTR =

i

=lim (nBn + mEp) = mMA 4+ m N D
*r

P A

COREMAT Sziam LN -meconjunics, erdio também o & /N

3

-]

Mt

Dem: Se fhy By) & (An Byl =3z rozpectivaments armaduras para JbN,
mosiraramos ous (Ay Ty /Ay & uma Brmacur: para SN
ot An/Sh © M/ NC Spodh. Soriarto

Deml (B AL 7 (an/Ead € Ml (Bp/fp) U (BR/ARD <
L

< WBr /Ap) + WEa/Ap) < €. pEra n suficisntemente orano

1

Ne 245 senus ous todo l-comjuntD fEChEuD A & mEnIUraveEl,
= A CZartion s B/E/A e B/Ae D

DEFINIGAD: Uma zeouSniz My de l-subooniuntos
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P . = — -
ou m-seguinsiz, gusndo cequencias duplas Ay, € U & By, €U
existem tal cue (A 4. Boy) para todom @ uma armadura de A
Trifo cramamoz (Ay,, By,) UMa ariacura para Sy
=iz oy umz senuinciz de l-conjuntos memzuravels, ent

Wi 3i, Dy . (Ay. By) € ume armacurd mara i om ¢.zte pEo podamos

= . ~_ R 14 . =t Yy . T P Nt = -
= F‘«h,h** - \Am*_, Sy ) gEmmmoumE f Tl a1 a1t TG
merIuT aDilioEl 3 o2 Vg etz ermmolus®o Cowanos o uso oo 'z

[V
ur

a2

b

AL TECREMA Ceja Ay uma m- secuEncis de 1- r:‘*'imunt rz, entio mdy € [0.eel
BN
LDe=m- S=is (':"‘P.-H*E'F‘H ums rmadurs o=ra Sy 3o mEy € [0, e
DR |
dai mE,,, & [Cl,oﬂ] AR 57 limitag&o ros oom) urbos Ay Zos
. .\
" ] 1, o=
oue mAby = inf mBy,, & [0, el 0
4% ToOREMA: Ezjam Jhy & Ny - cEOLENTInE COm 1M
P e (T Ne B My 7/ Ny
»‘} — J\'_}: PR * rt \.\*I 1= ;'.'_}_ / ‘\“f‘
2y meouEncizs By ¢ O com l-memoros.
Tery sMEiongs 30 CRI0 DD pecoriunios T
.50 tUme SeauEncia Hog de 1- corjurtcs & monsuravel €, & £h cg, eXiciEm

I3 . , — . -k =
seguircize duclas By, Oy, e O tal qus

i wmm (G Y m =Emrd o 9 :'il;[i Moge = O D2 (2) s=ous ous
Mg = i T AL -

¥ e % - *n
T

Tz Exizie um: reduEncir 0B neburals Ry COMM om0
carz Tooo M T ey ¢ o2 D2 2 2T By lemouTms: armenudrsa




n = min { n'm (B)/Ppn) < L/%) Fara A, = bun, tom-se ouz A CF,
m(Bk/AL) < L7k, Seja Ay = 4,/C,. Entio A, & B./Cy C Mg, para
<= Tipmy. Ppes = S0m parE LOUo mon.

Dai By /A, = B,/ (&, /Cpl= (B o /A BN Cy=(Bi /AU Cy.
Dorde D ¢ mEB /Ay g mEL/AY + mly £ L7k + mCy < € para =rmn

e n suficiertemente orance. Fortanto Lim m (B, /A, = ¢ O
¥

Fara toda m-seousncia by & todo kg, € N Lty

o

merzu-avel, no ceFo de {odo membro U.ﬂbkl fd=zra geauincia for

conjunto. Se em particular L.J,/fo. & limitado, tem-se:

a)m ‘-;‘ /e = lim m/he =2 /oy € crescente

(O) m Lf.;l ﬁbn < E mv“‘l":fp

{c} mE ‘/ﬂ:"
1 3

&
Somibe S8 Sy @ SEPACEVEL
z .

Dem: cemanstraremos orimeiramente a mernsurabilicade de LlJ.ﬂ’bk“
T hipbtese e 2.50 existem sequérciae duplse E5.Ces € O tald
Gue: ClyUdy=Ey » Lim mCP, = 0. Sais m, = min fmemilyg 4m 2t
Bip = Bf,',‘m y Cipy = C;, . Tem-se entio
(0 G Wity = B : M Ckn ¢ /2t
L'z By = —"-'k“m s Cin = L—" Cpppn + FEQUI-SE RIS
C,—,U.«‘t‘t,, = B, Us mCip, € chpw., EmCM < Ei/rm =41
De 250 temos a mc-nsur*amheade de L Mgy

Mostraremns agora (@) Seja /by crescente e seja em particular

. _ H . - . - S T
L‘ll‘fl = m, rai .1”‘:--—1.'-37‘&'1 r =0 = 1;" = o C’FI = ;-"-—-rrar: .

Ta cemln Wh=Bs mTr § &/n . Fortanto min £

- -

g mM o+ mC, ¢ M+ 4/n ¢ o Fara toGo m noLEn-58 ge (L), cara

My Crescerte, Jh S QSH/.«'?‘G E (= 7 g I-\.-'.,.v = W
£ m (] in M

U By M B ) GER/ By Y UBe) U Cun W WCn G

CUE By, UL By U G, dal

bl [ =

Oz - My = mlia/ Vo) $miSn - mEyn U

-

e + LTS

: efF +efT e paran y 26 BT

g suficientemente arande,

(=} 2 (o} demonstram-ce o (a). O

—_ B . 3 J—— . o~ .
T virtuds oo prossuposto em Z.58, exisle wna sEQUENCIA

=

A= -
1oL



C*- £ O com Gy * Ce mCy < 0o, Cixamos Gy & gefinimos:

252 DEF’IM]Q—ZD: Um oonjunto ngo limitado # € G & {mimenzurjvel , ou um m-conjunto

quando a senuéncia AN Gy & mensuravel. Sela
m /% = suc m WSO G (= l:g| m {(ATY G,
A . . . -~ . P
Uma zeqwencia de subconjurtos de G nso exclusivamenle limitados
. B o I . ' . .
chama-Ze m-mensurdvel ou uma m-sequencia ocuando My N Gy e

fErisuraval.

Para l-conjuntos & cequentiazs  de  l-conjuntos  tem-se

aniloaos: Sejam todos o Am Limitados e WM G, mensurivel, ent3o o e tambem

Mg = U Gy N Gy) = W, M G, . De 2.49 todo elemento By de O @ mensurivel
¥ * ¥ -4 hyn vhyse *
e para todo conjunto aberto B nio-limitscdo sua nova madida mE = oo De Z.48 exisie

mAy = sup mANG,) pars tods m-cequEncia . Tem-se que
i

T
2 53 TEQTCHA: Para m-secusncis by s mdey £ [Ches)"

Teom: analoos a de Z2.4B C

g . 2 - I )
LR mM-seqQuesrcixs formem uma c-zigebia no spentide da

.54 "'-E?i.h\ii-;:ff:i:Uma c-ale=zbra em um corgunto G & um conjunto & de seauencias de
conjuritos tal gue , pars tods sequéncia de conjurtos Sy, Ny, toda
sequéncia de nimeros naturzis ky, e toda formula Aln) tem-se:

(2) oy € & 2N S cG

() ¢ lx e G Alm iy e d

(e} My, Ny ¢ 4 =My SNy o

(€ My e & = ‘;-' Mug, € F

rot, S e oara (U e 68

ponEEruEncis L by Wy € o= My Ny, Moy LM Ny ¢ # (pore, SAON = ALLSNT 6
SN = GG M) MG/

FIL-f]

PR S



i

My € g =1) ‘E—'J’Bn €& My e, M 8, para LoCco N, € 1;1/.'%-;(“ 2

7y & & uma o-aloebra & 9 € uma arel g 3 @ uma topologia.

DA § =.qu,,!ne-3.

2 55 COLORARID E DEF]HIQZD: Da 2 .38 seous oua: Ag m-zagu&noias formam uma o-

lozhbras em G, que contém 0. Denotamo-la por ¥(m). m estende-sa de modo

Gnico a uma medida sobre a c-algsbra dm.

Dem: {a) trivial
(o) ¢ (x & G @ Al N Gy ) 3 & como elemento de G mansuravel
(c) & () seouem ce 249 & Z54 com { My / Ny N Gj{ =
= Wiy N Gypd £ Wy N Gid & YWy, N iy =508 0 Gy
para Ny, = k#;; » i
Ademale O S & {m
Mostraremo: ous m e ume medids ecore Bl

= 0

(i E52 = mAfAy € [0 =]

=

(1) m
o

i

pars My ¢ 9

f1ii) agora seiam My, N e S e ANN = O, 252 e 2485 =
= miMA+ N = 1im A+ N N Gl =
= lir’x:: iml M 0 Cr 4+ mON NGy 2= msS+ mX".

(iv) opars Sy ¢ tm e Sog t M, 252 e 2354 =
= MM = sUD miA N G = sup suD MMy OV G} =

= sup sup mify 2 Gh ) = supom Vi, O
’ n ]

Agora, ous & medica m tem uma unica extensio para dm) 5213

¥ gualouer extznsko entdo Wb = inf m B dz 229 e UM = sup mi/ANGH ce 2352,
n

ToomTA: A medids m n2 c-Algenea dos m-conjuntos 2 invarlanie por

in

Samps Seja MMER 2 o e RS v oo (x:x-6C& ™73
Se M & um intervaio Doao o Loentd
154

-

& um interyvalo

|
=
3
+
]

1



MAoCc=la+0Cc 0+CL mMMa+crtslo+cd-ta+c)=

=o=-a= M.

e A & um dominio sberto: M = B 1p entio M 4o = E,,”n + &)

n

o resultado seque por o-aditividade.

m

L

B A . . - ~
gia /by uUMa SEQUENCLE mensuravel e G =3-nnl, ent8o M, N G,y

uha sequencia mensuravel de l-conjunios com uma

1118

srmzdura ( Ay, By, b Trtio Ay, + C By, + C } & uma
armagars para (Myy N C~'J-*- ) 4+ ©. Dal =soue & mamsgraTilioel
(=] /‘%% + .

Sara A mersuravel, guando ( Ay, Ey ) & uma armadura para
S0 Gy temos:

m/ + ¢ )= suE mi (A 1 Ga) + ©= SUD, irsi' mmn + C) =

= ZUD inf{ m Byn = suD M + Gple=mALD

=4
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