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INTRODUCAO

Em teoria da prova, temos trés tipos de resultados

fundamentais socbre a forma que derilvac¢des pertencentes a um sistema

formal & podem assumir

[I] Teorema da Forma Normal - Toda derivagdo em & possui uma forma
normal ;

[II] Teorema de Normalilzac¢l3o C(Fracad - Dada uma derivagio em 5,
podemos efetivamente obter sua forma normal, através de certas

opera¢des chamadas de reducdes;

[III]) Teorema de Normaliza¢3o (Forted - Dada uma derivacdoc em %, sua
forma normal & Gnica e sempre pode ser obtida apdés um nimero finito de
reducdes, independentemente da ordem em que as mesmas s3o aplicadas.

A distinc3o entre " Teorema da Forma Normal e "Teoremas de
Normalizac3o " foi introduzida por Kreisel [B8) . Prawitz [13],usa a
terminologia "fraca" e "forte" para os teoremas de normalizacdo
Se denotarmos por € a formulac¢8o em Deduc3o Natural da Légica

Classica de primeira ordem com todos os operadores ldégicos (Frawitz
(121D, é bem sabido que temos resultados de normalizacido "fraca" e
“forte" para o fragmento €’ de € que contém os operadores A,V , > ,=.
Normalizag¢lo (fracad para C’' pode ser cbtida da seguinte maneira

Seja 1 uma derivac3ioco em C’. Ent3o I1 pode ser efetivamente
transformada em uma derivacado [1' tal que:

€i> Toda aplicac3o da regra do absurdo cléssico tem consequéncia

atdmica;

Ciid IM' estid na forma normal.

Em Prawitz [12], encontramos a afirma¢lo de que o tecrema de

normalizaclo fraca & valido para € . Em 1968, Prawitz & Malmmas



[185],assumem explicitamente um teorema de normalizac3c para o sistema
completo €, mas nenhuma prova ¢é fornecida. A primeira prova de
normalizacdo para € , datada de 1974, é devida a Richard Statman [16].
Statman n3oc oferece uma prova direta deste resultado. Ele utiliza um
conceito modificado de forma normal , onde é permitide aplicacdes do
absurdo classico cujas conclusdes nlo sfdo premissas maiores de regras
de eliminacdo. A prova € obtida através da imersd3o da légica cléssica
de segunda ordem em um outro sistema.

Em 1980, N. Tenant [18] propde uma prova direta do mesmo
resultado, mas infelizmente havia wuma falha em sua prova. Em
particular, a proposi¢3io enunciada no paragrafo 4 , p. 195 , esta
incorreta.

Tradicionalmente, as provas de normalizaclio forte si3o obtidas
usando as seguintes idéias:

Cad Define-se uma propriedade [P ,aplicavel as derivacdes [l de um
dado sistema formal & ;
(k) Prova-se que P é mais forte que normalizag¢3o forte (NFD, isto
&, VIl ¢ [PCID -» NFCID O ;

(ed Por fim, mostra-se que VI [PCID

Aparecem na literatura diversas propriedades P . Por exemplo:
Prawitz - " Strong Validity "
Tait - " Convertibility "
Jervell - " Regularity *“
Lei vant - " Stability "
Martin-L&f -~ " Computability *
Girard - " Candidat de Réductibilité *

Tem sido assinalado que a fraqueza deste tipo de prova, as

vezes chamada de "Prova Sem&ntica ", reside no fato de que o processo



combinatério enveolvido na construgdo das Sequéncias de Reducgfio, fica
embutido na definic3o da propriedade [P , tornando-se dificil
recapturar algumas propriedades combinatérias importantes, tais como
un limite para o comprimento das sequéncias de reduclo ou para o
comprimento das derivacdes normais. Recentemente , provas "sintaticas"
foram apresentadas evitando tal situac3o. Algumas dessas provas usam
como modelos para os termos certas funedes (veja Gandy [1] D, enguanto
outras constroem um mapeamento em sequénclas de reducdo de um sistema
auxiliar que satisfaz normalizacl3o forte (Girard [3], Pereira [11] e
Massi [9] 3

Outro método de se obter normalizac¢lio forte ,sugerido pelo
Prof. Per Martin-L&f, consiste em usar a idéia de gque se a pior
sequéncia de reducdes termina, entdo todas as sequéncias de reducdes
terminam em uma Unica forma normal.

O objetivo da presente tese & fornecer provas de normalizacio
para a Lbégica Classica de primeira ordem, usandoc algumas das idéias

que foram apresentadas acima.

No capitulo II1I, fornecemos uma prova direta do teorema de
normalizacio simples para o sistema completo C ‘., e no capitulo IV ,uma
outra prova via "Calculo dos Sequentes™

Trés provas de normalizacdo forte sdo apresentadas

Cad " Prova SemAntica " de normaliza¢lo forte para o sistema
10 mesmo resultado foi obtido independentemente por Gunnar Stéalmarck,
da Universidade de Estocolmo, usando uma técnica ligeiramente
diferente.



completo € , usando © conceito de "Strong Validity " de Prawitz
Ceap. VO

C(b> Prova "Sintadtica " de normalizac3o forte para o sistema
completo €, usando a técnica de Girard Ccap.VID ;

Ccd Prova de normalizacdoc forte para o sistema C' via Pior

Sequéncia de Redugdes "Ccap.VIID



CAPITULO 1

DEDUCAO NATURAL

Neste capitulo, apresentaremos o Sistema de Deduc3o Natural

€ , para a Légica Clissica de primeira ordem com todos os operadores
ldégicos.

O Sistema € que &, em esséncia , do tipo introduzide por
Gentzen [2] , encontra-se definido em Prawitz [12]. Com uma diferenca:

apresentaremos um conceito modificado de forma normal.

CI> A LINGUAGEM DE C

Sua linguagem ¢ a wusual da Lébégica Cliassica de primeira
ordem. Em particular, contém:
Ca2 Par&metros no lugar de varidveis livres. Variaveis sio
sempre ligadas ;
(k) Uma constante légica ¢ 1L 3, para a falsidade. A negac¢do ¢ - D
é definida por -~ A=C A> 1D
Usaremos os seguintes simbolos, como constantes légicas
~ C(conjungdo), v C(disjunc8od, > (implica¢dod, V C(quantificador

universald, 3 (quantificador existenciald

CII> REGRAS DE INFERENCIA E DERIVACSES

As regras de inferéncia, consistem em regras de introducio

C I D e regras de eliminac3o ¢ E 2>, para cada constante légica, com

excegldo do L . Elas s3co indicadas pelas figuras abaixo:



CUma férmula escrita entre colchetes e acima de uma premissa,
indica que as suposicdes desta forma , que ocorrem acima da premissa,

sdo eliminadas na regra de inferénciad

Ay =i I A~ - E
A B A A~AB A AB
A A B A B
v = 1 v - E
[A) [B]
A ’ " Av B C C
AV B A v B C
> -1 > - E
[A] A A > B
B B
A > B
V-1 V-E
ACad VAL D
V< AC O ACtD
3 -1 3 - E
[ACad])
ACK2 3xACO B
IxACXD B

Regra do absurdo cléssico C 4. ]
[ =Al
L
A

Como um caso especial desta regra, temes a regra do absurdo

intuicionista C J.I J:
of

A

Restric3o para a regra V - I : o pardmetro a nido deve ocorrer

em qualquer suposicio da qual a premissa depende.



Restriclo para a regra 3 - E : o pardmetro a n3o deve ocorrer

em 3IxACXD , em B ou qualquer outra suposicfo, diferente de
ACad , da qual B depende.
Restric¢3o para a regra L A deve ser diferente de 1 e

ndo pode ter a forma B > 1
Nas regras de eliminac3oc acima, a premissa que contém a
constante ldégica € denominada premissa maior . As outras , gquando
existem, s3o chamadas premissas menores.
O parametro a que aparece nas regras V -1 e 3 - E,

é chamado parametro prépric da regra

Assumiremos, de acordo com Prawitz [12)] , os resultados scbre

parametros préprios
Cad Um parimetro em uma derivacdo, € um parametro prépric de
apenas uma regra de inferéncia;
C(bd> O parimetro prépric de uma regra V - I » ocorre somente
acima da conclus3o da regra ;
C(c) O parimetro préprio de uma regra 3 - E , ocorre somente
acima da premissa menor da regra

As derivacdes em C s8o escritas na forma de Arvores. As
férmulas do topo da Arvore s3o as suposigdes ,e as outras férmulas da
Arvore sfo obtidas das que estioc imediatamente acima, por uma das
regras de inferéncia.

Uma suposicldoc em uma derivag3co &€ chamada aberta, se ela nido
foi eliminada por qualquer regra de inferéncia na derivacdo. Casc
contrario, ¢é chamada fechada .Marca-se com numerais, as suposicdes
eliminadas (fechadas), escrevendo o© mesmo numeral na regra de

inferéncia que as eliminou. As suposicdes sdo , também, chamadas

top=férmul as




CII.15 Usaremos as seguintes convencdes

Cad As letras gregas 1 e £ , com ou sem Indices, denctario

derivacdes esou sequéncias de derivacdes (incluindo a sequéncia vaziad

em C .
Cbd> 11 denota uma derivaclo, cuja férmula final & A .
A
Ced N I cwwssll
1 2 n
A denota uma derivaclc, cujas subderivacdes
imediatas sdo I'I1 > nz S aisnass .Hn , @ A é a férmula final

Cdd) rc¢ll> dencta a Gltima regra de inferéncia em Il .

Ced I' denota uma derivac¢fo [l que tem I' como o conjunto de suas
Il

top-férmul as.

4 e z
I

- denota a Arvore obtida, escrevendo I acima de cada

top-férmula de [l pertencente a I' .

g Z? denota o resultade de substituir o parametro a pelo termo

t em todas as ocorréncias de a em Z .

ChD) O simbolo = seri usado para denotar a identidade sintatica

entre derivacdes.



Ci> I' + A denota uma derivac8c de A a partir de conjunte ' de

suposi ¢cdes.

CII.2> Definic¢cdes

€15 O grau de uma férmula A , denotado por dCAd, & um nUmero
natural , tal que :

(i> Se A é uma férmula atdmica, entio dCA = O ;
Ciid> Se A & CC A D> , CC ~ D3, CC > D>, entioc
dCA) = dCCO + dCD> + 1

Ciiid Se A & (VxCIxD) ou (IxCCxID, entlo d(AD= 4dCCO + 1

(8) O comprimento de uma derivacdo [I, denotado por 1C[D, €& um
nuimero natural, tal que :
Cid Se Il € uma férmula, entloc 1CID =1 ;

Ciid> Se Il & ﬂl nz....n

n

A

entic 1D = 1cr&> + lCHz)+....+ 1cnn3 +:
Usando nossas convengdes, podemos escrever
cad 1¢ B3 = 3em i

A

M -
Cbd 1C > = 1CID + 1

A
(3> Se A € uma ocorréncia de férmula na derivagdo [1 , a

sub-4rvore de [l determinada por A, é& a derivacio obtida de 1T ,
removendo todas as ocorréncias de férmulas em [1, com excecio de A

e das que se encontram acima de A



C4) Seja [1 a derivacio l'Ii § JEPPPE 1 e sejam A:' Az,.....A

2 n n
A
respectivamente, as férmulas finais de Hi. n,...., n . Entao,
ia]
dizemos que A‘, Az, ..... » A ocorrem imediatamente acima de A , na
0 . ma

ordem da esquerda para a direita; e que Ai. ocorre aoc lado de A,
T ]

(8> Uma sequéncia As. F Az +...» A de ocorréncias de férmulas em
n
uma derivacdo [1 € um ramo , se e somente se

¢id Aﬁ é uma top-férmula ;

Ciid A_L ocorre imediatamente acima de AH‘ . para cada Ci < n D ;

Cididd An & a férmula final de I

(6D Um segmento em uma derivacdo I, €é uma sequéncia
o = A:' Az. . . . A , de occorréncias consecutivas de férmulas em um
™

ramo em [1, tal que

cid A‘ nio € uma conclusio de uma regra (v - ED ou (3 - ED;

CAdd .f-\_L Ci ¢ n) é& uma premissa menor de uma regra (+~ - EJ ou
3 - ED ;

Ciiid An nio é uma premissa menor de uma regra (v - EJ ou (3 - ED.
Duas ocorréncias de férmulas s3oc ditas da mesma forma . se elas

s8o0 ocorréncias da mesma férmula.

E claro que todas as ocorréncias de férmulas de um segmento s3o

da mesma forma.

(7> O grau de um segmento , denotadeo por dCed , é& o grau da

férmula que ocorre em o

10



(8 O comprimento de um segmento o » denctado por 1led, é o

nimero de ocorréncias de férmulas em o

CIII> DERIVACOES NORMAIS

CIII.1> SEGMENTO MAXIMO

Un segmento o = A‘. ﬁ\.z ...... Aﬁ » € um segmento maximo quando :

Cad n =1
CiD A& C= Ah J , € a conclusdo de uma regra de introduc3o ou da regra
do absurdo intulcionista ¢ & , ac mesmo tempo, premissa malor de uma

regra de eliminac3o ;

Ciid ;6..1 (= Ah) » & a conclus3o da regra do absurdo cliassico e &, ao
mesmo tempo, premissa malor de uma regra de eliminacio;

Ciidid ﬂa C= Ah > , é& a conclusdo da regra do absurdo classico e &€, ao
mesmo tempo, premissa menor da regra ¢ > - E 5 , cuja premissa maior &

uma top-férmula da forma C Ah > 4D

C(bD n > 1

Cid A% é a conclusdo da regra (v -E) ou (3 - EJ) e & , ac mesmo tempo,
premissa maior de uma regra de eliminacdo;

ciiy Ah é a concluséo da regra (v - ED ou (3 - ED e é, ac mesmo tempo,
premissa menor de uma aplicacé&o da regra (o> - EJ, cuja premissa maior

¢ uma top-férmula da forma C Ah > 41 D.

11



CIII.2> GRAU DE UMA DERIVACAO

O grau de uma derivagfio I1 , denotade por dCID, & definide como :
ddID = max { dCod : o & um segmento midximo de tipo (a.id,Ca.iid ou
Cb.id> >.

Se [1 ndo contém segmentos maximos, ou se ndo contém segmentos
maximos de tipo Ca.id, Ca.iid ou (b.1i3, ent8o 4CIlD = O .

Os segmentos maximos que consideramos na definicdo do grau de II,

s80 aqueles segmentos maximos definidos por Prawitz [12)

CIII.3> DERIVACAO NORMAL

Uma derivac3o Il € chamada de normal se e somente se [1 n3do contém

segmentos miximos.
Veremos agora como remover os segmentos miximos de uma

derivacio, estabelecendo reducdes para cada tipo de segmentos maximos.

(IV> REDUCGES

As reducdes sfo de trés tipos (Pereira (1013 : reducdes
operaciocnais, reducdes permutativas e redugdes do absurdo. As reducdes
operacionais e as reducdes permutativas, foram introduzidas por
Prawitz [12]

Em todas as reducdes abaixo, a derivacio a direita € uma

reducfo da derivac¢io & esquerda.

iz



CIV.1> REDUCOES OPERACIONAIS

€12 A - reducao

> » M
>
>

>

(&) v = reducio

LA] [A]
i 2
. = z
L 1 2
A v A B B
i 2

M

(3> o - reduclo

LA ]
zZ
Et B
A A>B

(4> ¥ - reducio

ACad
Vx<AC %O
ACLD

&M

ACLD

13
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1 ou 2



(5> 3 - reducdo

s [ACad] =

1 i
ACLD - ACLD
S za
FxAC D B t

CIV.2> REDUCSES PERMUTATIVAS

(6) ~—E - reducldo

onde € & a premissa maior de uma regra de eliminacdo e E‘ pode

ocorrer Ah esquerda de C

7> 3-E - reduclo

z z z
1 2 o 2
IxACO C 1 C 23
G Za IxACXD D
D D
onde C & a premissa maior de uma regra de eliminac3o e 23 pode

ocorrer A esquerda de C

CIV.3> REDUCSES DO ABSURDO

14



sl [=A ] 1
£ B -B
— k A
- ! —
B 5©
i
s &
B
onde :
(id> A & premissa maior de uma regra de eliminacio ;
Ciid 21 pode ocorrer a4 esquerda de A
Ciiid =° é obtido de £, substituindo todas as partes da forma
22 22
A - K . A = .
_ P B -B *
L
X
cgo
[=C 1
z
& z
c —C +
L
10D
z 21 21
I AC X G s & -
c -C I AC O L
1 4
G O )
z 21 Ez 21 Ez
Akl & 26 - ¢ - c -
c % A v B 4 1
+ 1

15



(V> REDUTIBILIDADE

{V.1> REDUCAO IMEDIATA

Uma derivaclo 1", € uma reducdoco imediata de I1 , se [I' & obtida de

[1 substituinde uma sub-airvore de [l por sua redugio.

(V.2 SEQUENCIA DE REDUCAO

Uma derivacfoc [1 se reduz a [1', denctado por Il & [1', se existe uma
sequéncia de derivacdes ﬂi. , nh (n 21 2, tal que :
¢io>ono=n

1
£11D l'li_',1 ¢ uma reducio imediata de l'I_L Ci. < nd ;

ciiid> n =1
N

A sequéncia l'li, O se s ; l'ln é chamada de sequéncia de redugio

para a derivacglo Il .

Uma derivac8oc 1 € normalizivel , se [1 tem uma sequéncia de reducido

finita n, MN,....N , tal que I1_ ¢ normal
1 2 n n

(V.3 LEMAS

Os lemas abaixo, podem ser obtidos diretamente das definigcdes

CPrawitz [13]1)

16



(1) Se rlID & uma introducio ou uma regra do absurdo, Il é da forma

n’ ou n’ n* , e se ﬂi, ﬂz...... T & uma sequéncia de

S e n

A A
reducdo para [1 , entio cada Hi (i £ n) termina com a mesma regra gue
1 , sendo assim da forma [T’ ou n’ n'*, respectivamente,

1 1 1
A A
eI, M ,...... nr . | LA § i 1 el » sao também sequéncias de
1 2 n i z n

reducio, omitindo possiveis repeticdes.

(2) Se rhCaD se reduz a M. Cad , a nic é um parimetro préprioc de mcad

e [ACad) é& um conjuntoe de suposicdes abertas em HICaD. entioc toda

derivacio = 3
[ACL)) S reduz a [ACLD)
n ctd mctd

CV.4) ARVORE DE REDUCAO - Caracterizaciao informal

A irvore de redugciio de uma derivagio I é a arvore cujos ramos si3o

as sequéncias de reducio iniciando em Il

A Arvore de redugioc das derivacdes ﬂ’. Hz. ..... ,» I & a arvore

n

construida com as Arvores de reducio de cada uma das derivacdes

M €1 € i € n),por exemplo, colocando uma ac lado da outra.
1

O comprimento de uma arvore de reducdo, € o nimero de ocorréncias

de derivacdes na arvore.

17



CAPITULO II

CALCULO DOS SEQUENTES

CI> DEFINICAO DO CALCULO DOS SEQUENTES (CS)

0 Calculo dos Sequentes para a Loégica Classica, foi
desenvol vido por Gentzen [Z2].

Apresentaremos uma vers3oc do Calculo dos Sequentes (CS),
formulada por Prawitz [12].

A linguagem ¢ a do Capitule I, com a adicico de um novo
simboleo . a saber: + . A express3o da forma I' «+ A, onde I' e A sdo
sequéncias finitas de férmulas (possivelmente vaziasd), & chamada de um

sequente . I' é seu antecedente e A seu consequente

Uma derivagdce no Calcule dos Sequentes € uma arvore de
sequentes na qual
(i) Todo top-sequente tem a forma A + A ;
Ciid) Todas as outras ocorréncias de sequentes, sio obtidas das que
est3o imediatamente acima por uma da regras de inferéncia

abaixo.

CI.1> REGRAS DE INFERENCIA

C1) Regras Estruturais

Cad) Atenuac3o no antecedente Cbd Atenuac3o no consequente
% oag o r-+a
BT o= A ' » A,A

i8



Ce) Contraclo no antecedente

Chd

Cid

<nd

rrAsAne -+ A
F;A.Q + A

Permutaclo no antecedente

NA.B.e + A
'NB,A,8 » A

Corte

C

C

r - a8aA AA » A

r;ﬁ -+ Q,A

{2) Regras Operacionais

~ — Introducfo no antecedente

A.T » A
> Ci = 1,2
A A A T 2 A
1 2
v — Introducic no antecedente
AT » A B.I" + A

A~ B.I' » A

> - Introduglo no antecedente

' - 6.A B.I" » A
A > B, » 8,A

¥ - Introducio no antecedente

A::.l"-nA

VUxACXD .U 2 A

19

d) Contracdo no consequente

' - 8,A,A,A
I » 8,A,A

3 Permutagdo no consequente

' » 8,A,B,A
r - 8,B,A,A

Cid A - Introducio no consequente

' » AA ' + A,B
' - ALAAB

(k2 v - Introducio no consequente

I = AA,
¥ Ci =1,.2D

N+ AJA~ A
1 2

Cmd) > - Introdugio no consequente

A" » A.B
' + AA S B

Cod ¥V - Introducdo no consequente

F4A.A

r A.VxA:



Cp> 3 - Introducio no antecedente Cgd 3 - Introducio no consequente

AT » A © s AA
AT T+ A ' » A,3xACO
Crd 1
<
' - A,1
 + AA
OBS.: O parametro a n3o deve ocorrer na conclusdo das regras
¥V - Introducdoc no consequente e 3 - Introducdo no antecedente.

NOTA: Devemos observar que, em qualquer derivacac no Calculo dos

Sequentes (CS), o consequente de um sequente nunca é vazio.

(II> HAUPTSATZ

Teorema: Toda derivacfo 1 no Cilculo dos Sequentes (CS), pode ser
transformada em uma outra derivacdo [’ em (CS) ,com o mesmo sequente
final, na qual ndoc existe aplicag¢doc da regra do corte.

Prova: E andloga a prova de Gentzen [2], acrescentandc os dois
casos abaixo, que substituem os casos da negacio.

Caso 1 : A derivacdo :

> A,1
r - AA e » A

r.e* + AA

Se transforma em:

' » A, L
r + A,B
(possivelmente varias atenuacdes,permutacdes e
A% contracdes)

Onde B €& a primeira férmula da sequéncia A .

20



Caso 2: A derivacao : * o ke

mix

8, % A".A.A

Se transforma em:

9-9A F»A.J.

e.r* -+ A*;ﬁlJ.

g.17" + A% A4

21



CAPITULO III

NORMALIZACAO FRACA
PARA A
LOGICA CLASSICA

O objetivo do capitule & fornecer uma prova direta do tecrema
de normalizacfo fraca para a Ldégica Classica de primeira ordem : o
sistema € do capitulo I

Utilizando-se das reducdes do Capitulo I para o sistema C,

podemos provar os lemas abaixo

LEMA 1 : Seja I1 uma derivag3o de I' + A , tal que dCID = n e todo
segmento miAximo de grau n que contribui para o grau de Il é do tipo
¢ a.i D. Ent30, 1 se reduz a uma derivaclio [1' de A €T + A ., tal que

dCrn’> < dCID

Prova : como em Prawitz [12]
LEMA 2 : Toda derivac3o Il tal gque d(ID = 0 , se reduz a uma derivacao
normal 1Y

Prova : Se 1 @ normal, ent3c I1' =11

Se I n3o & normal, ent3c o resultado € obtido usando como valor de
induc3oc para uma derivacdo Il
k = a soma dos comprimentos dos segmentos maximos de Il
Escolha um segmento miaximo o em I, tal gque ndc exista outro
segmente miaximo acima dele, ou acima de Cou que contémd uma férmul a

que ocorre ao lado da dltima férmula de o.
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Seja l'I1 a redugcido de I1 (que elimina o segmento maximo o). E facil
ver, a partir das redugdes do absurdo (9D, (100 e C11) , gue o valor
de inducdo de l'l1 € menor que o valor de inducdo de [1 .0 resultado

entio & imediato.

LEMA 2 : Seja Il uma derivaclo de I' + B, tal gque :
Cid rCID é uma regra de eliminaclo , cuja premissa maior A & a
Gtltima ocorréncia de férmula de todos os segmentos maximos de I ;
Ciid 4CIn > O .
Ent3o, Il se reduz a uma derivagdo [I' de A £ I' + B, tal que
dCIrlrr> < dCIo
Prova : Por indugcdo no comprimento de Il
C1) Se A é do tipo (a.id) = o resultado & obtido diretamente das
reducdes.

(2) Se A é do tipo (b.id .e

i 2 a
n= C v D A A "
A +
B
1 se reduz a [ .
Zz Za
21 A Z4 A 24
e = ¢ wD B B
B
Se dCI» < dCID , entdo ¥ = [T’
Se dCMN* = dCID , ent3o pelo menos uma das sub-arvores de Il
determinada por uma das premissas mencres B , tem a forma do lema.
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Suponhamos que as duas sub-arvores tenham a forma do

outros casos sdo similares. Ent3o, pela hipdétese indutiva

z,
1
A 24 nt )
o Ci = 2,3
=5 8
B
tal que dCﬁiD < dCID.
Podemos entio considerar [1I' como
zi
I 19
2 -
C+« D B B
n =
B
logo, dCIl'D> < dCID.
Obs.: O caso de
> =
i 2z
IxCC %O A
I =
A 23 & similar
B

3) Se A é do tipo Ca.iid, entio

24
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que se reduz a

A 21
B - B i
M#* =
L
- A
EC)
S :
L
B
onde todas as partes de Il , da forma
z
2
A _IAk
L
foram substituidas por
Zz
A Zi
B = B :
L

Os Gnicos segmentos maximos que podem ocorrer em [1¥ s3o Lodos
dos tipos Ca.id e (b.ii) e os do primeiro tipe tém a forma de A .O

resul tado segue ent3o do LEMA 1

TEOREMA DE NORMALIZACAO FRACA :

Seja 1 uma derivagdo de I' r A, entioc Il se reduz a uma

derivac3o normal [1’" de A < I + A .
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Prova: Por indugio no par ordenado Ca,f3, onde a € o grau de

Il e é o seu comprimento.

C1) Se r(IID & uma introducfe ou a regra do absurdo, entioc o resultado

segue diretamente da hipdtese indutiva.

(2) Se rCID é uma eliminacio. entdo [l &€ da forma:

Usando a hipdétese indutiva, cada ThC: £ i £ n) se reduz a

uma derivac3c normal I’ . Seja ¥ a seguinte derivacio:
L8
n’ n’
1 n
z = A A
1 n
B
Se ¥ & normal, ent3o consideramos I1' = £ . Se £ nio € normal,
ent3o 1’ € obtida de £ usando lema 2 C(caso d(Z) = 0 D ou lema 3 (caso

dcsy > 0). O resultado segue da hipdtese indutiva com respeito a a .
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CAPIiTULO 1V

NORMALIZACAO FRACA
VIA
CALCULO DOS SEQUENTES

C(I> INTRODUCAO

Nosso objetive & provar o Teorema de Normalizagfo fraca para
a Légica Cliéssica de primeira ordem completa , Sistema C ,
utilizando-se do HAUPTSATZ para o Cilculo dos Sequentes (CSD.
A prova pode ser esquematizada da seguinte maneira:
Uma derivacio em Deducdo Natural é transformada numa derivacdao no
Cilculo dos Sequentes: através do HAUPTSATZ , esta €& transformada
numa derivacio no Calculo dos Sequentes sem corte e, a partir dela,

obtemos uma derivacio normal em Deduc3o Natural.
(IID> TEOREMAS

Nos teoremas abaixo, as letras gregas maidsculas s3o usadas
para representar tanto conjuntos de férmulas, como sequéncias de
férmulas . O contexto determina o caso. Em particular, © conjunto
obtido da sequéncia I' serid representado também por I' .

Uma derivagic em €, de uma férmula A a partir de um conjunto
r = Flu Fz de férmulas, serid representada por:

r | BN

. i F4
ou .

A A
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Cbd

Ced

Tecrema 1 : Toda derivacio 1 em Deducio Natural, pode ser
transformada numa derivacio %, no Cilculo dos Sequentes, tal que:
Se 1 & uma derivaclo,em €, de A a partir do conjunto I" C T FA

entio % €& uma derivacio ,em CS , do sequente I + A (C X ' -+ AD.

Prova: Por inducic no comprimento da derivacio 11 .

Base: Se M=A , entdo I* = A » A .

Passo Indutivo.

Temos varios casos de acordo com a Ultima regra de derivacdo em II:

rs rz r, + A Fz + B
n= A B M= = r‘.rz + A r‘.rz + B
An~B Far wAxE
i 2
r
1
A + A
i i
ns= A~ A M= r LA AA A ~A -+ A
1 2 2 i
Ak r - A
1 i
C\.=1.2)
r
i
: I » A
i i
ns= Ai. N = r’-tAlvAz
A v A
: Z € &= 252
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cdd

r r r
i 4 3
i P o r
- 2 3
N= AvB C c N =
c A.F: 3 G B.F: + C
' «»AvB A Bore,r® s g
i z 3
r .. r2.r? s e
i 2 3
onde : Cid ' =pr —-<¢A> ,Cidr°=r -<B>
2 2 3 3
Ced r r - B
n= i nw = A.Fo + B
B o
A S B ' -« A>oB
onde : M =TI - ¢ A>
c£2 r r B g B
1 4 i ———
: : _ r -+ A B, + B
I]= A A:)B ﬂ*= | i
' - A> B A>B, I -+ B
B 2 1
.. F + B
2, 4
Cgd
r r - A
Ca & I
n = A e = l"-’VxA:
vxA®
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Chd % %

r A 4 A
2 i t
1= ) M* = r 3
V<A + VxA VXA-pAt
A: I 5 A
t
Cid
r
r+A’:
ns= : M« = PR
A: M - 3xA
<A
r - B
4
Cjd r, r,
. A.ﬂz + B
_ C.a : M* =
ns= EXAH B r - 3xa® IxA® ,r'° 4 B
i 4 b4 2
B
il R -
2
onde : Cid a @I’ , I =r_ -< A>
F 4 2 2
Ciid a & B.
Ckd A A
l.-. I < L A+ AL £ o+ L
0= N M= = - + ALA D L 1L+ A
s A2 1, -+ CA> 1o 1 » AA
I' &+ CA S 495 & CA> 1D> 1 + A

re’ s A

onde : M =TI - <€ A> 1>
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Teorema 2 : Toda derivacdo I* , no Cilculo dos Sequentes (CS) sem

corte, pode ser transformada numa derivac3o normal 1 , em Deducio

Natural ' , tal que :

+

(i) Se o sequente final de N* & I' 4+ A, entio 1 é a

derivacao A & A, com AcsST ;

Cii) Se o seguente final de IN* & I' o AE'Aé"""An Cn 2> 1,
ent3c 1 é a derivagclic A uUu{=A ,=A .,....,=A > A ,

i 2 n—1i n
com A &I .

Prova : Por inducdo no comprimento de [1*

Base : Se [I* = A+ A , ent3o Il = A

Passo Indutivo.

Temos varios casos de acordo com a Gltima regra de I* :

C1> : A
Mx = r -+ B n =
Aor + B B
onde : AS TN rrud Az
20 . .ﬁ.{ﬂA’.ﬂAz. e 'An-—:t}
M= = ) Gl . W . R —— - 1 ns= .
E 2 2]
A
7 - ) I SR . G (e - { n
i X n

onde : CASTIsEsru< Azzod

Usaremos a definiciec de derivagdoc normal dada em Prawilz [42).
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<3

N = r + B n
r + B,A

n

onde: ¢ A ST D

4>
M*x = r = A nA » DA
1 2
r‘ -+ A DA * .A .A
i 4 2]
(@S»]
* =  AAAT 2B
AJAT 2 B
onde : A€ Au{ A>url
(62
M = AAAT - At'Ab""'An
A.A.l" -+ AIA l----iA
1" 2 n

onde : A€ Au{ A>uT

=
]|
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€7D

A, {-B ., B ,=A )
1 n
n‘ = 1-‘ -+ B 'B g...q.B ’A.A n =
1 2 n . .
15
r-+8 .,B.,....B ,A A A
i F 4 n
AL R
1
A

onde : A ST

c8d
A.{ﬂB..._IB |_\A._C|.._C }
i n i m—41
M* = I"s-B.,..,B ,A,AC,..,C n= .
1 n 1 m c
r -+ B b--bB .AIC }---rc "
1 n i m
onde : A ST
(g =p] A,{C ,...=C >
& 1 n—1
M= = ns= i
: =
A.A.Blr + C,...,C n
1 n
A'B.A.r -+ C B e oo |c
i n
onde : A AuTlud{ AB?>
€100 BK—C v C,mA" >
MN*x = . ns=
r -+ Ci.....Cn.A.B B -B
r -+ C b= .C ;B’A AL
i ™
A i

onde : A ST
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€112

M = r"+¢,..,C ,AB,D ,...,D
i n i m

r-QC....C poA.D .....D
i n i m

onde : A €TI' e A =4{=C ,...,C ,=A,-B,=D ,...,=D >
1 2 1 n 1

12D

A A A
i 2
. A, » A
N = A ,I" » B‘.....B ns v
- ik : Ci=1,2D
AAA.F"B.--)B i
1 2 1 n B
T
onde : A€«sTTu<{-B,...,mB >
4 n—1
13
| ™ T i O A r -+ ¢, & B
M= = n i n
P a8 5...i0abkn B
i n
A LA A LA
1
entio n= X
A B
A AB
onde : A, A €T @ A=L=C ,;i...,~C >
4 2 i 2]
c14>

Nx = AT » Ci.....Cn B,I" » C‘.....C

il

A v B,I" » C’......C

n
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1 z
entico I = 1
BB C
c
n
onde : A ,A £ T e A={=C, » =C >
1" 72 i n—1
15>
A,A
> i
M* = ' B g5 3B a8 ns=
4 n 18
r B .. ....B,A v A A Ci=1,2)
1 n i 2 1
A v A
1 2
onde : AST' e A ={-RB ,....mB >
1 1 n
16D
VxA
’ o
N« = A ,' +B,...,B _ At il &
i i 2] n=
V<A, » B ,...,B
1 n
B
™
onde : A< T = A =4{=-B ,...-B >
1 i : p ft
c17d
AA
1
n*; r'.B. }B .A nE
r 3 n
r + B ,...B ,¥xA® A
1 n
VA
X
onde : ASTI' , A ={=B.,...,mB 2 e ael,A
1 i n : §
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cisd

AAA
1
* = k P =
e = A" B ,....,B = =
1 n 3
2 IxA” B
IxA°," + B ,...,B % o
x i n
B
n
onde : ATl , A =4 -B, » B > e al,{ B,
1 1 n—1 1
19D
A,A
i
i = M s B.....B_ A o= :
AL
r"'_Bl. pB ,B)CA
2 AxA
onde ASETl e A =4{ =B, =B 2
1 . B n
200
M= = ' G pesn o8 oA Byl @ D juweyD
i n i m
ADB;P*C.. -.c ’D ....'D
i n i m
A=, yosay= Y
1 i n
Entio I1 =
A A > B
B » A L,{=D , » D >
i m—4
D
™m
onde : A , A €T
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21>

AvA;{_C. ."C}
: 1 n
M* = AT 2 8 4 w30 B ns= .
1 n
B
r Conn x2S A e
* oy n = B A>B
onde : A ST
222 5 A,{=B ,...,=B >
B 1 n
M = "> B ,....,B ,1 ns=s .
i n
K
F*B’......BH|A A

TEOREMA DE NORMALIZACAO FRACA

Seja 1 uma derivacio de I’ & A ,ent3o [l se reduz a uma
derivacdo normal I’ de A & TI' & A

Prova :Usando Teorema 1 e HAUPTSATZ , obtemos uma derivacio em

(CS) sem corte do sequente I' + A . O resultado segue imediatamente do

Teorema 2 .
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CAPITULO V

NORMALIZACAO FORTE
(PROVA SEMANTICA>

C(I> INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é provar o Teorema de Normalizacao
Forte para a Légica Clissica de primeira ordem, sem reducdes
permutativas e com todos os operadores légicos, Sistema C .

Usaremos uma ampliacio do conceito de Validade Forte .,

definido em Prawitz [13]
(IID> DERIVACAO NORMAL
Neste capitulo, usaremos as reducdes operacionais do Capitulo

I C reducdes de (1) a (B) ), e a reducdo para o absurdo classico

definida por Statman [16]

O A Z
g B -B'
5 se reduz a X
R 5
A 2 -4
B zt
i :
1
B

onde: C(iJ) A é a premissa maior de uma regra de eliminacdo;

Ciid Ez pode ocorrer a esquerda de A .

38



CI1.1> Férmula Maxima

Uma ocorréncia da férmula A em uma derivac2o 1 & denominada

férmula mixima se, e somente se:
(id A é, ao mesmo tempo, consequéncia de uma regra de introducio e
premissa maior de uma regra de eliminac3o;

(iid A é, ao mesmo tempo, consequéncia da regra do absurdo

cliassico e premissa maior de uma regra de eliminac3o.

C(I11.2) Derivacioc Normal

Una derivacio & normal se, e somente se, n3o contém

ocorréncias de férmulas maximas.

(III> VALIDADE FORTE (VF)

Uma derivacio T em € , & vialida fortemente (VF) se ,e somente
se :
C1D rCD é A~ -1 , -1 , 3 -1 ou a regra do absurdo, e se as

derivacdes das premissas de r([ID sdo (VF);

(2D rCID é > -1 , sendo Il da forma :

[A)
n =
ns= A e se para qualquer derivacdo (VF) 1 » temos que:
A> B A
z
4
A é& CVFD
n

39



€2 rdID é ¥ -1 , e se a derivagcdo da premissa de r(ID & (VF), para

qualquer substituicdo do pardmetro préprio de rCID por um termo t ;

(4D Se r(ID n3aoco é uma introducio nem a regra do abusurdo, e se as

seguintes condicdes sio satisfeitas

Cid> Il € normal ou cada derivacdo I1', para qual [l se reduz, é (VF);

Ciid) Se Il &€ da forma :

[A ] [A]

1 2 5
z = =

4 2 EA A
ns= A «v A B B ,entio * e i
i 2 B 5
i
B B

s3o CVF), onde :

Cad i = 1,2 ;

(b) £' é parte de uma derivacido Hi. para a qual a derivacdo I se
reduz ;

Ced A é a ocorréncia de férmula imediatamente acima de A v A
ou de um segmento que contém Au v AE como a ultima ocorréncia de

férmula .

Ciii) Se Il &€ da forma :

[ACaD) 3
£ =, ACLD
M= 3IxAO B , entio £ e z;: s30 C(VF) ., onde
B . B

I’ & como na condicg3c (ii) acima .



(IVD> VALIDADE FORTE POR SUBSTITUICAO

Uma derivac3o & a resultante de Il por substituigio, quando :
Cid substituimos parametros n3o préprios em Il por termos, e depois,
Cii) substituimos suposicdes abertas em I1 por derivacdes (VF) dessas
suposicdes.

Uma derivaciao [1 & vialida fortemente por substituigcio C(VFSD
se, e somente se, todas as derivacdes resultantes de [I1 por

substituiclo s3o vialidas fortemente (VFD.

(V) TEOREMAS

TEOREMA 1 : Toda sequéncia de reducioc iniciande de uma derivacio

vilida fortemente C(VF) ., termina em uma derivacio normal.

Prova: Por induc3o na definicic de valida fortemente C(VFD,

usando o Lema (1) do Capitulo 1

LEMA 1 : Se uma derivacio l‘l1 se reduz a uma derivacio Hz e se ﬂ‘ =3

CVFY , entio ﬂz também & CVFD

Prova : Por induc3oc na definigcioc de (VF), usando os Lemas (1)

e (2) do Capitulo I

LEMA 2 : Se uma derivac3o [1 &€ da forma

A nn....n
1

n = n M1 £ i %) & (VF) e A é& a premissa maior de
1

B

uma regra de eliminacio , ent3o I1 & CVF)
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Prova : Como rCllD & uma eliminac3o, devemos mostrar que cada

reducdo imediata 1" de 1 , & CVF).
Valor de induc3c : a = comprimentoe da Aarvore de reducic das
derivacdes das premissas mencres de rCID . a é finito pelo TEOREMA 1.

Como A &€ a premissa maior, ent3o IlI' é da forma :

A n....m
n = ! n onde para algum i (i € nd l'l; é uma reducio
B
imediata de l'li. . © para os outros j (j # i £ nd l'l“i = ﬂj .
Usande o Lema 1 , [’ satisfaz aAs condicdes do Lema 2. Como o

valor de induc3oc de I’ é& menor que o de I, o resultado segue da

hipétese indutiva.

LEMA 3: Uma derivac3o Il , tal que r(ID é uma eliminiac3c , &
valida fortemente CVF) , quando :

(i) Toda sequéncia de reduclo iniciando de uma derivac¢3o de uma
premissa de rCIDD, termina em uma derivac3o normal ;

Ciid SerC(D é A~ -E , o -E , ouV - E, ent3o as derivacdes das
premissas de r(lD sdo (VF) ;

Ciii) Se rCID é ~ - E ou 3 - E , entdo a condicdo (iid ou (iiid,
respectivamente, na definic3o de (VF) & satisfeita ;

Civ) Se Il & da forma :

Y
=
il = = k 5 onde A €& premissa maior , entdo I* :
A 1
B



1

M = B .
™~ é CVF
8
-A
z
&
Prova : Por induci3o no ternoc Ca,f2,») , onde
a — & comprimento da Arvore de reduci3o da derivacdo da premissa maior

de rClD, se existe tal premissa ( caso contrario, a = 0 J.
- é o comprimento da derivacdo da premissa maior de r(ID, se existe
tal premissa (caso contrario, 3 = 0J
y - & o comprimento da arvore de reducdoc das derivacdes das premissas
de rClIDD
Pela condig3o (i), a e y s3o finitos
Come rCID & uma eliminacfo, devemos mostrar que cada reducio

imediata I de IN & C(VFD
Consideremos dois casos.

Caso Cad : I’ & obtida de I , substituindo uma sub-arvore prépria de I

por sua reduc3c imediata. Isto é :

Se NN = 2 iy , entio " = ! " , onde
A A
para algum i (£ nd I'I_L se reduz imediatamente a n; e para os outros j
Ci# j<ndNI” =1 .
J J
O valor de induc3o de M', Ca’' .3 .7’) .,é menor que o de Il ,

pois : a' < a, oua =a, 3 = e y' < ¥
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I’ satisfaz a condic3o (i), pois 1 a satisfaz . A condigdo
C(iid) é satisfeita por causa do Lema 1
Vamos verificar a condig3o (iiid), apenas para r(ID igual a

v —-E. Ocasode 3 - E é similar

Se Il &
[A] [A) tALd LA
1 z
o 5 Z %
= z 1 2 b3
A1 "Az B B s, entieo ' = A‘v Az B B
B B
Come 1 satisfaz & condiglae (Ciiid, 21 e E; s3o C(VFD) . Logo, pelo
Lema 1 , Z; e Z; s3o CVFD
Falta mostrar que
T
A
8
2 é (VF) , onde I* & parte de uma derivac3c [I*, para a qual
B
a derivac3c ' se reduz , e Ai é como se
exige na condicgdo.
Como Il satisfaz i condigfo (iiid, entiao
ZD
A
1
zi
B & CVF) , onde 3° & parte de uma derivacio Nn°, para a qual a

derivac3o £ se reduz, e o A% é como se exige na condicgdo.
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Pela transitividade das reducdes

pX
A
1
z
1
B & CVFD.
Como EL se reduz a E; + usando o Lema 2 do Capitulo 1,
px X 3
A A
:t se reduz a Z: , que , pelo Lema 1, é C(VFD.
i i
B B

Isso completa a prova de (iii)d.

Condigdo C(ivd

Se Il =

» entldo [1' pode ser

Cad

nf

B L]

Cbd [=A]
z
4
A

, onde Z; & uma reduclo imediata de Z{

onde £’ & uma reduc3o imediata de T .



Devemos provar que :

A 21 A =
1> B == — B -B
4 o
=A =4
b X b3
4 i

sdo C(VF), na hipdétese de que

CII1ID

Cad CId> & CVF), usando (CIIID, o Lema (2) do Capitulo 1 e o Lema 1

(deste capitulod

Cb) CIID é CVF), usando (IIID e o Lema 1

Caso C(b) : I’ é uma reducio prépria de Il .

Temos dois subcasos :

-

Subcaso 1 : A premissa maior de r(ID é conclusdo de uma regra de

introducio.

Ser(lHD é ~A-E, o>-E ouV - E , entio, usando a condiglo (Ciid

para [1 e a definic3c de C(VF) , concluimos que I’ & CVFD
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Se rC(ID € v -E ou 3 - E , ent3o , usando a condic3oc Ciii) para [l

e a reflexividade das reducdes, concluimos que ' é CVF).

Subcaso 2 : A premissa maior de r(llD é conclus3o da regra do

absurdo , entio , usando a condic3o Civ) para Il e a definic3o de (VFD,

concluimos que ' & C(VF

TEOREMA 2 : Toda derivacdao I ,em € , é vialida fortemente por

substituicio C(VFS)

Prova : Por induc3o no comprimento de Il

A base € trivial.

Passo Indutivo.
Se r(ID é uma introdugio ou a regra do absurdo, ent3c o

resultado é imediato da hipdtese indutiva.

Se r(ID é uma eliminacio , 1 é da forma:
I ves v s n H: ... .=

n= 1 n . Devemos mostrar que II* = n » & CVFD,
A A
onde M* é qualquer resultante de Il por substituic3o.
E suficiente mostrar que I* satisfaz as condic¢des do Lema 3 .
Por  hipdétese indutiva, 1'11......11n s3o (VFSD i Logo,
% o o oo ﬂ: s3oc (VF) e a condiglo (ii) é satisfeita.
Pelo Tecrema 1, a condiclo (i) também é satisfeita.

Usando o Lema 1 e a definic3c de (VF), a condigio (Ciiid é

satisfeita.

47



Condig3o Civd

(=A% [ =A%)
= p
Sell = iR , entio % = &
— z —— px
A 1 A 1
B B#

& CVF).

Pela hipdétese indutiva, ¥ & (VFS). Portanto, basta mostrar

que Ax Z:

B —B#*

4
i é CVF)

Usando a definigdo de (VF), devemos provar que

Zz
P
CId o :
B —B*
1 é (VF), para qualquer derivacio Zz CVFD.
Da hipdétese indutiva A zi & CVFS) . Logo ,
B
=
POR
: é (VF), para qualquer derivacido Ez CVFD.
B*



-

Usando o Lema 2 , obtemos que (I> é& (VF). O que conclui a

prova.

TEOREMA DE NORMALIZACAO FORTE

Toda sequéncia de reduclo iniciando de uma derivac3o I1 , em

C, termina em uma dnica forma normal.

Prova:
Ca) Finitude - Segue imediatamente, usando os Teoremas 1 e 2 .

(b)) Unicidade - Por analogia com Girard [3]



CAPITULO VI

NORMALIZACAO FORTE
(PROVA SINTATICA)D

(I> INTRODUCZXO

Lema Geral
Seja o© par <$,«>, onde § & um sistema dedutivo formal e = &
a reducdo para as derivacdes [ em §, tal que:
C(id> Se N » II', entdo 1D < 1CM1°D
C(iid <&, satisfaz normalizacfo fraca ;
Ciii> O Tecrema de Church & Rosser (Unicidade da forma
normald, é valido em <$,=>

E facil mostrar que <%,«> satisfaz normalizacéo forte.

Um exemplo desse resultado ser& desenvolvido neste capitulo,
usando a técnica estabelecida por Girard [3]

No artige de Pereira [11] , encontramos uma aplicacloc desta
técnica ,para a Légica Intuicionista de primeira ordem com redugdes
permutativas.

Construiremos um sistema auxiliar para a Légica Classica de
primeira ordem, denominado CC(AP),que satisfaca as condicdes do
resultado acima.

Provaremos o Teorema de Normalizac8o Forte par € , fazendo um
mapeamento das sequéncias de reducdes em € , nas sequéncias de

reducdes em CCAP).
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(II> O SISTEMA CCAP)

CI1.12 A linguagem de CCAP) é a mesma do Capitule I, e

acrescentamos dols esquemas de axiomas :

Onde A ¢é uma férmula qualquer e P & um simbolo para

predicado.

OBS.: No caso da férmula atémica 1L , teremos :
1> A > dCi > L

C2) 4> 4

CII.2> AMPLIACOES

Definiremos certas A&rvores, chamadas ampliacdes, AP(B) e
APCAB), por induclo sobre o comprimento de B .

Seja B a férmula atémica Pti....tn » @ sejam [ICAB> e [ICBD as

seguintes derivacdes :

A A>V¥x ... . ¥x (Px...x oPx ...xD
i n i n i n

Vx ...¥x (Px ...x o>Px ...xD
i n 1 n i n

NCABD

m

Vx ...¥x (Pt ... x o>oPtLt ...x D
2 n i n 1 n
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Nnced

1]

APCAB) e AP(B) s8io definidas por inducfo no comprimento de B,

da seguinte maneira :

C1> Base :
A
Nnc AR
B B >B 11C ABD
APCAB) = B B >B 11C ABD
B B >B
B
Nnced
~ B B >BEB NCRd
APCBD = B B - B
Nncen
B B >B
B

Denctaremos APCABD e APCB), respectivamente, por
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(2) Se Bé& CvD .

c A D
APCA CuD) = ¢ D
D CvD D
CvD
c D
APCCVD) = C D
o) cD CD
oD
(3 Se B & InCCD.
ccad A
APCA 3xCCO) = CCad
InCC 3O ICCHO
3xCC0O
cCad
APCEXCC30) = CCad
FeCC O InCCO
IxCCo0

(4D Se B é& CAD , ¥YxC(xD) ou Co>D , veja Girard [3]
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Uma derivacdo [ICAP) & chamada de uma ampliac3c imediata de Il

ICAPD pode ser obtida de 1 por substituicioc de

B em I1, por AP(B) ou por APCARD.
se existe uma

se, e somente se,

algumas ocorréncias de férmulas

¢ uma ampliacdo de I ,

Uma derivaclo [l#*

sequéncia ﬂl....ﬂn » onde :
i>n =n ;
1
Ciid I‘IH1 é uma ampliac3o imediata de nt 1 £ i<

Ciii> N = IN=
i}

A em uma derivac3o [ & chamada

Uma ocorréncia da férmula

de uma AP-férmula, quando :
ou

(i> A é uma férmula atdmica,
que ndo é premissa maior de uma regra

Ciid> A é uma top-férmula

de eliminac8c, ou
~-E , >-E ou V¥V -E,

Ciiid> A é consequéncia de uma das regras:
premissa maior de uma regra de

ao mesmoc tempo,

e nic & ,
eliminacio.
TEOREMA : Toda derivac3c Il ,em € , possui uma AP-férmula

Prova: Por induc83o no numero de aplicacdes de regras de introducio

em Il

CIII> REDUCSES

As reducdes para CCAP) s8¢ definidas da seguinte maneira:
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(1) + - reducdes

{B)
. [A)  [B) e
1 n f H‘ i
A e
2 a se reduz a A BoC
AVB C C 1
C ;
3=
n
2
C
O caso onde AVB é obtido da premissa B €& similar.
[B]
21 [B) Ea
A 5_‘.2 zs se reduz a E‘ C
AVB C C A BoC
C
n
1
D A
D
n
2
C

onde : (i2 A ndc & eliminada em 22

Ciid

Ciiid) D é a primeira AP-férmula de Zz , de baixo para cima e

no ramo mails A esquerda.

0 caso onde AVB é obtido de B e nenhuma hipétese B é eliminada em 23 é
similar.



(2> 3 - redugdes

111 [CCad) 1
ccLd LR L
5§E€f§ B se reduz a .
B CeL>
a
nz i
B
ni
n
e n, n .
se reduz a 8 .
00 B D ceLd
B
D
n
4
B

onde : (1D A férmula C(tD nd3o é eliminada em nz pela regra 3
indicada;

Ciid

w OO0 O

Ciiid D é a AP-férmula obtida come na + - reduglo.

(3> Reducdes Permutativas

g 0, 0
z b 2 n
4 2 p m s B Ag-Ay
IxACO B 1 n e redE & 1
A A IxACD C
B 1 n
c G



™

onde:;

D
n = i
1 :
; e D é& a AP-férmula como em (1D
D
n
A
1
- z 22
1 2 B
IxACXD
se reduz a <~
" s :
< 1
IxACXD C
C
[A) [B)
b px = zz
i 2 8 c )"_‘
AVB C se reduz a 21
c 4 AVB D
D D
(4> Reducdes do Absurdo
&
(-AT* o P i
= B -B
1 se reduz a £
— > S
A 1 —\Ao
=
B T .
T 18
B

onde: Cid) A é premissa maior de uma regra de eliminacdo ;

Ciid 21 pode ocorrer a esquerda de A ;
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€iii> =° & obtida de £, substituindo todas as partes da forma
2

=
2
A —u&‘ A z

OBS. : Quando nenhuma ocorréncia da férmula —=A ,em Z, & eliminada pela

regra do absurdo indicada, devemos fazer usc das expansdes de Prawitz

[13).
C4.1D z =
1 i
-"'_ se reduz a 2
C -~
L A
4.2 £ n
1 I c D
C D _ ;
se reduz a
C -
C - = L
1 A -

onde C & WVxA(x), (AAB) ou (ADBD.

O caso onde devemos considerar o APCC) em vez do AP(D O é

similar.



4.3 =

1 I
AVB D
A;B - AvBD
= se reduz a :
n n
A D B D
A B
AvB < AVBD AVB < AVBD
AVB L A
= A
- AvBD

4
0 caso de APCAVB) e o do quantificador existencial

sdo similares.

C4. 4D E‘ Zz 23 s , s .
AvB C ¢ se reduz a Z‘ C = C =C
- e AVB 0y 1
o 4
c4.5)
21 22 Ez
IxAx0 C = CcC =C
se reduz a 1
[ - IxC AO &
1 L
L
C4.6) z x =
1 2 3
AvB C C n
G E
C -

se reduz a

59



onde C é VxA(xXD, (AAB) ou CADBD.

0O caso de APCC) e o do quantificador existencial s3oc similares.

4.7 z = z
1 z 8
AVB CvD CvD
coD

CvD - CvDD

z =
2 -

z CvD CCGVDD CvD CCVDD

AvB £ L

O caso de APCCVD), AP(IXBI(xDD,

se reduz a

n n
¢ E D E
¢ D
CD X CuDD CeD X CvDd
CvD i 4
— DD

e o de AP(IxB(x) E) sdc similares.
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L se reduz a
n I
B E 4= E
B C
22 BvC CBWVCD BWwC (BWCO
z ; BWwC = BVCO BvC £ L
SxA(x) 1 4
L K BWCO
4

0 caso de APCBVED ,APCIXBC(X)) e o de AP(IxB(x) E) s3o similares.

(8) As V - redugdes, ~ - reducdes e > - reducdes, sioc tomadas de

Girard [3)

CIV) NORMALIZACAO - CCAP)

Teorema: O teorema de normalizacfoc fraca e o teorema da

unicidade da forma normal (Church & Rosser) s8o validos para CCAPD.

Prova: (i) Normalizac3o fraca - por analogia com o capitulo III

Ciid> Church & Rosser - como em Girard [3]
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Tecrema: O sistema C(AP) satisfaz normalizacfo forte,

Prova: Examinando as reduc¢cdes para CC(AP) vemos que, se [1 & I1°,

entdc 1CID < 1d1*')>. O resultado é& imediate , usande o Lema Geral

(pagina 1)

(VD> MAPEAMENTO

0O tecrema abailxce é o enunciado preciso de que gqualquer

sequéncia de reducdes , para uma dada derivac8o 1 em €, pode ser

mapeada em uma sequéncia de reducdes em CIAPD.

TEOREMA DO MAPEAMENTO :

Se 1 se reduz imediatamente a [I' , e se [I* & uma ampliacdo de

M, ent3c existe uma ampliac8oc I’#* de [1' , tal que * se reduz a I'* .

Prova: Por induc8c no comprimento de [l=.

Consideremos dols casos :

Caso Ca) : Se ' & obtida de 1 , substituindoc uma sub-arvore prépria

de Il por sua reduclic imediata.

onde, para algum i (£ nd, l'l_t se reduz imediatamente a 1'11 e para os

out.rosj('j#i.sn).l'l‘jsﬂj.
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Temos trés subcasos :

Subcaso 1 : = = = ,,... H: » onde n: €& uma ampliac8o de I .
L

Pela hipétese indutiva podemos obter, para o dado i , o "% .
i

Seja "« = = ., IlI'x .. .  [l*
i L n

A

Subcasc 2 : Se Il & :

z n4
A B
M= = ‘
: onde £ é uma ampliacdo de Il .
A
> n4
Seja I1"'* = A B

onde I’ é obtida aplicandc a hipétese indutiva a Z.

0O casoc de APCA) é similar.

Caso (b)) : Se II' é obtida por uma reduc8o prépria .

Existem varios casos dependendo da reducdoc prépria

utilizada. Examinaremos apenas o© caso das redugcdes do absurdo

Creduc®es de (4D a (4.8 ,acimad. Todos os outros casos s8o andlogos

63



aos tratados por Girard [3) i

gl e Se Il é :
[-A)*
b 3
n = 1 X "
A 1
B
Entdo , 1" & :
A 21
B -B '
n =
L
—-A
ZO
4 F
IR
B
€1.1) : Se Jl* é& :
M=
1
M* = A Hg
B

onde l'l:E E) ng s8o ampliacdes de Z e 21 » respectivamente.

M#* se reduz a 2‘

1 i
Para uma andlise detalhada de todos os casos ,veja Massi [9) .
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Precisamos considerar se a ampliacgido H: substitui partes de X , da

forma: Es &

A =-A
T S por Z

=

onde n; é uma ampliaclio de Ea

Usando a definic3oc de APC(D =-A) , temos :

g n

4

4 D

25 = ﬂg 0
A -4 n
]
1 E
A

Neste caso, ﬂ:° sers obtida de N* substituindo I por I_ :
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A 2
B -B n
4
AL D
z = M= L
& 8
A -4 rn
5
A1 E

Mas, £ se reduz a I’
G &
=
3
A L
B -B n
4
4 D
z = .
o M
3
&z A
n
5
i E
i

Veja que 2; é uma ampliacio de :

Obs.: Os casos de APC-A) e APCL) sic similares.
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Podemos, entdo, considerar o [1'#% como

onde n:°’ é a reduc3oc de 1*° obtida reduzindo sub-&rvores da forma Ed

para 2; », como feito acima.

E fAcil ver, usando Lema (2) (capitulo I >, que E‘a n =

logo Ti* = JI’'#* e [I'* & uma ampliacdo de [’

(1.8 Se Aé CMAND, Bé M e Z‘ & vazio . Neste caso ,

I n
1 -]
MAN D
M= =
MAN
M
Usando a definic3o de APC(D MAND
s Ty
MAN Hs MAN na
M D N D
N« =
M N
MAN
M
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Seja [1'#

MAN
M -
41
=CMAND
ns= = N M*
i i
fiy n MAN n
1 a a
M D N D
M N
M
onde Hto' é como em C1.1D.
(1.3 Se Aé(M>ND , B é& N e E‘ est4d A esquerda de A .
Usando a definicdoc de APCE MoND , temos :
M=
1
M MoN Ha
N E
= =
H; N
M M=N
N

onde ﬂ: =3 H; s8o como em (1.1D
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Neste caso [I* se reduz a

= %
2 1
M MoSN !'ls
N E
I
2
N M
N
Seja II'* ,como :
T
2
M MoN
N -~
L
—CMoND
N« = Nx®’
1
X n
* a8
N E
=
2
N M
N

onde n:°' é& como em (1.1D. O caso de APCMoND é similar.
C1.4) Se A é VxA(x, B é& ALD e E: é& vazio.

Usandoe a definicio de APCE VxA(x)D, temos :
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i
VxACxD Ha
ACad E
N* = :
: ael= , ]
ACad % .
Vi AC %D
ACLD
Seja IlI'# , como :
VxAC D
ACtD —ACLY Y
1
e = =V AC D
N’
4
L n
T 3
ACLD E

ACLO

onde ﬂ:°' é como em €1.1D

(1.8) Se Aé& (MWD e Z’ é ﬂs.ﬂ‘ » entdo :

n n
- ] 4
MN B B
s [ M) [N) B -B"
1 n, n, i
ns= T e [II' = .
M\WN B e <MD
B zo
4L .
______l.
B
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Se I* & :

N n
1 s
MWN E
N» = i
MoN H: M=
B

onde ng . ﬂ: sdo, respectivamente , ampliacdes de I'l3 ) ﬂ‘

Usando a definicfco de APCE MVN), temos :

5 s
M E N E
N« = ﬂ: _E_ *E+
MoN MvN MvN
MoN ng Dy
B
N* se reduz a 25:
n: ns
M E N E
T = - .
5 M N
H: MvN ﬂg = ﬁ:ﬁ Ti=* M=
MwvN B B
B

Sejam ﬂd e [l
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S S
M E N E
n, = : n = :
M ? N
v W 3T
B B
E f&cil ver que Mo MNex e Jla MNex |  onde Tl
(-] a2 7 L 3 a

respectivamente, ampliacdes de ﬂ; e n: ;

Logo, 25 se reduz a Ea

L
1

£ = MuN T1a*  Tige

B

Podemos considerar 1'% , como :

) Tl I *
B -B"

L
e = <MD
n«=°’

1
4 %
v

B

onde o© ﬂ:o' é& como em (1.1) .0 caso de APCMVND & similar.

(1.8) Se A é& IxACxD

Usando a definic3o de APCE IxA(xDD, temos :
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ACad ) E
NM»x = =
H: ACad
IxACO IxACO
IxAC 30 L
B

onde [ e n; s8c como em €1.1) |, = se reduz a Es

ns
ACad E
25 = ACad
i ENTYEY) e
T AL O B
B
Seja n‘
n
2
ACad E
n = 3
4 =
ACad
S0 Lt
B

onde ﬂ;l é obtida de n;, fazendo a ampliaclo na AP-f'érmul a

Credugdo (3D

E facil ver que : Il = 4% e M** & uma ampliacdo de M¥ .

Logo, 25 se reduz a Za ¢
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M=

i
N
¢ B
Seja II'% , como :
DA 3T
B -B"
= 0
s = —3xAC O
N=°’
1
i (% .
_— +
B

onde n:°' & como em C1.1) . O caso de APC3IxXACX))D & similar.

€C1.7> Se I* é :

L n

a

e = B _ E
B

onde n: e D; s80, respectivamente, amplia¢des de f e E‘
A
Aplicando a hipétese indutiva em n: n; » obtemos 23 , €
B
z n
a 2
ns= = B i &
B
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2) sell & :

(2.1> Se [I* & :

%

» onde ﬂ: ¢ uma ampliacio de 21

(2.2) Se C é& WA , (AAB) ouCA>B) e Ilx é& :

[T n
1 3
M= = C D
E , onde H: & come em (2.1)D.
C -
4

Seja [I'# da forma :
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Mn= = MM o€

i

Obs.: O caso de AP(C) é tratado de maneira andloga aoc (2.1D.

(2.3) Se Cé (CAvEB) esel* &:

3L

A v B KA v B

4
Seja I1'* da forma :
n n
8 3
A D A D
A A
i’e s AVB - AvBD AVB =< AvBD
AvB 4 1
I £
1 —_— e ————
A, —< AVBD
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Obs.: O caso de APCAVB) & andlogo ao (2.3

(.42 Se C & IxAXD , ¢é anllogo ao (2.3), usando

correspondente.

(2.8) Se * é& da forma :

C - n
3
i D
M* =
I 1
. :
- -
s
=
onde n: é uma ampliagdo de 1
3
(&
N+ se reduz a Zz
§Ld
1
z = - N na
z ) D
M*
1
i C
1

Pela hipdtese indutiva temos que :
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H‘ = Cc - se reduz a ﬂ; , entdo, seja [1’* da forma:
i
n n
4 3
A D
= =
M
1
i [+
4

(2.6) Se [I* & da forma:

I

]}
[
w)

onde ﬂ: = ﬂ; s8c , respectivamente, ampliacdes de

=
1
4

i

Usando a hipétese indutiva, seja I'# da forma:

I =
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(3 Se Il é da forma:

Neste caso 1’ é da forma:

n =

(3.1) Se N* & da forma:

Me M= =
1 2 -

[1*=

0
A

4

onde n: » ﬂ; & n; s%o , respectivamente, ampliacdes de

Seja '+ da forma:

17 =
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(3.2) Se C é VAU, CA A B) ocu CA > B

iy Ny ny n,
M= = C E
C -

L

onde H: ’ n; =] H; s80 como em (3.1D

Seja "« da forma:

1]
=
*

-

I =
1 L

Obs.:0 caso de APCC) & andlogo ac (3.2).

(3.3 Se C é (MVND e se II* & da forma:

Tl= L M
1 2 a
AVB MoN M N l']s

MuN E
T*= :

MvN - MvND

80
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onde n: ,H; e H; sdo como em (3.1).

Este caso é similar ao (3.2)

Obs.: O casoc de APC(MVN) & andlogo ac (3.3

(3.4) Se C & M) e se [I* & da forma:

ne  ns "
e o AVB 3xMOO  3xMCO 11
= 4
MCO E

BMCO  —3XMC O

L

onde ﬂ: : ﬂ; (=) Hg sf3co como em (3.1D

Este caso é andlogo aoc (3.2)

Obs.: O caso de APCIXM(x)D é andlogo ac (3.4

(3.8) Se [ & da forma:

C - n
]
A E
M= =
[ A
1
C -
3
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onde ﬂ: €& uma ampliac8o de

b = P
1 2 3
AvB C C
C
MN* se reduz a
M=
1
2 - n
3
£ E
[T
i
1 C

n = nt » obtemos
> G -
K
Seja 1'% da forma:
n n
5 3
s = 1 E
M=
i
4 c
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(3.68) Se [1# & da forma:

I1= SR—— »

onde n: , ﬂ; s8o, respectivamente, ampliacdes de

n = , obtemos o ﬂ; .

Seja [1'"* da forma :

n’ 1
4 3
M« = -~ E
¥
(4) Se I1 &€ da forma:
=
1 Zz
n = IxACO B
B -B
s
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Este caso é andlogo ao (3D, usando as redugdes

correspondentes.

CVI> TEOREMA DE NORMALIZACAO FORTE

Tecrema: O Sistema € & normalizivel fortemente .

Prova: Usandoe o Teorema do Mapeamento , qualquer sequéncia de
reducdes em C pode ser mapeada em uma sequéncia de reducdes em CCAPD.

O resultado segue diretamente do Teorema de Normalizaclo

Forte para CCAPD

84



CAPIiTULO VII

NORMALIZACAO FORTE

VIA
PIOR SEQUENCTIA

CI> INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos uma noclic de pior sequéncia de

redugdoc para a Légica Classica, e mostramos que se a pior sequéncia de

" . ~ . i e aA
redugcdco para uma derivagdo [l termina ~, entdoc qualquer sequéncia de

reducido para Il termina em uma dnica forma normal.

A pior sequéncia de redugldo para [1 , pode ser compreendida
intuitivamente come aquela sequéncia de reducgio que leva em
consideracio todas as férmulas maximas gque podem ser geradas a partir

daquelas ji existentes em Il

CII> PIOR SEQUENCIA

Usaremos o© Sistema €’ para a Légica Classica de primeira
ordem definido por Prawitz [13] (onde a conclusio da regra do absurdo
classico C¢C) é sempre uma férmula atédmicad,com os seguintes simbolos
légicos: ~ Cconjuncdod, > C(implicagdod , V (quantificagldc universald e
1 Cfalsidaded.

Seja I1 uma derivac8c em €' nioc normal . A primeira férmula

maxima que ocorre em Il, de baixo para cima e mais & direita, sera

i . . e
Esta idéia fol sugerida pelo Prof. Per Martin LOf
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representada por FCID.

A férmula mixima principal de [1 , representada por FPCID, &
definida por indugcdo no nlimero de ocorréncias de férmulas maximas em
I , da seguinte maneira :

1> Base : a Unica ocorréncia de férmula maxima em I[1 &€ a FP(ID.

C2) Se Il & da forma:

b |
w 3

U
w

Wl e

onde: Ci> A> B & FUD ;

€ii> A n3oc é eliminada pela regra (> - IJ mostrada ,

entico, FPCID & ; ¢i> A > B , se 1'11 € normal ; ou

Ciid FPCﬂi) , Se l'l1 nio € normal.

(3 Se Il &€ da forma

onde: Cid A > B & FUD ;

Ciid> A é eliminada pela regra (> - I> mostrada,

ent3o, FPCIDD &€ A > B .
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(4> Se Il &€ da forma:

onde A A B & FUD ,

ent3c, FPCID & : (i) A A B , se Hz € normal ; ou

T s | FPCﬂzb , Se ﬂz ndo € normal

(5) Se [l &€ da forma:

I I
1 2
A B
e B
B
I
3
onde A A~ B & FID ,
entioc, FP(ID & : (i) A A B , se I'l1 € normal ;

6 1 FP(H1) , Se ]'I1 ni3c € normal

(B) Se Jl & da forma :

ACad

ns= Y AC O
ACLD

onde WV¥xACx) & FCID , enti3o, FPAID & ¥xA(XD
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Uma derivacdo [l se reduz de forma pior a II', se existe

uma sequéncia H1 ..... ﬂn., tal que
Cid> I = I]1 ; e

Ciid i'[i+1 & a reducioc imediata de ﬂt obtida eliminando a FPCIID
L8

Hd

Il

ciii> n =11
n

A pior sequéncia de reducdo para [ € uma sequéncia ﬂi,ﬂzp..,
tal que :
(1)n=n1;

(2> para cada i ,IIL

g &€ a reducdo imediata de I'!_t obtida eliminando

a FPCHt)
C3) a Ultima derivaclo da sequéncia, quando existe , & normal
Admitiremos que a pior sequéncia de reducdo para qualquer

derivac8o Il &€ finita.

CII.1> CONVENCOES

Cad 11 » n’ , significa que Il se reduz a II' por uma sequéncia de

comprimento n .

Cb> M =« I*' , significa que [l se reduz de forma pior a [II"

Ced 1lp CID é o comprimento da pior sequéncia de reducdoc para Il

cdd Il > M’ , significa que Il se reduz imediatamente a II’
P
Ced Il » ', significa que Il se reduz imediatamente a ', eliminando a
L
FPCIID
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CII.2> TEOREMAS

Tecrema C1)>: UNICIDADE - Toda derivacac Il ndo normal possui

Unica pior sequéncia de reducio.

Prova: & imediata da definic¢3o de pior sequéncia.

Teorema (2 : Se Il &

cId CIID CIIID

Il I} I I I
2 i 2 i 2
n = ni B ou n= A B ou [l = A B
A A>B A AB A AB
B A B
Il I1 1
2 3 3

onde : (iD A>B e A A B s3oc FIID ;

Ciid A nio é eliminada em nz pela regra > — I mostrada .

Ent8c, respectivamente ,

CI> 1pdIh = lp(ﬂi) + 1p(Zd - 1 , onde

M = = e Il* & normal

ou
> B Ty 1 1 4

I T
1 2 o
z = . B , 11 = I=* e I* & normal ; ou
2 P 2
A A B
A
I
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CIII> 1pCID = lpCﬂij + 1pC2D> - 1 , onde

IT* n
1 2
P
z = A B 3 l'l1 = ﬂ: e [Il* & normal
A ~ B *
B
n
3
Prova : €& imediata da definicd3o de pior sequéncia
Nota: Como 1lpCZd =2 2 ,temos

Cid lp(ﬂ‘) < 1pCID , se I1 & como em CID ;
Ciid lpCHz) < 1pCID , se Il € como em CI1D ;

€1iid lpCHi) < 1pCID , se 1 & como em CIIID

Teorema (3) Se 1 se reduz imediatamente a II' cn ? no,
ent3oc, 1pCll’'d> < 1pdID e existe uma derivagdo II* , tal que
P P
N’ = I=

N =2I% e

Prova: Por inducac em 1pCID

o resultado &€ imediato

1 € normal Neste caso,

Base: 1pCID =1

N ndo & normal

Passo indutivo : 1pCID > 1 ,

P
Seja M° uma derivac3oc tal que Tl > N°. Neste caso, 1pCN°> é menor

do que 1pCID. Vamos mostrar que

Se n° 2 l'l1 , entdo , lp(ﬂij < 1pcn°> e existe ﬂ: tal que

C * D
OP P
n =M% e I = I*
1 1 1

90



Prova: Por inducdo em n .

Base: I1° » n . Como 1pCI®) < 1pCID , o resultado segue imediatamente

L

da hipbétese indutiva do Teorema .

Passo indutivo : n > 1 . Seja n°® = Il .o I

n—41 2 1

P P
Da hipdtese indutiva , existe ﬂ; ,» tal que n° «» Hg s Hz e H; =

1pCn> < 1pCN°> . Portanto , 1pCn> < 1pC® < 1pCID . Podemos

aplicar a hipétese indutiva do Teorema a Il . Logo, existe [I* tal que
2 3

P P
o
N, >N« , 0 »M0% 1pCN> < 1pCM)> . Logo , 1pCM) < 1pCr™

Usando ¢ Teorema 1 em ﬂz, temos trés possibilidades

Ci> M= = II*
2 a
P P

Neste caso, n° » ﬂ; = [* e JI = I*

P P
Ced Il = Tl = TII=
z 3 2
P P o P
Neste caso, I'I1 > n; = ﬂg e I = I*
P =
C3 1 =% = =
2 2 3
o P P P
Neste caso, I = [1* = [l* e Il = [l*
2 3 1 a

Vol temos ao Teorema
Consideremos dols casos:

b

2 , onde Il ? ' Sl

Caso Cad) : II" =1

Neste caso, o resultado é imediato.

Caso Cbd : N° = N°.

Temos vaArias possibilidades de acerdo com a FCID

o1



(1D Se Il € da forma :

e |
v v R |

y
rel

bous I ¢ [ =4

onde : (i) A > B & FC(ID

»

Ciid> A ndoc € eliminada em ﬂz pela regra > — I mostrada

(1.1) Se II' & da forma :

1l
2
n’ B
1
n = A A>B
B
n
3
onde I1 = I’
i v 1
Pelo Tecorema (2) , podemos usar em H1 a hipbdtese indutiva.
P P
Logo, existe Hr tal que I'I1 = ﬂ: > H; = H: e 1pcn;) & lp(ﬂib.
Seja I* da forma :
n
2
ﬂ: B
M= A AsB
B
n
E]
P P
Observamos, facilmente, que I1 % , [I' 2 [I* e ,usando o Teorema (25,

l1pdll'> < 1pCID
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C1.2) =e 1" & da forma:

n!

i
I=
U

w

=] I

onde [1 = 1’
2 2

o

Temos duas possibilidades

(1.2.1> Se I'I1 & normal , neste caso [1I° & da forma :
n n’
2 2 o
o _ B 'O B . S
n = na e I = na , onde Il ? I ;

Vemos que 11° = 1’° . Usando ¢ * D, existe II* tal que :
P P
s> , N'° = = e 1pCM’®> < 1pCn®>. Ent3o, n
p P
M »0°° > M e 1pCI’> < 1pCN® < 1pCId

=]

P
[T" = I*

=y 'O

(1.2.28) Se l'I1 n3c & normal, neste caso II° é da forma

I
2
. W, _B
= A &aA>E ]
B , onde N = 1°
n 1 v 4
3
Temos que ﬂ;
ne = n: B
A A>B P =
, onde I1' = II'
B 1
1

a3



Vemos que n° = N'° Usando ¢ * D , existe M tal que :

P P
n° >« , NM*° am* e 1pCM*® < 1pcn® . Logo :
P & P P & P
N=s>n” =0 , 0" 30'° 30* e lpC'd < 1pCN° < 1pCId

(1.2) Se [1' & da forma

n
2
il B
i
n = A A>B
ﬁ, , onde l'la = I’
A v '3
Como A > B é&FUD , Il el" devem ter as seguintes formas
Il n
2 2
I Il B
1 1
M= A A>B n = A A>B
B B
I I n’ Il
5 4 5 4
D C D C
E E
ﬂd ﬂd

onde 1 < I1°
5 1 5

Temos duas possibilidades

{1.3.17 Se l'l1 & normal , neste caso temos
nz nz

B B

o I1 I1 mn* I

n = 5 4 & M2 = 5 4
D C - D C

~ E B

na nd

Logo, n® =« n°,

O resultadoe segue de maneira anadloga ac (1.2.2)
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(1.3.28) Be ﬂ1 ndo ¢ normal , neste casoc temos

n, mn
(=) O <
mn B n B
i i
n° = A A>B e II'°= A A > B
B B
m r n r
5 4 5 4
D 4 D &
E E
mn I
L] [+

Novamente, I1° = ne.

O resultado segue de maneira andloga ac anterior.

(1.4) Se II' & da forma :

Il
2
n = E
Il
3
Neste caso, como N° = ' , Hi nd3oc €& normal . Logo ,
nz
o
e = ]'l1 B
A A > B
B
I

Vemos que M1 = II’. Usando C * ) , existe [I* tal que :

P P
>* , ' 2% e 1pCl’'d < 1pCl® < 1pdID

=
=y
=

g5



(2) Se Il & da forma :

tark
1§
z
n = n1 B k
A A > B
- , onde A > B & FCID
11
e
(2.1) Se II" & da forma
LA™
n
2
n = n* B
. k
A ASE , onde N = I’
B i1 v 1
I
)
Neste caso, temos
nl rI:l
A = A
(=] - ’ —
n = nz e I = ﬂz
B B
m n , onde
a 3

Vemos que I1° = MM'°. O resultado segue de

ao €1.2.20
(2.2 Se II'" & da forma :
cAT™
r]i
2
n = 1'1:l B :
A s , onde N = I’
B 2 v 2
Il

a6

P
n = n°
L

maneira anéloga



Consideremos duas possibilidades ;

(2.2.1> Se a reducio I'Iz e I'I'2 é tal que ;

X ” p
B (=] A nao ocorre em H‘ . Isto & ,

I
4
n = Il E
i
A A > B
B
I

onde A nlc é eliminada pela regra > — I mostrada .Entdo :

CAD l'I1 ¢ normal , neste caso ,
o n-l.
n- =
B o
I , onde TII' = 11" .
a L
Temos gue
I
1
& A
I = I
2
B
Il
a
i o 2
Observamos facilmente que n® =« n°. O resultado segue de
2Efetuo.mos em n° uma reducéioc do mesmo tipo que a redugdo I'Iz-b l'l.‘r . As
redugdes SO Casc &m questdo ¥ séo dos tipos : ~ - reducdo ou > -
redugc ( com a regra > - I ndo relevante ) . O re sultade segue

imediatamente por inspecdo nessas reducdes.
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maneira andloga aco (1.2.20

B> I'I1 nao € normal , neste caso ,
n
” 4
me = n1 B
A A>B
B
n P
a , onde [II’ ? n’

Seja £ da forma:

Vemos que :

By
A ﬁ‘
* = I e Z' = n° E
2 1
= A A > B
ns B
1
3
P (=]
onde : Ci)E?Z i
G E > =’
Observamos que [1°3 s° e £ = NI'° .Usando ¢ * D> , existe
op Op o o]
MN* tal que : 1" 2N , £ =22 M*% e 1p(Z ) < 1pCll'D.Logo :

P P P
>* e 5 »5° 2% .Com isso obtemos, 1pC(E) < 1pCN® < 1pCID

L

o

P
nm =1
1

a8



Usando a hipdtese indutiva em Z, existe Z#* tal que :

P P
P L Z' o Tk e 1plCZ'd < 1pdZD
Como 1pCZ’') = 1pCN’ ®), pois £’ = n’° , obtemos ,

1pCI*D € 1pCEd < 1pCIDd

Usande o Tecrema (12 em £ , obtemos

Cad MN#* = Z* ., Com isso, temos
P P o P
T = I*x = ZT* e I’ o MN'" ="' « ZI*
P
Cb) M* = Z* , Com isso, temos
P P P & P
T = I* o % e I » M =z = I*
P
Cc) Z% = % . Com isso, temos
P P P P

[T = I* e [’ ? MN'° = ' = 5% = [

(2.2.28) Se a reducdo Hz » H; & tal que :

, com Ak pertencende a II_ . Isto & ,

n‘

m
™

-

Neste caso, Nn'° é da forma
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> 4

n° = n4
B
Il
3
Temos que
I
1
A
n° = I
2
B
n

Observamos facilmente que [1° = n°°.? o resultado segue de

maneira analoga ao C1.2.20

(2.3) Se ' &6 da forma

tar*
I
2
iyl B
n = !
- A A > B
B
n'
a
Come A > B & FCID , o resultado segue de maneira anidloga ao
¢t 3D
%kfetuamos em T1° uma reducdo do mesmo tipe que a redugdo l'lz-) 1'14 o

resuliadoc segue por inspeglic nessas redugdes .
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(3 Se Il & da forma :

onde A A B €& FUD

(3.1) Se IlI' & da forma :

, onde [1 = I’
4 A i

b

Temos duas possibilidades:

Cad ﬂz é normal , neste caso, temos
11 | B 5
1 1
= A e [ Y = A
n I
3 3
P
onde [’ ? i
Observamos que II°s II'°. O resultado segue de

andloga ac (1.2.2D.

CbD Hz na3oc &€ normal , neste caso, temos

101

maneira



(o]
o]

n I n’ I
= 1 2 - 1 2
nm = A B = I1* = A B
A AB A A B
A A
ﬂa Ha

P
onde N_ =» N° .
2 v 2
Obser vamos dque m° - n'°. 0 resultado segue de maneira analoga

ao (l1.2.2)

(3.8) Se I’ & da forma :

n mn’
1 2
n = A B
A AR
A , onde Hz ? ﬂz
1

Pelo Teorema (2, podemos usar em nz a hipdtese indutiva.

P P
Logo , existe ﬂ: tal que : Hz w> n; ’ ﬂz -» ﬂ; e lpCHzD < lp(ﬂzb

Seja Il* :
I [T
1 2
A B
L A AB
A
I
3
Observamos, facilmente, que Il = JI* , JI' = [I* e, usando o©

Tecrema (22, 1lpdll’> < 1pCID
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(3.3 sSe Il & da forma :

I I
1 2
n = A B
A A B
A » onde Ha > ﬂa
n'
3
Como A A~ B & FUD , o resultado segue de maneira analoga
ao (1.3
(3.4> Se II' & da forma :
I
1
n = A
1
3
Neste caso, comeo I1° = I1° , Hz ndo é€ normal . Logo :
n n’
1 2
n° = A B
A A B
A » onde ﬂz ? H:
I
3
Observamos que [1I°% II', e o resultado segue de maneira

andloga ao (1.4D

(4> Se Il & da forma

, onde A ~ B & F(ID.
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O resul tado

(5D Se [l & da forma

¢5.1> Se T’

Neste caso

Obser vamos
andloga ao (1.2.22

(8.2 se I

1"]0

i

Como VxAUx) & F(ID,

1.3

segue de maneira anidloga aoc (3D

& da forma

n
1
ACad
= V¥xAC %D » onde V¥xACxD & FCID.
ACLD
11
2
nf
1
ACad
= Vaco  c oree e
ACLD
I
2
temos
505
nst
RO "<

que M°s MN'°. ©0 resultado segue de

& da forma :

I
: |

ACad

Ve AC >0

ACLO
I‘]l
F4

, onde 1 = I’
2 v 2
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Igso conclui a prova do Teorema (3D

Corolarioc (12 ; Se Il se reduz a I1I' (] e d N>, entdo, 1plll*'> < 1lpdlD

e existe um T* tal que 1 a2 e TII' 5 [I*

Prova : por indug¢do em n .
Base: Tl g n , & o préprioc Teorema (3D
Passo Indutivo: 1 = l'l1 * 1. Da hipdtese indutiva , existe II* ,
tal que :
P P
1 = I*= , ﬂ1 =2 [* e lpCﬂi) < 1pCId
Usando o Teorema (3), existe n: tal que :
P P
Hi > ﬂ: , M" = ﬂ: e 1pdCll'> < lpCﬂij.
Com isso, temos 1pCIl') < lp(ni) < 1pCID
Usando o Teorema (1) em l'l1 , temos
Cad M= = ﬂ:
P P
Neste caso , I1 = [I* = ﬂ: e n = n: :
P
Cbd [I* = ﬂ:
P P P

Neste caso, [1 = [1* 3 n: e II' = Il* 3

[

y

Ced TI=*
1

Neste caso , 1 = [l* e II' = nr = [l
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Corolario (2): NORMALIZACAO FORTE

Se a pior sequéncia de redug¢do para uma derivagio qualquer T,
em €' , termina, entio toda sequéncia de reducdo para [l termina em

uma Unica forma normal.

Seja I'I1 Hz ..... uma sequéncia qualquer de reducdoc para [l .

CI> FINITUDE:
Como lp(ﬂib & finito, e pelo corolario (12, temos

lpCHP < lp(ﬂ? para gqualguer j > i

Portanto, existe um k tal que lpCl‘lk) 1, isto &, 1. &

normal

CII> UNICIDADE :

Sejam . Jl....:H e HE: wszus M duas sequéncias de
1 2 n i 2 m

reduclo para I1 que terminam . Vamos mostrar que nn = H;

Usando o Corolérico (13, existem ﬂ: =3 n; tal que :

p P
Cid> N = I=* e = [=* 3
1 1 n i
P P

Ciid I1* = JI= =) n’ = Il*
1 2 m

Como Tl e [I' s3o normals , entdo I M« e Mn'= TI*
n m n 1 m 2
Isto & , ﬂr & H; sZc normais. Pela unicidade da pior sequéncia para

M {Tewrema €123, ﬂ: = ﬂg =

A prova esta concluida.
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