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Introdugao

Hd quase 60 anos, GBdel publicava a demonstracao de seus teore-
mas de incompletudes héd pelo menos 30, iniciava-se uma polémica, que
se estende até hoje, sobre as conseqiéncias destes teoremas fora dos
dominios da 1dgica. A controvérsia gira em torno do confronto entre
maquinas e mentes: mais exatamente, busca-se verificar se os resulta-
dos de GBdel permitem estabelecer uma disting8o efetiva entre a mente
humana e o computador, do ponto de vista de seu 'potencial argumenta-
tivo'.

A grosso modo, a proposta deste estudo € a andlise dos elementos
envolvidos na polemica. Do ponto de vista técnico (logico), as discus
soes acerca dos teoremas de GBdel parecem ter-se esgotado na decada
de 60, Fora desta drea, as divergéncias ainda s8o profundas, embora
varios autores afirmem que o assunto estd (ou deveria estar) encerra-
dol. Trabalhos recentes desmentem esta opiniﬁoa. Sua sobrevivéncia de
ve~se, emn parte, a uma compreensao erronea acerca dos aspectos matemé
ticos das demonstracbes de GBdel (conforme serd mostrado). Existem ou
tros aspectos, contudo, gque nao se reduzem a equ{vocos. Um estudo ég
bre este tema, portanto, nio tem um interesse exclusivamente histori-
COe

A relacfo entre um reswltado formal (um teorema matematico, no
caso) com a realidade fisica (as miquinas e seu funcionamento) cu com

4 4 . ‘ r r i .
o dominio psicoldgico (a mente) envolve hipoteses empiricas. A fim de
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se evitar a sua andlise, toda a discussao € restrita ao plano 1ldgico-
linglistico. As idéias relativas a polémica sfo reformuladas de manei
ra a envolverem apenas sistemas formais (em lugar de mdquinas) e (me-
ta)teorias inform2is (ao invés de mentes).

0 estudo compoe-se de trés partes. Na primeira delas, o objetivo
é a definicdo da nogcdo de prova, Com esta finalidade, sdo apresenta -
das e confrontadas as teorias matemdticas informais e formais, Alguns
tdpicos nas dreas de filcsofia da matemética (o papel da intuicdo nas
teorias informais, a natureza ontoldgica dos objetos matemdticos) e
de filosofia da linguagem (o0s principios e axiomas ldgicos embutidos
na linguagem natural) estfo envolvidos nesta discussfo. A andlise
dos temas procurou acompanhar o nivel técnico das discussoes desenvol
vidas por 1logicos e matemdticos a este respeitoB. A ausencia de uma
analise suficientemante globalizante nesta literatura tornou necessé
ria a construgéo de um quadro abrangente sobre 'provas matemdticas!
a partir de observacGes e comentdrios isolados.

Muitos dos temas relacionizdos a esta discussdo, como a intuigao
matemdtica e a logica do discurso natural, receberam um tratamento
superficial. A proposta deste trabalho, na realidade, ndo inclui (nem
requer) uma abordagem detalhada destes temeas., Sua inclusao deve-sSe
fundamentalmente & necessidade de se estabelecer a existéncia de duas
classes bdsicas de teorias matemiticas. Além disso, a andlise destes
topicos permite visualizar os obstédculos que dificultam o estabeleci=-
mento de uma distingfo efetiva entre elas, do ponto de vista do seu
potencial dedutivoa

~ - - '} 4
Na segunda parte, o demonstragdo dos teoremas de incompletude e



examinada. As principais etapas sdo tratadas separadamente: o proces-—
so de aritmetizacio da metamatemdtica, a construgdo da sentenga inde-
cidivel, a prova do primeiro teorema na aritmética e na sintaxe. Na
analise dos recursos dedutivos envolvidos, procura-se destacar a preg
senca de elementos semAnticos nas denonstracoes. Em relagdo ao segun-
do teorema, que é apresentado esquam&ticameﬁte, existe especial inte-—
resse por sua relacgdo com o problema da consisténcia dos sistemas for
mais que representam a aritmetica.

A relagﬁo entre os teoremas de incompletude e a nogao de prova
passa a ser considerada na ultima parte. Em primeiro lugar, apresen -
tam-se oS criterios que permitem associar mdgquinas a sistemas formais,
dos quais o mais relevante é a tese de Church/Turing. A seguir, estu-
do similar é desenvolvido em relagéo a mente e éé teorias informais.
Estas consideragﬁes permitem visuwalizar a existéncia de dois planos
distintos no confronto entre méquinas e mentes: o emp{rico, que envol
ve as hipéteses mencionadas, e o 1ldgico (e epistemolégico, no que se
refere 4 representagfo do conhecimento matemidtico), no qual se pode
efetivamente examinar os teoremas de incompletude. Permitem tambem
verificar gque cada um dos planos pode ser abordado separadamente, tor
nando poss{vel a eliminagﬁo de todos os elementos fisicos e psicolég&
cos da discussao.

As duas grandes posicoes que dominam até o momento a controver -
sia sfo apresentadas através da analise dos trabalhos de alguns auto-
res, selecionados por razoes histéricas4 ou pela originalidade (ao me
nos relativa) de suas contribui¢oes. De um lado, prevalece a idcia de

que ot teoremas de incompletude diagnosticaram uma limitac¢8o incontor
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ndvel de todos os sistemas formais frente as (meta)teorias informais,
Neste caso, nenhum sistema formal poderia abarcar a totalidade das
provas aritmeticas informais. De outro lado, encontram-se 08 partida-
rios da tese de que & limitag@o se estende a todos os sistemas 'Lin -
ghisticos' adequados a realizacdo de inferéncias. Conseqlientemente, as
provas formais poderiam representar convenientemente as informais.

A Q1tima questdo € a da consisténcia das teorias formais., Embora
seja considerada por todos os grupos envolvidos na controvérsia, 0
tratamento que lhe é dispensadoc em geral nao revela seu real signifi-

cado. Nossa abordagem procura recuperar a verdadeira dimensdo do pro-

blemza,



A Representagfo do Conhecimento Matemdtico
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Teorias Informais

Os sistemas de objetos considerados pela matematica podem ser in

troduzidos por intermedio de dois métodos distintos . O primeiro de-

les, denominado genético ou comstrutivo, caracteriza-se pela exibigao
de regras que permitem gerar os objetos de maneira seqliencial e efeti

va. Nb segundo caso, que envolve o método axiomitico ou postulacional,

nao ha critérios que viabilizem a construgao dos objetos, mas apenas

propriedades e condi¢Oes que pederdo ser satisfeitas por um, mais de
P 1

um ou eventualmente nenhum dominio .

No caso construtivo, existe uma dependéncia evidente entre o do-
minio e o método: a existéncia dos elementos depende estritaments des
regras, que determinam a gfénesc de um e somente um conjunto., Um exem-
plo tipico que se enquadra neste caso é o da aritmética recursiva, on
de 0s numeros naturais sdo definidos indutivamente.

A situagéo em relagdo a abordagem axiomatica & radicalmente dis—
tinta, existindo duss situagCes possiveis. Os axiomas podem, em pri-
meiro lugar, ser encarados como proposigoes gue procuram descrever
exaustivamente uma determinada realidade anterior e independente de-
les. A geometria de Euclides constitui uma teoria que ilustra este ca
s0. Por outro lado, ha a possibilidade de que os axiomas nfo visem a
desorigfo de uma iunica realidade egspecifica, existindo deste forma 4i
ferentes dominios de objetos que os satisfagam. Tal situagéo pode ser
observeda em relagfo a teoria {absirata) dos grupos, Em ambos 08 cam

- -~ . . fod r -
sos8, o existencia dos dominios envolvidos nfo € determinada pelos axi

v i R
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Teorias axiomdticas sdo aquelas que recorrem ao método de mesmo
nome. Entre seus elementos constituintes basicos, cabe destacar o gru
po de nogoes primitivas, que permanecem indefinidas na teoria, e, na-
turalmente, os axiomas, que estabelecem as Propriedades fundamentais
destas nogoes. HA um grupo especifico destas teorias, constituido
pelas denominadas "axiomaticas informais", Embora a prépria denominae
¢ao indique a impossiblidade de sua descrigdo rigorosa, elas possuenm
algumas propriedades gerais comuns, que s2o essencialmente duas: o em
prego de uma teoria de inferéncia informal e o recurso & teoria ingé-
nua dos conjuntos. Ambas s&o assumidas como bdgicas, de maneira que-
se torna dispensdvel qualquer fundamentag@o adicionale.

A 1dgica presente nas teorias informais ¢, em linhas gerais, a
embutida nz linguagem natural, marcada pelo uso de expressoes COrIen—
tes ("nio existe nenbum elemento", "para todo elemento®, dotadas de
seu significado usual), além do empfego de principios de inferéncia
comumente referendados pela comunidade dos matematicos. A base para a
sceitagdo deste arcabougo dedutive — a sua suposta ‘evidéncia' =~ in
dica a presenga de uma primeira componente intuitiva na matematica in
formal, envolvendo especificamente a intuigao logica,

Em relagdo a tecria dos conjuntos, seu emprego permite a formula
¢ao da terminologia de praticamente todas as teorias informeis. Con -

3

forme obgservam varios autores-, nao existem garantias absolutas acer-

i - : ¥ . i . . F
ca da sua consisténciaj; reforga tal incerteza inclusive o fato de Ja

. . - ¢ + r :
terem 8ido constatados paradoxos relacionados com O principio de abs~

tragdo, quey; a grosso modo, pstabelece que toda e qualguer ‘'proprieda
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de' delimita um conjunto., Argumentos acerca da maior confiabilidade
da nova versao informal 'purgada' de todos os parddoxos conhecidos
nio tém o valor de uma prova definitiva: sempre existe a possibilida-
de que se constatarem futuras contradigoes. A justificativa para o em
prego persistente de tal teoria, contudo, mais uma vez € a sua alega-
da evidéncia, que dispensaria qualquer fundamentagdo a partir de prin
cipios anteriores. A noqﬁo de conjunto representa a segunda componen-
te intuitiva nes teorias informeis .- desta vez, num nivel propriamen
te matematico.

0 conceito de intuig@o aguil empregado representa, de maneira bas
tante simplificada, a via de acesso ao conhecimento das proposigoes
necessédrias, que nio poderiam ser alcangadas por intermédio da razio
ou da experiéncis. & experiénciaz sensivel ndo pode superar o dominio
do contingente, enguanto a razao nao pode justificar a validade de to
das as proposigoes, porque, para isso, Seriam necessdrios outros prin
cipios, incorrendo-se assim numa regressao ao infinito. O conhecimen-
to intuitivo &€ constitufdo por juizos auto-evidentes, como no caso
das regras de dedugdo e dos axiomas da teoria ingénua dos conjuntos.

A partir da descrigfo destas caracteristicas comuns, observa-se
que o0 rotulo ‘informal' termina por abarcar um conjunto bastante am -~
plo e heterogéneo de teorias matematicas, agrupando desde @ geometria
de Fuclides até teorias (informais) algeébricas extremamente abstratas
7al fato desperta o interesse em se introduzir uma classificagdo in -
terns. Recorrendo-se a algumas idéiss fornecidas por J. Ladriére, tor
na-~se possivel o distincdo de dois grupos: as teorias intuitivas e as

ebstratas?,

e ]



Nas axiomaticas intuitivas, o papel da intuigdo ¢ ainda mais re-
levante do gue em uma teoria informal qualquer, AsS nogoes bdsicas sdo
dotadas de um significado proprio, e os axiomas ccnstituem assergocs
intuitivamente verdadeiras acerca destas nogoes. O métcdo axiomdtico
estd presente na sua primeira versao, visto que os objetos existem in
dependentemente dos axiomas. HAa outras denominagGes que também S&0
usvalmente atribuidas neste caso, como ‘axiomatica concreta', ou ain-
da ‘axiomAtica material‘'. Tomando-se um exemplo tipico — novamente a
gecmetria de Euclides .- podemwos observar que as nog ces geométricas
primitivas —— pontoy, reia, plano — estfo associadas a objetos que,
a0 menos hipoteticamente, existem antes da foramulagao da propria teo~
ria, 0s axiomas geométricos, por representarem enunciados evidentes
acerca destas nogOes, estabeleceriam as propriedades do espago fisi -
005.

Teoriss concretzs atualmente nio ocupam mais e atengdo dos mate-
maticos. A imposigdo de que elas se limitassem ao emprego de axiomzs
evidentes e intuitivamente verdadeircs revelou-se inaceitdvel apos a
formulagao das geometrias nﬁo-euclideanas; A intuigdo passou a ser en
carada como um guia falivel na determinacao dos axiomas. Surgiu, des-
ta form2, o interesse pelo desenvolvimento de teorias abstratas, em
que os termos perdem seu significado préprio, e os axiomas deixam de
possuir um valor de verdade. A teoria reduz-se a umz estrutura, enten
dida agui como uma série de relagdes cstabelecidas sobre um detlermi-
nado conjunto, que permanece contudo inespecificado. No caso particu-
lar da geometria, elimina-se todo e qualguer recurso & intuigao espa-

. . e - . . o . - r
cials nio existe mais a intengfo de se cristalizar atraves dela qual~

LR ]
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quer conhecimento acerca do espago fisico. Fica estabelecida, conse-

gllentemente, uma distingao rigorosa entre a teoria abstrata e suas

possiveis interpetragdes, o que se torna mais evidente nas demonstra-
¢Oes dos seus teoremas:

"Indeed, if geometry 1is to be deductive, ?he deduction must every -
where be independent of the meaning of geometrical concepts, just as
it must be independent of the diagrams; only the relations specified
in the propositions and definitions employed may legitimately be
teken into account; During the deduction it is usefmlandlegitimate;
but in no way necessary, to think of the meaning of the terms; in
fact, if it is necessary to do so, the inadequacy of the proof is
aalls manifat,) (M. Pasch, citado em Wilder[43], p; 7)

Uma das consegdéncias, portanto, da formulagdo de teorias abstra
tas é a propria redefinigdo da nocgao de prova; torna-se necessario 1i
mitar as informagoes utilizadas nos argumentos apenas as explicitamen
te representadas por meio de axiomas. O emprego de uma das possiveis
interpretacoes dos termos da teoria durante as dedugoes pode possuir
no maximo uma fungfo acesséria; oxiste, contudo, outra conseqiéncia,
que também foi constatada por Pasch ainda no final do século XIX:

Ll & (;..) a theorem is rigorously derived from a set of propositions
— the basic set = the deduction has a value which goes beyond 1ifts
original purpose. For if, on replacing the geometric terms in the
basic set of propositions by certain other terms, true propositions
are obtained, then corresponding replacement may be made in the
theoremy in this way one obtains a new theorem as & consequence of

the altered basic propositions without having to repeat the proof, *
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(M. Pasch, citado em Wilder[4i], p; 1)

Pode-se concluir que as provas em teorias abstratas adquirem um
significado mais amplo: independentemente da interpretacd@o particular
que se possa atribuir as nogdes primitivas, todos os teoremas sempre
serao validos (supondo-se naturalmente que & teoria seja consisten -
te);

Embora abstratas, estas teorias permanecem nitidamente infor -
mais; Isto significa que & intuigao continua a desempenhar seu papel
a nivel légico e também matemético; Serd interessante apresentar de
forma mais clara o papel da no¢fo ingénua de conjunto neste contexto.
Boa pzrte da terminologia de uma teoria abstirata envolve o emprego
das no¢oes de elemento, pertinencia, subconjunto, etc; Pode-se inclu-
sive tornar a noqao de estrutura mais precisa por recurso a estes texr
mos; As nogoes primitivas, por exemplc, podem em geral ser expressas

por meio de constantes, gque correspoudem simplesmente a elementos de~

terminados do dominio, subconjuntos, géries de subconjuntos ou mesmo
conjuntcs e €nuplas ordenadas (associadas aos predicados e funges da
teoria)e. As relagdes internas existentes entre estas nogoes seriam ex
pressas através dos axiomas, caracterizando-se desta forma & totalida
de da estrutura6.

Tomemos como exemplo a aritmética de Peano. Os termos indefini -
A0S - numerco natural; zero, sucessor - correspondem respectivamente
a um elemento gendrico do dominio, uma constante (ou elemento assina-
lado) e uma fungao de uma variével; A¢ operacoes de Scma e produto
néo sdo screscentadas a esta lista justamente porque ¢ possivel foramu

14.1as por recurso & teoria dos conjuntos. Recorrendo-se também a es

T
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1
ta teoria pode-se generalizar a nogac de nﬁmero, introduzindo-se os

racionais, reais e complexos, sem que Se necessite acrescentar qual -
quer novo termo indefinido ou axioma 34 aritmética.

A discussd@o sobre teorias informais serd finalizada com mais al-
gumas observagoes sobre a nogao de prova, Considerando-se que ela de
pende dos mecanismos de inferéncia disponiveis na teoria, pode-se con
cluir que tampouco é possivel caracterizé-la de maneira pracisa; Uma
prova informal emprega explicitamente apenas o8 axiomas préprios da
teorias e os teoremas anteriormente demonstrados, na medide em éua o3
principios 16gicos permanecem subentendidcs?; A linguagem utilizada
faz uso do simbolismo espec{fico da teoria, adicionado contudo 2 lin-
guagem natural, que fornece as regras Qe inferéncia intuitivamente vé

*

lidase.
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Formalizag8&o

Em linhas gerais, a formalizagao é um processo que busca elimi -
nar todas as componentes intuitivas de uma teoria axiomatica infor -
mal, seja ela material ou abstrata; Seu prigcipal objetivo € a obten-
¢ao de uma definigdo mais rigorosa e precisa para o conceito de prova
em cada teoria;

Alguns autores cometem um equivoco ao reduzirem a formalizagdo a
geragdo de teorias abstratasa. Estas tecorias, contudo, ndo s&o0 neces-
sariamente formais. O processo de formalizagZo nao se esgota com a
eliminagao do significado dos termos e axiomas presente na esfera in-
formal. Conforme foi observado anteriormente, existem diversas teo -
rias algébricas matamaticas, fortemente abstratas e dotadas de ur sig
bolismo proprio, em que ainda se pode constatar a presenga da intui -
¢80, a nivel 1dgico (mecanismos de dedugdo) e motemdtico (nogdo ingé-
nua de conjunto).

A eliminacio do significado dos termos em uma teoria constituird
apenas a primeira etapa da formalizaqﬁo (obviamente no caso de ser
aplicada a teorias materimis). 4 definigao rigorosa da nogé&o de prova
certamente requer o processo de abstracgéo, na medida em que todas es
propriedades dos termos da teoria que sejam de alguma forma relevan -~
tes para os processos dedutivos devem ser convenientemente formuladas
por meio de axiomas. Ou seja, nao se pode recorrer a gualquer inforza
éﬁo acerca dos obietos da teoria que nZo tenha sido formalmente ex =

5

pressa’,

s =]
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A explicitagéo de todos os axiomas proprios de uma teoria consti
tui o infcio da eliminagdo da intuicdo matematica. Em relacao a geome

tria euclideana, por exemplo, M;\Pasch ja havia observado, em 1882, a

necessidade de se introduzirem alguns axiomas "ocultos" que participa

vam implicitamente nas demcnstragoes de teoremas. Um deles relacioni-
se com as propriedades dos triﬁngulos;

"uma reta que intercepta um lado de um triangulo num ponto distinto
de um dos seus vértices terd necessariamente de interceptar um outro
lado do mesmo triangulo”. 10

A eliminacdo da intuigZo a nivel matematico somente se completa
apts a redefinigdo do papel do conceito de conjunto na teoria; Exis -
tem duas opgoes a este respeito: a incorporaéﬁo, & teoria em vias de
ser formalizada, de uma versao formal para a teoria dos conjuntos; ou

o completa supressao das nogaes basicas e principios da teoria dos

conjuntos, gue serianm subgtitulidos por novos conceitos e axiomas inte

gralmente representdveis na teoria. A adogdo da primeira alternativa
carrega consigo dificuldades propriss, como por exemplo a incerteza
em relagdo a consisténcia desta teoria. Nestas circunsténcias, a se-
gunda opgéo representa uma solugdo mais atraente, principalmente quan
do se tem em vista a determinagio de bases mais solidas para a carace
terizac@io da nogao de provae

Um exemplo que sSe enquadra na segunda alternativa mencionada aci
ma 6 o da aritmética de Peano. A nogfZo de conjunto aparece explicita-
mente no ultimo axioma desta teoria, due introduz o principio de indu
éﬁo matematicas

“se M for um conjunto de ntmeros naturais tal que O (zero) seja um de
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seus elementos, e tal que, para todo numero a ele pertencente, puder
verificar-se que o sucessor de tal nimero também pertence ao conjun-
to, entdo o conjunto M contém todos o8 numeros naturais".

Para se reformular este axioma, a solugao adotada foi o emprego
de propriedades (predicados) exprimiVeis por intermédio dos recursos
linghisticos disponiveis na nova teoria foréal, em lugar de "conjun -
tos" (no sentido genérico do termo) de numeros naturais. Dentro desta
perspectiva, o principio de indugdo é substituido pelo seguinte es -
quems de axiomas:

(4(0) & (x)(A(x) & S(x,y) = A(¥))) = (x)A(x)
onde A{x) é uma férmula qualquer de uma variavel livre da teoria for-
mal. A adequagio desta soluéﬁo serd discutida mais tarde.

Uma vez suprimida a terminologia da teoria dos conjuntos, resta
eliminer o uvso implicito de seus principios e propriedades. £ neces-
sdrio merescentar a aritmética os axiomas que, na teoria informal, es
tavam ausentes em virtude da possibilidade de sua dedugdo & partir
das propriedzdes dos conjuntos. Esta situajdo pode ser verificada na
defini¢io das operagdes de soma e multiplicagfo, para as quais sdo
introduzidas as seguintes equagoes recursivas:

Y *0a R
X, + x," = (z, + x5)"
Xl e 0=0
X' (e ) 4y

X
g 3
~ i L %
Resta finslmente abordar a questao relativa & logica informal.
Em principio, parece razoavel supor que bastaria explicitar, na forma

de novos axiomas, 093 principios & regras 10gicas empregados nNoOS Ppro-

T
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cessos de dedugao informal, incorporando-0sS a seguir ao conjunto de
axiomas proprios da teorid. Ocorré, entretanto, que, em geral, o nume
ro de regras e principios ldgicos que podem ser utilizados € infini -
to. Por uma conveniéncia de representagdo, portanto, serd necessdrio
representar a ldégica sob a forma de uma teoria axiomatica formal inde
pendente. Assim, a partir de um conjunto ' finito ' de
axiomas e regras, torna-se possivel a dedugdo, sob a forma de teore -
mas, dos demais principios e regras 1logicas. Uma teoria formalizada,
portanto, contard com um cédlculo ldogico na cendig&o de um de seus com

, 1
ponentes,

B e



Teorias Formais

A matéria-prima para & formalizagao sao as teorias informais; o
produto final, as teorias (ou sistemas) formais; As caracteristicas
gerais destas teorias ji4 foram indicadas no capitulo anterior. Hd
contudo outros aspectos que ainda nio foram abordados;

Tomemos inicialmente a definig8o de sistema formal apresentada
por W, Hatcher:

"pA formel system F consists of a set A called the alphesbet of F (and

whose elements are called signs), a sot S, an element of which is

called a well-formed forpula (e..) of ¥, & set R of finite relations

over S (e..), an element of R being called a rule of inference of K

and a set P called the gsxioms of F, These sets are related in  the
following ways S is a subset of the set J%&E) of all finite se~-
quences of elements of A (eeo), and P is a subset of S."

(Hatcher [15], pe 12)

A presenga da terminologia da teoria dos conjuntos ¢ marcante: a
nogao intuitiva de conjunto ¢ empregada sem ter sido previamente defi
nida, & primeire viste, um dos propésitos da formalizagdo —— a elimi-
nagdo do emprego desta NOGEQ wm nao foi respeitado nesta definigao' .
PS necessidade, contudo, de se estabelecer uma distingdo entre a teo-
ria formal proprismente dita e o discurso a respeito dela, O texto de
Hatcher citado, por se tratar de uma descrigzo acerca de uma teoria
formal, encaixa-se no segundo caso. Desta forma, & terminologie rele-

cionada & tcorie dos conjuntos presente nesta des¢rigfo nio toma par-

Bt
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te da teoris formal propriemente dita.

A nogao de conjunto, desta forma, torna-se importante para a des
cricdo de uma teoriaz formal. Hd, contudo, uma restricdo extremamente
importante: os conjuntos aqui enveolvidos devem ser "efetivos" ou "de-
cisiveis", Esta caracteristica, portanto, aplica-se a todos os conjun
tos mencionados na definig2o de Hatcher: de simbolos (ou alfabeto),
das formulas bem-formadas, das regras de inferéncia, dos axiomas. Tal
restrigao torna-se um elemento absolutamente fundamental na deIimita-
950 deste conceito: uma teoria formal, que pode ser gerada stravés do
processo de formalizacac, aplicado a uma teoria informel, deve neces-
sariamente consistir de uma série de conjunitos "efetivos",

A idéia de procedimentc efetive, basica para a perfeita compreen
sao da natureza das teorias formais, é imprecisa, Ela apresenta como
uma de suas principais caracteristicas o fato de abranger uma série
de processos finitos. Trata-se certamente de um conceito dotado de
uma dimensdo empirica, aplicédvel tanto ao dominio psicoldgico (quando
se referir a&s atividades mentais) guanto ao fisico (caso se tiver em
vista um dispositivo fisico/mecinice apto a executar determinadas ope
ragSes). Algumas propriedades comuns podem ser constatadas com relati
ve facilidade:

1. todo procedimento efetivo, aplicado a qualquer situagdo particu =
lar, atinge seus resultados em um numero finito de etapas;

2. o conjunto de regras {ou operagdes) que compoem o procedimento tam
bém é finito (em caso contrdric, nio ssris possivel chegar, num da

do problema, a uma solugdo);

3. as operacgoes empregadas sao definidas previements (ou seja, novas
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operagoes nao podem ser introduzidas tendo-se em vista a especifi-
cidade de um determinado problema);

4., o processo nao faz apelo a qualquer instrugdo ou informagdo que
nao conste de seu conjunto de regras ou dos dados explicitamente
apresentados no problema (isso significa que nio se requer 'inteli
géncii na execucfo do procedimentolz).

A definicao de Hatcher revela outro aspecto proprio das teorias
formais. A exigéncia de que o wnjunto de férmulas seja "efetivo" sig-
nifica que deve existir um grupo de regras (fora da teoria) destinado
a permitir distinghir uma férmule da teoria de uma seq@iéncia de simbo

los ngo pertencente a ela. Estas regras sao denominadas regras de for

gagﬁo. Elas também nao podem ser expressas no interior da teoria,
como veremos posteriormente,

Em vista do que ja foi apresentado, é possivel deteciar uma ana-
logia estrutural entre sistemas formais e o conceito de tcdlculo’ ’
que ¢ definido por Carnap:

"By a calculus is understood a system of conventions or rules of the
following kind. These rules are concerned with elements -—— the SO
called gymbols -~ about the nature and relations of which nothing

more is assumed than that they are distributed in various classes .

Any finite series of these symbols is called an expression of the

calculus in question," (Carnap[ 3], p. 4)

De mesma forma que um calculo, wna teoria formal constitui um odb
jeto conceitual auto-suficiente e fechado, dotado de uma determinada
estrutura organizacional, em gue se realizam determinades operacoes

- construgio de Formulas bem-formadas, de provas, ctc - por recurso
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estrito a regras bastante precisas .. A semelhanca entre calculo e
sistema formal autoriza-nos a tirar algumas conclusdes. A eliminag@o
de todo o significado dos termos e sentengas, além da exclusdo da in-
tuicdo nas dedugdOes e na determinagf@o dos axiomas, estabelece umz dig
tingao radical entre estes sistemas e as 'teorias', na sua conotagZo
usual. A exigéncia de explicitagdo dos simbélos, dos axiomas e das re
gras de formzgdo e de dedugdo, dispensando-se qualquer justificativa
com base na intuicl@o, permite em principio & construgdo de sistemas
totalmente arbitrérios e artificiais. A escolha dos axiomas ou das re
gras (incluindo-se as 1égicas), neste caso, ndo tem qualquer motiva -
¢80 cognitiva: ndo existird nenhuma teoria informal va base da sua
construgﬁo. Tais sistenas, portanto, representam objetos que se justi
ficam porSi mesmos. Nestas situagGes especificas, parecCe mais apropri
ado empregar a designogéo 'sistema formal', na medida em que o termo
‘teoria' denota usualmente um sistema lingliistico abstrato que busca
representar un objeto exterior a ele préprio. Convém ressaltar que es
tas observagoes se aplicam apenas a teorias formzis e ndo podem ser
estendidas & teorias abstratas quaisquer, porque estamos considerando
que 0 préoprio sistema de inferéncia é passivel de uma escolha arbitré
ria,

Ums vez completa a andlicse das teorias formais, torna-se conveni
ente estabelecer um critério gue permita classificé-lasem grandes gru
pos. Ne medids em gue & formelizagdo inclui como uma de suas etapas a
incorporacdc de uma teoria 16gica formalizada, costuma-se identificar
uma teoria formal pela ordem do céleulo nela introduzido. A maiox» par

te das teorias matematicas pede ser cconvenientemente formalizada por
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meio de teorias formais de primeira ordem.

Podemos introduzir agora a discussao acerca de provas formais.

TomemosS em primeiro lugar uma nogao mais abrangente, que ¢ a de dedu-

¢80 a partir de hipdteses. Uma formula F é dedutivel a partir de um

conjunto H dexﬁérmulas bem~formadas, denominadas hipéteses, caso exis

tir uma seqiéncia de fdrmulas Eqs Ez,.;;, EA = P, de maneira gue cada

uma delas satisfaca uma das seguintes condigﬁes;

(i) Ey é elemento de Hj

(1i) E; é um dos axiomas da teoria formalj;

(iii) By é obtida a partir de alguma das férmulas anteriores na se -
qténcia pela aplicagfo de uma das regras de dedugdo da teorial{

A nogdo de prova formal corresponde simplesmente a um caso parti
cular dentro da definigdo de dedugdo: no caso, 0 conjunto de hipdte -
ses deve cer vazio. Isto significa que uma f£érmula demonstrével é
aguela que pode ser deduzida a partir dos axiomas da teoria,

O conceito de prova formal, portanto, obedece estritamente 203
propésitos do processo de formalizac@o. Ndo existe recurso a gualquer
nocao semintica., Pode-se observar, contudo, que, em relac&0 as provas
informais, elas sio substancialmente mais extensas, na medida em que
todos os elementos envelvideos devem ser explicitados; Mesmo provas in
formais bastante elementares tornam-se extremamente longas. Indepen -
dentemente deste fato, esta nogéo é efetiva, ou seja, existe um proce
dimento efetivo gque permite determinar, para toda seq¥€ncia finita de
férmulas, se ela constitui ou nfioc uma provae. A nogéo de demonstrabili
dade; por outro lado, ndo goza da mesnA proprizdade: para as teorias

aptes & representarem adequadanente & aritmética, ndo se pode estabe-

STy
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lecer um procedimentc efetivo que permita reconhecer, dentro do con ~
junto das formulas bem-formadas de uma teoria, aquelas que correspon-
dem a teoremas (ou seja, sentengas demonstréveis). A construcdo de

provas nao tem de ser necessariamente efetiva nume teoria formal.

-



Metateorias

As teorias axiomdticas formais sfo construidas a partir de crité
rios rigidos que determinam, com base em procedimentos efetivos, a to
talidade de seus simbolos, férmulas beﬂpforéadas e axiomas; 0s recur-
sos de uma linguagem formal normalmente ndo permitem a expressio de
juizos acerca dela prdpria, conforme j& havia sido assinalado no ca-
pitulo antericr; 0 simples fato de que a teoria é formal, nfo possuin
do, portanto, qualquer referencial exterior a ela prépria, representa
um obstéculo para que exista em seu interior uma formula que posse re
ferir-se a outra, mesmo que da propria teoria, Desta forms, € necessg
rio recorrer & outra linguagem guando se pretende analisar uma deter-
minada teoria, ou, mais exatamente, formular juizos acerca de saus
elementos;

Os estudos realizados sobre umae teoria constituem sua metateo -~
ria; As cbservagoes realizadas anteriormente a respeito de teorias
formais, restritas até o momente ao nivel descritivo, constituem um
exemplo de andlise metatedrica, Existem pelo menos duas abordagens
distintas neste nivel; A primeira delss limita-se & um estudo interno
da teorias, constituindo & sintaxe: nesta situag@o, encontram-se por
exemplo as descricoes mencionadas acima; A segunda tem em vista tra -
tar das relacoes entre uma teoria e suas possiveis interpretagoes,
constituindo a semantica.

As metateorias, desta forma, constituem simplesmente teorias

acerca de sistemas formais. Existe, portanto, uma semelhanga estrutu-

TN,
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ral entre elas e as teorias informais, na medida em que ambas reali -
zam assergoes significativas sobre determinados objetos ou conjuntos
de objetos abstratos. A intuiggZo faz-se novamente presente no estudo
de matemdtica, agora em um nivel mais "elevado": a metamatemética;
termo empregado por D. Hilbert para designar a metateoria no dominio
matemdticos ‘

"(ose) dadurch werden die inhaltlichen Gberlegungen, die 8elbst—
verstindlich niemals vBllig enthehrt oder ausgeschaltet werden
kbnnen, an eine andere Stelle, gewissermassen auf ein hBheres Niveau
verlegt, und zugleich wird in der Mathematik eine strenge und
systematische Trennung zwischen den Formeln und formalen Beweisen
einerseits und den inhaltlichen Uberlegungen andererseits mBglich,"
(Hilbert [lEJ]r Pe 1659 15

Segundo Hilbert, portanto, o estudc da matematica nio pode pres—
cindir da intuicfo, sendo rossivel apenas delimitar sua esfera minima
de AtuACA0 = a metematemdtica, no casc. Bsta caracteristica reforga
sua semelhanca com &5 teorias inforrais, que se manifestard especifi-
capente através do emprego da ldgica intuitiva e da teoria ingénua
dos conjuntos, sujeita normalmente a restrigoes quento a efetividade
ou decisibilidade destes conjuntos,

As mesmas observacoes n2o Se aplicam apenas & matewmatica, podenw
do ser estendidas a teoriass formaise em geral e suas respectivas meta-
teories.

Assim como outras teoriss informais, as metateoriaze possuem um
conjunto préprio de simbolos. Exislem cm primeiro lugar as constantes

metalingbisticas, que representam nomes para os simbolos, termos e

]
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formulas do sistema formal. Isso significa que, embora sejam objetos

lingﬁ{sticos, 08 elementos de um sistema formal nao séo acessados di-

retamente na metateori&. A necessidade do emprego de nomes pare 0s

elementos da tecrie formal e justificada por Carnaps

"If a sentence (in writing) refers to & thing = my writing-table ,
for instance -~ then in this sentence a deéignation of the thing
must occupy the position of the subject; one cannot simply place the
thing itself - namely, the writing-table —- upon the paper (se.)"
(carnap[ 3], pe 154)

Introduz-gse, desta forma, & distingéo entre objetos e nomes tan-
bém em estruturas lingtisticas, onde tal distingé@c em geral passa de~
sapercebida. Existe, contudo, um recurso gue, na maioria dos casos,
permite contornar tal distingdo, Teoricamente ndoc existe restricdo em
se empregar o préprio objeto como seu nome, embora tal convengao re -
presente uma opgao bizarrs quando aplicada ao mundo fisico. Num con -
texto linghistico, contudo, esta solugdo em geral nao acarreta difi-
culdedes. Todo termo empregado nestas circunstancias ¢ denominado "au
tonimo" . 16

Tndependentemente da convengzo adoteda, oS nomes para 03 simbo -
los, termos e férmulas do sistema formal passam a integrar o conjunto
das constantes da metelinguagem., Torna-ce conveniente, nestas circunsg
tancias, a introdugéao de varisveis metalingﬁisticaﬂ que possam percor
rer o conjunto destas constanties, representando elementos genéricos
— permitindo por exemplo a expressao de juizoa acercae de férmulas
guaisquer do sistema — ou desconhecides. Un dog usos mais sigrifica-

. ™ . . . 3 . i
tivos destss veridveis € a formvlacdo de esquemas de axXiomas, gue )
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nivel formal s6 poderiam ser representados através de um nuimero infi-
nito de formulas.

Em conseq®éncia da introdugfo de constantes e variaveis metalin-
gﬁ{sticas, torna-se possivel estudar um sistema formal sem que haja
acesso direto a ele. A adogdo de momes para os elementos do alfabeto
e para as foroulas torna dispensdvel, ao megns sob o ponto de vista
metalingtistico, a apresentagdo da teoria propriamente dita,

A respeito da sintaxe, deve-Se mencionsr que um de seus propoési-
tos basicos é a aprecentacdo das regras que determinam a construgdo

de férmulas bem-formadas (denominzdas regras de forrecfo ) e as  que

governam a derivagao de teoremas a partir dos axiomas (regras_de de-

Ll

ducfo ou transformecfo, pertencentes a teoria 1dgica incorporada a0

sistema). A primeira vista, pode nZo parecer natural o fato de tais

regras nzo pertencerem efetivamente ao prdprio sistema formal. Contu=
do, deve~se considerar que &a sua apresentag@c envolve a utilizagdo de
s{mbolos que nfo pertencem ao dominio da linguagem formal. Uma regra

de deducdo como modus_ponens; por exemplo, exigiria o uso de varia -

veis metalinglisticas sobre formnlas e de quantificadores sobre estas
varidveis, para que se pudesse representar formalmente o enunciedos
Wdadas duass férmulas A e B quaisquer, se |- A e |- A =B, entdo
‘—B".

Como as regras de formagdo e de dedugdo de um sistema pertencem
ao nivel sintdtico, as nogdes de prova e de dedugdo (ou demonstragio)
estio entre os conceitos metalinghisticos bdsicos. Mais ums vez, ¢ im
portante ressaltar que, embora cada uma das provas e dedugoes formais

seja efetivamente rcpresentével ne interior do sistema, 0 meemo nito
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se aplica aos conceitos de prova e de dedugao, para cuja formulacdo
também sBo necessirias as varidveis metalinglifsticas.

Existem outros conceitos que s&8o tratados estritamente na sinta-
Xe, Sua formulagdo envolve principzlmente a nocdo de prcva, de manei-
ra que somente apés a formalizagéo se pode propor & analise rigorosa

de teis conceitos.

F - . ~ ' A - . -
Ha em primeiro lugar a nogao de consistencia, que admite mais de

[l . B - . - .
uma versaoj; a consistencia absoluta, em particular, aplica-se a siste
mas formais que nio contenham nenhuma férmula, tal que ela e sua nega

¢&o0 sejam ambas demonstrdveis. Outra nogdo, a de gompletude, também

admite caracterizacoes distintas, Do ponto de vista estritamente sin-
tdtico, ela indica e inexisténcia, em um dado sistema formal, de um
par de formulas, P e ~P, em que ambas sejam indemonstrdveis,

O conceito de decisibilidade estd fundado na nocdo de procedimen

2 . ’ - - N -
to efetivo., Uma teoriz formal sera decisivel caso existir um procedi-
mento efetivo gque permita determinar, para toda férmula bem-formada,

-~ ~r - - 5 4
se ela corresponde ou nao a um teorema. A nogao de 'efetividade' e in
formal, estandorelacionada a um conjunto de regras gque permite resol-
ver um determinado problema em um numero finito de etapas. Para que o

. L L4 c‘J‘ & ~ ) P '_l,l
conceitc receba um travamento adequado, sera necessario representa-lo

. ~ » . -~ .
matematicamente, A Solugao sera o emprego da teoria das fungoes recur
eivas, que serd considerada posteriormente.

Ha finalmente a nogao de independéncia, quz pode ser aplicada ao

g ; n : . F
conjunto de axiomas de uma dada teoria formal., Em principio, um con -

junto de regras ou axiomas serd independente guando a eliminagao de

gualquer wra delas diminuiro potencial dedutivo da teoriu. 17



Dedugoes Metateoricas

0 processo de formalizacao termina por desdobrar uma teoria in -
formal em um par teoria formal/metateoria, sem que desaparega a neces
sidade de se recorrer a intuigdo. Aparenteménte, a Unica inovag&o in-
troduzida a este respeito s80 os limites mais estreitos para seu em -
prego, circunscrito agora a metateoria. Nosso problema original —- a
imprecisdo da nogdo de prova — aparentemente permanece Sem solugdo ,
na medida em que, na sintaxe, empregan-se principios intuitivos. A
utilidade da formalizagdo torna-se, em principio, discutivel.

Existem, contuio, algumas caracteristicas prdoprias dos recursos
dedutivos disponiveis numa metateoria., Embora as provas metatedricas
sejom apresentadas eam linguagem natural, os métodos empregados S&0 es
pecificos, De uma maneira geral, hd restrigoes que os limitam aos de-

§ ¥ i £ .
pominedos métodos finitarios:

#The methods used in the metatheory shall be restricted to methods,
called finitary by the formzlists, which employ only intuitively con
ceivable objects and performable processess (.e..) No infinite class
may be regarded as a completed whole. Proofs of existence shall give,
at least implicitly, a method for constructing the object which is
being proved to exist." (Kloene[id], pe 63)

Estus restricoes foram inicialmente impostas a metamatematica
por Hilbert. No que se reforc ao emprego estrito de "objetos concebi-
veig", & sintaxe indiscutilvelmente ja se enguadra nésta perspectiva,

visto que & descrigio de uvm sistema formal envolve apenas conjuntos

ey
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tefetivos' ou ‘decisiveis'; quanto ao conceito de numero natural, seu
emprego esté restrito a aritmética finitista., Nesta teoria, toma-se
como dominio o conjunto formado por seqliéncias de simbolos organiza -
das em oxrdem crescente de extensaoj considerando-se, por exemplo, o]

4 . . . &
simbolo ' * ' como basico, o dominio serd constitufdo pelos elementos

ook, KR ERERL L,

gue podem ser representados pela notagéc usual dos numeros naturais.
Coerentemente com ag resiricoes mencionadas por Kleene, os conceitos
aritméticos sdo introduzidos de maneira a satisfazerem os requisitoes
dos procedimentos finitdrios: as operacces de soma e multiplicacdo,
por exemplo, sao definidas por recurso aoc principio de indug&o.
Sobre os processos dedutivos, as condigSes mencionzadas por

Kleene o0s limitam ao emprego de "processos praticaveis" ("performable

océases'). A fim de gue a existéncin de um objeto matematico nio sg
ja assumida sem sua cfetiva exibiclc ( ou sem a apresentagio de um gé
todo que permite a sus construcdo), proibe-se a aplicagdo do prinei -
pio do terceiro excluido a totalidaces infinitas. Os quantificadores
também nho podem ser utilizados indiscriminadamente: proibe-se a sua
aplicacio a congjuntos infinitose

As critices dirigidas as metateorias perdem ao menos parte de

sua validade apos a exposicdo destas modificacoes. Se considerarmos
gue nao existe a pogsibilidade de se justificarem indefinidamente to-
dos o0s principios e regras ligicas de uma teoria (sem que se incorra
numa regressao ac infinito) e que & intuigdc nao pode ser eliminada
completamente do dominio matemdtico (segundo o ponto de vista de

Hilbert), o8 métodos finitistas parecem constitulr uma opgao teorica
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absolutamente legitima, na medida em que formariam um micleo légico
minimo imune as criticas dirigidas a outras teorias informais, Este
nucleo parece dispensar qualguer justificag&o ou fundamentagﬁo.ls Sua
consisténcia nfo estd aparentemente em jogo: desta forma, ele pode
servir como base para a analise da consistencia de outras teorias,
Recursos mais fortes podem ser eveutuaimente empregados a nivel
metatedrico. Mais abrangentes que os finitdrios, hd os denominados m€
todos 'construtivos'y que também envolvem & utilizacfo de regras pre-
viamente definidas, reuvnidas em um conjunto finito. Sua aplicagao,
contudo, nem sempre resulta na obtengdo de um resultado apds um nume-
ro finito de etapas. Podemos tomar, a titulo de ilustragdo, uma ques~
t80 relativa &4 expansio decimal defl — a existéncia (ou ndo) de wuma

a9

seqiténcie de sete algarismos *7T' consecutives nesta expanséo, Emn-
bora as regras a serem empregadas nesta verificacdoc estejam perfeita-
mente determinadas, e, caso exista, a solugdo seja fornecida apds um
ntmerc finito de etapas, o proceszo se prolongard indefinidamente se
tal configuragio de numerais nfo ccorrer.

Pode-ce estabelecer, desta forma, uma distingdo imediata entre
processos finitérios e construtivos: no segundo caso, ndo ha garantia
geerca da tefetividade' da suva aplicagdo. O emprego de métodos desta
natureza permite a obtengdo de resultados irreprodutiveis por recur -
S0 a processos finitdrios. A possibilidacde de emprego de operagoes de

. o ~ . . i i .
generalizacio que n2o poderiam ser substituldas por quantificadores

ligados ("bounded quantifiers®) estabelece uma das diferengas concre-
tac entre o0s doie casos. AS provas gue sSe servem destas OpPeracoes 2c-

= . 5 == .
r50 construtivas sempre quz houver procedimentos pre-~-estabelecidos

oy
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para a verificagao do valor de verdade de cade instdncia da proposi-
¢gao generalizada, mas n8o serdo necessariamente finitérias.2
H2 controvérsias sobre a possiblidade de se caracterizar precisa
mente a totalidade dos métodes construtivos. Alguns autores negam tal
possibilidade:
"] est impossible de donner de ces notions une définition
satisfaisant aux conditions mathématiques de précision. D'ailleurs
elles ne sont pas des notions primitives au sens donné a ce mot dans

les mathématiques formelles. Nous venons de les ftrouver a_posteriori

par une analyse des constructions mathémetiques mais elles ne sont
pas posées a_priori a2 la base de ces constructions. Les
mathématiques se développent par une activité de l'esprit; ce n'est
qu'apreés coup gque nous isolons dans cette activite des notions et
des méthodes caractéristiques.” (&, Heyting, citado por Martin [?6].
De 176)

Pode~-se argumeniar, ao contrario, que a nogao de construtivismo
deve ser caracierizada por intermédioc de conceitos matematicos, des -
cartando~-se conseqlbentemente a sugestfio de Heyting de que novas reali
zagoes intelectuais no campo da matematica viabilizariam a expansao
continva e imprevisivel das fronteiras desta nog&o. Assim, enquanto a
nogao de procedimento finitdrio estariz associada a de recursividade,
os procedimentus construtivos se ligariam a idéia de envmerabilidade
recursivae

Existem métodos dedutivos ainda mais poderosos pass{veis de uti
lizegfo em uma metateoria, denominados tnzo-construtives'. Eles podem

ser clasgificados em dois grupcgs

sl
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(1) argumentos baseados na suposigdo de que Se possa realizar um nume
ro infinito de atos de escolhaj tal suposicfo é representada, por
exemplo, pelo axioma da escolha presente na axiomatica de Zermelo
para a teoria dos conjuntcs.

(2) argumentos em que se considera umconjuntoc infinito enquanto uma
totalidade acabada, passivel do mesmc tratamento formal dado a ou
tros objetos quaisquer.

Na aritmética cldssica, por exemplio, ocOrrem provas nio-constru-
tivas em conseqiténcia da avlicag@o do prineipic do terceiro excluido
em situagoes onde estéo envelvidos conjuntos infinites. No caso da
sentenga

(x)P(x)

haverd apenas as seguintes alternativas, caso se aplique este princi-

pios ou o enunciado ¢ verdadeiro, 0 gue significa que todos o3 elemen

tos de um dadoc dominio possuem a propriedade representada por 'P'js
ou ele é falso, o0 que permitiria supor a existéncia de um elemento
que satisfaca a negagio deste sentengs, isto &,

3x) ~ »(x

gerd verdadeira.

0 emprego de tais métodos permite a obtengdo de resultados de de
rivacao impossivel a nivel finitdrio. H4 contudo desvantagens. O pro-
cessc de formalizacdo perderit sua razfo de ser Cas0 Se empregessen;
a nivel metatedrico, procedimentos argumentativos de confiebilidade
idéntica ou menor acs da teoris matemdtica que estd sendo Tormalizads
Os resultados metatedricos obtidos nestas circunstédncins estardc su -

jeitos &8 mesmas criticas dirigidas ds teorias informuis.



Teorias Formais versus Informaisg

Dado um sistema formal que tenha sido obtido a partir de uma teo
ria informal, é conveniente indagar se ele corresponde a uma represen
tagéo adequada da teoria original. O conceito de adequacdo, neste ca-
s0, € tomado usualmente do pontc de vista dedutivo: bastard que o con
junto de teoremes de cada uma das teorias seja "equivalente® ao da ou
tra, ou seja, que todo teorema informal possua um correspondente for-
mal, e vice-versa. Qutiras caracteristicas das teorias (como a axioma-
tizagfo empregada) nio sdo consideradas relevantes neste caso,

~

4 verificagfo da adequagBo absoluta, no caSo da aritmética clas-

sica, por exemplo, é impossivel, em termos prdticos. A primeira difi-
culdade relacionz-se com a existéncia de um numero infinito de teore-
mas informais e formais, o que inviabiliza o estabelecimento de uxa
correspondéncia entre ambos os conjuntos, elemento a elemento. Uma al
ternativa para contornar esta dificuldade seria a andlise dos »rinci-
pios de inferéncia (e, naturalmente, dos axiomas): caso se pudesse
mostrar a equivaléncia entre os principios e axiomas das duas teorias
haveria a possibilidade de se estabelecer a equivaléncia entre os con
juntos de teoremas. Surge, contudo, um nove obstdculo. Como ja foi
mencionado, numa teoria informal, opera-se com vm sislema logico im -
preciso: deve-se recordar que 2 explicitagfo da 1ldgica é uma das eta-
pas da prépriu formalizacao. Desta forma, nao existe manszira efetiva
23

de se estabelecer tal corresvondencia.

Estabelecer a inadequacdo, por oubro lado, tampouco represecita
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uma_tarefa simples (do ponto de vista 'empirico‘, embora tal conceito
tenha uma formulagao bastante elementar: a exibi¢c8o de uma uUnica pro-
va informal formzlmente irreprodutivel bastaria para estabelece-la) .
Pode-se concluir facilmente quey no caso de se estar analisando uma
iteoria formal que seje de fato adequada, o numero de etapas envol-
vido nesta verificag8o nio serd finito. Outro método seria simplesmen
te a descoberta de ume prova nume teoria informal em que estivesse en
volvido um principio de inferéncia ainda ndo diagnosticado: tal fato
tornaria inevitdvel a rejeicdo da teoria formal aceita até entdo (su-
pondo-se naturalmente a inexistencia de uma prova formal estrutural -
mente distinta da informal, fundada apenas nos principios de inferén-
cia efetivamente formalizadoss ou seja, Seré necessario que o novo
principio de inferéncia seja independente de todos os demais disponi-
veis a nivel formal). Mesmo que se conss ~© uma deficiéncia desta na-
tureza, contudog pode-se em principio fortalecer o sisfama formal
pela introdugdo da nova regra, gerando-se assim um novo sistema poten
cialmente adequado. Em vista desta possibilidade, costuma-se afirmar
a inexisténcia de provas informais que nio possam ser representadas
em algum sistema que represente adequadamente & teoria original:
®The axioms I of mathematics are just the usual axioms for set theory
together with definitions of all the defined symbols., It is our
conviction that any mathematical proof can be expanded, somewhat
routinely, to eventually reach the form of a formal proof from T in
the sbove sense. Of course, this conviction is another instance (ce.)
of a judgement of applied mathemstics that is not subject to a

rigorous proof. We are just stating that our rigorous notion of
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proof is a fully adequate mathematical version of the mathematical
proofs actually found in articles and books," (Monk[zé], Pe 172)

Tendo-se em vista que esta opinido constitui apenas uma hipdte-
se acerca da matematica informal (mesmo em Se considerando que seja
'bem-corroborada'), a forma de se determinar a adequagdo continua 1i
mitada a verificaq&o empirica da possiblida&e de formalizagdo de cada
prova informal,

Unz vez constatada a inviabilidade da determinag&o absoluta da
adequagéo, restacomo alternativa procurar verificar algumas proprieda
des a ela relacionzdes. A caracteristica mais elementar € a existén -
cia, para o sistema formal, de um modelo que corresponda a teoria ine
formel. Uma caracteristica mais significativa ¢ o de categoricidade ,
que, em linhas gerais, indica a existéncia de um tnico modelo siand -
axrd, em relagéo ao qual todos os demais s&o isomorficos., Para um sis—
tema dotado destas duss propriedades, existe um e somente um modelo,
a0 qual estaria associada a teoria informal originml: a adequacdo se-

. F . 24 .
ria aparentemente uwma consegiéncia imediata deste fato. Ainds as -
sim, existem probvlemass nio € possivel determinar de maneira couclu -
dente & correspondéncia entre um modelo para a teoria formal e a teom-
ria informsl, pelos mesmos motives mencionados emrelacéo a4 verificam

25

¢c&o da asdequagilo absoluta. Desta forma, a garantia da consisténcia
(que & uma condigio equivalente & de existéncia de um modelo) e de
categoricidade para uma teoris formal néo asscguram a adequagao.

Un critério que supostamente englobaria uma condigdo necessaria

(mes nZo suficiente) para a adequagfo, envolvendo apenas considera =

- . ~ § - P * . - "~ 3
coes gintdticas, seria o de completude. Apes alguma reflexao, coniu -
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do, conclui-se que nem mesmo necessaria ¢ tal condigfo, porgue ndo
se pode afirmar peremptoriamente que & teoria informal seja completa:
nio existe, alids, maneira de se estabelecer tal propriedade numa teo
ria em que & nocdo de prova ndo esteja estabelecida de maneira preci-
Sa,

Em suma, a nivel estritamente metatedrico (sintdtico e semanti -
co), recorrendo-se aos conceitos de consisténcia, completude e catego
ri¢idade, nio é possivel estabelecer condigoes suficientes que permi-
tam provaer a adequagdo de uma formalizacao. £ absolutamente relevante
enfatizar que ‘'modelo standard‘® e ‘teoria informal' nao sdo conceitos
equivalentes. Enquantoe o modelo é um objeto formalmente caracterizado
a partir de conceitos extraidos da teoria dos conjuntos (dominio de
individuos, fungdes e predicados definidos neste.dominio), em cuja
conceituacdo nio estd envolvida gqualquer estrutura logica (que perma
nece confinade na sintaxe)y, uma teoria informzl engloba as componen -
tes sintdtica e semAntica, sendo marcada por uma margem de imprecisao
susente nes teorias formals e em seus modelos. Portanto, o unico pro-—
cesso que permite efetivamente verificar a adequacéo continua sendo s
inspegéo direta, processo que sofre das limitagaes jé consideradas,

Para elgumas teories formais, foi possivel o estabelecimento de-
finitivo da sua inzdequagfo. Um dos casos e o da aritmética de Peano,
que estéd relacicnado ao axioma da indugéo. Tal axiomz, por se referir
& nocéo intuitiva de ‘propriedadet, aplica~se a totelidade dos subcon
juntos de nimeros naturais. O esquema de axiomas empregado no sistema
formal, @o contrarios refere-se excluvsivamente ae propriedades expri-

miveis por meio de fdérmulas do sistema, gue constituem um conjunto in
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finito enumerdvel. Ascim, nem todas as propriedades sugeridas pelo
axioma de indugﬁo podem ser representadas nesta teoria formale. 2b

Deve-se esclarecer, contudo, que ndo se trata de uma limitacéo
formalmente incontorndvel: bastaria introduzir o cdlculo de predica -
dos de 28 ordem para gue se pudesse aplicar o quantificedor universal

a variaveis de predicado, ou acrescentar & teoriz axicmas da teoris

dos conjuntos. Ambas alternativas permitiriam a representacdo neste

novo sistemz formal, de gualquer subconjunto de numeros naturais. A

insisténcia em se conservar um sistema de 18 ordem deve-se ao fato de

ele servir como instrumento de formalizacdo pera a maior parte da
sritmética a que se dedicam os matemdticos.

BZ ainda outras situacoes em que se opera com sistemas formais
visivelmente inadequados, como por exemplo:

"iven where a formal system is said to be adeguate to an intuvitive
theory, it is often possible to construct, in terms of the whole
formal system, arguments which can no longer be formalized in the
system but are nonetheless of the same general type as arguments
formalizable in the system. Next, in the intuitive theory, we are
often less hesitant to use methods from other disciplinesj for
exanple, the use of analytic nmethods in number thecry. The
boundaries between formal systems are generally sharper so that, Tor
example, usual formal systems ¢f number theory do not include the
analytic methods." (W&ng[§1j§ po 6)

Em todos estes casos de patente jnadequacéo, o fato mais rele-
vante € o de que of axiomas e o6 principios de inferéncie nio inclui-

dos poderiem ser representados formmlmente nun sistema mais abrangen-
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tes a manutencéo de um sistema finadequado' encontra sempre ums Justi
ficative pragmitica (maior simplicidade, suficiéncisz para determina -
dos propésitos, etce)o Desta forma, pode-ce ainda sustentar a tese

mencionada por Monk de que, a cada prova informal efetivamente apre -
sentada, existe um sistema formal (para a teoria informal em questao)

potencialmente adequado, em que ela pode ser representada., A poesibi-

lidade de os teoremas de GBdel terem estabelecido uma excegdo a esta

’ + .
regra sera analisada posteriormente.

moaEy
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A Prova de Gbdel Revisitada



Aritmetizacdo da Metateoria

A demonstracio dos teoremas de incompletude abrange diversas
etapas. A primeirs delas corresponde a representacdo, na aritmética
informal, da sintaxe da teoria dos numeros formal, Através de um pro-
cedimentc desenvolvido por GBdel, é poss{vel estabelecer umg associg-
§§0 entre as sentencas metatedricas e um subconjunto particular de
senten§38 aritméticas, de tal maneira que cada uma delas serd verda-
deira se e somente se sua correspondente na outra teoria também 0
fore.

E importante apresentar algumas consideragdes emrelagdo as vanta
gens e & relevancia deste processo; Hd em primeire lugar a duestao da
delimitacfo dos procedimentos dedutivos metateéricos; Umna das manei -
ras mais eficientes para que se precise a nogéo de prova em uma meta-
teoria seria certamente a sua form&lizagﬁo; Tal opg&oc, contudo, reque
rerie a formulagéo de uma meta-metateoria (onde se explicitariam as
regras de dedugdo, se formularia o conceito de metateorema, se verifi
caria a consisténcia da metateoria, etec), que, por sua vez, seria
construida dentro da linguagem natural, de meneira gque conservariamos
a dificuldade inicial, deslocada apenas para outro nivel; A aritmeti~
zagdo corresponderia a uma solugao intermedidria entre a formalizaéao
e a imprecisao do conceito informal de 'prova metateorica sintéticwl
Desta forma, existiria ao menos a certeza de que nao se estaria cmpre
gando na sintaxe qualquer argumento fundado en principios dedutivog

a . - r .
mais poderosos do que 03 disponiveis na aritmeética. 1
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Ha uma razao ainda mais relevante, também relacionada com a no -
¢80 de prova, para justificar a aritmetizagdos
"If this method of arithmetization is not applied, certain difficul -

ties arise in the exact formulation of the syntax. For instance, let
us consider the syntactical sentence: “G;l is not demonstrable",
which means: "No sentencial series having E51 as its final sentence
is a proof." If the syntax is not arithmetized (...) we may
interpret it as & theory concerning certain series of physical
objects, namely, the series of written symbols. In a syntax of that
kind, it is certainly possible to express; "There exists no actual
written proof for E;l"’ but the sentence concerning the non-demon =
strability 0f(511 means much more, namel ; "No proof for 651 is
possible"., " (Carnap[3 ], p; 57)

A gintaxe deve, portanto, conter uma teoria abstrata acerca da
combinacao de simbolos e seqliéncias de simbolos; a propria definigdo
de demonstrabilidade, fundamental para a maior parte das considera -
coes sintdticas, envolve explicitamente nogoes combinatorias, confor-
me indica o texto de Carnap. A aritmetizag8o satisfaria esta necessi-
dade da maneira mais simpless
"It proves, however, to be much simpler, instead of constructing a

new combinatorial analysis of this kind in a non-arithmetical form',
to use the arithmetic of the natural numbers which already contains
within itself the whole of combinatorial analysis (whether of a
finite or denumerable number of elements). This is the most

important reason for the arithmetization of syntax." (Carnap [‘3],

pe 57-8)
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Uma vez esclarecida a conveniéncia da aritmetizagdo, resta apre-
sentar as teorias que estarfo envolvidas neste processo; Considerare-
mos em primeiro lugar o sistema formal (de 18 ordem)_&, que em princé
pio representa a aritmética axiomdtica intuitiva. 2 0s simbolos pro
prios da teoria sdo cinco:

a) uma consténte individual ('0');

b) uma constante predicativa (‘pl’z(x,y)' ou 'x=y');

¢) trés constantes funcionais (.fl,l(x)' ou *(x'), ‘fl’a(x,y)' ou
'X + y'y € 'f2’2(x,y)' o 'Xey')e |

Os axiomas podem ser classificados em gquatro grupos. O primeiro
(Al e A2) estabelece as propriedades da igualdade; o segundo (A3 e
A4) caracteriza a funcdo sucessor; o terceiro (A5 a A8), as funéaes
soma e produto, por intermédio de definigdes recursivas; 0 ultimo gru
PO constituido pelo esquema de axiomas AQ, representa o principio de
indugdo matematica:

(81) (x; = x,) = (x; = Xy ) Xy = x3)

(2) (xg = %) = (x* = %)
(A3) 0 # (x;)"

(a4) ((xg)* = (x)*) = (g = %)
(45) x; + 0 = x

(46) x; + x,' = (x; + %5)°

(A7) x1,0 = 0

(A8) xje(x,) = (xpexy) + 3
(49) Para toda férmula bem-construida de A,

P(O) = ((x)(P(x) o P(x')) = (x)P(x))
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Outra teoria envolvida é a aritmética informal, que tentaremos
apresentar da maneira mais precisa possivel. 0s axiomas que & compoem
foram originalmente propostos por Dedekind:

(AIl) Zero € um nimero;
(AI2) Para todo n, existe outro numerc que o sucede imediatamente, de
nominado ‘sucessor', que é designado por n'j
(AI3) Dois ntmeros distintos nao podem possuir o mesmo sucessor;
(AI4) Zero ndo é sucessor de nenhum numero;
(AI5) Se S for um subconjunto de numeros naturais que apresente as
propriedades:
(1) 0 ¢ s
(ii) para todo n ¢ S, segue-se que n* ¢ S,

ent20 S coincidird com o conjunto dos nimeros naturais,

Temos de distinglir ainda mais uma teoria matematica informal,
que ¢ a aritmética recursiva, Ela corresponde na realidade a teoria
das funcdes recursivas, com seu dominio restrito o conjunto dos nume
ros naturais. Os conceitos e principios nela envolvidos s@o pratica -
mente idénticos aos da aritmética ingénua; numero natural, sucessor,
principio de substituigfo de iguais por iguais e o principio de prova por re
cursfio. Sua caracteristica distintiva é o fato de que tanto as defini
éﬁes quanto as demonstraéaea 880 realizadas estritamente por emprego
da recursdo. Por exemplo, as operacoes de soma e multiplicag@o devem
ser definidas recursivanmenie, enquanto na aritmética elementar (intui
tiva) existe a alternativa de introduzi~las por intermédio da teoria
ingénua dos conjuntos;

HE outra diferenca bastante importante entre elas, relacionada
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ao uso de quantificadores. Na aritmética recursiva, dada uma relagdo
qualquer, admite-se apenzs a introdugdo de quantificadores - existen
ciais ou universais —  ligados (bounded guantifiers), que na reali-
dade pcderiam ser eliminados,; bastando para isso substituir a senten-
éa quantificada por uma seqtiéncia finita de disjungdes ou conjungoes
de instancias do referido predicado; Assim, com estas restrigbes, o
uso de quantificadores torna-se perfeitamente dispensév&l; Esta limi-
tagfo estabelece uma disting8o efetiva (do ponto de vista argumentati
vo) entre a aritmética cléssica e a recursiva; As provas existenciais
realizadas por redugdo ao absurdo e pelo emprego do principio do ter-
ceiro excluido (nfo-construtivas, portanto) néo sdo diretamente repre
sentdveis na aritmetica recursiva, 3

A aritmetizag8o da sintaxe da teoria A serd realizada na aritmé-
tica cldssica, com & ressalva de que, sempre que possivel, se tentard
observar os limites mais estreitos da aritmética recursiva. A razdo €
simplesmente a de que os métodos sintdticos finitdrios, quando mapea-
dos na aritmética, sZo integralmente representdveis pela teoria das
fungoes recursivas; Este processo, portanto, permite tornar mais pre-
cisa uma nog¢ao intuitiva extremsamente importante para as considera -
¢cOes metatedricas,

O primeiro passo da aritmetizaéﬁo é a atribuicdo de numeros natu
rais aos simbolos, Térmulas e seqBéncias de formulas da teoris A
(mzis exatamente, 208 nomes dos simbolos, das férmulas, ete, na medi-
da em que, na metateoria, nfo ee tem acesso direto aos simbolos da
teoria formal). Este mepeamento ¢ realizado por intermédio de fungoes

de atribuicdo de ndmeros de GBdel, que serfo aqui designadas pela le-
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tra 'g'e
A préxima etapa consiste na defini¢do de fungGes e relagdes re -
cursivas que possam representar diversos 'predicados' metapatemiti -
cos:s
a) "a seqliéncia de formulas de numero de GBdel 'x' € uma prova para
a formule de nmimero de GBdel ‘y'."
P(x,y) ou x P y;

b) "a férmula de numero de GBdel ‘'y' € obtida a partir da fdérmula de
numero de GBdel 'x' pela substituicfo da varidvel livre de nlmero
de GBdel 't' pelo termo de numero de GBdel 'u',"
y=8S8b| x z

¢y "a férmula de nimero de GBdel 'z' € obtida a partir da formules de
numero de GBdel ‘'y' pela introdugdo do quantificador universal
para a variavel de nimero de GBdel 'x';“
z = Gen(x,y) ou z = x Gen y

d) "a férmuvla de numero de GBdel 'y' € a negagdo da férmula de numero
de GBdel 'x'."
y = Neg(x)

e) "o numeral cujo numero de Gﬁde1 é 'y' corresponde ao numero natur-
ral 'x‘;"
y = Nml(x)

Este Ultimo predicado metamatematico dificilmente poderia ser
considerado sintético; Na sintexe, s6 pode haver referéncia a um sis-
tema formal e seus simbolos, mas n&o a suas interpretagoes. Nos qua -
tro primeiros casos, os argumentos do predicado e das fungdes aritmé-

ticae assumem valores gue correspondem & nimeros de GBdel para simbo-
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los, férmulas ou seqW¥éncias de formulas da teoria; Na ultima fungéo
metatedrica, contudo, a todo numero natural ¢ associedo um termo da
teoria (um numeral, no caso). Esta cperagdo é indiscutivelmente semdn
tica, na medida em que os numeros naturais constituem a interpretagao
standard dos numerais da teoria formﬂl;

Um artificio que supostamente neutraliéaria o cardter seméntico
deste predicado seria o de restringir o dominio da fungdo ao conjunto
dos numeros de GBdel, que corresponde obvieamente a um subconjunto pré
prio de [N. Neste caso, ambas varidveis teriam uma interpretagéo sinté
tica, por assumirem senpre numeros de GBdel como valores; Desta for -
ma, & nova 'interpretagéo!' metatedrica da funcfo 'y = Nml(x)' serd:
wo simbolo (ou termo, férmula, seqiiéncia de foérmulas) de mimero de

GBdel 'x' estd associado ao numeral de numero de GBdel 'y'."

Nota-se que o problema original nao foi eliminado. O enunciado
acima nao pertence ao dominio da sintaxe. Ele estabelece simplesmen-
te uma relacfo entre uma série de objetos formais e um conjunto de nu
merais. Tal operagio & estruturalmente equivalente & atribui¢do de nd
meros de GBdel — a distinééo seria apenas a de que estariam sendo
atribuidos "numerais de deel"; Embora ela possa ser realizada estri-
tamente no interior do sistema, Sua natureza nio é sintdtica — assim
como nfo é a da funcio de atribuicio de numeros de Gbdel 'g'.

0 conceito de prova e as operacoes metamatematicas até agui con-
sideradas puderam sSer representadas por meio de predicados e fungSes
aritméticas recursivas. A nogdo de demonstrabilidade, ao contrario,
sera indicada por um predicado que nao possui tal caracteristicas

Prov(x) & (Iy)(y P x)
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Deve~-se observar que o fato de se ter expressado tal conceito por

meio deste predicado nao significa, por enquanto; que ndo exista ou -
tra representeg8o estritamente recursiva.

Concluido o processo de aritmetizagfio, cabe indagar se ndo seria
possivel realizar o espelhamento diretamente no interior do sistema
A, na medida em que esta teoria corresponde a versfo formal da aritmé
tica cldssica. Tal proposta é, de certa forma, viével;

";;; we have differentiated between the object-language and the
syntax~language in which the syntax of the object language is
formulated; Are these necessarily two separate languages? fsmn ) o
we intend to show that, actually, it is possible to manage with one
language only; not, however, by renouncing syntax, but by
demonstrating that without the emergence of any contradictions the
syntax of this language can be formulated within this language
itself;" (Carnap[ 3]y pe 53)

Nio existe propriamente a intengdo de se formular a sintaxe de
uma linguagem (ou teorie) "dentro desta prépria linguagem", como suge
re Carnap, porque uma linguagem formal ndo possui qualquer referen -
cial exterior a ela prépria; 0 espelhamento no interior da linguagem~
objeto corresponderia neste caso simplesmente & ‘formalizacdo'! da me-
tateoria. A diferenga, contudo, é a de gque ndo haveria uma nova lin -
guagen formal, e ndo se exigiria a construgdo de uma meta-metalingua-
gem; A formalizac8o da metalinguagem na propria linguagem-objeto eli-
mina os problemas mencionados a respelto da geracfo de uma seqliéncia
inTinita de teorias/metateorias.

A possibilicdade de formalizagio, entretanto, nao vai eliminar a

o
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necessidade de se operar em um nivel informal., No processo de aritme
tizagﬁo, fica estabelecida uma correspondéncia entre as sentengas me-
tatedricas e um conjunto de sentengas aritméticas, de maneira que ca-
da enunciado metateorico sera verdadeiro se e somente se seu corres -
pondente na aritmética também o for; Numa teoria formal, ao contrd -
rio, as sentengas (ou formulas fechadas) néé possuem valor de verda -
de; Conseqlientemente, a formalizagdo ndo dispensaria a aritmetizagdo,
porque a metateoria é constituida por ju{zos significativos acerca de
objetos formais, que possuem um valor de verdade; £ necessério que se

tenha em mente a distingfo entre formalizar uma teoria e representd —

la no interior de outra.

No caso especifico das sentengas metatedricas que, por intermé -
dio da aritmetizagfo, sfo associadas a relagoes recursivas, existiria
um critério que permitiria seu espelhamento no seio da prépria lingua
gen-objeto, em virtude de um teorema aritmético, denominado 'lema da
correspondéncia', segundo o qual, para todo predicado recursivo primi
tivo P(xl,;..,xn), existe uma férmula, no sistema A, de nimero de
GBdel 'r', contendo varidveis livres de numero de Gbdel gl,.;;,gh, de
maneira que, para todo X5 L€ag n;

17 19 ne g,
P(xl,...,xn) - Prov| Sb| r

Wal(x,)  Nal(x,) vee Nml(x)

a7 19 g 4

~P(X.ye0e9Xx ) = Prov| Neg|{Sb|rx ree i
. % Nml(x,) Nol(x,) ... Nal(x)

. . L4 . i
Este ‘'lema' 6 simplesmente um teorema da aritmetica informal que
o~ " ’ . - -~ ; L4
envolve glgumas relacoes recursivas e a analise da decomposigao de nu

meros naturais em fatores primos, Em virtude da aritmetisacdo da meta



matematica, ele possul a versdo metatedrica (semintica) indicada, em
que se associam sentengas aritméticas verdadeiras (ou falsas) a férmu
las demonstréveis (ou refutéveis); Em decorréncia dele, fica estabele
cido que as sentengas metatedricas que estdo associadas, via aritmeti
zagfo, a sentengas aritméticas recursivas, sdo 'representdiveis' no

sistema formal: para cada sentenéa metateérica nestas condigGes, exis
tird uma formula demonstrdvel no sistema (caso a sentenga for verda -
deira) ou refutdvel (se for falsa). Contudo, a8 sentencas metatedri -

cas para as quais nao se puder estabelecer uma associagao semelhante

nao serfo representdveis em A



Primeiro Teorema

A proxima etapa na demonstracdo é a construgdo da fdrmula indeci
divel de GBdel. Considere-gse o predicado aritmético recursivo
19
Q(x,y) = ~|x PSb \y
Neil {y)

Em decorréncia do lema da correspondéncia, tal predicado € repre

sentdvel no sistema formal Aj isto significa que

19 17 19
~\XP3b |y -y Prov {Sb | g
Nl () Nml(x) Nml(y)
19 ) 17 19\
x PSbly -y Prov |(Neg!| Sb (g
Nml (y) Nml (x) le(y)) y

onde q = g(MQA(x,y) M.

Seja 'p' o numero de GBdel da formula que se obtém a partir da
férmula T Q(x,y)" por meio da introducdo do gquantificador universal em

[ b o r -1
relacao a variavel x @

r 19 =
p =17 Genqg = g| ()vlx P S| ¥y
Nml(y)

Pomemos agora a férmule aberta que se obtém a partir de ™ Q(x,y)’ ao
se Substituir a varidvel 1ivrer-y1 pelo numeral correspondente ao né
mero natural ‘p', e seja 'n' seu nimero de GBdel; entfo:

r .

19 19
r=5b(q = g ~Mlx P 8bi p
Nml(p) Nml(p)
A sentenga aritmética indicada acima a direita ainda corresponde

2 um predicado recursivo. Ista caracter{stica, contudo, deixa de exis
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ro . L i ~
tir no proximo (e ultimo) passo da construgao da formula indecidivels:

: ~ o : ~ , S
a introdugdo do quantificador universal em relagdo a varidvel x na

férmula de numero de GBdel 'r':

19 19
s = 17 Gen r = 17 Gen| Sb| q = 9Sb| 17Geng =
Nml(p) Nml (p)
19 ] 19 &
= Sb{p = g| (x)x PSb|p 5
Nml (p) Nml (p)

Denomiremos 'G' a férmula fechada cujo nimero de GBdel & 's',
'G,* a sentenca aritmética que corresponde a interpretagdo desta for-
mula, e ‘GM' o enunciado metamatematico associado a esta sentenga
- r . r
aritmetica, gue e:
19
r r . A~ e
na férmula de numero de GBdel ' Eb | p ' pnfo é demonstrdvel
Nml(p)
no sistema formal A"
ou
mg férmula 'G* nio é demonstravel no sistema®.

A prova realizada por GBdel acerca da indecisibilidade de G (pri

meiroe teoremsz de incompletude) é basicamente sintdtica. No processo

de demonstragéio, nio se recorre & interpretagdo da férmula G n2 erit-
mética (embora se empregue a interpretagao de outras formulas, como

veremos oportunamenta). Em virtude do espelhamento da metateoria na
aritmética, é possivel tomar este metateorcma como um teorema estritz
mente aritmético. Vamos considerar em primeiro lugar uma apresentagfo

4 " L
esquematica desta versao:

[ 19

(A) Hipdteses: Prov | Sb| p ' (i)Y
\ Nml.(p) /
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..(:']x)(Prov(x} & Prov(Neg(x))) (11)

19 19
Prov {Sb | p )) <S5 (@x) | x PSb| p )
( ( Nml(p) Nml(p)
A R ()
- nPSb|p -y Prov | Neg [Sb (q
Nml(p) Nml(n) Nml(p)

(iii)

19 ) ( 19 ) 19 )
Sb| p = Sb| 17Genqg = 17 Gen Sh| q ‘
Nol{(p) Nl (p) Nml(p) ,
19 19
oo Prov | Sb (p - Prov | 17Cen Sb{ q oy
Nzl (p) K Nml (p)
17 &3
- Prov|Sb (g (iv)
Nml(n) Nawl(p)

. 1T 19
de (iii) e (iv): Prov | Neg|Sb | aq &
Nml(n) Nml(p)/,
< ( . Rt >)
& Prov|E8b|q (v)
Fml{n)} Nml(p)

de (iiY e (v): contradigéo

Portantos

19
~ (Ix) (Prov(x) & Prov(Neg(x))) = ~ Prov <Sb<p )j (vi)

Nml (p)

() lema da correspondéncia
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: 19
(B) Hipdteses: Prov |Neg|Sb |p (vii)
Nml (p)
%
~ (Ix) ( Prov(Neg(tGenx)) & (y) Prov | Sb (x )})
Nml (y)

(viii)
de (vii) e (viii): (x) ~{x P Sb{ »p )
Nml (p)
2 19
<) (x) Prov|{Sb|qg (ix}
Nml(x) Nmi(p)

19 19
Prov| Neg | Sb{ » ) -3 Prov | Neg |Sb| 17Geng (x)
Nml (p) Nml (p)

( 19
18 = S
Sej (} b \q -

de (ix} e (x): (x) Prov (Sb ((5

17

)) & Prov(Neg(l'?Gen{b)) (xi)

Nml(x)

de (viii} e (xij: contradig@o

Portanto:

t
~ (3x) (Prov(Weg(ttenx})) & (y) Prov (Sb (x le(y))) -

19
~- ( - 5b (xii)
T \Neg< <p N‘”“‘”)»

) lems da correspondéncia
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Considerando-se que:
(viii) = (ii), entao
o 19 19
(viii) @ ~ Prov|{Sb|p & ~ Prov| Neg|Sb | p
Nml (p) Nml(p) /

(q;e;d)

= i~ .
Passemos agora a versao rwais relevante do teorema, gque correspon

- ~ "
de a sua tradugac para a metamatemdticas:

(L) Hiplteses: A fOrmula G é demonstrdvel no sistema (i)
0 sistema A ¢ consistente (ii)
Se G & demonstrével, entéo existe uma prova para ela; seja *n' o

numero de GBdel desta prova,

Se * n é o nimero de GBdel da prova de G* ¢ verdadeira, entéo

19
*n P Sb( p ' também o serd,
Nml (p)
19
Se *nPSb|p v ¢ verdadeira, entfo, por aplicagZo do
Nmi(p)

lema da corresponddéncia, a férmula de numero de Gbdel

17 19
Neg |Sb | q
Nml(ny Nml(p)
J

~
X

é demonsirdvel no sistema., (iii)

.

E 4 . - .
Por outro ladoy se G e demonstréavel, issc equivale a afirmar que

19
a férmule de numero de GBdel ' 17 Gen Sbr/q \\' ¢ demons-—
Wl (p) )
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travel,
Empregandc-se a légica de 12 ordem, pode-se mostrar ent8o que a

férmula de mimero de GBdel o também Serd demonstrdvel,  (iv)

Obtivemos, portanto, que tanto a férmula de numero de GBdel

~ s~ r . .
quanto sua negagdo s@c demonstraveis na .teoriae (v)
Isso contradiz a hipdtese de censisténciaj logo, se a mantiver -
mos, conclui-se que G nio ¢ demonstrdvel no sistema.  (vi)
Hipdteses: A férmula -G ¢é demonstrdvel no sistema (vii)

0 sisteme formal A é W-consistente. (viii)

De (vii) e (viii), conclui-se que G nio pode ser demonstrada  no

sistemae Se ' G ndo pode ser demonstrada no sistema ¢ verdadei=-

19
ra, entdo ! (x) ~| x P Sb| P ' também 0 Berd.
Nl ()
19
Se ' (x) ~{xPSb|p ¢ & verdadeira, entio, pelo lema
Nml.(p)

da correspondéncia, todas as instincias da formula aberta F(x),
17 19
cujo ntmero de GBdel é ' Sb(q ', 880 demonstra -
Nml(x) Nml(p)
veis na teoria. (ix)
Por outro lado, a demonstrabilidade de ~G significa que a formu-
la de ntmero de GBdel

19 \ 19
Neg {Sbl p s Neg | Sb| LT7CGeng =
Kol {p) ) Nml(p)
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17 19

= Neg | 1l7Gen Sh| q
Nml{x) Nml(p)

que corresponde a férmula ‘'~(x) F(x)', também é demonstrdvel na

teoriae (x)

Comc resultado, obtivemos que ‘'~(x) F(x)' e todas as instén -

cias de P(x) sdoc demcnstrdveis, (xi) -

Isso contradiz a hipdtese de W -consisténcia da teoriaj; logo, se

a mantivermos, conclui-se que ~G nio ¢ demonstrdvel na teoria.

(xid)

Finalizando, em funcdo dos dois resultados (vi) e (xii), conclui-se

~ . 4 ’ . - .
que, se A for (W -consistente, G e uma formula indecidivel na teoria.

(qeetd)

-, £ - o~ d
Convém apreseptarmos alguns comentarios em relagac & prova meta-
r g o
teorica. Na parte (4), existe uma passagem em que uma sentenga meta -
. d - & . - s s ’ "
teorica é convertida, via aritmetizac¢so, em uma sentenga aritmetica
. . ) r ”~ i
recursiva e,em seguida, atraves do lema da correspondencia, em unma

formule fechada da teoria foraal. Tomemos mais uma vez esta passagem:

we & demenstrdvel na teoria" (ou, equivalentemente, "existe uma se -

s . A & - - 7
gliencia de féroulas de numerc de GBdel 'n' que é prova para a formu-
le @*).

19
ml (p)

I : i : o
Se "G 6 demonstravel na teoria®™ e verdadeira, entao "n P Sb| p

19 N 17 19
Se "n P Sb{ p \ " ¢ yerdadeira, "Neg| Sb(aq "
le(p)) fml(n) NWwl(p)
\
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I'd =
¢ uma fiormula demonstravel.

A prova, desta forma, nfo é realizada integralmente a nivel sin-
tdtico. ° Na passagem analisada, uma senterga metateorica é, através
da aritmética recursiva, associada a uma férmula fechada do sistema
formal, convertendo-se portanto num cbjeto para a sintaxe. Esta opera
éﬁo, realizada com base no lemz da correspondencia, tem um fundamento

nitidamente semintico, pois envolve a associagfo entre sentengas arit

, i . . ¥ . r 4 o
méticas verdedeiras com férmulas demonstraveis de uma teoria axiomati

ce formal. O primeiro teorema de GBdel, desta forma, njo corresponde

a_um metateorsma estriftamenss sintético; Ladrieére reconhece implicita

mente este fato em um comsntario sobre o papel do lema mencionado (ou

tlema de GBdel') na demonstragéo;

"E1l lems de GBdel asocia a los enunciados ciertos de esta teoria
[aritmética recursivaJ proposicionss derivables de LFG |sistema for-
mal adotado por GﬁdelJ; S31lo sobre la base de esta correspondencia
pueden astudiarse las propiedades de la proposicidn E&* [férmula iN-
decidivel G| en relacidén a la nocidn de derivabilidad y establecer

”

. . . . o i

el cerdcter indecidible de esta propogicion, En cada parte de la
demostracion (e.e.e) Se pasa, en virtud del lema, de la certeza de un
determinado enunciado aritmético a la derivabilidad de unz cierta

v e - . . . L
proposicion de LFG. Y ac{, se hace intervenir implicitamente la
t .’ ..o '3 ) .
interpretacion de la proposicion *, a saber: el enunciado que
afirma la no-derivabilidad de 3‘*." (Ladriere[zzl, Te 153)

. e . - ol § ~ F & = 1
Ne realidade, nio ¢ propriamente a interpretagfo da formula G

1 ' 4 E - -
que ¢ utilizada na demonstracio, mas a de outra formula, conforme ana
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lisado anteriormentes
Na parte (B) da demonstracdo, também ¢ possivel detectar um
componente semantico, na medida em que é empregado o lema da corres -

pondéncia,

ey el



Segundo Teorema

0 segundo tecrema estd diretamente relacionado ac pri-
meiro., Na primeira parte deste teorema, ficou estabelecido, na versao
sintdtica, que a férmula G nio serd demonstrédvel no sistema se A for
consistente . Esquematicamente, T

ConM =¥ GM (i)
A versfo aritmética para esta conclusfo metateorica é;
19
~ (%) (Prov(x) & Prov(Neg{x))) = (x) ~|x PSb| p
Nml (p)
Pode-se estabelecer facilmente que o antecedente neste implicacéo
possui a seguinte interpretagéo sintdticas
"yp5o existe uma formula tal gue ela e sua negagfo =ejam ambas demonz-
trdaveis (no sistena)",
que 6 uma das possiveis formvlagOes para a consisténcia do sistema;
A versfo eritmética serd representada simplesmente como:
Cona - GA (i)

Visto que a expressdo (ii) pertence ao dominio da aritmética
clégsica, ¢ perfoitamente poosivel a sua representacéo formal, que in
dicaremos simplesmente poré

Con -3 G (iii)

Retornando-se ao nivel sintatico, suponhamos, por zbsurdo, que a

consisténcia de A pudesse ser catabelecids. a partir de recursos dedu-

tivos integralmente digponiveis no préprio sistems. Neste caso, 0 an-

5 ' 5 ~ a - y . r
tecedente na implicagao formal (iii) teria que ser demcnstravel em A,

R

-
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em virtude de sua relacdo, via aritmetizagfo, com & sentenga metated-

rica 'ConM'. Desta formas

(1) L—A Gon (hipdtese)
(29 |_A Con -} G (12 teorema incompletude)
(3) }"A G ( (1), (2), modus ponens )

Ter{amos consegfientemente um ébsurdo, na medida em que, segundo
o 12 (meta)teorcma, a férmula G nfo € demonstrdvel em A. Desta forms,
se o sistema for consistente, serd necessério eliminar a hipdtese aci
ma, o que significa que & consisténcia do sistema A ndio pode ser esta
belecida nele préprioce

Existe ums dificuldade em relacfo & representac@o aritmética da
nogfo de consisténeia. WAo hd dldvida de que a sentenga aritmética
'ConA' seja uma formulacic adequada para este conceitoj contudo, eia

certamente nio corresponde & unica valida. Por exemplo, a sentenga

Y 3x) (y) ~ (y P x)

(Gon'A
gue representa o enunciado metatedrico
"existe uma férmula nio-demonsirével no sistema®
tambem pode representar a consisténcia, visto que sera verdadeira se
e scmente se a teorla for consistente,

HE contudo artificios que permitiriam a construgdo de formulas
demonstrdveis, supostamente aptas a representarem a congsisténcia  4a
teoria, gerando-se assim um fato contrdrio ao Segundo teorema. Tome -

moS por exemplo um novo predicado de prova P

vy P' x ¢ (¥ Px) & ~(y P k)

e ]

g
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onde k= g(  0£0"),

Se ateoria for consistente, os dois predicados aritméticos
P(xyy) e P'(x,y) poderao representar a nogdo sintdtica de prova. Tome
mos, entao, uma nova sentenca eritmética capaz de exprimir a consis -
téncia:

(Con"A): ~(3x) (x P X)
Reformulada a partir do emprego do novo predicado de prova, esta sen-
tence transforma-se em:

~(3x) (x P' k) & ~(@x) ((x P k) & ~(x P k))
que corresponde simplesmente a umteoresma légico, e; portanto, é de -
monstravel em £.6 Sentengas desta espécie, construidas a partir do em
prego de predicados de prova intencionzlmente incorretos, precisam
ser levadas em consideracdo em uma apresentaglo ﬁais rigorosa do 29

teorema. Para isso, torma-se necessério incorporar 2o enunciado deste

-
=

teorema restrigoes adeguadas gue eliminem o3 resultados indesejaveis.
0 segundo teorema foi demonstrado apenas para a teoria fox

m2l A, mas poderia ser estendido, assimcomo o primeiro, a toda uma

classe de sistemss formais. As condicoes minimas a Serem satisfeitas

por um sistema de maneira que o3 teoremas sejam & ele aplicdveis sfo

as seguintes:

(1) os conjuntos de nimeros de GBdel dos simbolos, formulas, axiomas
e regras de inferéncia do sistena devem ser recursSivos;

(29 o conjunto de numeros de GBdel dos teoremas deve ser recursivamen
te enumerdvel ;

(3) o sistema deve ser adequado para representar ac menos a aritméti-

&

ca primitiva recursiva.

i T



Consegliéncias dos Teoremas de Incompletude
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Eéquinas & Mentes

0 quadro conceitual em que se travard a discussdo a respeito da
incompletude da aritmética formal esta quase ccapleto. Resta apsnas
expor os critérios gue permitirdo mznté-la Ao plano 1légico-matemiti -
co, livre de referéncias a maquinas ou a menie.

Uma méquinﬂ (mais exatamente, um computador) corresponde a um
dispositive fisico apto a executar um determinado conjunto de opera -
éaes. Dada uma seqifncia de informagdes, a mdquina realiza sobre elas
uma série de tramnsformagdes, gerando uma solugao ou afirmando a sua
inexisténcia (considerzndo-se por enquanto apenas 08 processos gue
cheguen a va resultado apos um intervalo de tempo finito)}. Se atribu-

irmos & este procedimento a denominac&o de funcio, entdo cada uma des

fungOes calculdveis per wme miduina seréd rotwlada como efetivamente

4 ~ . . - . . Ll -
corputavel, Podemos entao introduzir uma primeira hipotese empirica 9

conhecida como tese de Turing, formulada em 1936, Segundo ela, o rétg
1o ‘efetivamente computdvel® teria o mesmo significado de 'Turing~conm
putével‘ l; Esta tltims 8XPresSsan é aplicada a funéSes gue possam Ser
calculadas por uma maquina de Turing.

Desta forma, a um objeto fisico — o computador — fizemos cor -
responder um objeto matemdtico — & maquina de Turing - que serve hi
poteticamente de modelo para toda c gualquer maguina reul; 0s objetos
fisicos em questdc estdo sujeitos a todes us limitagdes das mdquinas
de Turing, mais una gérie de outras cspecificas,

Por outro lado, na carecterizacac das teorias formais, observa-~



67
se a presenga da nogfo intuitiva de "procedimento efetivo™. Na defini
¢ao de sistema formal dada por Hatcher (vér p; 20), varios dos con-
juntos envolvidos — de simbolos, de férmulas bem-formadas, de regras,
de axiomos -- 880 'efetivos' ou 'decidiveia'. Através do processo de
aritmetizacdo da metateoria, todos os simbolos e Térmules da teoria
sfo convertides em nimeros naturais. Assim,.um conjunto 'efetivo' de
numeros ¢ aquele para o qual existe um procedimento (em termos matemd
ticos, um predicado) efetivo capaz de determinar seus elemenios. A
introducdo de uma nova hipétese, a tese de Church, permitird a repre-
sentagdo rigerosa da nogéc de 'efetividade':

“"In 1936 Alonzo Church proposed that we identify the intuitive notion
of an effectively calculable functicn with the mathematically exact
notion of a general recursive function and hence also the intuitive
notion of zn effectively decidable predicate with the mathematically
exact notion of a general recursive predicate;“ (Delong[gg], p;186}

Considerando-se que se pode provar matematicamente que o conjun-

to das funcoes recursivas coincide com o das fungoes Turing-computd -

*

veis, conclui-ce que, por recurso as teses de Church e Turing, ¢ pos
sivel associar & tods mdquina wn sistema formal que serviréd de modelo
tedrico para ela. Esta hipétese pode ger melhor fundamentada a partir
da ccnstatacao das analogies entre ocomputador e seu modelo; algumas

observacoes a eslte respeito cerao apresentadas posteriormente. 0 em -
prego das teses mencicradas, em sintese, permite relacionar as nogces
de !calculgbilidade efetiva' e de f‘computabilidade efetiva' a0 ccn -
ceito matematico de *recursividade!. Iste significa que as teses  de

L4

Church e de Turing reduzem-Ee¢ a uma SO
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A tese de Church/Turing estabelece na realidade uma relacéo de
cunho estritamente conceitual —— entre um conceito intuitiveo e outro
metematico (formalizdvel). No estudo da relag@o entre mdquinas ¢ sis-
temas formais, contudo, € necessario recorrer—se também a uma hipdte-
se empirica — a de que as fungoes efetivamente computdveis servem
de modelo matemiiico para o desempenho de gualquer mecanispo concre -
%0, Esta hipdtese permanece normzlmente subentendida nas discussdes
que buscam estabelecer esta relagfo.

A questdo relativa a mente é mais complexa, pois envolve um mai-
or numerc de Supoaigﬁes; Ndo existe consenso a respeito da aplicabili
dade da tese de Church/Turing a todo e qualquer raciocinio matemitice
humeno. H4 ddvidas sobre s viabilidade de se reproduzir toda inferén-
cia matemdatica informal por meio de uma méquina de Turing. Rao obstan

s 4 . . . .
te, é possivel afirmar que as atividades da mente, no dominio da mate

w

métiea, se realizom no interior das teorias informais (ou que, peloc
~ k4 . . ' i
menos, sado expressas atraves deste instrumento linglistico)s

"Phe result of the mathematicians activity is embodied in propositiocns,

the asserted propositions or theorems of the given mathematical
theory. We cannot hope to study in exact terms what 'is in the
mathematician's mind, but we can contemplate the system of these

propositions;" (Kleene [lg], p; 59)

Portanto, enguanto as méquinas podem ser representadas por siste
mas formzis, as dedugdes mentais integram o dominio das teorias infor
mais. Embora Seja unanimemente aceita a tese de que toda inferéncia
(mecénica) possa ser realizade pela mente (numa teoria informal), a

’ .’ ; ~ )
tese reciproca, conforme ja assinalado, nao conta com a mesma acelio-

48]
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950 (ver discussfo a respeito de adeguagﬁo, Ve 36); Teremos ainda
de verificar se o0s teoremas de GUdel podem elucidar algum elemento
neste tema,

En suma, a partir das hipoteses explicitadas, é possivel esten -
der os resultados de GWdel para o nivel fi@ico¥ as limitagoes dos
sistemas formais também seriam partilhadas pelas mdquinas., Tendo-3e
em vista que estas hipdteses nZo serfo agui abordadas, nossa andlise
permaneceré restrita ao nivel matemstico. Como a meior parte dos tra
balhos a respeitc desta questdo a enfoca sob o ponto de vista empiri-
co (no confronto ‘miquina X mente'), iremos, na medida do possivel,
reformula-los de maneira @ conservar suas conclusoes e resultados no
dominio formzl. Limitaremos & discussao ao confronto entre os recur -

.

sos dedutives de sistemas formais e os de teorias infcrmais,

e e



Nagel & Newman versus Putnam

Entre os defensoras da tese de que os teoremas de incomplestude
estabeleceram uma distingao radical entre teorias formais e informais,
do ponto de vista deduvtivo, E, Nagel e J. Newman encontram-se certa -
mente na relacao dos precursores ou, ao menos, dos primeiros divulga-
dores. Através de uma argum:ntacio clara e objetiva, eles destacaram
alguns dos principais elementos envolvidos no problema.

0 ponto de Dpartide em sua anadlise e o fato de a sentenga arit-

r . . 3
mética ¢, estar associada & formula de GBdel (G). Na medida em que

A
ela corresponie a interpretagfo de uma férmula indecidivel, nfo se po
de determinar seu valor de verdade com uma prova construida a partin
dos oxiomas da aritmética. Existe, contudo, outro método que permiti-
rd obter esta resposta:

",.. although the formvla G is undecidable if the axioms of the

system are consistent, it can nevertheless be shown by pmeta-

mathematical reasoning that G is true;“ (Nagel&Newmanizgﬂ, De 92-3)
A prove do 1f teorema de GBdel possul uma versdo aritmética e ou
tra sintdtica. Se tomarmos esta Ultime versf@o, o resultado da primei-
ra parte da demonstragao seré;
‘ce o sistema for consistente, a formula G ndo é demonstravel neste
sistemat (1)
Portanto:

®,... on the assumption that arithmetic is consistent, the meto-mathe-

petical statement 'The formule *(x) ~Dem(x,sub(n,l3i;n))? is nct

-y
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demonstrable' has been proven true." (opecite, po 93)

Por intermédio do processo de aritmetizacao, as sentengcas meta-—
tedricas foram representadas na aritmética informal. No caso acima,
a sentencga aritmética correspondente é, segundo a notacao de Nagel
e Newman:

(G

&) (x) ~Dem(x,sub(n,13,n))

que estd associada, no sistema formal, a formula G, como j& foi assi-

nalado;

Tendo-se em vista que;

";.; meta-mathematical statemsntes have been mapped onto the arithme-
tical formalism in such & way that true meta-mathematical statements
correspond to true arithmetical formulas " (opecite,pe 93)

podemos concluir que a sentengs GA ¢ verdadeira, embora a férmula fe-

chada G seja indecidivel na teoris formal;

Os autores cbservam a Seguir que:

®*1t should be noted, however, that ve have established an arithmeti -
cal truth, not by deducing i1t formzlly from the axioms of arithmetic
but by a meta-mathematical argumext;" (op;cib;, p. 93)

Sord basicamente a partir desia observagéo que eles analisurdo
as conseqbéncias dos teoremas de incompletude:

"It Tollows that an axiometic approach to number theory, for examplé,
cannot exhaust the domain of arithmetical truth. It follows, also,
that what we understand by the process of mathematical proof doex

not coincide with the exploitation of a formalized axiomatic methods®

(opeoitsy pe 98-9)

-
[

Az provag matematicag ndo se limitariac a8 provas formais justaw
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mente em virtude da possibilidade de recurso & metateoria:

"We have seen that mathematical propositions which cannot be estab -
lished by formal deduction from & given set of axioms may, neverthe-
less, be established by "informal® metumathematical reasoning."
(op.cit;, pe 101) .

A partir deste ponto, seguem-se conclusoes gue uvltrapassam o ni-
vel 1légico-matemdtico, atingindo o psicolégico¥

"As Gbdel's own arguments show, no antecedent limits can be placed on
the inventiveness of mathematicians in devising new rules of proof.
Consequently, no Tinal account can be given of the precise logical
form of valid mathematical demonstrations;" (op;cit;, p; 99)

As conclusoes sfo estendidas também ao nivel fisicog

"GBdel's conclusions bear on the question whether a calculating
machine can be constructed that would match the human brain in
mathematical intelligence; Todzy's calculating machines have a fixed
set of directives built into them; these directives correspond to
the fixed rules of infercnce of formalized axiomatic procedure;(a..)
ees the brain appears to embody a structure of rules of operation
which is far more powerful than the structure of currently conceived
artificial machinﬂa;" (op;cit;, p; 100-1)

Em suma.:

"The theorem does indicate that the structure and power of the human
mind are far more complesx and subtle than any non-living machine yet
envisaged;“ (op;cit.F p; 101-2)

A observagdo de que ao meior potencial dedutivo de uma teoria in

formol (ouw mente, no caso) poderia ser justificado simplesmente pela
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flexibilidade e mutabilidade do conjunto de regras de inferéncia estd
. ¢ N - .
sujeita 2 criticas: em principio, toda nova regra pode ser formaliza-
da e acrescida ao sistema formal., Os autores, apesar de afirmarem pe-
. x e r. ., i~
remptoriamente a superioridade das mentes sobre as maquinas, nao pare
cem ter uma visf8o clara sobre como ela se traduz a nivel dos proces -
sos dedutivos enquanto tais. Toda a sua argumentagcao na realidade s
tem por fundamento os teoremas de incompletude e a crenga de que &

sentenga G que ndo rode ser provada fcecrmalmente a partir dos axio -

A!

mas da aritmética, & verdadeira em virtvde de um “argumento metamate-

matico". Entretanto, este juizo despertou fortes criticas, que celeea

ram em risce a validade de todo o conjunto das conclusdes obtidas. A

objecdo mais relevante menciona o problema de consisténcias

#Let T be a Turing machine which "represents" me in the =@nse that T
enumerates proofs of just the mathematical statements I can prove .
Then the argunent is (;;;) thet by using GYdel’'s technique I can
discover gz propesition that T cannot “prove®, and moreover I can
prove this proposition. This refutes the assumpltion that T
®pepresents® me, heance "I am not e machine" (Turing machine). This
fallacy is a misaprliceticn of GBdel's theorem, pure and simples
Given an arbitrary machine ¢, all I can do is find a propositicn U
guch that I can prove

(3) if T is consistent, U is true

where U is undecidable by T if T is in fact consiatent; However, T
can perfectly well “"prove® {(write down a proof of) (3) too! And the
statement U, which T can't bargve' {assuming cousistenay), 1 ctant

prove either! (Unless I can prove T is Consistent, which is unlikely
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if T is quite ccmplicated)." {Putnam[}i], pe. 207)
Reformulando-se a critice de Putnam em termos puremente légico -

L » . 4
matemdticos, obtém-se que o nico resultado efetivamente derivdvel na

. F . . ~
metateorie & o enunciado (1), arresentado anteriormente. A consicten-
cia, portanto, emerge cOmo O pontc mais sensivel da discussio, A ni -

vel formal, ela nic pode ser atestada (a0 menos dentro do proprio sis

o

a

tema). Na metateorie informal, nada fica definido a este respeito
pelos teoremas de incompletude -— Nagel e Newman, contudo, nio demons
traram preocupagéo com este fato e, por alguma razdo, assumiram que a

L

. - . - £ i L .
prova da consistencia nao e problematica; neste casc, por ayplicagaoc

de modus ponens, eles puderam concluir que a Sentenga GH ("a formula

-~ & ’ . [ ' . )
¢ nio é demonstrdvel no sistema") e verdadeira, assim como a senteng@

. &, - . . .
aritmetica G!. Mag, como sugere Putnam, a consisténcia da aritmetica

' - L - . - ot L= '
estd longe de ser uma questfo trivial e de solugao evid¢entc. Conseglien

temente, o decisdo de tomar G, comc verdadeira, na auwsfacie de quel

-~ 3 4 i y . s .
quer argumentagao adicional, tornpa-oce inaceitavel,

Assim, nenhuma distingdo Ticou de fato estabelecida enire sinte-

.
.}
1

pas formais e metateorias, do ponto de vista das potencialidades dedu

tivase 0 unico enunciado metatedérico efetivamente verdadeiro:
Con G,
MmN
¥ L4 i L4
tem um correspondente a nivel sritmetico, que e
Con G
A Vs
Ambos tém uma demonstirac8o estruturalmente idéntica, representivel no
. . = - . i .
sistems formal, que corresponde & prova do 1% teoremn de GBdel
Dave-ce recordsr gue ele pode sexr congiderado como um tecoremr sritme-

Fl

tico cu como metatooremi,.



Caso tivesse sido apresentuda uma prova 'informal' para a consis
téncia da aritmética, entac ceriamente as conclusoces dos autores so -
bre a existéncia de uma assimetria entre méquinas e menitcs estariam
melhor embasadas, na medida em que, em virtude do 22 teorema de incom
pletude, tal prova ndo poderia ser representada no sistema formal;

Nagel e Newman, numa réplica a critica de Putnam, demonstram vi-
sualizar que a validade de suas conclusOes depende inteiramente da
possibilidade de se verificar a consisténcias
“;;. Dr. Putnam's contention that if T cannot prove U neither can we,

is sheer dogmatism, which is not mitigated by his qualification. For
the gqualification begs the point at issue, since it assumes thati any
conceivsble proof we might devise for U (for example, by proving the
consistency of T) must be one that cen also be constructed by the
(Turing) machine T. This assumption may be a part of DT; Putnam's
general outlook, though it is not clear whether he does not abandon
it in apparently accepting {;o.) Gentzen's proof of the consistency
of elementary number theorysj but it is not the only tenable view,
and we declined to commit ourselves to it as indisPutable;“
(Nagel&lNewnan| 30] , p; 211)

Deixando-se de lado o mérito de cada uma des partes nesta polémi
ca sobre a consisténcia, deve-se obscrvar aque a possibilidade e vali-
dade de uma prova realizada fora do sistema séo questoes em nada rela

cionadas =05 teoremas de incompletude, que estabelecem apenas que tal

e . " 5 F . - i
prova nao node ser realizada no interior do proprio sistemt,



Je. Re Lucas: crenga na consisténcia

A tese defendida por Nagel e Newman conta com outros adeptos,
gue conceberam uma série de novos argumentos em sua defesa; Entre e -
les, Lucas, num trabalho que em muitos pont;s peca pela falta de clo-
reza (Lucas[é3]), expOs e dissecou alguns destes argumentos, enfati —
zando a impossibilidade de se contornar a limitagdo formal estabeleci
da por G8del, e discutindo alguns pontos de vista relacionados com a
questédo da consisténcia;

Sua andlise principia com a apresentagﬁo de uma prova semantica
acerca da indemonstrabilidade da formula . fechada G, éue é repro
duzida abaixo;

o toma-se uma férmula que af vrgas Yegts Povanin. § ipdemonstedvel  u6
sistema";

. Supoe-se, por absurdo, que ela seja demonstrével em seu sistema;

. neste caso, a afirmagfo que ela faz de si propria e falsaj

. portanto, embora a formula seja demonstrdvel, existe uma interpreta
¢do que a torna falsaj

« se 0 sistem2 em questd@o for consistente, a Situaééo descrita acima
¢ absurda;

e 1L0g0,coONnservando-se & hipdtese da consisténecia do sistema, serd. ne-
cessdrio descartar a euposicdo de gue a formule G é demonstrdvel ;

¢ portanto, a £érmla nio é demonstrével, embora verdadeira em pelo
menos uvma de suas possiveis interpretagﬁes;

0 argumento pode ser veformulado, tendo-se como ponto de partida
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a determin&§§o do valor de verdade da interpretacdo dada a formula Gﬁ

. considera-se, por absurdo, gue & interpretagdo “esta férmula & inde
monstrdvel no sistema" dada 4 formula em questdo seja falsa;

. conseqlientemente, & negagao desta sentenga,; que corresponde a "esta
férmula é demonstrdvel no sistema", serd verdadeiraj

. em virtude de tal sentenga ser verdadeira, a formula sera demonﬁtré
vel no gistema;

« desta forma, embora demonstrével, existe uma interpreta&éo que tor-
na a formula falsaj

. supondo-se & consisténcia do sistema formal, é impossivel a existén
cia de uma formula demonstrivel que nio seja vdlidaj

« portanto, assumindo-se por hipdtese a consisténcia do sistema, con-
clui-se gue a senteﬁéa é verdadeira; |

Deve-sSe observar que esta prova, em Suas duas versfes, nio &
equivalente a de Gﬁdel; Fla baseia-se estritamente em fatores semanti
cos; em primeiro lugar, a auto-referencia da sentenga que afirma a
prépria indemonstrabilidade (que corresponde & sentenga metatedrica
GM); s1ém disso, a nogfio de verdade e suas propriedades ('a negagdo
de uma sentenga verdadeira ¢ falsa') e o teorema de completude, em
uma das suas versoes ('uma teoria é consictente se e somente se tiver
um modelo');

Pode-se observar também que esta prove semantica tem como um de
seus resultados a mesma conclus&o obtida através de 12 teorema de in-
completude; a férmula G nfio ¢ demonstirdvel no sistema formal A, supon
do-se¢ a sua consisténcia, A diferenga, naturalmentey, ¢ a de que CBdel

- s . i LT
obteve tal resultedo empregando principalmente elementos sintiticos .



Exatamente por se limitar ao nivel sintético, contudo, tal prova ndo
pode ser utilizada isoladamente para a determinagdo do valor de verda
de da interpretacdo da formula indedidivel;

Embora nao correspoﬁda ao tema de nosso estudo, vamos conciderar
rapidamente as idéias de Lucas sobne & éﬁligabilidade dos resultados
de GBdel as mﬁquinas; Toda mdquina, segundo ele, opera de acordo com
um conjunto determinado de regras, Sua proposta ¢ a de considerar ndo
apensas 05 mecanismos deterministas, mas também os nﬁomdeterministas;
Uma méquina determinista executa o mesmo procedimento sempre que 0
mesmo conjunto de dados lhe ¢ apreseniado. A mesma caracteristica nio
¢ constatada em um mecanisme dotado de um dispositivo aleatorio, que
lhe permitiria 'escolher! gual fungdo executar dentro de um conjunto
pré-determinado e compativel com o sistema. A intenééo de Lucas 20 se
lecionar como objeto de andlise tais mecanismos é provavelmenic a de
acatar & objecto dos mecanicista52 enrelacao ues sistemas determinis-
tas, gquando empregados na modelagem da mente: através de um dispositi
vo nao-determinista, seria eventualmente possivel explicar como, cm
mesmas situagoes, uma mente pode comportar-se de diferentes maneiras,

Com esta caracterizac@o, que pretende abarcar a totalidade das
méquinas, Lucas procura justificar a idéia de que o3 ‘procedimentos
dedutivos' mecanicos podem ser perfeitamente descritos por um sistena
formal. Uma mdquina, determinista ou nfo, dada a sua composicao fini-
ta, B0 poderd executar um numero finito de diferentes cperagoes, que
serdo aplicadas & um numero finito de informagdes iniciais. Nio exis-
te, contudo, restrigfio guanto ao nimero de repetigbes para cada uma

das diferentcs operagoes a sercm executadas.
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Desta forma, a anzlogia com um sistema formal ¢ evidente: as ope
ragoes corresvonderiam as regras de dedugdo, e as informagoes inici -
ais, aos axiomas; A imposicdo de que oconjunto inicial de informagces
seja finito corresponde & exigéncia de que, numa demonstracfdo, o ni=
mero de etapas e, conseqlienterente, de axiomas nela empregados, tam -
bém seja finito. Uma vez construido o sistema formal equivalente a
upa determinsda mdquina, bastaria apresentar & sua formula de GBdel
(esté subentendido que nos interessamos aqul apenas pelas mﬁquinas
gue pogsam &c menns repregentar a aritmética elementar); Por estas ra
zoes, o5 teoremes de GBdel estabeleceriam uma limitagfc das mAquinas
néo rartilhada pela mente,

Retornemos agora ao plano légico-matemﬁtico; Diversas criticas
podem ser dirigidas as conclusces de lucas, e ele procura refutar bea
parte delas; A primeira afirma que ¢ possivel contorrar as limitagoes
de um s isteme formal a partir da apresentacfo de um novo sistema (es-
sencialmente mais forte) em que a férmvle indecidivel do anterior se’
torra demonstravel (ou refutdvel). Impordo-se, entretante, a restri -
cdo de gque a seqliéncia destes sistemas sucessivamente mais fortes se-
ja finita, sempre serd possivel apresentar ume férmule indecidivel em
todos eles, mas cujo valor de verdade poderia ser determinado a nivel
metateérico;

Outra alternativa para confornar a mesma limitag@o parte do argu
mento de que a férmula de GBdel ¢ construida através de um 'procedi -
mento padrdo', sendo pessivel de formalizagao; Segundo Lucas:

"We could construct a mechine with the usual operations, and in

addition an operation of going through the G8del proccdure, and then
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producing the conclusion of that procedure as being true; and then

repeating the procedure, and so on, as often as required; This would

correspond to having a s¥stem with an additional rule of infererce

which allowed one to add, as a theorem, the GBdelian formula of the

rest of the formal system, and then the GBdelian formula of this

new, strengthened, formal system, and so on. It would be tantamount

to adding to the original formal system an infinite sequence of

axioms, each the G¥delian formula of the system hitherto obtained;"

(Lucas[23], p; 48)

No trecho citado, a falta de clareza e conseqliéncia sobretudc do
fato de Lucas ter abordado simultaneamente trés propcstas distintas .
A primeira corresponde a introdugéo no sistema de um procedimento gue
permita atribuir valor de verdade a formula de GBdel, conservando-a
contudo indecidivel; esta praposta serd analisada mais adiante (ver
p; 99), A segunda delas estd relacionada ccm a introdugdo de uma nova
regra de inferéncia no sistema, que permitiris a dedugio da formula
indecidivel; A Wltima proposta diz respeito simplesmente a introducdo
sucessiva das formulas de GBdel em seus respectivos sistemas, na cone-
dicéo de noves axiomas; Estas duas Ultimas sugest®es podem ser descar
tadas pelo mesmo motivo; nenhuma delas impediria a aplicagao do proce
dimento de GBdel, e em cada caso sempre seria possivel a construglo
de uma nova Ldérmula indecidivel;
Em relacao a segunda proposta mencionada acima, cabe obscrvar

que o autor comete um eguiveco ao afirmar que a adiéﬁo de uma Unica
regra de inferéncia permitirie demonstrar sucessivamente a formule de

Gidel de cada nove sistema ‘fortalecido's Deve-se cousSiderar que, wna
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vez introduzida tal regra, & nogac de prova no sistema na realidade
se modificard e passara a incorpord-lae A aplicagaé do procedimento
de GBdel a este sistema gerard uma formula indecidivel GP; c onstruida
contudo a partir deste novo predicado de prova; Esta formula, quando
interpretada na metateoria, terd o significado;
np férmula G' nfo € demonstravel na teoria (nem mesmo pela aplicagdo
da nova regra de inferéncia)"
Desta forma, nenhuma nova regra poderia eliminar a limitag&o & que es
tao sujeitos todos os sistemas formais; Alids, se essa regra existis
se, nao haveria sentido em se propor a aplica9§0 do procedimento de
GBdel para a gerac@o de uma nova sentenca indecidivel;

Ainda em relagdo & primeira proposta para contornar a limitagéo
dos sistemas formeis — a construgéo de umz segWéncia de sistemas su-
cessivamente mais fortes — Lucas analisa una observagdo de Turing,
segundo a qual o fato de se poder consiruir sempre um sistema mais
forte que o anterior inviabiliza gualquer conclusa@o acerca da superio
ridade da mente sobre todas as miguinas (ou seja, para toda scrntenga
cujo valor de verdade pode ser determinado na metateoria, existe uma
férmula gque pode ser demonstrada em pelo menos algum siStema formal);
Lucas enfatiza que sua proposta nao ¢ a criticada por Turing;

Nyhat is at issue is not the unequal contest between one mind and all
chines, but whether there could te any single machine that could
do 211 a mind can do;" (op;cit;; p; 50)
Neste caso, o argumenlo acerca ds seqliéneia de sistemas formais sofre
dae limitacdes ja assinalades.

Qutra obiec&o diz respeitc a possibilidede de incorpora¢ao de um
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mecanismo de inferéncias nido-dedutivas aos sistemas formais (ou mdqui
nas), na tentativa de determinar o valor de verdade das sentencns in-
decidiveis. A realizagdo de inferéncias desta natureza seria uma ca -
racteristica distintiva das metateorias informais que impediria a
aplicagao dos teoremas de incompletude de GBdel a elas (segundo
Lucas). Uma forma de se incorporar um mecanismo de inferéncias ndo-de
dutivas a um sistema formal seria a introdugdo de uma regra que per
mitisse acrescentar, entre os axiomas, uma formula ainda ndo provada
(ou refutada); caso eventualmente se constatasse & inconsisténcia do
novo sistema, ocorreria a substituicdo de tal formula por sua negagﬁé
0 comentério_de Lucas neste caso diz respeito ao0s problemas de -
correntes da aplicacdo deste método a férmulas indecidiveis. Qualquer
escolha em relacfo a ums féroula indecidivel — ela prdpria ou suu ne
ga§§o - Jjamais conduzird a uma contraﬁi;éo; Segundo Iucas, a escolha
da negagéo da férmula de GBdel, embora nao gere contradicdo, cria um
sistema incompativel com a interpretagio aritmética desta formula,

4

que ¢ considerada verdadeira, Assim, um teorema (~G) teria como intexr
pretacdo uma sentenga aritmética falsa ("Gh): Tal sistema nZo seria
adequado para a representagao da aritmética.

Cutra opgSo para a eliminagdo das limitagoes de um sistema for -
mel seria a construgdo de um sistema inconsistente, 2o qual néo 2e
aplicariam os resultados de GBdel, visto que eles valem apenac para
teorias formais consistentes; A tal sistema, seria adicionada umd re-
gra gque permitiries eliminar toda e qualquer contradigdo quando exibi-

- . - r . &
da stravés de uma demonstracéo: dado um par de formulas contradito -

rias, ambas demonstraveis, a nova regru permitiria, por exemplo, e¢li-
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minar aquela de provamais longa.0 sistema permaneceria aparentemente
consistente, ndo estando sujeito &s limitagGes impostas pelos teore -
mas de Gﬁdel;

Lucas observa que estes sistemas dificilmente poderiam ser toma~
dos como uma representacdo adequada para as teorias matematicas infor
mais (ouw para a mente); A aplicag@o do conjunto original de regras de

inferéncia deixaria de ser uniformes: o uso de modus ponens, por exem-

. " s o~ ¥
plo, em certos casos seria aceitavel, em outros n2o (quando estivesse
em jogo a derivacio de uma contradigfio). A auséncia de uniformidade
. ~ % = F F -~ ¥ F » r -
na aplicac@o destes principios, que sao julgados validos a nivel in -
formal, reprecsenta um sinzl de irracionalidades gqualguer representa -

qéo para a mente (ou 2o menos para seu desempenhq 16gico~matem£tico},
entretanto, deve ser racional; Uma vez escolhidas as regras, todas as
suas conseqbéncias devem ser acatadas; no caso de serem insatisfatd -
rias, alguma espécie de revisﬁé emr elaclo a hipdteses ouregras serd
necesséria;

A Gltime critica as teses de Lucas refere-se a questdc da consis
ténﬁia; A constatacdo do valor de verdade da formula indecidivel a ni
vel metatedrico € na realidade condicional¥ o0 tnico resuvltado que po-
de de fato ser estabelecido é o de que, se o sistema formal ao qual
estd incorporada tal férmula for consistente, entdo sua interpreiacio
na aritmética serd verdadeira; Contudo, a determinagdo da gonsiotén -
cin deste cistema 6 problemdtica. O 22 teorema de Gbdel estabelece
que & consipténeia ndoc pode ser provada pelos recursos dedutivos dis-

‘ , & + = o 3 J .
poniveis no proprio sistema. Estua gituaguo estimula o8 mecanicistas a

proclomarem a faléneia de qualquer tentativa de se refutar o meeani -
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cismo & partir dos teoremas de incompletude. Na opinifo de Lucas, a
r . . . "~ . ~
unica alternativa é & inspegdo do sistema em busca de contradigodes,

L4 . 5 &
metodo gue nunca permitira estabelecer de forma definitiva a sua con-

4 "

sisténcia, Segundo ele:

’

"At best we can say that the machine is congistent, provided we are."
(ope citg,p; 52)

Esta frase nio é acompanhada por nenhuma explicaggo; Provavelmen
te, ela pretende sugerir que a aritmética faz parte de um sistema mg}
or, gque consistiria na mente; Neste caso, @ consisténcia do todo se =
ria suficiente para garantir a consisténcia de um de seus 'subsiste =
mas's

 interessante observar qgue Lucas nio se preocupou em discutir a
possibilidade de exibig8o de uma prova formal de consistéencia constru
{da num sistemz mais forte —— recorrendo-se, por exemplo, & inducéo
transfinita ou a teoria dos conjuntos; Sua opglo foi a de afirmar =2
existéncia de ums relacdo de dependdncia entre & consisténcia do sis-
tema formal e & da mente {ow metateoria), opcfio alids que encerra wma
séris de problemas gue nZo foram abordados pelo autor.

Ao ser considerada a quest@o da consistencia da mente, verifica-
se em primeirc lugar a dificuldade vpara o seu estabelecimento. O se -
gundo teorema de GBdel permite afirmar que,; caso0 tomAsSemos a mente
(ou metateoria) como um eistems formal, ndo scria possivel que ela
prépria estabelecesse sua consicsténcia (a menos que fosse na realida.
de inccnaiatcnte);

A ments untutored reaction if his congistency is questioned 1s %o

affirm it vehementlys but this, in view of GBdel's second theorem,
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is taken by some philosophers as evidence of his asctual inconsisten-
cy;" (op.cit;, De 52)

Por outro lado, também existem obstdculos impedindo que se con -
clua pela inconsisténcia da mente; Nossos juizos contraditdérios cor -
responderiam antes a erros elimindveis do que sintomas de inconsis -
téncias internas;

"Our inconsistencies are mistakes rather than set policies; They
correspond to the occasional m2lfunctioning of a mackine, not its
normal scheme of operations. Witness to this that we eschew incon -
sistencies when we recognize them for what they are;" (op;cit;, p;
53)

As objegoes de Lucas com respeito & eventual inviabilidade de
constatac8o de ccnsisténcia da menie e de sistemas formais s8c 28 se-
guintes:

(1) o 2¢ teorema de incompletude aplica-se apenss a sistemzs formais,
0 gque significa qﬁe, se a mente (ou oeonjunto das teories infor -
mais) ndo puder ser reduzida a um sistema desta natureza, & limi-
taééo estabelecida por tal teorema nio se aplicaria a elaj

(2) emborz a mente nio possa assegurar formalmente sua consisténcia
existe a intengéo de eliminsr toda inconsisténcia, uma vez consta
tada; o mesmo principio se aplica a aritmética e a qualquer teo -
ria matemdtica informal, no caso de se detectar algumz contradi -
¢do;

(3) a impossibilidade de £e construir uma prova formel da corpsistén -
¢ia do sistema A em seu interior nio exclui a possibilidade de

uma prova informal fora dele.
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A primeira objeg@o aparentemente ndo possui qualquer utilidade
nesta polémica, porque, de acordo com ela, ¢ necessério supor o fra -
casso da tese mecanicista para que se viabilize a prova de consistén-
ciz da metateoria nela prdpria. Entretento, toda discussao sobre a
consisténcia tem em vista derrubar esta tese. 0 argumento; portanto,
envolve uma petic@o de principio:

A objecdo seguinte nio fornece efetivamente gualquer solugdo &
questﬁo; As cortradigOes detectadas na teoria dos ccnjuntos foram eli
minadas, o que ndo impede absolutamente que outras venham a ser desco
bertas,

Em relegdo &s provas informais mencionadas na terceira objegdo,
existem algumss observacoes problemdticas no texto;

"Such informal arguments will not be able to be éompletely
formalized: but then the whole tenor of GBdel's results is tha we
ought not to ask, and cannot obtain, ccmplete formalization;" (QQ;
':li_j_;w pe 56)

0 autor parede nio ter-se dado conta de que as provas informais nor -

pzlmente podem ser formalizadas enm sistemas mais fortes, de maneira

que a conclusao mais apropriada a ser extraida dos trabalhos de GBdel

serie a de que nio se pode obter formalizagdoc completa por recurso a

4 " " x
um unico sistems ccornsistentee.

r

Tm sintese, Lucas procurou, neste seu trabalho, rebater umz se -
rie de objegoes 8 tese de que oS teoremas de (Bdel atestariam a exis-
téncia de uma sentenga indecidivel apenas a nivel formal, Hd em pri -
meiro lugar 28 objegcoes gque tentam simplesmente eliminar a indecisibi

1idede (formal) da férmula de GBdel. Finalmente, entra em questéo a
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proposta de que a limitacfo se estenderia tanto a teorias forrais (md
quinas) quanto informais (mentes), envolvendo o problema da consistén
cia; Embore para o primeiro grupro Lucas terha oferecido algumas cr{ti
cas relstivamente coerentes, no caso da consisténcia seus comentdrios
dificilmente poderiam eliminar o ceticismo dos mecanicistas; Na reali
dade, um dos aspectos mais relevantes nesta questdo — as provas in -

. -~ £ . .y r o r-’ il N
formais nao-representaveis na aritmetica classica - deixou de rece -

~r , .
ber a ateng&o necessaria,



Je Webb: irrelevancia da auto-referéncia

Entre as numerosas criticas dirigidas ao trabalho de Lucas, as
formuladas por J. Webb (ebb[42]) tém a peculiaridade de expor outros
supostos equivocos d&.tese antimecanicista, sem qualquer relagao com
o problema da verificac&o da consisténcie ; A proposta do autor é &
de minimizar o impacto das provas semanticas gue permitem estabelecer
o valor de verdade da sentenéa indecidivel na aritmética.

Webb reformula em primeiro lugar a demonstracic dos teoremas de

incompletude, empregando os sistemas de representagao de Smullyan,

-~ r - . i
que sao baseados em metcdes de Post. O emprego de tais sistemas

e

onfe
a " -~ £, N R '

re a demonstragac destes teoremas um carater mais genericot: eleg

Ypermitem-nos sstudair a representabilidade em sistemas de estrutluras

. , ; o . g
gsintdticas altamente diversificadast (hmullyanL3Q], Pe 39).
Em linhas gerais, um sistems de representacgdo 2 é constituido
pelo conjuntc ordenado (Es$,T,R,P,), onde:

~

. ,
E - conjunto enumeravel de expressces

-

S - conjunto de gentencas;
T - conjunto de teoremas ;

R

i

. s ¢ R
conjunto de gsentencas refutaveis;

P - conjunto de predicados;

i

@(I,n) - funcao de represcntacﬁo, orde X € Ee n ¢ B;

sujeitos as seguintes restrigdes:
(1) S C E;

(2) T C 83
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(3) R.C 83
(4) §(x,n) € B/ HEP - H(H,n) €5,
onde n € m;
Para completar a terminologia bdsica, hd ainda mais algumas defi-
nigSes;
()ACWNeHED?

H representa A sse (n € Ae» H(n) € T)

(Y WC Ee X€E

= F 4 . ) - B - '....
HO € o conjunto de numeros de Gddel, obtidos pela apiicagao da fun

b

¢do 'g', das expressdes de W;

X, = &(x)

e

(3 ACR, WCEe XE€S

T ¢ uma gentenca de GBdel para A sse (X € T X, € L)

e

X & uma sentenca de GBdel para W sse X & uma sentenga de Gbdel

parawoc
(4) Z;€Pe i €M

. L4 o~ . - -
Xi(l) e uma gxpresgsfo—-diagonsl sse g(X&} = i

* . & i ) i o
W ¢ o conjunto de expressces-digagonais de W, ou seja:
- * - . 3
i€ W :ng(xi)&xiep&xi(ljgw
Falta enunciar um teorema que serd emprcgado na demonstreczo da

incompletude de uma certa classe de oistemas de representag&o:

. g ~ . . ®
Lema da Dimgonalizacdo - Seja W E. Se W for representavel em Z, en
~ , 1
tao Hh sera wuma sentenga de GBdel para W, onde:
. #*
¢« H representa W 3

.

e b o= g(H).

s —

N

e 1 e . e e TR e
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Segundo a terminologia dos sistemas de representagfo, o primeiro

teorema de incompletude adquire a seguinte formnlagﬁo:
- » i "~ * L4
"Seja Z um sistena de representagao. Se¢ R for representavel em Z, en
~ ¢
tao 2 e insaturado".

onde o termo 'insaturado' indica que o sistema nfo é simultaneamente
ccempleto e consistentee.

~— r'd . -
4 demonstracao do ‘teorema e esquematizada a seguir:

XERSH -XET supondo-se que o0 Sistema 2 pos -
sva um simbolo para a negagio

(! e t).

* L4 r
«R e representavel em 2

qHe P/ R* = {n em / H(n) ¢ 'I‘} por hipdtese

«Hh ¢ uma sent. GBdel para R segundo o lema da diagonalizacio,

Hh € T ey Hh € R em que H é o predicado que repre

2 ,
senta o conjunto R e h = g(H).

" . L e
.se 2 & consistente, Hh € indecidi-
vel em Z

Hh € T & Hh & R

o— Hn g 7 segundo propriedade do simbolo

de negacao: Hh € T ¢3 - Hh € R

" o & .
A préxlma preocupagao do autor e determinar o valor de verdade
. . i - ~
da. sentenca indecidivel 'Hh'. Sezundo ele:

* .’ ’ .
".e.. Hh expresses the proposition that h g R 4 i.c. Xh(h) ¢ R, which
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is simply Hh € R. Hence Hh expresses a falsehood, and so on the

intended meaning of the symbol ' ~ ' - Hh expresses a truth which is

unprovable in Z;" (Webb[hzl, p; 161-2)
£ interessante verificarmos mais detidamente se a afirmagdo que
abre a citagfio é correta; 0 predicado H representa o conjunto R*, e
isso significa que
R:’F = {nE[N/H{n') € T}
Além disso, R* é, por definigfo, o conjunto
R = {i ew /x(i) € R}
em que R é o conjunto de expressoes refutdaveis de %4, e 1 = g(Xi):

TNesta forma:

*

H(h) € T = h € R -3 () €R e HB)ER
def. def, . he g(xhj =
representa- conje exXpre = a0y
bilidade diagonais =8

Esta EXposigﬁo simplesmente reproduz a prova jé apresentada para

a indecisibilidade de Hhe. Porém, ela serve para ilustrar que a liga -

~ e ¥*
cfo sugerida por Webb — de que Ih nexpressa' a proposigao h € R '
nao pode ser determinada a nivel siniéticog sendo possivel estabele -
cer apenas & conexfdo indicada,

Neo se gabe, portanto, guais foram o0s critérios que permiti -
ram estabelecer a associagdo mencionada, Ra medida em que todas as ex
pressoes acima pertencem a um sistemi formal, a determinacdo de valo-
res de verdade exige a aprescntagfo e vma interpretacdc parg a teo -
ria e, conseqllentemante, para suns exprapsoes. Tal interpretagdo, con

tudoy, ndo foi explicitada.
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Prosseguindo em sua anidlise acerca da sentenga Hh, Webb afirma
que, por outro lado, existem argumentos que permitem concluir que ela
é verdadeira, ao contrdrio do que pretensamente se estabeleceu acima.
Seu ponto de partida mais uma vez é a suposic@o de que Hh expressa a
proposicaoc *Hh € R', ou seja, que ela afirma a propria indemonstrabi-
lidades Segundo ele, Hh serd verdadeira quando interpretarmos R como
o conjunto de todas as sentengas indemonstrédveis de % ~— o que ﬁem
sempre ocorre, tendo-se em vista que nem toda sentenga indemonstravel
de Z & necessariamente refutdvel. Aparentemente, contudo, nio hd ra -
za0o para que se faga esta exigéneia acerca de R, na medida em que,
mesmo que nio abarque & totalidade das formulas indemonstrdveis, a
sentenga Hh conservaria esta caracteristica (pelo simples fato de
pertencer a R), alem da suva autowreferéncia, 0 gue permitiria determi

ar sen valor de verdade. A maior dificuldade, contudo, permanece sem
solug&o, pois nao ficou esclarecido como se airibuiu esta interpreta-

[ <

¢cfo & férmula indecidivel,
Tentando justificar a situacdo aparentemente paradoxal acerca do

valor de verdade da sentenca indecidivel, Webb afirma:

vThis situation illustrates another general metatheorem: if a sen -
tence X is undecidable in a system Z, then there are two models W
end M* such that X is true in M and false in M's Thus when we say
that we can see the truth of an Hh which a mechine cannot, this
means nothing more than our choosing which model M we had in mind
when we constructed Z. Usuzlly this will be done by truth-defir -

tions in the marmmer of Tarski and may involve some non-constructive

get-theoretic notiona, eegs the notion of an grbitrary infinite set

i e e
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of numbers." (0p.citey DPe 162-3)

A existéncis de modelos ndo-isomdérficos ao standard, nos quais
upa formula indecidivel assume valores de verdade distintos, nfo mini
miza ofato de que a aritmética classica cconstitui o 'modelo' (ou teo-
ria informal, mais precisamente) em que est%mos cfetivamente interes-
sados. 0 fato relevante, neste Casoc, ¢ simplesmente o de gue, a nivel
formal, nao é possivel demonstrar ums formula que estd assocciada a
uma sentenca verdadeira neste particular modelo de nosso interesse. A
existéneia (ao menos em principio) de um procedimento metatedrico que
pernita determinar o valor de verdade desta particular sentenga inde-
cidivel constitui em si mesmo um fato que atesta a existéncia de uma
assimetria entre oS niveis formal e informale.

Nume longa nota introduvzida na parte final do parégrafo citado
acima, o autor aparentemente procura rcduzir o sfeito de svas propri-
as observagoes sobre & nao-categoricidade de teorie, através de comen
tdrios sobre a possibilidade de consiruglo de modelos standard a ni -
vel sintdtico para a aritmética de Peano, e sobre a dificuldade em
se estabelecer uma relacfo entre atividade mental e métodos ndc-recur
8ivoSe Sua intengéo parece ser a Ge remover o impacto das provas Se -
manticas (come por exemplo a apresentada na De 76}, que poderiam esta
belecer uma eventval 'superioridade! da atividade mental. Independen-
temente dos recursos dedutives empregados ns verificacgao do valor de

verdsde de G,, é necessdrio considerar gue todas as provas envolvem ,

A ]
3 . - W " - L3 3 # .
em primeiroc lugar, a verificacgao da consisténcia da aritmetieca (for -

mal). Se existem dividas sobre a possibilidade de ela ser estabeleci-

- . y o~ [ 4
da fora as arltmétlca, ha ao menog & certezs de que n2o se pode provi
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la no interior da propria tecria, Desta forma, mesmo que alguns ele -
mentos da teoria dos modelos possam ser utilizadcos na sintaxe, sem -
pre regtara uma prova gue n&o poderﬁ ger formalizada no sistema,

A préxima eritica elaborada vor Webb refere~se ao cardter au-
to-referente da férpula de GBdel. De acordo com ele, a auto-referén -
cia, neste caso?

Moeo i8 not any intrinsic property of the Gdel sentence, but is

relative to the GBdel-numbering" (EELEEE:' pe 163)e
Ele sustenta ent@o que o valor de verdade de wma sentenga aritmetica
nio pode depender da escolha de uwma particular fungcao fg' yue atribua
ntmeros de GBdel sos termos e simbolos do sistema formal, Ea outras
palavras, a indemonsirabilidede da formula de GBdel e a verdade da
sentenca aritmética corresporndente no seriam afetadas por qualquer
mudange na escolha de 'g': tal mudanca teris efeitos perceptiveis ape
nag ne metamatematica.

Serd interessante retcmar a versfo aritmética da formule indeci-
divel. De acordo com & notacdo sdotade ne parte II destie trabalho,

£ &
ela e a seguinte:

19
(GA) (x) « {2 P SB\VD
Wml(p)
tal que
17 Gen g

t—- £

qQ = g ~(X P Bb ("
L Hﬂll(Y)

p % P ~
Embora q Seja um pumero natural obtido pox intermedio da fungao
~r - -
g, Webb sugere gue a forpa de determind-lo ndo afetara o valor de ver

dade da sentenca aritmetica G,. Na realidade, caso for escolhida ou -
it
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tra funcfo g', a sentenga de G8del original permanecerd a mesma do
ponto de vista aritmético, ns medida em que ela ¢ constitvida por fun
¢coes e predicados recursivose. A tYnica conseqliéncie seria a impossibi-
1idade de atribuir o mesmo significado metzmatematico a ela, Um fato
importante, contudo, é o de que, para toda férmula indecidivel ag8so -
ciada a uma sentenga aritmética desta espécie, ¢ possivel determinar
uma fungdo g que corresponda a uma funcfio de numeragfo de GBdel
(atravds de um processo inverso ao da aritmetizagdo).

Apeser de o valor de verdade da sentenca aritmética GA nao ser
alterado por qualguer mudanga nz escolha de g, uma forma efetiva de
determind-lo (além da indemonstrabilidade da fornula correspondenie )
& o estabelecimento da funcdo de GBdel que seja aplicdvel a ela, per-
mitindo gerar uma sentenga sintdtica auto-referente. Deve-se enfati -
zar que este processo é consirutivo, e pode ser aplicado a gualjuer
sentenca aritmética: caso ele permitir a exibicdo de uma fungao de
Gbdel, a sentenga seréd verdadeiraj em caso contrdrio, nenhuma conclu-
s80 poﬁeré ser tirada a respeito do seu valor de verdade., Em particu-
lar, este método nio permitird detectar férmulas de GBdel geradas a

andarde

L3
C
.

partir de predicados de prova nio-gh
Por todos estes motivos, é curioso lexr que "a decisfio final acer
ca do seu valor de verdade nfo tem qualguer ligac&e com a reflexivida
de relativa sob uma dada numeragio" (ope.cite., De 164). Naturalmente,
pode-se supor que este processo nao seja o unico que permita estabele
cer a decisao, mac ele determina uma condig8o suficiente para ela., As
sim, nio parece possivel afirmer yue ele ni4o tenha qualguer relagio

4

com o processo de determinagiio do valor de verdade .
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Webb mais adiante reelabora suas observacoes:

"The Hh we discover will, of course, depend on the g chosen, but
obviously Hh will not suddenly become decidable in 2 if we take up
another GBdel-numbering in search of other undecidable sentences.
Moreover, we have no general method for fiqding all of them, since
the set of undecidable sentences is not re.e." (opecit., p. 165)

Jé foi observado que cads fungdo de numeracfio de GBdel especifi-
ca permite a construgdo de uwma nova formula indecidivel. A gquestdo
mais relevante ndo e & depéndéncia da indecisibilidede de uma Férmula
em relagio a uma especifica fungdo escolhida, mas a maneira pela gual
se pode determinar se uma dadz formula & ow nfo decidivel., Para um ti
po particular de formula, estas fungoes permitem & determinacio de um
procedimento (incorporado a prépria prova de GBdel) capaz de detectar
a indecisibilidade., B necessdric esclarecer se existe outro método
tefetivo! pura detectar, no caso das sentenges de GBdel, esta proprie
dade metamatemdtica.

C autor volta a anzlisar especificamente o valor de verdade da
sentenga aritmetica Gh’ reafirmando que seu valor de verdade nio se¢
modificard no caso de se escolher uma nova funcéo de numeracéo de
Gbdel:

"If g is a prime-factor numbering, then (x) A(x) expresses the
proposition that no natural rnumber can be factored in a certain waye.
This is true, but its truth has nothing whatsoever to do with cur
having discovered (x) A(x) by means of the diagenal argument® (gﬁi
cites Do 166)

Novamente cabe indagnr: olravés de que maneira se pode determi-
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nar que esta sentenca € verdadeira? A solucfo seria & seguintes
"However, abbreviating -P(x,s(h,h)) by A(x), we have a predicate A(x)

such that each of A(1), A(2)pseesa(k) are provable in Z (if Z is
consistent). The truth of (x) A(x) is argued freom the intended
interpretation of Z, in which the variable x in A(x) takes only the
(signs for) natural numbers as values"® (ER;EEE:' De 165)

Davemos verificar, em primeiro lugar, sSe existe de fato a prova
de que cada instancia do predicado A{x) ¢ demonstrdvel, No decorrer
da demonstracao do 12 teorems de incompletude, obtém-se que a formula
de GBdel nfo é demonstrdvel, caso o sistema for consistente. Empregan
do-se o dispositivo de aritmetizacfo, este argumento pode ser reformu
lado emtermos estritemente aritméticos. Assim, a sentenga

/ 19

(x) «~ xPSbkp -
Nml{p

/
serd verdadeirz. Portanto, cada instancia do predicado
/ 19 \
K(x) = ~|{xPSob|p
Neml (p)
também serda verdadeirs. Como se trata de um predicado recursivo primi
tivo, é possivel afirmar gue, para cada uma de suas instdncias, exis-
te uma Férmula demonsiravel no sistema formal, embora nZo Sse possa
provar a sentenca original (contendo gquantificador universal). Conse-
qlientemente, a situacioc nfo é a descrita por Webb. ' (x) A(x)! expres-
sa na realidade que "menhum nimero natural pode ser decomposto de uma
certa maneira®, Elelsugere que este fato aritmético pode ser detormi-

- = i i~ E # 2 r'd
nado a partir da comnstatacdo de que cada sentenga A(L),A(2)5e0. ¢ de-

y ~ i I
e A sitvacio, na realidade, e exatamente oposta: a verdade
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de cada instdncia é determinada apenas na medida em que se estabelece
que (x) A(x) € uma sentenga aritmética verdadeirg, apesar da indemens
trabilidade da formula a ela sssociada.

Nob caso de ¢ sistema formal ser inconsistente, entretanto, seria
possivel afirmar que todas as instancias de A(x) seriam demonstrd -
veis independentemente do valor de verdade de (x) A(x), em virtude
da prépria inconsisténcia. Neste caso, contudo, a sentenca aritmética
t(x) A(x)*® seria falsa, na medida em que G seris demonstrdvel, Fortan
to, nio haveria sentido em se tentar derivar o valor de verdade de
*(x) A(x)' a partir da demonstrabilidade de A(1), A(2)jeee

Desta forma, foram apresentadas trés criticas aos procedimentos
metatedricos que permitem a determinacéio do valor de verdade da sen -

tenca de GBdel: em primeiro lugar, a existéncia de modelos nio-stand-

m

ard em gue o8 valores de verdade desta sentenga séo distintos; a se -

. ~ S

. i - +, & ~
guir, a dependencia das provas metateoricas en relacao a auvtc-referen

F oo
prova metateorica emprega um ar

v}

cia; finalmente, a suposigdo de que

~

tiffcio perfeitamente representfvel na esfera formal., Todas estas cri

ticas mostraram-se equivocadas., Supondo-ge resolvida a guestio da con
. + - L4 : -y

gsistenciay a prova metatedrica permanece valida, apesar da sua rela -

50 com a auto-referéncia, e irreprodvtivel no prdprio sistema formal
¢ H

em virtude do 22 teorema de incomeletude.



D. Jacquette: formalizacdo da prova semantica

Uma das criticas dirigidas aos antimecanicistas faz mengdo ao
fato de que a formula de GBdel ¢ construida a partir de um procedi -
mento padrdo (ver pe 53)e Desta forma, se tal procedimento puder ser
formzlizado, estaria estabelecido um critério para o reconhecimento
destas formulas e, em seguida, a determinacdo, em virtude de uma con-
vencfio, do seu valor de verdade a nivel formal, D. Jacquette anzlisa
esta critica, propondo~se a refutd-la,

0 autor retom2 a prova semantica da sentenga metateorica G, ¢ por
afirmar a propria indemonstrebilidadem tal sentenga nio pode ser fal~
sa, sob o risco de gque se¢ tenha vmpa teoria inconsistente (porqus um:
teorema estaria associado a uma sentenga falsa)e. Desta forma:

"In order to avoid inconsistency and the ccnsequent triviality of
deductive inference, it is generally admitted that first-order logic
with arithmetic i8 formally incomplate. The GBdel senicnce is judge
true, and its negetion false“ (Jacquette[if], Pe 3)e

i 3 ”, . , " . . r =
Se considerarmos aceitével nressupor a consistencia da aritmeti-

m
]

ca, pode-se concluir que, embora a férmula G nfo seja demonstrdvel na
teoria formal A, sua interpretagio na aritmetica (GA) § verdadeira,
assim como sua 'interpretacio' a nivel metamatemdtico GM (via aritmes-
tizacdo da metateoria).

0 procedimento semantico empregado para atribuir valor de verda-
de a sentenga jndecidivel pode ser sintetizado em uma regré, que 0 au

tor denomina ¥procedimento (EY"
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“(P) If S says that S is unprovable, then answer (print): 'S is true'®
(opecitey Do 5)

Ou seja, dada uma sentenga qualquer, bastaria determinar se ela € au~

to-referente e se afirma a prépria indemonstrabilidade: seu valor de

verdade seria determinado como conseqﬁéncia'imediata deste fatos.

0 autor empenha~se a seguir em verificar se tal procedimento pPo-
de ser reproduzido a nivel formel. Segundo ele:

",.. the mind is able nonmechanically to implement (P) because 1%
understands the meaning of (8del sentences and their negations, and
can use this semantic information to decide when a sentence S says
of itself that it is unprovable" (op.cit., De 6).

0 problemaz, contudo, e o de gue Sem um2 Prova para & co sistén ~
cia do sistema, nlo ¢ legitimo concluir que & sentenga aritmética se-
ja verdadeirat: a suposico pura e simples da consisténcia ndo e acei-
tavel, Nenhumaz das proves existentes para ela pode ser formalizaQa no
sistema A. Desta forma, conferme ja foi comentado, embora 2 possibili
dade de se estabelecer efetivamente o valor de verdade de GA na meta-—
teoria estejs sujeita a controvérsizs, nio existe qualquer duvida de
que tal 'prova' ndo poderia ser reprcduzida no proprio sistema (supon
do-se que ele seja de fato consistente), Em vista desta impossibilidz
deyg néo se poderia tampouco determinar o valor de verdade da sentenga
indecidfvel em A. Portanto, mesmo gve se formalize o procedimento (P)
nflo se estard acrescentando qualouer novo elemento a discussﬁo sobre
provas formais e matatedricas.

0 Ynico mérito da tentativa de Jacquette em reproduzir o "proce-

dimento (P)" a nivel formal serd o de verificar se existe upa maneira
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de se diagnosticar no sistema todas as sentengas de GBdel — ou seja,
aquelas que afirmem sua propria indemonstrabilidade. Em suma, ndo
existe maneira de se formalizar integralmente em A o argumento meta -
tedrico que estabelece o valor de verdade da sentenga indecidivel., O
reconhecimento destas sentengas auto-referentes constitui a primeira
etapa do procedimento (P), e também & unica que talvez possa Ser re
presentada no sistema..

A primeira vista, a tarefa de verificar se um sistema formal po=-
de reconhecer ume formula de GBdel parece supérflua, na medida em que
a prépria construcdo da formula fechada G obedece a um procedimento
padréo perfeitamente formalizdvel, Existem contudo algumas dificulda-
des gue merecem Ser analisadas,

A primeira regra formal considerada por dJacquetie para a repre -
sentacio de (P) Ieva em conta o fato de que a sentenge indecidivel —

' ~ Thm(n) °*, segundo sua notagfo, que serd equivalente a

(x) ~ Qc P Sb(
m(p)

- tem um correspondente formal cujo numero de GBdel € o proprio va-
lor numérico do argumento:
g(" ~Thm(n)') = n (1)

Restaria, entdo, instruir a wmdguina &, uma vez reconhecida a sentenca
~’i‘hm{n)~1 (que expressa a nivel metamatemdtico a indemonstrabilidade
da férmula de nimero de GBdel 'n®) e verificada a condigfo (i), iden-

tificéd-la como umaa sentengca de Chdel.

Jacquette afirma gque esta argumentagfio estd equivocada:
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"This makes the unprovability predication too specific. (se.) The
problem ie that the interrogator might choecse predicates other than
'"Thm' to represent unprovability, which would then need to be
invalidly substituted in at least some referentially opague nonexten
sional contexts" (op.citey Pe 6)e
A sentenca aritmética '~Thm(n)', segundo ele, pode receber outra
interpretacdo metamatematica, como por exemplo:

r r I'd ’ .
Uy formulse de numero de GBdel 'n' e deponstravel na teoria®,

Assim, = expressao (i) passarie & significars

p r a - : i
Mg formula ~Thm(n) expressa suva propria  demonstrabilidade".

Issa sentenga aritmética, dada sua interpretagdo metamatemﬁtica,
poderia ser tanto verdadeira quanto falsa {suvpondo-se que o0 sistema
seja consistente). O sistema (ouw a mdquina) estaria instruildoe a clas-
sificd~1la autcmaticamente como vma senternca de Gldel, cometende por -
tanto um erro.

Uma guestdo ndo esclarecida satisfatoriamente no texto 6 a de
como se poderia realizar esta nova interpretacfo. Segundo ¢ autor:
nGivdel sentences can be formulated without negation by means of a

primitive unprovability predicate, such as 'Nthm' or even 'Thm'."

(Op@Citag Foa 6)

o

Ne aritmética inforsal, poderiames certamente introduzir uwm nome esp

o

c¢ifico para o conceitc de indemonstrabilidade:

Nthn(x) e ~(3y) (y P x)
Ou pcderiamos simplesmente atribuir ao predicado "The(x) ' um novo sig
nificado:

Tho(x) ¢ «(3y) (v P x)
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Na aritmética, nortanto, parece evidenle a possibilidade de re =
presentzcéo da nocéo sintdtica de indemonstrabilidade por meio de um
predicado "primitivo". A questd@o, contudo, nio se limita ao nivel
aritmético, porque nosso interesse é o de forrslizar o preocedimento
metatedrico (P): as sentencgas aritméticas Servem apenas como conexaon
entre a metateoria e a teoria formal. Na realidade, pode-se provar
ques

g("Wthn(n) ") = g ~Tho(n)"),
porque ambos predicados aritméticos s4o0 representados por uma mesma
formula, A sugest@o de Jacquette scbre @& possibilidade de se interpre
tar a férmuls construida para representar o conceito de demonstrabili
dade como a negacto deste condeito nio rparece exeqﬁfvela A definicgo
de indemonstrabilidade sé pode ser estabelecida comocomplementar & de
demonstrabilidaede, exigindo ¢ emvrcgo da negacéos a nogdo de prova
formal envolve a construcédo de uma seqéneis de férmules que satisfa-
ca certas condicbes estabelecidas no sistema; e a nogdo de indemons -
trabilidade simvlesmente nege a possibilidade de S8e epresentar ume
prova pare uwna determinade férmula - por esta razio, ela so pode ser
definida em funcio desta relacdo especifica. A critica formulada pelo
autor conira a primeira proposta de formalizagﬁo para (P) é, portanta
insustentavel,

A segunds proposta analisada ( e tambem refutada) pelo autor &
praticamente idéntica a primeira, @ menog pelo fato de se introduzir
explicitamente um principio de substituicdo extensional, 4 duas re-
gras envolvidaga:

wi(g) If g("~Thm(n)') = n, then ~Tha{n) says that ~Thm(n) is ~Thm.
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() 1t T, = T, and (a..Tllan)’ then (.Q.TEG,,).n
(opecitey, Do 7=8)
£ necescdrio verificar se a resra (B) constitui de fato um 'no -
vo' elemento em relacdo & primeira proposia jé analisada, ﬁevemos, em

primeiro lugar, apresenténla nume versdo mais precisas

(B) (((x) (B (x) & By(x))) & B (n)) 5 2,(n)

Como se pode notar, a 'nova' regra corresponde simplesmente a um meta
teorema do caleculo de predicados de primeire ordeme Considerando-se
que a miguina a que se refere Jacguette estd associada a um sistema
suficientemente forte para reyresentar a aritmética de Peano (confor-
me afirma o autor na pe T), a regra () j4 faz parte dela: nio hd sen
tido em se propor a sua adicéo a este sistema, anseqﬁentemente, & se
gunda tentativa mostra=-se equivalente 4 primeira. As criticas de
Jacquette, neste caso, sofrewm das mesmas limitaq¢oes diagnosticadas an
teriormente.

0 terceiro e Ultimo critério prouposto faz uso de uma metavarid -
vels
%{@*) For any (metatheoretical) provertly @, if g(r@{n)ﬁ) = n, then

?(n) says that @(n) is ﬁo # {op.cites Do 2)

0 primeiro comentario que se poderia apresentiar neste casc € 0
de que, no sistema, nfo hd qualquer método para determinar o signifi-
cado metamatemdtico do predicade que 5 instanciado na metavaridvel
@(x’). Deve-se recordar que nem toda sentenca que satisfaz a cordica

g"P(n)") = n (ii)
& uma senterca de (Bdel. O sistema passaria a depender de umi informa

=1

i ' e ; L] 5 o -
\fo adicionsal — o Significado metamutematico do predicado @(x) e

wy
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para poder determinar se estamos diante de uma sentenga de Gbdel ou
nio. Esta dependéncia — inexistente no procedimento (G), apesar de
afirmagOes em contrdrio do autor - torna o critério (G*) inadeguado
para o reconhecimento de sentengas que afirmen a propria indemonstra--
bilidade.
0 avtor tampouco concorda gue 0 critério (G') posea reproduzir o
procedimento (P), mas por razoec distintas das expostas acimas
"But the generality of (G') is unjustifiably obtaired only by
permitting invalid substitutions or instantiations of unprovability
predicates in the referentially opaque intensional GBdel number
quotation context ! @(n) LY (opocijjf Do 9)

" - i & I
seguida por um comentario que procura torna=-Lia

T

Esta observagao
menos obscural
"GRdel arithmetization must provide & unigue syntar-item~by-syntax--

item numerical coding of every formal symbolization in its domain.

GBdel number contexts are irreducibly intensional because g("p') #
- ) ) r .l

g("q") where 'p' # 'a', even if p = q. The Gddel number of P p

ig obviously not identical in the same GOdel numbering system to the
, r n . o )

GBdel number of pv ~p , despite the logical equivalence (p 93p) =

(p\l u.-p)." (ODoCite, p. 9}

0 exemplo utilizado para ilustrar & intencionalidade "irreduti -
vel" do processo de atribuicéo de nimeros de GBdel nio toi apropria -—
do. Jacquette mais uma vez parece ter ignorado a distingdo existente
entre sistema formal e teoria infermal., No caso em questio, a sentenga
¢a 'pV ~p' corresponde simplesmenie a uma abreviagdo (pertencente pon

tanto 2o nivel metalingtistico ou @ao informal) para ‘p - p'y, de manei
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ra que
© ! r
g(p=ap)=gl’pw-p),

~ r
porque a representagao formal de ambas sentencas e a mesma, Um  evem

[

plo mais feliwz pederia ser construido pelo emprego reiteradc do simbo
lo logico ' ~ '3 '
~Thn(n) ¢ ~-~Tha(n), mas g{’ ~Thn(n)"'} ¥ g(" ~e-Thm(n)?).

Este exemrlo também poderia ser utilizado como uma objecdo rele-
vante em relagfo ac critério (G). De uma maneira geral, dado um predi
cado P(x) tal que

~Thm(x) & ~P(x)
mas com a caracteristica adicional de que

gl " ~Tha(n)) £ o(" ~p(n)T),
estaremos diante de uma situzy@o em que, embora as duas sentencas te~
nham a mesma interpretagdc metatedrica (porque sfo logicamente equive

’ ~ =

lentes), nenhum dos critérios permitiria o reconhecimento de ~P(n)
como uma formula de GBdel.,

Desta forme, (G) e (G') esteriam limitados em fungfo do cardter
intencionzl da numeragdo de Gbdel, Jacquette observa gque:

"Principle (G) is too specific, and principle (G') achieves generali-
ty only by requiring invalid intersubstituticns of extensionally
codegignative unprovability predicates in referentially opague CBdel
number quotation contexts." (op.cit., p. 9-10)

L4

Néo ha aparentemente razfio para se afirmar que o criterio (G') requei

[N
:; .

. i - . . Lo . 3 s = . . e . .
ra "intersuhstituigoes invilidas", pois a condigdo (ii) impede ate
mesmo gue sentengas coextensivas a '~Thm(n)' sejasm reconhecidas como

auvto-referentes,
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~

Resta contudo determinar se og contextos de numeros de GBdel sio
de fato "irredutivelmente" intencionais. Seria necessario verificar a
possibilidade de congtrugﬁo de uma funcdo de atribuicdo de numeros de
GBdel gue, ao invés de identificar formulas especificas, apontasse
conjuntos de formulas logicamente equivalentes. Ou seja, seria neces-
sdrio definir uma relagdo de eguivaléncia R ne conjunto de todas as
formulas da teoria, de maneira que

R(Fl’FE‘) H (FJ‘M F2)°

Se esta relacdo for recursiva, serd possivel definir ume nova
funcfn g' que atribuiréd diferentes numercs de (B8del apenas a classes
de equivaléncia distintas. Um2 respvosta conclusiva a respeito da pos-
sibilidade de formzlizag&o (em A) de um critério para reconhecimento
de sentencas de GHdel exigiria em primeiro luger a solugfo de todas

estas outras questoes.



Consisténcia da Aritmética

Todas as andlises acerca dus conseqliéncias dos teoremas de ineom
pletude convergem para a quesitio da consisténcia. Serd conveniente
desta forma, apresentar seus elementos mais importantes, destacando -
se principalmente os relacionados ao caso da aritmética.,

Em decorréncia do segundo teorema, & impossivel provar a consis—
téncia de um sistema (efetivamente consistente) nele préprioo Wo ecaso
dz aritmética cldssica, tal resultado aplica-se tanto as provas inter
nas quanto @s absolutas; em cada um dos casos, contudo, o0s efeitvos
deste teorema sdo distintos.

Uma prova interns de consisténcia & aquela que pode ser represen
tada no prépric sistema a que se refere, envolvendo ; portanto, ape=
nas os recursos dedutivos nele disponiveis. Provas desta natuvreza na
realidade nio possuem qualguer valor informetivo sobre o sistema, vis
to que, se ele for inconsistente, todas as suas formualus serdo demons
tréveis, inclusive as gue expresscam suf consistéﬂciaﬁe Paradoxalmen -
te, portanto, mesmo que se possa obter uma prova interna para ums do-
da teoria, ela ndo teria valor na verificacfo desta propriecdade sinté
tica. Diante deste fato, que & numa decorréncia do prdprioc conceito de
consisténcia e da logica cldssica, o scgundo tecvema de incompletude
tem seu significado fortemente reduzido: o inexisténcia matematicamen
te comprovade de uma prova interna torsa-cse uma informagfo secunddria
diante da certeza prévie de que, mesmo que existicse, ela seria irre-

levante,
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4 nocao de prova abscluta de consisténcia foi primeiramente for-
mulada por Hilbert, e baseia-se no emprego de ‘métodos finitdrios'.
Se aceitarmos que estes métodos sejam aqueles estritamente disponi -

veis na aritmética recursiva, toda prova absoluta serd conseqlientemen

te representével nesta teoria intuitiva. O gdjetivo "absoluto" indica
que nio seria possivel (nem necessdrio) justificar (ou fundamentar)

T : 4 ~ 4 R .
principios empregados na demonrstragaoce. Por tras desta ideia, exis-

o
Ul

te a convicg@o de que a aritmética recursiva constitui uma teoria
cuja coerdncia nfo estd sujeita a dividas, representendo o ponto de
partida pare outras consideracoes de natureza te'ricaz Uma verifica -
¢ao absoluta nio estaria, portanto, sujeita ds restricles apontadas
no caso das demonstragoes internas, Deve-sec observar que, para a arit
mética, tcda prova absoluta também & interna, embora de um tipc varti
cular. Desta forma, as provas internas “irrelevantes" sfo as que nae
recorrem apenas 2o0s métodos finitdriose. O segundo teorema de GBdel 86
adquire relevancia ao ser interpretado como indicador da inexisténcia
T N T -
de ums prova absoluta de consistencia para a aritmetica .

i 4

Em relecédo a possibilidade de se formular uma demenstracio fora
da teoria, nfo hf em principio obstdculos de ordem légico-matemdtica,
a nio ser a restricdo de gque ele terd de ser construida em sistemes
estritamente meis fortes (do ponto de vista dedutive). Ums das solu -
gOes conhecidas foi elaborada por G. Gentzen, através do emprego da.
denominsda ‘indugao transfinita's Segundo este principio, dada uma
propriedade P e um conjunto bem~crdenado X, caso forem verificadas as

condicoes?

. . [ ; s W
(i) f(xﬂ), orde X € 0 primeiio elemento de X3
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(1) (5) ( ((R)y, PX)) = B(y) ),
entao todo elemento de X possuird a propriedade P. A inducao transfi-
nite costuma ser identificada em fungéo do ordinal do conjunto ao
qual é aplicadas no caso espec{fico da demonstracdo de Gentzen, utili
ze-Se a inducéo até Eo' Pode~-se mostrar que, tal prova nfo pode ser re
presentada na aritmética cldssica, fato que ndo causa surpresa em vir
tude da impossibilidade das verificagoes internas de consisténcia,
Existem também as demonstracgdes de natureza semintica, como por
exemplo a gue recorre a teoria dos modelos. De acordo com 0 teorema
de completude, toda teoria formal serd consistente se e somente se ti
ver um modelo. HA sugestdes no sentido de que se poderia tomar a pré-
pria aritmética de Peano como wum modelo intuitivamente aceitdvel para

o sistema Tormal A 9.

As provas mencionadas contam com alguns argumentos em faver de
sua aceitabilidade. Particuwlarmente no caso de Gentzen, embora se re-

corra a principios dedutivos meis fortes do que os disponiveis em A,

pode-se afirmar gque nfo Se avanga muito além destes limites:

"Since all transfinite inductions up to scme particular ordinal 1less
than E’o are reducible to ordinary induction and can be carried out
in elementary arithmetic, it seemed that Gentzen went as little as
possible beyond the arithmetical system in order to prove consisten-
Cye For all the other methods used by Gentzen are formalizable in
the arithmetical systemo" (Delong[ﬁ], p. 218)

A1ém disso, seria poés{vel argumentar que a in&uqﬁo transfinita
¢ um recurso ‘intuitivamente' vdlido, podendo ser utilizade como fun—

; =] L+hey : o r -
damento legitimo para qualquer consideragao sintatica , Deve-se men -
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cionar mais wma vez que 0 recurso a intuicéo serd inevitdvel quando

se tiver em vista a fundamertacde de matemdtica,

Outro ponto em favor destas provas relaciona-se com o potencial
dedutivo das teorias em que elas sdo formuladas. O emprego de siste -
mas mais fortes estd sujeito a criticaa, mag existe a possibilidade
de que os métodos empregados, ao inves de meis fortes, secjam simples—
mente distintos:

"eee Philosophers might argue that the proof uses methods which are
merely different rather than stronger than those available in the
system in question. This claim has been made, for example, in the
case of the constructive consistency proofs for elementary number
theorye." (Resnik [32], p. 145)

A demonstracgaoc de Gentzen enquzdra-se perfeitamente neste caso, em

virtude de seu carditer construtivo.

Hé também vdrias objecbes em relacf@o as mesmas provas. No caso
de nio se partilhar da opinido apresentada por Resnik, pode-se invo -
car a cldssica restrigado acerca do emprego de metalinguagens mais po-
derosas do que a linguagem-objetos No que se refere a consisténcia,
este recurso poderia na melhor das hipdteses gerar demonstragoes rela
tivas, em gue a consisténcia de uma teoria passa a depender da consis
téncia de oubtra. Assim, @ eliminacfo de um problems introduz outro em
geral mais complexo. Supor, por outro lado, que uma metateoria desta
natureza possa ser encarada como intuitivemente coerente torna dispen
advel a verificaclo de consisténcia da teoria original, onde haveria
apenas um subconjunto proprio dos princ{pios dedutivos metateodricos.

No caso da aritmeética, se considerarmos que a incorporacao da indugfo
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transfinita até E’o ao sistema A gera um sistema intuitivamente con -
sistente, a mesma propriedade metatedrica serd compartilhada (e com
me.ior razdo) pelo gistema original: a prova de Gentzen, conseqliente -
mente, se tornaria supérflua.

SJobre o emprego da teoria dos modelos,_hé uma serie de problemas
especificos, Ao se indicar a aritmética de Peano como modelo para o
sistemz A, estamos na realidade confrontando uma teoria informel com
outra formal, situag@o sujeita a dificuldades j4 analisadas (ver dis-
cusséo acerca do conceito de adequacdo, p. 36). A aritmética de Peano
também € uma teoria axiomdtica, definida implicitamente por meio  de
axiomis, néo possuindo portanto as caracteristicas usuais de um mode-

lcll

e Alén dis<o, a incerteza acerca da sua consisténcia foi um dos
fatores que motivou o interesse pelo processo de formalizacao. Uma al
ternativa aparentemente vidvel para contornar tal dificuldade seria o
emprego da aritmética: recursiva, na medida em que se trata de uma teo
ria baseada no métcdo construtivo. Embora tal abordagem seja concei -
tualmente correta, sabe-se que esta teoria nao poderia corresponder a
uma interpretagfo para o sistema A, onde existem recursos dedutivos
mais poderosos (eplicagdo irrestrita do principio do terceiro ex -
cluido, uso essencigl de quantificadores, etc).

Este conjunto de observagCes certamente nio esgota o assunto e
nem mesmo indica uma solucdo. Ele serve ao menos para delinear o qua-

dro em que todacs as discussoes a este respeito devem ser desenvolvi -

dase



.Conclusdo
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A andlise comparada de teorias informais e formais permite cons
tatar profundas distingoes entre elas. O recurso a intuig¢&o no primei
ro grupo contrasta com a rigida precisfo que caracteriza as férmulas,
regras e axiomas formais. A questdo mais relevante neste confronto re
laciona~se com a avaliag@o do potencial dedutivo de cada uma delas:
procura-se determinar se existe de fato alguma distingdo tambén nes
te plano, capaz de justificar a ‘superioridade' relativa de uma das
abordagens; ou se, apesar de suas especificidades na representacdc do
conhecimento matemético, 0 conjunto de teorcmas de cada grupo ¢ abso-
lutamente equivalente ao do outros 0 exame das suas propriedades, ca-
racter{sticas e métodos ndo permite fornecer uma solugfo definita
para esta questdo.

Us teoremas de incompletude de GBdel introduzem, em princ{pio,
novos elementos nesta discussio, Originalmente, eles representam ape-
nas um resultado matamatemdtice (sintdtico na sua esséncia) que esta-
belece uma limitacZo incontorndvel para todas as teorias formais que
satisfazen um determinado conjunte de condigOes. Dentre elas, a ccndi
cao mais relevante é a existénciz de umz definic&o de prova que permi

X ; : s 1
ta reunir todos 0s teoremas em wn conjunto recursivamente enumeravel
Por aplicacdo do argumento da diagonal a este conjunto, pode-se exi -
bir uma nova sentenca que € indecidivel na teoria. Verificou-se as-
sim que a eliminacéac da imprecisao presente na matemdtica informal
gera uma limitacfoe Este resultado, contvdo, nio traz qualquer infor-
magao acerca das teorias informeis. A formula de Gbdel de um determi~
nodo sistema estd associmda a uma sentenca de teoris informal correg-

pondente gque naturalmente posscui um valor de verdade., A posgsibilidade
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de se determinar este valor por meio de argumﬁﬁtagao 'informal®' torna
ge um elemento que permitiria estabelecer a solugao do confronte en -
tre as duss espécies de teoriss matematicas.
Dois grupos antagOnicos mobilizaram-se em torno desta questio.

Un deles levou em consideragdo o fato de que a interpretacéo aritmétg
ca dada 4 férmula indecid{ivel representaria um enunciado metamatemdti
co verdadeiro. Por intermédio de um argumento metatedrico perfeitamen
te espelhdvel na aritmética, estaria decidida a questfo em favor das
teorias informais. Deste forma, dados um sistema formal qualquer (que
satisfaca as condigOes mencionadas) e a teoria informal a ele associa
da, sempre existird uma sentenga comprovadamentie verdadeira que é ine

» F r . P
decidivel neste esvecifico sistemle

0 segundc grupo, em vista da possibilidade de associagdo da £ér-
mula indecidivel a ume sentenga metatedrica, enfatiza que o valor de
verdade dcstez sentenga 86 estd condicionzlmente determinzdo: ela serda
verdadeirs somente se o sistema formal que representa a aritmética
for consistente. Na medida em que 08 proprios resultados de GBdel
atestaram a inexisténcia de vma prova absoluta de consisténcia (no
sentido de Hilbert) para este sistems, estaria descartada a possibili
dade de uma decisZo., A sentengca de GBdel permaneceria indecidivel em
ambos 08 niveis,

As duas anilises estfo sujeitas a criticas., Por um lado, realmen
te nio se pode obter qualquer conclusfoc acerca da sentenca aritmética
sem que tenha sido estabelecida previamente a consisténcia do sistems
formel. Em vista da ausencia de um2 prova absoluta, nao parece 107 0a-

- . - Ll - ‘f
vel considerar a verlilcagaodesta proyriedade metamatematica como
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nﬁo-problemﬁtica: argumentos baseados em crengas ou convicgoes tor -
nam-se inaceitdveis. Por outro lado, existem vdrios elementos indican
do a possibdilidade de formulacio de uma verificagao aceitdvel fora do
sistema. A auséncia de uma prova absoluta aumenta o grau de complexi
dade do problemz, mas ndo encerra autcmaticgmcnte a discussdo.,

Os teoremzs de GBdel, tcmados isoladamente, nao permitem resol -
ver a polémica relativa ao confrorto entre o nivel formal e o infor -
mal. Nenhum dos dois grupos envolvidos, portanto, apresentou o proble
ma en sua devida dimensdo. A verificacio da consisténcie deve ser en-

focada simultaneamentz, Se houver uma prova considerada legitiza (se-

gundo algum critério) para ela, este resultado, aliado @os teoremas
de incompletude, permitiré estabelecer uma assimetria entre os dois
niveis. Em caso ¢ontrdrio, nenhums conclus8o poderd ser estabelecida
com base nestes teoremas, e o problema da adeguagao da representacdo
formal, tomado nwun sentido amplo, permaneceré sem.solugﬁo.

A consisténcia representa o elemento ignorado da discussdo, O se
gundo tcorema de GBdel projeta o problema para fora da esfera 1ldgico-
matemibica. As provas atusalmente conhecidas precisam ser analisadas a
luz de seus pressupostos. Dada a impossibilidade de eliminagao inte-
gral da intuig¢do , cabe determinar os principios ldégicos ‘intuitiva -
mente vilidos' gue poderiam ser incorporados 2 metamatemdtica: upenﬁs
o5 métodos Tinitdrios de Hilbert, a indugdo transfinita, todos os mé-
todos construtives, etce O exame destes elementos nao pode limitar—se
a uma decluragﬁo subjetiva de principiose Enbora a completude dos €13
temss formuis que representam a aritmetica tenha sido examinada basi-

. . 4 , 3 . . s . . . .
camente dentro dos dominios da matemitica (finitaria), a consistencia
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envolve em primeiroc lugar a analise dos fundamentos da matematica,
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Introdugao

(1) Ver por exemplos:

(2)

(3)

(4)

BOWIEZ, GeL. ILucas's Number is TFinally Up. JoPh,Tog,, 11:279-285,
1982,

KIRK, Re Mental Machinery and GSdel. Synthese, 66:437-452, 1986,

NELSON, ReJe [The Logic of WMind. Dordrecht, D. Reidel, 1982,
Ver, por exempla, Jacguette [1“,_7], ou ainda:

BOYER, DeLe JeRe Lucas, Kurt GBdel and Fred Astaire, Phil Quar,,

33:147-159, 1983.

DUBUCS, Jo Réalisme et Antimécanisme chez K, GBdel, Dialectica,

40:297-308, 1986,

Foram considerados principalmente Delong[ ], Hatcher [15:], Kleene
[18]s Ladriére[23], Martin[pg], Wendelson[27] e Sto11[38].

E. Nagel e R. Newman (Nagel & Newman [29:'1), de um lado, e H.
Putnanm (Putnambl]), de outro, projetaram na comunidade matemdti-
ca e filosofica as duas posicOes predominzntes na polémica. O pri
meiro texto de J.R.lLucas sobre este assunto (Luc.as[zj,:]) foi certa
mente o itrabalho que gerou o meior numero de xréplicas neste te—

& ¢

Parte I

(1)

(2)
(3)
(4)

Ver Xleenec [18:], pe 264 Kleene observa que esta distingdo foi es-—
tabelecida por D. Hilbert,

Cf. Stoll[38], ps 227-8,

Por exemplo, Stollf}(ﬁ], Ps 228,

Ladricre [.2;3], Pe 51-2, O autor apresenta esta classificacdo tendo
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(6)
(7)
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em vista estabelecer a evolucdo do conceito de ‘teoria axiomdti-

ca' ("El progreso de la axiomdtica consiste precisamente en la

eliminacidn creciente de la intuicion"). Ele introduz ainda um
terceiro grupo, a taxiomdtica formal', imediatamente anterior aos

‘gistemas formais puros'. A descrigao dada pelo auvutor, contudo,

nao indica gualquer distingao significativa entre as axiomdticas

abstratas e as formais, de forma que parece absolutamente sufici-
ente a disiincdo de apenas duas categorias entre as teorias infor
mais,

Ver Kleeneilgl, pe 28. B necessdrio mencicnar que o emprege dado

por Kleene & expressdo taxiomatica material' desrespeita & prd -

pria distincéo por ele tragada entre método construtivo e axiomd-
tico: (" ... the axioms merely express those properties of the
objects which are being taken initially as evident from their
construction eee')e

cf. Sto11[38], p. 233-4.

Ver Stol1[38], p. 219

Ver Hatoher[}ﬂ], pe 11. Seu eguivoco pode ser constatado na se -

guinte passagem:

"The whole process is typical of mathematics. One starts with a
particular concrete situation, and then subjects it to an
analysis which ignores gcme aspects while considering others
importante(see) In mathemstics, the process leads to the defini-
tion of abstract structures independent of any concrete situa -
tione (o) Mathematical logic has given rise to the study of

abstract structures called formal syotems or formal lansuagses!
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(9) Cf. Kleene[18], pe 59-60.

(11)

(10) ¢f. Wang[41], p. 2-3.

sssa justificativa 6 apresentada em Stoll{bS], Pe 375

(12) Segundo Stoll[3@, pe 374, "an effective procedure is like a

(13)

recipe in that it tells what to do at each step and no intelli =
gence is required to follow it. In principle, it is always
possible to construct a machine for the purpose of carrying out
such instructions."

Tica implicito nesta passagem que Stoll relaciona 'inteligéncia’
a capacidade de complemerntar o conjunto de informagles necessari-
as & execugfo de um procedimentos

Uma das poseiveis definigdes para este grupo de teorias é a se-
guinte:

npg first-order theory, or simply a theory, is & formal system T

gsuch that
i) the language of T is a first—-order languagej;
ii) +the axioms of T are the logical axioms of L(T) and certain

o .

further axioms, called the ponlogical oX10Ms;

iii) the rules of T are the expansion rule, the contraction rulg
the associative rule, the cut rule and the 3 ~introduction
rule." (Shoenfield[35], pe 22)

Embora os simbolos adotados nestas teorias sejam 08 usualmente

empregados pelas teorias informais, eles estio despidos de qual-

quer significadoe.

(14) ¢f. Hatcher[15], p. 12-3,

(15) "ose acsim, as consideracoes intuitivas, que evidentemente nunce



(16)

(L7)
(183
(193

(207
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poderde ser totalmente evitadas ou eliminadas, transferem-se
para outro lugar, em uam nivel de certa forma mais elevado, e ao
mesmo tempo se tornard possivel na matemdtica uma separacdo rigo
rosa e sistemdticae entre as formulas e as provas formais, de um
lado, e as reflexdes intuitivas, de outro."
cf. Carnmp[3]v pe 156, Existem algumas situagoes especificas
em que 6é necessdrio observar a disting@o entre o objeto 1lingtis-
tico e seu nome. Trés—quartos, '3/4' e '9/12' s@o alguns dos no-
mes possiveis para o ntmero racional 3/4. Embora '3/4 = 9/12°,
temos que " '3/4' £ 19/12% ", pois tratam-se de simbolos distin
tos,. Assim; na sentenga

"Q denominador de '9/12' & divisivel por 3",
g afirmaclo é feita com respeitc & um dos nomes do nimero em
questios a substituic@o deste nome por outre, neste contexto,
falsificaria a sentenga. Ver Mantn[Zﬂ, Pe F»
of . Eartin@%ﬂ, Pe 3%
Ver Wartin[26], pe 45-6.
Este exemplo foi retirado de Delong[G]g Pe 194,
Cf. Ladriére[gé], pe. 182, Segundo este autor:
"Se encuentran, por ejemplo, en estas demostraciones enunciados

- . o W . L4
que incluyen la expreszén: pare toda sustitucion de numeros en-—

. . . F i . .
teros por variables de tal proposicion. Y no es possible elimi-

nar estos cuantificadores recurriendo, por ejempla, a esquemas
. « F . . .
de derivacion apropiados. Sin embargo, estas demostraciones con

» , » 3
tintan siendo constructivas,"

(21) A associagédo entre tfinitario!' (no sentide cmpregado por Hilbert)
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e '‘recursivo! ¢é sugerida por M. Resnik (Resnik[ﬁQ], Pe 134); a
ligac@o entre ‘construtivo' e 'recursivgmente enumerdvel! ¢ de -
fendida por H. Delong (Delong['éj, Pe 195). Outros elementcs re-
lacionados a este tema serdo introduzidos no capitulo sobre arit
metizagdo,

(22) Esta classificag@o € proposta enm Ladriére[éé], P 18263,

(23) Ver Mertin[26], p. 11.

(24) H. Delong identifica a "interpretagfdo pretendida® (intended

interpretation) para uma teoria formal com a teoria informal =

ela associadas; neste caso, pode-se concluir imediatamente que,
se a teoria for categérica, ela também sera adequada (relative -
mente a teoria informel originall.

(25) Cf. Wang[éi], De T4

(26) Ver Wendelson{27], p. 102-3.

Parte II

(1) Ver Martin[pg], p. 51.

(2) 0Os axiomszs deste sistema foram apresentados em MEndelson{é?], Pa
102-3,

(3) A semelhanga entre a aritmética recursiva e a finitieta torna-se
evidente apds esta descrigfo. Ver pe 32

(4) A designacfo 'lema da Gorrespondéncia' é cmpregada por He. Delong
(ver Delong[ 6], pe 171).

(5) Delong, ao contrdrio, considera que:
"Phere are two versions of GBdel'y first incompletencess theorem.

The first is gyntactical, in which the formulas of the formal
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system are left uninterpreted. As we have seen, there is no self
reference involved seo" (Delong{ 6], pe 175)

(6) cf. Auerbadh[g], P. 342-3.

(7) TEste problema foi examinado em Feferman[i0].

(8) =Estas condigoes foram enumeradas por Delong (Delong| 6] pe 195%

Parte III

(1) Esta terminologia encontra-se em Delong[:6], pe. 198-9,

(2)  ‘*Necanicismo® (Mechanism}, neste contexto, correspcende a tese
de que a mente (ou, pelo menos, seudesempenho argumentative) po-
de ser explicada por meio de sistemas mecinicos. Ver Lucas[23],
DPe 43¢

(3) Webb menciona freqlientemente a guestdo da consisténcia nas pri -
meiras péginzs de seu trabalho, mas afirma gue suz ma2ior preocu-
pagfo nfo € esta:

... We shall direct our specific criticism against Lucas's last
step (eee)s is€s» the use of the 'self-referring' character  of
Gldel-sentences to distinguish between conscious and non-
conscious beings." (Webb[}?], pe 158).

(4) Lucas formulou uma critica a Webb em termos semelhantes:
"plthough it is important in considering GBdel's theorem general

1y tc realize that there are many (infinitely many) true-but-
unprovable G8delian formulae, and that each is a true arithmeti
cel proposition independently of any arbitrary choice of &
GBdel-numbering system, it is also important (e..) that it is

only beeause the very complicated arithmetical propesition can
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(6)

(7)
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also be viewed as the code-expression of a fairly gimple meta-
pmathematical truth, that we can convince ourselves that it is
in fact true." (Lucas[24], p. 311)

Deve-Se observar que a adigfo desta regra ao sistema ndo teria a

finalidade de tornar G decidivel, pois, neste caso, pela aplica-

¢fo do procedimento de GBdel, uma nove sentenga indecidivel G

seria gerada, 0 Irocedimento (P) ndo representa uma regra de in-

feréncia: sua funcdo seria estritamente & de atribuir um valor
de verdade as férmulss de GBdel. Este papel f'semintico' do proce
dimento pode parecer um empecilho & sua formalizagﬁo, vistc que
estariamos introduzindo no sistema um predicado capaz de repre -
sentar a nocdo de verdade. Tal risco na realidade nio existe,
porque o critério sé permite o reconhecimento das formulas de

Gbdel, e nem todas as sentences indecidiveis se enquadram neste

£rUp0Oe

R.L.Gocdstein faz os seguintes comentérios:

"eeo Of course a proof inside A of A's consistency offers no
security, for if A were inconsistent then every formula in A
would be provable in A. In fact, GBdel's result does not really
bear upon the problem of consistency itself but affords a means
of establishing the independence frem the axioms of A of axioms
(1ike transfinite induction) whose addition to A suffice to
prove the closed formuwla C above in the enlarged system,"
(Goodstein[}j}, Pe 213-4),

Comentdrios semelhantes a respeito dos moetodos finitistas [oram

apresentados na pe 32
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(8) Nesta discussfic, nfio estamos levando em consideracdo os predica-
dos de prova intencionalmente incorretos, a partir dos quais po--
de-se construir uma sentenga demonstrével que expresse a congis—
tencia do préprio sistema. A este respeito, ver Auerbach[ 2] e
Feferman[}_o] v

(9) Shoenfield é um dos autores que faz esta sugestdo:

"We construct a model of N by taking the universe to be the set
of natural numbers and assigning the obvious individuals,
functions, and predicates to the nonlogical symbols of N. This

model is called the standard model of W oo," (Shoenfield[Bi],

Pe 23)
(10) Ver Ladriére[22], p. 199. O autor nfo apresenta maiores comenta
rios acerca da suposta validade intuitiva do principio de indu -
¢&o transfinita,

(11) Ver Kneebone[zd], Pe 204,

Conclusao

(1) cf. ¥aninl2s], p. 255.
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