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APRESENTACAO.

Em nossa pesquisa, da qual o presente texto e um relato,
procura mos uma melhor compreensao, do ponto de vista logico-
formal, da semantica que haviamos apresentado em nossa disserta-
¢ao de mestrado. Esta semzntica e uma vers3o da Semantica de
Mundos Possiveis ne qual consideramos lincuaagens modais de
primeira ordem com identidade, pelo menos uma constante indi-
vidual e, eventualmente, outros simbolos funcionais. Tomamos
emprestado da Semantica de Mundos Possiveis a tese segundo a
qual um contexto modal remeté, ainda que de maneira implici-
ta, 2 varios mundos, situacbes possiveis. Como sabemos, Kripke
em seus trabalhos pretendeuformalizar e estudar a ideia de
que os conceitos modais expressam propriedades de objetos como
tais (modalidades de re). Nos, ao contrario, tinhamos mo ho-
rizonte a critica quineana a quantificacao atraves.de operadores
modais e buscamos nossa inspiracao na tese de que, embora a
referencia a objetos n3o seja eStranha a um contexto modal,
este nao expressa uma pro_priedade de objetos enquanto tais,
independentemente dos meios que a Yinguacem dispoe para lhes
fazer referencia (modalidades de dicto cum fundamento in re).

Esta compreensao dos conceitos modais nos conduzia a idéia
de atribuir as variaveis, ouando em contextos modais, um
duplo papel: referencial (i.e., remeter a um universo de obje-
tos) e substitucional (i.e., marcar lugar para os nomes dispo-
niveis na linauacem).Mais precisamente, a mnoc3o de modalidades
ce dicto cum fundamento in re, quando associada a ideia funda-

mental de uma semantica de mundos possiveis, suaereaa idéia

de uma interpretacao mista dos quantificadores cujas varia-
veis ocorrg% livres no escopo de cperadores modais ( quanti-
ficacao atraves de contextos mocdais)suma interpretacao na
qual a quantificacao fosse referencial com respeito a um

dado mundo e substitucicnal no tocante aos mundos acessiveis.
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Em nossa dissertacao, apresentamos uma formalizacao
possivel, tendo como ponto de partida a Semantica de.Mundos
PossTveis para a Ldgica Modal Proposicional, da ideia de wuma
interpretacao mista dos quantificadores em linguagens modais.
Demos a ela o nome de Semantica Nominativa (abreviadamente,

S.N.) e estudamos algumas de suas propriedades. Em especial,
mostramos que, quando consideramos apenas linguagens modais que
n3o0 contem outros simbolos funcionais alem de constantes indi-
viduais, ela & uma extensdao em esquemas da Semantica Classica;
ou seja, memhym® instancia, em uma dessas linguagens, de um
esquema classicamente valido pode ser falsificada na nova
cemantica. Mo entanto, quando consideramos linguagens com
termos individuais complexos, podemos falsificar o esquema da
substituicao ( instanciacgaoc) , se 3 variavel a ser substituida
ocorrer livre no escopo de um operador modal e o termo subs-
tituendo for um termo complexo aberte. lostramos, tambem, que
a Semantica Nominativa permite falsificar o esquema (formula)
de Barcan, embora torne valido certos esquemas que nao sao
validos na Logica Modal Quantificacional, quando considera-
mos sistemas sem a formula de Barcan (B.F.). Portanto, as
logicas modais quantificacionais eventualmente caracterizaveis
em S.N. deveriam ser extensoes proprias daquelas usuais sem
B.F. e estariam propriamente contidas nas que contem B.F.
Estudamos apenas a 10gica que podemos obter quando considera-
mos a classe das bases modais (frames) nas quais as relacgoes l
de acessibilidade sao relacoes de equivalencia.
Para axiomatiza-la, lancamos mao de certos simbolos defini-
veis em i1inguagens modais e que expressam, quando consideramos
esta classe de bases mod_ais, a propriedade 'ser nomeado' e
uma relacao peculiar de identidade nos mundos acessiveis.
Varias questoes nos apareciam como interessantes e
nerecedoras de um estudo mais acurado do que o desenvolvido na
dissertacao. Que contribuicao original S.N. +naz - @ questao
da interpretabilidade dos quantificadores em contextos
modais? Sendo ela uma variante das versoes ja existentes na
literatura, o que a individualizaria nesse contexto? Em que
nedida a propria idéia de uma interpretacao mista dos
quantificadores implicaria num afastamento das leis logicas
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usualmente validas? Uma vez que S.N. e apenas uma das maneiras
que podemos imaginar para formalizar a ideia intuitiva de uma
interpretacao mista da quantificacao atraves de operadores
modais, podemos nos perguntar em que medida o comportamento
desviante com respeito as leis 10gicas (classicas e/ou modais)
seria consequencia da propria ideia de uma interpretacao mista
dos quantificadores em contextos modais. Ou seja,.seria possi-
vel forneceruma interpretacao mista dos quantificadores adequa-
da para os calculos modais quantificacionais usuais? Alem disso,
com respeito a que classes de bases modais podemos definir os
predicados referidos acima? Seria possivel axiomatizar 1ogicas
caracterizaveis em S.N. sem Tancar mao desses predicados? En-
fim, para quais logicas modais proposicionais podemos encontrar

extensoes quantificacionais que podem ser adequadamente inter-
pretadas em S.N.?

0 objetivo teorico da pesquisa By poﬁ%onseguinte, du-
plo. Por um lado, esclarecer melhor a peculiaridade da Semantica
Nominativa, no contexto das versdes ja existentes na 11teratura;
e, por outro, avaliar em que medida esta semantica tem um domj-
nio de aplicacao,em Logica Modal Quantificaciona]}an51ogo ao
dessas versoes.

No €apitulo 1, reapresentamos a Sem3antica Nominativa
introduzindo, porem, duas pequenas alteracoes. Em primeiro lu-
gar,na definicao de base modal, considera mos tambem bases
modais nao normais, o que nos permit- como em Kripke,1963,
aboraar as 1ogicas modais meramente congruentes , monotonicas
e requlares. Em segundo lugar, introduzimos uma alteragao na
definicao de satisfacao. Na dissertacao, esta relacao era deter-
minada, no tocante as formulas modais, por uma clausula refe-
rencial com respeito a um dado mundo (se este fosse acessivel
a si mesmo) e substitucional com respeito a todos os mundos

acessiveis a este mundo (inclusive ele proprio). Aqui, no entan-

to, a clausula substitucional e empregada apenas para 0s mundos
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No Capitulo 2, tendo como pano de fundo uma caracte-
rizacao abstrata do que ¢ uma semantica de mundos possiveis
para linguagens modais de primeira ordem, analisamos o papel
que S.N. atribui as variaveis, q_uando estas ocorrem livres no
escopo de operadores modais . De uma maneira mais geral, anali-
samos o papel de um termo singular. Essa analise poe em relevo
a originalidade de S.N. face as demais semanticas existentes

na literatura; em S.N., um termo singu-

lar remete, simultaneamente, a um objeto de uma estrutura clas-
sica e a uma familia de objetos homonimos. Nessa medida, a con-
tribuicao de S.N. ao debate sobre a quantificacao atraves de
contextos modais consiste em uma nova resposta a constituicao
dos objetos intensk_#jonais, cuja p_lena inteligencia demandaria
uma explanacao, emtae de um ponto de vista filosofico, que nao
prucuramos fornecer aqui.

Finalmente, no ultimo capitulo, apresentamos uma extensao
quantificacional da menor logica modal proposicional regular e
monotonica, i.e., da logica C2. Provamos a legitimidade e a
correcao desta extensao ,com repeito a classe de todas as estru-
turas modais. No entanto, tivemos o cuidade de demonstrar esses
resultados com metodos que podem ser facilmente aplicados, quan-
do consideramos outras logicas modais proposicionais caracteri-
zaveis por <classes particulares de bases modais.

0 leitor perspicaz podera encontrar, por si mesmo, a
partir dos resultados que aqui expomos, respostas as questoes
que formulamos antes. Chamamos atencao apenas para o fato de
que a propria ideia de uma interpretacao mista dos quantifi-
cadores implica na impossibilidade de falsificar formulas da
forma

S(EX)MA—> (Ex)O(A—>1A),



CAPITULO 1

A SEMANTICA NOMINATIVA: CONCEITOS E
PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS.

1.1 Preliminares sintatico-linguisticos. No presente estudo .

consideraremes linguagens modais de primeira ordem, enumera-
veis e que contem a identidade e, pelo menos,um simbolo fun-
cional O-ario (i.e., uma constante individual). Para simplifi-
car, suporemos que essas linguagens contem como simbolos 10-
gicos primitivos apenas os seguintes: o simbolo para a nega-
gao ( '~-' ) , o simbolo para a quantificacao universal ('( )'),
o simbolo para a conjuncao ('&'), o simbolo para a identidade
('='"),60 simbolo para o operador modal ('@ '). Os demais
simbolos 1o0gicos usuais podem ser introduzidos pelas defini-
coes costumeiras. Suporemos, tambem,que todas as linguagens
aqui estudadas contem o mesmo conjunto de variaveis e este
conjunto e dade em wuma certa ordem padrao (a ordem alfabe-
Eica )

Observemocs que qualquer linguagem modal de primeira or-
dem pode ser vista como obtida de uma linguagem classica de
primeira ordem a qual acrescentamos o operador modal. Desse
modo, podemos denotar uma linguagem modal simplesmente acres-

centando o sobrescrito 'm' 3@ linguagem ciassica que lhe deu
origem. Obviamente, sempre que nao houver risco de confusao,
podemos empregar uma mesma eéxpressao para denotar tanto a
linguagem modal, como a linguagem classica.

Como e usual, uma extensao em constantes de uma lingua-

gem e uma extensao simples que dela difere, no maximo, por



conter novas constantes individuais.
Em nossa meta-linguagem empregaremos, entre outras, as
seguintes notacbes e variaveis meta-sintaticas:
(i) 'VAR' denota o conjunto das varjdveis;
letras latinas tipograficas do final do alfabeto (v,
X, ¥, 2 ew ) ,» com ou sem Indices numericos inferiores, a;—
sumem valores neste conjunto; em particular, para k>0, x

- % - _-k
denota a k-esima variavel na ordem alfabetica.

(i) TERML
d el - - - -

t. e u afetados ou nao por indices indicam elementos de TERM,

(i1i1) NOML denota o subconjunto de TERHL formado pelos no-

mes (i.e., termos singulares que nao contem ocorréncias de

denota o conjunto dos termos individuais de Lies

variaveis); as letras a, b, ¢, e d, afetadas ou nao de Tndi-
ces assumem valores em EEEL
(iv) EQEEL indica o conjunto das formulas de L,; letras la-
tinas maiusculas iniciais, afetadas ou n3o por indices, assu-
mem elementos deste conjunto como valores e letras gregas mai-
usculas, subconjuntos de Forw,
(v) §§EIL denota o conjunto das sentencas (i.e., formulas que
nao contem ocorrencias livres de variaveis).
(vi) f, g, h e P, 0 , R afetadas de um Tndice numérico supe-
rior n e, eventualmente, de outros indices inferiores, assumem
como valores, respectivamente, simbolos funcionais n-arios e
simbolos para predicados n-arios (se n=>0 )s

Aqui, empregaremos a nocao de substituicao uniforme e
simultanea de variaveis com eventuais renomeacdes de varia-

veis ligadas . Assim, se U e uma expressao de Lse ¥yseeeny,

sao algumas de suas variaveis livres ec'el.l,...,tn sao termos
de L,

E(Y]IE]ss- . a}’nf_t_n )
denota a expressao que advem de U, quando substituimos simul-
tanecamente, todas as ocorrencias livres de Y por ocorrencias
de tk e, eventualmente, renomeamos as variaveis ligas de U,
a fim de que nenhuma variavel em tk ocorra ligada como parte
de uma ocorrencia de t, que substitui uma ocorrencia de Yo
para k=1,...,n (cf., p.e., Bell & Machover, 1977, p.63).
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1.2 Conceitos semanticos fundamentais.Para uniformizar a termi-

no1bgia, explicitar a notagao, bem como, manter nosso trabalho
o mais auto-contido possivel, apresentaremos as definicoes dos
principais conceitos semanticos que serao empregados, mesmo
aquelas que tomamos emprestado seja da Semantica Elassica,
seja da Semantica de Mundos PossTveis usual.
Consideremos, ent3ao, uma Tinguagem <classica de primeira
ordem L.

DEFINICAO 1.1 Uma estrutura (classica) para L, A , & um

par, no qual o primeiro elemento & um conjunto nao vazio, |Al,

denominado o universo de A e o segundo, uma funcao que asso-

cia:
(i) a cada simbolo funcional n-ario s £, de L uma ope-
racao n-aria, f, , em |Al: e

(I) a cada simbolo para predicado n-ario, P, um subcon-

: n
Junto, P, , de |,])".

DEFINICAO 1.2 Por indug3o no comprimento de um nome a
de L, definimos a denotacao, a3, de a em A. Suponhamos defini-

da para todo termo de comprimento menor do que o de f t....t

1 =n’
nta Yo B e S -
Eifkas (f Tyomi B ) Iy {8y smuusl, )
A A
Tendo em mente esses dois conceitos classicos, podemos

definir o primeiro dos conceitos peculiares 3 nova semantica,
aquele que permite que as variaveis desempenhem simultanea-
mente duas funcoes distintas: vremeter a objetos e marcar lugares
para os nomes disponiveis na linguagem.
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DEFINICAO 1.3 0 dominio modal, Dy » de A & o conjunto

dos pares La, a» em |Al X oM, , tais que ou o primeiro ele-

mento nﬁagﬁomeado em A (i.e., para todo b em NDML , b ao e

n
—A
a ) ou o segundo elemento, a , e um dos nomes do primeiro (i.e.,

a4 e a).

Ao considerarmos sequencias de elementos do dOan\jO
modal de uma estrutura, podemos atribuir valores, nesse aomf-
nio,as variaveis da linguagem. BEstes valores serao pares
ordenados formados por objetos de um universo e nomes da 1lin-
aquagem, Uet_erminamos, dessa maneira, a dupla valoracao exigi-
da pela propria ideia de uma interpretacao mista dos quanti-
ficadores. As primeiras ordenadas constituem os possiveis va-
lores referenciais das variaveis e as segundas, seus valores
substitucionais.

Por um processo analogo ao classico, podemos estender
a dupla valoragao para todos os termos da linguagem. Conside-
remos, pois, A, uma estrutura classica e s, uma sequencia no
dom?pio modal de A .

DEFINICAO 1.4 0 valor referencial, s*(t), de um termo
t de L @ definido, por inducao, como segue

(i) se t for a k-esima variavel, entao s*(t) e a pri-
meira ordenada do k-esimo par em S:
(ii) se t for flty,...,t entdo s*(t) e

an( §*(t1) s e-as* ().

DEFINICRO 1.5 A s-instancia, U{®), de uma expressio
bem formada U de L, cujas variaveis livres sao Yyse-ea¥y e a
expressao U(a1,..., an), onde, para k=1l,...,n, ay g a segunda

ordenada do par que s atribui ao indice de Y-



Observemos  que, atraves do conceito de s-instancia, po-
demos associar a cada termo singular t de L e a cada sequencia
s em DA im valor em ﬂgﬂL , @ saber, a s-instancia de t. Pode-
mos denominar tal valor de t em EQEL , 0 valor substitucional
de t em A com respeito a s.

Antes de introduzirmos os demais conceitos, cabe uma
observacao acerca da dupla valoracao dos termos que e deter-
minada pelo conceito de dominio modal de uma estrutura clas-
sica.

Embora o dominio modal induza tanto o valor referencial
de um termo, como o seu valor substitucional nocssedos termos
singulares complexos e possivel que ospaﬁﬁformadospe1os seus
valores referenciais e seus valores substitucionais nao pe;—
tengam ao dominio modal. Um exemplo torna o ponto mais claro.
Para simplificar, suponhamos que a linguagem L contém,como
simbolos nao logicos, apenas os seguintes: uma constante indi-
vidual a2 e um simbolo funcional unario f. Seja A a estrutu-
ra clﬁgsica para L na qual:

AV & 40,1,2%
a, e igqual a f, (1) que & igual a f,(2)

que & o zero e, finalmente, f,(0) & 1.

Nesse caso, Se tomarmos a sequencia s em DA que atribui a vari-
avel X, © par <2, a»>, teremos que

S*(fx) = 0 = 2, ((fx)(s))A “(fa)= £ (0) = 1

Ou seja, s*(fx) e um objeto nomeado em A , porem (fx)(s) nao
e um de seus nomes em A . Consequentemente, o par

Cs*(Fx), (fx)(8)>

nao pertence a D4

0 fato do dominio modal nao ser fechado por essa dupla
valoracao tera, como e previsivel, importantes consequencias
para a adequagao da interpretagao dos quantificadores que ofe-
recemos aos calculos quantificacionais modais usuais. Oportuna-

mente retornaremos a esse ponto (cf., mais adiante, ppi3 5§ ).
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Votemos a apresentacao dos conceitos semanticos basicos,
considerando aqueles que toma _mos emprestado das versges usu-
ais da Semantica de Mundos Possiveis.

DEFINICAO 1.6 Uma base modal, B , & um terno <I, R, N>

no qual I e um conjunto nao vazio, cujos elementos sao denomi-

nados indices ou mundos em B , R & uma relacao binaria em

I, denominada relacao de acessibilidade e, finalmente, N

e um subconjunto de I, cujos elementos s3o chamados Indi-

ces ou mundos normais em B .

DEFINICAO 1.7 Uma estrutura modal, M , para a Tingua-

gem modal LFe um par < Bys ( Ai)ie (7o qual By e uma
base modal (denominada base de M ) e ( Ai)iel e uma fa-

milia de estruturas classicas para L (a linguagem que deu ori-

gem a L°).

Observemos que, ao contrario das versodes usuais da Se--
mantica de Mundos Possiveis, nao impusemos o tradicional requi-
sito de inclusao segundo o qual, para quaisquer indices i e j
em I, se i R j, entEolAil S lA ). Esse requisito, necessario
a definicao usual de satisfacao para formulas modais, pode
aqui ser dispensado, gracas ao papel substitucuional que as
variaveis desempenharao com respeito aos mundos acessTveis
distintos do inicial, como mostra a sequinte definiczo.




DEFINICAO 1.8 A relagao de satisfacao definida entre,

por um lado, estruturas modais para a 1inguageﬁ L, indices na
base modal dessas estruturas e sequencias nosdominios modais
das estruturas classicas indexadas por esses indices, e, por
outro lado, formulas de L & definida por inducdo na complexi-
dade das formulas, de maneira analoga a usual. Consideremos,

pois, uma estrutura modal M para L, um indice i de B =

M
N S P s . -
uma sequenciavao dominio modal de Ai' A relacao de satisfacao

denotada por 'M,i,s sat. A e definida pelas clausulas sequin-

tes:
i : o * = * .
(i) M, i, s sat t]- t, sse s (t1) 3 (tz),
" n * eph
M, i, s sat P ty...t, sse (s*(t1),...,s (tn)>CPA
(ii) M,i , s sat A & B sse M, i s sat A e M,i, s
sat B;

(i11) M, i, s sat ~A sse M,i, s nao sat A;

(iv) M, i, s sat (x, ) Asse M, i, s sat A, para

qualquer sequencia s , em Dy » k-variante de s (i.e., que di-

fere de s, no maximo, por at;ibuir a k um outro élemento de DA%
(v) M,i, s sat DA sse i€ N e, para qualquer j em

I, tal que i R j, as sequintes condicoes valem:
(a) se i = j, entao M,i , s sat A
(b) se i # j, entao M , j, s' sat A(S), para alguma

sequencia s' em Dy
J

L



A partir do conceito de satisfagao , podemos definir,
de maneira analoga a classica, o conceito de verdade para lin-
guagens modais de primeira ordem. Como em uma estrutura modal
consideramos simultaneamente varios indices (consequentemente,
vairiasestruturas classicas), temos dois conceitos principais
de verdade: em um indice e na estrutura modal como um todo.
Esses conceitos sao apresentados na definicao que 5¢
segue.

DEFINICAO 1.9 (i) Uma formula A de L diz-se verdadeira

(falsa) em uma estrutura modal R e no indice i de By, , em
simbolos, M, 1 F A ' se, para
qualquer sequencia s em D, » M ,i, s sat A ( respect.,

M, i s nao sat A). (ii) bma formula A de L diz-se verdadei-

ra em M (respectivamente, falsa emM ), em simbolos M A

se A e verdadeira em M e em todos

os indices d .
7 e eBM

+ 0S conceitos que acabamos de introduzir determinam uma
semantica, no sentido de Tarski, 1956 e 1944, para as lingua-
gens modais de primeira ordem que contem o simbolo para a iden-
tidade e, pelo menos, uma constante individual (podendo ter
outr os simbolos funcionais). Essa semantica, que denominamos
de Semantica Nominativa, & uma extensao, por um lado, da
Semantica Classica para linguagens de primeira ordem e, por
outro, da Semdntica de Mundos Possiveis para linguagens modais
proposicionais.

Observemos que S.N.cenfere 3s variaveis da linguagem a
possibilidade delas desempenharem, no contexto da relacao de
satisfacao, uma dupla funcao: referencial (ou seja, remeter a

objetos do universo da estrutura classica determinada pelo
indice,se este for acessivel a si mesmo ou, ainda, se a varia-
vel ocorrecem contextos nao modalizados) e substitucional (ou

seja, marcar lugar para 0S nomes disponiveis na linguagem, se
a variavel ocorrer 1livre no escopo de operador modal e o

- . ' ! 4 ) d Q(lb

Tndice @ Cessivel Yon Qustomto do vndice Comniden :




Alem disso, na caracterizagao recursiva da relacao de
satisfacao em wuma estrutura modal com respeito a um indice,
(Definigao 1.9), a clausula referente as formulas modais

considera, no tocante aos * Tndices dCessivees
distintos do original, .
apenas as instancias (i.e., sentencas formadas pela substi-
tuicao das variaveis por nomes) da formula que ocorre no esco-
po do operador modal{cy ttems b da Qzusuls (W)).

Nessa medida, portanto, podemos afirmar que S.N. reali-
7a a idéia intuitiva, apresentada antes, de uma interpretacao
mista da quantificagao em contextos modais (i.e, dos quanti-
ficadores cujas variaveis ocorrem livre5> no escopo de uma ocor-

rencia de operador modal).

P
~E nessa maneira peculiar de interpre-
tar a quantificacao em contextos modais que reside a originali-
dade de S.N no contexto da Semantica de Mundos Possiveis. Com
efeitoﬁ?%% Bowen,1979 , encontramos uma versao da Semantica
de Mundos Possiveis para linguagens modais de primeira ordem
com 1u§entidade e sTmbolos funcionais que difere da versao
apre§entada acima, essencialmente, por empregar uma nogao
de satisfacao puramente referencial, onsequentemente, Bowen
e obrigado a impor uma restrigao nas estruturas modais consi-
deradas, a saber, que satisfacam ao requisito de inclusao).
No entanto, cump_re salientar ques abondagem de SV, além de exi-
gir um novo conceito, o de dominio modal, tem consequéncias
muito significativas,tanto do ponto de vista 16gico matematico
(principalmente, no tocante as logicas modais que podem ser
caracterizadas em S.N., cf., mais adiante, capitulo 3 - .),
quanto do ponto de vista conceitual (cf., mais adiant, Cap.2).
Antes, porem, de explorarmos essas novas implicacoes, apresen-
temos as propriedades mais elementares da nova semantica, pro-
curando, em especial, determinar em que medida ela e uma exten-
s30 conservativa (em esquemas) da Semantica Classica, por um la-
do, e, por outro, da Semantica de Mundos Possiveis para lingua-
gens modais proposicionais.




No restante deste capitulo, a menos que explicitamente o¢
afirme: contrario, L imdica uma linguagem modal de
primeira ordem, A.B,... formulas de L, B = <I,R,N> uma base
modal, M=<B , (Ai)ie{‘> uma estrutura modal para L e
i um indice em I.

1.3 A Semantica Nominativa e os operadores classicos. Nesta

seccao procuraremos determinar quais postulados (leis) da

o ’ - comtinuam

Logica Classica ~ verdadeiros em qualquer estrutura modal,
mesmo quando instanciados em uma linguagem modal. Veremos,
entao, que se a linguagem contiver, como sImbolos funcionais,
apenas constantes individuais, todas as leis logicas classi-

cas sao verdadeiras. Por outro lado, se a linguagem conti-
ver outros simbolos funcionais, alem das constantes individuais,
devemos impor restrigoes nao usuais ao esquema da substitui-
cao.

Observemos, inicialmente, que, obviamente, os operadores
booleanos recebem, em S.N., os seus significados usuais (a me-
ra inspeccao da definigao de satisfagdo, acima exposta, & su-
ficiente para mostrar esse ponto). Alem disso, 0 conceito de
verdade que apresentamos acima e uma extensao conservativa
do conceito classico, no sentido em que se A for uma formula
classica (i.e., n3ao contiver ocorréencias do operador modal),
entao A e verdadeira em M e i se e somente se A for verda-
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deira na estrutura Ai' Pois, como facilmente se demonstra, nes-
te caso, a relagao de satisfagao depende apenas da estrutura
Ai e dos valores referenciais das variaveis livres em A.

Alem disso, o conceito de satisfacao preserva as
propriedades fundamentais de seu analogo classico. Em primei-
ro lugar, a relagao de satisfacao modal depende apenas dos
valores que atribuirmos as variaveis livres da formula. Em
sequndo lugar, ela e preservada pela substituicao de termos
que assumem o mesmo ¢lemento do dominio modal como valores

Essas observacgoes de cunho intuitivo recebem uma
expressao clara, rigorosa e precisa em uma reformulacao, segun-
do Tinhas facilmente perceptiveis, daquelas proposigoes que
normalmente encontramos nos manuais de Logica Classica e que
permitem provar a légitimidade do C alculo de Predicados
(cf., por exemplo, Mendelson,1963,pp51-2) . Como essa refor-
mulacao & simples, apresentaremos apenas as pr oposicoes que
serao citadas diversas vezes no decorrer do presente estudo.

PROPOSICAO 1.170 Sejam s e s' du as sequencias ém D,z

concordes nos indices das variaveis livres em A. Nestas condi-
coes, temos que M,i,s sat A sse H,i, s' sat A.
DEMONSTRACAODe maneira anélogfg a classica, por inducao na
complexidade de A. Para o caso em que A e modal, devemos levar
em conta o fato de que, nas condicoes especificadas, a s-ins-
tancia de uma sub-formula de A & igual a s'-instancia dessa

mesma sub-formula.
Decorre dessa proposicao o seguinte corolario:

COROLARIO 1.10.1 Se A for uma sentenca de L, entao

A & verdadeira em M e i ou A e falsa em M e 1.
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Essa proposicao permite mostrar, tambem,a a_firmacao
feita anteriormente de que a clausula (b) do Ttem (v) da de-
finicao de satisfagao reduz-se a uma clausula meramente subs -
titucional. Ou seja,

COROLARIO 1.70.2 Para qualquer sequéncia s em DAi 4
M,i,s sat [A sse i €N e, para qualquer j em I, tal que i R j
valem as seguintes condicoes:

(a) se i = j, entao M ,i,s sat A ; e

(b) se i # j, ent3o ﬁ{,j =als),

PROPOSICAO 1.11 Seja t um termo qualquer de L e seja s
e s duas sequencias em D _» k-variantes entre si, tais que
s atribui a k o par <.s*(t;, t(s)'> . Ent3ao, M ,i,s sat A(xk/t)
sse M, i, s sat_A.
DEMONSTRACAO. Analoga a classica, por inducao na complexidade

de A. No caso em que A & modal (i.e., A & da forma QB), basta
observar que, sob as condicoes especificadas pela Proposicao,

a s- instancia de B & idéntica a s-instincia de B(x,,t),

COROLARIO 1.11.1 Seja s uma sequencia em Dy ,» tal que
_ i
para qualquer variavel x livre em A, s*(x) e a denotacdo em A.
1
da s-instancia de x. Nestas condicoes, M ,i,s sat A se e

somente Mo i ¥=A(S).

Esse corolario sera de grande utilidade no futuro. Aqui,
porem, ja podemos dicar uma de suas implicagOes mais interes-
santes, a saber, que a interpretacao mista proposta por S.N.
reduz-se a interpretacao puramente substitucional (e, por
conseguinte, equivale a interpretagao referencial), quando con-
sideramos apenas estruturas classicas completas(i.e., nas
quais todos os objetos sao nomeados). Pois, neste caso, pela
definicao de dominio modal, o valor referencial de uma varia-
vel com respeito a uma sequéncia qualquer sera a denotacdo de
valor substttucional da variavel com respeito ~a mesma sequen-
cia.
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Como na Semantica Classica a legitimidade do Calculo
de Predicados Classico decorre de observacoes analogas as ex-
pressas pelas proposigoes anteriores, poderiamos ser levados a
crenque toda instancia de um esquema classico valido,em uma
linguagem modal qualquer, & verdadeira em qualquer estrutura
modal.

Com efeito, toda instancia de uma tautologia classica
& verdadeira em M e i. Alem disso, ¢ . tanto a regra
de modus ponens , como a regra de generalizacao preservam

a verdade ém uma estrutura e um indice. Mais ainda, decorre di-
retamente da Proposicao 1.10 que qualquer formula de L da
forma

(x)(A->B) > (A—> (x)B)

(onde x nao ocorre livre em A) e verdadeira em M com respeito
a 0o indice 1.

Porem, a validade do_esquema da substituicao

(x)A=> A(x/t)
nio decorre imediatamente da Proposigao 1.11. Para derivarmos
dessa proposigao a verdade de uma instancia, em L , desse es-
quema na estrutura M e indice i, deveriamos mostrar, antes,
que, para toda sequencia s no dominio modal dcﬂAi, existe uma
sequéncia s nesse dominio que satisfaz as condicoes da Propo-
sicao (i.e., que o par < s*(t),t(s)> pertence, de fato, ao do-
minio modal de Ai). Todavia, como ja observamos anteriormente,
isso nem sempre e verdadeiro, posto que um termo singular com-"
pleso pode assumir valores fora do dominio modal, se for aber-
to. 0 exemplo seguinte esclarecera melhor o ponto.

Para simplificar, suponhamos que oS unicos simbolos nao
1ogicos de L sdao os seguintest dois simbolos para predicados una-
rios (P e Q), duas constantes individuais (a, b) e um simbolo
funcional unario f. Suponhamos, agera, que I =40,11 , N=I e
R = $<0,1%e Ay & A 30 as estruturas classicas seguintes:
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A, 0 = do,1,2¢ A = 0,11
P
4 =lod Fry =9
a = 0 = 0
bAD 1 %1
— b = ]
A q
f4(00)=1= f (1) fA'I_(O) = 0
f (2) =0 T p A} =1
Aa( ) : A,( )

Neste caso, tomemos a sequencia s no dominio modal deA i tal
que s atribui ao indice de x o par < 2,b> (como 2 n3ao & nomea-
do em ﬁ}, esse par pertence ao dominio modal). Assim,

M,0, s nao sat D Qfx , visto que M ,1 K Qfb; porem, M ,0,s

sat Pfx. Por outro 1lado, para qualquer sequencia s em DA
0

I

x, seM, i,s sat Px,
} & a (visto que esse
€ o unico nome em L que nomeia 0 emA 0). Portanto, M ,i,s sat

que difere de s no maximo pelo indice d

e
entaoc s *(x) e O e, porconseguinte, x(s
0Qx. Mostramos, pois, que M,i,s nao sat (x)(Px = QQx)—>

Pfx = T 0fx).

Observemos que, neste exemplo, temos exatamente o caso
referido antes, no qual um termo singular aberto complexo pode
assumir valor fora do dominio modal (pois, como facilmente se
mostra, o par < s*(fx), (fx)(5)> nao pertence ao dominio mo-
dal de Ai].A possibilidade de falsificar uma instancia do es-
quema da substituic3ao, na Semantica Nominativa, reside justa-
mente no fato de que a definicao de dominio modal que apresen-
tamos pode levar a exclusao desse dominio de possiveis valores
dos termos singulares complexos. Futuramente teremos ocasiao de
explicar melhor esse ponto e mostrar que a restricao imposta
aos pares que podem tomar parte do dominio modal conduz inevi-
tavelmente a falsificabilidade do esquema da instanciacao.

Vejamos, agora, em que condicoes o esquema da substitui-
cao vale. Obviamente, se a variavel de quantificagdao nao ocor-
rer no escopo de operadores modais, vale a substituicao, visto
que, nesse casoy a relacao de satisfacao depende apenas dos
valores referenciais da variavel. De forma mais rigorosa,
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PROPOSICAO 1.12 Sejam s e s duas sequéencias k-variantes,

tais que s*(t) = s*(x). Temos, ent3do, que M , i,s sat A(x/t)

se e somente se M ,i,s sat A.

Por outro lado, se t for uma variavel ou um nome, o
par <5*(t),t(s)> pertence, necessariamente, ao dominio modal
de Ai. Portanto, qualquer formula da forma

(x)A = A (x/t) .

e verdadeira em M com respeito ao indice i, desde que ou t
seja um nome ou uma variavel ou, ainda, se x nao ocorrer
livre no escopo de operadores modais.
Determinamos, assim, em que medida a Semantica Nominativa
e uma extensao conservativa da Semantica Classica. Pois, lembre-
mos, os esquemas classicos acima considerados formam um
conjunto completo de postulados para a Logica Quantificacional
Classica (cf., p.e., Mendelson,1963). ‘
Antes de passarmos a analise do comportamento d os ope-
radores modais, observemos que a falsificabilidade do esque-
ma da instanciacao em S.N. da a essa semantica uma peculia-
ridade que, ao que sabemos, nenhuma outra semantica existen-
te na literatura possui . Pois, em todas as logicas (semanticas)
que encontramos na literatura, se for possivel falsificar uma
formula da forma (x)A (onde A e uma formula da linguagem
correspondente a logica considerada), entao e possivel fal-
sificar A(x/a), se a for uma constante nova (i.e., que nao
ocorra em A). No entanto, na Semantica Nominativa, embora seja
possivel, como vimos, falsificar, por exemplo,

(¥)((x)(Px — T3 0x) —> (Pfy->0Qfy))

nao podemos falsificar

((x)(Px—> 1D QX) - (Pfy> TQfy))(y/a)
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1.4 A Semantica Nominativa e os operadores modais. Do ponto

de vista dos operzdores modais, uma consequencia das propo-
sigcoes antériores que vale a pena ressaltar & o fato de que
esses operadores recebem, na Semantica Nominativa, quando apli-
cados a sentencas , os seus significados usuais na Semantica

de Mundos Possiveis. Ou seja, se A for uma sentenca, entao

(i) M ,i =0A sse M,jl A, para todo j em I, tal
que 1 R j; e
(ii) M,i FOA sse M,jEA, para algum j, tal que

iRJ.

Consequentemente, em S.N., valem as correlacoes,usuais
na Logica Modal, entre certas propriedades de relacoes bina-
rias e certos esquemas modais , desde que instanciemos esses
esquemas por sentencas. Em particular, se N=1weA for uma
sentenca, temos que:

(i) se R for reflexiva, M ,jf TA—= A;

[

. (ii) se R for transitiva, #, jETA—>DOA;
(iii) se R for simetrica, M ,jlk A->0QCA

(iv) se R for euclidiana ML, B OA—> QO A

para qualquer j em I (cf., por exemplo, Chellas,1980,pp69ss)

Facilmente se demonstra que (i) vale mesmo que A seja uma
formula aberta. No entanto, o mesmo nao ocorre com os demais
itens, como mostraremos a sequir.

Para simplificar, suponhamos que A seja uma formula
classica contendo apenas a variavel x livre. Desse modo, se

M satisfizer as secuintes condicoes:

(a) i R i e para qualquer objeto (e existe pelo menos um) que

satisifaz Aem A, nao e nomeado;

(b) para todo j diferente de i, tal que i R j (e ha pelo menos
um j) e, para qualquer nome a, M,j = A(x/a),



17

entao nem A —HUOA, nem OA — CA sio verdadeiras em M com
respeito a i, ainda que R seja, respectivamente, simetrica ou
euclidiana. Ademais, se R for simétrica, entio D) ~A ->TATI-A
tambem nao & verdadeira emMe i, mesmo que R seja transitiva.

Portanto, como era de se esperar, a peculiaridade de
S.N. face as versoes usuais da Semantica de Mundos Possiveis
reside, propriamente, na nogao de satisfacao para formulas
modais abertas e, nessa medida, na interpretacao dos quanti-
ficadores cujas variaveis de quantificacio ocorrem livres no
escopo de operador modal.

A proposigcao seguinte mostra exatamente que tais quanti-
ficadores recebem, em S.N., uma dupla interpretacao: referencial
com respeito a um dado mundo e substitucional, em certo sentido,
nos demais mundos acessiveis.

PROPOSICAO 1.13. M ,i YUA se e somente se ie N e
valem as condigoes segquintes:

(a) se i R i, entao M ,ikA;

(b) para todo j # i, tal que i R j e para toda instancia
A' de A, M,j E A'.

DEMONSTRACRO. Consequencia das definicoes e proposicoes
anteriores, se levarmos em conta que toda instancia de A & uma

s-instancia de A, para alguma sequencia s em D adequada (a

A

saber, a sequencia constituida pelos pares formados pelas
denotacoes dos nomes e 0s proprios nomes empregados na forma-

cao da instancia).

Portanto, em particular, se A for uma formula classica
cuja unica variavel livre @ x , ent3o (Ex) QW A e verdadeira em
M com respeito a i sse i for um indice normal e estiverem

satisfeitas as condicoes:

(a) se i R i, entao M,i = (Ex)A ; e

(b) existe um nome a, tal que, para todo J#i, tal que
i RJIs M3 E Alxta).
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Ou seja, uma vez que os quantificadores em contextos classicos
recebem, aqui, a interpretagaoc puramente referencial, podemos
dizer que em S.N. a quantificacido atraves de operadores modais
recebe a interpretagdo mista desejada.

Essa caracteristica da interpretacao dos quantificadores
implica, em particular, na possibilidade de falsificarmos o es-
quema de Barcan ( formula de Barcan):

(BF) (x) 1 A= 0 (x)A,

Pois, como mostra a Proposicao 1.13, para que uma dada instan-
cia desse esquema seja falsa em M com respeito a i e suficien-
te que M satisfaca 3as seguintes condicoes:

(a) se i R i, entdio M,ilk (x)A

(b) i & normal;

(c) para todo j em I, tal que i R j, M,jk A', para qual-
quer instancia A' de A ; e, finalmente,

(d) existe j#i, tal que i R je M,j,s nao sat A, para
alguma sequencia s em D, .

J

Duas observacoes interessantes podem ser feitas acerca
da falsificabilidade de (BF) na Sem3ntica Nominativa. Em pri-
meiro lugar, observemos que os requisitos (a),(b),(c) e(d),
acima, podem ser satisfeitos por estruturas modais cujas rela
coes de acessibilidade s3o relacoes de equivalencia. Ora, como
(BF) & um teorema das extensoes usuais, para & Logica Quan-
tificacional, do sistema S5 de Lewis, os postulados desse
sistema nao podem ser todos eles, simultaneamente, verdadei-
ros em qualquer estrutura modal cuja relacao de acessibilida-
de e de equivalencia. Com efeito, como vimos, o postulado
caracteristico de S5 (<>A -#QA) n3o vale, quando A & uma for-
mula aberta.

Em segundo lugar, a nao validade de (GF) implica na
impossibilidade de se demonstrar que todo conjunto consisten-
te de formulas tem um modelo no quall toda estrutura clissica &
completa (i.e., na qual todos os objetos sio nomeados). Essa

e uma caracteristica peculiap,d S.N., mas de toda versio

m%o QPE
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da Semantica de Mundos Possiveis na qual o Postulado da Substi-
tuicao vade (ao menos, quando o termo de instanciacao, que subs-
titui a variavel, & um nome), mas na qual (BF) nao vale. Pois,
nesse caso, teremos que, para qualquer nome a,

(x)OA->UA(x/a)

e verdadeira. Por conseguinte, se A for uma formula classica,

(x)RA— T (x)(x=a - A)

e verdadeira. Consequentemente, para que {(Ex)~A seja verda-
deira e necessario que exista pelo menos uma estrutura clissi-
ca incompleta.

Essas observacoes bastam, por enquanto, No terceiro capi-
tulo, gquando @jﬁﬁﬁmgéjggwintroduzido formalmente as nocoes de
validade e de 10gica modal, retornaremos a essa analise dos ope-
radores modais. Vejamos, agora, como se comporta o simbolo clas-

sico de identidade, quando em contextos modais.

1.5 A identidade na Semantica Nominativa. Como era de se espe-

rar, tendo em vista a motivacao intuitiva de S.N., o simbolo
para identidade expressa aqui uma relacao meramente contingente.
Vale dizer, em S.N. podemos falsificar o postulado

(I.N.) (x)(y)(x=y->Qx=y)

tampem em indices normais. Pois, como facilmente se demonstra,
(IN) e falsa em M com respeito a i se existir um objeto em
Ai e existirem dois nomes distintos a e b na Tinguagem L, tais
que:

(a) tanto o par4a, a), quanto o par<a,b> pertencem
ao dominio modal de Asie

(b) para algum j#i, tal que i R j, 3y nao e by -

J J

Por outro lado, (IN) & verdadeira em um Indice i normal
se todo objeto do universo de Ai tiver exatamente um Gnico
nome.Pois, seja s uma sequencia no dominio modal de Ai e
suponhamos que todo objeto no universo de Ai tem exatamente
um nome (i.e., para todo, en1A‘i sexiste um e apenas um
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nome a, tal que o & aA_). Assim, s*(x) e (x(s))A e s*(y) e
i - i

S)
(y'%) Ty = 343
A - Portanto, se s*(x)=s*(y), a s-instancia de X e iden-

tica a de Ys; consequentemente, M ,i,s sat x=y— Q x=y , se i
for normal.

No entanto, alguns autores (cf.,p.e., Quine,1962) enten-
dem que a vrelagcao de identidade pressupoe a substitutivida-
de em todos os contextos. Ou seja, uma formula A contendo exa--
tamente as variaveis livres x e y,distintas, expressaria a
relagao de identidade se, para quaisquer termos t e u e qual-
quer formula B da linguagem, tivermos:

(i) A(t,t) ~ (reflexividade)

(ii) A(t,u)—> (B(x/t)<«=+ B(x/u)) (sbstituti-
vidade de identicos)

Nesse sentido, como de (i) e (ii), pela regra de
Goedel e generalizacao Universal, podemos deduzir (IN), de-
vemos reconhecer que o simbolo classico de identidade n3o &

interpretado,na Semantica Nominativa,pela relacao de identidade.
Observemos, no entanto, que ,quando consideramos bases modais

quaisquer (eventualmente, bases cujas relacoes de acessibilida-
de sao intransitivas), nenhuma formula de uma linguagem modal
de primeira ordem contendo o simbolo de iqualdade
pode expressar a relacao de identidade, no sentido acima, se

o simbolo de igudidade for interpretado por uma rebgao contin-
cente. Neste caso, podemos expressar apenas uma relacao mais
fraca que, para cada numero natural n, garante a substituti-
vidade no escopo de, no maximo, n ocorrencias de operadores

modais. Vejamos, entao, como podemos expressar tais relacoes
intermediarias de identidade, as quais denominaremos , para

n> 0, relacao de identidade de gréu n.
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DEFINICAO 1.14. Seja n20 e sejam t e u termos quaisquer
‘de L. A formula [n]t=u e definida por inducdo em n pelas clau-
sulas seguintes:

(1) [n] t=u e t=u ,se n=0;

(i1) [n] t=u t=u & ([}(Exo)(xofxo)—o Qaim t=u ), se

n= m+]

ml

No restante desse trabalho, empregaremos 'T' para indi-
car a formula (sentenca ) (Exo)(x0=xb). Ademais, nas assercoes
e proposicoes que apresentaremos a sequir, empregaremos oS se-

cuintes conjuntos:

(1) I(n) = { it o {jel: existe uma sequéncia L DI
jn=j, tal que, para 1&£k<n, jke N e
jk R Jk+1}
. <5 T J—. . e o _—
(i) I(n) = jeI: existe uma sequencia i=J,,...,J =J,

tal que, para 1&kgn, j,€Ne j, R J, .4

e existe 1&ms<n, tal que j # i%

n

.. i
(iid) In

1]
—

- (1)

(iv) I nEn
: . Ii

Observemos que, enquanto necessariamente 1 pertence a 1l

i pode nao pertencer 2 Iﬁl) (ele pertenceri se e somente se edxis-
J

tir um j# i, tal que i R J e i EIn_] ¥
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Assercao 1. Para qualquer n3 0, qualquer j em I e quaisquer

nomes a e b de L, M,i k0] a=b sse M,L7F a=p- » para qual-

J
quer £ em In

Demonstracao. Por indugac em n. Se n=0, entao If‘: I‘En) = {31
e f)a=b & a=b: portanto, a assercdo e trivial. Se nz p+1
entio Ma=b & a=b & (OT —+MN @a=b). Devemos, ent3ao, con-
siderar dois casos possiveis.

Caso 1. j ndo & normal. Nesse caso, Iﬂ & j e, como M,J W,

M, 3 F OT -0m a=b. Portanto, trivialmente, M ,j \:E}a=b sse

M, 2 f: a=b , para qualquer £ em I‘r]].

Caso 2. j & normal. Neste caso, M, jF UTe I;];= U-\Ii: jRe J U

'{ jl . Ora, por hipotese de inducao, para aqualquer £ em I,

\

(%) ¥, £k [m] a=b sse ¥, L' a=b, para todo ¥ em Iﬁ!
Portanto,

) K, j\: a=b & Darb sse M, L ka=b , para todol em Ii,
visto que ¥ ,; EOMm a=b sse 2 Elmla=b , para todo

0

£ , tal que j R L.

PROPOSICAO 1.15 Para qua'lquér n»0, quaisquer termos t e

u de L (nomes ou termos abertos), e qualquer sequencia s em D,
i
M,i, s sat n t=u se e somente se s*(t) 2 s*(u) e, para qualquer
oo 1) (s) = sdEnti (s)
j em In y it Jp identico a (u""."),

J _ J _
DEMONSTRACKO. Por inducao em n. Se n=0, entao a proposi-
cao ¢ trivial ; pois, nesse caso, 1(1) e #. Suponhamos, entao,
n
gue n=m+1. Podemos supor,sem perdas, que i e normal(pois, caso

contrario, a proposigao @& trivial). Cabe, portanto, provar
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que M ,i, s sat t=u & YA[m t=u se e somente se s*(t)=s*(u) e,

para qualquer j em Irtai) ; (t(s))A_ e identico a (u(s))A_. Ora,
pela hipotese de indugao, M ,i, s gat m] t=u ssé s*(t)= g*(u) e
para qualquer j em Igi),M ,jk:[t=u)(5) . E, pela assercao ante-
rior, para qualaguer j em I, M ik mJ (t(%)=u(5)) se e somente

sa M ’zkzt(s)zu(s),_para qualquer{ em Ig . Ora, como Iéi) -

a uniao dos I% , para j, tal que i R j, decorre de todos esses

fatos o resultado desejado.

Gracas a essa ultima proposigao, podemos provar, de
maneira analoga a usual em Semantica de Mundos Possiveis, por
inducao na complexidade das formulas a proposicao seguinte:

PROPOSICAD 1.16 Sejam t e u termos singulares quais-
quer, A uma formula de L na qual toda ocorrencia livre da va--
riavel x se da no escopo de no maximo n ocorrencias distintas
de ocorrencias do operador modal. Se M,i, s sat n t=u, entao
vale que:

M, i, s sat A(x/t) sse ,i,s sat A(x/u).

Futuramente, ao anresentarmos um sistema axiomatico
adequado para S.N., apresentaremos uma prova sintatica desse
mesmo resultado.
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CAPITULO 2

SEMANTICA NOMINATIVA E REFERENCIA.

2.1 Introdugao.No capitulo anterior, vimos que a Semantiva

Nominativa & uma extens3o, por um lado, da Semantica Classica
e, por outro, da Semantica de Mundos Possiveis para as lingua-
gens modais proposicionais. Nessa medida, ela aparece como uma
alternativa as versoes da Semantica de Mundos Possiveis para
linguagens modais de primeira ordem, existentes na literatura
(cf.,p.e., Kripke,1959 e 1963b: Gabbay,1976: Bowen,1979). Vi-
mos , tambem, que a peculiaridade de S.N. face a essas versoes,
reside, em uUtlima instancia, na maneira como sao interpretas
dos os quantificadores cujas variaveis ocorrem livres no es-
copo de operadores modais(quantificacao atraves de operadores
modais). ,

Naquele capitulo, insistimos na ideia de que a quantifi-
cacao atraves de mundos — a interpretagao, na Semantica de
Mundos Possiveis, da quantificacao atraves de operadores modais—
? entendida em S.N. de uma maneira dupla: referencial com
respeito a um dado mundo (se este for acessivel a si m esmo) e
substitucional, com respeito‘aos demais (distintos daquele)
mundos acessiveis. E, desse modo, S.N. atribui 3as variaveis
livres, quando em contextos modais, uma dupla funcao: remeter
a objetos de um universo classico e marcar lugares para 0S no-
mes disponiveis na linguagem.

Porem, devemos ter certo cuidado com essa caracterizacao
preliminar da quantificagdo através de mundos na Semantica
Nominativa. Pois, conforme o significado que emprestamos a
nocido de interpretac3do substitucional, podemos ser levados a
falsa ideia de que, para darmos conta da quantificacao atraves
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operadores modais, nao precisamos considerar outros objetos
extra-linguisticos, alem dos pares no dominio modal de uma
estrutura classica.

Sem querer entrar na polemica acerca do que se deve en-
tender por uma interpretacao substitucional dos quantificado-
res (cf. Barcan,1972; Kripke,1976; Quine,1984,p.e.),

_ = Y ; .f’, LY . . ‘u '-_ 0 va-
lor de verdacde de uma formula geral (universal ou existencial)
depender apenas dos valores de suas instancias (i.e., daquelas
formulas fechadas—sentencas— que pudermos obter da formula
geral, ao eliminarmos o quantificador e substituirmos a varia-
vel de quantificacao por termos de uma classe previamente desig-
nada para esse fim).

Uma vez que essa caracte_rizacao nao pressupoe o modo co-
mo o valor de uma instancia deva ser determinado, nem a nature-
za dos termos que formam a classe de substituicgao, flcams in-
c1uiﬁénessa caracterizacao aquelas interpretagoes nas quais,Cemo
substituendos sao nomes na linguagem, g T T 0S
valores de verdade de instancias de uma formula geral dependem
das denotagoes dos nomes (cf., p.e., Barcan,1962).

Com efeito, esse e o caso da Semantica Nominativa, quan-
do consideramos a quantificacao atraves de mundos distintos.
Pois, como mostramos na Proposicao 1.13, a verdade de uma gene-
ralizacao de uma formula modal (i.e., de uma sentenca da for-
ma Q,...0  § B, onde Q;,...,0Q e uma sequencia qualquer de
quantificadores (universais e/ou existenciais) e § e um opera-
dor modal),em um indice de uma estrutura modal,depende, no
tocante aos demais 3indices dessa estrutura, apenas dos valores
de verdade das instancias da formula mo escopo do operador mo-

dal. No entanto, os valores de verdade de uma sentenca, conten-
do ocorrencias de nomes,sao determinados considerando-se as
denotacoes desses nomes nas correspondentes estruturas clas-

cas.
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Portanto, e apenas no sentido explicado acima que pode-
mos dizer que a interpretacao da quantificacao atraves de ope-
radores modais, proposta por S.N., e uma interpretacao mista:
referencial com respeito a um dado mundo e substitucional com
respeito aos demais mundos acessiveis.

Podemos observar que, embora em uma primeira abordagem as VaNhiave
pare¢am simplesmente desempenhar o duplo papel de remeter
a objetos de um universo classico e marcar lugares para nomes
disponiveis na linguagem, uma analise mais profunda revela que
uma ocorrencia livre de uma variavel no escopo de um operador
modal remete a uma familia de objetos tomados cada um deles
de um estrutura classica.

Com efeito, quando ¢ onsideramos uma estrutura modal
(consequentemente, uma familia de estruturas classicas), cada
sequencia no dominio modal de cada uma das estruturas classi-
cas consideradas permite associar a cada variavel, por um
lado, um dado objeto do universo da estrutura classica e, por
outro, uma familia de objetos tomados nas demais estruturas
classicas consideradas na estrutura modal (a saber, as deno-
coes dos nomes que constituem as segundas ordenadas dos pares
no dominio modal).

» Portanto, a Semantica Nominativa, tal como as versoes
usuais da Semantica de Mundos Possiveis para linguagems modais
de primeira ordem, exige que consideremos, simultaneamente,
objetos em varios mundos possiveis (em varias estruturas
classicas). Nela, tambem, os termos singulares, quando em
contextos modais, remetem a uma familia de objetos, cada um
deles e . membro do wuniverso de uma das estruturas classi-
cas consideradas.

Nesse sentido, a originalidade de S.N. deve ser procu-
rada no modo, por ela proposto, para constituirmos as familias
de objetos classicos que constituem os possiveis valores de
termos sinculares em contextos modais. Qu seja, formulando de
maneira mais intuitiva, a particularidade de S.N., no contexto
da Semantica de Mundos Possiveis, deve ser procurada, essen-
cialmente, na resposta que ela propoe a questao:

Qual a natureza dos “"objetos"™ a que um termo singular

pode fazer alusao, quando em contextos modais?
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No presente capitulo procuraremos, justamente, explici-
tar a resposta subjacente a S.N. para tal questao. A obtencao
de uma maior clareza acerca dos verdadeiros valores possi-
veis de termos singulares em contextos modais, alem de ampliar
a compreensao conceitual de S.N., ajudara na obtencao de varios
resultados logico-matematicos fundamentais. Para tal, fornece-
remos inicialmente uma caracterizacao geral da Semantica de
Mundos Possiveis para linguagens modais de primeira ordem
que, alem de compreender as principais versoes existentes
na ]itergiura especializada, permite compreender melhor as di-
ficuldades envolvidas em qualquer tentativa de fornecer uma
semantica referencial-- i.e, na qual os termos singulares e
a quantificacao sao entendidos como remetendo a dominios de
objetos-- *endo, como ponto de partida,a nogao de base modal.
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2.2 Semantica de Mundos Possiveis e Funcgoes de Escolha. Inspi--

rados nas ideias expostas por Hintikka em seu artigo Semantics
for Propositional Attitudes, procuraremos fornecer uma carac-

terizacdo geral, abstrata, da SEmantica de Mundos Possiveis
para linguagens modais de primeira ordem. Tal como no capitu-
1o anterior, consideraremos B =<1,R, N> uma base modal, L
uma linguagem modal de primeira ordem, M ={B, (Ai)ié 15 uma
estrutura modal para L e i um elemento de I.

Determinemos, inicialmente, quais es indices de uma base
moda) sao efetivamente relevantes para a caracterizacao dos
conceitos semanticos fundamentais,quando consideramos um dado
indice da base. Aproveitemos a ocasiao, para definirmos de ma-
neira r%gorosa todas as nocoes referentes a3 base modal que serao
Uteis futuramente.

Para n» 0, definimos a relagao R" da maneira usual, a
saber,

(1) RO = §<i,i>e 1% : i =5}k

(ii) R =1<i,j> €12, oui=3je indoeée
normal ou existe j' em N, tal que i R" j' e j' R j}

"

Podemos provar, facilmente, a seguinte assercao

Assercao: Para quaisquer i e j em I e qualquer intei-
ro positivo n31, i R" j se e somente se ou j=i e i¢ N ou
existe uma sequencia i=jq,...,jn=j , tal que, para 1£kgn,
Iy e normal e jk=jk+1 ou jk R jk+1

- . . ’ i
Alem do mais, facilmente mostramos que 0s conjuntos Im

e (1) , anteriormente definidos (cf., acima, p.21) sao, respec-

tivamente,

lier1:ir" 5}

{j e I: iR"j e existe j'# i, tal que
i R" e it R" i}
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No que se segue, diremos que um indice j & indiretamente
acessivel a i se, existe um n>zl, tal que j 61(1)

(n)

A partir da relacao Rn, podemos definir duas outras no-

coes importantes.
Como e usual, a base modal gerada por i a partir de B,

-

denotada por B(i),
'{.} - - -
B, = <1, ra(1hH?, nart >

onde IL =

nx20 I1n . Ro passo que, a base modal gerada por
i a partir de Bde grau n (onde n>0) e o terno

<y » RO

, e IEn)>
De posse dessas nocoes, podemos iniciar a nossa procura de

uma caracterizacao ab_strata de uma semantica para lingua-
gens modais de primeira ordem, tendo como ponto de partida a no-
cao de base modal (i.e., uma semantica que estenda aSemantica
de Mundos Possiveis para a logica modal proposicional).

) Observemos, inicialmente, que para definirmos uma relagao
de satisfacao (consequentemente, uma nogao de verdade), que
nao torne as formelas modais equivalentes a formulas classicas,
devemos ser capazes de atribuir valores, simultaneamente, em
todos os indices relevantes, as variaveis da linguagem; ou
seja, cada variavel deve poder assumir, simultaneamente, em ca-
da indice da base modal relevante, um objeto como valor. Pode-
mos considerar, entao, o seguinte conceito:

DEFINICAO 2.1 Seja i um indice em I. Um dominio de

escolha em i para M e um conjunto nao vazio Ci de funcoes

.i

de escolha (eventualmente funcOes parciais) na familia ( Aj )j&I

Qu seja, um elemento de um dominio de escolha em i

para M e uma funcao § , tal que, para qualquer j em T, 4(3),
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se estiver definido, e um elemento do universo da estrutura -

classica cujo indice & J. Com o auxilio de tais funcoes de
escolha, podemos definir u ma atribuicao de valores aos ter-
mos singulares nos universos de todas as estruturas classi-
cas relevantes, de maneira analoga a cl3ssica:

DEFINICAO 2.2 Seja c; um dominio de escolha em i para

M . Para cada sequéncia f =<fﬁd""’6n""'> de elementos
de c, F* e a fungao de TERM, X I em LJ 1A L tal que,
JC.I
para qualquer j em 1!
(i) F*(Xk,j) e dk(j);
(i1) POt 3) & " (R,
n Aj 1
F*(t »3))

Desse modo, se associarmos a cada J em I um:dominio de

escolha em j parapy , podemos definir, trivialmente, a nocao
de satisfacao

DEFINICAO 2.3 Uma estrutura modal generalizada, G , obti-

da de M e um par <y, (Ci)$e1 7 no qual, para cada i em I,

4 - - -
C; © um dominio de escolha em i para M

Gragas a essas definigdes, & trivial definir a nogao
de satisfacao por uma sequencia de funcoes de escolha em uma
estrutura modal generalizada. Devemos, apenas, ter o cuidado
de definir essa relacao entre a estrutura G, um Indice i
uma sequencia E dee]ementos do dominio de escolha em J para
M (onde j e tal que ieIY ) - Em especial, teremos as sequin-
tes clausulas

G i, F satr OA sse @, , F satr A, para todo j em
I, tal que i R j:

Myi, F satr(x)A sse M,j ,F sat A, para toda sequén--
cia F que difere de F ,no maximo, por atribuir ao Tndice de
X um outro elemento dec i
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Vemos, portanto, que uma semantica de mundos possiveis
para linguagens modais de primeira ordem, a fim de dar conta
da quantificagao atraves de operadores modais, deve considerar
como possiveis valores de variaveis funcoes de escolha na
familia das estruturas classicas consideradas (mais precisamen-
te, os objetos dos universos dessas estruturas classicas que com-
poem a imagem das funcoes). Nessa medida, o dominio de escolha
em um indice @ o verdadeiro dominio de quantificacdo nesse indi-
ce (i.e., quando consideramos a relacao de satisfacao nesse indi-
ce).

As versoes usuais da Semantica de Mundos Possiveis, ao
exigirem que as estruturas modais satisfacam ao requisito de
inclusao, consideram os dominios de escolha (de quantificagao)
como formados por funcoes constantes. E, assim, podemos subsumir
essas versoes ao esquema geral apresentado acima.

Por outro lado, se tivermos em mente a ideia de que o do-
minio de escolha emi com respeito aM & um subconjunto do uni--
verso da estrutura produto (TTA i Y 6”11), podemos facilmente
explicitar asdificuldades que o tratamento dos simbolos funcio-
nais em linguagens modais acarretom.0s simbolos funcionais ,
mzis precisamente, o0s termos singulares abertos complexos
doverao receber valores, a fim de preservar as leis wusuais da
identidade, no fecho algebrico, segundo a estrutura produto, do
domInio ce escolha. Deste modo, em qualquer vers3do da Seman-
tica de lMundos Possiveis para linguagens que contenham simbolos
funcionais n-arios (com n20C ), na qual os dominios de escolha
nao sao algebricamente fechados, poderemos falsificar ou o es-
quema da substituicao ou alguma instancia do esquema

[jmT_oi]W§1=z1 & ... By =z P fnyl...yn = fnz1...zn)
(onde m»0). Este € o caso da Semantica Nominativa, na medida
em que excluimos do dominio modal os pares cujas primeiras orde-
nadas sao objetos nomeados, mas nao pelos nomes que formam as
sequndas ordenadas, como veremos oportunamente. Porem essa nao
anenas a situacgao da semantica nossa; pois, na versao encontrada
em Bowen,1979, o dominio da quantificacao nao e algebricamente
fechado, uma vez que, enquanto os simbolos funcionais sao in-
terpretados como designadores n3ao rigidos (i.e., expressam
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em mundos distintos, funcoes eventua]mente diferentes), as
variaveis assumem em todos 0s mundos os mesmos objetos como
valores. Nessa versao, como em S.N., nao vale o esquema da
1nstanciag§o, embora erroneamente o autor o assume, por crer
a questao imediata.

Vemos, portanto, que de uma maneira geral, em uma Seman-
tica de Mundos Possiveis , os termos singulares (variaveis, no-
mes e termos abertos complexos) assumem valores no fecho algebri-
co do dominio de escolha. Desse modo podemos denominar tal
conjunto de dominio de referéencia em i com respeito a M e

observarmos que esse & 0 conjunto:"

{ § : existe um termo t de L contendo exatamente n-varia-
veis livres distintas e existem 5 ..,5ﬂ em Ai , tais

que, para todo j em I s 4 (3)=¢ th (5I(j),...,ﬁn (3)) F
3

onde t, pode ser,definido,da maneira usual, como a funcao n-
J

aria em Aj que associa a wuma n-upla q ...,ande objetos em Aj

I,
o valor de t para essa n=upl a.
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2.3 Semantica Nominativa e referencia atraves de mundos. Como

afirmamos antes, na Semantica Nominativa, tal como nas versoes
usuajs da Semantica de Mundos Possiveis, devemos considerar
objetos em diferentes estruturas classicas (mundos), posto que
o conceito de satisfacao pressupoe que os nomes na linguagem
designem objetos em cada uma das estruturas classicas conside-
radas. Nesse sentido, o dominio da quantificacao atraves de
mundos nao e um dominio modal, mas constituido por familias
de objetos de universos classicos.

Com efeito, as proposigoes 1.14 e 1.15, demonstradas
na final do capitulo anterior, ja apontam para essa observa-
cao. Pois, em conjunto, elas implicam &m que dois termos sin-
qulares t e u sao intersubstituiveis, em todos os contextos,
preservada a relacao de satisfacao, se e apenas se (i) ambos
assumem o mesmo valor referencial e (ii) seus valores substitu-
cionais denotam, em cada um dos mundos relevantes, um e 0 mesmo
objeto. Portanto, nao @ necessario que os valores substitucio-
nais dos termos com respeito a uma dada sequencia sejam identicos
(isto €, sejam um e o mesmo nome); € suficiente que designem
0os mesmos objetos.

Porem, ao contrario das versoes usuais, nao podemos
representar, de uma maneira geral, os valores de variaveis
Tivres no escopo de operadores modais como funcoes de esco-
Tha em sub-familias da familia de estruturas classicas consi-
deradas em uma estrutura modal. Pois, por exemplo, se o Tndice
i for indiretamente acessivel a si mesmo, devmos considerar
simultaneamente dois objetos de Ai » eventualmente distintos,
para determinar a relacao de satisfacao em M e i, no tocante

3quelas formulas modais que contem um numero suficiente de
imferacoes de operadores modais; ou seja, neste caso, deve-

mos considerar tanto as primeiras ordenadas, como as den otacoes
das segundas ordenadas dos pares no dominio modal de Ai'

Na Semantica Nominativa, portanto, os dominios de quanti-
ficacao sera constituidos por pares cujas primeiras ordenadas
sao objetos do universo de uma estrutura classica e as segundas,
funcoes de escolha em uma familia de universos de estruturas
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classicas. Ou seja, quando consideramos a relagao de satisfa-
¢ao, por exemplo, em M com respeito a i, as variaveis devem
poder assumir como valores elementos do produto cartesiano do
universo de Ai pelo conjunto das funcoes de escolha na fam7lia

(VAN )56 ()

Obviamente, o conjunto acima pode ser visto como um conjunto
de fungoes de escolha em uma familia de universos classicos,
desde que consideremos um conjunto de Tndices adequado (&
Apendice 11 ).

Sejamos mais precisos na caracterizacao desses dominios.

Para tal devemos ter em mente alguns fatos acerca das semanticas
de mundos possiveis e, em particular, de S.N. Em primeiro lugar,
como facilmente podemos perceber, em uma semantica de mundos pos-
siveis para lincuagens modais quantificacionais, quando conside-
ramos uma formula modal especifica, os possiveis valores das

variaveis livres nesta formula depende do grau de modalizacao
da propria formula, mais precisamente, do grau de modalizacao
das ocorrencias livres de variaveis, visto gue o0 conjunto dos
indices da base modal efetivamente relevantes e funcao do grau
de modalizagao da formula considerada. Em segundo lugar, devemos
nos lembrar que, na Semantica Nominativa, consideramos apenas as
funcoes de escolha induzidas pelos nomes disponiveis na linguagem,
haja vista a clausula substitucional que define a quantificacao
atraves de mundos distintos. E, por ultimo, devemos levar em con-
ta o fato de que a definicdao que demos de dominio modal exclui
deste eventuais pares cujas primeiras ordenadas sao objetos
nomeados, porem, as segundas nao sao nomes deles.

Assim, para especificarmos de forma precisa e clara os
verdadeiros dominios de quantificacao considerados em S.N.,deve-
mos introduzir varias nocoes auxiliares.
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0 orau de modalizacao de uma formula e definido, da

maneira usual, pelas seauintes clausulas indutivas:

(1) c(A) =0 , se A for atomice;
(i1) g(~A) = o(P);

(ii1) o (A & B) = max a(h), a(B)}
(iv) a( P) = a(A)+1;

(v) ol (x)A ) = a(A).

Jz o ocrau de modalizacao de uma variavel x em uma formula

A, agp(x), e determinado pelas clausulas:

(i) gp(>s =0, se A for atomica;
(1) o_p(x) = gp(x);
(111) gy 5 p(x) = max { op(x), op(x)} :

(iv) gA(x) , Se x nao ocorre livre em B;
gDA(X)=
nﬂ(x)+1 , de outro modo:
. (v) gA(x) , se x for diferente de y;
0

0 , de outro mndo.

No que se secue, denctaremos por

AN

a sub-estrutura da estrutura classica A <cujo universo e

o conjunto

\aA clAl : 3 eworL}

Estas nocoes auxiliares permitem caracterizar de maneira
precisa os verdadeiros dominios de quantificacao na Semantica
Nominativa; ou seja, determinar os objetos (familias de chjetos
de estruturas classicas) aue devem ser tomados como eventuais

valores de variaveis livres e dos quais nodemos afirmar que
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satisfazem (ou nao) uma formula no indice i com respeito 3
estrutura modal M . Observemos, inicialmente, que a natureza
desses objetos depende do grau de modalizacac das variaveis
lTivres na formula, visto que a relacao de satisfacao , no tocan-
te a uma formula de grau modal n, depende apenas dos indices

em I;. Ou seja, para cada numero natural n, nodemos definir

o dominio de quantificacao em i com respeito a M de orau n ,

em simbolos,
M
nQi
como o conjunto daquelas familias de objetos classicos que
devem ser levados em consideracao para caracterizar a relacao
de satisfacao em i,com respeito a M no tocante as formulas de
arau de modalizacao menor ou igual a n. Vale dizer, para n=0,

Mo
001 B ‘Ai|
M

e para n estritamente maior do que O, nqi e o conjunto dos

pares da forma

Za, (aA.)j EI(1') >
j n

onde* <a, a> pertence ao dominio modal de Ai'

Pdrtanto, na Semantica Nominativa, as variaveis devem as-
sumir valores no conjunto

Q’:{ = WQM = U (

o )

i i new'n i

para que seja possivel determinar a reTacao de satisfacao em
i com respeito a M , ou seja, este conjunto e o verdadeiro

dominio de quantificacao em i com respeito a M.

Alem disso, na SEmantica Nominativa os nomes disponiveis
na lincuacem fazem referéncia tambem a elementos de um domT
nio de quantificacdo, tal como caracterizamos acima, visto
oue npara qualquer estrutura classica A e qualquer nome a,

o par a, , a pertence ao dominio modal de A. Todavia, oS

termos sinqulares complexos e abertos remetem a elementos
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que, eventualmente, nao pertencem ao dominio de quantifi-
cacao, visto que este dominio pode.n3ao ser fechado pelas opera-
coes definiveis nele com o auxilio dos sTmbolos funcionais
disponiveis na linguagem. Vale dizer, os termos sinaulares
(variaveis, nomes e termos singulares complexos abertos) devem
assumir valores, quando consideramos a relacao de satisfacao
em i com respeito a M, ou no dominio da estrutura classica As
ou, entao, no conjunto dos pares da forma:

'f'tAi( Qyseens @ ¥is (tAj(a]A ey anA ) je Iéi):>

' J J

n

onde t & um termo de L contendo ocorrencias de exatamente n
variaveis livres, m e um inteiro positivo e, para 1< k< n,
o par<a, , 3> pertence ao dominio modal de As

0 verdadeiro dominio de referencia em i com respeito a M,

que poderos denotar por

M
Di,

e o fecho algebrico (num sentido facilmente caracterizavel)
do dominio de quantificacao em i com respeito a M.

.Esta caracterizacao des dominios de quantificacao na
Semantica Nominativa responde, pois, a quest3dao,posta no ini-
cio do presente canitulo, acerca da natureza dos obietos a que
os termos sinqulares fazem alusao, ouando interpretamos as
linquacens modais seoundo os canones determinados na Semantica

Nominativa.

Em resumo, nodemos afirmar aque o dominio modal de uma
estrutura classica & apenas um expediente para a constituicao,
ao imerairmos a estrutura classica em uma estrutura modal, do
verdadeiro dominio de r_eferéncia. Este, ent3o, & formado, por
um lado, por objetos de universos classicos e, nor outro,
de familias de objetos ﬁomanimoi_. Nesta medida, a relacao de
homonimia desempenha na Semantica Nominativa um pape] analoao
ao que alauns autores exigem das funcoes de ddentificacio
atraves de mundos nas versoes usuais da Semantica de Mundos
Possiveis (cf., pn.e., Hintikka,1969 e Chisholm,1967).
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Essa caracterizacao dos dominios de quantificacao pode
ser confirmada, de um ponto de vista 1ogico-matematico, pela
analise dos morfismos entre estruturas modais que preservam
a satisfatibilidade de conjuntos de formulas, como mostraremos
a sequir. Antes, porém, aproveitamos essa caracterizacao
dos dominios de quantificacao para mostrar em que sentido
a propria nocao de dominio modal implica na possibilidade de
falsificar alguma instancia de um postulado -
valido.

Como vimos antes, para verificarmos todas as instancias

do postulado
n n _ - " = £M
g7 =» ] (y] = 74 . J— Yo F 2 =P ; 4 Yy--e¥o f 21...zm)

e necessario que os termos singulares complexos abertos assu-
mam valores no fechos alaebricosdos dominiosde quantificacao
(isto €, nos dominiosde referencia). Por outro lado, para que

nao seja possivel falsificar uma instancia do postulado

(x)A = A(x/t)

- - " - . . . -~ . . g™ -

e necessario que os dominios de quantificacao sejam identicos
aos dominios de referencia. Ora, na Semantica Nominativa, como
vimos, os dominios de quantificacao sao induzidos por dominios

modais. Facifmente percebemos que a restricao imposta na
definicdo de um dominio modal (isto e, a exclusao dos pares
eventualmente existg¥5cujas primeiras ordenadas sao objetos
nomeados, mas cujas segundas nao sao nomes destes objetos)
torna nossivel que um dominio de quantificacao seja um sub-
conjunto proprio do dominio de referencia corresnondente.
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2.4 Estruturas modais elementarmente equivalentes e morfismos.

A analise precedente, acerca dos verdadeiros dominios de quan- .
tificacao atraves de mundos distintos, perrmite nerceber as con-
dicoes que devemos impor a duas estruturas modais distintas
para que elas verifiquem (e/ou satisfacam) as mesmas formulas
de uma dada linauaaem.

Para determinarmos, de maneira aceral, um conjunto-de con-
dicces suficientes para que duas estruturas modais satisfacam
as mesmas formulas, devemos considerar diversas nocoes auxili-
res mais ou menos usuais. _

No que se seque, por simn]icfﬁade, emprecaremos um mes-
mo simbolo para desianar tanto uma lincuaaem modal de primei-
ra ordem, como a lincuacem classica que lhe deu oriaém.

Se " & um conjunto de formulas, entao desicnaremos por
L{(T) a linouacem (classica ou modal, dependendo do contexto)
cujos simbolos nao 10gicos sac apenas 0s que ocorrem em for-
mulas de .

0 orau de modalizacao de um conjunto]' de formulas

de uma lincuaoem modal L & o max 1g(A): A AN , no conjunto uJUiUJ}
Un p-morfismo ¥ de uma base modal B = <I, R, N> na base

modal B' =<I', R', N'> & um homomorfismo de B em B' que sa-
tisfaz a sequinte condicao adicional:

para qualquer i em I e qualquer j' em I', se (i) R' j' ,
entao existe j em I, tal que i R j e P(j) = 3’

(cf., p.e., Seocerberger & Bull, 1984: Lemon, 1977, entre outros).

Se M= < B L[ A )

o esqueleto de M (em simbolos, sk(M) ) & o conjunto

> e uma estrutura modal, entao

Joian vl
Nas definicoes secuintes, consideraremos uma linguagem
modal L, um conjunto \' de formulas de L cujo arau de modalizacao
& X , uma extensao simples L' de L , duas bases modais B =
<1, R, N> e B'=<1', R', N'"> e, finalmente, duas estrutu-
i i= 3 . - \'!"—' ' %
ras modais M <B ,(41)1617e ! EBY 5 | Ai )

pectivamente L e L'.

o -
se1” para, res
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DEFINICAO 2.6 Uma funcaoP:sk(M) —s sk(M') & um V'-i-
proto-morfismo de M em M' se as sequintes condicoes estao
satisfeitas:

() “fﬂIj e um p-morfismo de Bii) em ga(Y(1)),

(i1) para qualquer j em I g “fﬂuj\é um .isomorfismo de

Aj’IL(P) em A:t,(j)"l L(v).

Observemos que, se M e M' sdo estruturas modais que
satisfazem ao requisito de inclus3o, ent3o a existencia de um
I-i-protomorfismo e_ntre ambas e condicao suficiente para que
preservem a relacao de satisfacao nas versdes usuais (puramente
referenciais) da Semantica Kripkeana. Todavia, no caso da se-
mantica que vimos estudando, essa condic3o nio & suficiente, uma
vez que nao leva em conta os dominios modais, ou melhor, os do-
minios de quantificacao. Devemos considerar, entao, a defini-
cao seguinte.

DEFINICAO 2.7 Um T -i-proto-morfismo de M em M' , ¥ ,

" ) ) . i ; i
e um Y -i-morfismo de M em. M' se, para qualquer indice j em Lo

Y satisfaz mais 3s seguintes condicdes:
(i) para qualouer j' em Ig » tal que j R i' e Y(j)=
(i'), ou j = j' ou AtY(j) e uma estrutura classica completa;

(i1) a funcao que associa a um par <a , (3 Jpc1ld) >

L p
o par < ¥(a), (‘f(aAz))£ I(j)) (isto e, a funcao definida a

partir deY ponto a ponto) & uma bijecao de pQ? em inEj)

(isto e, do dominio de quantificacao em j com respeito a M de
grau p no dominio de quantificacao em Y (j) com respeito a M'de
grau tambem p);

onde p=ex-min 1 kew : i Rk j},
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Observemos que a exicencia exnressa pelo Ttem (i) da
definicao acima tem em vista o fato de que, na Semantica Neo-
minativa, a quantificacao atraves cde operadores modais & in-
terpretada por duas clausulas distintas: a primeira, referen-
cial, aplica-se apenas ao proprio indice i , se ele for aces-
sivel a si mesmo; a0 passo que a segqunda, substitucional, refe-
re-se aos demais indices acessiveis a i. Consequentemente, a
identificacao, atraves de morfismos, de mundos distintos aces-
siveis entre si preservara a relacac de satisfacao apenas se
as estruturas classicas forem completas (visto que, neste caso,
as clausulas substitucionais e referenciais sao equivalentes).

0 item (ii), por sua vez, exige que os objetos dos verda-
deiros dominios de quantificacao, ncs indices relevantes, sejam
0s mesmos, a menos de isomorfismo, como era de se esperar.

No que se sa2gue, diremos que M'e uma M'-i-expansao de M

(e, reciprocamente, M e uma V' -i-contracao de M') se existir

um ' -i-morfismo de M em M .

Antes de mostrarmos que, de fato, os morfismos defini-
dos acima preservam a satisfatibilidade , apresentemos uma
maneira alternativa de caracterizar estes morfismos

Assercao Um T -i-proto-morfismo,Y¥, de M em M’
satisfaz (ii) da Def. 2.7 se e somente se, para qualquer

em I; , para qualque par <a, a» em DA , existe um par

e

J
<a', a'> em DA (e, vice versa, para todo par<a’', a'>em
(J)
DA‘Y(j) , existe um par <a, a> em DA.)’ tais que:
J
(a) X(a) = a’
(b) para todo £ em I(J) , a, = a' , onde p =
p A A
4 KL}

- mindkew: i Rkj}.
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PROPOSIGAO 2.8 Seja M uma T'-i-expansao de M e seja j um “indice

em Ii . Além disso, consideremos A uma formula de L(I') de grau
n

menor ou igual a g(T) - min {p € w : iRP j} e s e s!' sequéncias
em, respectivamente, DA e Db,, » tais que, para qualquer
p| ?4) - ;

variavel x que ocorre livre em A, as seguintes condigoes valem:
W) P (s*0) = s'*(x) '
(ii) para todo % em I(j’: “f’((i(s)),« ) = (E(S')JA .
: ey -

Nestas condigoes, temos que
M, 3, s sat A sse M' ,Y(3), s' sat A.

DEMONSTRAGAO. Por indugao na complexidade de A. Se A for 'uma

férmula atdmica, ent3o o resultado desejado segue do fato de

ser um isomorfismo, quando consideramos a lingquuem L(Tr'). E,se
A for um composto booleano, segue das hipdteses de indugao. Se
A for da forma (x)B, entdo, pela condigao (iv) da definigao

de I'-i-morfismo, para toda sequéncia s, em DA.,k— variante de s,
d
existe uma sequéncia k-variante de s' em Dy » L oe vice-versa),

Y3

tais que s e s' satisfazem as condigoes de aplicabilidade de h,i.
Consideremos, agora, o caso em que A € da forma OB. Mostre
mos, inicialmente, a seguinte assergéo auxiliar:

Assercao: M, 1k B(S) sse M', Y(U) = B(S'), se jRY. e U# j

Demonstracao. Sejam Sl e Si sequéncias em, respectivamente, D

Ag
e Dy tais que, para qualquer variavel x livre em a, S!2 ©
X(®)
Sy atribuem ao indice ge X, respectivamente, < (x(S}) DO .
kgY) (s')
& Slx )Aiﬁf Ew >. Desse modo, pela Proposicao 1.41 ,
(1)

temos que:
(*) M, = B(S) sse M, 1, SD sat B.

(**) M, ¥(1) k= B see mr, (1), s, sat B.



Mostremos que §, Sl e S'l satisfazem as condigoes da proposicao,
© que nos permite aplicar a hipbtese de indugao. Seja m = min

{p € N: i Rpj}. Desse modo, como g(B) + 1 = g(A) <n - m,
n-m=1, portanto, m+ 1 <n e, como j R R (portanto, i Rm+lﬂ),
i R"1, i.e, Y € Ié. Além disso, g(B) <n - min {p € N i RP1}
Falta mostrar, ainda, que estae satisfeitas (i) e (ii).

Ora,vejamos,

ﬁf(sl* () ) = Py (xts))h!) pela construgao de 51

= (x(st)) por (ii), visto que § € 1(3),

Aoty
Si * (x), pela escolha de Si :
e para qualquer {' € (¥
]
PPy L = ) = &SP
P Ag < (2"

Donde, decorre o resultado desejado.
Voltemos, entao, a demonstragao principal.
Suponhamos que M, j, s nao sat OB.
Caso 1.1 M, j, s nao sat Be j R j .
Por hipbtese de inducao, M', P (j), s' n3o sat B.Logo, como “€41in

€ um morfismo, "Y(i) R' Y(j) e por conseguinte, M', T (3), s’
nao satOB.

Caso 1.2 M, ¥, ¥ Bs), para algum ¥ # j, tal que jRY. Logo, pela
assergéo acima, M' K X(1) ¥ B{S'). e se Y(D) # ¥ (j), temos direta
mente que M', ¥ (j), s' naoc sat OB. E , se X (3) = ¥(¥), entao
A'Y(j} é completa e, consequentemente, gragas a Proposigao 1.14 ,
como M', X (D) K (s ), M' f(3j), s' n3e sat B e, portanto, M', P (3),

s' nao sat OB.

Por outro lado, suponhamos que M', ¥ (j), S' nao sat OB.
Caso 2.1.M', P (j), s' n3o sat B e ¥ (3) R'~Y(J)
como T & um p-morfismo, existe um £ € I, tal que Y (1) = (3) e

j RL Se & = 3j, entao o resultado desejado decorre diretamente da

hipotese indutiva. Se ¥ # j, entd3o, A',,., & completa e, ortanto,
P J <(3) p P

. ' .
M, ¥ (D) B(S )'. Tnogo, pela assercao, M, 1\ B(S}, t:e5 Mi 3, =
nao sat OB,

] i |
Caso 2.2 Para algum ' $¥(3), F(5) RY ', L'\# B ') Toge,
como ¥ & um p-morfismo, existe e I, tal que Y (2) = 1' e jRI.
como M (5) = Q'+, v J - Assim, pela assercgao inicial, M, 1 ¥ g(s)

e, consequentemente, M, j, s nao sat OB.

\N



COROLARIO 2.8.1. Para qualquer f&rmula A em I', temos que:

(i) existe uma segliéncia s em-D, tal que M, i, s sat A sse
' nl
existe uma s' em DA » tal que M', i, s' sat A;
i
(ii) M, i F A sse M', i' EA

onde i' & ™~ (i).

Obviamente, se T = FORML e L=L', entao as duas estrutu-
ras modais sao elementarmente equivalentes.
A Proposigao 2.8 tera muitas aplicagOes no restante deste

trabalho, principalmente no proximo capitulo.

2.5 Identidade e dominios de referéncia. Uma vez que os refe-

rendos termos singulares, em contextos modais, s-ao pares, em
contextos modais, sao pares ordenados, podemos pensar em redu
zir a questdo da identidade 3 identidade das ordenadas. Sabe
mos que o simbolo-.classico de igualdade expressa adequadamen-—
te a relagao de identidade entre as primeiras ordenadas (isto
€, entre objetos de um mesmo universo classico). Caberia, en-
tao, encontrar uma fOrmula que expressasse a relacao de iden-
tidade entre as familias de objetos homonimos. Ou antes, vis-
to que uma relagao forte de identidade nao pode ser expressa,
guando consideramos bases modais quaisquer, caberia procurar,
para cada natural n 2 1, uma formula A,contendo exatamente duas
variaveis livres, digamos x e y, tal gque, para qualquer estru
tura modal M para qualquer indice i em I, qualquer segliéncia s
no dominio modal de k_i e guaisquer termos t e u, valesse a prc

priedade seguinte:

M, i, s sat A(t, u) sse (t(s)) = (u(SJ) + pPara qualquer

— =1 = A . A .

J J

; i

j em I{ )
n
Infeligmente, comoc mostraremos oportunamente, esta & uma
tarefa impossivel de realizar, quando consideramos bases mo-

dais quaisquer. Todavia, mesmo neste caso, se existir um obje

to,nomeado em &i’ 0 problema € soluvel.
frzod

Uy
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DEFINICAO 2.4 O simbolo ~ & contextualmente definido da seguin

te forma. Seja n > 0, sejam t e u termos quaisquer de L, seja X
a primeira variavel gue nao ocorre em ta nem em u e, finalmente,

seja T a formula (Ex,) (%, = x,); a férmula t ~ u &, entdo, a

n
formula

(x) (y) (x £y &0~ Ox=y~@At=nu)
Na proposigao seguinte, que visa mostrar que, de fato, i

satisfaz a propriedade que esperamos, consideramos uma estrutu
ra modal M, um indice i, tal que Ai e incompleta, uma sequencia

s no dominio modal de A, e t e u termos guaisquer de L.

PROPOSIGCAO 2.5. Sejam a e b as s—-instancias de, respectivamente

~ . s
t e u. Temos, entao, que M, i, s sat t ~, U sse M3 h’g

= b, pa
. (i) -
ra todo j € .41 -
DEMONSTRAGAO
L fd .
= Seja j € In+1 , tal que M, jE& a= b
Como j € Iiia , 1 €N e existe j' € I, j' #i, tal que i R j' e,

para algum 0 < m < n, j'R"j.

Seja, agora, s uma sequéncia em D gue difere de s no maximo

A,
i
pelos valores atribuidos aos indices de x e de y e tais valores

sac, respectivamente, < a,c > e < €, , ¢ > (onde & & um objeto

)

i

A.

nao nomeado em Ai e Cc uma constante,ltal que < a,c > € DA

(como Ai € incompleta, necessariamente existem tais pares em

D, ). Portamnto, M, i, s sat x = y e, além disso, obviamente,
i

1 = =
M, § k&= x (s) . j(s) - - | B
Porém, como j'ij e M, j%# t(sJ‘z u{S), em<n, M,j k#&ﬂ t“”z u

vela proposigao 1.15. Logo, M, i, s nao sat t —~p U

= Suponhamos que M, i, s nao sat t -, U

Logo, existe uma sequéncia s, tal que M, i, s sat x ¢ y e M, i,
3 nao sat O(x =y »foJt = u). Portanto i € N (pois M, i, s sat OT)

(e y(8) | sorém M, iE\n a =b
(i deve ser diferente de j, visto que M, 1i, S nao sat x = y) .

e existe j # i, tal que M, jF= x
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Logo, pela Proposigao 1.15, existe j*' € Ig, tal que M, j}# a = b.

. ; " (3)
]
Ou seja, existe j' € 1 1 M, -.F!

_ = b (pois, como j'€ Ig e
iRj e j #1i,3' e 1(1))
n+l
Observemos que existem duas situagoes nas quais a proposi-
¢ao acima & vacuamente satisfeita: (i) se i nao for normal e
(ii) se para todo j em I, se i R j, ent3o i = j. Pois, em ambas
as situagoes, temos que Iéi& =geM, il t ~p4s para quaisquer
termos t e u.

A foérmula x ~n Y (onde x e y sao duas variadveis gquaisquer)
€ uma resposta, parcial, para-o problema posto no inicio da se-
cao. Ela expressa a identidade da familia de objetos homonimos,
em estruturas incompletas.

Cumpre salientar, aqui, que sao justamente tais estruturas
que colocam problemas com respeito as exigéncias das 16gicas mo
dais usuais. Como sabemos, nas l6gicas modais usuais, nas quais

© esquema de Barcan nao € uma tese, também nao & tese o esquema
(x) OA~>O[(Ex) (~A & B) & (Ex) (~C & 0C) ~ (Ex) (B&oC) ].

No entanto, se B for - classica, entao, como‘facilmente se de
monstra, nenhuma instancia desse esquema pode ser falsificada na
Semantica Nominativa. Nesse sentido, afirmamos antes’ a homo
nimia.é incapaz de dar conta, com a mesma eficiencia, da presu-
posigao da unicidade da quantificagcao (i.e., o que nas ‘verSoes
usuais da Semantica de Mundos Possiveis & a funcdo de identifi-

cagao através de mundos) .
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CAPITULO 3

S.N. E A LOGICA MODAL PROPOSICIONAL C2.

3.1 Novos conceitos semanticos e propriedades semanticas. Aqui,

consideraremos apenas uma extensao, para linguagens modais de
primeira ordem, da menor logica modal proposicional que pode
ser caracterizada por meio de bases modais (cf., antes, Apresen
tagao) ; porém, como o leitor facilmente perceberd, os resulta--
dos que apresentaremos podem ser facilmente adaptados guando
consideramos outras ldgicas modais regulares e monotdnicas.

Devemos, considerar, portanto, Os seguintes conceitos:

DEFINIGAO 3.1 Seja L uma linguagem modal e TU{A} um-con ..

juntc de formulas de L.

(i) Uma estrutura modal M para L diz-se um modelo de T em

i (onde i & um Iindice na base de M) (em simbolns, M, if= T), se,

para qualquer férmula B em V', M, i = B;

(ii) A & consequéncia de I' (em simbolos, T'l= A) se, para

qualquer extensao em constantes L' de L, para qualgquer modelo
em i de I') M, que & uma estrutura modal para L', A & verdadei

ra em M com respeito a ij;
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(iii) A & valida (em simbolos, = A) se, para qualquer ex-
tensao em constantes L' de L e gqualquer estrutura modal M para

L', A & verdadeira em M.

Nas proposicoes seguintes, consideramos L uma linguagem

modal, A e B, formulas de L, M = < B, (Ai).

> .
i €1 uma estrutu

ra modal para L e i um indice em B. Como & usual se Yyr wower Yo
- - ey B -\
& uma sequéncia de variaveis, empregaremos (y), para designar a

sequéncia (yl), ey (yn} e (E ;) para designar (Ey I gas {Ey )
1 n

PROPOSICAO 3.2 Seja s uma sequeéncia em DAl, tal que s*(x)

nao & nomeado em Ai' Logo, M, i, s sat (y) (EZ) (z = x & (§)
( Oa - (A(u/z) - 0Oa (y/2)))), onde y, 2z, Yyr eee0 Ypr X sao -
variaveis distintas

DEMONSTRACAO. Seja s uma sequéncia que difere de s no ma-
ximo, pelo valor atribuido ao indice de y e seja s a sequéncia
que difere de S no maximo por ter no indice de z o par
< s¥(x), y{S) > (como s* (x) nao & nomeado em Al' esse par per-
tence, de fato a DA.) Assim, M, i, s sat z = x e além disso, se
M, i, s' sat OA e ;, i, s sat-A(y/z), entao M, i, s{ sat
Oa (y/z), para gualquer sequéncia s' que difere de S no maximo
pelos valores dos indices de Yyr -0 Yoo pois, neste caso,

A(sl) & idéntica a (A(y/z)) (5')-

PROPOSICEO 3.3 . M, i, = (x) DA » Ox) (~a ~(y) (E))

(z =x & (y) (OB » (B(y/z) » OB (y/2))))) e M, i k& (x) DA~

(y) O (x) (x =y > A)
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DEMONSTRAGAO. (i) Consequéncia da preposigao anterior, levan
do-se em consideragao, o fato de que, se M, i, s sat (x) Oa,
entao, para qualquer j # i, tal que iRj e gqualquer sequéncia s'
em DAj, se M, j, s' sat :A(yl/bl' e, yn/bn}, entao s*(x) nao
€ nomeado em Aj (onde yq,, ..., Y sao as demais variéveis li-
vres em A e by, ..., b sao as suas respectivas s-instancias).

(ii) Consequéncia imediata da observacdo feita acima.

PROPOSICAO 3.4. Seja s uma sequéncia em DA , tal que M, i,
Y
s sat (E_;) ( 0A & ~A) (x/a), para todo nome a em L. Nestas con

digoes, N, i, s sat (x) (E ; ) ©A.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que se M,i, s sat (E ;}
(A & ~A) (x/a), para qualquer nome a, entao existe uma sequén=
cia s, que difere de s, no maximo, pelo valor nos indices de
Yy{r ---1 Y . € existe um j # i, tal que, iRj e, para todo nome

a, M, j k= A{x/a)(S).

PROPOSICAO 3.5 Suponhamos gue, para algum nome b de L,
M A(x/b) e seja @ um conjunto infinito de constantes (que,
eventualmente, mas nao necessariamente, pertencem a L) que nao
ocorrem em A, nem em b. Logo, para cada constante a da lingua
gem L U €, que nao ocorre em A, existe uma estrutura modal .

M = KB (Ai) > para L U & |, tal que M', i =2 (x/a).

i€J

DEMONSTRACAO. Seja a uma constante que nao ocorre em A. CO

mo M B A(x/b), existe um indice i e uma segliéncia s em DA g 2=
i i
~ (s) -
tal que M, i, s nao sat A e s(x) = bA e x é b.
i
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Como ¥ contém infinitas constantes

individuais, existe uma bijecao € de € em NOM_

[
estrutura modal M' = < B, [Ai)iEI >, tomando para cada j em I,

. Construimos a

' - . . - .
A 3 a estrutura classica que difere de Aj' no maximo, por:

(1) a = b

Al A’

3 J
(ii) para gualquer constante c em Y, Cat S [(r(cJ)A e
J J
e definimos a funcao Y pondo dom(y) = sk(M) e, V(I U 'gI IAﬁL)
s

é a funcgao identidade, .

Assercdo: § & um {A}i- homorfismo de M em M'.

DEmonstracao. Obviamente,‘yé um {AH -i-protomorfismo

de M em M'" . Seja j um elemento de li. Inicialmente, considere-
mos ffc , c>um par em D, . Obviamente, para todo £ em Ij,
cA£= (()"1(c))Al ’ Suponha%os, por absurdo, que {c ,U"](c)>
nao pertence 5\51... Logo, existe um nome d em NOFUJﬁ , tal

-14 ] E
que ¢ =dA,j# (0 " (c))gr - Como (0 "(c)),r & Cp, = C # cAj.
Seja d' o nome em NOML que advem de d substituindo a por b e,

‘para c' em G , ¢ por (c'). Facilmente se mostra, por inducao

na complexidade de d, qué dA._E dIA.' Logo, ¢ = d'A.’ isto e
¢ & nomeado em Aj e, comoJc # ci.,-<q ,c>”> nao %ertence a
Dy . (absurdo). !

: Por outro lado, seja <¢,c> um par em D,, e seja c o
termo que advem de ¢ substituindo a por b e { para c' em ;

¢' por (c). Obviamente, para todo Lem IJ, Cpx = EA . Alem
~ £
disso, se <¢ ,c > nao pertence a D, , entdo cy= ¢, # €
it . .
¢ e nomeado em Aj; consequentemente, @& nomeado em A3 e <¢ , CD

n ot

(4]

nao pertence a D,,
J
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Vale dizer, mostramos que ¥ € uma fungao soﬁéjetora de D em

Ay

D , para qualquer j € I.

Al
J

Voltemos a demonstragao da proposigao.
Decorre da assergao feita, pela Proposicao 2.% , como M, i, s
nao sat A, que M', i, s' nao sat A, onde s' & uma sequéncia que
atribui, ao indice de y, o par < s*(y), (o—l(y(S))) >, para
quﬁlquer variavel y livre em A distinta de x e ao indice de x,

o par < a a >.

A'.’
i

portanto, pela Proposigcao 1.11,

M', i, s' nao sat A(x/a). (Q.E.D)

COROLARIO 3.5.1. Seja a uma constante de L que nao ocorre
em A. Se E A(x/a), entao para qualquer estrutura modal M para L,

gqualguer indice i em B, e qualguer sequéncia s em D tal que

A r
i

|

s* (x) & nomeado em A;, M, i, s sat A.

DEMONSTRAGCAO. Consequéncia da proposicao anterior, tendo

em mente gue, pela Proposigcao 1.10, se M, i, s sat A e s*(x)

(s)

é nomeado, entao M, i, s sat A(x/x ) ¢, pela definigao de va-

lidade, podemos sempre estender a linguagem.

Esses proposigoes permitem facilmente provar a legitimi-
dade dos novos postulados necessarios para caracterizar um sis-
tema axiomatico adequado para a Semantica Nominativa gquando
consideramos todas as bases modais. Resumindo, temos a proposi-

¢ao seguinte
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PROPOSIGAO 3.6. Para qualquer linguagem L e quaisquer for

mulas A, B de L, temos que: ‘
(1) E (x) O(z) (B » (Ey) (OA &~a) -
O(x) (z) (B~ (Ey) 0A)

(i) = (x)0A - (y) O (x) (x = y » A)

(ii1) = (x) OA > O(x) (~a > (y) (Bz)(z = x & (y)
(@B ~» (B(y/z) » OB (y/z)))))

(iV) Se |= A(%/a) e a é uma constante gue nao ocorre em
A, entiao k= (x)(x = b - A) , para qualguer nome b e
= () (~a > (y) (B2) (z = x & (y) (OB - (B(y/z) -
OB(y/z))))).

(v) Se &= B ~ (E§) ((¢A & ~A) (x/a))) e a & uma constante
que nao ocorre em A, nem em B, entio = B -~ (x)(E?)OA
(onde x, y, 2z, z

17 teer Zgw Yyr o eees Yo sao variaveis

distintas.

Observemos que esses resultados valeriam mesmo que na defi-
nicao de validade tivessemos considerado apenas as estruturas mo
dais cujas bases pertencem a uma dada classe de bases (i.e, se
tivessemos tomado uma outra logica modal proposicional, que nao

C2, como ponto de partida).

3.2 O sistema QC2*. Este sistema &€ determinado pelos postulados

(esquemas de axiomas e de regras) seguintes:

Pl A se, A for tautdlogica;
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5>

(x) A~ A(x/t) se t for um nome ou uma varidvel ou,

ainda, se nenhuma ocorréncia livre de x em A se der no espago

de operador modal;

P3

P4

P5

pP6

P7

P8

P9

P10

P11l

pPl2

P13

(x) (A - B) * (A~ (x)B), se x nao ocorre livre em A

g
—
]
o]
|_l
o
o
<
"
™
+
ﬁ
o
—
e
I
*
=
N
™

3
[
[
N
=
Ro
2o
e
I
N
4
d
L4
=
o
4
)
N
=
N
o

O(~-B) » (OaA - OB)

A, A~ B/B

A/(x)A

A-B /Oa -~ OB

(x)0 (B » (Ey) (OA & ~A)) - O(x) (;>.(B > (Ey) (0A)
(x) OA~>((y) O(x) (x =y = A)

(x) OA - O (x) (~A » (y) (Ez) (z = x &(§)UJB -

(B(y/z) - UB(y/z)))))

UNICAMP
BIBLIOTESA C§MTT AL



Y

P14 A(x/a) / (x)(x = b = A)

P15 B ~ (Ey) (9A(x/a) & ~A(x/a)) [ @ —» (x)(Ey YDA

P16 A(x/a) / (x) (~A »(y) (E2)(z = x & (y) (OB -

(B(y/z) = OB (y/2)))))

OBSERVAGCAO. Nesses esquemas, A e B sao foOrmulas guaisquer,

Xo Yo Zy Yyr s You Z9s eeey zp sao variaveis distintas e em—
pregamos a notagao usual Eegundo a qual,ﬁse Yyi meme ¥ = uma
sequéncia de variaveis, (y) (respec., (Ey)) designa a sequéncia
de quantificadore (yq) --. (yn) (respect., (Eyl) v (Eyn)). A

Além disso, em Pl4 a P16, a & uma constante gue nao ocorre em A,
nem em B, b € um nome qualquere X W30 ocotie Cwre em B.

Cumpre observar que os postulados (regras) Pl4 a P16 exi-
gem,, para poderem ser aplicados em geral, que possamos dispor
de um estoque ilimitado de constantes novas. Ora, como uma lin-
guagem modal pode conter apenas um numero finito de constantes
individuais, nao podemos empregar a nocao usual (classica) de

prova. Devemos considerar, portanto, a nogao seguinte:

5

L DEyAm
DEFINICAO 3.;?{5_5;; linguagem modal e A uma formula de L.

Uma prova de A em QC2* & uma sequéncia A

17 e By de formulas
de uma extensao em constantes L' de L, tal gque A € A e, para
qualquer 1< k< n, A € um axioma ou advém de formulas anterio-

res segundo uma das regras (P7, P8, P10, P14, P15, ou P16).



55

DEFINICAO 3.8 Uma formula A de L diz-se um teorema de QC2*

(em simbolos, |~ A) se existir uma prova de A em QC2%*.

Observe-se que, facilmente se mostra, de maneira anadloga &
classica, que se L & uma linguagem que nao contém outros simbo-
los funcionais além das constantes individuais e se A for uma

formula de L, entao vale a sequinte regra derivada:
|- A(x/a) e a ndao ocorre em A, entao |- (x)0A.

Ou seja, nesse caso particular, os postulados P14 a P16 seriam
ociosos (i.e., poderiam ser trivialmente derivados dos demais,
usando essa propriedade. (No apendice encontramos uma prova seman
tica de um resultado analogo a esse, quando consideramos 16gi-

cas modais proposicionais entre C2 e S4).

A partir dessa definigao de prova, podemos considerar a e

finicao usual, em Logica Modal, de dedugao:

DEFINIGAO 3.9 Seja I' U {A} C FORM . Uma deducao de A a par-
tir de I' & uma sequéncia de fbérmulas A, ..., A de L, tal que

A & Ae, para 1 <k <n, uma das seguintes condigoes vale:
(i) A é um teorema;
(ii) Ak =S
(iii) existe j< k, tal que A e (x)Aj;

-

(iv) existem j <.£< k, tais que, 3, e Aj > By -
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NOTAGAO: T |- A: existe uma deduc3o de A a partir de T.

Com essas definigoes, decorre dos resultados apresentados

antes, O seguinte teorema de legitimidade:

TEOREMA: Sejam L uma linguagem modal e I' U {A}C FORM, .
(i) A = E A

(ii) T | A='T = A

Apresentaremos, agora, uma lista de meta-teoremas em QC2*

gue serao empregados na prova da completude.

T1 - OaA-0OT

17 'Se |- A, entao |- OB - Oa
T3 - OA & ¢ B~ 0(A & B)

T4 Se |- A~ B, entao |- 0A - OB

TS oi(A - B) - 0A - OB

A demonstragao desses teoremas pode ser encontrada em qual-

quer manual de LOgica Modal que considere, também, 16gicas _ mo-
dais nao normais. Nos teoremas seguintes, consideramos n_?lo e

t e u termos gquaisquer.
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T6 |n) x

1l
»

T7 Inlt = u~> (A(x/t) ¢ A(x/u))

T8 [t =u-fmlt =usen=nmn

DEMONSTRAGAO. Por indugao em n.

T9 Se |- (x)(A~->~[o]x = a) e a & uma constante que nao
ocorre em A, entao |- (x) (A > x # b), para qualquer nome b.
i 'L‘L
it

DEMONSTRAGAO. A partir do postulado P14, levando:gav’ T6.

T10 Se |- A(x/a) e a n3o ocorre em A, entao |- (Ex) ~a -

"Ry mz+ (~8~ (@ >0 @@y = 2)))

DEMONSTRAGAO
(1) A(x/a) - .- _hiplOtese
(2) (x) (~A = (v) (Ew) (w = x & (OB » v = v) -

> (Brw=v) O B*w=v))))) (1)x P16
(3) (x) (~A » x # a) (1)x P14
(4) (Ex) ~A = (Ex) (Ew) (w = X & X # a &

(0 (B > a=a) »({grw=2)> QB »w=2a)))) (2), (3),

teo clas.
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(5) (Ex) ~A = (Ev) (Ew) (w # v & OT -
(B>w=v) >0(B~->w=v)) (4Y, T6, T2 e
teo. clas
(6) (Ex)~A &~B & OT»(Ev) (Ew) (w # v &

O (B ~» w=v)).

(7) Z ~y & L) - [(Ev).(Ew)'{w #v (0B~ w=v))
- 0O (B —»z:y)} def'\'n’ P2,
taut , (6)
(8) (Ex) ~A &~B & OT » (2)(y)(z~n y =

G (B ~nz ‘—"y))

T11 |- (x) (A~ (y)(Ez)(z = x & z~_y)), se |- ~A(x/a)

e a ndo ocorre em A
DEMONSTRACAO

(1) ~A(x/a) hipotese

(2) (x) (A~ (y)(Ez) (z = x & (w) (V)
(Ow=v-> My=y) > (w=v-Rz=y) ~

O(w=v-Mmlz=y))))) (1)x P13
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(3) O = 0O tw T6, T2 x taut

I
<
4
El
<
|
&

(4) w#v-> (w=v-~>nz=y) tautologia
(5) (x) (~A »> (y)(E2)(z = x & (W) (V) (w # v
(OT~->0(w=v-Mz=y))))) (1), @, (4,
teoremas clas-
sicos usuais.
(6) (x) (~A > (y) (Ez) (z =x &2z ny) (4) def. de n
T12 Se |- (x) (A ~X=a), entao |- (x)~A

(onde a nao ocorre em A).

DEMONSTRAGAO.
(1) (x)(A"*fwx “n a) hipotese
(2) A 2 ~X "ﬁ a (1), P2 x taut
(3) Ao~ (wWwFv (OT >0 (w=v~>
Inlx =a))) (2) x def. de

n
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(4) A->D0OT & (EV) (EW (W # V & O A (w = V'+Eﬂ:x =a))

(3) x teo.
usuais
(5) A->0OT & (Ev)(Ew)((w=v >[n]x = a) &
Of‘-’-{w:"_’@x=a” (4) , teo usuais
(6) A~ (Ev) (Ew) ((w = v »{n]lx = a) &
ov(w = v »[n]x = a)) (5), taut.
(7) (x) (A »(Ew) (Ev) O~(w = v > n x = 2))
(6), P15
(8) A~ (z) o~ x = z) (7), teo.
’ usuais
(9) T ->~Aa {8); T6; T2,
P2 taut.
(10) ~A ' (5), (9), taut
(11) (x)~2A (10) x General.

3.3 A completude de QC2*. Para demonstrarmos esse resultado

empregaremos © método de Léndenbaum Henkin, em uma adaptagao origi-
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nal, tendo em vista as peculiaridades da Semantica Nominativa e das
l6gicas modais adequadas a ela.

Observegmos, em primeiro lugar, gue nao podemos empregar apenas
constantes como testemunhas, pois, além de nao valer o esquema de
Barcan (cf. antes, Cap. 1, as implicagoes desse fato para asplica-
¢ao do método de Hankin), podemos encontrar fdrmulas existenciais
consistentes, cujas instanciagOes por nomes s3ao inconsistentes
(por exemplo, fdrmulas da forma-(Ex) ((y) (Py » Qy) & Pfx &~0 Qfx))

Por outro lado, para podermos usar variaveis como testemunhas,
devemos considerar uma nogao mais fraca de consisténcia, visto que,

pP-e, © conjunto

{ (Ex) Px, (Ex)~ Px}
€ cOnsistente, porém, para qualquer variaveis Y, 2,0 conpynto

{ Py &~pz}

€ inconsistente. Consideremos, entao, os conceitos apresentados
. —
na seguinte definigao

DEFINIGCAO 3.10. Seja L uma linguagem modal e seja FU{A} um

subconjunto de formuals de L.

(i) I' deduz fracamente A (em simbolos, T L—fA) se exis-

tem férmulas A, ..., A em I, tais que |- A & ... A ~A

(ii) T & fracamente consistente (abreviadamente, f- consis

5¢ _
tente}“&“nao deduz fracamente o absurdo (1).

(iii) T diz-se maximal-f-consistente em L se T & f-consisten
te e, para qualquer formula A de L, tal que A € T, I' U {A} nao é f-

consistente.
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(iv) T diz-se henkin -completo se, para qualquer fdrmula A

de L, (Ex)A € [ se e somente se A(x/y) € A, para alguma variavel

Ve

Além dessas nogées mais ou menos correntes, necessimos de
uma nogao auxiliar, especifica para 16gicas modais caracterizavéis

na Semantica Nominativa

DEFINIGAO 3.11 Um conjunto A de férmulas de L diz-se nominal

consistente em L se, para qualquer férmula A de L, A satisfaz as

seguintes condigoes:

(1) Para qualquer formula B de L, se A B *(E?)

¢
. (*~OA& 2) (x/a), para gualguer nome a em L, entao A ]-fB e
{x)(E§)’CEJ§ (onde Yyr -eer Y sao algumas das varidveis

livres em A).

(2) Se A |- _ A(x/a), para qualquer nome a, entao
¢ Alx/a), p a a

(i) A |-f (x)(x = a ~» A) , para qualquer ﬂome aemLe

() A (x) (A ~» (2) (Ey) (y = x & (z) (OB~ (B(z/y) -

- g
CB + (B(z/y))))), para qualquer formula B € x, y, z,

z z, variaveis distintas).

1e mwes

Nos lemas seguintes, 3.11.1 e 3.11.2 consideremos A um con-

junto maximal-f- consistente e henkin-completo.
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LEMA 3.11.1 Seja A um conjunto nominal-consistente e seja A
uma formula de L. Se A|-—f A(x/a), para todo nome a, entdao A satisfaz

mais as seguintes condigoes:

(3) para qualquer n = 0, existe um nome a, tal que: A

A]—f (Ex) ~A =+ (Ex) (~A & X~ a)

(4) para qualquer n = 0, A|—f(xJ (~A-»> (y) (Ez2) (z = x &
Z ne yY)s
(5)  para qualquer fdrmula B, qualquer n = 0, Al- . (Ex) ~a >

(¥)(2) (g~ 2 * B % (OT ~ O(~B »nly = 2)))).
DEMONSTRAGCAO. Suponhamos que A |- fz_\(g/g) » para qualquer nome a.

(3). Por absurdo, assumamos que, para todo nome a,

A |75 (Ex) YA > (Ex)(x "n a &~a)

Logo, pela maximildade de A, (Ex) ~A € A e, para todo nome a,

(x) ("A > "x "n a) € A. Donde, pela henkin-completude e maximflidade,
existe uma variavel y, tal que ~A(x/y) € A e~y "n a € A, para todo
nome a . Ou seja, por definigao do simbolo "n e maxim#lidade,

(Ev) (Ew) (w # v & UT ¢~0 (w= v »injy = a)) € A. Por teoremas usuais
da LOogica Modal Quantificacional, (Ev) (Ew)(w = v »{nly = a) &

" (w=v W@y = a)) €A, para todo nome a. Portanto, pela condigao
(1.), da definigao de nominal-consisténcia, (z) (Ew) (Ev) <O(w = v —

]y = z) € A, Assim, pela maximidade de A, e teoremas usuais, )
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(z)~ hly = z. Além disso, como OT €A (Ey)@y = z €A, (absurdo)

(4.) Pela condigao (2) (w , como A]—f A(x/a), para todo

nome a, Al- (x) (A > (y)(Ez)(z = x & (w) (v) (O(w = v >fmlz = z) -
((w=v->fHz=y)>0(w=v->[nlz-=1y))))). ora, como
- O T >0Ow-=v-~ mMz= 2) el-wzgv=>(w=v-fzz=y,

pela maximalidade de A, &]-f (x) (A » (y)(Ez) (z = x & (w) (v)

(wzv~>0T1T>0(w=v-]z =y)))), i.e, &w—f (x) (A~ (y) (Ez) (z = x
y n a)) » para qualquer nome a.
(5.) Para mostrarmos que A satisfaz (5.), devemos mostrar,

antes, uma assergao auxiliar.

+ Assercgao: Para qualquer fdérmula B de L, existe um nome a

em L, tal que, se OT - (~B~>0 (B~ y = a)) € A,

DEMONSTRACAO. Suponhamos que UT € A e, por absurdo, que

~B >0 (B >y = a) & para tedo nome a. Logo, pela maixmalidade de

A, e (B>y=a) &~D0(B~>y=a) €A. Portanto, pela condigao (1.)

da definigao de nominal-consisténcia, (z) ~d (B - y = z) € A. Conse-
guentemente, (z) YOy =z € A e, como T € A, ~(z)*Oy = z € A (ab-
surdo) .

Voltemos & demonstraacao principal. Por absurdo, assuma-
mos que, para alguma foérmula B, (Ex)~A * (y)(z)(y n z - (B -

(O7 » OB -0y = z)))) € A. Logo, pela henkim completude, existem

&
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variadveis y, w, e v, tais que, ~A(x/y), w n v, B, O1, ~0OrB -~
flMw=v) €A. pPela assergao, existe um nome a, tal que OB - y - a).
Como &|—f A(x/b), para todo nome b, pelo item (2) (i), da definigao
anterior, AL-f (x) A = x # a). Logo, v # a € A. Além disso, como

w nveED (e, NY(xzy~> (O >0(x-=y “Inlw = v))) €4) e
OTeA, Oy =a->[nw-=v) €A, Consequentemente, OB »[njw = v) € A

(absurdo) (Q.E.D.)

LEMA 3.11.2 Se A satisfaz (3) a (5) do lema anterior e (2) (i),
da definicdao de nominal-consisténcia entao para qualquer variavel x, va=

le que:

(6) Se existe um nome a, tal que x = a € A, entao para cada

n > 0, existe um nome b, tal quen] x = b € A;

a € A, entao para qual-

Il

(7) Se nao existe nome a, tal que x

quer n = 0, temos que

(a) existe um nome b, tal que, para qualquer fdrmula A,

~A - (OT ~»0O(A~-@x=Db)) €A

. {b) para todo nome b, existe uma variavel y, tal gque
x = y € A e, para qualquer férmula A, ~A > (UT - D(A *X:ly = b)) €A
DEMONSTRACAO. Seja x uma variavel de L. e n = 0. Se exis-—

te um nome a, tal que x = a € A, entao pela maximalidade de A e con-
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digao (2)(i),n]x = b € A, para algum nome b. E se x = a ¥ A, para
todo nome a, entao ﬂ|—f x # a, para todo nome a. Portanto, pela condi-

cao (3), como |- (Ey)|n]ly = x, (Ey) @y = x & y 'nb) €A (onde

n' = n+l). Logo, pelos teoremas usuais, x n b € A.

Desse modo, como A satisfaz (5), pela maximalidade de A,
para-qualquer formula B, B » (0T - OB -a]x = b)) € A. Além disso,
pela condicao (4) e . maximalidade, para todo nome b, (E2)(z = x &

z 'nb) €A. Logo, existe variavel y, tal que y = x € A e z 'nb €A,

Assim, pela condicao (5), para toda formula B, ~B - (OT - (B -

mly = b)) € A (Q.E.D.)

LEMA 3.11.3 Seja A um conjunto maximal- consistente e henkin

completo. Nestas condigoes, as seguintes afirmagoes sao equivalentes

(1) A e nominal-consistente

Mﬁb
(II) A satisfaz as condigoes (3) a (5)1 2.1 e além disso,

A satisfaz (2). (i)

(I1II) A satisfaz (6), (7) (a) e (7)(b).

DEMONSTRAGCAO. Pelos lemas antertores, (I) = (II) = (III).

Agora, suponhamos que A satisfaz (6), (7a) e (7b). Mostraremos que A

satisfaz (1), (2) (i) e (2) (ii).
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A satisfaz (1) Sejam A e B fdrmulas como na definigdo. Supon-
hamos que ﬂ}%% B = (x)(Eyl) — {Eyn)’GEJA. Logo, pela maximalidade de
A, BEA, e (Ex) (yq) ... (y,) VOA € A. e, pela henkin-completude de A,
existe variavel y, tal que (yl) —_ (yn) O A(x/y) € A. Temos dois ca-
sos possiveis:

CASO 1l: y = a € A, para algum nome a.

Seja n o grau de modalizagao de OA. Pela condigcao (6), existe um nome
b, tal quefn]y = b € A, Pela maximalidade de A e Teorema T7,

(yl) (yn) CA (x/b) € A, Consequentemente,. (yl) {yn)

(UA v "A) (x/b) € A, para algum nome b.

CASO 2 : y = a € A, para todo nome a.

Suponhamos, por absurdo, que ﬁ[-f B~ (Ey;) ... (Egn)?iDﬁkﬁ a) (x/a),
para todo nome a. Pela condigao 27) (a) , existe um nome b, tal que
~C~-> 0O (c~-nly = b) € A, para qualquer f6rmula C. Assim, (Ey)) ...
(Eyn)(sﬂlA & A) (x/b) € A. Logo, existem variaveis Zys wees 2 tais
que YOA (x/b)' € A e A(x/b)' € A e A(x/b)' € A(onde A(x/b)' e

A(zl, .y zn)). Logo, v~A(x/b) ' - QPCA(x/b)' *Ki\y = b) € A e pela
maximalidade de A, e Teorema, T7, U (FA(x/b)' - ~A(x/y)') € A, por-
tanto, por teoremas usuais, ~O A(x/y)' € A e, assim,fc(yl) i we

(ynJ Oa (x/y) € A (absurdo).

A satisfaz (2) (i). Suponhamos que AL%E (x) (x = a » A), para
algum nome a. Logo, pela maximalidade e henkin-completude, existe va-
riavel y, tal que y = a € A e A(x/y) € A. Assim, por (6), existe nome
b, tal queln]y = b € A (onde n € o grau de modalizacao de A) . Logo,
A(x/b) € A, para algum nome b. E, pela consisténcia de &, A|/A(x/a),

para todo nome a
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A satisfaz (2) (ii). Suponhamos gue &L%E (x) (~A -

z) (Ey) (y = x & (z) (OB ~(B(z/y) - O8(z/y) » OB(z/y))))), i.e,

Ex) (A & (Ez) (y)(y = x 7 (Ezl) (Ezn)(DB & Bl(z/y) &~0B(z/y)))) € A.

ogo, existem varidveis v e w, tais que ~A(x/v) €A e ()0 =v =~

B2:) sew {Ezn) (OB & Biz/y' & .[B(2/y)) (z/W) € A. Obviamente,

1

e v = a € A, para algum nome a, entao ~A(x/a) € A, para algum nome a

pelo condigao (6) e teorema T7), i.e., &L%% A(x/a) , para todo nome a.

lostraremos, agora, que a hipbtese contraria, que v = a ¢ A, para to-

o nome a, conduz ao absurdo. Suponhamos, entao, que V % a A, para

-odo nome ‘a. Pela condigao (7.) (a) , existe um nome b, tal que, para

jualquer formula C,
A.C—bl:[(c—r@w:b) e A

(ou, se w = a, para algum nome a, esse fato é garantido pela condigéo

(b)). E, pela condigao (7) (b) , existe uma variavel z, tal que z = V €&,

para toda fdrmula C,
<c +0O(c~-@=z =b) €4

(Ez ) (O B(z/w) & B(z/y) &
g~ wlz/Z)Y € A

Logo, como (y)(y = v = (Ezl) .o
~O B (g/yd) € A. Consequentemente, OB(zAv) ' & B(z/Z)'

onde 'é a operacgao de henkizagao. E, pela escolha de z,

B(z/%)' -~ O ( B(z/2)' »lnlz = b)) €A

como B(z/Z)' - O (¥B(2/2)' »@w = b) €A e B(z/Z)' €A

Assim,

e, como ~[B(z/z)' € O, pelos teoremas modais usuais,

~OBl(z/w)"* € A (absurdo) .
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DEFINICAO 3.12 Seja A um conjunto de férmulas de L.

A diz-se saturado em L se:

(1) A

m

maximal-f-consistente;
(ii) A é henkin-consistente; e, finalmente,

(iii) A é nominal-consistente.

Mostraremos, agora, mais uma propriedade de conjuntos satura-
dos que sera utilizada futuramente.

LEMA 3.12.1 Sejam A e B formulas de L, como nos posﬁulados

P12 a P14 , e seja A um conjunto saturado. Nessas condigoes, valem as

seguinteg assercgoes:

(1) se O(z) (B~ (Ey,)...(Ey ) (~OA & &) (x/3)) € A, para

todo nome a, entao O(x) (E) (B - (Ey.‘ O (Eyn) ~ 0OA) € A,

(ii) se O(z) A(x/a) € A, para todo nome a , OO (x=3 >N €A,
Péra t0do mome a.
(iii) Se D(;)~A(x/a) € A, para todo nome a, entao D(x) (;)

(A~ (2)(Ey) (y = x & (v) (CB - (B(z/y) > OB (z/y))

DEMONSTRAGAO. Decorre da assercao que apresentaremos em

seguida, levando-se em conta os postulados, respectivamente P11, P12 Pz
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e P13 e tendo em mente o fato de A ser saturado.

Assercao: Para qualguer formula A, (Ex) ¢ A € A sse

o
{(Ex)A} UA C A ou ¢ A(x/a) € A, para alguh nome a.

DEMONSTRACAO. Da esquerda para a direita €& trivial. Por outro
lado, suponhamos que, para todo nome a, ¢ A(x/a) & ﬁ.'Logo,"
O~ A(x/a) € A, para todo nome a. Por outro lado, suponhamos que
(Ex) © A € A. Como A & saturado e O T € 6,existe uma variavel y e um
nome a, tais que ¢ A(x/y) € A e(~ alx/y) » OAx/y) ) v = a)) € B,
onde n é o grau de moda_lizagao de x em A. Logo, cOmo =phly=a-
A(x/y) » A(x, a), ~ A(x/y) » D(A(x/y) > Aly/a)) € & e ~ Alx/y)
o A(x/y) = © A(x/a). Assim, A(x/y) € A. Cabe mostrar que A’ C A. su-
ponhamos que A’ ¢ A. Logo, existe férmula B, tal que B € A e UB € A
e, como, ~B = (B *Iﬁly =p) € A, para algum nome b, ¢ A(x, y) ~

o A(x/b) E D e, © A(x/b) €A (contradigao) .

para definirmos a base modal, necessitamos de uma termino-

logia adicional.

DEFINICAO 3.14. Seja & um conjunto saturado de formulas de
L e seja A uma férmula de L, cujoas variaveis sao Yyre--e¥y e sejam
al,...,an nomes em L. Dizemos gue A{al,..., an) & uma A-instancia de A

se, para 1 <k< n, temos que:

(1) Yi + b € A, para todo nome b e y, T a € A, ou

(ii) ‘i = %% e A
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Snde n 2 gA(ykJ) .
NOTAGAO. Seja A um conjunto saturado em L.

(1) e (A7) ={AEFORML:I3AEA}

(m]
(1) e_(A) = {a* € SENT, : existe férmula A em € (A”) e A*

€ uma A-instancia de A}

DEFINIGCAO 3.15. A base candnica B, , para L é o termo

<S, R, N> onde S =1{A:A & saturadoem L} ; R =41<BD.2>

D=2 e "i(dl)s;[; ou existe uma formula A em A , tal que

i's(DP)Ui“’A}f_:f by N=4 A es: are A}

. LEMA 3.15 Seja A um conjunto saturado em L. Para qual-o
quer formula A de L e qualquer A-instancia, A* de A, vale que
OAeN se e somente se OUT ¢ A ou existe £ em S, tal que

A RS e , ou A=.2 e Ae A ou s #/\ e A*e =

DEMONSTRACAO. Seja A uma formula de L e seja A* uma
A-instancia de A.

Da direita para a esquerda e trivial, pois se <A nao
pertence a A\ , entio QO-A pertence a A e, consequentemente, UT
(pois, k NC— 0T, para qualquer formula C) e, tanto ¢ (AU Y,
como &S(A“) ) {A*} serao 1inconsistentes.

Por outro lado, suponhamos que <A pertence /\ , porém

¢ ( A") U{AL g A e 0QTeA . Temos, ent3ao, dois casos pos-

siveis:



P

Caso 1. E(Au)¢ A . Nesse caso, existe uma' formula B, tal

que OB pertence a A , porem B nao pertence a A . Ora, como
O A pertence aA, O(B & A) pertence a I\ (visto que
0B &8 OA >O(B & A) ) e ~( B & A) pertence a /N .

Caso 2. Ag¢ N\ . Logo, -(A & A)e N e O(R & Me .

Vemos, portanto, que em ambos 0s casos existe uma formu-
la B, tal que ~(B & A) pertence a A , porem <( B & A)
tambem pertence a A . 0 resultado desejedo decorre, entao, dos

dois lemas que passaremos a mostrar.

LEMA 3.15.2 SEja N um conjunto saturado, tal que nrelNe
seja A uma formula de L cujas distintas variaveis livres sao
Vise--:V ® tal que OAE€ A , porem Ad A . Finalmente, seja
< o conjunto {AJU{B €& ¢(A): as variaveis livres emB
ocorrem livres em A} . Temos, entao, que % satisfaz as seguin-
tes ‘propriedades:

(i) £ e f-consistente;

(ii) < e nominal consistente;

(iii) para qualquer sentenca B , se B € Es( A*), entao & \—f B;

(iv) 2 l_f A*, para qualquer /A -instancia A* de A.

DEMONSTRACKO. (i) Como QOTEA E(An)[v”...,vn]
nao e vazio. Assim, se 2 for fracamente inconsistente, pela
monotonicidade, AhD-A (absurdo).

(ii) Aqui mostraremos apenas que £ satisfaz a condicao (1.) da
definicao de nominal-consistencia, pois a demonstracao para
as demais e analoga, usuando os demais Ttens do Lema 3.12.1.

SEjam B e C formulas quaisquer de L , tais que
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éj? B~ﬁ>(E?)( ~-0C & C)(x/m) , para qualquer nome a.
Podemos supor, sem perdadde generalidade, que x nao ocorre
livre em A,.nem em B. Consideremos, entao zl,...zn as variaveis
Tivres em B ou em C(x/a) que n3ao ocorrem livres em A. Temos,
entao, que
2 (7)(B— (EY )((( -DC &C)(x/a)))),
para qualquer nome a. Logo,
e(&) b A= (Z)( B (EY )((( -0C & C)(x/a)))),
para todo nome a.(pois, ZyseesZp nao ocorrem livres em A). Logo,
A, QA= (7 )(B-» (EF )(( -uC & C)(x/2))),
para todo nome a e, por conseguinte, pelo Lema 3.12.1, item (i),
| A}—fD(x)( Ao (Z)( B=(Ey ) -ncC)),.
Portanto, visto que x nao ocorre em A

£k 1x)(Z )( B —> (Ey )-1C)

(iii1) Decorre diretamente da assercao sequinte:

.

Assercao. Para qualquer formula B de L, [J(B—( A—DB*))e A
se B* for uma A -instancia de B.

Demonstracao. Seja B uma form ula cujas distintas variaveis

livres sao YyseeoYq © seja B(a1,...,%n) uma /A -instancia de

B. Por definigao de A-instancia, temos que, para 1 € k< m,

Yy Hp a EN e Yy b e/ , para todo nome b; ou
k

Ez]yk =2 ¢ AN (onde Py e o0 grau de modalizacar de yk
em B). Ora, como OT &€\ e Ae nominal-consistente, temos
que, pardak=1,...,n
Ak (-A= DA— P %= 3 ).

Portanto, pelo teorema T9 e teoremas modais usuais,
Al ~A— [1( A—> (Ba—d B*)),

ou seja, como ~-Ae A, A UT(B= (A->B¥).
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[iv) Para mostrar que £ deduz fracamente toda D-instancia
de A & suficiente mostrar que [l (A—A*)E A, para qualquer
N\ -instancia A* de A. Fato este que decorre da propriedade
(7a) de conjuntos nominais consistentes, tendo em mente o teo-

rema T8 e o fato de que A nao pertence a

(Q.E.D.)

LEMA 3.15.3. Seja A um conjunto f-consistente e nominal-
consistente de formulas de L, tal que existem infinitas varia-
veis que nao ocorrem livres em formulas de A\ . Ent3ao existe

um conjunto & saturado em L, tal que NCZ .

DEMONSTRACKO. Seja A],...,An,... uma enumeragao de
todas as formulas de L. Da maneira usual, construiremos,bini-
cialmente,uma familia ( A ),cw de conjuntos, onde Ao e A

para n»1, devemos considerar virios cases possiveiss

m\
m\

f-inconsistente. Nesse caso, Am

Caso 1 A,V '{An] &'1\-1

Caso 2 A ‘U{An] g f-consistente.

m_
Sub-caso 2.1. An nio e da forma (Ex)B. Nesse caso, A“E Anq
U {al.

Sub-caso 2.2 An & da forma (Ex)B. Aqui, devemos considerar}

Sub-sub-caso 2.2.1. An—'lu iB(x/a)l Efconsistente para algum
nome a. Seja, entao, y a primeira variavel que nao oco_rre
livre em A“qU{B?s e a o primeiro nome, tal que An_lu'\(B(x/&)}

e f-consistente. An e, entao, A\ —'IU \ A, B(x/a), B( x/y)}

n
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Sub-sub-caso 2.2.2 An-'l U '{B(xla)} e f-inconsistente, para
qualquer nome a. Nesse caso, An e N,V y B(x/y)} (onde,
y &€ a primeira variavel 1livre nova).
: = . U ; -
Consideremos, entao, Z e An' Por inducao em n
pode-se mostrar que An g f-consistente e nominal-consistente.

E, portanto, como % & maximal, Z € saturado em L.

DEFINICAO 3.16 A estrutura modal canonica para L, M

L
e opar < B, [ Anlpcg> MO qual, para todo N em S,
A

A % a estrutura classica para L canonica, isto e,

(i) IAQ|= TERML / (onde t & usee somente se t = u

A

pertence a A );
(ii) para todo simbolo para predicado P, P i
A
' . . oh
"u<[tf_\& ,...,[tn‘lg : Pt]...tneAS
(iii) para todo simbolo funcional n-ario, M e para quaisquer
n =
[t;_‘b [tn‘_\h. Y_uj,3 em lAA\, £, | {t{]h,... {tn]'&) =
. \_u]’k se e somente se fnt1...tnéA;

(onde [1:]ﬁ denota a classe de equivaléncia de t pela relagao

Gracas aos lemas 3.11.1 e 3.12.2, facilmente se prova

o lema seguinte:

LEMA 3.16.1. Seja A um conjunto saturado em L e sejam

t um termo e a um nome em L. 0 par < i_t]&, a> D,
A

se e somente se, para qualquer n> 0, existe uma variavel x
em l__t]A , tal que ou in x =ae/A out#bel , para

qualquer nome b e x ~ @ AN .
n



LEMA SEMANTICO. Sejam A uma formula de L, A um conjun-

to saturado em L e s uma sequéncia em Dﬁxque satisfaz as

seguintes condigoes:
(a) se x = a € A , para algum nome a, entao {n} x = xts)eﬁ

[b) se x # ad N , para todo nome a, entao x - x(s) e A
n

() s*(x) = [x]y,

para qualquer variavel x " livre em A (onde n 3 (x)). Nes-

9p
tas condigoes, temos que

'ML,A , s sat A sse Ae .
DEMONSTRACAO. Da maneira -usual, por indugao na com-
plexidade de A. Aqui, apresentaremos apenas 0S dois casos

que dao um pouco de trabalho.

Caso 1. A & da forma DB. Neste caso, porhipotese de inducao,
() M/, A, s sat B se e somente se B

E, éomo pejo Lema 3.16.1, para todo 4% em S, podemos encon-

trar uma sequencia s' em DAi que satisfaz as condicoes (a).

(b) e (c), acima, decorre da hipotese de indugao, levando-se

em conta a Proposigao 1.11, que
(**) para todo S emS, talque 2 #Ne ARZ
Mp s & \=B(S) se e somente se B(S)ef ‘

Te

DB (*) e (%**), pelo Lema 3.15.1, obtemos o resultado desejado.

Caso 2. A & da forma (x, )B. Neste caso, _pelo lema anterior,

para toda sequencia s em DA , k-variante de s, existe uma

- s) = (s )
variavel y, tal que s*(y) = s*(xk) e xk( ) & y( ). Assim,
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M, A, s sat A sse M, A, s sat B, para toda sequéencia
k-variante de s;
sse M, A, s.sat ,B(x/y) (pela Pro-
posicao 1.11)
sse B(xk/y)e N , para toda variavel y
sse (x,)B € A

COROLARIO  Para qualquer senteénca A de L e qualquer
conjunto A saturado em L, M, A ¥= A se e somente se AEN.
DEMONSTRACAO. Consequencia imediata do Lema Semantico, visto
que, qualquer sequencia em DAA satisfaz (vacuamente) as con-

dicoes (a),(b) e (c), para toda variavel livre de A.

TEOREMA DA COMPLETUDE. SEja L uma Tlinguagem modal e
sejam um conjunto de formulas e A uma formula de L.
(i) RA =D © A
(i) T A => T kA
(iii) Se 1’ & um conjunto consistente de sentencas de L, entao
T tem modelo em L', para alguma extensao em constantes L'
de L.
DEMONSTRACAO. Facilmente se mostra, gragas aos cuidados que
tomamos nas definicoes de prova, ded_ucao,validade e - conse-
quencia, que (i) decorre de (ii) que, por sua vez, decorre de
(iji). Para demonstrarmos (iii), consideremos um cﬁnjunto
infinito de «constantes novas (i.e., que nao ocorrem em senten-
cas deT'). Facilmente se demonstra que I @ nominal-consistente
em LU® e T contina consistente emL U B . Logo, pelo
Lema 3.15.3, como 1' nao contém variaveis livres, existe um
conjunto saturado em L, A\ , tal que T'¢A. Portanto, pelo

corolario acima, M , A E A, para toda formula A em1l .
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ADENDO I

Neste adendo mostraremos que, para qualquer conjunto con-
sistente de formulas (abertas ou nao) de uma linguagem modal
L, existe uma estrutura modal M para uma extensao em constantes
L' de L,existe um indice i na base de M e existe uma sequencia
s no dominio modal da estrutura classica indexada por i, tais
que M, i, s sat A para t oda formula A do conjunto em questdo.

que, ao contrario do usyal, este
resultado nao pode ser demonstrado diretamente a partir da afir-
macao, demonstrada antes,

Observemos inicialmente

de que todo conjunto consistente de
sentencas tem modelo, visto que nem sempre podemos substituir
variaveis por constantes preservando a consistencia.

Aproveitaremos a ocasiao para mostrar um teorema de com-
pletude quando consideramos, por um lado, a nocao de deducdo
fraca e, por outro, uma nogao de consequencia semantica como
preservagao da relacao de satisfacao (e nao, como antes, de ver-
dade).

Nas definigcoes e proposigdes seguintes, considermmos uma

linguagem modal L, TU{AY ¢ A conjuntos de formulas de L.

DEFINICAO I.1 A formula A diz-se consequéencia fraca de

I’ se, para qualquer extensao simples L' de L, para qualquer
estrutura modal M parz L' , para qualquer indice i na base
de M e para qualquer sequencia s no dominio modal da estrutura
classica indexada por i, se M, i, s sat B, para toda formula

Beml', entdio M, i, s sat A.

DEFINICAO I.2 Um conjunto!' de formulas de L & fortemen-

te nominal completo em L se, para qualquer variavel x, as
seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) se x =b e , para algum nome b, entio existe



um nome a, tal que, para qualquer n%0, |n)x = a el
(ii) Se nao existe nome b, tal que x = b € 1" , entdo:

(a) existe um nome a, tal que, para qualquer n>0 e
para qualquer formula B de L, -B — (AT <N -~B-»nyx = a ))
pertence aVl 5

(b) para todo nome b em L , existe uma variavel y, tal
que, para qualquer nZ 0 e qualquer formula B de L, x = y@.‘1

e -B-v» (QOT —0(B —» [A]y =b))

Observemos que decorre do Lema 3.11.3 que todo conjunto
saturado e fortemente nominal completo & nominal consistente.
"ostremos, acgora, que todo conjunto fracamente consistente
pode ser incluido em um conjunto saturado e fortemente-com-
pleto: (portanto, o mesmo vale para um conjunto consistente).

PROPOSICKO 1.3 Seja ™ um conjunto f-consistente de for-
mulas de L, tal que existem infinitas variaveis que nao ocor-
rem }ivres em formulas de |' e existem infinitas constantes que
n3o ocorrem em formulas de |'. Nestas condicdes, existe um con-
junto A\ fortemente-completo e saturado em L, tal que Fe A

DEMONSTRAGCAO. Seja AO,...,A uma enumeracao das formulas

net e
de L. Definimos, por indugcao em n, a fam¥lia de conjuntos de

formulas (Am) , por meio das seguintes clausulas:

new
(1) A, =B proprio conjunto V'
(ii) Seja A a n-esima formula na enumeracao de FORM, ,
considerada acima. Se [\ V \A} for f-inconsistente, entao

N

forma de A:

- e o perrio.ﬁn. Caso contrario, devemos considerar a

Caso 1: A nao e da forma (Ex)B. Neste caso,l}n” EAn U'\Al.
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Caso 2 A e da forma (Ex)B. Neste caso, seja a a primeira cons-
tante de L que nao ocorre em Ah e y a primeira variavel

que nao ocorre livre mna¥r Devemos considerar ainda a forma

de B; para tal, seja z uma variavel distinta de x e b um nome
gualquer em L.

Sub-caso 2.1 B naoe z = x, nemz = x & x -, b . Neste caso,

o
Ay & AULA BT .

Sub-caso 2.2 B e z = x. Neste caso, An+1 e QnU{A, B(x/y) kU

¥ » -onde

{[Elz =a: mewjl , seAnU‘fB(x/a)lfor f-consistente

iz S meéwyl , de outro modo.

-

Sub-caso 2.3 B ez =x&x~ b . Neste caos, A, €
A VAR, B(x/y) U O , onde

@ (vazio), se Anu{z = a} for f-consistente

9 =

'}y S b: mewld , de outro modo.

LEMA 1.3.1 Para todo n»0, /A & f-consistente.
DEMONSTRACAO. Por induc3do em n. Por hipotese, A, e
f-consistente. Suponhamos, agora, que&n nao e f-consistente
(onde n2>1). Consideraremos, aqui, apenas os casos nao triviais.
Assimf podemos supor que A n_]U‘l An]\ e consistente fracamente.
x) e /_\n_-IUlZ = al @

f-consistente. Neste caso, se An fosse f-inconsistente, exis-

Sub-caso 2.2. (i) A e da forma (Fx)(z

n

tiria um m2,0, tal que An-'l \? -Dz = a , pelo teorema T8.
Portanto, por T9, &n-J'}—'—F ~2z=a . (ii) B e (Ex)(z = x),

porem An_1U1’z = al e f-inconsistente. Neste caso, se An

%o
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s - . e B
sse f-inconsistente, existiria m>(, tal que &n-—i\'? z ~ a2
(T8), o que e absurdo tendo em vista o teorema T12 e o fato

de que a nao ocorre em An—'l

Sub-caso 2.3 B e z = x & x ~o b e An_]U" 2 = ai e f-incon-

sistente. Logo, por T8, existe mZ(Q, tal que
An_]\—f(Ex)(z=x&x-—0b)&z=y&y~0b-—b-y-mb
Por leis classicas,

f_\n_]\‘—f 2=y &y~ b~y - b

E, pelo teorema T8,

An-'l ‘—f Yy -y bz £y

Portanto, como y nao ocorre livre em ﬁn_],

A s Wy ~pb>z#y)

n-1
Porem, como por hipotese An—'l z=a e f-inconsistente e
a nao ocorre em An-'l , pelo teorema T11,

A _F(EY)(y =28y~ b) @surdo)

Vemos, portanto, que [\ = nLé‘u An e consistente, maxi-

mal e henkin-completo. Falta apenas mostrar que & fortemente

nominal-completo. 0 que mostramos no lema seguinte.

LEMA 1.3.2 Az n%}u An e nominal fortemente completo.

DEMONSTRACAO. Seja x uma variavel e seja y uma variavel
distinta de x e seja, ainda, (By)(y = x ) a n-esima formula
na enumeracao antes considerada. Obviamente An U*’(Ey)( y = x)}
e f-consistente. Alem disso, se existir um nome b em L, tal
que b = x pertence a A, entdo &nU{a = xl e f-consistente
e, pela construgao, @x = a EAnH » para qualquer m>»(Q. Por

outro lado, se para todo nome b em L x =b nao pertence a
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A , entao Anfo = a} e f-inconsistente e, por construcao,

x ~ a pertence al\ , para qualquer m»0 e, como ,&nU{x = al}

Ml

f-inconsistente, pelo teorema T10, para qualquer formula

B e qualquer m>@Q, ~B = (AT —->0O(B—>mx =a))e A

Consideremos, agora, b um nome qualquer de L,. Como z;nu{x = a}

e f-inconsistente, pelo teorema T11, 'Am F? (Ey)( x =y Xy ~, b))
Portanto, seja (Ey)( x =y & y -ob ) a m-esima formula da enu-
meragao, me VY(Ex)(x =y & y ~o 5)} e f-consistente. Pela
construcao, existe uma variavel z, tal que z = x 6;&n1e

Z -~ 2 &.Am, para qualquer k >, 0. Portanto, pelo teorema T10,

~-B— (AT —oD(B—->[D z = b ))eA p'ara todo k> 0 e toda

formula B de L.

Dos resultados que provamos agora Jjuntamente com
os resultados demonstradés no capitulo anterior, em particular,
o Lema Semantico, decorre o resultado desejado, a saber,

TEOREMA Seja L uma linguagem modal e seja AUJAl<FORM .
(i) © \—fA , entao T‘):f A
(ii) Se " @ um conjunto fracamente consistente, entdo existe
uma extensao em constantes L' de L, existe uma estrutura modal
M para L', existe um indice i na base de M e existe uma sequen-
cia s em D, , tal que M, i, s sat B, para qualquer formula B

i
em

Observemos apenas que, como e usual, aqui tambem podemos supor
cue existem inifinitas variaveis que nao ocorrem livres no con-

junto
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ADENDC TI

Analisaremos, aqui, as condigcoes sob as quais podemos
representar os dominios de quantificacao na Semantica Nomina-
tiva como funcoes de escolha em uma familia de estruturas
cizssicas. Desse modo, procuraremos determinar em que medida
S.N. pode ser subsumida ao esquema abstrato de Semantica de
Fundos Possiveis apresentado no inicio do seaundo capitulo.

Consideremos, entao, uma linguacem modal de primeira
ordem L, uma base modal B =<I, R, N>, uma estrutura modal
M =<B, (A i)161‘7 para L e i um ndice em I.

Observemos, inicialmente, que todo par a ,a em

Ay X NoM, induz uma funcao de escolha na familia

(A1) 5 erf

|

- ? i
a saber, a funcao 4 <a, 2> ° tal que, para cada J em 1 s
’

= a , s J =1

fq o G) o
= a4 > se # 1
J -
Vale dizer, os dominios modais das estruturas classicas
em M induzem uma estrutura modal generalizada

e, = <M, (C)ier 7
onde, para cada iemlI,

C; = '{6“1’ a5 1S, a>GDA,’§
: i

De modo analogo, cada sequencia s em Dy induz uma sequencia
FS em Ci , a saber, 2 sequencia tal queE para cada k>€, F atri-
bio a k a fungao 6s(k) : i

Podemos nos perguntar, agora, em Qque condigoes a
nocao de satisfacao em 1 com respetto a M coincide com a de
satisfacao na estrutura modal generalizada induzida por M ’qW
Para determinarmos tais condigoes, necessitamos de um lema

auxiliar.
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LEMA. Suponhamos que para qualquer j em 1!, para

qualquer par<a,a> em D, , as seguintes condicoes valem:

(i) b<a, s5l3) =a e

ii) para todo £ em I(J) % (p) = a
( ) Iﬁal’a)-z A
Nestas condicoes, temos que, para qualquer sequencia s em D

A
M - ~ .
, i, s sat A se e somente CM’ J,F; satr A.
DEMONSTRACKQ. Consideremos, aqui, upches 0S C€CaSOS que
dio um pouco de trabalho.

A da forma B. Neste caso, por hipotese de inducao,

* s o) .
(*) M, i, s sat A sse Gy, i, F sat. B

E, nor outro lado, para todo j em I, tal que i#j,i R j, tome-

a sequencia s; em D, > tal que atribui ao Tndice de uma variavel
y

x livre em A © par‘((x(s))A y x(!)> . Pela Proposicao 1.11,
J

(**) M, J B(S) sse its 3 sj sat B.

Alem disso, se i R j e j#i, entao je I(‘) e, pot hipotese,
Fy *(x, J ) = (x(s)) AL = gﬁ(x) e para todo £ em I(J), ﬁf(x,£)=

3 . .
(x(s)) = (x(sj)) (visto que 1(3)9.1(1)), para qualquer
Ap A

variavel x livre em B. Logo, pela hipotese de inducao

* %% = ~ .
( ) M,3, S5 sat B sse CM s 3o B sat B
0 resultado dessjado decorre diretamente de (*), (**) e (EE*),

A e da forma (x])B. Neste caso, basta considerarmos 0S 0S pares

s e Fz o k-variantes de, respectivamente, s e F tais que ©

K-Esimo elemento em F, € a fungao § ondela ,a> € O
3 <a, 8

k-gsimo par em s (por hipotese existem tais pares).
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PROPOSICAO. As afirmacoes (i) e (ii) abaixo sao equi-
valentes:
(1)

para todo j em I, Aj e completa ou j I(j);

(i1) M,j,s sat A see somente se G, j, F, sat A, para

quaiquer formula A.
DEMONSTRACAO. Assumamos, inicialrment~, (i). Seja i 1 i

mostraremos que, para qualquer sequencia s em D s efF

AL

satisfazem —as condicoes (i) e (ii) do lema anter%or. Se j€& I(j),

entao por construcgo.de F » para todo em I(j), Fx(x,2 ) e (x(s))A

(visto que £ # j) e se Aj for comp]eta,(xts?)A' 2 s

se je.I(j), F¥(x, j) = a, = {x(s))A_ A paranua1quer varia-
J J

(x); assim,
vel x .

Por outrc lado, suponhamos que exista J em Ii, tal que
Aj & incompleta e ez(j). Seja, entao, a um objeto nao nomeado
em Aj . Como J € I(j), existel #j, tal que J R L e £ R" j, para
“algum nZ20. Consideremos, entao, a um nome em L e A(x) a

formula

(y)( y#x =0 (x=y-» \0] x=a)

onde y é diferente de x. E seja s uma sequencia em Dy tal
J

que s*(x) =a e x(s) e a. Como jé€ I(J), j & normal e
M ,j, s sat A(x). Porem, GM’ Fs nao satr A(x) , visto que,

ce tomarmos a sequencia F em Cj que difere de F no indice

de y e neste tem a funcao iﬁ G
A

. _ Sl .
GM’ L, F sat x=y, porem GM , L ,F nao sat Eﬂ = a » pois

. 2% ¢ Oy o Je F satr Y#X e

e RrR" joe Cys 3 F nao sat x=a.



36

CONJECTURA. Seja B uma base modal, tal que, para qual-
quer indice i emB, i n3o & indiretamente acessivel a si mes--
mo (isto e, i nao pertence a I(i)) e seja E um esquema propo-
sicional modal . E e valido em B se e somente se toda ins-
tancia de E em uma linguagem modal de primeira ordem L e
verdadeira em qualquer estrutura modal para uma estensao de

L cuja base e B

dbservemos que, mesmo que a condicao (i) da proposicao
acima nao esteja satisfeita, podemos sempre representar os
objetos dos dominios de quantificacao (e, consequentemente,
dos dominiés de referéncia) como funcoes de escolha em uma
familia de universos classicos, desde que escolhamos um c on-
junto adequado de indices, como mostramos a sequir.

Seja (In n uma familia de conjuntos disjuntos dois a
dois e todos eles da mesma cardinalidade de 1 e Le € 0 proprio
conjunto I . Tomemos, agora, UB a funcao identidade em I e
para n estritamente maior do que O, o, uma bijecao qualquer
de In em I. Alem disso, seja

(- Up—

new “n
Para cada n2% 0, definimos a relacdo Ry em I X1
como o0 conjunto

n+1

G, X 1 <o (1), 0, (4)>eR eo, ()4, 1(3) Y

I base model B'=1', R', N' & o terno onde I' =U I
néw n’

&
LA i el :Gnﬁ)erﬁ e R' = nEu/{<1,1>c12.

MNew

U H,—an'

(1) a (i)e Ri

Facilmente se mostra que 0 & um p-morfismo de gempg'e que,
para quaisquer i e j em I', se j R' i e j# i, c(i) #0(j). Con-



sideremos a estrutura modal M'={B' , (Ai)ieI.ﬁ>, tal que

para todo i em Il’Ali e AJ(i) . Desse modo, pela Prop.2.8

*
(*) M', i , s sat A sse M, O (i), s sat A

para qualquer sequencia s em Dgr = Dy
i _o(i)

Ora, como para todo j em I', j nao & indiretamente acessivel

a si mesmo , visto que se. § R' £' , entao £'=£ ou £ €& L.

e £'eIn+1), pela proposigcao que mostramos acima,

(**) M', i, s sat A se e somente se GM’ : Fs satr A
t, comoU e sobrejetora, para qualquer i em I, temos jue

TEIRE Fs satr A

para qualquer formula A e qualquer sequencia s em D4
;

M, i, s sat A sse G

37
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ADENDO III

Neste adendo aprese tamos, inicialmente, uma maneira
de expressar a identidade entre familias de objetos homonimos,
quando consideramos bases modais cujas relacoes de acessibili-
dade sio euclidianas. Em sequida, especificamos alqumas condi-
coes suficientes para. tal,relacao nao seja expressavel.
N

que

PROPOSICAC. Sejam t e u termos quaisquer de uma lingua-

gem L e, para n> 0, seja (*n) a formula

[T t=u v ( tfu 2 Oft=v)
onde.n' = n+l. E seja B =<I, P, N>uma base modal, tal que
R satisfaz as condicOes seauintes:

(i) R e euclidiana;

(ii) para todo i1 em I, existe j#i, tal que i R j.
Nessas condicoes, para qualquer estrutura modal M cuja base e

B e qualouer indice i em B , temos que

M, 1, s sat (*)) sse M, j = t(s)=U(5), para todo j em Iil%

para qualquer sequencia s em Dy -
.i

DEMONSTRACAO. Supcnhamos, inicialmente que M , i, s sat (*n).

Pela Proposicao 1.15, se M ,i, s sat Eij t=u , entao M, j‘:t(s)=u(s)’



para qualquer j em Irgl')l . Por outro lado, se M,j, s sat t#u &

O’BTFU , entao existe um j#i, i R J, tal que M, j }=t(s)=u(s

Consequentemente, para todo £ em I‘r]] g M ;L |=t(s)=u(s). Ora,
como R e eucHdiana,I;(]H c I‘r]] . Donde decorre o resultado
desejado.

Suponhamos, agora, que M_,'i, S nao sat (*n). Portanto,

(1) M, i, s nao sat mtwe

(2) M, i, s nao sat tfu ou M, i, s nao sat Ofn] t=u
Devemos, entao, considerar dois casos possiveis:
Caso 1: M, i, s nao sat t#u. Neste- caso, decorre de (1),acima,
que existe um j#i e um inteiro positivo m< n, tais que
uo, 5 B Ee(s)e ufs), . Vale dizer,

gl%, tal que M, 2 H: t(s)= u(s).

existe fem I% £1
Caso 2: ', 1, s nao sat QE[ t=u. Nesse caso, como existe
j#i, tal que i R j , temos que existe j# i, i Rje M ,ilk
t.(5)= u(S). Consequentemente, existe £ em 131 Ilgl,)I s il
que M, 2 I:{: t(s)=u(s).

[Q.E.D.)

A fim de caracterizarmos um conjunto suficiente de

condicoes para a inexpressabilidade da relagao que vimos consi-
derando, devemos introduzir uma notacao auxiliar:

NOTACAD Seja B= <I, R, N> uma base modal e seja i
um elemento em I,

% = i ol .
Ii='¥JeI:ex1sten>,OeJR 1}

No que se segue, consideramos n um inteiro positivo,
B= < I, R, N> uma base modal e i#j elementos de I, tais que:

1) 1'¢ N e I cilel: existe ¥ em I e RRUY
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1) iR4i , iR, 3iRj e g niopertence a I(i);
ITT) para qualquer ZLem I', existe £' em I, tal que £ R 2'e
L' n3ao pertence a Ij'

Consideremos, também, a base modal B'=< 0,1} , R', Yol >
onde R' = {(D,O) , 0,15, <1,1>}. Podemos mostrar, sem
necessidade de grande engenhosidade, as sequintes assercoes:

Assercdo 1.Seja “Y a funcdo caracteristica de Ii' isto

e, para todo k em I,

0 , Se keIi

1 s se Kk 4 L

X & um p-morfismo de B(i) em B’

F(k)=

Assercdo 2. Seja X a funcdo caracteristica de Ij‘

2

um p-morfismo de B(i) em B'
| ]
Consideremos, agora, A e A' duas estruturas classicas
completas para L (onde L e uma linguagem que contem pelo menos
dois nomes distintos e disjuntos), tais que:
AHa=b e Al asb

Consideremos, tambem, as seguintes estruturas modais:

M = <B, (Ak)K EI") , onde Ak e A, se k pertence Ii e
e A', de outro modo;

- ' A > " = F L
T <B'", | Ap)p €10,1% onde Ay & Ae A e A';
m = <f§ v (A er® onde Ag A, se k pertence
a Ij ee A' , de outro modo.
D Das assercoes 1 e 2, acima, levando-se em conta a Pro-

posicao 2.8, podemos facilmente mostrar a assercao seguinte:
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Assercao 3. Para qualquer $sequencia s em D, = D

Dy e para qualquer formula A de L, temos que

M, i, s sat A sse M, i, s sat A
Temos, entao, a proposicao sequinte

PROPOSICAO. SEja B uma base modal, tal que existem i#j
que satisfazem as condigoes 10, II), e III), acima especifica-
das. Nestas condicoes, para qualquer n =1, n3ao existe formula
A(x,y), contendo exatamente duas variaveis livres (x e y ),
tal que:

(*) para toda estrutura modal M cuja base e B , para

todo indice k em B e para toda sequencia s em D,y >

M, i, s sat A(x,y) sse M, j x(s)zy(s), bara todo

J em 1(1)
DEMONSTRACAO. Suponhamos, por ab_surdo, que xaﬁ y e uma for-
mula.de L que satisfaz (¥) e consideremos M a estrutura antes

descrita e s uma sequencia em D gue atribui aos indices de

A

X ey os pares, respectivamente <aA ,a» e <bA g DS

. i i
Como i nao pertence a 1(1), por construcao de M e hipotese

acerca de x ™~ 'y teriamos que M, i ¥ a = b e, assim,
~ . = - e 1 61
pela assercao anterior, M,1 a x b . Ora, j& In

e

Ij ¥ a = b (absurdo).

Observemos que, se R for reflexiva e transitiva e, alem
disso N for igual a I, entao as condicoes 10, II) e III) , aci-
ma, sao equivalentes a seguinte:
existe 1 # j # L+ i, tais que i R j R £, porem £Rj e i I(i)
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ADENDO IV

Vimos antes que, se considerarmos linguagens modais
que nio contem outros simbolos funcionais, alem das constan-
tes dindividuais, entao vale em QC2* a regra derivada usual:

- A(x/a) =h, - (x)A

se a for uma constante que nao ocorre em A.

Neste adendo apresentaremos uma prova semantica de um
resultado analogo a este. Desse modo, podemos afirmar que tal
regra .vale para qualquer extensao de QC2* que seja caracteriza-

vel por bases modais cujas relacces nao sao simetricas.
Consideremos L uma linguagem modal que nao contem ou-

tros sImbolos funcionais alem de constantes individuais e

seja*B =< I, R, N> uma base modal e seja i um indice em I.

PROPOSICAO. Seja A uma formula de L e seja M =<B ,(Ai)iel)
uma estrutura modal modal para L, tal que M , i FF(x)A.
Se i ¢ I(i), entio para qualquer constante individual a que
nao ocorre em A, existe uma estrutura modal M* cuja base e B,
para uma extensao em constantes L' de L Vial , tal que
M, i B A(x/a).
DEMONSTRACKO. Como M ,i H= (x)A, existe uma sequencia

s em DA , tal que M, i, s nao sat A. Seja, entao,<a ,b> o0

i
par que s atribui ao indice de x. Podemos supor, gragas as

proposicbes 1.11 e 3.5, que b, # a , isto &, que a nao e no-
1

meado em Ai.



Seja a uma constante que nao ocorre em A e sejam N1 e
N2 dois conjuntos disjuntos, equipotentes a NOML , de constantes
novas (i.e., diferentes de a e que nao pertencem 2 L). Alem dis-
so, consideremos ¥, e_?z duas bijecGes de NOM —em ., respecti-
vamente, N, e No. Definimos uma familia (A';); g1 de estruturas
classicas para LU N,V Nth{a\, da maneira como se segue.
(1) Para todoj em 1, se j # i, entao A'j difere de.Aj no maximo

pelos seguintes topicos:

e b
(3) 2p0y ® P4y :
(b) para qua1quer constante c em Nk 5 CA'j e t?k (C))Aj-
(I1) A'; difere de As no maximo por:
(a) aA'i : a
“(b) para toda constante c em Nys © & tambem a

Al
(c) para toda constante ¢ em Ny CAzi e (?51(c))A
Observemos que, para qualquer j # i, um objeto & nomeado em Aj
se e apenas se for nomeado em A'j. Alem disso, o unico objeto
em'Ail=|A'i| nemeado em A', que n3o e nomeado em A; e o obje-
to a - Con;ﬁderemos, agora, = {B,(A": )16 I)
Assercao: M' & uma {A} -i-expansao de M -

Demonstragac. Obviamente, 3 jdentidade entre sk(m) e

sk(y!) & um JAY -i-proto- _morfismo de M em M' . Assim, cabe
mostrar apenas que, para qualquer j em I , qualquer par
e ,cyem Dy existe uma par e', ¢'>em Dy (e, vice-versa),
tal que ¢ = g' e, para todo £ em I(j), cAi = ClA'g' Qu seja,
e suficiente mostrar que para qualquer j em I, para qualquer
objeto ¢ emlAjI =|A'j\ . valem a8 condicdes seguintes

{i) para qualquer nome c em NOM, , se (e , cYED,

J
existe um nome c' em NOM, U N,V "y { a}, tal que<ec ,c'>€Du

A3
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e, para qualquer £ em I(j) 5 c'A,£= Cy s
£
(ii) para qualquer nome c em NOM U N Nzu{al, se
<, c>€Du entao existe nome c' em NOML, tal que¢e , c'>
J
pertende a DA .
J

Consideremos, entao, j em I e ¢ um objeto de Aj.

Caso 1. j = 1 . Se (e, c> pertence a DA , entao tomamos o
X j .
par <ec, P](c)> . Como 1 ¢1(1), para todo £ em 19, 2 # i;

assim, por construcgao de Az = 1 P1(C))A'£ Z(P;]( ?](C)))A,£=

c, .Alem disso, como j#i, ¢ e nomeado em Aj sse e nomea-
£

do em Aj; consequentemente, {e¢ , ?1(c))e DA,j.

Por outro lado, se c ,c» & um par em D considera-

AV, ?
d
mos c' , tal que

b , Sse c for a

- -1
c' e Px (c)’ se ¢ pertencer a Nk , para k=1,2

1]

¢’ , se cnao pertencer a N,V Nzk)1a}

Por construcao, para todo £ em 1 (incluindo o proprio j),

c‘A = CA!ﬁe, assim, levando-se em conta que Aj eA'j nomeiam 0S
£

mesmos objetos, temos tambem que <c¢, c'> &D

A.
J
Caso 2. j = i. Seja ¢c, C€> um par em DA , temos que consi-
. i
derar dois sub-casos possiveis:
Sub-caso 2.1 ¢ e o objeto a . Nesse <caso, consideremos a cons-

tante P1(c). Como ( ?1(C}A, e o objeto a , 0 par{a, y1(c)>
i

pertence a D e, pela construcao de M', para todo £ em 1(1)

Al
1 £ 4.

( 91(C))Ar = Cx s nois se £ partence a I(i)’ L
£ £

Sub-caso 2.2 ¢ e diferente de a . Nesse caso, consideremos
Pz(c). Como ¢ e diferente de a e a € o unico objeto nomeado

, - -
em A ; que nao e nomeado em Ass <, PE(C)> pertence a DA'i
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(pois, Cy. = ( ?Z(C))A'. ). E, pela construgio de M', para
i i
i
qualquer £ em I, (f!z(c))A,£ = cAz . _
Por outro lado, seja e, cD>um par em Dyr - Tomamos

;
a constante c' em NOHL como no caso em que j = i, 8 saber,

c'e bsec for a, e ?;] (c) se c pertencer a Nk (para k=1,2)

e € a proria ¢ de outro modo. Logo, para todo £ em 11, incluin-

do o proprio i, c¢,, = c' e como a nao e nomeado em A,
A‘E A‘E 1

e ]
<ec, ¢'> pertence a DAi (mesmo quec seja a )

Voltemos @ demonstracao principal. Consideremos, agora,
uma sequencia s' em Dyr  que atribui ao indice de x o par
{a, a> (podemos supor: sem perda de generalidade que x e
a unica variavel livre em A). Assim, pela Proposicac 2.8,

1

M'" ,i, s' nao sat A (levando-se em conta a assercao anterior).

E, pela Proposicao 1.11, como s'*(x) = (x(s'))A; ’
i

nao sat A(x/a)

MY 1, s
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