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RESUMO

Na presente tese apresenta-se uma descrigao do sistema formal
Lew(Q, ,€), sendo Lww a légica de primeira ordem, Q, o quanti-
ficador generalizado de KEISLER e € o simbolo de HILBERT. De-
monstra-se que o sistema & correto e completo e preserva a
maioria das propriedades de teoria da prova e teoria de mode-
los da ldogica de primeira ordem. Demonstra-se igualmente que
o simbolo € & eliminavel em Lww(e) em certos tipos de foérmu-
las a que chamaremos de € -invariantes e que, para este mesmo
tipo de férmulas, o simbolo € nao & eliminavel em Lww(Q, ,¢).
Demonstra-se assim, o poder expressivo de € quando se acres -
centa a l0gica de primeira ordem, além do €, o quantificador

generalizado Q, . Esses resultados podem ser estendidos tanto
a outros operadores nominais (vbto's) quanto a outros quanti-
ficadores generalizados. Além disso, inclui-se neste trabalho,
um resumo histdrico dos operadores nominais, gque procura mos-—
trar a relevancia da teoria geral de tais operadores e, em
particular, dos teoremas de eliminagao, para a lbgica, a filo

sofia, a matematica e a lingliistica.



INTRODUGAO

Exporemos aqui as motivagoes que nos levaram a rea-
lizar o presente trabalho.

Em 1979, sendo aluna do curso de doutorado em 1logi-
ca e filosofia da ciéncia na UNICAMP, assistimos um seminario
no qual o professor Newton da Costa apresentou sua teoria ge-
ral dos modelos sobre os vbto's*, recentemente por ele desen-
volvida. Foi o primeiro contato que tivemos com o tema que
consideramos, desde entao, importante objeto de investigagao
a ser desenvolvido em nossa tese de doutorado.

Regressando a Coldmbia em fins de 1980 e, em face
das dificuldades de desenvolver um trabalho eficiente distan-
te do orientador (o professor da Costa), solicitamos, com sua
anuencia, ao professor Xavier Caicedo, nosso colega do Depar-
tamento de Matematica da Universidad Nacional de ColOmbia
(UN) , que continuasse a nos orientar nesse tema.

A partir de entao passamos a desenvolver um projeto
de pesquisa conjunto, na UN, intitulado: "Caracterizacidn de
los vbto's por medio de isomorfismos parciales", sendo, ai,
nosso objetivo usar esta técnica da logica para caracterizar
os vbto's e responder, talvez, a algumas das questoes formula
das pelo professor Newton da Costa em seu trabalho A model
theoretical approach to variable binding term operators. No
entanto, como é comum acontecer com os matematicos, nossa pes
quisa sofreu uma mudanga de diregao e se encaminhou para o es
tudo da eliminabilidade do simbolo € de Hilbert em certos ti-
pos de formulas na logica de primeira ordem acrescida, além
do simbolo €, com o quantificador generalizado Q, de MOSTOWSKI-

KEISLER (Ver §3). Simbolizamos esta logica por Lww(Q, ,€) e de

*Neste trabalho a expressao variable binding term operators
(vbto's) sera traduzida ao portugueés por operadores nominatis:

Ver Cap. 1.



monstramos que & correta e completa (Ver 2.1 a 2.4). Tal tra-
balho [ CAICEDO & SANCHEZ, 1987] foi apresentado como relatd-
rio interno de pesquisa na UN, se tomou como base para a pre-
sente tese e se inclui nela.

Ao sistema Lww(Q, ,€) e em geral a um sistema do ti-

po Lww(Q ,?) onde Q & um quantificador generalizado e v & um

operador nominal pode-se chegar por dois caminhos diferentes:

1. Estendendo a ldgica de primeira ordem com opera-

dores nominais, Lww(v), em particular Lexw (€)

2. Estendendo a 10gica de primeira ordem com quanti

ficadores generalizados, Lww(Q), em particular Lww (Q, ) .

Luww (Q , »)

YA

Loww (v ) Lwea (Q)

NS

Um esbogo histdrico de como se chegou a légica de
primeira ordem com operadores nominais, em particular a Luww(e),
encontra-se no Capitulo 1. Por outro lado, o percurso para se
chegar a Lww(Q,) é.apresentado na introdugao do Capitulo 2.

Até onde sabemos, o primeiro estudo de uma ldgica de
primeira ordem com operadores nominais e cuantificadores gene
ralizados encontra-se em [ CAICEDO & SANCHEZ, 1987]. No presen
te trabalho daremos continuidade ao estudo de tais extensoes,
especialmente wa(Ql,e), e tentaremos ressaltar os diferentes
aspectos apresentados por tal sistema, caso seja obtido pelo
caminho 1 ou pelo caminho 2.

Para contextualizar a parte técnica da investigagao
decidimos aprofundar os aspectos histéricos dos vbto's: a sua
origem e o seu desenvolvimento até nossos dias. Esse ponto
veio nao apenas atender a um interesse particular — ja que

somos grandes aficcionados da histéria da matematica — como



também se tornou extremamente pertinente, em razao de desen -
volvermos nossos estudos de doutorado junto a dois Orgaos a-
cadémicos preocupados com a filosofia, a l8gica e a histdria
da ciencia, o Centro de Ldgica, Epistemologia e Histdria da
Ciéncia (CLE) e o Departamento de Filosofia.

Na pesquisa da parte histOrica encontramos a intima
relagao existente entre os vbto's, e os artigos definido e in
definido das linguagens naturais. Este aspecto lingliistico, as
sim como os de natureza 1ldgica, filos6fica e matemdtica, que
poderao ser vistos no Capitulo 1, pretendem mostrar a impor-
tancia da teoria geral dos vbto's e, particularmente, dos as-
pectos de eliminabilidade desses operadores, para possiveis a
plicagoes nessas diferentes areas do conhecimento.

O Capitulo 2 & dedicado & descrigao de Lww(Q, ,€) .
Mostra-se que este sistema & uma l0gica na qual sao estendi -
das as principais propriedades relativas a teoria da prova e
a teoria de modelos da ldgica de primeira ordem. Em particular
mostra-se como j& foi dito, que o sistema & correto e comple-
to. Faremos também neste capitulo uma comparagao entre Lww (1)
e Lww(Q,, 1), sendo 7 o simbolo para as descrigoes de RUSSELL.

O Capitulo 3 trata das fdrmulas €-invariantes, para
as quais o simbolo € & elimindvel em Lww(€), e nao o & em
Low (Q, ,€). Isso demonstra o poder expressivo do simbolo € quan
do se acrescenta a Lww , além dele, o quantificador generali-
zado Q, .

BARWISE e FEFERMAN [1985, 17] afirmam que se pode u
sar a propriedade de interpolagao como um padrao ‘de medida pa
ra se "avaliar" se na ldgica em questao existe uma boa teoria
da prova. Portanto, tentaremos no Capitulo ¢ nos aproximar de
uma solugao para o problema de interpolagao no que se refere
aos sistemas Lww(€) e Lww(Q, ,€).

No Capitulo 5, concluimos nosso trabalho apresentan

do algumas questOes em aberto.



Finalizando esta introdugao, resta-nos dizer que a-
lém do trabalho estritamente técnico, todas as facetas 16gi-
cas, matematicas, filosGficas e lingliisticas que descobrimos
possuirem os operadores nominais, se nos apresentam como do
maior interesse, razao pela qual encaramos esta tese como ini

cio de nossas investigagoes em tao fascinante tema.
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§1. ESBOCO HISTORICO E IMPORTANCIA DOS OPERADORES NOMINATIS

1.1 Esbogo Histdrico

Um vbto (variable binding term operator) & um opera
dor que, aplicado a foérmulas, forma termos ligando variidveis
da formula. Dada a inexisténcia em portugués de um outro ter-
mo adequado para traduzir a expressao original, criada por
HATCHER [ 1968] para este tipo de operadores, estaremos usando,
neste trabalho, por sugestao do professor Xavier CAICEDO, a
expressao operadores nominais para denominar os vbto's. Além
disso o nome se justifica em razao de que a sua funcao & a de
substantivar ou nominalizar foérmulas que, por sua vez, repre-
sentam propriedades.

Embora os operadores nominais possam ser introduzi-
dos em linguagens de primeira ordem, linguagens de ordem supe
rior ou linguagens infinitarias, trataremos aqui unicamente
do caso das linguagens de primeira ordem.

Os operadores nominais mais conhecidos e importan -
tes na literatura matematica, até o surgimento de uma teoria
geral para estes operadores nos anos setenta, foram o operador
de abstragao de FREGE, o operador de descricao de RUSSELL e o
simbolo € de HILBERT. Historicamente, Gottlob FREGE (1848-1925)
e Giuseppe PEANO (1858-1932) foram os primeiros a introduzir
operadores nominais como termos primitivos ou definidos de
certas linguagens. FREGE introduziu, em 1893, em seu livro
Grundgesetze der Arithmetik, um operador gque converte uma fun-

cao proposicional em uma classe:

escrevemos
"€ (e2-€)=-a (a. (a=1))"
onde por "€ (e?-€)" entendemos o conjunto de valores

da fungao £?-f, e por "d (a.(a-1))" da fungdo &. (¢-1).
Similarmente € (€?=4) & o conjunto de valores da fun
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£’=4, ou, como também podemos dizer, a compreensao
(comprehension) do conceito raiz quadrada de quatro
[ BOCHENSKI, 1970, 363].

Ele pensava que toda propriedade definia um conjun-
to, o conjunto dos individuos que satisfazem a propriedade.
Chama-se a essa idéia, constantemente utilizada na teoria in-
tuitiva dos cojuntos, de Axioma de Abstragao. Tal axioma con-
duz, entretanto, a um dos paradoxos mais conhecidos da matema
tica, o paradoxo de RUSSELL. Isto obriga o matematico a um cui
dadoso emprego do operador de abstracao, para que se salve a
teoria dos conjuntos. Formalizado na ldgica "atual”, o axioma
da abstragao se expressa em uma linguagem de primeira ordem,

como a seguir:
(1) 83y ¥x(x ey* ¢(x)),

onde ¢ (x) & uma formula da linguagem, e ¥ nao contém y.

O conjunto y, que & garantido pelo axioma (1), é
atualmente simbolizado pela conhecida expressao {x|¢(x)}, que
& um termo obtido a partir do operador de abstracio { | }.
PEANO, por seu lado, independentemente de FREGE, tem uma idéia

similar ao introduzir em seu Formulario o simbolo X€. Ele se

expressa como se segue [ BOCHENSKI, 1970, 363]:

O simbolo x¢ pode ser lido pela frase "os x tais que".
Exemplo: le Xe (x?- 3x+ 2= 0)

"a unidade &€ uma raiz da equagao entre parentese".

Sobre a origem dos operadores nominais, encontramos,

também em BOCHENSKI [ 1970, 367], o seguinte:

FREGE introduziu o conceito de descrigao (correspon
dente ao artigo definido singular) ligado a suas
idéias relativas & definigdao de classe. Seu mais im

portante texto sobre o assunto & o segquinte:
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"Se nos permitimos afirmar como universalmen-
te valida a equagao " € (A =€)", com "A" te-
riamos na forma " €¢ (€)" um substituto para

o artigo definido na linguagem..."

FREGE, nesse importante texto, distingue dois casos:

- quando existe um Unico objeto que satisfaz a equa-

cao " € (A =€),

- guando nao existe nenhum objeto ou existe mais do
gue um que a satisfaqa. Nesse Gltimo caso tem-se uma descrigao
impropria e FREGE atribui a todas elas um mesmo objeto arbitra
rio fixo.

PEANO também introduz um simbolo para o artigo defi-
nido singular. Em seu Formulario Matematico (5 vol. 1895-1908),
adota os simbolos t e 7 ; o primeiro possibilita a definigao de
uma classe com um unico elemento, enquanto que o segundo permi
te expressar, como operagao inversa, o uso do artigo definido
singular (o ou a).

As definicOoes e comentarios de PEANO sao as seguin -

tes:
- tx =y dly =n)
tx (se 18 "igual a x") & a classe composta pelo G-

nico y que satisfaz a condigao y =x.

- Z=1a-: na=lz
a operagao 1 & inversa det . ... na verdade, em
todo caso, ele (simbolo 7 ) corresponde ao artigo

definido da linguagem comum.

Em uma notagao moderna, as defini¢Oes de PEANO sao

expressas da seguinte forma:
tx ={x} e z= lae a={z}.
Uma discussao entre SCHROEDER e PEANO no Congresso

Internacional de Filosofia em Paris em 1900 fez pensar a

Bertrand RUSSELL (1872-1970) a necessidade de uma notagao pa-



13

ra "the". O encontro com PEANO nesse congresso foi da maior
importancia para RUSSELL, tendo influenciado nele, de maneira
especial, a notagao inventada por PEANO [ KENNEDY, 1980, 94].
RUSSELL, em seu famoso artigo On Denoting [1905], a
presenta sua teoria sobre as descrigdes, a qual é formalmente
desenvolvida nos Principia Mathematica [ 1910, 31-32, 66-69] ,
onde o simbolo 1 , de PEANO, & usado para as descricdes defi-
nidas — expressoes do tipo o x tal que — as quais, como em
PEANO, correspondem ao uso do artigo definido singular. O sim

bolo & introduzido por meio de uma definigdo contextual do ti
po:

(2) (1x¥ (x)) significa Fx(@(x) A ¥(x) A¥y(¥(y)*(x=y)))

dando sentido ao termo 1x ¥ (x) no contexto ¢. No caso da exis
téncia de um Unico elemento x que satisfaz V¥ (x), caso que cor-
responde ao emprego usual do artigo definido singular nas

linguagens naturais, apresenta-se a definigao [ RUSSELL, 1910,
30] =

(3) E'(1x¢(x)).=: (dcC): ¢x. Ex' X=cC

onde o lado esquerdo da igualdade deve ser lido

(4) "o x que satisfaz ¢ (x) existe",

e o lado direito "na forma wusual. Convém aqui ressaltar
mos a observagao de RUSSELL quanto & nao circularidade da de-
finicao (3), de que o sentido de existéncia da frase (4) & di
ferente do que se expressa por meio do quantificador 4. Em
funcao de (2) o operador 1 passa a ser, de fato, uma mera co-
modidade metamatematica, passivel de eliminagao. No entanto,
do ponto de vista filos6fico, o procedimento de RUSSELL & por
demais interessante, visto que, ao eliminar as descriqaes de-
finidas, elimina, de passagem, alguns conceitos considerados

por ele bastante discutiveis. E o caso, por exemplo, do con-
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ceito de classe (os x tais que) que se relaciona com o artigo
definido plural. Observe-se que em inglés a mesma palavra 'the'

é- empregada para o artigo definido, singular ou plural.

Os simbolos para classes, como aqueles para as
descrigoes, sao em nosso sistema simbolos incomple-
tos: seus usos sao definidos, mas eles proprios nao
se supoe que signifiquem nada. Isto &, os usos de
cada simbolo sao de tal maneira definidos que, quan
do o definiens & substituido pelo definiendum, nao
existe mais um simbolo que possa representar uma
classe. Portanto as classes, até onde as introduzi
mos, sao meramente simbOlicas ou conveniéncias lin
giisticas, nao objetos genuinos como seus membros
sao, se eles sao individuos. [RUSSELL, 1910, 71-72].

RUSSELL parece nao atribuir demasiada importancia
a simbolizagao das descrigoes indefinidas, por considera - las
facilmente definiveis a partir do quantificador existencial.

Veja-se, por exemplo, RUSSELL [ 1966, 164-165] :

- - .suponhamos que desejemos fazer alguma declaracao
sobre "um tal e tal", em que "tal e tal" sao os ob-
jetos que tem uma certa propriedade ¢, isto &, os
objetos x para os quais a fungao ¢ (x) & verdadeira.
...Mas a proposigao de que "um tal e tal" tem a pro
priedade nao & uma proposigao da forma "Y(x)". ...A
declaragao de que "um objeto tendo a propriedade ¢
tem a propriedade y" significa: "a assercao conjun-
ta de ¢ (x) e ¥(x) nao & sempre falsa". No que tange
a logica, trata-se da mesma proposigao que pode ser

expressada por "alguns ¢ sao yY".
Ou seja, em simbolos, a definigdo de RUSSELL seria:

Y(Eexpx)) = Tx(p(x) A ¥(x))
def

David HILBERT (1862-1943), ao contrario, ressalta
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as descrigoes indefinidas ao desenvolyer, juntamente com Paul
BERNAYS (1888-1977), toda uma teoria formal para o simbolo €.
A expressao €x ¢x) denota "um x tal que ¥(x)", o que faz de €
um operador nominal. Este simbolo aparece pela primeira vez
na tese de W. ACKERMAN em 1924, sob a orientacao de HILBERT,
que, um ano antes, em [ 1923] , havia usado um operador 'dual'
que denotou com a letra grega 7. A ideia basica de HILBERT e-
ra a de eliminar, usando o €, os quantificadores de certas
linguagens formais, de forma a simplificar a sua estrutura 10
gica, com o objetivo de alcancar mais facilmente demonstracoes
metamatematicas de consisténcia.

Os resultados obtidos por HILBERT e BERNAYS para o
sistema formal do simbolo € encontram-se em seu famoso trata-
do Grundlagen der Matematik, publicado em dois volumes em 1934
e 1939, onde inicialmente foi definido o simbolo € em termos
do simbolo m. Este & introduzido por meio da seguinte
regra:

Se a formula dx¢ € um axioma ou €& derivavel (dos a-

xiomas), entao nxy pode ser introduzido como um ter

mo e a formula ¢ (nxy) pode ser tomada como uma foOr-

mula inicial (que se pode inferir de dxy).

Obviamente o simbolo n representa o artigo indefint
do da mesma maneira que o simbolo 7 representa o artigo defi-
nido, diz LEISENRING [ 1969, 34] e continua: O simbolo € & en-

tao definido (nos Grundlagen) como segue:
exy = nx @y ¢lyl> ¢(x))

A partir desta definicao HILBERT e BERNAYS dispen -
sam o uso do simbolo 7, tomam o simbolo € como primitivo e in

troduzem o axioma

(%) o(B) > v(exp(x)) .
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O €-calculo, nos Grundlagen, & essencialmente o cal
culo de predicados de primeira ordem, Luw, acrescido do simbo
lo € como simbolo primitivo e do axioma (%), onde t & um ter-
mo da linguagem. Neste sistema, os quantificadores sao defini

dos a partir de € da sequinte forma:

IX P(x) < ¢ (ex ¢X))

¥x ¢(x) © ¢ (ex vyox))

Os principais resultados apresentados sobre o €,
nos Grundlagen, sao dois teoremas de eliminacao. O primeiro a

firma [ LEISENRING, 1969, 64]:

Se ¢ e uma formula prenex de Lww, X é um conjunto de formulas

prenexr de Lww e se

7 entao Ib——— V¥ V¥, V...V ¥,

Lww Leww(e )

onde Z & um conjunto de <instancias de matrizes de elemen-—
tos de X, e cada wma das formulas ¥; e uma instancia da matriz

de ¢. (L'ww(e) & Lww(e) sem quantificadores).

O resultado anterior expressa a grosso modo, que Os
quantificadores podem ser eliminados, em certo sentido, usan-—
do o €. O segundo teorema de eliminagao afirma que € pode ser
eliminado das dedugOes de fOrmulas em que ele nao ocorre e, es-
tritamente, diz o seguinte:

Se ¢ ¢ uma formula de Luww(€) que nao contém €, X & um conjun-—

to de formulas de Lww(€) nas quais € nao ocorre e se

X——¢ entdo X——vy .

Lw(€) Lww

LEISENRING [1969, 1]  ressalta que a importancia
deste teorema reside no fato de que, intuitivamente, pode ser
interpretado de tal maneira que legitime, como procedimento
16gico, o ato de fazer escolhas arbitr3rias sob certas condi-

coes.
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BOURBAKI [ 1954] , na descrigao de seu sistema for-
mal paré uma teoria de conjuntos, em seus Eléments de Mathéma-
tique [ livro I, Cap. I e II], utiliza o simbolo 7 com sentido
idéntico ao do simbolo € de HILBERT: Dada uma expressao A e u
ma letra x, denota-se por TxA um objeto distinguido satisfei-
to por A. O simbolo 7 serve para definir os quantificadores

da seguinte maneira:

Se R é uma expressao e x uma letra, denota-se a expressao
(TxR|xz)R por "existe um x tal que R" ou por (dzR). Denota-se a

expressao "nao (dxzR) nao R" por "para todo z, R" ou (¥z R).

O simbolo 7 & um operador nominal que permite nao
s6 definir os quantificadores, como também, devido a sua pre
senga nos axiomas do sistema, demonstrar o Axioma de Escolha,
cuja inclusao, entre os axiomas, entdao, se torna desnecessi-
ria. Com isto, pode-se ter uma idéia do relevante papel que

desempenha o operador nominal 7 na matemdatica.

O proprio BOURBAKI, em seu livro Fléments d'His -
toire des Mathematiques [ 1974, 21] se refere 3 origem do sim

bolo 7 da seguinte maneira:

--. mas a mais importante [dentre as mais engenho
sas notagoes formais] € sem divida a introdugao
por HILBERT do simbolo 7, que permite considerar

como signos abreviadores os quantificadores ¥ e 3,
evitar a introdugao do simbolo funcional "univer-
sal"™ 7 de PEANO e RUSSELL (que s6 se aplica as re
lagoes funcionais) e enfim dispensa a formulagao

do axioma da escolha na teoria dos conjuntos.

Ao que tudo indica, Dana SCOTT [ 1967] parece ter
sido o primeiro a esbogar uma teoria que generaliza algumas
das propriedades observadas nos operadores de abstragao e des
crigao. Em seu artigo, em homenagem a RUSSELL, encontra-se um
teorema de completude para um sistema formal com uma dnica re

lagao bindria e um operador nominal arbitririo. O teorema cen
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tral, entretanto, € um teorema de eliminabilidade do operador
nominal no sistema, no sentido de que, para cada formula em
gque ele ocorre, existe outra equivalente, na mesma teoria, na
qual nao se did a sua ocorréncia. A demonstracao semantica nao
proporciona um procedimento de eliminagao plenamente satisfa-
tério para SCOTT, como ele mesmo manifesta em seu artigo [ 1967,
279] . No entanto, sugere, como problema interessante, o estu-
do da eliminabilidade uniforme dos operadores nominais, que
sempre surge quando sao introduzidos por definigao contextual.

Como dissemos anteriormente, HATCHER [ 1968] da o
nome de vbto's aos operadores nominais e os introduz como sim
bolos primitivos em um sistema de primeira ordem. E este o pri
meiro tratamento sintdtico e semantico dos operadores nominais
em geral, que conhecemos. Somente em 1972, CORCORAN, HATCHER
e HERRING conseguem demonstrar um teorema de corregao e com-
pletude para linguagens com esses operadores e com uma seman
tica adequada. A teoria geral de modelos para linguagens de
primeira ordem com operadores nominais foi desenvolvida inde-
pendentemente por Newton da COSTA [1980], e seus resultados
se estendem facilmente a linguagem de ordem superior.

Os estudos iniciais sobre operadores nominais par-
ticulares haviam sido feitos do ponto de vista sintatico. Do
ponto de vista semantico, os primeiros trabalhos sobre esses
operadores sao os de HAILPERIN [ 1954] e MONTAGUE & KALISH [ 1957]
para o descritor de RUSSELL; o de GUILLAUME [ 1957] para o sis
tema de BOURBAKI e, finalmente, os de ASSER [ 1957] e HERMES
[ 1965] para o simbolo €. Esses autores interpretam o simbolo €
como uma fungao de escolha e provam teoremas de correcao e com
pletude para diferentes formas do €-calculo de predicados.

Os operadores nominais podem ser introduzidos em
uma teoria, de forma contextual, como € o caso do 1 de RUSSELL;

no entanto, os ldgicos atuais preferem introduzi-los como sim

UNICAMP
BIBELICTFCA CENTRAL
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bolos primitivos. A eliminagao de um operador nominal de uma
formula, no sentido de se encontrar uma outra equivalente em
que nao ocorre tal operador, chamaremos R-eliminagao. Esta &
uma necessidade 10gica, quando o operador & introduzido con-
textualmente, para que seja matematicamente legitimo. Tanto é
assim que RUSSELL [ 1910, 66-71] mostra, ainda que nao demons-:
tre, que o simbolo 7 pode ser R-eliminado. Quando o operador
nominal & primitivo, como no caso dos simbolos € de HILBERT e
7 de BOURBAKI, nem sempre podé sofrer uma R-eliminagao total.

(Ver [ MONK, 1976, 481].

No segundo teorema de eliminabilidade do € de HILBERT
e BERNAYS, o conceito de eliminabilidade assume um significa-
do diverso, gque passaremos a chamar H—eZiménag&o. A H-elimina
cao consiste em eliminar o operador da deducao de uma fOrmula
gque nao o contém. Teoremas de H-eliminabilidade para o 1 fo-
ram demonstrados por HILBERT & BERNAYS [1934, 422-457 ]
HAILPERIN [ 1954, 14-20] em sistemas nos quais o 1 & introduzi
do como simbolo primitivo.

0 simbolo 7 & impossivel de se eliminar em qualquer
um dos sentidos anteriormente vistos, porque sem eles nao se
pode definir os quantificadores. Este simbolo nao aparece ex-
plicitamente, até onde sabemos, a partir do livro primeiro dos
Fléments de Mathématique, 3ja que a partir de um certo momen-
to, BOURBAKI se expressara somente na metalinguagem.

Entre os que consideram importante ter o descritor
como simbolo primitivo da linguagem, e nao COmMO uma mera como
didade metamatematica, podemos citar MONTAGUE [ 1974, 188-270],
que dele se utilizou na formalizagao que empreendeu de um frag
mento do inglés e ROSSER [ 1953, 180-196] e KNEEBONE [ 1963, 91-
97] que destacaram a sua utilidade na matematica, onde sao

muitos os conceitos importantes introduzidos correntemente por

meio de descrigoes. (Ver 2.7).



20

1.2 Operadores Nominais e Lingliistica

A histOria dos operadores nominais nos ensina que
estes surgiram do desejo que tinham os 16gicos de formalizar,
especialmente na matematica, o uso dos artigos. O papel des-
tes nas diferentes linguas & bastante diverso. Ha linguas que
nao os usam e outras que os utilizam como particulas fundamen
tais com género e nimero. Por outro lado, o uso dos artigos
ndo & uniforme em cada lingua. As vezes, funcionam como opera
dores nominais, ds vezes como quantificadores e, em certos ca
sos, como classificadores. Alguns trabalhos dos lingliistas co
mo o de KRAMSKY [ 1972] e publicagdes recentes do Laboratdrio
de Lingllistica Formal da Universidade de Paris, sobre a rela-
cao existente entre os artigos e as operagoes de determinacgao
nas linguagens, nos levam a pensar que a teoria geral dos ope
radores nominais tera diversas aplicacoes na lingliistica, ja
que a categoria da determinacao é, segundo KRAMSKY, predomi -
nantemente uma categoria dos substantivos, ainda que em algu-
mas linguas seja dos adjetivos ou dos verbos.

Dentro desta perspectiva, os teoremas de eliminabi
lidade assumiriam capital importancia. A esse respeito, basta
observar que a teoria das descrigoes de RUSSELL parece preten
der demonstrar que os artigos sao dispensaveis nas linguagens;
o latim e o chin@s até onde pudemos saber, seriam modelos ade
quados para a tese de RUSSELL. O primeiro expressa a catego -
ria de determinagao vs indeterminagdao por meio de uma flexao
nos adjetivos e o segundo a expressa através da posigEO das
palavras nas sentencgas.

Para sustentar nossas afirmagoes deter—-nos-emos em
algumas idéias tomadas de KRAMSKY [1972]. Simplificaremos as
referéncias ao texto indicando unicamente a pagina, da seguin

te maneira [K, p].
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O conceito de categoria gramatical teve origem na
antiga Grécia, com ARISTOTELES, qgue considerou apenas sujeito
e predicado como as partes de uma sentenga. Atualmente exis-
tem diversas teorias sobre quantas e quais sao as categorias
gramaticais. Independente desta discussao, ressaltamos que, de
acordo com MATHESIUS [ K, 16] , a existéncia de artigos nas lin
guagens romanicas e germanicas evidencia o fato que nelas a
categoria de determinagao vs indeterminagao & uma parte subs-
tancial de seu sistema de gramatica. Enquanto que a inexistén
cia dos artigos na maioria das linguagens eslavas mostra que
a categoria em questao & algo ocasional nelas.

KRAMSKY, em seu livro The Article and the Concept De-
finitiness in Language, propoe-se a elucidar alguns problemas
basicos concernentes a esséncia da categoria de determinagao
vs indeterminagao e esboga uma tipologia das linguagens que
usam o critério de uma expressao especial para a categoria,por
meio de artigos ou outros expedientes formais (gramaticais) .
Pelo termo "determinagao" KRAMSKY [ K, 30] entende o fato de
que os substantivos sao classificados dependendo de se o con-
telildo expresso pelo substantivo é claro e identificavel de u-
ma maneira correta ou nao.

Concordando com KRAMSKY, no que se refere a definigao
anterior, intuimos que a teoria geral dos operadores nominais
esta relacionada com a categoria mental, da determinagao vs
indeterminagao, que por sua vez se expressa nas linguagens a-
través dos artigos. Algumas das definigOes de artigo servem
de base para a afirmagao anterior e por isso achamos conveni-
ente cita-las aqui.

1. O papel do artigo & designar um objeto familiar,

[ K, 19].

2. A principal fungao do artigo & individualizar o

assunto dado, [k, 20].
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3. O artigo & uma palavra formal (gramatical) por
cujo intermédio o sujeito de que se fala & defi
nido (determinado), [K, 20].

4. O artigo definido determina ou individualiza o
substantivo em oposigao a outro substantivo,[K,
20] .

5. O artigo & uma palavra acessdria junto ao subs-
tantivo, para indicar que um objeto se conhece
como real, seja em um caso dado (artigo defini-
do), seja como representante da espécie (inde-
terminado), seja como parte de sua extensao (par
titivo), [K, 21].

6. O artigo € um elemento da linguagem que se acres
centa regularmente aos substantivos quando a no
¢ao expressada pelo respectivo substantivo con-
cerne a um tema particular ou quando toda a ca-
tegoria de sujeitos é designada como familiar,
[K, 21].

7. O artigo indefinido indica um termo particular
nao identificado, enquanto que o artigo defini-

do indica um tema geral ou particular, [K, 23].

8. O artigo definido se coloca antes do substanti-
vo para mostrar que a idéia expressa pelo subs-
tantivo ja foi estabelecida, e para referir-se
a tal proposigao, [KATO, 1971, 31].

9. Palavra variavel que precede o substantivo, in-
dicando-lhe o género e o numero. E definido —
o, a, 0s, as — quando se aplica a um ser deter
minado, dentre outros da mesma espécie. E inde-
finido — um, uma, uns, umas — gquando se refe-
re a um ser qualquer dentre outros da mesma es-

pécie. [Dicionario Aurdlio, 1975, 12 ed.].

KRAMSKY, na segunda parte de sua obra classifica
278 linguagens em sete tipos e varios subtipos, segundo a for
ma de expressar a categoria de determinagao vs indeterminagao.

Por exemplo:
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- o0 inglés e o alemao sao linguagens que usam o ar
tigo definido no singular e no plural, mas usam

© artigo indefinido apenas no singular, [K, 74].

- o espanhol usa os dois tipos de artigos no singu

lar e no plural, [K, 86].
- O turco possui apenas o artigo indefinido,[ K, 110].

- o francés e o italiano possuem, além dos artigos
definidos e indefinidos, em singular e plural, os

partitivos, [K, 119].

- o chinés e o russo ndo tem artigos, a categoria
é expressa dependendo do lugar que as palavras o

cupam na frase, [K, 198].

O portugués esta classificado no mesmo tipo que o
inglés e o alemao, como se pode observar na seguinte citacao

[K, 78], e que, por razoes Obvias ndao traduziremos:

In portuguese the definite article in singular is
o (masc.) and a (femin.), in plural os (masc.) and
as (femin.), e.g. o pait 'the father' —pl. os pats
'the fathers'; a mae 'the mother' —-pl. as maes
'the mothers'. The indefinite article in singular
is um (masc.) and wma (femin.), e.g. um LZivro 'a
book', uma cadeira 'a chair'. The forms wum, uma,
have also plurals (uns, umas); these, however, have
no more the function of article but of the indefi-

nite numeral "several”. (Grifos nossos).

No entanto, se considerarmos a definigao 9, (ver p.
22) o tipo para o portugués estaria equivocado, mostrando a
dificuldade de se classificar uma determinada lingua, com res-
peito ao seu uso dos artigos.

E muito dificil decidir qual das teorias sobre os
artigos € a mais correta, ja que uma teoria pode ser adequada
para uma linguagem e nao ser adequada para outra. Isto porque
toda teoria do artigo & elaborada, usualmente, de tal maneira

que se adeque a uma linguagem determinada.
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Apresentar uma definigao de artigo que seja valida
em todas as linguagens que o possuem de uma forma ou de outra
sera, nesta altura da investigagdo, uma tarefa muito dificil,
senao impossivel para os lingflistas [K, 29]. Entretanto
KRAMSKY [ K, 198] nao se atreve a afirmar que existam lingua -
gens sem a categoria da determinagao vs indeterminagao, e des
taca como tarefa importante para os lingllistas descobrir se
existem linguagens sem essa categoria, ou se ela pode ser con
siderada como universal, seja ela expressa de maneira patente
ou latente.

CULIOLI [ 1975] , por sua vez, quer mostrar que a par
tir de observag¢oes (linguas diversas, aquisicao de uma lingua-
gem) tem-se que construir uma categoria gramatical, isto e,
produzir uma representagao metalingfiistica explicita sem ter
que se limitar seja & utilizagao intuitiva de um termo, seja
ao emprego de um determinante proprio de uma linguagem como ©O
artigo definido, seja talvez recorrendo a um operador 1dogico
como o ? de RUSSELL ou o € de HILBERT.

Para CULIOLI a posicao dos logicos & mais satisfa-
toria que a dos lingllistas com respeito a categoria de deter-
minagao vs indeterminagdao, mas que isto ndao & de grande ajuda
para os lingllistas. Na realidade, segundo ROBBINS [ 1968, 12 ]
citado por KRAMSKI, nos ultimos cem anos o papel do artigo de
finido tem preocupado mais aos fildsofos e aos 1l6gicos que aos

gramaticos:

Os fildsofos tem enfatizado o uso do artigo defini
do como um simbolo por meio do qual uma expressao
predicativa pode ser convertida no nome de uma coi
sa singular, e portanto, suas contribuigoes ao en-
tendimento do artigo definido podem somente ser en

tendidas através das teorias da predicagao.

KATO [1972] , de certa forma contradizendo a opiniao

de CULIOLI utiliza-se das teorias de FREGE e RUSSELL em sua
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tese de doutorado em lingliistica. O trabalho intitulado 4 repre
sentagdo semantica do artigo definido, teve como base o conhe
cimento da autora do inglés, portugués e japonés que lhe per-
mitiram atuar ela prdOpria como informante. Afirma, por exem -

plo [ KATO, 1972, 81]:

Em portugués a teoria de RUSSELL com relagao ao ar
tigo definido é satisfatdria para qualquer tipo de
conjunto ou classe, seja ela uma classe cujos ele-
mentos sao enumeraveis, ou uma classe que sO pode

ser definida qualitativamente.

Discordamos de CULIOLI e ROBBINS, no que se refere
3 contribuicdo dos 1l6gicos com respeito a lingtiistica, por con
siderarmos que a teoria geral dos operadores nominais tera di
versas aplicagdes na lingtiistica, ja& que o papel destes opera
dores, quando interpretados semanticamente, & justamente o de
determinar uma classe, ou um elemento de uma classe, de manei
ra definida ou indefinida. As aplicagbes da teoria dos opera-
dores nominais & lingliistica & um trabalho por se fazer e de-
vera ser, portanto, um trabalho de carater interdisciplinar.

O uso dos artigos tem sido objeto de preocupagao
nao apenas de fildsofos especialmente interessados na 1logica.
Em sua extensa obra, intitulada The Logic of the Articles 1in
Tpaditional Philosophy, BARTH [1964] afirma, entre outras coi
sas, que os nomes proprios podem ser evitados, uma vez que, em
geral, & possivel substitui-los por descrigdes definidas, sem
prejuizo algum para a comunicagdo, tese que coincide com a de
QUINE [ 1954] . BARTH afirma ainda que determinadas sentencgas ,
por exemplo, em alemdao, que comegam com artigos definidos, fre
quentemente s3o traduzidos para o inglés, comegando por arti-
gos indefinidos. Assim, mais uma vez, podemos afirmar que a
teoria dos operadores nominais teria muito a dizer a esse res
peito, se explicita, por exemplo, relagGes que possam existir
entre diferentes operadores nominais e suas interpretagoes nas

diferentes linguas.
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§2 O SISTEMA Lww(Q, ,€) E ALGUMAS DE SUAS PROPRIEDADES

2.1 Introducgao

A idéia de incluir quantificadores (generalizados)
a logica de primeira ordem se deve a MOSTOWSKY [ 1957] . FUHRKEN
[ 1964] e VAUGHT | 1964] foram os primeiros a propor teoremas
de compacidade (contavel) e de completude abstracta (o conjun
to dos teoremas & recursivamente enumeravel) para a lOgica
Lww(Q,), que & obtida acrescentando & ldgica de primeira or-

dem o quantificador Q, , cuja interpretagéo intuitiva seria "e
xiste pelo menos um numero nao enumeradvel de elementos". O pri
meiro estudo sistematico de wa(Ql), e de fato de uma lOgica
que se "comporte bem" ao se incluir um quantificador a Lww &
de KEISLER [ 1970] . Nesse trabalho se demonstra a completude pa
ra um conjunto explicito de axiomas, além de outros importan-
tes resultados, como um teorema de omissao de tipos. O referi
do trabalho estimulou o estudo de Lww(Q, ), assim como a busca
de extensoes de Lww(Q,) que mantenham algumas das proprieda -
des da logica de primeira ordem (tomado de [ BARWISE & FEFER
MAN, 1985, 123]).

Como foi dito na introdugao, O primeiro estudo, a-
té onde sabemos, de uma extensao de Lww(Q,) acrescentando-se
um operador nominal encontra-se em [ CAICEDO & SANCHEZ, 1987 ]
e continua no presente trabalho. Apresentamos neste capitu

lo o sistema L&w(Q, ,6) sendo € o simbolo de HILBERT, de que

Lww (€) @ uma subldogica.

2.2. Sintaxe

A linguagem de Lww(Q, ,€) & dada a partir de Lww a-
crescentando-se dois novos simbolos 1logicos: um quantificador
generalizado Q, e um operador nominal €.

Tanto Oos termos quanto as formulas de Lww(Q, ,€) sao

definidas simultaneamente de forma recursiva, como segue:



As variaveis e as constantes sao termos.

Se f & um simbolo de fungao n-aria e t,,...,t, sao termos

entao f(t,,...,ty) & um termo.

Se ¢ & uma formula e x € uma variavel, entao €x ¢ (x) & um

termo no qual a variavel x & ligada.

Se R @ um simbolo de relacao n-aria e t ...ty sao temos,

entao R(t, ,...,t;) & uma férmula atomica.
Se ¢ & uma formula entao ~y também €& uma formula.
Se ¢ e ¥ sao foérmulas entao ¢ *¢¥ & uma formula.

Se ¢ & uma férmula e x & uma variavel, entao ¥xy € uma for

mula.

-

Se ¢ & uma férmula e x € uma variavel, entao Q,x¢ € uma

formula.

Nota: Os outros conectivos, A, V,¢ e o quantificador existen-

cial @, sao definidos como & usual na 1ldgica de primei-

ra ordem.

Os axiomas do sistema estao constituidos pelos a-

xiomas para ILiw com igualdade de MENDELSON [ 1964] , para € de

LEISENRING [ 1969] e para Q, de KEISLER [ 1970], e sao os seguin

tes, com as restrigoOes usuais:

P,
P,

P,

a=>(f-a)

(ar B2y )Y ({ap ) lary))
(“ﬁ*‘wa)*((“ﬁ*a)*ﬁ)

¥xa—a (t) x livre para t em «

¥x(a»f)>(a> ¥xf) x livre em «

¥x{x =x)

¥x Vy(x =y = (¢ (x,X)> ¢ (x,y))
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E, ¥X((B(x,y,re0eryy) ®a(X,2,,...,27))
aexﬁ{x,y,,...,yn}=exa(x,z“...,zm)

E, dxe(X,¥,,...,¥y) 2a(€xe(X,y,,...,¥,), Yise0-s¥Yg)

E, €xe(X,Vsenes¥n) =€za(z2,y,,...,Yy) 2z livre para x em «

C, Qyxe(xX)¢ Q ya(y) y livre para x em a
C, ¥x(a>f) > (Q, xax~>Q, x8)
C; VUxVy(vQ,z(z=xVz=y))

C, Q,xdye(x,y) »[Qydxae(x,y) VvV dyQ; x a(x,y)]

Sao duas as regras de inferéncia do sistema:

R, MODUS PONENS (MP) a,a>f / B

R, GENERALIZACAO (GEN) o« / Uxa

Estendemos a Lww(Q, ,€) as nogGes usuais de prova
(t¢), dedugao (Tt ¢) e consisténcia de um conjunto de senten
cas, sem dar explicitamente as definigSes. Em Leww(Q, ,€) valem
os seguintes teoremas que enunciamos e nao demonstramos, por
serem as demonstragoes completamente analogas as de Lww. Estes
teoremas nos mostram que Lww(Q, ,e) preserva as principais pro

priedades da teoria da prova.

TEOREMA (da Dedugao). Seja I' um conjunto de sentengas de

Lww(Q ,€) e ¢ uma sentenga de Lww(Q, ,€). Se Tu{yp}¢¥ entao

rt-¢-=>v.

TEOREMA (de Constantes). Seja ﬁww(Ql,e) uma extensao de
wa(Ql,e) formada acrescentando um conjunto arbitrario de no-
vas constantes a linguagem de Lww(Q, ,€). Entao para gqualquer

conjunto I' de sentengas de wa(Ql,e), tem—-se que:

-

I' € consistente em wa(Ql,e) se e somente se I' e

consistente em Lww(Q, ,€).
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2.3. Semantica

Uma estrutura para a linguagem de Lww(Q ,€) €& um
par (¥,F) no qual X & uma estrutura de primeira ordem e F
€ uma fungao de escolha definida no conjunto das partes de A,

(o dominio de ¥); ou seja F: P(A) A & tal que:
i) F(B) € B para todo subconjunto nao vazio B de A*

ii) F(¢) =a, onde a € um elemento arbitrario de A.

Uma valoragao em (¥ ,F) & uma fungao v do conjunto

das variaveis de Lww(Q,,€)em A, que notaremos por V. Ou seja,
v:V A

Dada uma valoragao v em ( ¥,F) definimos v(x/a) como a valora
gao que coincide com v em todas as variaveis, exceto em X, on

de toma o valor a. Isto &, v(x/a):V~>A cumpre duas condigdes:

i) vi(x/a) (y) =v(y) se x for distinta de ¥y

ii) wv(x/a) (x) =a

Uma <interpretagao de Lww(Q,, €) serd um terno
o=(x,F,v), sendo (¥ ,F) uma estrutura para Lww(Q,,€) e v u-
ma valoracao em ( ¥,F).

A seguir definimos por indugao simultaneamente so-
bre termos e férmulas, o valor de cada um deles para uma
Low(Q, ,€)-interpretagao. Denotaremos por ¢ (x/a), a interpre-

tagcao ( ¥,F,v(x/a)).

g - . -
ST, t ==x°=‘v(x) ' se t e uma variavel.

sT, t%=f£(t],...,t0) se t & f(t;,...,tp)

*A letra grega € & usada neste trabalho, tanto como simbolo
de HILBERT, como simbolo de pertinéncia de um elemento a um
conjunto. O contexto permitiri a eliminagao de ambigtlidades

que porventura possam se apresentar.
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o(x/a)
ST t =F({ale = 1}) se t & €xy(x)

SF, Se atdmica, R(t, ,...,t,), entao

p &
[} g H
- 1 se (k) aussty)l € R
0

em caso contrario

SF, Se ¢ & ~vyY entao
1 se ¥’ =0
g
g = .
0 se V¥ =1
SF, Se v & y~>7 entao

1 em caso contrario

e
= [0 se wo =] e 70 =)

SF, Se ¢ & ¥x¥ entao
0% = 1 se wo(xfa)= 1 para todo a€A
0 em caso contrario
SE, Se ¢ & Q, x¥ entao
T 1 se |{aeA|¢;o(x/a)= 1} 2o,
¢ =

0 em caso contrario

Dada uma interpretacao ¢ = (¥,F,v) e uma formula ¢

de Lww(Q, ,€) dizemos que 0 satisfaz ¢ e usamos a notagao

(H,F)ﬁ ¢ se e somente se po =1

Observagao: Se X, ;X ,...,Xy Sao as variaveis livres de uma
férmula ¢, e se para uma valoragao v, v(x,) =a,,

v(x,) =az,...,v(xX,) =a,, escrevemos:
(x,F)F ola, ,...,a,] em lugar de (M,F)ﬁ @

Esta notagéo justifica-se, porque o valor de y para (¥,F,v) de

pende, na realidade, unicamente do valor de v nas varidveisli
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vres de ¢. No caso em que ¥ seja uma sentenga e pela mesma ra

zao anterior, ja que ¢ mnao tem variaveis livres, notaremos:
(X, F)F¢ por (H;F)Esﬂ
e diremos que (X ,F) & um modelo de ¢

2.4 Reducgao de Lww(Q, ,€) a Lww(Q,)

Para demonstrar a completude de Lww(Q,,€¢), assim co
mo varios dos resultados do presente trabalho é necessario in

troduzir a seguinte definigao:

Definigao 1. Seja ¢ uma fOrmula de Lww(Q, ,€) e seja 7 o tipo
de uma estrutura (¥,F) de Lww(Q, ,€). Construimos T'=7'U{f8} ’
sendo f, um simbolo de fungao n-aria para cada termo da forma
€x0 (X,¥, ,---,¥Yy) em 9. A cada termo t de Lww(Q, ,€)fazemos cor
responder um termo t* de Lww(Q,) da seguinte maneira, por indu

¢ao no comprimento dos termos:

i) t* =t se t & uma variavel ou uma constante
ii) (ks » coipbn) 1 2B ponmgtl)
iii) (€x0 (X,¥, seves¥n)) = £5 (¥, sov+1¥n)

Dada a fungao x podemos fazer corresponder a cada
formula ¢ de tipo 7 de Lww(Q, ,€) uma formula ¢* de tipo 7' de
Lww(Q,) a que chamaremos tradugao de y. Isto faremos por indu

¢ao no comprimento da formula:

a) ROE; 4 « omrtig)® = RIE] punaytl)  me g & atOmica.
b) (vo) = v

c) (¢ > ¥)*= "> P

d) (¥xp)* = ¥xp*

e) (Q, x¢)*= Q, xp*
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Os resultados que sao expostos a seguir mostram co
mo, usando a definigao anterior, podemos relacionar as estru-
turas (#,F) do tipo 7 de Lww(Q,,€) com as estruturas (X, {'fe})
do tipo 7' de Lww(Q,) e reciprocamente. Essas Gltimas s3ao ex-
tensoes de uma estrutura de primeira ordem acrescida de um con
junto de fungoes %e y @s quais interpretam os respectivos sim-

bolos de fungao f, de 7'.

Lema 1. Sejam (¥,F) uma estrutura de Lww(Q, ,6) e v uma valora

cao em A. Entao a interpretacao ¢ = (¥X,F,v) determina uma in-

-~ Y i
terpretagao u = (¥,{£f,},v) de Lww(Q,) tal que, para cada termo

t de Lww(Q,,€), obtém-se t** =+t

Demonstragao: Dada uma fOrmula ¢ de Lww (Q, ,€) e uma interpre-
- . A ~,
tagao ¢ = (¥,F,v), seja p = (¥,{f,},v) a estrutura na qual f,es

ta definida por

(3)  %,(a,,---,an) =F({beA| (,F)EO[b,a, ,...,a,l}) ajeA 1<i<n

para cada ocorréncia de um termo do tipo €x6 (X,¥y 40 0¥g)Em Q.
Ora, segundo a definigao 1, a da operagao *, e usando indugao
no comprimento dos termos, obtemos:

i) xt =% =v{x) =x"

11) (E(, ,eee ty) P = (E(EF, ..t = £°(e8, ..., 2

= £ (L] yeee,th) = (E(ty ,eee,tn))’

CEDI G R e R b {fatyl.--.,yn)f

Il

f;f(a, y---,a2,) sendo v(yj) =a; para 1<is<n

F({beA| (},F)EO[b,a, ,...,a5]})

Il

Il

(ex@ (X;YI gooe JYn))a

TEOREMA 1. Seja ¢ uma formula de Lww(Q, ,6) e ¢* sua tradugao
em Lww(Q, )., Dadas as interpretagoes ¢ = (¥,F,v) e

v
p o= (J\‘f,,{flg }v), como no lema anterior, obtem-se:
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(,E ke o (0, DKot

Demonstragao: A demonstragao & feita por indugao no comprimen

to da formula.
i) Se ¢ €& atdOmica, R(t,,...,t,) entao
(#,F) £ R(t; ,...,t,) ©

(t%,...,t7) € R* * (lema 1)

i
& ,...,ty Y ER" #

r

v v
#,{£, HE R(t),...rty) = GG{£,1F R(ti, o0 stn)

ii) Se ¢ & vy entao

GGEVE M - (R,F)g y
> ({E DK
R v
- £, hE W
" v
o (H,{f,HE (W)

iii) Se ¢ & ¥ -7 entao
¥ Pt y-7vy >y =1ev’'=0 )
v
e g*¥ =1 e y*=0
o (H,{E })# ¥* >o*
6"y

= G {E, DEW-n*
Portanto, (,F)E ¢ =7 « (Jf,{'%’a})f;w-m*
iv) Se ¢ & ¥xy entao
(X,F)F ¥xy « (X,F)F ¢ para todo a €A

Vix/a)

o (I, {f }E ¥* para todo ae€ A

V(x/a)
(€, {f 1E szb
Vix/ a
< (3, {f e (¥xy)*
Vix/a)
V) Se ¢ & Q,xV¥ entao

(¢, FH= Q,xy « |{aeA| (},F)F ¥} |> w

Vix/a) 1

Porém por hipdtese de indugao tem-se que:
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(X,F)F ¢ = (H,{¥ﬂ})F V* para todo a€A.

Vix/a) Vix/a)
Portanto
|{aea| (,F)E ¥} | = |{aea| (¢, (£, HE ¥*}]
e assim

| {aea] (3¢, (£ DE v*}|> o,
L Vix/a)

ou seja
ac, 1%, D g xv*
'

Observagao: O teorema anterior € uma generalizagao da proposi

cdo 29.24 de MONK [ 1976, 482]

Dada uma férmula ¢ de Lww(Q, ,é) chamaremos de Ef,

¥ ¥ . . . - -
E,, E; aos axiomas E , E,, E; restritas a y; isto e, as for

mulas que aparecem em Ef, Ef, E! referem-se 3s subférmulas de
¢. Além disso, (Ef)*, (Ef)*, (E;)* serao as respectivas tradu

coes em Lww(Q,):

(BS)* MR(B® (Rivyiensi¥y] ® e® 0% 5 sewit))

- fB(yl,...,yn) = fa(x,zl,...,sz

{E:’}* HX‘B* (x,yl e fYn) - ﬁ* (fq(yl ,...’Yn) 7 yi ,---;Yn)

¥k

(B3)” £, (Y, seecs¥n) = £, (¥, 4ov4s¥n)

Observagdo: Notaremos por (E’)* a conjungdo (EY)* A (E])* A(E!)*

Lema 2. Seja ¢ uma férmula de Lww(Q, ,€) do tipo T e ¢* sua tra
dugao de tipo 7 = 7TU{f }. Se (M,{%e})F (E¥)*, entao, existe

uma funcao de escolha F:P(A) A tal que

(#,F)E ¢ = (C,{E HE o*
v e A

Demonstragao: Para cada termo do tipo €x0 (x,y,,.-.,¥Yn) Que o-

corre em ¢, definimos o conjunto

s’ Aj gewe yag = {bEA](K,{¥e})# 6*[b,a; y...,a,]1} a;,...,a,€A
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~ 6 - s
por definigao S a,;,...,a, € um subconjunto de A,

razao pela qual podemos definir F:P(A) A como a seguir:

. g 0
i) F(B) = £, (a;,...,a,) se B =S5 a,;,...,3,

para alguma # e algumas a,,...,ap de A.

ii) F(B) =b b um elemento arbitrario de B, em caso contrario.

a) F & bem definida.
Com efeito, suponhamos que a e B sao subférmulas de ¢ que pro
vém dos termos €xa (X,y, ,+.-,¥n) € €y (y,2,,...,2n) € que, a-

- ’ a B =
lém disso, S a,;...,85 = S C; ,...,Cy. Entao,

{bea| (¢, (£, E [ b,a, ,..., agl = {beal, (£ 1) F *[b,c, , ... ,cpl)
ou seja,

#, (%, DF wx@*[x,a,,...,a,] * B8*[%,¢,,...,Cn])

e como (M,{kﬂ})F (EV)* obtém-se

(H,{¥3}JF %;(a,,...,an) = ¥ﬁ(c,,...,ch,

entao,

PO 8, 5« s a8y) = P 0 weas 1)

b) F & de escolha.
- No caso de ii) pela definicao.

¥

Ny - . -
- No caso i) porque (¥,{f, })F(E])* por hipdtese; isto &,

N\,
se (M,{fﬂ})? Ix*[x,a,,...,a,] para qualquer ajeA, 1<i<n,
(4)
~ N,

entao (K,{fa})F ﬁ*[fﬁ(al,...,an),al,...,an].

0 antecedente de (4) expressa que o conjunto Sﬁal,...an ¢

" Y B .

e o consequente que f; (a,,...,a,) €S a,,...,an; ou seja, (4)
diz que

_af = }
se B=S a,,...,a, # ¢ entao g (@ s--.,a,) €B.

- -~ Ny

Porém, por definigao, F(B) = fB(al,...,a“) e, portanto,

(1) afirma que, se B #¢ entao F(B) € B, como queriamos demons-

trar.
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Com F assim definida, podemos aplicar o teorema 1 e obter

(},F)E po (¥, (. )E ¢*
v 6" vy

TEOREMA 2. Seja ¢ uma sentencga de Lww(Q, ,€6) € ¢* sua traducgao

por meio da Definigao 1. Entao,

Fe o F (E)* > p*

- N -
Demonstragao: Suponhamos que F¢ e que (¥ ,{fﬂ})t(Ew)*.Entao,

pelo lema 2, existe uma funqao de escolha F tal que

H,FYEp + (5, {F DEe*.
A v

Ora, por hipdtese, toda estrutura (¥,F)F ¢ ; entao

(K,{%e}k=w e, portanto, E(EY)*> o*.

Seja (¥,F) uma estrutura de Lww(Q, ,€), e seja
)
(K,{fa} a estrutura associada com (¥,F) pelo lema 1. Entao, pe

lo teorema 1 obtem-se
(@)  (,F)Fe « 6{E HEe*.
Ora, por hipétese
E(E*)* - o*
logo (X, {f, HF(E)*> ¢*
e, por construgao, (H,{EB})F(Ew)*. Entao,
(b) (3, {£, 1) E o*

De (a) e (b) obtem-se que (¥,F)F ¢,

e como (X,F) foi escolhido arbitrariamente obtem-se

Fe.

2.5 Completude de Lww(Q, ,€) e Aplicacgoes

O teorema anterior reduz a ldgica Lww(Q, ,¢) a 10gi

ca Lww(Q,) e o e —calculo, Lww(e), a Lww, Converte-se assim em
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forte ferramenta para nosso trabalho como & possivel observar

mos nas seguintes aplicacodes:

Corolario 1. (Teorema de completude para Lww(Q, ,€))

Fg & pF—@
Lww(Q1,€)

Demonstragao: Dada uma fOormula yeLww(Q, ,€), seja ¢* sua tradu
cao em Lww(Q, ). Pelo teorema de completude de Lww(Q,) [ KEISLER,

1970] , obtem-se

EED)* » ¢* ¢ ——(E")" > o* e entao
Low@;)

(5) EE®)* > o » (B9)*, (E0)*, (E5)* ——o* .
Lww(Q;)

Ora, seja ﬁ"...,ﬁn uma demonstragao de ¢* a partir de (E°)* em
Lww(Q, ). Cada ocorréencia de um termo do tipo fe(yl,...,yn) em
B; (1 <i <n) substituimo-la pelo correspondente termo

€XO(X,y, ,-++,¥Yy) €m ¢. Obtém-se, entao, uma sucessao de formu

las & ,...Ji em Lww(Q, ,€), que € uma dedugao de ¢ em Lww(Q,,€)

~
a partir de E!, E;, Ei, pois, Bn==$*==w e (E$)*= E; 1<i<3.

- — {\' -
Alem disso, se Bj € um axioma de Lww(Q,), entao ﬁj sera um a-

xioma de Lww(Q, ,€) e se Bj € consequéncia de formulas anterio
- . S v -

res, Bi,ﬂk, pelas regras de inferencia, entao 3j o sera de

Y]

B

Y
; » By - Consequentemente obtém-se:

(6) (ED*,ENH*, E)——y* = EY, Ef, Eff—m—v .
Lww(@Qq) Loww@g ,€)

Pelo teorema 2 sabemos que:

(7) Eo¢ * E(EY)* > o*
Oora, se F¢, entdo, de (5), (6), (7) e MP obtéem-se

(E7), (E}), (E})b—m v
L‘A-’W(Ql’e]

Mas Ef, E e Ej, s3o axiomas de Lww(Q;e€), logo b——m—m ¢ .
Lww(Qq » €)

Reciprocamente, suponhamos que F——¢ .
Lww(Q1 5 €)
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Como todos os axiomas de Lww(Q, ,€) sao validos e as regras de

inferéncia preservam a validade, entao:

— = Fe.
LW(Q‘,f)

Corolario 2. Se I' & um conjunto de sentengas de Lww(Q, ,e), ¢

é uma sentenca de Liw(Q, ,e) e 'tv entao TEy .

Corolario 3. Fo ¢ ——yp
Lwu €)
= ’ ¥ 1 o L { bk *-—; *
Corolario 4. a) | v I (E") v
Lww(Qq» €) Lww(@y)

b) ——p ¢ —(E¥)*> o*
Lww( €) Lww

Corolario 5. (Teorema de compacidade para Lww(Q ,€)). Seja ¢
um conjunto de sentengas de Lww(Q, ,€). Se todo subconjunto fi

nito de I' tem modelo entao I' tem modelo.

Corolario 6. (Teorema de compacidade para Lww(e). Dispensamos

o enunciado por razdes Obvias.

Conseqgtiéncia importante para o corolario 1 & o Teo

rema de H-eliminabilidade para Lww(Q, ,€):

Corolario 7. Se ¢ & uma férmula de Lww(Q, ,€) que nao contem O

simbolo €, entao

—_—y =
Lww(Q; 5 €) Lww(Q)

Demonstragao:

Se ————¢ entao, pelo corolario 1, Fe¢.
Lww(Qy, €)

Portanto, (¥,F)E¢ para toda estrutura (¥,F), entao

X F¢ para toda estrutura de primeira ordem ¥, ja

gue ¢ nao contém € pela hipGtese.
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portanto, ———¢ pelo teorema de completude de Lww(Q,).
Lww(Q1)

Corolario 8. (Teorema de H-eliminabilidade de € para Lww(€))
Se ¢ & uma férmula de Lww(€) que nao contem €, entao,

—_y , = by
Lww( €) Lww

2.6 Estruturas: Equivaléncia Elementar e Isomorfismo

As nogées de sub-estrutura, equivaléncia elementar
e isomorfismo podem ser estendidas a Lww(Q, ,¢) sem grandes al
teragdes. A definigdo de sub-estrutura nao sofre nenhuma modi
ficacdao com respeito a nogao de primeira ordem. Sera apresen-—
tada, no que segue, para que o trabalho seja auto-suficiente

em sua leitura.

Definigao 2. Sejam (¥,F) e (&,G) duas estruturas de Lww(Q,, €)
de tipo 7. Dizemos que (¥,F) & uma sub-estrutura de (&,G), em

simbolos (¥ ,F) C (&,G) se:

" ACB onde A & o dominio de ¥ e B o dominio de &.

2 c® = c®para toda constante c de 7.

3. fx(al,...,an) =f&(a,,...,an) para todo simbolo de fungao
n-aria f em 7 e guaisquer a,,...,a ~ em A.

4. Rx(al,...,an)<=R8(a1,...an) para todo simbolo de relagao

n-dria R em 7 e quaisquer a ,...,a em A.

Definigao 3. Sejam (¥, F) e (&,G) duas estruturas de Lww(Q ,€)
de tipo 7. Seja ¢:A~>B uma bijecdo. Dizemos que ¢ & um isomor-

- I\J 3
fismo de (¥X,F) sobre (&,G), em simbolos, (¥,F) =(&,G), se:

1. ¢ (c*) =c® para toda constante 7 de c.
2 ¢(f“(a!,...,an)) =f8(¢(a,),..-s ¢ (ap)) para toda f de 1 e

quaisquer a, ,..., anp € A.
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3. Rx(a,,...,an)*+RF(¢(a1),...,¢(an) para toda R de 7 e
quaisquer N € A.
4, Go® = ¢ o F sendo $:P(A) *P(B) a extensao candnica de ¢

a P(A). Ou seja, o seguinte diagrama deve ser comutativo:

¢
A
| ;
P (A) P (B)
¢

No caso em que ¢ nao seja sobrejetiva dizemos que
¢ € uma imersao de (¥,F) em (&,G).
A definicdo de equivaléncia elementar nao apresen

ta nenhuma modificagao com respeito a de primeira ordem.

Definigao 4. Duas estruturas (¥,F) e (&,G) de Lww (Q, ,6), de
tipo 7, sao elementarmente equivalentes, em simbolos
(X,F) =(&,G), se & o caso que para toda sentenga ¢ de

LW(QI '€ ) :
(H,F)Fy = (&,G)Fv.

Lema 3. Se ¢ & um isomorfismo de (¥,F) em (&,G) e se v & u-
ma valoragao em (¥,F) entao v' = ¢o é uma valoragao em (&,G)

tal que se 0 = ({,F, ) e p =(&,G, V") entao:
1. o(t%) =t
2 ¢o=wp para toda sentenga ¢ de wa(Ql,E).

- . - =1 :
Reciprocamente se v' & uma valoragao em (&,G) entaov=¢ ov'

define uma valoracgao em (¥,F) que cumpre as condigoes 1 e 2.

Demonstragao: Feita por indugao simultanea sobre o comprimen-

to dos termos e das formulas.

ST se t & uma variavel de x

6 (x9) = ¢ (v(x)) = (goV) (x) =v'(x) =x°
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'se t & uma constante c

$(c?) =¢ () =c® =c*

SE, DEECE svany Bl ) 2 $E R et ))
= £5(8(t]) yun s (E]))
s EVE eewatl)
= (B sonsiBa) )

St, se t &€ €exy para alguma ¢

o ((ex0)®) =0 (F{ (aca|v®(*/2) 21}y)

o(x/a)

=G (¢ ({ach|y =1}))

(T) c({¢ (a)eB|p?(FIX2D) 13y,

= (exp)’

Notas: (1) Por hipdtese de indugao.

(2) ¢ & uma bijecao.

SF,-SE, Se ¢ & atOmica se demonstra como na ldgica de primei
ordem. Igualmente acontece com os passos de indugao
nos conectivos e no quantificador universal. Apresen

tamos a seguir o passo final da indugao.

SF Se ¢ e Q,x¥ e se (Qix¢)p =1 entao

| {acA| (X, F)F ¢la] | 12w,
v.
mas pela hipotese de indugao
(I, F)E vlal=(&,0)F vlHa)l
v V'
portanto, como ¢ & uma bijecgao,
[{beB| (&,G)F ¢[bl }| > o,
YI

e assim

(Q,,x¥)"= 1.
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Consegliéncia imediata do lema anterior & o seguin

te teorema:

TEOREMA 3. Se (X,F) =(&,G) entao (,F) = (&,G)
wa(Q],E)

Como corolario natural tem-se o respectivo teore-

ma em Lww (€)

Corolario 1. Sejam (¥,F), (&,G) estruturas de Lww(€). Se

(X,F) =(&,6) entao (¥,F)=(&,G).
Lww(€ )

Definigao 5. Sejam (¥,F) e (&,G) duas estruturas de Lww(Q, ,€).
Diz-se que (¥,F) & uma sub-estrutura elementar de (&,G), ou
que (&,G) & uma extensao elementar de (¥,F), em simbolos,
(,F) < (&,G) se e somente se:

1. (¥,F) C (&,G)

. Para toda formula ¢ (X; ,X, ,...X,) em Lww(Q, ,6) e quais -

quer a;,...,a em A tivermos:
(i,F)F vla, ,...ay] ¢ (&,G)F vla ,...,23]-
3 Para toda férmula ¢(x, X, ,...,X;) e quaisquer a ,...,a
em A tivermos:
G({aE'Al (SIG)F ¢[ afal Fee== 'an] }

= F({aeA| (®,F)F vla,a, ,...,a,]} .
Da definigdo se obtém trivialmente:

TEOREMA 4. Se (¥,F) e (&,G) sao duas estruturas de Lww(Q, ,€)
tais que (¥,F)< (&,G) entao (¥,F) =(&,G).

LW(QI ’E)
Definigao 6. Seja (¥, ,F,) uma sucessao de estruturas de

Lww(Q, ,€) de tipo 7 tal que (¥; ,Fg) C (¥, ,F,) para < a< k.

X_,F) a estrutura (¥,F) de tipo 7 tal que:

Seja agk( 2
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= U
1. A a<kAa
X 3
2 c = c ’para toda constante c de 7.
Fe Ha - o
By e by & para todo simbolo de fungao f em 7.
H o
4. R =Y R para todo e<k.
5. FMBAe=F

[+

(¥, , Fo), ., € denominada por cadeia de estrutu -
ras e (K,F) por uniao destas cadeias. No caso em que
(%, ,F;) < (X, ,F,) dizemos que (X, ,F,) _, & uma cadeia elemen-

tar.

TEOREMA 5. Se (H;,E;)a(ké uma cadeia elementar de comprimen

to enumeravel entao (¥; ,Fp) agéﬂa,FQ)=(H,F) para todo &<k.

Demonstragao:
i (%, ,F,)C Y, (H ,Fa) por construcgao.

) uma interpretagao em (¥, ,F,) e

2. Seja ¢ = (¥, ,F,,

~ ~
seja ¢ = (¥,F,v) uma interpretagao em (¥,F). Demonstra

mos que para qualquer sentenga ¢ de Low(Q, ,€):
(1) (€, ,F)F v = (,FIF 9,

por indugao no comprimento da formula. No caso em que
¢ & atdmica e nos passos de indugao para os conecti -
vos e o quantificador universal, a demontragao & fei-

ta como na logica de primeira ordem.

Nos restringiremos, portanto, somente ao caso em
que ¥ & Q,xV¥(x).
Suponhamos que (ﬂﬁ,Fs)F Q, x¥(x) .

Entdo |{beh | (¥, ,F,)F ¥b]|> o,

Pela hipdtese de indugao temos

@, ,F,)F ¥b]> (,F)E VIb]
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para todo bea,. Entao |{beA| (H,F)E¢[b]| 2w,
e se obtém (¥,F)F Q,; xV¥
Reciprocamente suponhamos que (¥,F)¥F Q xy

entao |{beA | (I,F)F ¢lb] |}Zw
Como a cadeia é enumeravel, em algum A, deve ha-

ver um nimero nao enumeravel de elementos beA tais que

(X, ,Fy)Fel[b]l . Mas como (X é uma cadeia

a 'Fa )a<k
elementar, se 8 < n (KB'FE)‘: (,,F,) e temos
(%, ,F, )F ¥[b] . Se n< B com maior razao se obtém

0 resultado.

3. Demonstrada a condigao 2, e pela condigao 5 da defini-
g3o de cadeia temos que se a,,...,a; € Ajentao
F({aepr;, | ¢, F)Evla,a,,...,a5]}]| =

Fy ({aeh, | (1, ,Fy)Eela ,a, ,...,a5]}).

Observagao. O teorema nao vale para Lww(Q, ,€) no caso em que
a cadeia seja de comprimento superior a w, mas vale sem res-

trigcoes para Lww(€).

TEOREMA 6. Se (X,F) € (&,G), onde (¥,F)C (&§,G) sao estruturas de
Lww(Q, ,6) de tipo 7, e se para toda férmula ¢ (x, X, ,...,Xy) €

toda valoracgao v em (¥,F) tal que v(x) =a tivermos que:

1. Se (&,G)FdX¢(x,,...,X;), entao existe a A tal que para
quaisquer a,,...a €A (&,G6)Fy¢la,a;,...a,].
2. Para quaisquer a ,...,a,éA 1<i<n e para todo b€B e-

xiste um automorfismo ¢ em (&,G) tal que
i) #b)E A
ii) Haj;)= a; 1<i<n

entio (¥,F) < (&,G)



Demonstragdao: Por indugao no comprimento das formulas

tramos que:
1. (X,F)Fy = (&,G)F¢
v v

Para as formulas atdmicas (1) fica demonstrada,
(X,F) C (&§,G). Os passos de indugdo nos conectivos nao

mudangas com relagao a demonstragao correspondente na
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demons

pois
sofrem

1logica

de primeira ordem. Ver, por exemplo, [MALITZ 1979, 168] .

Vejamos os casos com quantificadores. Dada a defi

nicao de quantificador existencial & facil provar que

(H,F)F Ix Ax) = (H.F)\t: v(¥xVv X)) .
\

Assim, o passo de indugao para o quantificador u-

niversal pode ser substituido por um passo de indugao

quantificador existencial. Suponhamos que

¢ = IxY(x) e que (}F,F)f\igo .

Assim, para algum aeA temos

GOEVEVLa,3, ,cn e an]

Mas pela hipdtese de indugao temos

(&,G)t vla,a, ;...,a5] .

Reciprocamente suponhamos que (&,G)F¢ entao

¥

(&,G)t axy (x,x, ,...,X,) . Entao por hipotese do

teorema existe aeA tal que (&,G)FV¥la,a;,...,a,l
v
e pela hipbtese de indugao (M,F)t Yla,a, y...,a,]

e assim (¥,F)F o .
v
Agora suponhamos que v==le@(x,xl,...,xn), e que

(&,G)F Q x¥(X,X, ;... sXn)

com O

Entao C = {beB|(&,G)F¥[b,a,,...,a,] & tal que

[C|Zw; . Ora, ¢(c) ={¢(b)eB| (&,G)F V[¢(b),b(a,),...,0(a,)]

{aeA | ¢ (b) =a, para algum beC e (&,G)F ¢¥[¢(b),a,,...,a]

{acA | ¢ (b) =a, para algum beC e (¥X,F)F ¥[¢(b),a,,...,a,].
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Como ¢(C) c{aeAd | (X,FIFV¥la,a, ,...,a,]} temos que
w < g0 < | {aea| (¥,F)E wla,al,...,an]}|
e portanto (H,F)F Q, xy
Reciprocamente, como
{aer | (X, F)F Y[a,a, ,..-,a,)} C {aeA | (&,6)F ¢Ia,al,“.,an]}
obtém-se que, se (¥,F)F Q x¥ ent3ao (&,G)kE Q,xv .
O método de diagramas, por exemplo [CHANG & KEISLER,

1973, 68], pode ser estendido sem dificuldades a Lww (Q, ,€) .

Se (¥,F) & uma estrutura de tipo 7 de Luw(Q, ,€) e se

I, =(,a) € a expansao de ¥, na l0gica de primeira ordem
aeA
H
de tipo 7', onde 1 = 7U{c_|acA e caA==a}, entao (¥, ,F) é

uma expansao de tipo 7 de (X,F).

Definigao 7. O diagrama de (¥,F) denotado por D(X,F) & o con
junto de sentengas atOmicas e negagbes de atdmicas de tipo

7' que valem em (HA,F).

TEOREMA 7. Sejam (X,F), (&,G) estruturas de Lww(Q, ,6). En-
tao ¢ & uma imersdo de (¥,F) em (&,G) se e somente se (&,G)
pode ser expandido a (&+,G) um modelo do diagrama de (¥ ,F),

tal que Goa¥=¢oF, sendo ¢ a extens3o candnica de ¢ a P(A).

Demonstragao: Como no caso da logica de primeira ordem, se
¢ & uma imersao de (¥X,F) em (&,G) entdo, (&7,G) onde

&= (&,4(a))aer,é modelo do diagrama de (¥,F). Por outro la
do, se &t= (&,c,)aeA e (&17,G) & modelo do diagrama de (i,F),
basta tomar ¢:A - B tal que

1. ¢(a) = c:+ e 2. Go® =¢oF

para que ¢ seja uma imersao em (&,G).
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2.7. Os Sistemas Lww(1) e wa(Ql,1)

A definigao do operador de descrigao de RUSSELL
é uma "definigao em uso", conforme ja mencionamos, ou seja,

uma definigao contextual. RUSSELL nao tentou analisar ou

(1]

definir a expressao ixy(x) isoladamente. E ainda que sua teo
ria das descrigOes tenha sido uma de suas maiores contribui
¢oes a Filosofia, as dificuldades encontradas no tratamento
metamatematico para demonstrar a eliminabilidade das descri
¢oes talvez fizeram com que a teoria de RUSSELL se tornasse
impopular na comunidade matematica. HILBERT e BERNAYS [1939,
422-457) simplificaram a teoria, introduzindo na linguagem
o operador 71 , com a condigcao de que o termo 1xy(x) seja u-

sado somente depois de ter sido demonstrado que:

3 qAx (%)

2. UxVy(p(x) A¢(y) >x=y)

Além disso ampliam a regra de substituigao do Cal
culo de Predicados de primeira ordem, para permitir a subs-
ti%uigéo de uma expressao do tipo 1x¢ (x) por uma variavel
livre, com a condigao de que as clasulas 1 e 2 tenham sido
derivadas no sistema.

HILBERT e BERNAYS demonstram um teorema de H-eli
minabilidade para 7 nesse sistema. A demonstragao & feita
sintaticamente. Em ROSSER [ 1953,184] e HAILPERIN [ 1954, 16]
encontramos sistemas de axiomas para o Calculo de Predica -
dos de 12 ordem acrescidos de 7, Luw(1), nos quais se demons
tram teoremas de H-eliminabilidade para esse simbolo.

Em HAILPERIN encontramos, além disso, teoremas
de completude tanto para o sistema de RUSSELL como para o
seu proprio sistema, para uma semdntica adequada.

Por outro lado, o teorema 29.20 de MONK [ 1976 ]

trata da ' H-eliminabilidade do operador de descrigao em
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um sistema bastante andlogo ao que usamos aqui para €, salvo
por considerar, na linguagem, uma constante distinta, a qual
permitira dar a expressdo ix¢ (x) um valor, no caso em que nao
exista uma x tal que ¢ (x), ou existam muitos x tais que ¢(x).

A equivaléncia 1l6gica entre Lww(7) e Lww nao jus-
tifica que o descritor nao seja usado na matemdtica. Nisto
concordamos com ROSSER [ 1953,195] e KNEEBONE [1963, 91]. O

primeiro se expressara da seguinte maneira:

O uso das descrigoes na matematica do dia a dia
€ tdo numeroso que poderiamos assinalar umas pou-
cas instancias para indicar seu amplo uso. Alguma
nogcao do uso extenso das descrigoes pode ser to-
mada do fato que "the" & a palavra mais comum em
inglés e gque a maioria dos usos do "the" ocorre

em descrigOes. Quando falamos de "a linha entre

dois pontos", "o conjunto dos numeros primos", "a

derivada de f(x)", etc, estamos usando descriqSes.
Todas as constantes ou fungoes da matematica sao

dadas por descrigoes,

De fato, se ¢ (x,y) € uma fbrmula com x,y livres ,

a expressao 'y¥ (x,y) define uma funcao em x como segue:

f(X) = jy ‘p{xJIY)-

KEENEBONE, por outro lado, ilustra-nos a utilida-
de do simbolo 7, mostrando na secgao 2.1 de seu livro de que
maneira este simbolo pode ser usado para formalizar o concei
to, tao importante, de funcgao caracteristica. Além disso &
muito usual, em matemdtica, teoremas de existéncia e unicida
de na solugao de equagbes para as quais se conhece a solugao
explicita. Nestes casos a Unica maneira de referir-se a ela
€& por meio de uma descrigao, a qual se converte, portanto, em
nome da mesma.

Se acrescentarmos a linguagem de Lww(?) o quanti-

ficador Q, e o sistema de axiomas de ROSSER [ 1953,184 ] para
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Lww(?) os axiomas C, a C; (ver p. 28), obteremos um sistema
pafa Low(Q, ,7) completamente analogo ao sistema para
Lww(Q, ,€), por nds apresentado.

O teorema 29.20 de R-eliminacao de MONK [ 1976] pode ser
facilmente estendido a Lww(Q,,?) , demonstrando-se assim que
Low(Q, ,1)= Lww(Q; ). No que se refere a Lww(Q, ,6) o caso &
bem diferente, como mostraremos no proximo capitulo, justi

ficando portanto o estudo detalhado deste sistema.
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§3. A LOGICA DAS FORMULAS ¢ -INVARIANTES DE Lww(Q, ,6) e Lww(€)

3.1 R-eliminabilidade de € em I-Lww(€)

Definigao 8. Seja ¢(X,,...,X;) uma fOrmula de Lww(Q ,€). Dize
mos que ¢ € €-invariante se, para qualquer estrutura de pri-
meira ordem ¥, qualquer valoragao v, e quaisquer fungoes de

escolha F, G em P(A) obtem-se
(3,F) Fyo = (I,G) Fo

Exemplo: Dada ¢, a fbérmula ¢ (€xy¢(x)) & €-invariante, porque

Y (exy (X) « dxy¢ (x) em wa(Ql,e). Com efeito,
(“,F)‘ﬁ g (exyp (x)) * (H,F)i‘j Axy (x)
e (H;G)t Ix¢ (x)

< (H;G)t p (exy (x))

Observagao: A formula dx¢ (x) nao contem € e portanto é €-

invariante.

£ importante ressaltar que nem todas as formulas

sao e-invariantes, como se pode ver pelo seguinte exemplo:
0 : ¥x¥ylx #y>eu(u #x) #eu(u #y)JAIx¥y(x # €u(u #y))

Q tem como modelos estruturas (¥,F) nas quais existe uma fun-
cao f injetiva, nao sobrejetiva e sem pontos fixos definida em

A e tal que a fungao de escolha F cumpre:
(%) F(A-{x}) = f(x) para qualquer x de A.

Evidentemente dado A infinito podemos achar F e G tais que F

tenha a propriedade (*) enquanto G nao. Portanto
(¥,F)F Q e (#,G) # Q.

por outro lado, a existéncia de f requer que A seja infinito.

Em realidade tem-se que

A é infinito ¢ (¥,F)F Q para alguma F,
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do qual conclui-se que € nao & eliminavel em Q. Pois, se o fos

se, ou seja, se existisse uma fOrmula ¢ em Lww(€) tal que

F——Q ¢ ¢ ter-se-ia que:
Lww( €)

A & infinito ¢ (¥,F)FQ para alguma F
¢ (K,F)F¢ para alguma F

< I F ¢ ¢nao contem €

o qual significaria que ¥ axiomatiza a classe dos conjuntos
infinitos; porém sabe-se que isto nao é possivel pelo teorema

da compacidade para Lww.

Passamos agora a estudar o conjunto I-Lww(Q, ,€)
das formulas €-invariantes em wa(Ql,E). O primeiro resultado

€ o seguinte:

TEOREMA 8. O conjunto das fOrmulas invariantes de Lww(Q, ,€),
I-Lww(Q, ,6), é fechado para as operagbes logicas ordinarias

e o quantificador Q,.

Demonstragao: Consideremos interpretagoes o = (¥, F,v) e
p =(X,G,v) e formulas invariantes a,f. Faremos a demonstragao
por indugao no comprimento da formula:
(a) (X,F)E va © (H,F)# «a
v v
@ (H,G) I «
\
* ({,G)F Vva
o
Ou seja, se a & e-invariante entao ™~ também & €-invariante.
(b) (,F)#B>a®p’=1 e o=0
ep'=1 e =0 (,G)FF~>
v

Ou seja, se fe @ s3o €-invariantes entao f »« também & €-inva.

riante.
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(c) (,F)F yxa « (¥,F)F a para todo a€A
Vix/a)

< (X,G)F o para todo a€A
Vix/a)

<« ({,G)Fa
\4
Ou seja, se a & €-invariante entao Vxe também é €-invariante.
(d) (X,F)F Q;xa <« ]{aeA](K,F)F @} |>
v

Vix/a)

| {aea| (€,G0)F a}|> @

V(x/a) :

<>

(%)

< (X,G)F Q, x«a
v

(*) {aen| (¥,F)F a} ={(¥,G)| (H,G)F a} pois « & e€-invariante
Vix/a) Vix/a)

por hipdtese.

Demonstramos que, se @ & €-invariante Q, x também &

€—-invariante. Com isto fica demonstrado o teorema.

m

Coroldrio. O conjunto das fdrmulas €-invariantes de Lww(€)

fechado para as operagoes logicas ordinarias.

Lema 4. Seja v(€) em Lww(€) uma férmula €-invariante do tipo

T e seja ¢* sua tradugao em Lww. Sejam

K

v oY) @
, = WeEst, [af, ... %, GG JEED* A )

K

N, N Y ek *
" {x € Estr|Hgal,...,g9m(3f,{gaj]i=(E) Anp*}

entao K, e K, sao duas classes projetivas* disjuntas cuja uniao

e EstT.

Demonstragao: K, e K, s3o classes projetivas por definigdo. Suponhamos
qmiw‘&#¢.Hﬁ%,pﬂaaMWﬁemmmmaMecEdm;%iuéiém-&m@eqm

(o, (£, 1) E(E)* A 0¥

. *Uma classe K de estruturas de tipo 7 de uma logica
L se diz projetiva (ou PC) se e somente se existe 7'2 7 e uma

classe elementar K' de tipo 7' em L tal que K ={¥R_ [( €K'},
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e para certas g,, (1 <j<m) tem-se que
J
n o
(a,{g, . 1) F(E®)" A~ p*
]

Ent3o, devido ao lema 2, existem fungoes de escolha F e G em

P(A) tais que

(H,F)Ep (e) e (X,G)F vy (€)

porém, como ¢ (€) é e-invariante, obtem-se uma contradicao.

Por outro lado, também pelo 1lema 2, obtemos que

K, U K

’ , = Est_, ja que

Ke
1l

{# e Est_| AF(,F)F p(¢€) }

=
[ 5]
]

{x e Est_| IGI,G)F Vo (e)]}.

TEOREMA 9. (Teorema de R-eliminacao de € em Lww(€)). Seja ¢ (€)
uma férmula €-invariante de Lww(e) de tipo 7.Entao, existe u-

ma formula ¢ de Lww tal que Fyed.

Demonstragdo: Seja ¢* a tradugao de ¢ em Lww . O lema 4 garan

te que
Y]
K, = {%eEBst, |TE,,...0F, O(E FTFRED*A]
1 on 01
~ ~ ~ %
K, = {Xe Estflﬂgal,...,gom (I,{gaj}f:(E”) A~Np*}

s3o classes projetivas disjuntas, cuja uniao & Est, . Pelo teQ
rema de interpolacao em Lww, obtem-se que existe ¢' de tipo

T tal que X eK, = HEy'.

ora, (€,F)F¢ * XekK * (X,F)F ¢ «¢' , pois ¢" nao contem € e,
isto significa que (¥,F)F¢ ¢¢'. Portanto Feoed, ja que (X,F)

foi escolhida arbitrariamente.

Observagao: Em uma légica fechada para a negagao o teorema
classico de interpolacdo & equivalente & afirmagao: para cada
par de classes projetivas disjuntas K, S Est e K,C Est_, exis

te uma classe elementar K tal que K,C K e K,& Est -K.
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Corolario: Seja w(€) uma fOrmula €-invariante de Lww(€) de ti

po 7. Entao, existe uma fOrmula ¢' de Lww tal que ——y ©¢'.
Lww( €)

Demonstragao: O corolario & uma consequéncia imediata do teo-

rema 4 e do teorema de completude de Lww(€).

3.2 Nao Eliminabilidade de € em I-Low(Q, ,€)

O teorema anterior nao pode estender-se a Lww(Q ,€),
pois, como veremos a seguir, nesta 16gica existem formulas €-
invariantes que nao sao equivalentes a alguma fOrmula sem €.
Isto faz com que o simbolo € nao seja eliminavel e torna-o um
operador bastante interessante. O resultado obtido se expres-—

sa na seguinte forma:

TEOREMA 10. Existem fdérmulas €-invariantes de Lww(Q, ,€) gue nao
sao equivalentes a férmula alguma de Lww(Q,).

Demonstragao: Seja © a formula

[ ¥xR(x,x)A ¥xV¥y(R(x,y)”R(y,x))A ¥x¥yv¥z(R(x,y)A R(y,z)”R(x,2))]
A Qx(dy(x =€z(zRy)))

que abreviaremos por: "R & uma relacao de equivaléncia" Aa.

a) QO e e-invariante.

Com efeito:

i) "R & uma relacdo de equivaléncia", & uma formula de primei
ra ordem gue nao contem € e, portanto, & €-invariante.

ii) A férmula a« =Q, x(dy(x =€z (zRy)) quantificando um certo con
junto de representantes das classes de équivaléncia, escolhi-
dos por meio do simbolo €, diz, intuitivamente, que a relaggo
de equivaléncia R tem pelo menos , classes. Vejamos que a &

e-invariante no contexto de Q:

Seja (¥,F) uma estrutura de Lww (Q, ,€) 2

(x,FEQ = (X,FFa
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ora, (X,F)Fa < |{achA|(¥,F)F dy(a =€z (zRy))}| 2w, .

Além disso,

(#,F)F @y(a =€z (zRy)) « (¥,F)F a =€z (zRb) para algum b

# a = F({c|a,F)F cRb, para algum b})
< a = F([bl).
Porém, F & uma fungao de escolha e F([(b)l)e[b]; entao a€[b];
Logo [a]l=[b] e a=F([a]) .

Portanto (¥,F)Fe ¢ |{acA|la =F(la]}]|> v,
ou seja, (K,F)Fa < |A/R| >0, .

Este resultado & independente da funcao de escolha considera-

da. Assim para qualquer funcao de escolha G obtem-se
(,G)F a = |[A/R| 20,

Portanto

(H,F)F a « ((,G)Fa,

ou seja, @ & €-invariante no contexto de Q.

b) Q nao & equivalente a formula alguma ¢' de Lww(Q, ).

Na argumentagao de KEISLER que demonstra com um
contraexemplo que Lww(Q,) nao satisfaz interpolagao, usa-se

o seguinte resultado [ :BARWISE e FEFERMAN, 1985, 57]:

. ; s
Para i =0,1, sejam H; =(A;,R 1) estruturas onde

s - - . ~ . P -
Rl uma relagao de equivalencia com apenas um numero nao enu
meravel de classes de equivalencia e Ai/in e enumeravel

para © =0 e nae enumerdvel para i =1. Entao

Il

Ko ¥y

Lww (Q, )

Aplicando o resultado anterior ap nosso caso, obte
mos que se Q for equivalente a alguma férmula de Lww(Q,), en

tao seria satisfeita pela estrutura ¥,, o que é absurdo.
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4. INTERPOLAGAO EM Lww(€) e Lww(Q, ,€)

4.1 Interpolagcao em Lww(€)

A conjectura de que a propriedade de interpola -
¢ao nao vale em linguagens de primeira ordem com operadores_
nominais estd em da COSTA [ 1980] . A equivaléncia entre Lww(?)
e Lww garante a propriedade de interpolagao em Lww(?).
No caso de Lww(€), nos aproximamos da solugéo da conjectu-
ra, através do seguinte teorema, o qual garante a existén-
cia de uma interpolante entre duas férmulas, ¢,¥ tais que

¢F ¥, se pelo menos uma das duas €& €-invariante.

TEOREMA 11. Sejam ¢ (€) de tipo 7 e VY (€) de tipo p em Lww (€).
Se pelo menos uma das duas fOrmulas & €-invariante e se
Eyg (6) >yY(e) entao existe uma fOrmula 6 de Lww(€) de tipo 7Np

tal que Fo(e)~> 0 e Fo~->y(e).

Demonstragao.
Caso 1. Se p(€) e ¥(e) s3o €-invariantes, existe a formula

0, pelo fato de que Lww(e) =I-Lww(€), pelo Teorema 10.

L

Caso 2. Se p(€) & €-invariante e V¥ (€) nao o é, o Teorema 10
garante que existe uma formula ¢'eLww tal que Fy <+« ¢'. Ora, se
Ep(e)~ V() entao F¢ > y¥(e) e entao, pelo Teorema 2,
Ft{f"((Ew)*"(kb*}). Usando interpretagao em Lww, oObtemos uma
férmula 0'de tipo 7Np' tal que Feo¢'~ ¢ e EO'- ((Ew)*“*l#*).Mas,
usando tautologias adequadas e substituigao por equivalencia
obtemos F¢'»0' e F(E]’p)**(ﬁ'-’w*) . Aplicando de novo os Teo-

remas 2 e 10 obtemos F9~>0 e F0~> ¢ onde 8 & tal que 0*=0".

Caso 3. Se V(e) & e-invariante e v (€) ndo o &, entao, pelo
Teorema 4 temos F ¢ (€)> Y'para alguma ¥' de Lww. Demonstrare
mos que E((EP)*A p*)~>¥"'. Suponhamos que (Jf,{%'a})I:(Ew)*A P

entao pelo lema 2 existe uma fungdo de escolha F:P(A) A

tal que (¥,F)F¢(e)=* (Jf,{'fe})#«p*. Ora, se (X,F)F¢(e) entao
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(#,F)E ¢ (¢) e portanto (X,F)E ¥' . Usando entao o teorema de
H-eliminabilidade para € em Lww(€), e como ¢Y' nao contém
€, obtém-se que HFY e portanto também que (W,{%E}F:¢'. En-
t30 existe 0'e Lww de tipo 7'Np tal que F(Ew)*A‘p*+3' e
E@->y'. Entdo E(E¥)*>(¢p*>0') e FO'5Y'. Usando os teoremas
2 e 10 obtemos Fy~0 e FO0-y onde 0 & uma fOrmula de Lww(€)
tal que 60*=90".

4,2 Interpolacao em L&w(Q, ,€)

KEISLER demonstrou em 1971 que o teorema de in-
terpolagdo ndo vale em Lww(Q,). O contraexemplo de KEISLER

pode ser descrito como segue [ BARWISE e FEFERMAN, 1985, 35]:

Seja ¢,(E,R) uma formula que expressa que E é u
ma relagcdo de equivaléncia que tem somente um
nimero nao enumeravel de classes de equivaléncia
e R & um conjunto contavel de representantes. Se
ja ainda ¢, (E,S) a férmula que expressa uma afir
magao similar com S sendo um conjunto nao enume
ravel de representantes. Entao ¢(E,R)F V¢ (E,S)
tem uma interpolante em Lww(Q,); supor o contra
rio implicaria chegar ao absurdo (o mencionado
no final do capitulo anterior).

Se expressamos essas "foérmulas" na linguagem de

Lww(Q, ,€) obtemos:

- ¢ : "E & de equivaléncia" AV Q, xdy(x =€z (zEy))
A duQ v (v= €w(wEu))
que abreviamos por "E"A vy Af .
- p!: "E é de equivaléncia" AQ, xdy (x =€z (zEy))A duQ v (v=€ w (WEu)
que abreviamos por "E" ApA B .

No capitulo anterior demonstramos que & expressa
que o niimero de classes de equivaléncia de E & nao enumera -
vel e que & €-invariante no contexto de {, e portanto o sera

no contexto de ¥; ou ¥ .
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A formula f= HuQ,v(v =e€w(wEu) expressa por sua
vez, que cada classe de E nao € enumeravel e que & €-inva -
riante no contexto de f2, e portanto o serda no contexto de @

ou ¢! . De fato,
(K,F)F JuQ,v(v =€w(wEu)) <
(X,F)F Q,v(v =ew(wEa)) para todo acA <
| {bea| (x,F)F b =€w(wEa))}| = w, para todo acA <«
| {beA|b =F({c€A | cEa})}| > w, para todo a€A ¢
| {bea|b =F([a] )| > w, para todo a€A <«
(1) |{pbeA|b€lall}l]| > w,

pois F €& de escolha.

Como (1) é independente da fungao de escolha se
lecionada, resulta que B € €-invariante no contexto de g ou
¢:. Portanto ¢, e ¢ sao e-invariantes, pois no capitulo an
terior se demonstrou que tanto "E é relagdo de equivaléncia"
como @ sao €-invariantes e no teorema &8 demonstramos que
I-Lww(Q, ,6) & fechado para as operagbes lSgicas ordinarias

e Q, . Ora,
I S

De fato,

(#,F)F ¢ = (K,F)F "E" A~cASB

)

(H,F)F Vva

)

(K,F}F LV llEtl o r\,ﬁ

)

(3,F)E ~ 9 .

Conjecturamos que nao existe uma férmula inter-
polante entre ¢; e ¢/ e portanto que o teorema de interpola

¢cdo nao vale nem em I-Lww(Q, ,€) nem em Lww(Q, ,€).
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§5. OBSERVACOES E PROBLEMAS EM ABERTO

5.1 Historia dos Operadores Nominais

Em nossa tese esbogamos uma histéria dos operado
res nominais. Uma cuidadosa investigagao sobre o tema sera
de fundamental importancia, entre outras coisas, para avaliar
porque os operadores nominais, sendo tdo importantes, nao fo
ram usados na matematica usual, com excessao do operador de

abstracgao.

5.2 Operadores Nominais e Lingtiistica

Sabemos que o uso do artigo indefinido nao é ho-
mogéneo nas linguagens naturais, depende de quem O usa e CO-
mo é usado. A nossa investigagao explicitaria pelo menos dois
usos do artigo indefinido nas linguagens naturais.

As fOrmulas €-invariantes seriam, intuitivamente
falando, aquelas nas quais o simbolo € abstrairia o artigo
indefinido "um", quando ele & usado na linguagem ordinaria
com sentido de total indeterminagao; iséo €, trata-se de qual
quer um. Nas formulas que nao sao €-invariantes, nas quais
a interpretagdo do € depende da fungdo de escolha, o simbolo
€ abstrairia o artigo indefinido quando ele tem algum tipo de
determinagdo, dada, naturalmente, por quem O usa.

O fato de que em Lww(€) as formulas é-invariantes, L
sao R-eliminaveis, enquanto que em Lww(Q, ,€) nao necessaria-
mente, manifesta, que_é medida que a linguagem se enriquece
com certo tipo de simbolos, o papel do artigo indefinido se
faz cada vez mais relevante. O artigo indefinido nao poderia
ser definido nestes casos, em fungao dos quantificadores, co
mo pensava RUSSELL [ 1966, 165] . Caso contrario seria o do ar
tido definido, pois ele & dispensavel, o que coincide com a

__tese de QUINE [1960] , por exemplo.
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Naturalmente, estas afirmacoes, que fazemos sem
muito aprofundar, sao questoes abertas colocadas para serem
investigadas seriamente por um grupo interdisciplinar de fi-

16sofos da linguagem, lingliistas e ldgicos.

5.3 Teoria Geral dos Operadores Nominais

Terminamos nossa tese com uma lista de problemas

técnicos, que foram surgindo durante a investigagéo.

10 Vale o teorema de interpolagdo em algumas das 1dgicas

Lww(€e), Lww(Q, ,€), ou I-Lww(Q, ,€)7?

Chegamos quase a demonstrar o teorema de interpo
lagdo para Lww(€). Porém, o quase nao vale em matemdtica. Con
tudo, estd bastante localizado o ponto critico para gque O
teorema seja valido, ou nao. Estamos tentanto remover o obs-—

taculo ou encontrar um contra-exemplo.

2@ Continuar com o estudo de Lww(Q, ,€) especialmente no que

se refere a teoria de modelos.

3¢ A definicdo de férmula e-invariante & uma definigao se-
mintica. Propomos, como questao:
Como caracterizar sintaticamente as formulas € -invariantes em

L&M(E) e LW(QI s € ) ?

49 Lww tem, em relacdo ao operador €, a propriedade de que
Lww = I-Lww(e ). Porém, como & interessante notar, os quanti-
ficadores generalizados podem ser introduzidos, de modo al-
ternativo, como operadores nominais convenientes. Podemos,
ent3o indagar quais sdo as propriedades basicas do operador

nominal g, tal que Lww(Q,) =I-Lww(q,)?

50 Até onde valem os resultados desta investigagao para quan

tificadores generalizados e operadores nominais arbitrarios?
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5.4 Lbogicas Nao-Classicas e Operadores Nominais

O simbolo € de HILBERT e o descritor de RUSSELL
tem sido estudados recentemente em certas logicas paraconsis
tentes. Por exemplo, nas teses de doutorado 0 simbolo € de
Hilbert em logica paraconsistente, de Mineko Yamashita e Des
erigao e paraconsistencia, de Celina A.A. Pereira Abar, (PUC
de Sao Paulo, 1985).

Fica em aberto a questao do estudo dos operado -

res nominais em outras logicas nao classicas.
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