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INTRODUGAQ

ek T

Neste estudo, desenvolvemos uma nova gemantica de mun=
dos possiveis para linguagens modais de primeira ordem com lden
tidade e simbolos funcionais, a partir de uma reformulagao  do
conceito de satisfagdo. Tal como na semantica kripkeana, vérias
16gicas modals podem sex especificadas por meio dessa sendntica,
dependendo das condigoes impostas is respectivas relagdes de a-

cessibilidade entre os mundos possiveis. Analisamos aqui,de for
ma detalhada, a 1dgica que resulta quando a relagdo de acessibi
lidade considerada & uma relagao de equivaléncia. Estudamos al-
gumas das suas principais caracteristicas semanticas e apresen-
tamos um sistema axiomdtico, com respeito ao qual, essa lbgica
& correta e completa. Verificamos, ainda, que esse sistema é es
tritamente mais fraco do gue aextensdo usual, para essas lingua-=
gens, do sistema 55 de Lewis com a férmula de Barcan.

Ao elaborar essa semantica, NOSsSo percurso teve como
horizonte a critica guineana d logica modal quantificacional .NO

tadamente, a tese segundo a qual, para dar sentido a quantifica
a0 através de contextos modais, somos forgados a assumir uma
wutrina essencialista: aquela que estabelece uma distingao en-
tre propriedades essenciais e propriedades acidentais de obje-
L0S, independentementecixaneLx,decpm:a linguagem dispoe para fa
se-—1hes referéncia (cf. QUINE, 1943; 1944, 1947,1961,1960,1953
¢ FULLESDAL, 1969). Procurando escapar 4 objecao gquineana, recu

dicotomia entre contextos referencialmente transparen=

samos a

tes e referencialmente Opacos, encaminhando-nos para O reconhe-
- s A ;)

- mento de um carater intermediario dos contextos modails s

com efeito, se entendermos por contexto referencialmen
- transparente aquele que expressa uma condicao que € satisfel
a1 ou nao por objetos enguanto tais, e se, por outro Tade 80 di

Smos quelmlqmmexu>e referenc:almente opaco estamos recusando

i“lcf. KAPLAN, 1969, onde se encontra uma instigante analise dos
contextos 1nte1mud1arloq, a recusa da dicotomia transparente
—opaco e retemada, tanbém, om BELGIN, 1985.
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a possibilidade de determinar a sua roferéncia, entao a nao

fransvaroncia referencial nao precisa ser interpretada como €=

quivalen-c a opacidade roferencial. Aprendemos, com 08 greqgos,
(1) fdipo quis se casar com a rainha de Tebas

2. ue
(2) fdipo casou-se com a rainha de Tebas.

A partir de entao, entendemos que, embora (2) expresie uma con-
dicao satisfeita por Jocasta — a de ter sido casada com Bdipo —
ao passo que, (1) talvez nio predique propriamente alguma coisa
daquela que era mae de fidipo, o que nos prende a essa historia
& o fato de que (1) fala de algum modo do referente de (2). Um
contexto, no gual um termo singular nao esta sendo usado sim-
plesmente como um meio indiferente de especificar um objeto,nao

nos deixa necessariamente ceqos para a alusao feita » esse mes-

mo objeto.
£dipo, como se sabe, furou oS préprios olhos. Subsumir

a opacidace referencial contextos onde termos singulares 0COI~™
rem de modo nao puramente referencial, como em (1), e também en

(3) Nove' € um numeral

ou em
(4) Necessariamente nove & maior do que sete,

depende de uma decisdo tedrica; em Gltima instancia, da propria

natureza do modelo de analise que & utilizado. A dicotomia trans

i cegueira analitica aqueles que, como

parente-opaco condena
de~

Quine, percebem as dificuldades envolvidas na tentativa de

terminar, para tais contextos, um referente independente da 1lin

gquagem: sao forgados a renunciar a uma analise desses contextos,

ombora reconhecondo—-0S COMO sintaticamente complexos. Bm  @Spe~

a definicao recursiva de verdade

cial, nao 3o capazes de dar um
344), sendo obri-

que venha a abrangé-los (cf., QUINE, 1969, p.

gados a trata~-los gemanticamente do mesmo nodo como & tratada a

ocorréncia sintatica do agrupamento de letras 'nove' em
(1)

(") Maria estd lendo uma novela i

gy
( )Qulne, em T
tificagao atraves d
cagao, alias absurda,

hree Grades of Modal Tnvolvement, compara a quan
e um contexto nao transparente a guantifi
em uma palavra (QUINE, 1966, p. 171).
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Cotio mostra Kaplan, dajia a dieotomia traneparaente-opa-

3, s0 ha duas possibilidades de interpretar a ocorréneia de um
Crmo singular nume  construgao: ou como puranente referencial
inda que, como no caso dos contextos modais, seja possivel a-
{ “ibuir=lhe outra referéncla que nao a ordinaria) ou asgimi-~
irdo-a ds ocorréneilas acidentais (tipograficas) exenplificadas
'5) (cf. KAPLAN, 1969). rodemos , no entanto, encarar a oO-
ccreéncia de um termo singular em um contexto modal como reme-
Lerddo simultaneamente a um objeto e a um modo linguistico de ©s

pecifica-lo: em certo sentido, o termo estaria sando, ao mesmo

tempo, usado e mmncionade(l). Nosso paradigma nao & o de
(6) Nove nao ocorre em novela,
mas antes, talvez, o de
(7) Joaquinzdo era assim chamado por causa do seu
tamanho ,

na medida em que ¢ssa sentenga pode ser traduzida por

(8) Joaquinzdo era chamado de "Joagulnzao' por

causa do seu tamanho.

Para Quine, em (38), © nome ‘Joaquinzﬁo’ tem duas ocorréncias sin
{ Aticas: a primeira, purament e referencial e a segunda, nao (cf.
OUINE, 1943, 1944, 1961). A primeira ocorréncia de 'Joaquinzao'
cm (8) poderia ser vista como um mero expediente para designar
m objeta, enguanto, na segunda, O nome seria empregado para
referir-se a si mesmo, para designar um nome do objeto.

Nao nos interessa acqui analisar aquilo que & expresso
om (8), especialmente através do uso da expressao '‘Joaguinzao'e
Jo predicado “ser chamado de ... por causa de ...“{2}.Basta—nos
na medida em que (7) @ traduzida por (8), nao =

obhearvar gue,

o5 ranho a linguagem natural gue um termo seja usado e menciona

0o simultaneamente por meio dc uma Gnica ocorrencia, pois,em(7),

o nome tem exatamente essa dupla fungao. Dentro desse paradigma,

podenos compreender a referéncia nos contextos modais como en-

(1 » _ ; g e g o
"4 nogao classica de objeto bem como a distingdo tradicional
entre o uso e mengao sao, aqui, emprecados com propositos me
ramente expositivos. Como o leitor percebera, ambas sofrem

alteragoes importantes no contexto. deste trabalho.

'2'a analise de (8) tambdm di lugar a interessantes questoes . que,
Ltodavia, nao serac objetos de estudo.
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yolvendo um duplo aspectosr ola envolve diferentes modos de pre-
dicar algo de um objeto (como necessario ou contingente como

5 ¢

W} '\\'\l"'_'-. 1y 5 ~v 3 e "W * o o

conhecido ou erido por alguém, etc...) e diferentes modos  como
vguo obdeto ¢ desi ; L - o
1_””m1LiT:Q_5w3;ﬂfqgggg na linguagem. Ou melhor, os proprios mo

dos de predicar algo de unm objeto podem ser vistos como rameten
do tanto aos objetos, guanto i linguagem gue empregamos para f;

1 deles, mals precisanente, aos diferentes meios (descriqaea?
(e a linguagem dispde para dar um objeto. As sentengas modals
cxpressariam, pois, propriedades de objetos enquanto dados sob

~artas descrigdes, enquanto referidos de um certo modo, € nao
de objetos tomados em si mesmos.

Os sobejamente conhecidos exemplos de falhas de substil
tutividade de termos singulares co-referenciais em contextos mo
dais podem, coOmo faz Quine, ser aduzidos em favor da tese segun
do a qual os conceitos modais nao expressam propriedades de ob-

jetos enguanto tais, independentemente dos meios gque empregamos

para especifica—los: em outras palavras, em favor da tese da nao

rransparéncia referencial dos contextos modais (cf. QUINE, 1953,
1960, 1961). Todavia, uma vezZ que recusamos a dicotomia tranpa=

rente-opaco, a aceitagao dessa tese nao nos compromete "ipso

facto" com a tese da opacidade referencial dos contextos modais,

i.o., podenos aceitar a niao transpareéncia referencial dos con-
E

7
textos modais, sem Sermos obrigados a recusar a possibilidade de

.mugjsﬂ—los em termos de suas referencias. Como observamos acima,

s sentenca (1), embora nao expresse uma propriedade de Jocasta
cono tal, independentemente das descricoes que dela podemos

dar, exige, pelo menos de um ponto de vista intuitivo, a consi

feragao de objetos — mais especificamente, dagquele mesmo obje-
to que € referido em (2) — para a sua plena inteligibilidade.
Fssa observagao acerca do carater referencial, ainda

e nao transparente, dos contextos modais pode ser retomada ,de

ctiva, a partir de outros conceitos modais. 5€,

uma outra per spc
a verdade de uma sentenga construl

somo quer a logica classica,

a partir de termos gerals € singulares, usando apenas conec-

tificadores, exige a existeéncia dos obje-

da

rivos classicos e guan

L= denotados pelos termos singulares, entao certas sentengas
wdais também pressupae, nesse sentido, a existéncia de objetos.

\e~itemos, para fins de argumentagao, a compreencao usual, clas

k-

;ica, dos conceitos de necessidade e de saber; nesse caso,a Ver

e das sentengas



(9) Necegsariamente a Estrela da Manha & a Estre-
la da Manha

(LO) Jo3o sabe que Tilio denunciou Catilina

ilica na verdade de

(139 A Estrela da Manhd @ a Estrela da Manha

(L2) pilio denunciou Catilina.
Portanto, gragas a andlise proposta pela loglcoa classica para es
4153 duas tltimas sentengas, temos que (9) e (L0) implicam, res-
coctivamnente

(13) Existe um x, tal que X & a Estrela da Manha
e
(14) Existe um x, tal gue X denunciou Cmtalina(l).

Conquanto sumarias, essas observagoes acerca do cara-
Lar aparentemente referencial de um contexto modal bastam para
0s nossos propositos. Ainda que seja interessante explicitar a
compreensao intuitiva dos conceitos modais, nao cabe desenvolve
Ja e fundamenta-la numa introdugdo a um trabalho técnico de 16-
jica modal. Interessa—-nos apenas cublinhar que, se, por um lado,
ne contextos modais podem ser encarados como remetendo acs mO-
4os de falar, mais especificamente, aos meios de gue a lingua-
qom dispoe para fazer referéncia a objetos, por outro lado,a re
f~rancia a objetos ndo & completamente estranha & verdade  das
sentengas modais. Uma sentenga modal poderia ser compreendida
~ome expressando algo acerca de objetos engquanto dados por uma
particular descrigao (um nome, em sentido amplo) .A verdade da sen
tenga, conscquenterente, deixaria de ser uma funcio exclusiva das interpre-:
ta;0es dos termos que nela ocorrem, para depender tam-

hom, em alguma medida, da propria linguagemn, dos ter

L) opservemos, também, que as eventuais falhas de pressuposigao
de existéncia dos contextos modais — i.e., quando a verdade
de uma sentenga nao pressupoe a existéncia dos supostos objetos
nela referidos — nao € uma peculiaridade desses contextos, CO~
mo atestam as sentengas seguintes, nas quais nao ocorrem Ope€
radores modais:

zeus & um personagem da mitologia grega
C *

Mr Pickwick & soliteiro
visto gue, nao parece contraditorio aceitar a verdade dessas
sentengas e recusar, cimultaneamente, a existégcia seja cle
ontes mitolSgicos, seja de personagens de ficgao.
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mos singulares que sao empregados para designar oS8 objetos. So-

mos levados, assim, a interpretar os conceitos modals cono moda-

lidades "de dicto cum fundamento in re".

No presente estudo, desenvolvemos uma semantica para
as linguagens modais que pretende justamente dar conta dessa
compreensao, quando se tem em vista a interpretacao dos operado
res modais por modalidades 16gicas (necessidade, possibilidade
e implicacdo 18gica). A dificuldade de desenvolver essa semanti
ca reside, essencialnmente, em explicar o gue significa afirmar
que um objeto satisfaz uma certa propriedade enguanto designado
por uma certa descriqao e que, por consequinte, a verdade de uma
sentenca pode depender, eventualmente, dos meios que ela empre-
ga para fazer referéncia a objetos. Tomemos, COMO exemplo,

(15) Necessariamente 6+3 & maior do que sete

(16) Nio & necessirio gque o nimero de planetas se-
ja maior do que sete.

ouando compreendemos tanto (15) quanto (16) como fazendo refe-
réncia, ainda que por meio de descricoes diferentes ('6+3' e 'O
ninero de planetas'), a um mesmo objeto (o nimero nove), é legi
timo guestionar a possibilidade da verdade simultanea de ambas.

De um ponto de vista cléassico, nao tem sentido dizer
que a verdade de uma predicaqao acerca de um objeto depende de
como esse objeto & referido. Classicamente, ou um objeto satis-
faz o predicado ou, simplesmente, cle nao satisfaz, em nada im-
portando o meio linguistico que smpregamos para designa-lo.A re
missao simultanea a objetos ¢ a nomes, atribuidas aos contextos
modais, nao pode ser explicada a partir da semantica classica,
-2l como essa é determinada pela definicio tarskiana de satisfa
:éo(ll. O conceito de satisfacao, como se sabe, é classicamente
lagio bindria entre férmulas de uma  dada

concebido como wna re

linguagem e objetos de um conjunto; relagao essa determinada,en

e

‘L pssa observagao pode ser aplicada tambeém 3 extensdo da seman
tica classica para linguagens modais dada pela gssim chamada
"gemantica kripkeana” . Aqui,tamb:myos objetos sao tomados em
si mesmos como satisfazendo ou nao uma certa formula, a qual
axpressa uma condigao acerca de objetos como tais (cf.HUGHES

o CRESSWELL, 1968; HINTTKKA, 1969, 1970 e KRIPKE, 1963b).
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Gltima instincia, pela pertinéncia ou nao dos objetos a certos

conjuntos que interpretam os termos gerais da linguagem(cf.TARS

KI, 1956 2 1944). Todavia — e esse &€ o ponto que nos interessa
perticularmente — o0s dois termos da relagao sao tomados como
dados independentemente um do outro e a propria relagéo é, em

certa medida, independente da linguagem que lhe fornece um dos
termos: a condicgao necessaria e suficiente para que o objeto(ou
de modo mais geral, a n-upla de objetos) satisfacga uma formula
& que ele (ou a n-upla) satisfaca a propriedade (ou a relagao)
expressa pela fGrmula(l). 0 concelto tarskiano de satisfagaonos
d4a uma andlise semdntica das sentengas apenas na medida em que
as consideramos como expressando algo acerca de objetos, pouco
importando os meios que empregamos para falar deles. Assim, o0s
termos singulares sao simples meios de especificar objetos. Ade
mais, uma vez que o conceito de satisfagao caracteriza a inter-
pretacao do quantificador, dessa perspectiva, a quantificagao a
traves de um contexto s & inteligivel se o tomamos como falan-

(2)

do de objetos, sem envolver referéencia a linguagem =

(l}Essa compreensao da relacao entre a lingaugem € Os objetos a
cerca dos quais ele supostamente fala, inmplicita no conceito
clissico de satisfacao, pode ser evidenciada em dois resulta
dos técnicos, facilmente demonstrados na 16gica classica: a
preservagao do conceito de satisfacado (e, também, do concei-
to de verdade) por extensoes simples da linguagem e por es-
truturas gque difiram apenas pelas interpretacoes dos simbo-
los que nao ocorrem em dada formula.

(2}05 conceitos quineanos de "oocorréncia puramente referencial
de um termo singular" e de "transparéncia referencial de uma
construgao" poderiam ser interpretados como remetendo a com-
preensao das sentengas caracterizadas na definigao tarskiana
de satisfacao: como afirmando algo acerca dos objetos denota
dos pelos termos singulares (cf. QUINE, 1960, p. 142 e sS,
1961). Nesse sentido, nao parece implausivel tomar os  dois
resultados de preservagao mencionados na nota anterior como
o0 critério semantico de transparéncia referencial: um contex
to & referencialmente transparente se a relagao de satisfa-
gﬁo pode ser tomada, com respeito a ele, como independente da
linguagem, no sentido acima especificado. Esse critério seman
tico fundamentaria, até mesmo, o critério gquineano de substi
tutividade de co-referéncias e, dada a compreensao puramente
referencial do gquantificador, o critério da possibilidade de
se quantificar através do contexto. A critica quineana a 1o~
gica modal poderia ser, entao, compreendida como uma tentati
va - muito bem sucedida, diga-se de passagem — de mostrar



VIIY

Desce modo, a compreensao dos conceltos modails c¢omo mo
dalidade "dz dicto cum fundamento in re" e, por conseguinte,da;
sentencas modais como remetendo a objetos enquanto dados pOY - cer
tas descricoes exige, para ser explicada, uma reformulagdo dz
conceito de satisfaciao e uma consequente reinterpretacao do quan
tificadur{l}. -

Congquanto mantenha a sua interpretagao usual (puramen-
te referencial) em contextos classicos, nesse trabalho, a qguan-
tificacao através de operadores modais serd interpretada de for
ma mista: remete a objetos (interpretagao referencial) e a no-
mes da linguagem (interpretagao substitucional). As  varidvois
livres no escopo de operadores modais deverao desempenhar uma
dupla fungao: propriamente referencial (assumem valores e domi
nios de objetos) e substitucional (marcam, seguram lugares para
nomas da linguagem)iz). Para tanto, introduziremos o conceito

de dominio modal de uma estrutura cldssica, definido, grosso mo

do, como um conjunto de pares, cujas primeiras ordenadas 320 ob
jetos do universo da estrutura e as segundas, nomes da lingua-
gem. A dupla valoracao das variavels (em dominio de objetos e
no conjunto dos nomes da linguagem) exigida pela interpretagao
mista do quantificador em contextos modais adquire sentido rigo

roso e preciso por meio de sequéncias de pares nesse dominio: a

que, dada a pressuposigao de transparéncia referencial do quan
tificador, a quantificacao através de operadores modais (e,em
certo sentido, a propria anidlise semantica dos contextos mo-

dais) sB & inteligivel ao prego do essencialismo; i. e., ela

nos forgca a dar sentido a distingdo entre propriedades aci-

dentais e propriedades necessarias de objetos em si mesmos,

independentemente da lingaugem (cf. F@GLLESDAL, 1969; QUINE,

1960, 1961).

;

(*}Cf. nota 1, p. IV. Verifica-se, desse modo, que O presente es
tudo requer modificag¢oes importantes numa familia de conceitcs
classicos centrais, como os de objeto, referéncia, quantifi-
cacdo e satisfaglo. As alteracdes necessirias surgirao da ple
na inteligéncia do trabalho.

(2) 5 j38ia de uma interpretacdo mista do quantificador, referen
cial com respeito aos objetos reais e substitucional com res
peito aos objetos possiveis ocorre jA4 em LEONARD, 1964, po-—
rém esse autor nao a desenvolve. '
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proje¢do na primeira ordenada fornece os valores das variaveis
ne demiaio de objetos e a projegac na segunda, no conjunto dos
nomes. De Torma mais geral, a ocorréncia de um termo geral sin-
gqular qualguer (variavel ou nome) em um contexto modal ser& in-
Lerpretada come remetendo ao par constituido por um cbjeto de
s dacdo conjunte e um none da linguagem; e, em particular,esse:
pores serao tomados como os valores de varidvels livres no esco
po Ce operadores modais. A partir desses pares € que serao cons
izuidos os referentes.

Tomaremos por empréstimo da semantica de mundos possi-
veis o principio segundo o qual um conceito modal faz referén-
cia, alinda que implicitamente, a uma classe de mundos possiveis,
cada um dos quais podendo ser caracterizado como uma estrutura
classica (i.e., um universo de objetos e uma interpretagao para
ns simbolos nao logicos da linguagem) . Redefinindo, entdo,o con
ceito de satisfagao, poderemos caracterizar a interpretagao mis
ta (referencial—substitueional) da quantificagao através de ope
radores modais: O quantificador seguido de um operador modal se
ria referencial com respeito a um dado mundo (quantificagao in-
tramundada) e substitucional com respeito aos mundos possiveis
acessiveis Lquantificagﬁo transmundada) .

Surge aqui uma dificuldade no tocante a adequacao des-
sa interpretagao mista do quantificador com respeito aos siste-
mas axiomaticos usuais. A principio, pretendiamos . desenvolver
uma nova semantica para esses sistemas sem a f6rmula de Barcan
o com identidade contingente. Porém, a interpretacao mista do
quantificador, mais especificamente, a dupla atribuigao de valo
res a variaveis em contextos modais poe em xeque um aspecto fun
damental da compreensao ordinaria do quantificador, que podemos
denominar pressuposigao de identidade. Na interpretagao referen
cial do gquantificador, a fim de que uma sentenca da forma

LE7) (Ex)A
seja verdadeira, deve haver, no dominio de quantificagéo,ggLEEgr
mo objeto que, ao Ser tomado como valor de todas as ocorréncias
livres de x em A, satisfaz essa f6rmula. Vale dizer, na determi

nagdo da relagao de satisfagdao, o valor de uma variavel deve ser

B g 1)
o mesmo para todas as suas ocorréncias livres ‘
ll)Em Hintikka- 1969, encontra-se uma brilhante analise desse

pressuposto da interpretagao referencial do quantificador no
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Eese pressuposto da compreensdo clissica tem, em certa
medida, uma contraparte nos sistemas axiomaticos usuails, porquan
to O esquema

(18) (Ex)A A (Ex)B =~ (BEx) (A A B)
~30 & usualmente valido. Do ponto de vista cléssico, a falsifi-
cabilidade desse esquema expressa a exigénecia de critérios de L
dentidade para os objetos que constituirao o dominio de quanti:
ficacdo, a aceitagao do principio "nenhuma entidade sem identi-
dade"; visto que, para O antecedente ser verdadeiro e o conse-
quente £falso, devemos poder distinguir o objeto que satisfaz A
do objeto que satisfaz B, portanto, poder determinar o gque con-

ta como sendo um mesmo objeto e o que conta como mais de um ob-

jeto.
No caso da légica modal, essa pressuposigdo de identi-

dade & mais rica em 'consequéncias. Ela permite, cOm efeito, de-
terminar um caso particular do esquema (18) que lmplica em sérias

dificuldades para sua interpretacao, a saber, O esqguensa
(19) (Ex) (0A A 1 A) A(Ex)B ~(Ex) (AL B).

para simplificar a anAlise, sejam A e B, en (19), duas formulas

atdmicas contendo exatamente X COmo Gnica variavel livre e tais

que uma nao implica logicamente na outra. Nesse caso, a senten-

ca resultante nio & valida nas extensoes usuais dos sistemas de

Lewis para linguagens de primeira ordem. Além disso, a sua even

tual falsidade exige, na semantica kripkeana, a aceitacao de cri

térios de identidade de objetos através de mandos, pois, para

sor Talsa, devemos sSupor que © objeto gue satisfaz A em um mun-

do acessivel, diferente do inicial (nesse, O objeto deve satis-—

fazer a negagao de M), 3 distinto do objeto que, nO mundo ini-

cial, satisfaz B. portanto, devemos ser capazes de determinar O

gque conta COmO sendo um mesmo objeto e O que conta como sendo

. : \ . e . (1}
diferentes objetos, mesmo enm distintos mundos poss:.velsL " .Ora,

Contexto da semantica de mundos possiveis. Hintikka o denomi
na pressuposto de unicidade e estuda-o com respeito, princi-
palmente, aos rermos singulares gue podem, eventualmente,subs
tituir as variaveis de quantificacdo em uma formula. bsse pressuposto
aparece, tamb&m, Da interpretacao puramente cubstitucional. Nesse  caso,
contudo, & necessario considerar critérios de identidade para termos lin
guisticos e nao para objetos: um mesmo termo deve substituir todas as O-
correncias da variavel livre.

U gopre o problena da identificacio através de mundos veja-se HINTIKKA,1969,
1970; QUINE, 1969 e FINE, 1978. A exigéneia, implicita na semantica krip-
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uma vez que a quantificag¢io através de mundos &, na interpreta-
¢ao mista do quantificador, presumivelmente substitucional, nao
tem sentido, talvez, falar agqui em critérios de identldade de
objetos através de mundos. Por conseguinte, se pretendemos de-
senvolver uma semantica para os sistemas usuais (ou, pelo menos,
nos aproximar a maximo possivel desses sistemas), & necessario
encontrar mecanismos especificos que permitam falsificar, s0b
certas condigdbes, sentengas da forma determinado por (18) e, eg
pecialmente, por (19).

para tanto, introduzimos uma restri¢ao na definicao de
dominio modal de uma estrutura classica; a saber: os pares due
o constituem devem ser tais que, se o objeto (a primeira oxdena
da) for nomeado na estrutura classica, entao esse mesmo objeto
deve ser denotagado, nessa estrutura, do segundo termo (do nome).
No decorrer do trabalho veremos que, com essa restrigao, a homo
nimia passard a desempenhar, de algum modo, o papel gue, na se-
méntica kripkeana, & atribuido a identidade transmundana: dols
ohjetos, em mundos distintos, nomeados em seus respectivos mun—
dos por ao menos um termo em comum, satisfazen, ». por assim di-
o pressuposto de identidade da quantificagao. Veremos ain-

ue essa fungao atribuida a relagdao de homonimia repousa tam

-

da ¢
bém na reformulagao do conceito de satisfacao; como na interpre

tagao puramente substitucional, agui também o valor substitucio

nal de uma variavel (o 1ome empregado na determinagdo da instan

cia de uma férmula) deverd ser O mesmo para todas as ocorréncias
livres da variavel, devendo, alédm disso, manter—-se constantecom

respeito a todos os mundos possiveis considerados. Assim, para

que uma sentenga coino
(20) (ax) O A
keana, de critérios de identificaqéo transmundada de objetos
pode ser detectada ja na propria caracterizacao do conceito
de satisfacao para formulas modais; para que uma férmula da
forma [J Px seja satisfeita, um mesmo objeto deve ter, em to-
dos os mundos acessiveis, a propriedade expressa por P. Nao
& dificil dirigir a artilharia . quineana contra esses crité-
rios e mostrar cue eles nos envolvem, pelo menos no tocante
i interpretacao dos operadores modais por modalidades 16gi-
cas, com uma doutrina esgencialista: O proprio Hintikka ter-
rina reconhecendo esse comprometimento (cf. HINTIKKA, 1969).
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Ty 2

ja verdadeira em um mundo, € necessario gque haja um_mesmo no-

me t que torne verdadeira cm todos os mundos acessiveis a sen-
tenca
(21) AU/
(onle o termo L substitui todas as ocorréncias livres de x enm
0.
exten

Com esses mecanismos folil possivel determinar a
sio quantificacional do sistema S5 de Lewis, com respeito ao qual
nssa nova semantica proposta € adequada.



CAPITULO 1

A SEMANTICA NOMINATIVA

1.1 CONCEITOS SEMANTICOS PARA LINGUAGENS MODAIS.

As linguagens modais aqui estudadas sao constituidas
quando acrescentamos os operadores modais a linguagens enumera-
veis de primeira ordem que contém a identidade e pelo menos um
simbolo funcional O-ario (uma constante individual)(l).

Por simplicidade, trabalharemos apenas com aquelas lin
guagens cujos simbolos légicos primitivos sao: a negagao ('1'),
o condicional ('~'), o simbolo para quantificagao universal
("()'), a identidade ('=') e o operador de necessidade (' O '),
Os demais simbolos ldgicos , inclusive o operador de possibili
dade ('¢') e o condicional estrito ('—$') sao introduzidos da
maneira usual por definigoes contextuais. :

Acrescentando o sobrescrito 'l]' ao nome de uma lingua-
gem classica, obtemos uma denotacao natural para a respectiva
linguagem modal: LD € a linguagem modal obtida a partir da lin-
guagem classica n2),

Na nossa metalinguagem,

(1) 'var' denota o conjunto das variaveis; letras latinas finais

('x', 'y's 'z', ...) com ou sem Iindice inferior numérico , assu

mem valores em Var; consideramos que todas as linguagens contem
um mesmo conjunto enumeravel de variaveis e que esse conjunto &
dado em uma certa ordem numérica padrao;

(ii) 'TERM ' denota o conjunto dos termos individuais da lingua

L
gem L, 't',

tos de TERM

a

1
I

'b' afetados ou nao por iIndices denotam elemen

L
(1ii) 'NOML' denota o conjunto dos nomes (i.e., termos indivi-

duais que nao contém variaveis) da linguagem Lj;

1 . e ~ R

( )A justificacao da exigencia de haver ao menos uma constante
individual na linguagem sera explicitada no momento em que for
definido o conceito de dominio modal .(cf.p.8).

(2) ~ : ~ g%
Sempre que nao houver risco de confusao, omitiremos esse so-
brescrito.




(1v) 'EQH&L' dennta o conjunto das férmulas de L; letras lati-

g y - ‘.l-. -~ oy s . 1 . N "
nas maiusculas inicilals g, 'B', ...) afetadas ou nao por in-

dices, assumcm valores em FORM e '™, 'A', afetadas ou nao
por indices denotam subconjuntos de FORM :

(v) 'SENTL' denota o co junto das sentenéus (L.e., formulas que
nao contém ocgorrincias livries d» variaveis) da linguagem L;

(vi) 'u', 'V', afetadas ou nio de Indices, varlam sobre expres-
soes de L, i.e., elementos de TERM U FORM. ;

Pegd) L', 'g's 'R e ‘p', 'Q', 'R’ afetadas de um Indice su-

perior numérico n e, eventualmente, de indices inferiores, va-
riam sobre, respectivamente, simbolos funcionais n-arios e s0-

bre simbolos para predicados n-arios.
Uma extensao em constantes de L & uma extensao simples

cujo vocabulario difere de L, no maximo, por conter novas cONs-—

tantes.
Se U & uma expressao e t € um termo de L, v*/t indica

a expressao gue advem de U quando substitui_mas todas as ocorréen
cias livres de x em U por ocorréencias de t.

Quando Xi, «.-r X, forem todas as variaveis livres em

U, escreveremos

Xy 5 eevr Xy

L1y easy tn

U

em vez de

o= TP Pt Vs 3 Y RAE

Ky gosspdh
E n
Nesse caso, se ti, ..., t forem nomes em L,U
n Eignas sl
n
diz-se uma instancia de U em L.
Tomamos da légica classica os nossos primeiros concei-

tos semanticos.

DEFINICAQ l.i(l) Uma estrutura (classica) A pa-

uma linguagem de primeira ordem, L, & um par,on

(1) ng. shoenfield, 1967.



de o primeiro elemento & um conjunto, |Al, nao
vazio, dito o universo de A, e o segundo & uma

funcao indexada por A, que associa:

(i) a cada simbolo funcional n-ario, £,
de L, uma operagao n-aria, EA' em
|Al: e,

(i1) a cada simbolo para predicado n-a-

: n ‘ n
£io:; By de L um subconjunto, EA P

de |A|"

DEFINICRO 1.2 Por indugao no comprimento de um

nome t de L definimos a denotagao, t,, de t em
A, como segue. guponhamos definida para todo nome de

comprimento menor que O de EpEl"’En' Entao,

i n
(71 ...t )4 = £4 &)y --e(EQ)y

podemos introduzir, agora, © conceito especifico,carac

teristico da Semantica Nominativa.

DEFINICAO 1.3 Seja A uma estrutura (classica)pa

.

ra L. O dominio modal, D4, de A & o conjunto

dos pares < a,t > em |A| xwoM , tais que a=t,

ou, para todo t' em NOML, t'A# a.(l)

A partir desse conceito podemos definir, de forma natu
ral, a dupla valoragao das variaveis exigida pela interpretacao
mista do quantificador, da seguinte maneira. Seja A uma estrutu

ra classica para L e s uma sequéncia em Dy (isto &, uma seguén-

cia enumeravel de elementos de DA}.

R

(119 gominio modal &, pois, o conjunto constituido por aqueles
pares de |A|X NOM , tais gue ou © sequndo elemento & um dos no-
mes em A do primeiro elemento (o objeto) ou esse elemento nao e
nomeado em A.




DEFINICAO 1.4 Por indugao no comprimento  de

um termo t de L, definimos a fungao s* do se-
guinte modo:

(i) Se t for a k-ésima variavel de L, entao
s*(t) & a primeira ordenada do k-ésimo par em

57

n

A (S*(t:)...

(ii) se t for fntl...tn, s*(t) = f

S*(tn))(])‘

DEFINICAO 1.5 A s-instancia, U(S}, de uma ex-

pressao bem formada (termo ou férmula) U de L

X s R
- ~ kl .
e a expressao U n onde, para Jj=1,
a, 4...,2
ki kn
n, a, @ a sequnda ordenada do kj—ésimo par em

A funqﬁo s* determina, pois, o valor referencial de um
termo t com respeito a uma sequéncia S, A0 passo que, a s—-ins-
tancia determina o valor substitucional. Desse modo, determina-
se, em particular, a dupla valoragao das variaveis: em um domi-
nio de objetos e em um dominio de nomes (ou, como diz Leonard,
em um dominio de valores e em um dominio de substituendos, cf.
LEONARD, 1964, p.37).

Observenos, também, que, enquanto as variaveis e os no
mes assumem; via EUngéo s* e via conceito de s-instancia, valo-
res pertencentes ao dominio modal, um termo contendo simbolos
funcionais € varidveis pode, eventualmente, assumir valores fo-
ra do dominio modial. Vale dizer que, se t for um termo contendo
simbolos funcionais e variaveis e se a for a s-instancia de t,

o par < s*(t), a > pode nao pertencer ao dominio modal de A. Su

(lJA funqab g* e, em certo sentido, equiValente a fungao usual
em 1Bgica cldssica que atribui valores as variaveis (cf. MENDEL
SON;, 1964). b




ponhamos, por exemplo, que t & fx, que s*(x) nao & nomeado em A,
que a s-instancia de xéa e que f, (s*(x)) ¢ nomeado em A, mas
nao por fa; nesse caso, < s* (fx), fa > nao pertence ao dominio
modal de A. Esse fato nos obrigara a impor certas restrigoes a
alguns teoremas usuais da logica, como veremos posteriormente
lef. p..25).

Vamos definir, agora, de maneira rigorosa, os concei-

tos que tomamos emprestados da semantica de mundos possiveis.

DEFINICAO 1.6 Uma base modal BB & um terno

< I;0;R >, onde I & um conjunto nao vazio, de-

nominado conjunto dos indices em B, O & um ele

mento de I, dito a origem ou situagﬁo inicial

em B, e R @ uma relagao binaria definida em I,

denominada relagao de acessibilidade.

o (8]
DEFINICAO 1.7 Uma estrutura modal M para L

@ um par, < B, (A.). 2 onde B = T..,0..,R. 2
M p T [ = IM M M MM

e uma base modal, dita a base de M e (Ai)iEIMe

uma familia de estruturas classicas para

o B

A partir do conceito de estrutura modal e do conceito
de dominio modal de uma estrutura classica, podemos definir a

relacao de satisfagao para formulas contendo operadores modais.

DEFINICAO 1.8 Sejam M uma estrutura modal,

i €I, es uma sequencia em Dy (i.e, o domi-
i

(l)As definigaes de base modal e estrutura modal encontram -se,
com ligeiras modificagoes ,em BOWEN, 1979, p.8 e sao, em dltima
instancia, variantes dos conceitos definidos em KRIPKE, 1959;
1963a; 1963b).




nio modal da estrutura (classica) indexada em
M por i). A relagao de satisfajao modal entre
M, i, s e A (denotada por 'M, i, s sat A') e

definida, entao, por indugao na complexidade

de A, da sequinte mancirac:

(1) Se A e atomica e

a) A &t = t,, entao M, i, s sat A sse
s*(t1) = s*(ty);
b) A & Pntl...tn, entao M, i, s sat A

sse < s*(t;),...,s*(t ) > € P} ;
n Ai
(ii) Se A @ "B, entao M, i, s sat A sse M,i, s
nao sat B;
(iii) Se A & B = C, entao M, i, s sat A sse M,
i; s nao sat B ou M, i, s sat C;

(iv) Se A @ [ B, entao M, i, s sat A sse para

todo j em IM' tal que lRMj:
a) se i=j, entao M,i,s sat B e M,i,s sat
B(S); e

b) se i#j, entao existe uma sequéncia s!

(s) .

’

em D, , tal que M,j,s' sat B

(v) Se A & (Xk)B’ entao M,i,s sat A sse M,i, s

sat B, para toda s k-variante de s em DA
i
(i.e., que difere de s, no maximo, por ter

um outro elemento de DA no indice k).
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pPodemos observar que, devido & dupla condigao exigida
para a satisfacgao de f6rmulas mcdais, a quantificacao através de
operadores modais assume, de fato, um carater misto: referencial
com respeito a um dado mundo e substitucional com respeito  aos
mundos a ele acessiveistl}.

para uma malor clareza sobre os conceitos anterdormen
te definidos, consideremos uma estrutura modal M e um Indice i

em IM‘ Podemos definir, entao, os seguintes conjuntos:

; (1) _— ;
(i) I ={ j€ Iyt existem j:,...,jn , tais que
jl =il :]n:L e, para 1 Sk < n-1 ] ijMJk-i-l}
M
= 5 : < & }

Desse modo, se levarmos em conta a Definigao 1.8, podemos perce-
ber claramente que o dominio de quantificagéo em i com respeito
a M niao & o universo da estrutura Ai’ nem a uniao dos universos
das estruturas classicas de M, nem, tampouco, O produto cartesia
no | Ay | X NOM, ; © nosso dominio da quantificagaoc em 1 com res-
peito a M & o conjunto D? , definido acima. pois, a fim de deter
minarmos a relagdo de satisfagao modal devemos considerar, nao a
penas os pares do dominio modal, D, , mas, também, as denotagoes

dos nomes has estruturas classicas determinadas pelos indices em

1. M - i ; 5 ,
Igl,_ 0 conjunto Di sera, entao, denominado dominio modal cn

i com respeito a M.

Tendo esse fato em mente, podemos compreender em dque
sentido o conceito de satisfagao estende a compreensao classica
das férmulas abertas como eXpressoes para relagoes entre os cbje
tos do dominio. Essa compreensao pode ser transposta para a Se-

mantica Nominativa, desde que consideremos, como objetos, OS gle

mentos de D?. Desse modo, enguanto classicamente uma formula c

ntisfeita (ou nio) por objetos (mais rigorosamente, pOX n-uplas

) opservemos, também, que a quantificagao através de operadores
modais & interpretada, em S.N., de dupla maneira substitucional
e referencial), mesmo com respeito a um dado mundo, se ele for
acessivel a si mesmo. Lissa caracteristica, embora nao seja im-
plicada pela compreensao intuitiva antgriormente exposta (cf.In-
trmdugﬁo}, & fundamental na determinacgao de un sistema axiomati-
co adequado a essa semantica (cf., mais adiante, p.32 ).



de objetos), na Semantica Nominativa uma férmula aberta & modal
mente satisfeita (ou nas) pelos conjuntos de D? (pelas n— uplas

de conjuntos de D?).

Com efeito, podemos entender, semanticamente,uma f£or

mula aberta A, contendo Ky peee ¥y como unicas variaveis li-

1 n
vres como um subconijunto ApM de (DT)n , definido da seguln-
te maneira. e
Anb'd = < (< ag 4t >,{t1A.)jEI(iv) } pesor
i 3 M
M. n
= B 5

existe uma sequéncia s em D,  contendo
i

nos indices k; ;.. /K s respectivamente,0s
pares< a; ,t1> ;.00 an,tn > , tal que,
M,i,s sat A}.

Vemos, assim, que o dominio modal determina o domi-
nio de quantificagao; devemos, entao, exigir que ele satisfaga
certas condicoes, se quisermos que a quantificagao se comporte
de maneira proxima & classica. Em primeiro lugar, tal como  no
caso clissico, o dominio nao pode ser vazio; assim, o conjunto
dos nomes da linguagem devera ser nao vazio. Por essa razao, e-
xigimos anteriormente que as linguagens contenham ao menos uma

constante.
Em segundo lugar, a fim de que a quantificagao inci-

da sobre todos os objetos da estrutura classica A ¢ sobre todos
os nomes da linguagem L — caracteristica essencial da interpre-

tacdo mista - devemos assegurar que:

(i) para todo objeto a em |A| , exista um nome t, tal que

L @,k >E DA;Q que,

(ii) para todo nome t, exista um objeto a em |&] & tal que

< g, > € D,; em particular, que para todo nome t,
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DEFINICAO 1.9 Sejam A e I, respectivamente,

- . - [-l
uma f6rmula e um conjunto de formulas de L .

(i) A diz-se modalmente verdadeira (falsa) em

M com respeito a i se,para qualquer sequén

cia s em Dy , M, i, s sat A (M,i,s nao
i

sat A);

(ii) A diz-se modalmente verdadeira (falsa) em

M se A for modalmente verdadelra (falesa)

em M com respeito a Oy ( a origem em M).
(iii) Se para qualquer férmula A de I', A € mo-
dalmente verdadeira em M, entao M diz-se

um modelo modal de I'.

1
( )O fato de que, para todo nome t, o par < tyot > e Dy e fun-
damental para que o esquema da instanciagao,

(x)A = AN/t

seja valido, como veremos posteriormente (cf., mais adiante, p.
24 e ss.).
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NOTACAO. Usaremos as scqguintes notacoes abre-
viativas:

M,i |= A
Para 'A & modalmente verdadeira em M com res
peito a i' e,

M |= A
para 'A & modalmente verdadeira em M'; por ex-
tensao,

M |= I

abrevia 'M é um modelo modal para I''.

DEFINICAO 1.10 Seja I' U { A} um conjunto de

_ 4]
formulas de L .

(1) A & conseocuéncia modal de I' (em simbolos,

'T |= A') se,para toda extensao em constan

tes L' de L, temos que A & modalmente ver-

dadeira em M, para qualquer modelo modal M de
' que & uma estrutura modal para L'.

(ii) A @ modalmente valida ('|= A') se, para

toda extensao em constantes L' de L e pa
ra qualquer estrutura modal M para L', A

& modalmente verdadeira em M.




1L

Dado o cariter semi-substitucional da quantificagao na
semintica Nominativa, fez-se necessario considerar, nas defini
¢Oes de validade e consequéncia, extensoes em constantes da
linguagem e assegurar, assim, que esses conceitos sa0 preserva
‘ns por essas extensoes.

Expliquemos melhor esse ponto. Quando definimos classi
camente os conceitos de consequéncia e de validade, estamos de
finindo, para sermos rigorosos e precisos, 0S conceltos de va-

lidade e consequéncia em uma dada linguagem (classica) L. A o

missio dessa referéncia 3 linguagem deve-se ao fato de que es-
ces conceitos sao preservados por suas extensoes simples, igto
4, dada uma linguagem cldssica L e um subconjunto I' U {a} de

FORML, pode-se mostrar que:
(i) A & valida em L sse A & valida em L', para qual-
quer extensao simples, L', de L;
(ii) A e consequéncia de I' em L sse A & conseguéncia
de I' em L', para qualguer extensao simples, L', de L.
Na 16gica cléssica, (i) e (ii) seguem do fato de a ver

dade de uma férmula depender apenas da interpretacao dos simbo
1os nao l6gicos gue nela ocorrem: prova-se facilmente que da-

das duas linguagens L € L', uma formula A de L e uma estrutura
A para L':

(111) A |= A sse AL |= A
(cf. CHANG-KEISLER, 1973. )

No entanto, na gemantica Nominativa, bem como na inter

pretacdo puramente substitucional, a verdade de uma formula de

nende da interpretacao de todos os nomes de que linguagem dis-
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poe, visto que a quantificagao incide sobre os objetos . nomea-
dos (apenas sobre os objetos nomeados, no caso da interpreta-
gio puramente substitucional, ¢ apenas sobre os objetos nomea-
dos dos mundos acessiveis, no caso de S.N.).

De fato, se os conceitos de consequéncia e de validade
forem definidos, em S.N., de maneira usual, entao esses concei
tos tornar-se-ao dependentes da linguagem, fato que acarreta
sérios inconvenientes.

Em primeiro lugar, a compacidade da relagao de conse-
quéncia seria afetada. Pois, se L for uma linguagem modal con-

tendo infinitos nomes ai,...,a se I' for o conjunto

oo

{ak # A, toa e a, sao distintos nomes de L}
e A, a formula,
(Ex) (x=a; A ¢ x#ar),

entao os sequintes fatos podem ser demonstrados:

(1) todo subconjunto finito de I' U {A} tem um modelo
que € uma estrutura modal para L;

(ii) nenhum modelo I' U {A} & uma estrutura modal para
L;

(iii) existe L', extensao em constantes de L, e existe

uma estrutura modal A para L' que & modelo de I' U {A}.

Vemos, entdo, que a relacdao de consequéncia, se fosse definida
da maneira usual, seria nao compacta. Consequentemente, nenhum
sistema axiomatico recursivo seria fortemente completo com res
peito a essa semantica.

Em segundo lugar, o proprio conceito de validade nao
seria recursivamente axiomatizavel. De fato, a incompletude
fraca seria uma consequéncia do teorema, de Goedel, da incom-
pletude da aritmética. Pois, se acrescentarmos a aritmética de

Rebinson, o axioma
(Exy )0 (%1 +0#x )N (x1) (¢ (x1+0#x1 ) 7 x1=0),

entao gualquer modelo para a nova teotria, que seja uma estrutu
ra modal para a linguagem modal obtida a partir da linguagem

ordiniria da aritmética, tera como estrutura classica indexada




pela origem, uma estrutura isomorfa ao modelo "standard" da a-
ritmética. Vale dizer, se C & a conjuncao dos axiomas de Robin-
son, mais o axioma acima e M & uma estrutura modal para a lin-
guagem obtida da linguagem da aritmética acrescentando o opera-

dor modal, entao para gualquer sentancga classica A,
M |= C~ A sse A & uma verdade da aritmética.

Logo, se o conceito da validade fosse definido da maneira usual,

teriamos que, para qualquer verdade da aritmética A,
(L) €~ &

seria valida. Portanto, nao poderia haver um sistema axiomatico
recursivamente especificavel que desse conta de todas as formu-
las validas.

A0 embutirmos, na propria definicdo dos conceitos de va
lidade e de consequéncia, a preservacao por extensao em constan
tes das linguagens, asseguramos que esses conceitos independem
da linguagem considerada e podemos, entao, superar as dificulda
des apontadas. Em particular, as férmulas como (1), acima, dei-
xam de ser modalmente validas.

Observemos, também, que problemas analogos a esses ocor
rem na interpretacao puramente substitucional da quantificacao
em linguagens classicas (i.e.., ndo modais). Também aqui surge
o problema da nao compacidade da relagao de consequéncia, como
se encontra demonstrado em DUNN e BELNAP,1968. E, se considerar-
mos linguagens contendo um nimero finito de nomes, o conceito
de validade sera também dependente da linguagem. Essa dependén-
cia se revela pela definibilidade da quantificagao por meio de

conectivos: p.e.

(Ex)A < A%/a, V ...V Ax/an,

i . ~ (1)
onde a;,...,an sao todos os nomes na linguagem em questao -

Os proponentes da interpretagao substitucional adotam,

(I)Observemos que, em S.N., ao contrario, o quantificador nao
pode ser definido por meio de conectivos e operadores modais,da
do o seu carater puramente referencial em contextos nao modais.
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usvalmente, duas solugoes distintas para esses dois problemas.
A fim de tornar o quantificador indefinIvel a partir de conec-
tivos funcionais veritativos, restringem as linguagens estuda-
das, considerando apenas aquelas que contem um nlimero infini-
to de nomes. E, por outro lado, a fim de superar o problema da
nao compacidade, alteram a definigao de consequéncia de manei-
ra analoga a que foi feita na Definicao 1.10 (cf. DUNN e BELNAP,
1968; KRIPKE, 1976; MARCUS, 1972).

Preferimos, todavia, adotar um mesmo esquema de solu
¢ao para os dois problemas, preservando a possibilidade de se

estudar linguagens contendo um nimerc finito de nomes.

1.2 A SEMANTICA NOMINATIVA E OS OPERADORES CLASSICOS.

Nesta secgao apresentaremos algumas proposigoes que,a
lém de explicitarem o comportamento dos operadores classicos,
contribuirao para a demonstragdo do teorema da legitimidade do
sistema axiomatico que serd introduzido no préximo capitulo,

Essas proposigoes sdao simétricas ds encontradas en
MENDELSON, 1963, p. 51 e ss. acerca da légica classica. Mais
ainda, sao essencialmente adaptacgoes daquelas.

Desse modo, na Proposicao 1.13, mostramos que o concei
to de verdade modal comporta-se com respeito ds férmulas clds-
sicas tal como o conceito classico de verdade. Consequentemen-
te, também os demais conceitos (validade e consequéncia modal)
comportam-se dessa forma.

As duas proposigoes seguintes, aprofundam este resulta
do. Demonstramos, na Proposicado 1.14, gue a relagao de satisfa
cac modal depende apenas dos valores assumidos pelas variaveis
livres de uma formula. Mais um passo & dado, quando se eviden-
cia, pela Proposicao 1.15, que essa relagao é preservada por
substituigao de termos individuais associados ao mesmo elemen-
to do dominio modal.

Consideremos, entao uma linguagem modal L“, uma estru

0
= < > indi i
tura modal M Bygs (Ai}i © I, para L , um indice i em Iy

e, {A,B,¢e....} e I', subconjuntos de FORMLH



PROPOSICAO 1.11 A é& modalmente verdadeira(fal

sa) em M com respeito a i sse A & modalmente

falsa (verdadeira) em M com respeito a i.
DEMONSTRAGAO.
Consequéncia imediata das definigoes de verda

de (falsidade) e de satisfagao modal.

PROPOSICAO 1.12 Para qualquer sequencia s em

D, as sequintes afirmagoes valem.

A
1

(i) s sat A A B sse s sat A e s sat B;
(ii) s sat A VB sse s sat A ou s sat B;

(iii) s sat (Ex A sse s sat A, para alguma

)
sequéncia s k-variante de s em D, .

i
DEMOSNTRAGAO.
Imediata a partir das definigoes anteriormente
apresentadas e das definicoes usuais dos simbo

los logicos em questao.

PROPOSICAO 1.13 Se A & uma formula classica (i.

e., A nao contem ocorrencias de operadores mo-
dais), entao A & modalmente verdadeira em M
com respeito a i sse A & verdadeira (no senti-

do cléssico(l)) em Ai.

(1) 55 conceitos classicos de verdade e de satisfagao sao enten-
didos, aqui, como em MENDELSON, 1963.
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DEMONSTRACAO.

Sejam s' uma sequéncia em D, e s uma

i
sequéncia em | Ai], tais que, para qualquer
inteiro positivo k, a primeira ordenada do k-
ésimo indice de s' é o k-ésimo elemento de s.
Demonstra-se, entao, facilmente, que M, i, s'
sat A sse s satisfaz (classicamente) A. Logo, A
é verdadeira em Ai sse A @ modalmente verda-
deira em M com respeito a i, visto que para
qualquer sequencia s' em DA , pode-se encon-
.

trar uma sequéncia s em ]Ail, satisfazendo as

condicoes acima, e vice-versa.

PROPOSICAO 1.14 Sejam s e s sequéncias em D,
i

concordes nos indices correspondentes as va-

ridveis livres em A. Nessas condigoes, temos

que:

(I) s*(t) = s*(t) para todo termo t ocor-
rendo em A;

(IT) M.i,s sat A sse M,i,s sat A.

DEMONSTRAGAO.
(I) se t for constante ou variavel, entao na-

da hi a demonstrar. Assim, suponhamos que t se

ja fnt1...tn (com n > 0). Segue-se entao, que:
& P n * %
s* (t) = £, s by )sss8 (tn)
ii
= £7 F* (t1)...5* (t)
A. LIPL n
i
= S* (t)
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(IT) Demonstra-se por induc¢ao na complexidade
de A, como segue.
(i) A é atomica.

a) A é t1=t; ,M,i,s sat A sse s*(t;)=s*(t;)

*ita)

il
wl

sse s* (t;)-
sse M,i,s sat A

i n
b) A e P tl-..tn,

M,i,s sat A sse < s*(tl),...,s*(tn)>‘5PE
1
sse < s*(t1),...,s*(t s
n A
Al
sse M,1,8 sat A

(ii) A& "B ou B — C,

consequéncia imediata da hipotese induti
va e definicao de satisfagao modal.
(444) & & T B.

M,i,s sat A sse para todo j em I tal que

M.f
i RM i e
a) se i=j, entao M,i,s sat B e M,i,s sat
B(s}; o

b) se i#j, entao existe uma sequéncia s'

em D, , tal que M,j,s' sat B(S)

3

sse para todo j em tal que i R

IM; M J!

a) se i=j, entao M,i,s sat B e M,i,s sat

5
B ); &
b) se i#j, entao existe uma sequéncia s'

em D? , tal que M,]j,s' sat B(S)

sse M,i,s sat A.
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Pois, pela hipotese indutiva, M,i,s sat
B sse M,i,s sat B. E, visto que s e s sao con-

cordes nos lugares correspondentes as variaveis

) S (s - _
livres de A, B(J) e B( ) sao a mesma formula.

(iv) A ¢ (xk)n.

M,i,s, sat A ssc M,i,s' sat B para toda sequén-—

cia s', k-variante de s em DA
i
sse M,i,s' sat B para toda sequén-

cia s', k-variante de s em D4
1.

sse M,i,g sat A.

Pois, tomando-se os pares s' e s' con-
cordes no k-ésimo lugar segue-se da hipdotese in

dutiva que M,i,s sat B sse M,i,g sat B.

COROLARIO 1.14.1 Se A & uma sentenga de L, en-

tio A & modalmente verdadeira em M com respeito
a i ou A & modalmente falsa em M com respeito a

i.

DEMONSTRAGAO.

Consequéncia imediata da proposicao.

COROLARTIO 1.14.2 Para qualquer sequéncia s. em

D,, as seguintes proposigoes sao validas:
i

(i) M,i,s sat [ A sse as seguintes condigoes

sao satisfeitas:




19

a) se i Ry i, entao M,i,s sat A; e

b) para todo j, tal que i R, j, M,] L=A(s);

(ii) se i Ry i, entao M,i,s sat 0O A sse M,i,s

sat A e para todo j, tal que i R, j,M,]J [=A(S )

M

(iii) se i RM i, entao M,i,s sat Il A sse M,i,s

sat A e M,i,s sat O A(S );

(iv) se A & sentenca, entao M,i,s sat [l A sse

para todo j,tal que iRMj, M,5, F A.

DEMONSTRAGAO.
Consequéncia imediata da proposigao an-

terior e da definigao de satisfacao modal.

COROLARIO 1.14.3 Se x, & uma variavel que nao

ocorre livre na formula A, entao

= (%) (A > B) > (A > (x.)B).

k
DEMONSTRAGAO.

Sejam L' uma extensao em constantes de
L, M uma estrutura modal para L' e s uma sequén

cia em Dy , tal que M,0, s nao sat (A**{xk)B).
0

Portanto,
M,0,s nao sat (xk)B e M,0,s sat A.
Vale dizer, existe uma sequéncia E,k - variante
de s em Dy tal que
0
M,0,s nao sat B

Pela proposicgao 1.14,

M,0,s sat A,
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visto que X nao ocorre livre em A e M,i,s sat A.
Logo,

M,0,s nao sat A 7 B.
Consequentemente, M,0,s nao sat (xk)(h #* B). Is

-

to e, M,0,s sat (xk)(A -+ B) + (A (xk)B}.

PROPOSICAO 1.15 Sejam Xi, ... X} algumas das va

riaveis livres em A, t"""tn termos de L,tais

gque, para k=1,...,n, t, € livre para x, cm A e

k

s; e si sequencias em DA que diferem entre si

' i

no maximo pelos lugares correspondentes a Xi,..

X, e nestes lugares s tem, respectivamente, Os

pares S AL O I (- > !"‘r('“: 5% (& )fa >f on-

n n

de a, & s'-instancia de ty & E2 P, . S

Nestas condigoes, temos que:

(1) Para qualquer expresséo bem formada ( termo
- X {s') - .

ou férmula) U, de L, (U /t;...x/tn) e igual
S

. U( );

(I1) para qualquer termo t, g® (£)=8'*(t'),; onde

£' & o termo que advém de t substituindo as O-

corréncias de Xi,...,X  POr, respectivamente ti,

...,tn;

(ITI) M,i,s sat A sse M,i,s' sat B s e s
DEMONSTRAGAO.

Seja ' a operagao que assocla a uma ex-
pressao bem formada U de L (i.e., um termo ou

- ~ X1 X
uma formula) a expressao U™ /ti..

n/ty.

r



Z1

(I) Se t for constante ou uma variavel que nao
ocorre na lista Xigonn X, entao nada ha a pro-

var. Se t for uma variavel ocorrendo na lista a

cima, entao sequ-se diretamente das  hipOteses
que t(s_) e t' WBOH Assim, suponhamos que t o
an,_._En . Portanto, t ‘%) & n EJS)...EAS),que
&, pela hipdtese indutiva, 5 % ... Eésl),is~
to &, t057),

Se U for uma formula, entao prova-se,di

retamente, por indugao na complexidade de U,que

(s ) (5 ).

U é igual a U’ No caso de U ser atomi

ca, o resultado seque da definicao de ', junta-
mente com o fato acima provado acerca dos ter-

mos individuais. E se U nao for atomica, o re-

sultado & consequencia imediata da hipotese
indutiva.

(II) Aqui, também, se t for uma constante ou
uma variavel gue nao ocorre na lista Xigeowr X o

nada hia a demonstrar. Analogamente, se t ocorre
na lista acima. Assim, suponhamos que t & £, .
..Eﬁ Neste caso, s*(t)=fns*(E1)...s*(En)
n 1 T ' )

=f s'*(t/)...8"*(t])

=50 (EY)
(ITT) Provaremos por indugao na complexidade de
A que M,i,s sat A sse M,i,s' sat A'
(i) A & atomica.

Imediata a partir do (II) e da defini-

cao de satisfacao modal juntamente com a definigao da operagao '.
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(ii) Ae 1BouB>C.

Consequencias da hipotese indutiva e da
definicao de satisfagao, juntamente com a defi-
nicao de
(iii) A e U B.

Nesse caso, A' e U B'. E,

M,i,s sat A sse: a) se iRMi,M,i,s sat A; e

b) para todo j, tal que i RM],

M, E: ?\(Si};

sse a) se i Rmi,M,i,s'sat Al

b) para todo j, tal que i R.j,

M,j = ars?

sse M,i,s' sat A'

Pois, por hipOGtese indutiva, M,i,s sat A sse M,

i,s' sat A'.

(s) (s')

E, pelo item (I) A ¢ igual a A’ i

(iv) A e (xj)B.
M,i,s sat A sse M,i,s sat B, para toda sequén-
cia s, k-variante de s em DA :

i
sse M,i,s' sat B', para toda sequén-

cia s', k- variante de s' em
DA, -
i
sse M,i,s' sat A'.
Pois, tomemos os pares s e s' ~oncordes no
j-ésimo lugar. Como Jj#k, para k=l,...,n e t e

k

livre para x, cn A(i.cC., xj nao ocorre cm tk) i

k

= B v R _ = =
temos que s*(xk)*s*(xk)—sf*(tk) s_(tk) e a. s

instincia de x, & igualia s'-instancia de x

k

K
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Portanto , tais pares satisfazem as

condigoes da hipdétese indutiva.

COROLARIO 1.15.1 Seja s uma sequéncia em D

A"
3

tal que para toda variavel x, livre em A,s* (x)
& um objeto nomeado em Ai (i.e., existe um no

me a em L, tal que a, =s*(x). Nessas condigées,

A.
i

(s)

M,i,s sat A sse M,i,s sat A

DEMONSTRAGAO.

Sejam, Xy, ... X as variaveis livres em
A e al,...,an os nomes em L, tais que, para
k= 1,...,n, a & a s—-instancia de X) - Pela de

finicao de s-instancia e de dominio modal,

s*(x ):{ak]A,
1

k

para k= 1,...,n. Portanto, pela proposigao an

terior,

M,i,s sat A sse M,i,s sat A(S}.

PROPOSICAO 1.16 Sejam A uma formula, na qual

nenhuma ocorréncia livre de x se da no escopo

de operador modal, t um termo livre para x em

A e s e s sequéncias em D, concordes em to-
i

dos os lugares correspondentes as variaveis

livres em A, salvo, 'mo maximo, no lugar cor-

respondente a x; seja, ainda, s*(x)=s*(t).Nes

tas condigoes, temos que
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M,i,s sat A sse M,i,s sat Ax/t.

DEMONSTRACAQ.

Prova-se por indugao na complexidade
de A. A demonstragao & analoga a da proposi-
cao anterior, com a ressalva de que, no caso
de A ser da forma O B, x nao ocorre livre em
B e, portanto, Ax/t é@ a propria A; e, assim,o

resultado desejado segue da Proposigao 1.14.

PROPOSICAO 1.17 Seja A & uma formula que sa-

tisfaz uma das seguintes condigoes (i) ou nenhu-
ma ocorréncia de X, se da no escopo de opera-
dor modal e t & um termo livre para x em A,
(19 ou t @ um nome ou variavel livre para X,
em A; entao:

X
= (x, )A > A k/t.

DEMONSTRACAO.

Sejam L' uma extensao em constantes de
L,M' uma estrutura modal para L', s uma se-—
quéncia em DAé tal que

“k
M,0,s nao sat A " /t.

Devemos considerar os dois casos possiveis.

Caso 1l: nenhuma ocorréncia livre de x, em A
se da no escopo de éperador modal.

Neste caso, seja s a sequéncia k - va-
riante de s, tal que E*(xk):s*(t}. Pela pro-

posigcao 1.16,
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M,0,s nao sat A
Portanto,
M,0,s nao sat (xk}ﬂ.

Caso 2: t & um nome ou uma variavel livre pa-

ra x, em A. Seja, entao, s a sequencia k - va
riante de s em DAO tal que s tem no k-ésimo lu
gar o par < s*(t), a > (onde a & a s-instancia
de t). Visto que t & nome ou variavel, este
par, de fato, pertence a D, . Segue-se, entao,

0
da Proposigao 1.15 que

M,0,s nao sat A.

Logo,

M,0,s nao sat (xk)A.
PROPOSICAO 1.18 Seja I' um subconjunto de
FORM, . Assim, se I'|= A, entdo I'l= (x)A.
DEMOSTRAGAO.

Consequéncia imediata da definigao de

consequéncia modal.

Observemos que O esguema

b 4
(1) (x)A > AT/t
nio & valido quando x ocorre no escopo de operador modal e t
for um termo da forma fnt,...tn contendo variaveis livres. Pois,

nesse caso, dadas uma estrutura modal M e uma sequéncia s em Dy
. 0
o par < s* (t), b > onde b & a s-instancia de t pode, eventual-




26

p2nte, naoe pertenser ao dominio modal DA r, deste modo, o fato
(

(if:: } M

M,0,s sat (x)}A
nag assegura que

M,0,s sat A%/t

#m Gltima andlise,isto & uma consequéncia do fato, an
teriormente observado ,de qgue O dominio de quantificagao & o do-=
minio modal e os valores dos termos sio elementos de |A]x NOM_

portanto, da verdade de
(x)A

podemos inferir apenras que a propriedade A vige para todo ele-
mento do dominio medal, e nao que vale para qualquer elemento
de |Alx NOM, .

Um contra exemplo para O esquema {1) acina egelare-

ce melhor o problema aqui envolvido.

Consideremos L uma linguagem modal contendo dois sim-
bolos para predicados unirios (P e Q), duas constantes (a e b)e

um simbolo funcional unario (f) E M a estrutura modal caracteri

zada do seguinte modo:

M=<<{0,1}, 0,{<0,1>} > ,{Ao, At} > onde

as estruturas cldssicas Ao € A, sao as secguintes:

|Ao| = {0,1,2} A | = (0,1}
PAO = {0} PAl =
QAO = ¥ Y, ~ {0}
Ao -0 A 0
bAO = 1 bA% = 1
fAU(0]= 1 fAl‘_(0)= 0
fAOm: 1 £, (1= 1
£, (2=
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Temos,entao, que
M, |& (x)(Px = O0x) = (Pfx > U Qfx)

pPois, seja s uma sequeéncia em Dy o tal gque s contém
no indice correspondente a x o par < 2,b>0. Como 2 nao & nomea
do em AO’ este par pertence a D,. Deste modo, s nao sat O 0Ofx,

pois M,0,s nao sat O Qfb. Poréem,

M,0,s sat Pfx

0]

M,0,s sat (x) (Px = U Qx)

Pois, para qualquer sequéncia s em D, se s sat Px entao s (x)=0
- R g . 0 ' -

e, portantoc, a & a s-instancia de x,visto que o unico nome de

0 em AO 4 a constante a. Logo, M,0,s sat 0 Qa, isto &, s sat O

Ox.




1.3 A SEMANTICA NOMINATIVA E OS OPERADORES MODAIS:

Voltaremos nossa atengéo, agora, para o comportamento
dos operadores modais e da interagao desses com os quantificado
res na Semantica Nominativa. Dois resultados fundamentais serao
mostrados. Em primeiro lugar, mostraremos dque a quantificacgao a
través de operadores modais &, de fato, mista: incide sobre os
objetos de um dado "mundo" e os objetos nomeados dos "mundos a-
cessiveis". Em segundo lugar, mostraremos um resultado de con-
servagao da S.N. com respeito a semantica usual (Kripke): em S.
N. sio validas as formulas validas na semantica de Kripke, des-
de que se imponha uma restricao nos teoremas especificos de S5.

consideremos, entao, uma linguagem modal, L uma estru

>,e um indice i, em I .

tura modal para L, M= < B (A ”

T
* ©
M 17X lM

PROPOSICAO 1.19 O A & modalmente verdadeira

em M com respeito a 1 sse as seguintes condi-
coes sao satisfeitas.
a) se iR,i, eptao M,il= A; e

b) para todo j, tal que iRMj e para toda ins-

tincia A* de A, M,j | A*.
DEMONSTRAGAO.
M,i, |=0 A sse para toda sequéncia s

em DA_,M,i,s sat O A;
:
sse para toda sequencia s

em DA‘lr as seguintes
condiéées sao satis-
feitas:

a) se iRMi, entao M,i,
s sat A; e

b) para todo j, tal que

: : . (s
1RM3,M,1,1= A ).

sse (pelo Corolario 1.14.2)
as seguintes condigoes

sao satisfeitas

e ——— A S —
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a) se iRMi, entao, para toda sequéncia s

em DA , M,i,s sat A; e
i
b) para toda sequéncia s em D, e para to
. 2

do j, tal que iRyj, M,j = als)

sse as seguintes condicoes sao satisfeitas:
a) se iRMi, entao M,i |= A; e
b) para todo j, tal que iR,j, M,] |= A*
para toda instancia A* de A, pois, to-

da instancia de A & s-instancia de A,

para alguma sequéncia s em Dy -
i

COROLARTIO 1.19.1 ¢ A & modalmente falsa em M

com respeito a i sse as seguintes  condigoes

sao satisfeitas:

a) se iRMi, entao A & modalmente falsa em M

com respeito a i; e

b) para todo j, tal que iRMJ;

e para toda ins
tancia A*de A, A*@ modalmente falsa em M com

respeito ao indice j.

DEMONSTRAGAO.
Consequéncia da proposigao anterior, juntamen
te com a definicao usual do operador de possi

bilidade e a Proposigao 1l.11.

COROLARIO 2.19.2 Suponhamos que A contém a

penas x como varidvel livre. Entao, O A & mo-
dalmente verdadeira em M com respeito a i sse

as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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a) se iRMi, entao M,i |= (x)A; e
b) para todo j, tal que iRMj e para todo nome

a de L, M,j | a%/a.

DEMONSTRAGAO.

Consequéncia imediata da proposicao anterior.

Essa ultimas proposigoes evidenciam, por um lado o ca
riter referencial-substitucional da quantificagao através de o-
peradores modais e, por outro lado, a nao validade da formula

de Barcan (B.F.)
(x) OaA -0 (x)A,

na Semantica Nominativa.

Pois, como a quantificagéo incide, no maximo, sobre
os objetos nomeados dos mundos acessiveis diferentes do inicial,
basta considerar uma estrutura modal M, na qual haja estruturas
incompletas (i.e., contendo objetos nao nomeados) acessiveis a
origem, de tal modo que, justamente alguns desses objetos nao
satisfagam A. Vale dizer, dada uma formula A que nao seja, nem
ela prépria vdlida, nem a negagao de uma férmula valida, pode-
mos sempre construir uma estrutura modal M =< BM’(Ai)iF I >,tal

M
que

= (x) UA

O .
M, OM # (x)A
Para tanto, basta que haja um iIndice i em I,, tal que 0y R, i,
i # OM e
M,i |= a*/a
para todo nome a e, para alguma sequéncia s em Dy

1
M.i,s nao sat A

Observemos que, na Semantica Nominativa, B.F. nao € va

lida, mesmo com respeito a classe das estruturas modals de tipo
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55 (ecny relagao de equivaléncia). Esse fato nos obrigara a im-
por certe s restiicous no esguema caracteristico de S5 ('¢ A-D ¢A
visto que RB.F. & dedutivel nos sistemas obtidos a partir da 15
gica c.assica, acrescentando-se 08 axiomas
Ca-—-»Aa
O a =+ [0 A
(2f. FUCHES E CRESEWELL,1968).
AtS aqui discutimos o carater misto da quantificagao
(u contextos modais. Passemos, agora, 4 demonstragao de que 08
i ~0-omas usuais da 1dégica modal sac, em certa medida, preserva-
dos na Semantica Nominativa. Isto €, vamos provar gue os axio-
mas (esquemas) sao modalmente validos e que a regra de necessi-
tacdo ( de Coedel) preserva a validade modal.
Nas proposigoes scguintes L é uma linguagem modal, A,
B,... pertencem a FORML, L' & uma extensao em constantes de L,

M’ (Ai)
queéncia em Dy

M= <B > & uma estrutura mcdal para L' e s & uma se

i6
i IM

0

PROPOSICAO 1.20 Se M,0, s sat I (a — B), en-

tao M,0, s sat (OA = ™ B).

DEMONSTRAGAOQ.
suponhamos que M,0,s nao sat [0 A = O B). Lo-
go, M,0,s sat 0 A e M,0,s nao sat O B. E te-

mos dois casos possiveis.
caso _l: ORy0 e M,0, s nao sat B.

Neste caso, como M,0,s sat O a,
M,0,s sat A.

Portanto,

M,0,s nao sat A > B.

Vale dizer,

M,0,s nao sat O (A = B)
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Caso 2: M,i |# (A — B)(SJ para algum i, tal

que oRMi. Consequentemente,visto que M, i, s
(s)

sat A
ML [ (A By ')
Portanto,

M,0,s nao sat [0 (A = B).

PROPOSICAO 1.21

(I) Se Ry for reflexiva, entao

M,0,s sat O A —- A

(II) Se R, for transitiva, entao

M

M,0,s sat Oa =004

(ITI) Se R, for uma relagao de equivaléncia e

A for uma formula fechada, entao M, |Foa~{] OA.

DEMONSTRACAO.

(I) Consequéncia imediata da definigao de sa-
tisfagao.

(II) Se M,0, s nao sat OO A, . entao temos

dois casos possiveis.

Caso 1: OR,0 e M,0,s nao sat O A,

Neste caso, diretamente segue-se que

M,0,s sat OaA -~ 0O0OA,

(s)

Caso 2: M,i [¥ OA , para algum i, tal que

ORMl

Nesse caso, pelo Corolario 1.14.2, existe um

k em I, tal que iR k (e, pela transitividade,
M e M

ORMk),
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M,k |# a(s)
Portanto,

M,0,s nao sat U A(S)

E, pelo Corolario 1.14.2
M,0,s nao sat A
(ITI) Se M |¢ O ¢ A, entao, pelo Corolario L.
14.2 existe um i, tal que URMi e
ML £ O A
Logo, para todo j, tal que iRMJ (e, portanto,

para todo j, tal que oRMj)

M,j |# A

Vale dizer,

M, |= ¢ A.

PROPOSICAO 1.22 Se

= A
entao

= Oa
DEMONSTRAGAO.

Seja M' uma estrutura modal para L', tal que
M' ¥ OA.

Logo, existe uma sequéncia s em DA , tal que
M,0,s nao sat O A

Temos assim, dois casos possiveis.

Caso 1l: O R Q

M; Bl’ Ml 2 M‘:OM' Sngio Sat A.
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Neste caso, scqguce-sc trivialmente que

AL

{
Caso 2: M', i |# A'®’, para algum i, tal que

Neste caso, seja M = < I i,RM,>, (Aj). >

17 [
M J IM'

a estrutura modal para L', que advém de M' sim

plesmente tomando como origem O indice i, em
vez de OM" Pode-se facilmente perceber que,
para qualquer 1 em I, e gqualquer férmula B de
L', M,j |= B ssc M,j [= B. Consequentemente,

visto que i & a origem em M e M, i [# a's)

Portanto,

Vale dizer, pela Proposigao 2.15,

M [# A
pois tome-se a sequencia 5 em Dy + tal que,pa
e
ra toda variavel livre x em A, s tem no lugar
correspondente a x o par < a, ,a > , onde a
i

& a s-instancia de x

Logo, [ A.
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CAPTITULO 2

UMA EXTENSAO DO SISTEMA S5

2.1 OBSERVACOES PRELIMINARES.

No capitulo anterior apresentamos uma nova semantica
para linguagens modais de primeira ordem e demomonstramos algu-
mas proposigoes acerca dos novos conceitos de satisfagao, verda
de, validade e consequéncia. Pode-se facilmente perceber que de
corre dessas proposicoes a legitimidade das extensoes usuais dos
sistemas K, T,S4 e S5 sem formula de Barcan, uma vez impostas
certas restricoes ao uso de simbolos funcionais (cf. Proposigao
1.17) e aos teoremas especificos de S5 (cf. Proposigao 1.21).

Todavia, mesmo com as devidas restrigoes, os siste-
mas modais usuais nao sao adequados para a semantica especifica
da.pois, por um lado, existem formulas que sao modalmente vali-
das, embora nao sejam teoremas dos sistemas usuais sem B.F.;por
exemplo, quando A & uma formula cldssica contendo livre a varia

vel x, B uma formula na qual apenas X Ocorre e a um nome qual-

quer, entao o esquema
(1) (x) OA =0 ((Ex)71 AN OB /a>(Ex) (TAA OB))

& modalmente valido, embora nao seja demonstravel nos sistemas
usuais sem férmula de Barcan. E nao podemos acrescentar B.F. a
esses sistemas, pols ela nao & modalmente valida, como mostra-
mos anteriormente.

Portanto, a fim de obtermos um sistema axiomatico a-
dequado para a Semantica Nominativa - se isso for possivel - de
vemos, aléem de impor algumas restrigoes aos axiomas usuais, en-
contrar novos postulados que deem conta do significado da quan-
tificagao nessa semantica.

O problema fundamental reside justamente no fato de
que a quantificagao deixa de referir-se propriamente ao univer-
so de uma estrutura ( a um conjunto de objetos), passando a re-
ferir-se ao dominio modal ( a um conjunto de pares constituidos
por objetos e nomes). Desse modo, como ocorre em (1), acima, a

verdade de



(2) (Ex) (‘1 AMNC B)

nao exige, ao contrario do caso classico ou da semantica krip-
keana, a existéencia de um objeto propriamente dito gque satisfa-
ca ambos 0s conjuntivos; & suficiente que haja um objeto nac no

meado satisfazendo classicamente
(3) 1A

e um nome a que torne a sentenca
(4) © B'/a

verdadeira. Ou seja, de maneira mais geral, & suficiente que e-
xista um par no dominio modal, tal gue O primeiro elemento sa-
tisfaga classicamente o primeiro conjuntiwoet)Se;uﬁotﬂemﬂt@ggmg
do tomado como substituendo de x no segundo conjuntivo, de ori-
gem a uma sentencga verdadeira.

A afirmacdo da existéncia de um par reduz-se a afir-
magio da existencia de um objeto, apenas no caso de nao haver O
bjetos sem nome. Pois, nesse caso, no dominio modal, o nome as-
sociado ao objeto devera ser, por definicao, o proprio nome do

objeto e, portanto, afirmar
(5) (Ex)A

sera equivalente a afirmar que, para algum nome a da linguagem
(6) n*/a

& verdadeira (cf. proposigao 1.15.1). Desse modo, no caso em dJque
todos os objetos sao nomeados, a quantificaqﬁo mista ( referen-
cial-substitucional) torna-se equivalente a quantificagao pura-
mente substitucional. E, como sabemos, sob essa (iltima interpre
tacao, o quantificador tem um comportamento formalmente identi-
co ao que tem na interpretaqao classica (i.e., as duas interpre
tacoes sao interpretagoes possiveis de um mesmo sistema formal),
cf. KRIPKE,1976; DUNN e BELNAP; 1968.

Porém, existem certas sentengas — a negacgao da formu
la de Barcan €& um exemplo - cuja verdade implica na existencia
de mundos contendo objetos nao nomeados. E & justamente isso

que torna (1) modalmente valida, pois, ¢e houver um objeto em um
mundo possivel que nao seja A, entao esse objeto nao pode ser

nomeado nesse mundo, visto que, do contrario
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(7) (x) OIA
nio seria verdadeira no mundo de origem. Desse modo, O par forma
do pelo objeto que nao satisfaz A e o nome a pertence ao dominio
modal desse mundo possivel e, por conseguinte,
(8) (Ex) (1A NG B)
sera verdadeira nesse mundo sempre que

(9) BX/a

também for.
soma-se a isso o fato de que a satisfagao modal de
formulas abertas exige a existéncia, nao sb6 de objetos e nomes

guaisquer, mas de pares pertencentes ao dominio modal. Por exem-—

plo, a fim de gue
(L0) (Ex) (A A O B),

onde A e B sao como antes, seja verdadcira, nao basta qgue haja

um objeto satisfazendo classicamente
{L1Y A

e um nome a que torne a sentenca
(12) 0O B%/a

verdadeira. E necessario que O par formado pelo objeto e pelo no
me pertenga, de fato, ao dominio modal.

Em suma, como ja observamos em outro contexto (cf. Ca
pitulo 1, p.7 e ss), o dominio modal determina o verdadeiro dominio de
quantificagéo e, desse modo, tanto a pressuposiqﬁo de existéncia,
como a pressuposigao de unicidade da quantificagao incidirao so-
bre os pares de objetos e nomes e nao sobre os objetos das estru
turas classicas. S5e, pois, tivermos um meio de caracterizar, nas
proprias linguagens modais, o dominio modal, disporemos de um va
lioso recurso para determinar oS postulados que devem ser acresw
centados a fim de obtermos um sistema completo. Cabe, entao, bus
car um esquema de formulas que gere, para cada linguagem modal,
uma férmula que, quando interpretada em um estrutura modal, ex-
presse a relagao entre objetos e nomes determinada pelo dominio
modal .

£ justamente disso gque nos ocuparemos nas paginas se-

guintes. Trabalharemos, aqui, com um sistema de tipo S5, uma vez




que, até o prescnte momento, ¢ apenas com respeito as estruturas
modais cujas relacdes de acessibilidade sao de equivalencia que
podemos definir uma formula satisfazendo as condigoes acima men
cionadas.

Inicialmente, introduziremos uma formula que expres
sa, em certo sentido, uma relagao de indiscernibilidade entre
os valores substitucionais'de termos (i.e., os nomes associados,
no dominio modal, aos objetos). A partir dessa formula, defini-
remos, entao, tanto o predicado que caracteriza o dominio modal,

como o predicado "ser nomeado". Dessa forma, poderemos de-
terminar os diferentes postulados de um sistema axiomatico ade-
quado para a Semantica Nominativa. Por razoes Obvias, esse Si1S-—
tema sera denominado de QS5'.

Nesse capitulo, provamos, ainda, a legitimidade do
sistema QS5' e apresentamos alguns de seus tecoremas, importantes
na demonstracgao do teorema de completude que sera exposta no ca

pitulo sequinte.
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3.2 0S CONCEITOS SEMANTICOS PARA QS5'

Definiremos, agora, Os conceitos de modelo, consequég
cia e validade, especificos para o sistema axiomatico que sera
introduzido a sequir. Vale dizer, restringiremos os conceitos an
teriormente definidos, considerando apenas as estruturas modais,
nas quais, a relagao de acéssibilidade & reflexiva, transitiva e
simétrica (relacao de equivalencia), estruturas essas, que sao
denominadas S5'-estruturas. Sejam, entao, L uma linguagem modal

e, {a} C FORM, .

DEFINICAO 2.1 Uma estrutura modal M para L

diz-se uma S5'-estrutura para L, se a rela-

cdo de acessibilidade em I, for reflexiva,

- +ransitiva e simétrica.

DEFINICAO 2.2 Uma S5'-estrutura M para L

diz-se um S5'-modelo para I' em L se, para

qualguer formula B em I', B & modalmente ver-

dadeira em M.

DEFINICAO 2.3 Uma férmula A diz-se S5'-con-

sequéncia de I' se A for modalmente verdadei-

ra em M, para qualquer 0s5'-modelo M para I
em L' (onde L' & uma extensao em constantes

de L).

DEFINICAO 2.4 Uma formula A diz-se s5'-vali

da, se A for modalmente verdadeira em M, pa-
ra gqualquer QS5'-estrutura M para L' (onde L'

& uma extensao em constantes de i)
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No que se segue, as notagoes metalinguisticas  para
validade, consequéncia e modelo referem-se i restrigao  desses
conceitos a QS5', que acabamos de definir.

A partir destes novos conceitos provaremos algumas
proposigoes auxiliares que permitirao a demonstracao da legiti-
midadade dos novos postulados especificos de 0s5'. Consideremos,
entao, uma linguagem modal, L, uma S5'-estrutura para L, M =

= < > i€ éncia
B (Ai).l e~ i € 1, e uma sequéncia s em D, .

M M 1 i

PROPOSICAO 2.5 sSejam &ty € t, dois termos

-

em L e a, b dois nomes em L, tais que a e a
s-instancia de t; e b é a gs—-instancia de ta.

Nestas condigoes, vale que

M,i,s sat 000ty = t2 sse M,1 |=0 a=b.

DEMONSTRAGAO.
Suponhamos inicialmente que,
M,i,s sat ¢ O ti1= ta2

Temos, entao, dois casos possiveis.
caso 1l: M,i,s sat O ti= t2
Neste caso, segue-se diretamente da definigao
de satisfagao que
M,i,s sat [ a=b.

Vale dizer,
M,i | 0O a=b.

caso 2: M,j |=0 a=b, para algum j, tal que

1RM3.

portanto, pelas propriedades de Ry {transitd-

vidade, reflexividade e simetria)l,




4.1

M'...‘l 1“-3 rl &""ba

Por outro lado, suponhamos gue
M,i |= O a=b.

rela reflexividade de Ry, @ pelo Corolario

1.14.2,

M,i,5 sat ¢ [ t1= ta
OB¢ IRVACAO: A formula,
o O ti= ta

expressa, de fato, uma relagao de indiscerni
bilidade entre os valores gubstitucionals de
ty e de t:, no sentido de que., pode-se o8-
trar que se M,i,s sat ¢ O t,= t,, entao para
qualquer foérmula A que cont3m exatamente X

livre,
M,i |= A%/a sse M,i I= o i

onde a ¢ b sao, respectivamente a g-instancia
de t; e t (i.e., OS valores substitucionais
de t; ¢ t» pela sequéncia s).
rode—-se mostrar, tambem, gque para gqualguer no
me a,

M,i,s sat (Ry) (00 y=a A y=t), onde

y nao ocorre em t, sse o par < s*(t]),a > € Dy .
i

portanto, o dominio modal pode ser, desse mQ
do, caracterizado por £6rmulas da linguagem.
Fssa formuia expressa, em Gltima instancia ,
que o objeto t (L.e. s*(t)) e o nome 3 per-

tencem ao dominio modal.
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DEFINICAO 2.6 Seja t um termo e a a primei-

ra constante de L. A formula N(t) & definida,

contextualmente, da seguinte forma:

N(t)= t=a V (BEx) (y) (°lJ x=y ~ y#t) onde x ¢ y
sao as duas primeiras variaveis que nao o-

correm em t.

A proposigao seguinte mostra que a férmula acima defi

nida expressa, de fato, a propriedade de ser um objeto nomeado.

PROPOSICAO 2.7 M,i,s sat N(t) sse s*(t) e

um objeto nomeado em Ai (i.e., existe um a em

NOM tal que s*(t}'-"--'aA ] <

Lt ,
i

DEMONSTRACAO.
Suponhamos, inicialmente que s* (t)nao
seja nomeado em Ai. Portanto, em particular,

M,i,s nao sat t=a.

E, por absurdo, suponhamos que

M,i,s sat (Ex)} (y) (00 x=y = y#t)
Logo, existe uma sequéncia s que difere de s
no maximo pelo componente correspondente a x
e tal que

M,i,s sat (y )00 x=y = y#t)

Seja, entao, s' a sequéncia que difere
de s', no maximo pelo componente corresponden
te a y e seja esse componente o par < s*(t),b>,

onde b & a s-instadncia de x.. Como, por hipéte

se s*(t) nao & nomeado em Ai e s*(t) = s*(t)

- - TSI _...m"r__ L S
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(pois x nao ocorre livre em t), o par acima,
de fato, pertence a DA . Assim,
i

M,i,s' sat y=t
pols s'*(y)=g'*(L). U

M,i,s' sat ¢0 x=y,
' (s')

visto que s' sat U (x=y) . Logo,

M,i,S nao sat (y) (¢0 x=y = y#t) (con-
tradigao).
Suponhamos ,agora, que para algum b em NOML,
s*(t) = bA,'
1
Temos, entao dois casos possiveis:

Caso 1: = JA.'

By .
T 1

Nesse caso, obviamente,
M,i,s sat t=a

Vale dizer,
M,i,s sat N(t)

Caso 2. bA. # a,
i i

Nesse caso, seja s a sequencia em D,

i

que difere de s, no maximo, pelo indice,cor-
respondente a x e que tem nesse Indice o par

< a, ,a >. Provaremos, entao, que
i

M,i,s sat (y) (00 x=y = y#t).
Consideremos uma sequéncia s' em D, que di-
i
fira de s, no maximo, pelo Indice correspon-

dente a y que seja tal que

M,i,s' sat vy=t.

e e i e M T | =
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Logo, s'*(y) = s'*(t) = s*(t) = s*(t) =D

Portanto,

s'*(y) # a,

i

E, se ¢ @ a s'-instancia de vy, C4 :bA o a, -
i i i

Portanto,

M,i |[¥ a =c

Logo, pela Proposigao 2.5
M,i,s' nao sat ol x=y,

visto que a @ a s'-instancia de x. Vale di-
zer,
M,i,s sat (y) (00 x=y = y#t)

Isto e,
M,i,s sat (Ex) (y) (00 x=y > y#t)

Portanto, M,i,s sat N(t)

PROPOSICAO 2.8 Se t & um termo de L e X1 ...

X sao todas as suas variaveis livres, entao

M,%,8 sat N{xi) & coed N(xn) = N.{t]

DEMONSTRACAO.
Suponhamos que

M,i,s sat N(x1) A ... ANN(x))

Logo, pela Proposigao 2.7, existem nomes
At yee-s@py tais que, para k=l,...,n
* = -
s* (x,) (ak)Ai




Portanto, pela Proposigao 1.15

s¥(t) = sr(elrroee?
Al gee -y

I, pela Proposicao 2.7

M,i,s sat N(t).

PROPOSICAO 2.9 Seja t um termo de L e x, a

primeira variavel que nao ocorre em t. Entao

M,i,s sat (ExQ(OD Xk:t A N(xk))

DEMONSTRAGAO.

Seja s a sequéncia k-variante de s
que tem no k-&simo indice o par < a, sa >,on
de a & a s—instancia de t. Desse modé, pela
Proposigao 2.7, M,i,s sat N(y). E, visto que

M, 1,5 sat O (%, %t) (s)

M,i,s sat ¢0O xk=t

vVale dizer,

M,i,s sat (ExQ(OD x) =t A N{Xk))

PROPOSICAO 2.10 Se Xi,..-,X, sao todas  as

distintas variaveis livres em A, entao

M,i,s sat O A sse M,i,s sat A e M,1i,

s sat O (N(x;) A ... A N(xn) - A)

DEMONSTRAGAO. .

Suponhamos, inicialmente, que M,i, s
nio sat O A. Assim, pelo Corolario 1.14.2,te
mos dois casos possiveis, visto que Ry, é re-

flexiva.




10

Caso 1l: M,i,s nao sat A

caso 2: M,j [# A(S), para algum j, tal que

lRMj.

Ora, pela proposigao 2.7,
(s)

M,j |= (N(xi) A...ANx)) '

Portanto,

M, 5 % (N(xi) Aooe AN(x) + gy 18

Vale dizer,

M,i,s nao sat [ (N(xi) A oo AN(x,)7A)

por outro lado, suponhamos que
M,i,s nao sat A ou M,i,s nao sat O (N

(x1) A ...h’N(Xn) - A)

No primeiro caso, pela reflexividade de Ry,
M,i,s nao sat L] #e

E, no segundo caso, temos duas possibilida-
des:

a) M,i,s nao sat N(x;)A «..AN(x ) ™ A. Logo,
M,i,s nao sat A

by M3 A (NG A .. A NGx) > A) (s)

para al
gum j, tal que iRMj. portanto,

M,5 B als

Logo,

M,i,s nao sat [l A.

PROPOSICAO 2.11 se Xt geeerXpy sao todas as

variaveis livres na f6rmula A, entao
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M,i,s sat O(N(xl)h...ﬂN(xn)ﬂ A) > 00 (N(x:)

Ao AN(x ) A n)

DEMONSTRAGRO.
Suponhamos gue M,i,s sat
(N(x1 ) A =« A N(xn)h A)
Temos, entao, dois casos possiveis:

Caso l: M,i,s sat N(xi) A ... A N(xn)h A

Neste caso, pela Proposigao 2.7 e de-
finigao de dominio modal, existem nomes a;,.

ces@y tais que, para k=l,...,n

* i ; T . 4 - .
S (xk) [ak}Ai e a € a s—instancia de

X Portanto, como s sat A, pelo Corolario 1.

*
15.1,

M,1,s sat A(S)

E, pela Proposigao 2.7

Myil= (N(xi) A .e- ;\N(xn))(s)

Logo,
M,i = ¢ (N(x1) N.-o hN(xn) ﬂA)(S)

E, pela Proposigdo 1.21 (III)

M,i FO0 (N(xi)A ---h N(x A a) (8)

Assim, visto gue M,i s sat O(N(xl)h...nN{xn)

N A),

M,i,s sat U OEN(xl)A...hN(xn)h A)

caso 2: M,j |= (N(x¢)A ...hN(x A A)(S)’ pa

ra algum j, tal que iRyj.
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Logo, M,i,s sat ¢ (N(x;) A ... A N(xn) ANn)y. E,
como M,i,s sat O (N(x;) AN ... A N(xn)h A){Sj,pg
la Proposigao 1.21 (III),

M,i,s sat DO (N(x,) A ... f‘tN(xn) AR) (s)
Vale dizer,

M,i,s sat OO (N(x;) A ... AN(x_)ARA)

n

PROPOSICAO 2.12 Os sequintes esquemas sao

QS5' validos:
1) N(x1)A... AN(x_ ) > N(t), onde X1,..., X
n n

sao todas as distintas varidveis que ocorrem
em t;
2) (Ex) (00 x=t AN(x)), onde x & a primeira

variavel que nao ocorre em t;

3) OA o (A AO (N(xt) A ... AN(xn) -+ A), on-
de X1 g eun X, sao todas as distintas varia-

vels livres em A ;

4)0{N(X1]f'\...hN{Xn)AA)_’DO(N(Kl) Sl

N(xn) A).
DEMONSTRAGAO.

Consequéncia direta das  proposicoes

anteriores.

R L ——
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Os esquemas de fOormulas reunidos na prOposigao ante
rior sao os novos postulados necessarios para a caracterizacgao
de um sistema axiomatico adequado para a Semantica Nominativa
(a saber, o sistema QS5' introduzido a seguir). Antes de apre-
sentarmos esse . novo . sistema ., faremos alguns comentarios a-
cerca dos significados expressos por €SSCS NOVOS postulados.

0 esquema
N(xi) A ... AN(xn) = N(t)

afirma gue, se os argumentos de uma funcao, representada pelo
termo t, sao objetos nomeados, entao o valor dessa funcao &
também, um objeto nomeado; pois, N é a formula que expressa a
propriedade de ser nomeado, e um termo complexo contendo n-va-
ridveis expressa uma fung¢ao n-aria definida no universo da es-
trutura classica correspondente.

para melhor compreendermos os dois esquemas seguin-
tes, devemos ter em mente alguns fatos. Seja A uma estrutura

classica; denotaremos por:

(1) I AN | , o conjunto {a C ] A [ - a ¢ nomeado cm Al
(ii) VA , o conjunto {< a,b > € |A|X NOM,  : para alguma se
quéncia s em D, e algum termo t, s*(t)=a e e8) 2 p b

Consideremos, agora, M uma estrutura modal e 1 um indice em IM'

Assim, & o conjunto dos possiveis valores em i,dos termos

VvV
AL (1)

da linguagem
v

E observemos que cada elemento, < a,a > , em

, induz uma fungao, F que associa, a cada indice 3
Ai < R,8 S
em I,, um elemento de |A§l X NOM_ (a saber, o par <a, ,a >).
]
Podemos, entao, perceber facilmente, se tivermos em

L

mente a definigao de satisfacao modal, que as imagens dessas
funqées desempenham um papel fundamental na Semantica Nomina-
tiva. Pois, elas determinam, dado o valor de um termo em i, O

(l)Lembremos que os termos complexos da linguagem podem assumir
valores que nao pertencem ao dominio modal, cf., antes, Cap.l1,

p- 4 .
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valor desse termo nos Indices acessiveis; em particular, as fun
coes induzidas pelos elementos do dominio modal DAideterminam o}
valor das varidveis nesses indices. Assim, se A € uma formula
contendo livre apenas a variavel x, entao (Ex) OA e verdadeira
em M, com respeito a i, sse existe uma fungao F_

< aq,a >
< gsa >€ DA-)' tal que, para todo Jj em IM’ se iRMj, as seguin-
i

(onde,

tes condicoes sao satisfeitas:

a) se i=j, entao M,i,< a,a > sat A e M,i,
F . a, a >(J_) sat Aje
b) se i#j, entao M,j, F (§) sat A(l)
J Iy <a'a>3 .

Esse fato - que define a interpretacgao mista do guan-
tificador na Semantica Nominativa - € expresso, entao, pelo es-

quema
OaA< (A AN ONOGa)AN ... A N(xn) = DY)

vale dizer, os pares < @,ai> ,...,< an,an5 , no dominio modal,

Dy .+ satisfazem a formula O A sse, esses pares satisfazem A e,

a >
satisfazem A — uma vez que esses objetos sao os que satisfazem N (x; ) A ..?kﬂ
N(x_).

n

-} ) _ 5
para todo mundo acessivel, os objetos determinados pelas funcoes ngak
= [

Além disso, uma funcao da forma, F_ , (onde,< a,
g <a,a>

a > € Vi ) pode ser vista como uma fungao que escolhe, em cada
B

(l)A afirmacao acima, segundo a qual um par satisfaz A,pode ser

entendida no sentido em que, existe uma sequéncia S, no corres
pondente dominio modal, contendo esse par no indice correspon—
dente a varidvel x e essa sequéncia satisfaz A.

As fungoes acima introduzidas poderiam ser compreendidas co-
mo as fungoes de identificagao através de mundos exigidas pela
Semantica Nominativa; porquanto elas determinam os objetos  da
quantificagao através de mundos. Nessa medida, a relacao de ho-
monimia desempenha a funcao qgue, na semantica modal cl&sgica, é
a da identidade através de mundos. (Cf., antes, Introdugao e
HINTIKKA, 1969, em especial, os ensaios: Semantics for Proposi-
tional Attitudes e Existential Pressupositions and Uniqueness
Pressupositions, onde se encontram interessantes gnélises das
funcoes de identificagao através de mundos na semantica modal
classica.
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indice relevante, um objeto nomeado da estrutura correspondente
( a saber, o objeto denotado, na estrutura, pelo nome a).Sob es

se ponto de vista, entao, a existéncia dos valores dessas fun-

coes & expressa pelo esquema

(Ex) ( ©dx=t A N(x)) (onde x nao ocorre em £ .

Pois,
M,i,s sat (Ex) (¢ Ox=t A N(x))
sse,para algum nome a,
M,i,s sat ¢ Oa=t

sse, para todo j em IM' tal que iRMj

vale dizer, se usarmos a terminologia ora introduzida,
M,i,s sat (Ex) (¢ Ox=t A N(x))

sse existe, em cada um dos mundos ascessiveis a i, um ob-

] = : - D il p O 1
jeto nomeado que e O Yalor de 1\-5*(t),t(s)> (i.e objeto es
colhido por esse fungao, no mundo em questao) .

Finalmente, o quarto esquema, & uma instancia particu
lar do postulado caracteristico de S5 (‘op - 0O OR): vale apenas

para os objetos nomeados.
Observemos, por ultimo, que esses novos postulados per

mitirao, futuramente, demonstrar em QS5', as férmulas que expres

sam as caracteristicas préprias do dominio modal:

(i) para qualquer par< a,a > em |Al X NOML, se< a,a > € D,y e

a & nomeado em A, entao a=a, ; isto &,
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(Ex) (¢ Ox=a N x=t) A x=b 2 a=b (onde b & um nome gual

quer), Cf., mais adiante, p. 59 , teorema TGS;(l)

(id]) para qualquer objeto @ em A , se a nao for nomeado em A,

entao, para qualguer noma a, o par< a,a -~ pertence a Dy i
T N(t) 2 (Ex) (¢ Ux=a A x=t)

(cf., mais adiante, p- 59 , teorema T63 e T64).

(1)

Lembremos que a formula
(Ex) (¢ Ox=a A x=t)

expressa o fato de que < s*(t),a > pertence ao dominio modal, co
mo vimos anteriormente (Cf., p. 38).

UNICAMP
QRLIOTECA (ENTRY
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2.3 UM SISTEMA AXIOMATICO.

Apresentaremos agora um Sistema axiomdtico que & uma
extensao, para a ldégica modal quantificacional, do sistema pro-
posicional S5 de Lewis. Esse sistema, que denominaremos de QS5°',

& caracterizado pelos seguintes postulados:

1)

(nl) A se A for uma formula tautolégica( ;

(A2) (x)A = A%/t onde t & um nome; ou t & uma varia
vel livre para x em A; ou, ainda,t
& um termo livre para x em A e ne-
nhuma ocorréncia livre de x em A

se da no escopo de operador modal;

(A3) (x) (A > B) @ (A~ (x)B), se x nao ocorre livre
em A;

(A4) X=X

(AS) xi=y1 A ... A X -+ fr&....xn=fny....yn;

(A6) x1=y1 A oo A e W o g an;...xﬁ*Pnyl...yn:

(A7) 0 (a = B) = (A LB

(A8) Oan~->00 A;

(A9) O (N(x1) A .- A N(xn)ﬂ A) > OO (N(x )M . A
N(anﬂ A);

(A10) Oa<e (AND (N(xt) A ..o AN(x)) 7 n));

(All) (Ey) (0O y=t A N(y)), onde y € a primeira varia-

vel que nao ocorre no ter-
mo t;

(A12) Nt ) A cew & N(xn) =+ N(t);

(Observagao: em (A9), (AlO) e (AL2), X1 .- rX) sao as distin-

tas variaveis que ocorrem livresem A ou no termo t).

1)y conceito de férmula tautolégica em linguagens modais e de-
finido de modo usual. (veja-se GALLIN, 1975).




(modus Ponens) A, A™B /B
(Generalizagao Universal-G.U.) A/ (x)A
(Necessitacgao) A/ OA.

Os conceitos de prova e Lteorema sao definidos da forma
usual. O conceito de dedugao, por sua vez, & definido da seguin

te maneira:

DEFINICAO 2.13 Uma deducdo de A a partir de I' @

uma sequéncia de formulas By,...B_ =A, tal que,
para qualquer k=1,...n aoc menos uma das se-

guintes condigbes é satisfeita:

(1) By & axioma;

(I1) Bk pertence a I';

(III) existem j,i < k, tais que Bj é B, ™ Byi
(IV) existe j < k, tal que:

(i) B, @ (x)B.; ou

k j

(ii) By e O Bj e, para alguns Ji,«.-.
1.8 3, BosveepBs = By e uma
]m Jr 5 jm 3

prova em QS5' de Bj'

NOTACAQ: Sejam L uma linguagem modal e
(a} U I C FORM . Usaremos as sequintes nota-

goes abreviativas.

|- A : A & um teorema de QS5';
I' |-A: I' deduz A (i.e., existe uma dedugao

de A a partir de I').
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DEFINICAO 2.14. Um subconjunto I' de FORML diz -
Se consistente se nao houver uma formula A de
L, tal gue

P~ A e r |-774;
por extensao, uma férmula A diz-se consisten-

te se o conjunto {A} for consistente.

TEOREMA DA LEGITIMIDADE. Sejam {A} U I' um su s

conjunto de FORM, (onde L & uma Linguagem mo-

dal de primeira ordem).

(1) Se |- A, entao |= A.
(ii) Se I' |- A, entao I' |= a.
DEMONSTRACAO.

(1) & consequéncia imediata de (ii),to

‘ mando~se I' como o conjunto vazio. E, (ii) &
provado por indugao no comprimento de uma da-
da dedugao de A a partir de ', levando-se em
conta as proposigOes 1.17;1.18;1.14.3:;1.22:1.21do
Capitulo 1 e a Proposigao  2.12 de-

monstrada.. nesse capitulo.

Apresentaremos em sequida uma lista de esquemas de teo
remas de QS5' que, além de permitirem uma melhor compreensao do
Sistema, contribuirao para a demonstragao do teorema de comple-
tude. Comegaremos essa lista por alguns teoremas classicos e/
ou modais usuais, os quais seri3o enunciados Sem as suas respec
fivas demonstracoes. Essas demonstracoes podem ser facilmente
reconstruidas a partir das demonstragoes de MENDELSON, 1963 (teo
remas classicos) e HUGHES e CRESSWELL, 1968 (teoremas modais u-
suais).



T
T2
T3

T4

T5
T6
T7
T8

T9

T10

7Ll
712
T13
T14
T15
T16

T17

T18
T19
T20
T21
T22
T23

T24
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a*/t - (Ex)A, nas condigoes de (A2);

t = t;

(Ex) (x=t), onde x nao ocorre no termo t;

t =ty 7 (Ax/tl hig Ax/t?) se t; e t; forem li-
vres para x em A e nenhuma ocorréncia livre de
x em A se da no escopo de operador modal;

(x)A < (y)AX/y, se y for livre para x em Aj;
(Ex)A ¢ (Ey)A, se y for livre para x em A,

(x) (y)A < (y) (X)A;

(Ex) (A N B) = ((Ex)A A (EX)B);

(Ex) (A A B) ¢ ((Ex)A A B), se X nao ocorre li-
vre em B;

(Ex) (A = B) ¢ (A — (Ex)B), se x nao ocorre li-
vre em A;

(x) (A > B) 7 ((x)A = (x)B);

(x)(A A B) ¢ ((x)A N (X)B);

T(x)A © (Ex) 1 A;

TEx)A ¢ (x) ] A;

(x) (A # B) ~ ((Ex)A < (Ex)B);

(x) (A = B) = ((Ex)A — (Ex)B);

(x) (A = B) * ((Ex)A > B), se x nao ocorre li-
vre em B;

O(A A B) > OA \ ©OB;

OA - (0B >0(A AN B));

O A = ( O~ B) +0B);

o(a—=>B) > (OA = 0B):

O (a > B) > (A = OB):

T0A ¢ ©°1a;

1oan o 0O71 A;




T25
T26
T27
T28
T29
T30
T3
T2
T33

T34

T35

T36

T37

T38

T39

T40
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Se |- A~ B, entao |-¢ A ~ OB;

A —* OA;

o0l t=t;

O@mAMB) « (Oa AN OB);

O« B) > (CaA<e0OB);

Oa - As

O A © O00A;

O¢a < oA, se A for sentenga;

o0 A « A, se A for sentenga;

Se |- A~ B, entdao |- A > B, se A for uma sen
tenca modalmente fechada (i.e., se A for da
forma O C ou 10 C);

O (a<B) > (C*C'"), onde C' advem de C subs-
tituindo algumas ocorréncias de A em C que nao
se dao em uma parte de C da forma (y)D (onde y
& livre em B), por ocorrencias de B;

Se - A ¢ B, entao |- C ¢ C', nas condigoes de
T35;

Oti= t: = (A%/t, @ A%/ty), se t1 e t, sdo li-
vres para X em A;

Se A & uma sentenca, entao I' U {A}|-B sse I'|-
A 7 B;

Se A & uma sentenga, entao I' U {A} & consis-
tente sse I' | 71A;

Se I'- A, entao r- 0O A, desde que A seja sen-
tenca e I' um conjunto de sentengas modalmente

fechadas.
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»

Os teoremas (esquemas) apresentados em seguida sao ca
racteristicos de QS5' e as suas demonstragoes serao posterior-
mente indicadas. Seja A uma formula, x;,...X ~as suas distintas
variaveis livres, N a formula N(x;) A ... hN(xn) e a um nome de

L (eventualmente a primeira constante de L).

T41 oA < (A V O(N AA));

T42 N(x,) = O N (x) )i

T43 N> (¢A — 0O0oRn);

T44 o O(N > Aa) > ON = A);

T45 oO AN A~ DOAa;

T46 o0 x=y = ( OMN = A) « ON ~ A)*/y), se y for

livre para x em N 7 A;

T47 o0 x1=yi1 A... N O0x =y = (O A (AN O(N —

ayXtre--1%ny  se y, & livre para x, em N > A
Yieeoor¥, k ; k

(k=1,...,n);

T48 o0 x;=a; A... A 0O x =a_ — (DA H(Ahﬁlhz:::::zg}),
se aig.--,a sao nomes quaisquer;

T49 o(NAOA) > O(N > DA);

T50 ON

751 o0 aAeO B ~> 00N B);

P52 o0 ty=t; N 00 t,=t; > o0 t,=ts;

753 N(x, ) = (0A* O (x, ) ™ A))i

T54 N(x) > O(N(t) < N(t)?/x), se x nao ocorre em
N(t) e a nao ocorre no termo t;

T55 N(x) = (OA = (a A ON=2)))%x, se x ndo o-
corre em N = A;

T56 N(x) = (0(N A A) ~ D,O(N . A))a/x, se X nao o-

corre em N = A;
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T58

T59

T60

T61

T62

T63

T64

T65

T66

T67?
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N(x) = (Ez) (011 z=t A N(z))"/x, se x nao ocorre
em N(z);
(Ez) (0O z=t Az=t) = ((x)A > A"/t), se t for
livre para X em A € Z nao ocorrer em t;

vA a . B e o
N(x) = ((z)A > A“/t)"/x, se '(z)A > A"/t sa-
tisfaz as condicoes do axioma (A2) e X nao o-
corre livre nessa formula;

N(x) > (N(x1) A... AN ) 7 N(t))?/x, onde xi,

e Xp sao as distintas variaveis em t e x é
livre para a em N{x;)A ... nN(xm} =+ N(t);
¥ = -
Se |- A"/a e a ndo ocorre em A, entao - N (x)~A;
< X - _ 4
se I' -A"/a e a nao ocorre em A, nem em formu-
las de I', entao I' |-N(x) = A,

x#a A o0 x=a — (z) (Ey) (y=x A ©¢0 y=2z), onde ¥,
y e z sao distintas variaveis e a @ um nome
gualqguer;

IN(x) > (y) (BEz) (z=x A ¢0 y=2z), onde X, ¥y e 2
sao variaveis distintas;

t=b Ab#a - (y) ( 00 y=a - y#t), onde b & um no-
me qualquer e y uma varidvel que nao ocorre no
termo t;

sel' -A = t#a e a & um nome gue nao ocorre em
[ , nem em A ou t, entdo I' |-A = (y) (Ez) (z=t A
o0 y=z), onde z e y sao distintas variaveis que
nao ocorrem no termo t;

se ' }Fa = 7100 x=a e a nao ocorre em I',nem em

A, entao I' }- T1A.
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Observemos que, em QS5', nao vale o metateorema usual:
X ~ % =
se ' -A"/a e a ndo ocorre em I' U {A}, entao
r |-a;

pois, por exemplo, se a e b sao dois nomes distintos, entao

[|-%a=b - O ¢a=b,

porém pode ocorrer que
M ox=b = [O0x=b.

Todavia, em QS5' vale a regra derivada mais fraca que é enuncia
da no teorema T62: se algo vale para um objeto nomeado arbitra-
rio a, entao vale para todos 0s objetos nomeados. E, como pode
ocorrer que seja justamente a primeira constante de L (e, pPoOr-
tanto, ocorre na formula N(t)), introduzimos os teoremas T54 a

T60 a fim de podermos provar T61 e T62. Passaremos agora a indi

car como os metateoremas da lista acima podem ser provados em
Q85! .
T41 OA ¢ (A YO (NAA))
DEMONSTRACAO
(1)  107A e (aV 0N > 1a)) (A10)x taut. (%)
(2) OA ¢ (AVO(NAA)) (L), (A1) ,T36 e def.
T42 N(xk) =L N(xk)
DEMONSTRAGAO
(1) DNLXk) = (N(xk] A D(N(xk) * N(xk})) (A10)
(2) N(xk) 2 N(Xk) (Al)
(3) O (N(x)) = N(x)) (2) xNeces.
(4) N(xk) > [JN(xk) (1), (3)xtaut.
(l)Usaremos e expressao 'taut.'('tautologia') para indicar a a-

plicagao (uma ou mais vezes) da regra modus ponens a instan-
cia do esquema (Al).
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T43 N = (oA — [0O0Aa)

DEMONSTRAGAO

(1)

O(N A A) > 0A

61

Tl8xtaut.

(2) Oo(N A A) > O0A (1) xNeces., (A7)xM.P.
(3) O(N A A) > DOO(NA A) (A9)
(4) O(N A A) > UoA (2) , (3)xtaut.
(5) OA > A VO(NA A) T41lxtaut.
(6) (NA A) > O(NA A) T26
(7) (N A A) = O0A (6), (4)xtaut.
(8) N A oA > [OOA (5), (7), (4)xtaut.
(9) N ~ (oA > 0¢a) (8) xtaut.
T44 oo - a) > O(N ~ A)
DEMONSTRAGAO
(1) O01(NATA) > D107 (N A TIA) (A9) ,def.
(2) 070NN AN TIa) > OTI(w A T (1)xtaut.
(3) o OmW —~ a) > ON —~ A) (2) ,defo ,T36.
145 OOA AN A~ UOA
DEMONSTRACAO
(1) oda « (OA Vo(N A OA)) T41
(2) OA ¢ (A A O > A)) (A10)
(3) o0A <+ (OA V o(NAA AN ON > A))) (1),(2),T36x
taut.
(4) o0OA - OA V o0O(N = A) (3) ,T18xtaut.
(5) oO(N - A) = O(N = A) T44
(6) o0A - OA V O(N = A). (4), (5)xtaut.
(7) oOA A A~ Oa (6), (2)xtaut.
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T46 M=y = (ON = a) © Om — A)x/y), se y & livre para

X em 'N-A'.

DEMONSTRAGAO
(1) Ox=y > (0N > a) « ON - a)%/y) T37
(2) ©Ox=y > 0(0OMN~>a) » ON->a%sy) (1)xr25
(3) ¢ Ox=y >0 ( (O(N = 2a) » ON > a)%/y) A
(ON~>2a)%/y > ON-a))) (2) ,def. '
(4) ¢ Ox=y > (0( O (N~>2a) > ON > a)<sy)A
o O = a)¥/y = OW ~ a))) (3),T18xtaut.
(5) ¢ Ox=y > (OO (x> a) > o0 - a)%/y)
@O m =A%y >o0m-na))) (4) ,T21lxtaut.
(6) ¢ Ox=y = ((OMN ~>a) > ON - a)*y)
(Om > 2a)*/y > On - a))) (5),T44, (A8) |
taut. i
(7) ¢ Ox=y » (O(N > a) ¢« ON > a)%/y) (6),def. ' |
T47 SO xi=yi A ...A0Ox =y - (Da« ;

(A A Omn — AJXI""'xn); onde Xt ,...,%x_ sdao distintas
Yire-o¥p n

variaveis livres em A e, para k=l, .. 0 Y € livre pa

X 1 .
ra kenA

DEMONSTRACAO é

(1) 00xy=y;>(O(N > a) « O(N > a)¥Vy, ) T46
) — & X1 R S
(n) o O X yn+ (0O (N A) Yy, n l/&n_l.*+

O (N — A)x"""xn) T46

Y E ¥ fIYn

(n+1) O Oxy =y A «.. ) Oljxlryn -

(O > a) & N = A)X1teeenoXy, (l)a (n)xtaut.

Y] ’.t-'yn

(n+2) OA A A O(N - A) (A10)




T48 |- ¢ Ox,=a; A ... A DOx =a_
n n
(Oa <+ (a A Oa%i 77" n)), onde X{geoesX sao as dis-
aj go-e0ay )
tintas variaveis livres em
Aea ,...,a sao nomes
quaisquer.
DEMONSTRAGAO
(l) ¢ [r]xl::ill n . A O E]}{n:(']n . ([_] A v
(a g Om — a)yFrresr¥n) T47x,G.U, (A2) xtaut.
ay geesd
(2) gt g EE ek (Al2) xtaut.
Q) ee0,a
n
¥y gowapX Xy resorXy AXLree e Xy Al
(3) Bgyimnnsal = WAl TRy eeal) B
X g s o ol Ry g v wompX Xy goeerX
(4) (Na ,...,an s Aa ,...,an) - Aai,...,an (2) xtaut.
1 n 1 n n
(5) O Axl"“'xn =& LN T A)x”""xn (3)Neces,A7,xtaut.
al,...,an al:---:an
(6) 0O (N A)X"°"'¥n - O pXrreer®y (4)Neces ,A7 ,xtaut.
al,.-.,an Ay peeeyd
(7) ¢ Dxl =a, ﬁ ..o 'ﬂ‘ OE!){n'—'-'an = DA e (Ah
O aXtres-r¥y (1), (5), (6) xtaut.
al ,..-,an
T49 O(N A Oa) - Om ™ 0Oa)
DEMONSTRAGAO
(1) N = [ON T42,T25xtaut.
(2) Oa-= O0Oa " T30 (A8)
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(n+3) O xi=yi A ... AU x =y =

AL gyt (n+2) (n+1)x

(Oa <= A\ LI(N — &)
Yioeeor¥y taut.
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(3) N A OA—- ON p OOA (1), (2)xtaut.
(4) N A Oa -~ O(N A 0OA) (3),T28xtaut.
(5) N A Oa - (v 0a) (Al)
(6) O (N A Oa) ~» On > 0Oa) (5) (A7) xtaut.
(7) N A Oa - ON~> 0Oa) (4), (6)xtaut.
(8) o(N A Oa) » o0 — 0Oa) (7) ;125
(9) o(N A Oa) » OnW —~ 0Oa) (8),T44.
T50 O(N(X1) A oo AN(X))
DEMONSTRAGAO
(1) O my=yy K sas 00 2= = (CH <N VOIN(y, ) A...
AN N(y ) A N(yi) A - ANCy D)) T47, onde ,p/
n=l,...,n, Yo
nao ocorre em
Ky gooesX, © p/
kAK" ) ¥ 7Yy
(2) 00 x, =y, A ... A o0 > Mo Ao (N(y, ) A ... A N(yn)+
ON (1), (Al)x T25xtaut.
(3) (Ey, ) ... (Ey ) OO0 x; =y A ... A0 x =y A ©
(N(y, ) A ... AN(y))) = ON (2)xG.U,T17xtaut.
(4) o0 x,=y; AN(y,)A...A0DOx =y AN(y ) 7
o0 x, =y, A--- A OB x =y A O Ny, )A -« ANy ))
(Al) ,T26xtaut.
(5) (Ey,) (00 x;=y; A N(y; ))A - . -A (Eyn)(OD X =y A

(6)

N(yn))“‘* (Ey,)...(Eyn).(OD Xy =Y, I ...}\OD xn:yn_’

SAMLF T N ol N(yn))) (4)xG.UxT26,T9xtaut.

ON (3),(5), (All) xtaut.
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T51 o0 A A ¢OB ~—~oO(A A B)

DEMONSTRAGAO
sejam X ,...,X  as variaveis livres em A na ordem cres
cente, N, a formula N(x;)A ... AN(X )i yi,e..s¥p A as
variiveis livres em B, N, a formula N(yi) A ... AN(y, )
e N a formula N(z;) A ... A N(zp}, onde z,,...,zp sao va

riaveis livres em A e B dispostas na ordem crescente.

(L)

o(N; A OAYA O(Ny A OB) » (ON, = OA)A

O (N, = 0OB) T49 xtaut.

£2) N, A N, > N (A1)

(3) (N, = OA) A (N, = OB) = (N, A N, > OA A UB)
(Al)

(4) O (N, -~ OA) A ON, - OB) > ON -~ (A A B))
(3), (2),(a7),T28 taut.

(5) o (N, A OA) AO(N, A OB) » LD(N~ Ol A B))
(1), (4) xtaut.

(6) O(N, A OOA) A 0Ny A 0OIB) > OLHAA B)
(5),1750,T22 xtaut.

(7) OA —~¢(N; A OA) T50, (A8)T19, (AZ)xtaut.

(8) OB~ ¢(N, A OB) T50, (A8)TL19, (A7) xtaut

(9) o OA A <GB —> o0O(A A B) T41, (7) (8), (6)xtaut.

T52 o Ox=y A dOy=z - dDx=z
DEMONSTRAGAO

(1) 0 Ox=y A DOy=z > ol(x=y A y=z) T51

(2) X=y A Y=2 T X=2Z ) T2,T4 xtaut.

(3) O (x=y A y=2z) 7 Ux=z (2) ,xNeces, (A7) taut

(4) o O(x=y A y=2) — ¢ Ox=z (3)xT25

(5) o Ox=y AN Dy=z > olx=z (1), (4) xtaut.




753 -N(x) > (DA<

DEMONSTRACAO
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

T54 |- N(x)

DEMONSTRAGAO

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(7)

(8)
(9)

A-+

Oa—
O (N(x) > A) » (ON(x) > 0Oa)
N(x) = (O(N(x) = A) > UAa)

Ni{x) = (Op =

> (N(t) © N(t)%/x)

N(x)

N (x)

Ni(x)

N(x)

N(x)

N (x)

N(x)

N (x)

A NI(t)

A N(t)

AN N(t)

A N(t)

(N(x) = A)

C(N (x)

.

—

> (N(t)™

L(N(x) = A))

"’A)

L(N(x) ™ A))
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(A1)

(1)xNeces. (A7)xM.P.

(A7)
(3), (T42)xtaut.

(2), (4) xtaut.

se X nao ocorre em NI(t)

e a nao ocorre em t.

t=z = Nz}

T6,T4, taut, onde
z & uma variavel
gue nao ocorre em

N(x), nem em N(t).

t=z —+ (0 Oz=x * z=x)

(1) ,T43,F30 xtaut.

t=z = (0 Oz=x * t=x)

(2),T4, taut.

t=x V (¢ Oz=x = t#z)

(3)xtaut.

t=x V(z) (¢ Oz=x = t#z)

(4)xG.U, (A3) taut.

t=x V (Ex) (2) (¢ Oz=x = t#z)

N (t)?/x)

> (N(£)3/x = N(t))

> (N(t) © N(t)T/x)

(5),T1l xtaut.
(6),T6 xtaut. e

def. de N(t).

4,76, xtaut.

(7),(8) def'e' taut.




T55 F N(x)

DEMONSTRACAO

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

T56 - N (x)

DEMONSTRAGAO

(1.3

(2)

(3)

(6)
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-+ (0On < (A A ON A)))a/x onde x nao ocor

re em N - A,

Oa%x < (a%/x A ON A N(x) > a%/x) (AL0)

N(x) = (O0a%/x « (a%/x A O

(N%/x A N(x) — A%/x) (1),T54,T35 xtaut.

N(x) = (O0a%/x ¢ a%/x A ON(x)

(/x> 2%/x)))) (2), (AL) ,T36

N(x) > (O0a%/x ¢ @%x A Omn/x > a%/x)))
(3),T56 xtaut.

N(x) > (Oa <« (a A ON =~ A)))3/x (4) def.

-+ (O(N AA) - [O0(N A A))a/x se X nao ocorre

em (N A A).

O(N(x) A N AAY/x) - O0(N(x) A N A A%/x)
(A9)
N(x) = (¢ (N(x) A Na/x A A%/x) -
0OoMmx) A NY/x A a%/x) (1L),T54,T35 xtaut.
ON(x) - (©m%/x A a%/x) -
o (N(x) A N¥/x A A%/x)) (T19)
N(x) > (©(N%/x A A%/x) -
0O (N(x) A NV/x A A%/x)) (2),(3),T42 xtaut.
N(x) = (om%/x A A%/x) - 00 8%/x A A%/x)

(4)153, (A7) ,T42
taut, T36.

N(x) = (O(N AA) » [00(N AA))T/x

- (5), def. de C%/x.
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257 |-N(x) = (Ez) (¢ Oz=t A N(z))?/x se x nao ocorre em
N(z).
DEMONSTRAGAO
(1) N(x) = ((¢0z=t%/x A N(z)) *
o Oz=t%/x A N(2)%/x) T54,T30 xtaut.
(2) N(x) > (z) ((0D0z=t%/x A N(z)) ©
o Oz=t%/x A N(2)"/x) (1) ,%C.U, (A3)xM.P.
(3) N(x) = ((Ez) (0 Dz=t%/x A N(z)) *
(Ez) (0 Oz=t2 4N N(z)a_-/’() (2] :;TT5 xtaut.
(4) N(x) = (Ez) (0Oz=t A N(z))?/x

(3),(All) ,taut. e def.

T58 |- (Ez) (¢ Dz=t A z=t) ™ ((x)A 7 A¥/t) se t for livre
para x em A e Z

nao ocorrer em t.

DEMONSTRAGAO

(1) 0 Oy=t p y=t * Oy=t T45,0onde y & a pri-
meira variavel que
nao ocorre em t,nem
em A,

(2) O y=t > (A%/y © a%/t) T37

(3) o Oy=t A y=t » (A%/y « A%/t) (1),(2) xtaut.

(4) (x)A = A%/y (A2)

(5) o Oy=t A y=t > ((x)A - A%/t) (3),(4) xtaut.

(6) (y) @ Oy=t A y=t > ((x)A > A /t)) (5)xG.U.

(7) (Ey) © Oy=t A y=t) > ((x)A ~ A¥/t) (6),Tl7xtaut.

(8) (Ez) (© Oz=t N z=t) =» ((x)A = a¥X/t) (7).Téxtaut.
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59 ]—N(x) -+ ((z)A 7 Azft)a/x , se (z)A Az/t satisfaz as
condigoes do = esquema (A2)
e x nao ocorre livre nessa

DEMONSTRAGAO. formula.

Podemos supor que z ocorre livre em A no escopo de ope

rador modal e que t & um nome contendo ocorrencias do nome a ;
, % z a . i ; 5

pois, do contrario, ((z)A = A /t)%/x seria ja uma instancia do

axioma (A2). E seja t' o termo t? /x.

(1) N(x) A N(y) = (¢ Oy=t' = Oy=t')
(ALY P43,'F24 123, tomandg =
se y a primeira variavel dis

tinta de x que nao ocorrem

em t.
(2) N(x) N N(y) = @y=t' = y=t') (1) ‘T30 :taut.
(3) N(x) = (N(y) A oOy=t' = y=t' A 0Oy=t")
(2) xtaut.
(4) N(x) = (y) (N(y) A oOy=t' = y=t' A oDy=t")
(3)x3.U0., (A3)xtaut.
(5) N(x) = ((Ey) (N(y) A ©oOy=t') = (Lky)
(y=t' A ©0Oy=t')) (4),T1l6 xtaut.
(6) N(x) > (Ey) (y=t' A ¢0Oy=t") (5), (Al0)xtaut.
(7) N(x) > ((z)A —'Az/t)a/x (6),T58 xtaut. def.
760 EN() > (N ) A -en AN(x) = N(E))T/x,

onde Xy .-« sX, sio as distintas variaveis livres em G

e x & livre para a em N(x,).A ... AN(x ) - N(t).

DEMONSTRAGAO
€1} N(x) A N(x;,)A ... A N(xn) - N(t') (Al2), on-

de t' e ta/x
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(2) N(x) > (N(x:) MN... hN(xn) -+ N(t')) (1) xtaut.

(3) N(x) = (NG ) Aoo. AN(x) > N(t)) /%

(2),T54,T30 def.

T61 Se L—Ax/a e a & um nome gque nao ocorre em A, entao
|- N(x) = A.
DEMONSTRAGAQ
Seja A,,...,An: Ax/a uma prova em QS5' de Ax/a. Pode-

mos supor que x seja livre em A, pois, do contrario, pelo axio-
ma (Al)
|- N(x) > A.

Provaremos, entao, por indugﬁo em n, que

|- N(x) = A.

Sse n=0, entao a*/a 8 axioma e, além disso, se for ins-
tancia de um dos esquemas seguintes, (Al),(A3), (Ad),(A5), (A6) ,
(A7), ou (A8), entao a propria formula A & um axioma e , desse

modo, por tautologia,
|- N(x) — A.

E se Ax/a for instancia de um dos esquemas (A2), (A9),
(A10), (All) ou (Al2) entdo o resultado desejado & consequén-

cia, respectivamente, dos teoremas T59, TS56, T55, T57 e T60.

Se n > 0, entao temos dois casos possiveis:
(1) existem j,k,<n tais que Ai/a & A?/a -+ n"/a.

Pela hipdtese indutiva temos que:

(1) |N(x) Aj

(ii) |-N(x) (Aj - A)
Logo, por tautologia

-N(x) > A
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(I1) existe j < n, tal que um dos seguintes casos ocorre:

(a) A%/a @ (y)A?/a. Como, por hipdtese x & livre em

A, X nao & y, logo, pela hipotese indutiva,
-N(x) > A.
] J

e, por G.U., (A3) e tautologia,

- N = A
- N (x) (y)A

(b) Ax/a é[]Ai/a; nesse caso, pela hipotese indutiva,
- N(x) > A.
| J
- O (x) Aj) (por necessitacgao)
vale dizer, pelo axioma (A7) e teorema T42,
-N(x) = UOA..
J
T62 se I'aA"/a e a & um nome que nao ocorre em A, nem

em férmulas de I' , entao I'|-N(x) = A.

DEMONSTRACAO

Prova-se por indugao no comprimento de uma dedugao de
X o A : - - .
A% /a a partir de I', de maneira analoga a demonstracao do teore

ma anterior.

T63 - x#b A oOx=b = (y) (Ez) (z=x A ¢Dz=y), onde y e z

sao as duas primeiras varidveis distintas de x, e b um

nome qualquer.

DEMONSTRAGAO
(1) N(x) = (¢ Ox=b = x=b) T33, (A8) ,T61.
(2) x#b A o0Ox=b - "1 N(x) (L)x taut.
(3) x#b A 00x=b - 7] (g:a V (Ey) (z) (00z=y = z#x)
(2)def 'N(x)'
(4) x#b A oOx=b = (y) (Ez) (2=x AN oOz=y)

(3),T14,T736 xtaut.
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T64 |- In(x) = (y) (Ez) (z=x A sOz=y) , nas condigoes de
756
DEMONSTRACAO
(1) x#a N y=x A ¢Oz=y 7 (y) (Ez) (z=x A ©¢Dz=y)
T63,T4,x taut., onde a e a
primeira constante.
(2) (y) (x#a N y=x A o0z=y~(y) (Ez) (z=x A o0z=y) )
(1)x G.U.
(3) (Ey) (x#a A y=x A oUz=y) 7 (v) (Ez) (z=x A ¢Dz=y)
{2y 17 seaut.
(4) x#a N (Ey) (y=x A oOz=y) — (y) (E2)
(z=x AN ©¢0Oz=y) (3),T9 xtaut.
(53 x#a N (z) (By) (y=x A oOz=y) — (y) (Ez)
(z=x A ¢Uz=y) (4), (A2) xtaut.,G.U.
(6) IN(x) ~ (y) (Ez) (z=x A oUz=y)
(5)x T13,Tl4x taut., def.
"Wix)'.
T65 |- t=b A bFa 7 (y) (0Oy=a = y#t), onde t & um termo

gqualquer, y uma variavel que niao ocorre em t e a e D

nomes quaisquer.

DEMONSTRAGAO
(L) y#a A ¢oOy=a ~ (x) (Ez) (o0Ox=2z A z=y)
(I'63), tomando-se X € Z,
respectivamente,a primeira
e a seqgunda variaveis dis-
_tintas de VY.
(2) ¢ Oy=a A y#a ~ 1 N(y) (1)xtaut. def. (N(y)'.

(3) y=b = N(y) (pnl12) ,T4 xtaut.




(4)

(5)

T66 Se I'l-A = t#a

t=b A b¥a = (¢Oy=a — y#t)

t=b A b#a > (y) (O0Uy=a = y#t)
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(3),(2),T4 xtaut.

(4)x G.U.,A3x
taut.

e a & um nome que nao ocorre em I', nem

em A ou em t, entao I'~A = (y) (Ez)(z=t A ©¢0Oy=2z).

DEMONSTRAGAO
(L)
(2)

(3)
(4)

(5)
(6)

(7)

T67 Se I

A 7+ tia

Nz = (& = t¥Ex)

(x) (N(x) > (A ™ t#x))

N(t) ™ (A 7 t#t)

A *TIN(t)

hipétese

(1),T62, tomando-se

X uma variavel due

nao ocorre em a nem

em t.

(2) xG.U.

(3),(A2), 7"pois x

nao ocorre no escopo
de operador modal na
férmula em 3.

(4),T2 xtaut.

TN(E) = (y) (Ez)(z=t A ©Oy=z)

A~ (y)(Ez) (z=t A 00y=2z)

entao I'|- 7IA.

DEMONSTRAGAO
(1)
(2)

A -+7] 60x=a

N(y) = (A = "1¢0x=y)

T64 x G.U.,A2 xtaut

(6),(5) xtaut.

A = T1o0x=a e a nao ocorre em I' , nem em A,

hipotese

(1) ,T62, tomando-se
y a primeira varia-
vel distinta de X

gue nao ocorre ! em A.
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(2) xtaut.

(3)xG.U.,A3xM.P.,
xtaut.

(4),Al1l,T15 xtaut.



cAPITULO 3

O TEOREMA DE COMPLETUDE PARA QS5

Comecemos por introduzir alguns conceitos, lemas e no
tagoes auxiliares relevantes para a demonstragao da completude
de QS5'.
A sao subconjuntos de FORM, e A é finito.

No que se segue, L & uma linguagem modal, {A, B,...},

NOTACAO: Se A é& nao vazio,
Cnj (4)

denota a formula

At A ... A An

onde Ar,...,A s@o todas as fbrmulas em 4 ,da
das em alguma ordem padrao; e se & for o con-
junto wvazio,

Cnj (A)

denota a formula
(Ex)(x=xg

onde x @ a primeira variavel. E,
A

denota a formula
(Exi)...(Ex )A,

onde Xt ;... X, sao todas as variaveis 1livres

em A, na ordem crescente.

DEFINICAO 3.1 O conjunto I' diz-se:

(i) existencial consistente se para qualquer
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subconjunto finito & de I' ,a férmula
Cnj (B)

for consistente;

(1ii) maximal, se para qualquer formula A de I,

a € T ou Ta € I',

LEMA 3.1.1 Se I' & um conjunto existencial

consistente e maximal,entao, para guaisquer

f6rmulas A e B de L, vale que:

(i) se |- A, entao A € ' ;
{44 A>B € I'sse A & I'ouB € B 3

(iii) A E€1l' sse A & I

DEMONSTRAGAO.
Consequéncia imediata da definigao ante
rior.

DEFINICRO 3.2 Uma sequencia X = de

.
( i)ie w
conjuntos de férmulas de L diz-se uma sequén-

cia candnica em L para !' se L satisfaz as se-

guintes propriedades:

(i) ' ¢ X ; e, para todo i em @, temos que:
- 0
(ii) 2, €& um conjunto existencial consistente

e maximal;

(iii) para qualquer A em FORM,, (Ex)a € Z, sse
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para algum nome a e para alguma variavel y li-
vre para X em A, Ax/y Ao DOy=a € xi;
(iv) para gualquer sentenga A de L,¢A € Ei

sse existe um j em w, tal que A € Ej.

Dy

Nos lemas e definigoes sequintes X =(Z.)

L) uma
i'’1 €Ew

sequéncia candnica em L paral .

LEMA 3.2.1 Para gqualquer i emuw , Ei satis-—

faz as seguintes propriedades:

(v) para qualquer variavel x, existe um nome
a, tal que °0Ox=a € i
(vi) para qualquer termo t de L, t=b € Ei,pg
ra algum nome E em L ou, para todo nome a €m
L,
(Ey) (y=t AoOy=a) € X, (ondey nao o
corre em t);
(vii) para qualquer A em FORM,, (x)A € Zisse
Ax/y € Ei' para toda variavel y livre para x
em A;
(viii) para qualquer sentenca A de L, OAEZ "

sse A € Ej' para todo j em w.

DEMONSTRAGAO.
(v). Como Ei & maximal e existencial -
consistente, pelo Lema 3.1.1 e teorema T27;

O Ox=x € Z_ 2
i

logo, pelo teorema Tk

(Ey) (0 Oy=x) € Ei (onde y & distinto de

X).
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portanto, pela propricdade (iii) de Ei, existe

um nome a e uma variavel y, tal que
¢ E!y:x A {)Dyza & Ei
e, pelo teorema P52 ,

o Ox=a € Z,.
1

(vi) Pelo teorema T3 e Lema 3.1.1

(Ex) (t=x) & ¥. (onde x nao ocorre em ) »
1

Logo, pela propriedade (1ii) de Ei, para algu
ma variavel y e algum nome a

t:y A Ol:ly:a = 21;

desse modo, pelo teorema 763, levando-se em
conta a propriedade (ii) de I, e o Lema 3:1.1,

y=a € 73-1 ou (z) (Ex) (x=y A oD0z=x) EEi
(podemos supor que nem z, nem x ocorrem €m t
ou em Y)

portanto, pelo teorema T4,
t=a € 31 ou (z) (Ex) (x=t A ©o0z=x) € Ei

Logo, levando-sc e conta a propriedade (11)de

i
A
t=3 & Ei ou para todo nome a,

(Ex) (x=t A oUa=x)

frid) Consequéncia da propriedade (iii) de Ef

levando-se em conta O ftem (v), provado acima.

(viii) Consequéncia-imediata da  propriedade

(iv) de Li.




DEFINICAO 3.3 Dado um i em w, definimos uma

relagao em TERML, denotada por ':i' pondo, pa-

ra quaisquer t; e t; em TERML,

t, :i t, sse ty = tg == Ll

OBSERVACAO. Decorre do lema anterior que —; 2

uma relnqﬂo de equivaléncia em TERML. Desse mo
do, podemos denotar por [t]l, a classe de equi-
valéncia do termo bt pela relagao 31, Além dis-—
so, temos também, gragas aos axiomas da igual-
dade, que :i & uma relacao de congruéncia para

cada simbolo funcional e cada simbolo para pre

dicado de L.

DEFINICAO 3.4 A estrutura modal candnica M=

-

< By (A e 1 > para L com respeito a Z & de-

M
finida da seguinte maneira:

(I) BM: < LU,O,U.)E > 3

(II) para cada 1 em w, Ai & caracterizada do

seguinte modo:

(i) lAil* TERM; , = (i.e., o conjunto quocien
i

te de TERM pela relagao :i);

(ii) para qualquer simbolo funcional f' de L

fi [t1]g--.080 4= ifntl...tn]

1

1,
(iii) para qualquer simbolo para predicado Pn,

pY = K ltglg... T ), BE u.lr“;.
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LEMA 3.4.1 Se M é a estrutura modal candnica
para L com respeito a I' , entao, para qualquer

i em w,a)para qualquer par < [t]i,a > E Dy « &
i
xistem infinitas variaveis, XUgewe X penn tais

que, para k=1,...,n,...

= Oy =5 € ¥ .
xk [tli e xk a Li'

b) para qualquer variavel y, existe um nome a,

tal que‘i[yii, a> € DAi

DEMONSTRAGAO.
(a) Suponhamos que < [t’i' a> € DA :
7

desse modo,
(Ey) (y=t A ODy:a) (S z;j.

Pois, ou aA € [t]i (i.e.; a=t € Ei} e, nesse
i
caso, a=t A ©¢Ua=a € Ei e, pela propriedade

(iii) de I,
(Ey) (y=t A ¢Oy=a) € Z, .

Ou, para todo nome b, bA # [t]i (i.e., b=t &
i

Ei) e, nesse caso, pela propriedade (vi) de Ei

(Lema 3.2.1),

(Ey) (y=t A ¢Oy=a)
Agora, pelo teorema clissico
(Ey)Aa = (Ey) (A = (%)« (x ) (y=y))

e propriedade (ii) dé Z, temos que, para qual-

quer inteiro positivo n,




&1

(Ey) (y=t p ©0y=a A (%1 }osaix ) (y=y)IE€

ymde ¥ nao ocorre na lista %1, ...,¥%.. Portan-

n
), pela propriedade (iii) de X, para (pal -
juer inteiro positivo n, existe uma varidavel
nao ocorrendo na lista xp, s SRR ¥ 4l o O
1l
y=t A Lly=a & X,
i
o ElE]l: € Ply=a = ¥,
' i i

(b) Seja y uma variavel; pelo Lema 3.2.1(v),

oxlghe  um neme a, tal que

“gora, suponhamos, por absurdo, que < |yl .
g - Logo, existe um nome b em [, tal quo

b4 |y1i o hA.# ap - Vvale dizer,
| 1 1

b=y A b#a € X
Desse modo, pelo teorema T65,

O Qy=a ¢ Ei (contradigao) .

As definicoes e os lemas anteriores nos dao os clemen
-0s basicos para a demonstracao da completude de QS5' com res-
peito 8 semantica anteriormente determinada. Cabe, ainda, demons
trar que:

a) para todo subconjunto consistente | de SENT,
xiste uma sequéncia candnica 2 em L' para I', onde L' & uma

oxtensao em constantes de L (LEMA SINTATICO); e

b) a estrutura modal canonica para L com respeit: a
sequéncia candnica Z para I' em L &, de fato, um modelo para I
em L (LEMA SEMANTICO) .
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Pois, uma vez demonstrado os itens (a) e (b), teremos
gque todo conjunto consistente de sentencas de L tem modelo, o
qual €& uma estrutura modal para alguma extensao em constantes
L', de L. O teorema de completude podera, entao, ser derivado
dessa afirmacao da maneira usual.

A fim de demonstrarmos o item (a) introduzimos, nas

definigoes seguintes, novos conceitos auxiliares.

Y 5 = 1 o=
DEFINICAO 3.5 Seja X (Ei)i_E I

cia de conjuntos de formulas de L.

uma sequén-—

(i) ¥ diz-se relativamente consistente se pa-

ra quaisquer subconjuntos finitos Ai de X

(onde i varia em I), o conjunto

{0 an(&i):i € )

for consistente.

(ii) Uma formula A de L diz-se relativamente i-

consistente com Z, se a sequéncia obtida de Z

acrescentando-se A ao conjunto Ei for relati-

vamente consistente.

DEFINICAO 3.6 Seja E uma enumeragao

1
(iO,AO), (11,27), .-

do conjunto w X FORMI e I' um subconjunto de
SENTL, tal que existem infinitas constantes
individuais em NOML, que nao ocorrem em I' (i.
e., nao ocorrem em sentengas de I' ). A proto-

5 - I,E k .
sequéncia canonica, LU= (2, ¢, ¢ indu

zida por ' e E g, entao, definida da seguin-

te maneira.
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k k Z
para cada k em w , 2 =( X)), ¢ € uma
Lk w
sequéncia de conjuntos de formulas de L, sa-

tisfazendo:

. -k ~ = . i
(i) Li nao e conjunto vazlo () apenas para

um nimero finito de valores de 1 em W j

(ii1i) existem infinitas constantes individuais
que nao ocorrem em formulas de conjuntos em

z k.

(iii) para qualquer i € w, existem infinitas
varidveis que nao ocorrem livres em formulas

pertencentes ao conjunto EE .

1
A sequéncia Z Va8 ( Ek) & definida
k€Ew
por indugao em k como segue.
(A) Se k=0, entao Eg =E B Ei =4, para

todo i ~ 0.

(B) Suponhamos, agora, Ek definida de forma
a satisfazer as condigoes (1), (ii) e (iii) a-
cima e seja (i,A) o par {ik,Ak) em E. Temos ,

basicamente, dois casos possiveis.

caso 1: A ndao & relativamente i-consis
X
tente comnm 2 a

Kk+1

Z. .. K
Nesse caso, L & igual a .

caso 2: A & relativamente i-consisten-—
vk
te com X

sub-caso 2.1: A nao & da forma (Ex)B, nem, pa

ra alguma sentenca B, da forma ©¢B.
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Nesse caso, Ek+l diferira de Ek, no maximo,
- k+ .
pelo i-ésimo elemento e ZE o li u {al.
i

Sub-caso 2.2: A e da forma (Ex)B.

Nesse caso, entao seja a a primeira constan-
te de L que nao ocorre em formulas pertencen-

o sk . - .
tes a conjuntos em e y a primeira variavel b |

© . K
vre para X em B que nao ocorre livre em Zi

Entao, gl diferira de Ek, no maximo, pelo
- 1]‘(+ 5

i-ésimo elemento e Zi 1 = L? U {(Ex)B,Bx/yn

¢ Da=y }.

Sub-caso 2.3: A é da forma ©B, onde B é sen-—

tencga.

U {¢B} e, para o me-

+1 - K
Nesse caso, EE A é Li

nor j em w, tal que E?:g’ 2§+l = {B}.

LEMA 3.7 (LEMA SINTATICO). Se [' @ um CcOn-

junto consistente de sentengas de L, entao e-

xiste uma sequéencia canonica X =(Ei)i € o P2
ra I' em alguma extensdo em constantes L' de
L.

DEMONSTRAGAO.

Sejam L' uma extensao em constantes de
L contendo infinitas constantes novas (i. e.,

gque ndao ocorrem em I' ), E uma enumeragao de w

nh i - ; -~ . .
XFORM, e ol proto-sequencia canonica in
duzida por ' e E . Construimos a sequéncia Z =
Bl 2
( Z,) a partir de ¥ ' pondo, para ca

i1 € w
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; Sk
C < w E,—T- Y >.- . 3 1n—
da 1 em w, i & € i " Os lemas seguin
tes provam, entao, que essa sequéncia & uma

sequéncia candnica para I' em L'.

LEMA 3.7.1 Para qualquer k em w, £° & rela=

tivamente consistente.

DEMONSTRACAO.

Por inducao em k, como segue.
(1) k=0

Se pa fosse relativamente inconsisten
te, entao existiriam sentencas A;,...,An em [’

tais que

- 1 03 A A ... A A,

-

v - . - ' ~O

visto que o Gnico conjunto nao vazio em X 5
o % -

% o = ' . Porém, como Ap,...,A sao senten-

cas, temos que

- T 0 (AIA «.. A A)

Desse modo, gragas ao teorema T22 e levando -

se em conta o postulado (A8),

l T a N el An}

Vale dizer, I' nao seria consistente,o que con-

tradiz a hipOtese do Lema 3.7.

(11) Suponhamos que ok seja relativamente con
sistente e seja (i,A) o par (ik,Ak). Obviamen

te, no Caso 1 (A nao & relativamente i-consis
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tente com Ek), o resultado visado decorre da
hipotese acima. Além disso, se A nao for da
forma (Ex)B, nem, para alguma sentenga B, da

forma ¢B, entao o resultado seque diretamente
da hipdtese sobre esse caso, levando-se em con
ta a hipdtese indutiva. Assim consideramos o0s

demais casos.

Sub-caso 2.2 A é da forma (Ex)B.

Sejam a a primeira constante de L que nao ocorre
-k % - ;
emX” e y a primeira variavel livre para x em
o . -k
B que nao ocorre livre em Li e suponhamos que
s k+1 ; : ; . 5
& seja relativamente inconsistente. Assim,
existem subconjuntos finitos &j's de Eg,s(on
de j varia em w), tais que o conjunto

(03cCnj (A5):3#1)U {03(Cnj(A;) A (Ex)BA

& inconsistente.

Vale dizer, se tomarnos A =|{ O}an(&j):j#i} ;

temos que:

(1) A ez (Cnid;) A (Bx)B A © Oy=a p B/y)
(T39)
(2) Al- 071 3(Cnj(A) A (Ex)Bp ©By=a A
B* /y) (p23)
(3) A 7 3(Cnj(d;) A (Ex)B A °Oy=a A B'/y)
T30,Al)
(4) Al- vy 1 (CnjA) A (Bx)B A ©Oy=a A B*/y)

(T14)
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(59 Al-"1 (an(AI) A (Ex)B A © My=a A B*/v)
(A2)

(6) Al- cnj(A) A (Ex)B A BY/y = 1 ¢ Oy=a
(4xtaut.)

(7) Al- (Cnj(A) A (Ex)B A B*/v)

(T67)

8) Al cnj(d) A (BB 1By
(A1)

(9) Al cni(d) A (B)B 7 () 1B /y

(G.U.,A3,taut ,pois
y nao ocorre livre em X i).
(10) A~ Cnj(A) A (BX)B > (x) 71 B
(T5, pois y e 1li-
vre para x em B).
(11) Al cnj(Bd;) = 71 (Ex)B (T14)
(12) Al 71 (Cnj(A,) A (Ex)B) (taut.x G.U.)

(13) Al- 110 3 (Cnj (&i) A (Ex)B) (T40,T14,T23.)

Isto &, contradizendo a hipdtese acerca do ca-

so 2, A nao & relativamente i-consistente com

Ek

Sub-caso 2.2 A é da forma ¢B, onde B e sen-

tenga.

Sseja, entao, j o menor valor em w, tal

k k+1

que Ej = @ e suponhamos, por absurdo, que z
seja relativamente inconsistente.

Logo, existem subconjuntos finitos A e

¢ 2
S “2's (onde £ € w ), tais que o conjunto
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{03 an(&f): L#i e £#3} U | OH(an(Ai)

oB)} U{¢3dBl

& inconsistente.

Vale dizer, sc tomarmos A={0¢3 Cnj(A

£ #1i e L # 3} , temos que:

(1) Al- 03 (Cnj(A;) A ©B) > 1 03B

(2) Al o(3cnj(A;) A°B) > 10B
pois B & sentenga)

(3) Al- o (3cnj(d,) A ©B) > 90B

(4) Al- o(3cnj(8;) A OB) > OB A T10B

(3,T31,2,taut.)

(5) Al- 1 0(3Cnj(B,) A ©B)

Isto &, A nao seria relativamente

e

(T38)

(L.79,

(48,

taut.)

i-con

sistente com Ek, o que contradiz a hipotese a-

cerca do caso 2.

&

LEMA 3.7.2 A sequéencia Z=( Li}iffm

tivamente consistente.

DEMONSTRACAO.

Segue do lema anterior da maneira

LEMA 4.7.3 Para qualquer i em w, Ei é

tencial-consistente.

DEMONSTRAGCAO. !

Suponhamos, por absurdo, que para

rela-

usual.

exis-

algum
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iemuw, X nao seja existencial-consistente.

Logo, existe um conjunto finito A C Ei,tal que
-1 3 Ccnj(A)

E, portanto, em virtude do teorema T22 e da re

gra de necessitacgao,
|-71 ¢ 3cnj(A).

Consequentemente, tomando-se um k suficiente-

K

mente grande, de sorte que A C Zi , temos que
o kK ~ - i :

a sequencia X nao ¢ relativamente consisten

te, o que contradiz o Lema 3.7.1.

LEMA 3.7.4 Para qualquer i emwe qualquer for

mula A de L', A € Ei sse A & relativamente i-

consistente com Z.

DEMONSTRAGAO.

A implicacao da esquerda para a direita
seque do Lema 3.7.2 e da definigao de relativa
mente i-consistente. A inversa, por sua vez,se
gue diretamente da construgao de X. Pois, se A

& relativamente i-consistente com X, entao A e

relativamente i-consistente com Ek, onde k e
tal que (i,A) & o par (ik,Ak). E, desse modo,
a el oc oz,

1 S 1

LEMA 3.7.5 Para qualquer i em w e qualguer for

mula A de L', temos que:

A E X, sse |AY Z,.
i i
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DEMONSTRAGAO.
A implicacao da esquerda para a direita

segque do Lema 3.7.3, visto que
T 3 (A A IA)

¢ teorema de QS5'
Por outro lado, suponhamos que A & xi
e que 1A EX,. Entao, pelo Lema 3.7.4, exis-
tem subconjuntos finitos &j'S" Alj's C Ej's
(onde j € w ), tais que os seguintes conjuntos
{ ¢3cnj(8,): £ # i} U {03 (Cnj(a;) A
A)}
{o3cnjd)): t # i} U { o3 (cnjan)A

1 a)}

sao inconsistentes.
Obviamente, podemos tomar para cada B
em w , um subconjunto Rj de Ej, tal que sz

=A. U Aé. Assim, temos que os conjuntos

(03 cnj (B,):L# i} U {03 (cni (@) A a))
(o3 cnj(@y):L# i} U {e3(enj @) A T1A)}
sao inconsistentes.

Vale dizer, se tomarmos A = {OHan(EE):

L # i}ltemos que:

(1) Al- 103 (eni &) A A) A T3 (Cnj @) A
1 A) (T39)

(2) Al- O ¢ Enj@) A A A OY (Cnj @)
A TIA) ' (2,723,T14,T36)

(3) Al- O y( HeCnj @) A A) A (cnj By) A

1 A)) (T12,T25)
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(4) Al- OOV '1an(3j) (T36, taut.)

(5) Al- 10 3cnj (B (T23,T14)

Isto &, contradizendo o Lema 3.6.2, £ nao se-

ria relativamente consistente.

LEMA 3.7.6 Para qualquer 1 em w e qualqguer
sentenga A de L',°A € Ei sse AEEEjdnraeﬂgum j
em w .
DEMONSTRAGAO.
Suponhamos que ©A € Ei' Logo, ©A &
: ; k
relativamente i-consistente com Ek, onde (i ,A")
& o par (i, °A). Portanto, por construgao,
: k41
temos que, para algum j em w , A € Lj - Ej'
Por outro lado, suponhamos que ¢A & Ei'
Assim, pelos Lemas 3.1.1 e 3.7.5 e teorema T22,
O A€ B
i
Ora, se A € Ej' para algum j em w, en
tao X seria relativamente inconsistente, pois,
uma vez que A e sentenga, segue-se do teorema

T30 que o conjunto
{¢ O a, oA}

& inconsistente.

LEMA 3.7.7 Para gualquer i e w e gualquer for
mula A de L, (Ex)A € Ei sse para algum nome a
de L e alguma variavel y livre para x em A,Ax/y

¢ Oy= e X..
A y=a i
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DEMONSTRAGAO .

A implicagao da direita para a esquerda
seque dos tcoremas Tl ¢ T8, levando-se em con-
ta os Lemas 3.1.1 e 3.7.5. Ja a inversa, é con

sequéncia imediata da construgao de X . Pois,

k

sejam (i., (Ex)A) o par (i ,A") de E, a a pri-

lk,

: = Lk
meira constante de L. que nao ocorre em X e y

a primeira variavel livre para x em A que nao

b

. K ; : W
ocorre livre em Z,. Assim, se (Ex)A € X en-

tao, pelo Lema 3.7.4 & relativamente i-consis-

tente com X e, por consequinte, & relativamen-
; ; K ; ~

te i-consistente com ¥7; assim, por construcgao,

K+ .
Ax/y ,"\ o] Dy:a E }4}; l E Ll'

Com a prova desse Ultimo lema auxiliar finda-se a de-

monstragao do Lema Sintatico. A fim de apresentarmos essa der

monstragao adaptamos para QS5' o método desenvolvido em GALLIN,

1975. Passemos, agora, a demonstragao do Lema Semantico.

LEMA 3.8 (LEMA SEMANTICO). Sejam £ = (Z,)

i1 & w

uma sequéncia candnica para I' em L, M a estru

tura modal candnica para L com respeito a I' ,

i € w e s uma sequéncia em Dy tal que, pa-
i

ra todo k em w,s temno k-esimo indice, o par

o =g € S = -
< [xk]i. a >, onde X, =a Li ex &a k

k
ésima variavel. Nessas condigoes, para qual

quer formula A de L, vale que

M,i,s sat A sse A € Ei.
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DEMONSTRAGAO.

por inducao na complexidade de A da ma-
neira que se segue:
(i) A & atomica.

A demonstracao &, nesse caso, analoga a

classica e, por isso, sera aqui omitida.

(ii) A & 'IBouB > C.
Consequéncia imediata da hipotese indu-
tiva, juntamente com a propriedade (ii) de Zeo

Lema 3.1.1.

Hif) &xe LB,
Nesse caso, sejam X, ,...,X as varia-
veis livres de A e Ay see-,d  OS nomes em L,tais

que, para k=l,...,n,a,_ & a s-instdncia de xk.

k
Assim, pela hipbtese acerca da sequén-

cia s, temos que

para k=1,...,n. E, gragas ao teorema T48, le-
vando-se em conta a propriedade (ii) de X e o

Lema 3.1.1, temos que

OB € 2, sse B € Z; e neSle g,
1 1 &

(s)

X e X
1t '*n)

& a s—-instancia de B, i.e. B
ay geeerdy

(onde B

e, pela propriedade (iv) de X

OB & Zi sse B € 3.

(s) ¢ &
i & B Lj' para

todo j em w
. A 5
sse M,i,s sat B e M,Jj 1:8( ),

para todo j em (por hipotese indutiva)
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sse M,i,s sat OB (pela Proposigao 1.
; - (s) =
14.2) pois, RM— w“. Observemos que B e sen-
tenga, portanto,para qualquer j emuw € qual-
guer sequencia S5 em Dy, S. satisfaz, com
(s) ]

respeito a B S} as condigoes da hipotese indu

tiva.

(iv) A & (x)B.
M,i,s sat A sse M,i,s sat B para toda
sequéncia s.k- variante
de s
sse M,i,s sat Bx/y para to-
da variavel y livre pa-
ra x em A
sse BY/y € Ei para toda va
riavel y livre para X
em B

sse A € Z..
i

Pois, pelo Lema 3.4.1, para toda variavel y 11
vre para x existe uma sequéncia s k - variante
de s, tal que y € s*(x) e ¢ Uy=b € I, (onde
b & a S-instancia de x) e vice-versa(i.e., pa-
ra todo par <lt|i,h > € DA. existe uma varia-
vel y livre para x em A, tgl que ¢ Oy=b € Ei e
y € [t],). Desse modo, pela Proposigao 1.15,to

mando-se y e s satisfazendo a condigao acima
temos gue

M,i,s sat B sse M,i,s sat B® /vy
Logo, por hipotese indutiva

M,i,s sat B sse By € Z, .
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COROLARIO 3.8.1 A estrutura modal candnica

para L com respeito a £ & um modelo para I' en
Lo
DEMONSTRACAO

Consequéncia imediata do lema anterior,
pois, pelo Lema 3.4.1, existe uma sequéncia g
em D,  satisfazendo as condigoes desse lena.

0
E, sendo A uma sentenga,

M,0,s sat A sse M,0 |= a

Logo, visto que I - SENTI e I C EO

M |= T,

TEOREMA DA COMPLETUDE. Sejam L uma lingguagem
modal, I' e A, respectivamente, um conjunto de

formulas e uma férmula de L. Nessas condigoes,

vale:
(1) se |= A, entdo |- Aa.
(ii) Se I' |= A, entdo ' |- a,

(iii) Se ' & um conjunto consistente de senten
¢as (formulas fechadas),entio I' tem modelo em

L' para alguma extensio simples L' ‘' de L.

DEMONSTRACAO.

Inicialmente mostraremos que (iii) im-
plica (ii) que implica (i). Obviamente, (ii) im
plica (i), pois basta tomar I' = g, Cabe mos-
trar que (iii) implica (ii). Para tanto, supo-

nhamos que
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Podemos supor que tanto as formulas em 1, como A

sao sentencgas, pois, pela Proposigao 1.18
r = a sse Y I'| YA

(6hde ¥ I'= (VY C: Cc € I'}

Agora, suponhamos, por absurdo, que

r |+ A.
Logo, pelo teorema T35, o conjunto T u{1.a} é
consistente. Portanto, por (iii), este conjun-
to tem modelo em L', para alguma extensao emn

constantes L' de L. Consequentemente, por defi

nicao de QS5' - consequéncia,
r |# A.

Finalmente, (iii) seqgue do Corolario 3.
7.1. Pois, se I' & um subconjunto consistente de
SENTL, entao, pelo Lema 3.7, existe uma sequén
cia candnica Z para I' em alguma extensao em
constantes L' de L. E, pelo Corolario 3.8.1, a
estrutura modal candnica para L' com respeito

a ¥ & um modelo para I' em L'.

Observemos que, ao contrario da 16gica modal usual, na
semiantica nominalista nao podemos provar que todo conjunto con-
sistente de sentengas de uma linguagem L tem um modelo que & es

trutura modal para esta mesma linguagem L. Pois, por exemplo,se

L & uma linguagem cujos nomes sao At geenr@ gy o conjunto

{Oa .=a : n & um inteiro positivo}

unido com
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{31 x(© x#a, A x=a, }

& consistente, porém nenhuma estrutura modal para L & modelo des
se conjunto, visto que, para que a sentenga  31x (0 x#ar AN x=ai)
seja verificada deve haver um nome b, tal que Ob#a, seja verifi

cada. Fato este, que & excluido pelo conjunto em questao.
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CONCLUSAO

O propdsito fundamental do nosso estudo era o de desen
volver, no ambito das semanticas de mundos possiveis, uma nova
interpretagao para o quantificador em linguagens modais de pri-
meira ordem, na qual a quantificacao através de operadores mo-
dais assumisse um carater referencial com respeito a um dado
mundo e fosse definida substitucionalmente com respeito aos mun
dos a ele acessiveis. Como observamos anteriormente, essa inter
pretacao mista do quantificador em contextos modais inspira- se
na tese segundo a qual, um conceito modal nao expressa proprie-
dades de objetos enquanto tais, independentemente dos meios que
empregamos para especifica-los; os conceitos modais expressam
modalidades de dicto com fundamento in re: propriedades de obje
tos apenas enquanto dados sob certos nomes (descrigoes) .

Apresentamos, entao, uma definigao, a maneira de Tars-
ki, do conceito de verdade para linguagens modais de primeira
ordem com identidade e simbolos funcionais, na qual, porém, o]
conceito de satisfacao & tomado como uma relagao entre férmulas
da linguagem e pares constituidos por objetos de um universo e

nomes da linguagem. Mostramos, também, que,se desconsiderarmos

os termos funcionais abertos, a nova semantica & uma extensao
conservativa. da semdntica kripkeana para a ldgica modal sem
f6rmula de Barcan (Capitulo 1); e introduzimos uma extensao do

sistema S5 de Lewis para o calculo modal de predicados que @&
legitimo e completo com respeito a nova semantica, desde que
consideremos apenas estruturas modais cujas relagoes de acessi-
bilidade sdo relagoes de equivaléncia (85 - estruturas modais)
(Capitulo 2 e Capitulo 3).

Além disso, observamos que, no contexto dessa semanti-
ca, a quantificagao em linguagens modais & interpretada a par-
tir da compreensao referencial do quantificador em contextos ex
tensionais (a variavel de quantificagao nao ocorre no escopo de
operadores modais) e da quantificagéo substitucional, em certo
sentido, através de contextos modais ,(cf. Adendo); e, a fim de
determinarmos essa interpretagao,tivemos que considerar , funda
mentalmente, apenas um conjunto de estruturas classicas quais-

quer (i.e., nao impusemos nenhuma restricao as estruturas clas-
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givas para que elas pudessem tomar parte no dominio de uma es-
trutura modal; em particular, ndo exigimos, como & usual em se-
mintica kripkeana, que vs mundos acessiveis a um dado mundo con
tivessem 05 objetos desse mundo). Desse mcl d primeira vista,
o problema acerca da interpretabilidade da logica modal quanti-
ficacional seria resolvido, de uma forma aceitavel do ponto de
vista quineano, desde que aceitassemos, por um lado, a teoria
clissica de modelos (que exige a consideragao simultdnea de va-
rias estruturas classicas para definir, por exemplo, © conceito
de validade) e, por outro lado, a ldgica modal proposicional,por
gquanto a quantificagao substitucional pode ser explicada consi-
derando apenas a substituigﬁo de variaveis por nomes e, assim,
definida a partir de sentengas. A semantica anteriormente desen
volvida, entdo, exibiria, tal como a classica, "uma extraordina
ria combinagao de profundidade e simplicidade, beleza e utilida
de", visto que, nela, o guantificador em contextos classicos @
compreendido da maneira usual: porém,em suas fronteiras,ela se-
ria ainda mais ousada gue a classica, na medida em que, por
meio dela,pretendemos adquirir o direito de quantificar através
de contextos modais, sem comprometer-nos com afirmacoes essen-
cialistas. (¢f. QUINE, 1969).

Nossa pretensao ultima, ao desenvolver o aparato 16gi-
co-matematico apresentado nos capitulos anteriores, era a de
possibilitar a superacao das dificuldades apontadas por Quine
em sua critica a légica modal quantificacional, mostrando que 2
possivel dar sentido i quantificagao em contextos modais sem.assu-
mir, "ipso facto", outros compromissos tedricos que nao aqueles
44 exigidos pela logica clissica; no presente estudo, contenta-
mo-nos simplesmente com a apresentagao e o desenvolvimento des-—
se aparato logico. Vale dlizer, © objetivo precipuo desse estudo
& apenas o de mostrar a possibilidade logica de se atribuir uma
interpretacao mista (referencial-substitucional) a gquantifica-
cao em contextos modais, na gqual, as variavels desempenhem duas
funcoes igualmente relevantes do ponto de vista semdntico: assu
mir valores em dominios de objetos e marcar lugar para nomes da
linguagem. E ¢3:¢ objetivo limitado foi alcancado, pelo menos
com respalto a uvaa extensao, @11 linguagens modais de primeira

ordem, do sistema S5 de Lewis.
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Inegavelmente, a interpretagdo mista do gquantifilcador
e o conceito de dominio modal, por ela exlgide, abre todo uvm ng
vo campo de investigagdo em ldgica modal, seja a nivel téenico
(16gico-matematico), seja a nivel conceitual e filos6fico, cam-
po que fol apenas introduzido pelo pregente trabalho. Varias ou
tras questoes de cardter filosofico e conceltual podem ser pos-
tas com respeito a interpretacgao mista, além da questao  acima
esbogada acerca da superacdo ou ndo das objegdes gquineanas. Po-
demos, assim, perguntar se, no ambito dessa interpretaqﬁo, te~
ria sentido falar em identificagio através de mundos; gqual o pa
pel dos nomes, na medida em que eles tomam parte na especifica
cao do dominio de quantificagao, na constituicao dos objetos in
tensionais, etc...

A titulo de conclusao, gostariamos, no entanto, de de-
linear apenas alguns dos diversos problemas 16gico~ matematicos
que permanecem em aberto, e indicar algumas linhas possiveis de

solucoes a serem futuramente desenvolvidas.

1. A interpretacao mista e outros sistemas modais proposicionais.

No presente estudo, consideramos apenas @ una extensao
do sistema S5 de Lewis; porém, na literatura especializada, en-
contramos varios outros sistemas axiomidticos para o calculo pro
posicional modal, bem como algumas extensoes desses calculos pa
ra linguagens modais de primeira ordem, que podem ser interpre-
tadas por meio da semdntica kripkeana (cf. HUGHES E CRESSWELL ,
1968; GABBAY, 1976).

Desse modo, um problema que permanece em aberto & en-
contrar extensoes de outros sistemas proposicionais ( em espe
cial dos sistemas K,T,S4) gue possam Ser adequadamente interpre
tadas por meio da nova semantica. Todavia, como observamos ante
riormente, encontrar essas extensoes gnvolve uma séria dificul-
dade (cf. Cap. 2, p.»5 ss). A fim de estendermos adequadanente
o sistema S5 foi de fundamental importancia o fato de encontrarmos
ina férmula que expressa, caracteriza o dominio modal de uma
estrutura. A primeira vista, © mesmo nao parece poder ser feito
com respeito a estruturas modals cujas relagoes de acessibilida

de nao sejam de eguivaléncia. Uma alternativa possivel, entao,
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seria introduzir um novo simbolo 16gico (por exemplo, o simbo-
lo '=N') que seria interpretado de tal modo que permitisse ca-
racterizar o dominio modal, com respeito a estruturas modais
quaisquer. Acrescentariamos, desse modo, a definiqﬁo de formula

a clausula:

se t; e t; sao termos individuais, entao t1=Nt2 e for-
mula; e, a definigao de satisfagao modal, poderia ser acrescen-

tado o seguinte item com respeito as formulas atomicas:

c) se A é t;=_ta , entao
N (s) (s)
M,i,s sat A sse [t ) o =(ta) A
1. i
Assim, o predicado 'ser nomeado' poderia ser caracterizado pela

formula N(t), definida por
N(t)=g¢t=a V (Ey) (z) (y=y2 7 y#t) ,

onde a & a primeira constante da lingaugem e y e z sao as duas
primeiras variaveis que nao ocorrem em t.

Por outro lado, os sistemas axiomaticos poderiam, . a
primeira vista, ser determinados, a partir dos sistemas usuais
sem B.F. e com identidade contingente, acrescentando-se os se-

guintes axiomas:

(1) X =g X
(2) X, =y X3 Xy Sy X,
(3) X, =y X2 N X =g X3 > X Sy X,
mais os postulados
(4) N(x, ) A «o. A N(x ) — N(t), onde X ,...,%X, sao

as variaveis que ocorrem no termo t;

(5} (Ey) ( on y=Nt AN(y)), onde y € a primeira va-
ridavel que nao ocorre no termo t e, para algum

i i 7 ¥ n -
inteiro positivo n, U g Ll e B g

nx
(6) oA - 0ON - A)
(7) O (N ->A) »>OA
(8) 0(N->A) A JOA »(0OC = C), onde C & uma for-

mula qualquer;
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que desempenhariam uma funqéo andloga ao dos postulados (AlQO)e
(Al2) . (Observagdo: nos postulados (6),(7) e (8), N & a formula

N(x;)A «-« A N(xn), onde Xi s.. . X, sldo as variaveis livres em A.)

Acreditamos que esses novos sistemas seriam completos
e legitimos com respeito a semantica determinada no Capitulo 1,
uma vez impostas as devidas restrigdes na relagao de acessibili
dade.

Um problema que permanece inteiramente em aberto é sa-
ber se & possivel ou nao obtermos. sistemas mais fracos que 0QS5'
sem, contudo, introduzirmoé novos simbolos logicos primitivos

nas linguagens.

2- A interpretacdo mista do quantificador e falhas de presuposi

cao de identidade.

Como mencionamos anteriormente, formulas da forma
(1) (x)O 77 A~ O(Ex)AA (Ex) (1B A 9B) > (Ex) (A A'©¢B))

(onde A & uma férmula cliassica) s@o modalmente validas, qual-
quer que seja a classe das estruturas modais consideradas. Toda
via, essas férmulas nao sdo, em geral, validas na semdntica kri
pkeana para a logica modal quantificacional sem a formula = de
Barcan. Além disso, o esguema (1), acima, expressa, em certa me
dida, o fato de que sé abandona, na interpretagao mista do quan
tificador, a presuposicao de identidade, pois a validade de (1)

significa que, se
(2) x)d71 A
for verdadeira em um dado mundo, entao
(3) (Ex)A A (Ex) (1B A OB) = (Ex) (A A OB)

sera verdadeira em todos os mundos acessiveis aquele; e (3) é o
esquema, cuja nao validade & consequéncia imediata do pressupos
tc de identidade, guando se considera a interpretagao puramente
referencial do quantificador (cf. Introdugao, p. ).

Desse modo, portanto, poderi?aser levantada a conjetu-
ra de que a Semantica Nominativa gnesaﬁﬁe a recusa de essencia-
lismo, uma vez que, se aceitarmos critérios de identidade de ob

jetos através de mundos, bem como a ndo validade de formula de
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Barcan (posicdo que & compativel, a primeira vista, com o essen
cialismo) entao poderemos, por meio da semantica kripkeana, fal
sificar formulas da forma expressa em (1) acima. Vale dizer, a-

ceitar o esquema (1) como logicamente verdadeiro implicaria em

condenar, por principio, qualquer mecanismo de identificagao de
objetos através de mundos. '

Nio nos interessa aqui, discutir e analisar o tao con-
troverso problema acerca dos critérios de identificagao através
de mundos, nem, tampouco, determo-nos em explicitar a resposta
a esse problema que, eventualmente, subjaz ao nosso trabalho.Po
rém, podemos facilmente concordar que a validade logica de (1),
mesmo quando a férmula de Barcan nao & valida, nao parece se im
por de um ponto de vista intuitivo. Assim, seria desejavel ‘que
dispuséssemos de uma semantica para linguagens modais na qual,
embora o quantificador fosse interpretado de uma forma mista,es
qmmms:xmoﬂl)achmxﬂi;fossem validos. Em suma, o problema pode-
ria ser formulado da seguinte maneira: encontrar uma semantica
para os calculos modais quantificacionais usuais que atribuisse

ao quantificador um carater misto, substitucional/referencial.

3. Interpretacdo substitucional e quantificagao atravées de mun-

dos.

A quantificagao através de operadores modais foi aqui
interpretada como substitucional, com respeito a todos os mun-
dos acessiveis a um dado mundo, inclusive, esse MEeSMO mundo, ca
so ele seja acessivel a si mesmo. Essa caracteristica & necessa
ria para a demonstragao do teorema de legitimidade do sistema a
xiomatico QS5' apresentado no capitulo 2, mais especificamente,
para tornar o postulado (AlZ) valido na classe das QS5-estrutu-
ras modais.

Uma semantica mais elegante seria, talvez aquela, = na
qual a quantificaq50 fosse substitucional apenas com respeito
aos mundos acessiveis distintos de um dado mundo. Semanticamen-
te isso poderia ser determinado, alterando-se a definigao de sa

tisfagcao modal, no tocante a f6rmulas modais, da seguinte forma:
a) Se A & da forma [J B, entao
M,i,s sat A sse para todo ] em IM' tal que iRMj,

tem-se que:
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a) se i=j, entao M,i,s sat A e
b) se i#j, entao M,j,s' sat afs) para

alguma sequéncia s' em D, .
J

O problema, entao, seria determinar um sistema axiomatico ade-
quando para essa variante, mesmo quando se consldera apenas a

classe das QS5-estruturas modais.

4. Extensao para linguagens contendo O descritor como simbolo

Erimitivo.

As linguagens modais estudadas nesse trabalho dispoen
apenas de constantes individuais e de outros nomes gerados a
partir das constantes por meio dos simbolos funcionais. Todavia,
existem linguagens formais que dispoem de um procedimento bem
mais geral de construgao de termos singulares determinados (no-
mes): as descricdes definidas, obtidas a partir de formulas por
meio do descritor (operador iota). Desse modo, uma extensao pos
-jvel da semantica aqui desenvolvida serila determinada, se con
siderarmos também essas linguagens, tomando o descritor como
simbolo primitivo, de sorte que, as descrigoes defininas  pudessen.
também tomar parte na constituicao dos dominios modais de  uma
estrutura classica.

Essa extensao & ainda mais importante do gque poderia
parecer a primeira vista, uma vez que a semantica anteriormente
apresentada inspira-se na tese segundo a qual um contexto mo-

dal expressa uma propriedade de objetos enquanto dados .sob cer

tos nomes (sob certas descricoes) .

porém, a determinacao dessa extensao implica na supera
950 de sérias dificuldades. Em primeiro lugar, 0os problemas
que advém da possibilidade de uma descricao definida nao deno-
tar nenhum objeto. Em segundo lugar - e esse & um obstaculo mui
to mais sério - nesse caso, parece nao Ser possivel definir re-

cursivamente o conceito de satisfagao, de sorte a atribuir a

quantificagao um carater misto; pois, se admitirmos as descri-
cSes definidas como eventuais substituintes de variaveis em con
textos modais, entao a definigao anteriormente apresentada para
o conceito de satisfagao (cf. antes, p. 6 ) nao seria mais corre

ta: a clausula referente as formulas modails nao seria recursiva,
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visto que, eventualmente, a complexidade da férmula poderia cres
cer ao introduzirmos as instancias de uma formula aberta, i.e.,
a férmula modal poderia ser de complexidade inferior a de sua
instincia ( sobre essa dificuldade concernente a interpretagao

puramente substitucional, veja-se KRIPKE, 1976).

S5 gyantificaqao substitucional e denotacao de termos singula-

Ireo.

Uma acusagﬁo que poderia, eventualmente, ser feita a
semantica aqui desenvolvida & a de gque ela nos comprometeria
com a afirmagdo da exist@ncia de objetos possiveis, embora ten-
tasse mascarar esseé comprometimento por meio de uma caracteriza

cao aparentemente substitucional da quantificagéo sobre "mun

dos possiveis" (i.e., a quantificagdo que incide sobre elemen-
tos de diferentes mundos).

Essa objegﬁo nao seria, de fato, sem fundamento, pois,
em certo sentido, a quantificagao através de mundos nao & aqui
interpretada de forma propriamente substitucional, porquanto de
vemos considerar as interpretagoes dos nomes nos diversos mun-
dos considerados, gquando da determinacgao do valor de verdade de
uma sentenca modal. Nesse sentido, como observa Quine e, também
Kripke, comprometemo—nos com a existéncia de objetos em mundos
possiveis designados pelos nomes (cf. QUINE, 1984 e KRIPKE,1976).
Contra os objetos possiveis poderia, entao, ser dirigida a arti
lharia critica quineana acerca dos critérios de identidade para
esses objetos (cf. QUINE, 1980 e 1960) .

Uma possivel saida seria determinada se alterassemos a
semantica de tal modo que, a guantificag@o através de operado-
res modais fosse propriamente substitucional com respeito aos
mundos acessivels distintos de um dado mundo. Isso poderia ser
semanticamente caracterizado, se alterassemos a definigao de es
trutura modal e a de satisfagao modal. Para cada Indice de uma
base modal poderIamos tomar, ao inves de uma estru
tura classica, um par constituido por uma estrutura classica e
uma fungao valoragao para as sentengas atomicas da linguagem (i
e., fungao do conjunto das sentencas atomicas no conjunto(V,F} ;

e, alem disso, definir-se-ia simultaneamente a relacao de satis
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facao para as férmulas e a extensao da fungao valoragao  para
todas as sentencas da linguagem. Para as formulas modais e as u
niversais as clausulas da nova definigdo poderiam ser as seguiln
tes:
(1) se A for da forma UB, entao
(i) M,i,s sat A sse para todo j, tal que iRMj,

tem—-se que:
(a) se i=j, entao M,i,s sat B e V?(B(S))=V
(b) se i#j, entao Vb.‘[(B(S)}:V
J
(ii) Se A for sentenga, entao VT(A)=V sse V?(B)=
-y, para todo j, tal que iRMj:
(I1) se A for da forma (x)B,

(i) M,i,s sat A sse M,i,s sat B, para toda se-
guéncia s que seja k-variante de s e M,i,s

% .
sat B"/a para todo nome a da linguagem;

(ii) Se A for sentenga, entao vv(A) =V sse
& i

v? (8% /a)= V para todo nome a da linguagem.

As demais clausulas poderiam scr as usuais, classicas.
Acreditamos que introduzindo- apenas essas ~lteragoes
nas definicOes semanticas apresentadas no capitulo 1 e mantendQ

as definicoes de verdade, consequéncia e validade modal, as

provas de completude e legitimidade para O sistema axiomatico
Qs5' nao seriam prejudicadas, sondo mais ou menos imediata a a-
daptagao.

OQutra alternativa, essa ainda mais radical, em certo
sentido, seria considerar apenas O mundo de origem (indexado pe
la origem) comoO determinado por uma estrutura classica, ao pas-
so que os demais mundos seriam simplesmente caracterizados Ppor
valoragoes. Nesse €aso, entao, a foérmula de Barcan seria valida
e, acreditamos gque OS sistemas usuais com B.F. seriam os siste-
mas axiomaticos adequados para essSd variante da interpretacao

mista do quantificador.
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Outras possibilidades surgiriam, talvez, sco nos afas

tassemos ainda nais da Semantica Kripkeana, alterando tambén a

caracterizagao Jdo oporador moaal . Negeoo sentido, soria inter -

sante combinn PRt angares it o0 el ot @i s oy 5l

vida nesse estudo, vom o nétodo de valoracao para a 1Ggica

Lo B

dal, desenvolvido omn LOQPARTIC, 1977.

L., A interln"(:t.'lg;."in mista ¢ as modal idades "de dicto" Com o unda

mento "in re".

Como ja observamos anter 'LrJI‘rru-nLt_'-‘() presente tskiido
encontra a sua inspiracao e fundamentacao em uma particular com
preensao dos concoitos modais como expressando modal idades "de
dicto" com fundamento “in re": propricdades de objelos enquanto
dados, especiflicadoy pPov um certo nome. Pordom pode-soe oncont foar
uma Versao mais ainpla dessa tese acerca dos concej tos modais, a
saber, aquela detoerminada pela afirmacao de que 05 conceitos Mo

dais expressam propricdades de objetos enquanto subsumidos a
(1)

certos conceitos .

surge, assim, o sequinte problema: formular ama  se—
mantica na qual a relagao de satisfagao dependa ndo apenas  dos
eventuais nomes que os objetos possuam, mas também dos conee i
toa (termos gerais, simbolos para predicados) a que os  objotos

possam ser subsumidos.

kL"A afirmagao quincana: "na medida em que falamos refercencial-

mente do objeto, sem uma especial tendéncia a considerar um fun
do conceitual que agrupe 0S matematicos diferenciando-os dos ci
clistas ou vice-versa, nao parece que tenha sentido considerar
necessarios alguns desses atributos o contingentes outros" (QUI-
NE, 13960) parece pressupor essa comprecnsao dos conceitos mo-
dais,
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ADENDO

As proposigoes e definigoes seguidas permitem-nos ex-
plicitar um aspecto interessante do quantificador na Semantica

Nominativa.

DEFINICAO 4.1 Seja A uma férmula x uma va-

ridvel e t um termo de L. Por indugao na com
plexidade de A definimos as férmulas A° e A%Tt
da seguinte maneira.

(i) Se A & atdmica, entdo tanto A%, quanto
a*7t sdo a propria A.

(ii) Se A & 71 B, entao A° & 1(B°) e A%7¢ e
UBT7t)

(iii) Se A & (y)B, entdo A° & (y) (B°) e

A, se y for x; e

A%7t @ -
(y) (B"/t) ,de outro modo.

(iv) Se A & 0B, entdo A° & B p D(N(x )A--.
A N(x ) B) onde X ,...,X, sao todas as dis-
. T ; X > %
tintas variaveis livres em B; e A 7 & (B /t).
(v) Se A & B = C, entao A% 8 B > % e A" 7t

& X7t - c*7t.

Observemos que, na clausula (iv), Bx/t é a formula que
advém de B substituindo todas as ocorréncias livres de x em A
por ocorréncias de t. Deste modo, A7t & a férmula que advém de
A substituindo apenas as ocorréncias livres de x em A que se

dao no escopo de operadores modais por ocorreéncias de t. Por ou

tro lado, AO representa o desdobramento, das ocorrencias de va
ridveis de A, em ocorréncias fora do €sCOpo de operadores  mO-
dais ( e, portanto, ocorréncias puramente referenciais - cf.
Proposigao 1.16) e ocorréncias no escopo de operadores modais,

porém precedidas pelo antecedente.
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MK ) K o B N )

(e, portanto, em certo sentido, ocorréncias puramente substitu-

cionais: marcam os lugares para nomes).

PROPOSICAO 4.2 Se t & um termo fechado (nome),

~ - ; : o, X
entao nenhuma ocorréncia livre de x em (A7) "7t

se da no escopo de operador modal

DEMONSTRAGAO.

Imediata por indugao na complexidade de

PROPOSTIGAO 4.3 Sejam X, ..., X, todas as va-

riaveis livres em A e N a férmula
N(x, ) A eee ANGE ).

Nestas condigOes, temos que se M,i,s sat N, en

tao M,i,s sat A sse M,i,s sat A(S).

DEMONSTRAGAO.

seja, para k=l,...,n, a, a s- instancia
de x, e suponhamos que M,i,s sat N. Assim, pe-
la definicdo de dominio modal e Proposigao 2.7,

s*(xk)——-(ak)A . Portanto, o resultado desejado
i

segue do Corolario l.15.1.

PROPOSICAO 4.4 Se t &€ a s-instancia de x, en

t3o0 M,i,s sat A sse M,i,s sat (2°)*7¢.
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DEMONSTRAGAO .

por inducao na complexidade de A.
(i) A é atomica.

Neste caso nada hd a demonstrar, pois,
por definigao, (a°)*7t & igual a A.
(ii) A @ 1 Bou B > C.

Consequéncias imediatas da hipotese in-
dutiva.
(1i1) A & UOB.

Neste caso, (A%)*7t. & ((B9)*7t A DN =~
B)X/t) onde N & a férmula N(t A .. A N(x ) e
X1 opeee s Xy sio as distintas variaveis livres em
A.

Se M,i,s sat (Ao)x7t, entao, pelo Coro-
lario 1.14.2, temos que M,i,s sat (8°) *7t e,pa

M e (- BY/e) 8

ra todo j, tal que iRM]'

ora, pela Proposigao 2.7, para qualquer

Joem Ty, M,] 1:(Nx/t)(s). Portanto, visto que

(s)

-

(v - 3568 & (v > B)'®!, para qualquer 3,

tal que iRMj, M,j |= U(g).

dutiva, M,i,s sat B. Logo, pelo Corolario 1l.14.

E, pela hipotese in

2, temos que M,i,s sat A.

por outro lado, suponhamos que M, i, ®
o~ 0, X . " '
nao sat (A°)*/t. Temos, entao, dois casos pos-
siveis.

. ~ O X . -

Caso 1: M,i,s nao sat (B7) 7t. E, pela hipote
se indutiva, M,i,s nao sat Bj consequentemente,

M,i,s nao sat A.
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Caso 2: M,i,s nao sat 0N - B)x/t. Cabe aqui

considerar dois sub-casos possiveis.

Sub-caso 2.1: M,i,s nao sat (N B)x/t.

Neste caso, temos, entao, que M,i,s sat

N/t e M,i,s nao sat B*/t, Consequentemente,pe

la Proposicao 4.3, M,i,s nao sat (Bx/t)(S], is
to &, M,i,s nao sat B(S). portanto, M,i,s nao
sat A.

Sub-caso 2.2: M,3 | ((N = B)X/t)(s), para al

gum j, tal que, iRMj.

vale dizer, visto que (Bxﬁt)(s) e B{S},
M, sz(S) para algum j, tal que iRyJ. Logo ,M,
i,s nao sat A.
(iv) A & (y)B.

podemos SUpor que y nao & X. Assim, (%) *7t

e {y)((AO)X7t) e o resultado visado & conse-

quéncia da hipotese indutiva.

Mostramos anteriormente (CE. capitulo 1, p.29) que a

quantificaqﬁo através de operadores modais & interpretada,na Se

miantica Nominativa, de uma maneira dupla: referencial (com res—

peito a um dado mundo) e substitucional (com respeito aos mundos

possiveis). Desse modo, se consideramos (como & O caso aqui) es-

truturas modais cujas relagaes de acessibilidade sao reflexivas,

entio afirmar, por exemplo, a sentenga,

tL) (Ex) OA

& equivalente a afirmar que

(2) (Ex)A

para algum nome t da linguagem,

(3) DOa*/t.
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Nesse sentido, se A for uma féormula classica, a quanti
ficacao através de operadores modais & reduzida, em S.N.,a quan
tificacdao classica (expressa em (2)) ¢ a quantificagao substitu
cional (expressa em (3)). portanto, podemos atribuir um signi-
ficado a(l) considerando apenas a quantificagéo classica e as
instancias possiveis de OA na linguagem. vale dizer, a quanti-
ficagao através de operadores modais (expressa, por exemplo, em
(1)) & explicada, do ponto de vista semantico, a partir da quan
tificagao classica aliada a aplicagao de operadores modais a
sentengas.

As proposigoes ora demonstradas permitem estender essa
compreensao para sentengas mais complexas, nas quais, por exem
plo, © quantificador nio & imediatamente seguido do operador mo
dal. A pretensa redugcao, proposta pela Semantica Nominativa, da
quantificagao em linguagens modais a quantificagao classica (pu-
ramente referencial), aliada a quantificagﬁo substitucional (so-

bre expressoes da propria linguagem) , pode Ser melhor explicita

da introduzindo, por definigao, novos quantificadores - uni-
versal ('(¥v x)') e existencial ('(ax)') - da seguinte manei-
ra.

DEFINICAO 4.5 Sejam A uma foérmula de L e X

uma variavel, eventualmente livre em A.

(¥ }()z‘%:dfv(x){N{x)‘"+ A)

B (1)
(T x)A=4¢ (¥ x) 1A.

Dada essa definigdo pode-se facilmente demonstrar, a

partir das proposigoes anteriores, a seguinte proposigao.

pROPOSICRO 4.6 Se y € uma variavel que nao o

corre em A, entdo as seguintes formulas 540

{l)Observemos que, dada esse definigao e as definigoes usuais

dos conectivos, (3Ix)A & equivalente a (Ex) (N(x) A aA).
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Qs5'-validas:

()R < (x) (¥ yv) (IN(x) = A T/y)A (¥9)A

(Ex)A © (Ex) (ay) ((a%)%/y A IN(x)) V @x)A

DEMONSTRAGAO.
Consequéncia imediata das  proposigoes

anteriores.

Desse modo, uma vez gque nenhuma ocorrencia livre de x

emn

(Ap)x/y ou em N(x)

se da no escopo de operadores modais, se entendermos que a in-
terpretaciao dos simbolos definidos '(¥x)' e '(@@x)' em S.N.& uma
interpretacgao puramente substitucional dos quantificadores, en-
tao pode-se interpretar O quantificador em linguagens modais a
partir apenas do quantificador classico (incidindo apenas sO-
bre variaveis fora do escopo de operadores modais) e do quanti-
ficador substitucional. Consequentemente, visto que a quantifi-
cagao substitucional pode ser explicada semanticamente, apelan-
do-se apenas a instancias da f6rmula (i.e., a sentengas), a lo-
gica modal quantificacional seria tio inteligivel quanto a 16gi
ca classica e a lbdgica modal proposicional, ou antes, tao inte
ligivel quanto a extensao da ldogica classica obtida admitindo -
se a aplicacao de operadores modais apenas a sentencgas. Nesse
sentido, contrariamente ao que quer Quine (Cf. QUINE, 1953), a
interpretacao da quantificagao através de operadores modais nao
acarretaria maiores dificuldades que a interpretagao da quanti-
ficagao na teoria cliassica e a interpretagao de operadores mO-
dais aplicados a sentengas . As ocorréncias de variaveis no es-
copo de operadores modais poderiam,entéo, ser interpretadascomo
tendo uma dupla fungao : puramente referencial (assumir valo-
res em um dominio de objetos) e puramente substitucional ( segu-
rar os lugares para os nomes da linguagem). A analise semanti-

ca dos contextos modais determinada pela Semantica Nominativa
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seria aniloga, em certa medida, & andlise quineana de sentengas

como

(4)Joagquinzao @ assim chamado por causa de seu tamanho
por meio de sentenga

(5)Joaquinzdo & chamado de 'Joaquinzao' por causa de

seu tamanho,

onde a ocorréncia do termo singular 'Joaquinzao' em (4) é desdo
brada, em (5), por meio de duas ocorréncias, a primeira puramen
te referencial e a segunda nao referencial (cf. antes, Introdu-
cao e QUINE, 1943).

Todavia, o problema & saber se, de fato, os simbolos
ora introduzidos ('(¥x)' e '(@@x)') podem ser entendidos, no con
texto da Semantica Nominativa, como representando a quantifica-
¢ao puramente substitucional. A primeira vista, 1ss0 nao parece
possivel, posto gque a fim de determinarmos o valor de verdade,

em S.N., de sentengas da forma
(¥x)A

ou, ainda, da forma
[Fx)A

devemos considerar objetos, embora apenas objetos nomeados. Nao
cabe aqui, porém, discutir mais alongadamente essa questéo(l) ;
basta deixar registrada a redug50 proposta por S.N. e que e ex-—
pressa, pelo menos com respeito a classe das estruturas modais

de tipo S5, pela Proposigao 4.6.

(1) gobre a independéncia da interpretagao substitucional do quan
tificador com respeito a consideragao de objetos veja — se

KRIPKE, 1968.
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