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INTRODUGZO

Este trabalho & dedicade a uma analise das formas
de relac¥o entre a mecidnica quantica e a mecanica clissica. Nos
dois primeiros capitulos apresentamos quatro relagdes
estabelecidas no periodo de formulagio das teorias quanticas
antiga 2 moderna. No capitulo 3 estudamos uma série de relagSes,
de tipos diferentes, estabelecidas pelos pesquisadores desta area
desde os anos trinta até hoje. Finalmente, no capitulo 4
analisamos algumas concepg®es antigas e modernas sobre o conceito
filoséfico de redugio intertedrica, para em seguida examinar deste
novo ponto de vista os casos de relag3o entre a meci&nica gquantica
e a mecAnica clissica apresentados nos capitulos anteriores.

Todos estes resultados pressup@em o conhecimento do
‘problema da medida’ da mecanica quantica, que € de fato o ponto
de partida para as conclus@es a respeito da redugio da mecanica
quantica a mecanica clissica. Nosso resultadeo principal € que,
apesar da existéncia de uma série de relag®es entre as duas
teorias, nenhuma delas estabelece uma relagdo global entre ambas
no que diz respeito a recuperagdo das predig@es classicas pela
mecinica quantica nio-relativistica, exatamente devido aos
problemas interpretacionais desta teoria e, em particular, ao

problema da medida.
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Um ‘pequenc glossario de termos matematicos

encontra—-se no Apéndice 1; esses termos serdo utilizados ao longo
de toda a téée. mas sobretudo no cap. 3. As citag@es em itdlico
sZio sempre dos p}éprios autores, exceto quando for dito o
contrdrioc. Na bibliografia e no texto os volumes dos Collected
Works de Niels Bohr s3o referido como CWl, CW2, etc. Qualquer erro

encontrado € de inteira responsabilidade deste autor.

Campinas, 15 de novembro de 1988
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1 — A MecAnica Classica e a Velha Teoria Quantica



1.1 - O PRINCIPIO ADIABATICO




Para a compreens3o do trabalho de Paul Ehrenfest,
bem comoc do processo que o levou a formulagd3o do Principio
AdiabAtico, devemos ter em mente a situagZio da fisica a época de
sua formacZo. O final do século XIX e o inicio do XX viram o
surgimento de duas novas tecrias fisicas, a teoria eletromagnética
e a fisica estatistica, desenvolvidas por Maxwell e Boltzmann.
Destas teorias, e de sua uniXo, surgiram os trabalhos que dariam
origem posteriormente tanto A relatividade restrita Cna formulag3o
de Einstein), quanto A mecinica quantica. Neste dltimo caso o
problema da radiag¢io de corpo negro serviu como ponto de partida
de uma revisZoc da fisica cldssica que constitui, sem ddvida
alguma, a mais importante revolugZc da histdria da ciéncia.

A solugZo desse problema proposta por Max Planck no

ano de 15300:I baseava-se na hipdtese da quantizagio da energia da

1P1anck(lQOO).
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radiag3d3o eletromagnética emitida por um corpo negroa. Esta
hipdétese, contudo — embora levasse a um resultado tedrico em
concordancia com os resultados experimentais conhecidos — n3o

dispunha de qualquer outra base para sua aceitag3o, sendo de fato
contriria a teoria eletromagnética cldssica.

Ehrenfest iniciou seus estudos da teoria de Planck,
que o levariam A& formulagZo do principio adiabatico, ja em 19086,
sendo antess. Em um trabalho de 1823 ele revela que um dos
aspectos que mais o intrigavam neste problema era o fato de que a
lei do deslocamento de Wien, obtida a partir do eletromagnetismo
cldssico, permanecia valida a despeito do cardter n3o-classico aos
fendmenos tratadcs‘. Foi assim que em dezembro de 1912 Ehrenfest
obteve um resultado que havia buscad§ durante muito tempo. Esse
resultado, de fato um caso especial de um téorema ja demonstrado
por Boltzmann, refere-se a existéncia, para qualquer sistema

periddico, de um jinvariante adiabatico.

O conceito de mudanga adiabdtica originou-se nos
trabalhos de BoltzmannCi1866,1871) e Clausius(1870), que pretendiam
reduzir a segunda lei da termodindmica a mecanica classica. Os
trabalhos posteriores de Helmholtz(1884)> e Hertz(18943 levaram a
definig¢io de movimento adiabdtico como o movimento de um sistema
influenciado por forgas externas de tal maneira que essas forgas
n3oc afetam diretamente as coordenadas do sistema enquanto certos
parAmetros sofrem uma variag3o lenta. A existéncia desse tipo de

comportamento foi notada j3d em 1902 por Rayleigh em sistemas

2Para uma analise detalhada do trabalhe de Planck veja
JammerCl1966), seg¢les 1.2 e 1.3, e Klein(l870), cap. 10.
3Cf. JammerC19662, p. 98, n. 45.

4Cf. JammerC19662, p. 98, n. 46.
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oscilatdérios senoidals, como uma corda vibrante cujo comprimento &
diminuido lentamente, e a radiag3o eletromagnética no interior de
uma cavidade que se cont.rais. Finalmente, P. Hertz demonstrou em
1910 que, para um sistema com f graus de liberdade, cujo movimento
depende de um conjunto de parametros a, o volume 2f-dimensional
definido pela superficie isocenergética ECq,p,ad=constante, onde g
e p representam as coordenadas e os momentos generalizados,
respectivamente, € invariante durante uma transformag3do adiabatica
reversivel.

O invariante adiabidtico de que trata o© tecrema de
Ehrenfest € a raz3o entre a energia cinética média e a freqguéncia
de um sistema periddico. E uUtil neste ponto citar as palavras do
préprio Ehrenfest: |

» _Given a conservative system of n degrees of
freedom; the Lagrangian of the system may contain, in addition to
the n coordinates @ and velocities c.;. any sort of paramet,ers
a sa,...a. CThis means, for example, the coordinates of certain
fixed centers of force, or quantities on which the moments of
inertia of certain rotating masses can depend.>)

The motion of the system is to be periodic for all
values of the parameters T and for arbitrary initial
values of the q"s and r;t's.CThe period 6 may depend in any way on
these initial values 9, 9 and on the parameters a .a .. .ar,)

By an ‘adiabatic influencing’ of the system we will
understand the following process: The system is carrying out one

of its periodic motions, with period 6, for fixed values :;:f the

parameters asa,,...a. We vary the parameters infinitely slowly

BCf. JammerC1966>, p. 97.
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until they have assumed the values a;.a;....a' and then we hold
r

L

tem fixed again. The system will now carry another periodic motion
of period &8°.

Denote the *‘frequency’® (1682 by » and C1.-8'> by »’.
We also denote by K the average Rinetic energy of the first
motion and by K® that of the second. Then my thecrem reads:

K=k . €I>

The average Rinetic energy of our system increases in the same
proportion as the freguency under an adiabatic influencing.

R :
emarks e

aflc dt e
1. Kv = 6K = °a = J‘OK dt

So the root of equation (ID is

e
&' [, Kdt =0

wher &’ means an ’adiabatic’ wvariation. You see, therefore, that
theorem I stands in close relationship to the Principle of Least
Action Chalf more general, half more special - special case of the
Boltzmann—-Clausius—-Szily principled. )

2. In special cases (I) can be replaced by

g'sv = g/,

namely, whenever the average potential energy is in a fixed ratio
to the average kinetic energy. Examples: (ad) Harmonic oscillation.
Here the average potential energy = average kinetic energy = 12

total energy. Therefore &£/v is constant for the cavity. Cbd

Force—-free motion of a molecule between elastic walls, since here




potential energy = O, therefore K=e. «6

Devemos notar, todavia, que este teorema deriva
exclusivament;a- da mecanica cliassica, e n3oc tem em si qualquer
relagZo com a teoria dos quanta — exceto pelo fato de due a lei
de radiag3c de Planck envolve a quantizag3do de um invariante
adiabdtico, a energia total de um oscilador harménico, que € um
dos casos especiais citados acima por Ehrenfest.

Foi a validade da lei de wien, no entanto, que deu
ensejo a que ele formulasse uma hipdétes que mais tarde, seguindo
uma =B sugest3io de Einst.einT. seria conhecida como Principio
Adiabitico. Se nos referirmos ao movimento inicial do sistema como
nZo-deformado, chamande o movimento apds a mudanga adiabatica dos
parametros de deformado, o principio adiabéticc estabelece que,
para um sistema deformado com um certo conjunto a® de parametros,
sé s3o permitidos C(possiveis) aqueles movimentos que podem ser
levados até, ou derivados de, um movimento n3o-deformadoc de
parametros a através de um processo adiabdtico reversivel.

A primeira exposig¢io desse principio apareceu em um
artigo escrito por Ehrenfest em 1913. Neste trabalho, apds mostrar
a invariAncia para qualquer sistema periddico da raz3o entre a
energia cinética média e a freqiéncia, Ehrenfest colocou de
maneira clara © problema central de sua pesquisa: como aplicar
heuristicamente o resultado obtido a um sistema vibrando

nZo-senoidal mentea. Prevendo ainda uma possivel objeg3o a

6F’. Ehrenfest, carta a A. F. Joffe, 20-.271913; cit. KleinC18970D,
pp. Z62-262.
7'Elj. nsteinC1914).

8cf. KleinC1970d, p. 270.
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combinagZo de um resultado da mecinica cldssica com a nog3o
anti-cldssica de quantum de energia, ele escreveu:

“Wien’s law holds out the hope to us that results
which may be derived from classical mechanics and electrﬁdynamics
by the consideration of adiabatic processes will continue to be
valid in the future mechanics of energy quanta.“g

Vemos assim que para ele o principio adiabdtico
deveria servir como um guia na pesquisa das condigBes de
quantizag®o a serem aplicadas a sistemas diferentes daqueles
tratados até aquela época. Este trabalho, todavia, n3Zo teve a
repercussio esperada por ele.

Alguns meses apds a publicagio deste artigo, Bohr
publicou o© primeiro de uma série de tfés artigos »On the
Constitution of Atoms and Molecules“io. As reagBes a este trabalho
foram variadas, e entre elas vale citar a de Ehrenfest, que achou
absurdo o tratamento dado por Bohr ao modelo do &atomo de
Rutherford, e a do préprio Rutherford, que achou que a mistura das
jdéias de Planck com a mec&nica cldssica tornava dificil a
formagZc de uma visZo clara sobre quais seriam os seus
fundamentcsll. Em verdade, Ehrenfest nZo fez qualquer esforgo para
entender corretamente a teoria de Bohr, e foi necessdrio esperar
até o fim da pfimeira guerra para gue uma conversa com o proprio
Bohr o transformasse em um de seus mais ardentes defensores. Nesse
interim, porém, dedicou-se a seus proprios métodos para o

tratamento dos problemas quanticos, demonstrando, entre outras

Othrenfest€1914ad, p. 592.

10BOhrC1913).

11¢. KleinC1970),pp. 277-278.
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coisas, que a fungZo de distribuig¢io de probabilidades de um
sistema molecular ideal no espago de fase deve ser um invariante
adiabdtico péra que o© teorema provado por Boltzmann sobre a
relagio entre a mecinica clidssica e a segunda lei da termodinamica
permanega vélidola. Embora isto fosse verdade para o© caso da
radiag3o de corpo negro, por exemplo, n3do era ainda claro que o
mesmo ocorreria para todas as situagdes interessantes do ponto de
vista fisico.

Foi nessa época, entre 1915 e 1916, que Sommerfeld
publicou seus trabalhos sobre a estrutura fina do hidrogéniol
Nesses trabalhos, apds estender o tratamento dado por Bohr ‘ao
dtomo de hidrogénio para o caso de drbitas elipticas, impondo-lhes

condi¢®es de quantizag3o adequadasl4, Sommerfeld tratou o problema

usando a teoria da relatividade, conseguindo assim uma derivag3o

12 renfestC1914b): cf. KleinC1970>, pp. 279-282.

13 merfeldC1915a,bd>C1016).

14As condigBes de quantizagio de Sommerfeld estabelecem que os
estados estacionarios de um sistema periddico com f graus de
liberdade sZIo tais que a integral de fase para cada coordenada €
um miltiplo inteiro do quantum de ag3oc (Sommerfeld(lSl6d, p. 9.
CondigBes de quantizagi3o equivalentes foram encontradas por
WilsonC1915) e IshiwaraCiSlS). O sucesso na aplicagdo desses
resultados na determinagioc das linhas espectrais do hidrogénio

levada a cabo por Sommerfeld, entretanto, ocultou o trabalho dos

outros dois cientistas Ccf. JammerC1S66>, pp. S1-921.




tedrica do valor d; constante de estrutura fina e das linhas
espectrais correspondentes.

-05 resultados obtidos por Sommerfeld fizeram grande
sucesso entre os membros da comunidade cientifica, incluindo-se o
préprio Ehrenfest, que lhe escreveu uma carta, em maio de 1916, na
qual chamava sua ateng3io para a conex3o entre seus resultados e a
hipétese adiabdtica. A resposta um tanto fria de Sommerfeld,
porém, convenceu-o finalmente da necessidade de expressar de
maneira clara suas idéias, tomando agora o devido cuidado com sua
divulgag3o.

Assim, Ehrenfest publicou em 1916 um trabalho ;om
uma formulagZo precisa do principio adiabéticols. Além disso,
mostrou a invariAncia da raz3Io entre a energia cinética média do
oscilador harménico, e da drea do espago de fase do oscilador
anarménico tal como fora gquantizada por Debyels. Retomando em
seguida os resultados de Sommerfeld, demonstrou também que suas
condi¢®es de quantizagZo eram de fato vadlidas de acordo com seu
'principic. no caso de uma forga central, onde se transformavam em
condi¢Bes impostas sobre invariantes adiabidticos, embora n3o fosse
capaz de estender essa demonstrag3oc ao tratamento relativistico.

Estava assim aberto o caminho para uma aplicag3o
mais ampla e racicnal de condi¢Bes de quantizag3io a novos sistemas

fisicos. Neste campo o principio adiabatico formulado por

Ehrenfest desempenhou sobretudo um papel regulador, apontando o

15Ehrenfest(1916a.b) e C1917). Os trés trabalhos contém diferengas

minimas, e mostram a preocupagio de Ehrenfest com a divulgag3o de
suas idéias Ccf. KleinCl1970d, pp. 286-287).

16Planck et allC1914D.
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caminho para a escciha de condig¢gBes de quantizagio adequadas.

Restava porém o problema da escolha das coordenadas
a serem utilizadas na descrig3o dos sistemas quanticos: sistemas
descritos com. coordenadas diferentes levam a condig@es de
quantizag3do diferentes. Seguindo os trabalhos de StaudeC1887) e
StackelC1891D sobre sistemas condicionalmente periddicos,
Schwarzchild(1916) e Epstein(1816a,b) generalizaram as condigdes
de quantizagio de Sommerfeld. O primeiro supds que essas condigdes
deveriam ser aplicadas em sistemas descritos com o auxilio de
variaveis angulares e de agzcl7. enquante o segundo pfopés sua
aplicagZo em sistemas nos quais as equagdes de Hamilton-Jacobi
pudessem ser integradas pelo método de separagio de varidveis; uma
demonstragZo da equivaléncia entre essas condigBes e as de Planck
foi afinal feita por Kneser(igai)le. Finalmente, a aplicag3o dessas
teorias no tratamento do efeito Stark forneceu resultados em
excelente concordancia com os dados experimentais disponiveis na
época, possibilitando a Epstein o seguinte comentario:

“We believe that the reported results prove the
correctness of Bohr’s atomic model with such striking evidence
that even our conservative coleagues cannot deny its cogency. It
seems that the possibilities of quantum theory as applied to this

model are almost miraculous and far from being exhausted.“ig

17Para uma definic¢fZo dessas varidveis, veja LandauC1978), p. 235.

18.¢ Jammerc1966>, pp. 102-104.

19EpsteinC1916c). p. 180; cit. Jammer(Cl9663, p. 103. Devemos
acrescentar que este resultado sé foi possivel porque a interagao

entre o spin do elétron e o campo aplicado € negligencidvel neste

caso Ccf. JammerCiS966>, pp. 108-108D.
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A conex3o final entre esses trabalhos e o principio
adiabdtico foi estabelecida por J. M. Burgers, um aluno de
Ehrenfest, que demonstrou que as integrais de ag3o usadas por
Schwarzchild e Epstein eram de fato invariantes adiabati cosao
Finalmente, devemos acrescentar que o principio adiabdtico atingiu
seu pleno desenvolvimento a partir de 1918, com os trabalhos
de Niels Bohr &l v
Podemos agora situar de maneira mais precisa o
principio adiabdtico no panorama da ciéncia da época. Como vimos
pelas reagdBes de Rutherford e Ehrenfest aos primeiros trabalhos de
Bohr, assim como pelos trabalhos do préprio Ehrenfest, a wvelha
teoria quantica, a excegdo do pressupostos de quantizag3o
necessarios a explicagfo dos resultados experimentais, possuia um
carater eminentemente classico: aocs sistemas quanticos eram
aplicadas tanto a mecldnica quanto a eletrodinadmica classicas,
assim como a teoria da relatividade restrita. O udnico aspecto
nfo-classico, a necessidade de regras de quantizag3o,referia-se
de fato apenas aos fendmenos microscopicos, e era atenuado pelo
uso tanto do principioc adiabatico quanto do princigio de
correspondéncia formulado na mesma €poca por Bohr (veja a prdxima
se¢Zo). Acreditamos assim que nZo fosse o desenvolvimento ulterior
dos fatos, que levaram a formulag3do da teoria quantica moderna,
esta teoria ter—-se—ia desenvolvido no sentido de englobar os novos
fendmenos descobertos, conservando contudo a mesma estrutura
concei tual e matemdtica da mecénica classica, na qual a

quantizag3io nFAo passaria de um caso limite.

20burgers(1917).

21Cf. KleinC1870>, p. 292.




1.2 - O PRINCIPIO DE CORRESPONDENCI A

iz



A idéia da existéncia de uma conexdTo entre a
mecAnica quAntica e a mecé&nica cldssica estd presente na base da
formulagXo do principio de correspondéncia, e constitui um aspecto
importante do pensamento de Niels Bohr. Este tipo de idéia e
bastante comum e natural em uma é&€poca de transig3o como foi o©
inicio deste século, que viu surgir tanto a velha teoria quantica
quanto a relatividade geral, e os primeiros passos na busca de uma
unificag®o dos campos. E neste udltimo contexto, por exemplo, que
Pauli afirma em uma carta a Eddington de 20 de setembro de 1923,
aoc tratar dos problemas relativos ac conceito do campo de uma onda
eletromagnética:

"Some physicists have fallen upon the idea...of

completely abandoning the concept of the field of a light wave and
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only describing the motion of the electron. This we wholly refect;
for on the one hand this idea scarcely helps us over the
difficulty, and on the other hand it makes a connection with the
classical theory, which has proved itself so brilliant for large
scale phenomena, quite impossible.“1
Un dos aspectos dessa conex3o fol apontadeo ja em 1806 por Planck.
Segundo ele, “The classical theory can simply be characterized by
the fact that the quantum of action becomes infinitesimally
small. 2

Uma das primeiras vers@es do que seria chamado mais
tarde de principio de correspondéncia apareceu na trilogia "On the
Constitution of Atoms and Molecules*“, de 1913. Nesta série de
artigos Bohr apresenta uma exposigZio geral de sua teoria atdmica,
baseada na nog3io de estados estaciondrios nos quais o elétron
orbitando em redor do nitclec nZIo perderia energia pela emiss3o de
radiac¥o, como seria esperado de acordo com a eletrodinamica
cldssica; por outro lado, as transigBes entre dois estados com
energias E’ e E” seriam acompanhadas pela emiss3o de radiagzo
eletromagnética de freqiiéncia v dada pela lei de Planck

E'- E” = hy , c1i>
onde h & a constante de Planck. Bohr renuncicu desde o© inicio a
qual quer explicégﬁo racional do processo de transig3o entre dois
estados; este fato, como veremos, serviu para enfatizar a

diferenga entre a teoria quintica e a fisica cldssica, e foi de

grande importancia na sua formag3o = consolidag3o e,

1W. Pauli, carta a Eddington, 20.8-1923; cit. Hendry(1884>, p. 21.

zPlanckC1QOED. p. 143; cit. JammerC1966>, p. 108.
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posteriormente, de sua vers3o modern33

No primeiro artigo dessa trilogia Bohr calcula os
niveis de energia dos estados estaciondarios do dtomo de hidrogénio
formade pelo transporte de um elédtron a partir de um ponto no
infinito até as proximidades do nudcleo, acompanhado pela emissZ3o
de radiagdo monocromitica homogénea de frequéncia v relacionada
com a energia de ionizag3o W do dtomo e a freqliéncia de revolug3o
w do elétfc:n ao redor do niucleo pr::r"‘lr

W = thy = thew =2 , cad
onde T € um inteiro positivo. A justificagio destas suposigBes €
feita em duas partes. Numa primeira fase Bohr calcula as possiveis
freqiiéncias da radiag¥o emitida durante +transig¢gdes entre os
diversos estados do sistema, mostrandoc que a concordancia entre
seus resultados e a série de Balmer exige que

W = cthe ., 3
onde c € uma constante. Em seguida, tomando as freqiiéncias de
revolug3o do elétron em dois niveis com numeros quinticos N e N-1,
Bohr conclui:

»If N is great the ratioco between the frequency
before and after the emission will be very nearly equal to 1; and
according to the ordinary electrodynamics we should therefore
expect that the‘ ratio between the frequency of radiation and the
frequency of revolution also is very nearly equal to 1. This
condition will only be satisfied if c=1-/2. «3

O mesmo tipo de argumento € reproduzido a seguir em "On the

3Bohrc1913>, p. 7; CWa p. 167.
450hrc1913), pp.4-5; CW2 pp. 164-165.

SBohrc1913), p. 13; CWa p. 173.
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de Ehrenfest sobre o© principio adiabéticcia. por outro lado,
tiveram grande influéncia sobre a teoria de Bohr, provendo—-a de
uma base tedrica mais sdlida.

Na primeira pagina de "On the Quantum Theory of Line
Spectra“ Bohr apresenta os fundamentos de sua teoria, fazendo
agora um uso extensivo das idéias de Einstein sobre probabilidades
e do principio adiabidtico de Ehrenfest. Ao invés das drbitas
simples de seus primeiros trabalhos ele .expande os possiveis
movimentos dos elétrons nos estados estacicondrios em séries de
Fourier, associando aos coeficientes dessa expans3o a
probabilidade de transigiFo entre dois estados tais que a
freqtiéncia da radiagZo emitida nesta transig3o, calculada de
acordo com a equag3o 1, seja igual A freqiiéncia correspondente da
sérieja;essas probabilidades, finalmente, s3do associadas a

intensidade das linhas espectrais correspondentes.

1OSobre este ponto veja-se JammerC1S66), p. 113. Apesar da

utilizagcfo de resultados estatisticos Einstein n3o se compromete
de maneira alguma com a acausalidade, ao contrdrio do que Bohr
imaginava. Este engano, porém, foi de grande importancia para o

desenvol vimento de sua prépria visZo, como se vera adiante.

1180mmerfeld(1915a.b).C19163.b.c).(1917); cit. Bohr<isisad, p. 3

CCW3 p. 69.

120, renfestC1913),C1914a,b),C1916a),C1917).

1350hrc1018), p. 15; CW3 p. 81.
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Estes resultados marcam um profundo afastamento das

primeiras concepgdes de Bohr sobre a relagio mecanica

quantica-mecanica cldssica. Com efeito, como notou Hendry14. nZoc se

trata agora da conexXo entre duas teorias em um limite no qual

ambas devem apresentar os mesmos resultados, mas sim da aplicag3o

de uma teoria C(neste caso, a meciAnica e a eletrodinamica

cldssicas) juntamente com postulados em contradig3do com seus

fundamentos. Este fato € claro para o préprio Bohr, e @&
explicitado por ele, por exemplo, na seguinte passagem:

»As far as the frequencies are concerned we see
therefore that in the limit where n is large there exists a close
relation between the ordinary theory of radiation and the theory
of spectra... It may be noticed, however, that, while on the first
theory radiations of the different frequencies Tw corresponding to
different values of T are emitted or abscorbed at the same time,
these frequencies will on the present theory ... be connected with
entirely different processes of emission or absorption,

corresponding to the transition of the system from a given state
185

L1

to different neighbouring stationary states.
Estava porém aberto o© caminho para uma ampla
aplicagZo da fisica cldssica no tratamento dos problemas do atomo.

Nestas aplicag®es o principio de correspondéncia teve um papel

fundamental, tornando a velha teoria quantica uma teoria t3o
coerente e completa quanto seria possivel, dadas as suas
i4

Hendry(1984), cap. 3, n. 10.

155 hrc1018), p. 15; CW3, p. 81.
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lindtacaesiﬁ. O termo ‘correspondéncia’ apareceu pela primeira vez
em 1820, em "On the Series Spectra of th Elements“17; a express3o
‘principio de correspondéncia’® foi usada pela primeira vez no
apéndice A terceira parte de "On the Quantum Theory of Line
Spectra“, publicado em 19z22.

Embora Bohr considerasse (o] principio de
correspondéncia uma lei tipica da teoria quantica, que n3o poderia
de maneira alguma diminuir o contraste entre esta teoria e a
eletrodinamica clissicaia. € importante considerarmos a maneira
como este principio era aplicado. Desde suas formulaéaes mais
primitivas até sua forma final a idéia subjacente a ele era de que
a teoria quiAntica deveria apresentar resultados compativeis com as
teorias clissicas nos casos em gque estas fossem wutilizaveis.
Assim, sua linha de raciocinio passa da exigéncia de que a
frequéncia da radiag@o emitida numa transig3o entre dois niveis de

energia de altos numeros quanticos aproxime-se assintoticamente da

freqgiéncia de revolugio do elétron, no cdlculo das linhas

1BApesar dos esforgos de Bohr e outros, a velha teoria quantica n3o

foli capaz de explicar, por exemplo, o espectro do hélio e o efeito
Zeeman andémalo. O principio de correspondéncia, porém, serviu como
um guia importante na busca de solugdes para os problemas tratados
na época, entre eles a explicag3o qualitativa do espectro de
elementos com grande numero de elétrons e as propriedades da
tabela periddica. Veja-se a este respeito HeilbronC19772>, pp.
87-94.

1?B0hr(198033.

1BVeja-se por exemplo Bohr(1824>, pp. 12,22; CW3, pp. 469,479

CnotasD.
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espectrais do hi df* ogéni ci 2 » a consideragdes do mesmo tipo

referentes agora também a meclnica estatisticaaa. e a propria
mecanica cla‘.s#ica. no uso do principio adiabéticoai. Apesar de ter
sempre em menf.e as diferengas fundamentais entre as teorias
classicas e a teoria qu&nticaaz. Bohr em momentoc algum perdeu de
vista a necessidade de uma conex3io ndo apenas formal entre elas.

A esse respeito € notdvel o uso da express3o
‘generalizag3o racional’ ao longo de toda sua obra. Assim, em 1920,
Bohr se refere A correspondéncia entre a teoria quantica e a
eletrodinidmica classica da seguinte forma;

»This correspondence is of such a nature that the

present theory of spectra is in a certain sense to be regarded as
23

a rational generalization of the ordinary theory of radiation.
Essa ‘generalizag3o racional’, contudo, n3ic era completa. Em 1923
Bohr voltou novamente a esse tema no final de seu artigo "On the
Application of the Quantum Theory to Atomic Structure®, ao falar
scbre o principio de correspondéncia e o- principio adiabatico:

»As frequently emphasized, these principles,
although they are formulated by help of classical conceptions,
are to be regarded purely as laws of the quantum theory, which
glve us, notwithstanding the formal nature of the quantum theory,
a hope in the future of a consistent theory, which at the same

time reproduces the characteristic features of the guantum theory,

1chhrC1914). p. 13; Cw2, p. 295.

205 hrc1918), p. 13, CW3 p. 79; (1924>,pp. 18-19,22, CW3,

pp. 475-576, 479.

2lpohrc1924), p. 13, CW3, p. 470; €1918), p. 13, CW3, p. 79.

aaNota 18 acima.

235 hrC1920a), pp. 23-24, CW3. pp. 245-246.




21
important for its applicability, and nevertheless, can be regarded
as a rational generalization of classical elec trodyn:zmz‘.cs. =S
A mesma expressio, finalmente, serad usada com freqtiéncia mais
tarde, em conexic agora com o principio de complementaridade e a
moder na teoria quantica, indicando de certa forma uma
identificag3ic no pensamento de Bohr entre a redug3doco e a
generalizagio racional como forma de progresso da ciénciaas. A
importancia dos argumentos reducionistas pode ser notada, de
maneira ainda mais clara, nesta outra passagem:

"Notwithstanding the fundamental break with the
classical electrodynamic theory introduced by the postulates of
the quantum theory, it has yet been possible...to connect the
occurrence of radiative processes with the motion in the atom in a
way which offers an explanation for the fact that the laws of the
classical theory are suitable for the description of the
phenomena in a limiting region. «

As trés uUltimas passagens citadas parecem indicar

24Bohr~C19843. p. 42; CwW3, p. 498. Esta express3o aparece novamente

em seu preficio A edigZo em forma de livro de seus primeiros
trabalhos sobre a teoria atémica (Bohr(1820b>; CW3, p. 3310. A
importiancia da conex@oc entre as teorias € mostrada na p. 329 deste
texto, onde se 1é&:™. ..the endeavour to retain...the connection
between the quantum theory and the usual radiation in the limiting
region...*“, e um poucc adiante: ™Although, in the case of th Zeeman

effect, the search for an asymptotic connection with the ordinary

e

radiation theory led me astray...

ESVeja—se adiante a se¢. 2.1

aaBohrC1924). p. 22; CW3, p. 479,
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que a rela¢3o entre a velha teoria quantica e as teorias classicas
compunha-se de trés aspectos distintos:

I = Os principios da nova teoria, apesar de formulados com o
auxilio de conceitos cldssicos, pertencem exclusivamente a ela, e
n¥Fo podem de maneira alguma diminuir o contraste entre esta e as
tecrias cldssicas.

II - A aplicag3o desses principios resulta em uma restrig3o da
validade das teorias cldssicas, de tal forma que esta restrigdo
leve a um aumento de sua gama de aplicagaesa7.

II1 = A nova teoria obtida deve explicar, de alguma forma o

i : . : 2 28
sucesso da teoria anterior nas situag@es ja conhecidas

27the—se que nZIo hd qualquer avango ou mudanga fundamental ao se

aplicar a meciAnica newtoniana a um modelo planetdrio do atomo; a
modificacZo consiste de fato na restrig3o das possiveis drbitas,
calcul adas corretamente pela teoria classica, aquelas
correspondentes a estados estaciondrios, i.e., restringe-se a
validade da eletrodinAmica cldssica, possibilitando sua aplicagio
dentro do dominio quantico.

EBA investigag3oc das previs@es da teoria quantica no limite de
altos numeros quAnticos mostra a equivaléncia entre os resul tados
obtidos com © auxilio da eletrodinimica classica e aqueles
previstos pela nova tecoria. Explica-se dessa forma a validade da
teoria cldssica fora do conjunte de fendmenos que originou a
teoria quantica, sem implicar com isso uma equivaléncia entre elas, da:
diferenga entre os processos envolvidos. A aplicagio desse
procedimento a cada problema particular elimina a necessidade de

uma fung3c de redugio entre as duas teorias, pois ela é

demonstrada em cada caso particular.
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Os deois primeiros itens correspondem a
generalizag3o: embora modificando a teoria antiga, aumentamos, de
certa forma, sua gama de aplicaqaes. A racionalidade do processo €
dada pelo dltimo item: n3Io se obtém apenas uma nova teoria,
aplicdvel em uma faixa limitada de fendmenos, e sim uma teoria que
coincide com a teoria anterior nos casos em que a validade desta
Gltima havia sido comprovada. Devemos notar, porém, gue as
restrig®es impostas a eletrodindmica cladssica n3do se referem aos
conceitos utilizados, nem as relagdes entre eles; a ontologia da
velha teoria quantica € a mesma da fisica cldssica, somada agora
As nogBes de estado estaciondrio e probabilidade de transig3o: o
mundo ainda €& formado por particulas com massas, posigles e
velocidades bem definidas, onde s3o vilidas as mesmas leis de
forga e conservagfo. S3o as teorias que tém seu status modificado
pelas restri¢@es a sua aplicabilidade; as entidades de que fala a
teoria continuam as mesmas. Veremos mais tarde que esta situag3o €
bem diferente daquela na qual se desenvolveu o© principio de

complementaridade, ond, todavia, Bohr continuou a utilizar o termo
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‘generalizagdoraci ol:';al 4 29.

Podemos concluir a partir do que foi exposto acima
que o principioc de correspondéncia, enquanto conexio formal entre
a tecoria quantica e as teorias cldssicas, n3o pode ser considerado
como uma demonstragdo da inclus3doc das udltimas na primeira. Ele
serviu apenas como ponto de partida dessa teorias na direg¢Zo de
uma nova formulagio, bem como de sua aplica¢3o pratica, agindo o
tempo todo como o© verdadeiro guia no desenvolvimento das novas

tecrias, e das prdprias concepg@es de Niels Bohr a respeito da

ciéncia e de seu processo de evolugIo.

agO novo sentido dado por Bohr a essa expressdo esta ligado ao seu

abandonc da possibilidade de visualizagdoc dos fendmenos tratados
pela teoria. No 4ambite da velaha teoria quantica, apesar da
rentincia a explica¢®o da transigdo entre dois estados quanticos,
tinhamos ainda um modelo visualizdvel e, portanto, com fortes
caracteristicas clissicas. Excessio uUnica a esta regra, os quanta
de radiacXZo, entretanto, foram longamente combatidos por Bohr, que
tgntou salvar a eletrodiniAmica clissica até quaﬁdo isso foi
possivel, chegando inclusive a pensar na possibilidade de uma

quebra na lei de conservag3®o de energia para o mundo microscdpico.




2 - A Mecinica Classica e a Nova Teoria quantica




a3
a

2.1 - A FILOSCFIA DA COMPLEMENTARIDADE
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As dificuldades encontradas aa se tentar analisar o
significado do principioc de complementaridade s3Zo sem dudvida bem
maiores que aquelas relativas ao principio 39 c:r::rrespondéncia1
Com efeito, a complementaridade € bem mais que um simples
principio heuristico como o© principio de correspondéncia; ela
inclui toda uma interpretag3io da teoria quantica moderna, e € de
fate um nome cujo objetivo € resumir toda uma vis3o da ciéncia e
da situag¢do do cientista em sua relag3do com © mundo objetivo, como
podemos verificar pelas passagens seguintes:

»The viewpoint of complementarity...is...the

expression of a rational synthesis of the wealth (=) &
2

experience. ..

1Devemos notar que, aoc longo de *%toda sua obra, Bohr jamais
empregou os termos ‘principio’ ou ‘tecria’® da complementaridade.
Cf. Folse(1S985S), p. 18,

2Bohrc19058>, p. 19.
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"In offering a frame wide enough to allow for a

harmonious synthesis of the peculiar regularities of atomic

phenomena, the conception of complementarity may be regarded as a

rational generalization of the very ideal of causality.“3

"I shall therefore be glad to use this opportunity

to explain in somewhat greater detail a general viewpoint,

conveniently termed ccmplement,arity...“4

O termo ‘complementaridade’ designa portanto um

‘ponto de vista geral’, uma ‘estrutura’ dentro da qual ser3o

interpretados os resultados e o formalismo da meclnica quantica.

Devemos todavia distinguir entre uma estrutura conceitual e um

simples conjunto de conceitos; a fungio da primeira € justamente

determinar as relag@es entre os elementos do segundo, assim como
sua aplicag3o:

. ..we have ... received only recently an incisive

admonition that the analysis of new experience 1is liable to

disclose again and again the unrecognized presuppositions for an

unambiguous use of our most simple concepts, such as space-time

S

description and causal connection.

Por outro lado, essa estrutura conceitual =)
construida a partir da vis3o particular de Bohr sobre o objetivo
da ciéncia: desérever e ordenar de maneira objetiva os fendmenos,
entendendo-se aqui por objetividade a possibilidade de comunicagdo

ndo ambigua:

3Bohr€1947>, p. 138; cit. FolseC1985>, p. 14, n. 15.

4Bohr(19353. p. B96; veja-se também Bohr(1837>, pp. 2893-294.

580hr(1937). p. 2£90.
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»As tﬁe goal of science is to augment and order our

euperience; every analysis of the condition of h;man knl owl edge

must rest on- considerations of the character and scope of our

means of communication. The basis is here, of course, the language

developed for our orientation in the surroundings and for the
organization of human communit.ies.“B

“"Every scientist ... is constantly confronted with

the problem of objective description of experience, by which we
7

mean unambilguous communication...

o) objetivo de Bohr ao estabelecer a
complementaridade €, portanto, a elaboragio de uma nova estrutura
conceitual 'para o uso adequado dos conceitos classicos e a
descrig¢io n3o—-ambigua dos fendmenos. A andlise leva-o ent3o a
exigir que os conceitos usados na descrigdo sejam oS mesmos
conceitos empregados na fisica classica:

» ..however far the phenomena transcend the scope of

classical physical explanation, the account of all evidence must
8

be expressed in classical terms.

Para entender a razzZo destas conclus@es devemos
inicialmente analisar a maneira como sZo utilizados certos
conceitos na fisica clidssica. Neo ambito das teorias clidssicas
dispomos de dois conceitos bdsicos, particula e onda. O termo
particula &€ usado para designar os corpos materiais em geral, aos
quais s3Zo associadas certas propriedades como massa e carga, e

que descrevem no espago uma trajetdéria continua que determina,

Opohrc1056>; cit. FolseC1985), n. 18, p. 18.

7Bohrc1958>, p. 39 Cit. N.B.)

8pohrcio58>, p. 67.
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para cada instante de tempo, uma posig3c e um momento atribuidos
ac corpo. O_ccnceitc de onda, por outro lado, € utilizado na
eletrodinAmica para descrever uma perturbagZo ondulatdéria que se
desloca ac longo do campo eletromagnético. Uma descrigio completa
dessas entidades consiste ent3o, no primeiro caso, na determinagi3o
de sua trajetdria espago-temporal e, no caso das ondas
eletromagnéticas, da variag3o com o tempo do campo eletromagnetico
em todo o espago. Uma medida cldssica, por sua vez, consiste em um
processo de interag3o, governado pelas leis da fisica cliassica,
entre entidades também classicas, e durante o qual estas entidades
tém seus estados modificados continuamente e de maneira
deterministica. Este determinismo, finalmente, possibilita que se
fale, no Ambito classico, dos possivéis estados de um
sistema,mesmo quando este n3o &€ observado, isto &, € possivel em
principico atribuir-lhe a qualquer instante valores precisos de
todas as varidveis que o definem, pois o efeito de qualquer
interacZo durante a medida pode ser determinado, de maneira a se
conhecer o préprio estado do sistema caso n3do houvesse a
interagfo, i.e., a medida.

Segundo Bohr, o ponto de partida para a elaborag3o
de sua interpretagio do formalismo quantico, e que leva ao
rompimento com a vis¥o clissica da ciéncia, estd presente jid na
velha teoria gquantica, na forma do postulade quantico. Este
postulado atribui aos sistemas atémicos a estabilidade necessdria
a explicagZo de suas propriedades fisicas, aoc mesmo tempo em que
permite o uso, na descrigfo dos estados estaciondrios, das téorias

clissicas. Este fato, que por si sé representaria uma violagdo
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dessas teoriasg. € ainda acompanhado pela suposi¢Zo de que as
mudangas de estado ocorrem de uma maneira descontinua para a qual
ndo € possivel em principioc uma descrigdo tedrica. Temos assim os
elementos basicos para a formul ag3o da filosofia da
complementaridade: uso de conceitos cldssicos na determinacio de
fendmenos quanticos, descontinuidade das mudangas de estado,
indescritibilidade dessas transi <;‘c’5e-sl 0.

Por outro lado, somente estes resultados n3o
Justificariam o estabelecimento de toda uma nova estrutura para o
uso adequado dos conceitos cldssicos. A raz3o para essa mudanga
deve ser buscada na natureza, na necessidade de descre;er
teoricamente o comportamento da radiagioc em sua interagioc com a
matéria, e na descoberta de fendmenos aparentemente contraditdrios
que deveriam, em principio, ser atribuidos as mesmas entidades.
Assim, embora a teoria eletromagnética fornega uma boa descrig3o
dos fendémenos de interferéncia caracteristicos da radiag3o
eletromagnética, € impossivel explicar, no ambito de uma teocria
como esta, o©o cardter descontinuo da radiag3o, presente, por
exemplo, no efeito fotoelétrico. Ao mesmo tempo, o© carater
corpuscular das particulas atémicas € incompativel com o©OS
fenémenos de interferéncia observados, por exemplo, com elétrons e
néutrons. O ponto importante aqui € que, de acordo com a situag3o
experimental necessaria a observag3io de tais fendmenos, faz-se
necessario aplicar aocs mesmos sistemas conceitos contraditérios
como os de particula e onda, isto €, cada situagdo fisica

determina uma descrig3o distinta do sistema microscdpico

ng. n. 15, seg: 1.2;

10Ver a esse respeito Bohr(1834)>, pp. 31,53.
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observado. Finalmente, todas as situag®@es citadas acima constituem
de fato processos de medida nos quais qualquer tentativa de
subdivis3do do fendmenc com o objetivo de analisar os detalhes da
interagZoc entre o sistema estudado e o aparelho de medida modifica
os resultados de uma maneira incompativel com a obtencZo do
primeiro fendmeno. Bohr foi levado dessa forma a analisar o
processo de medida da mecé&nica quintica, assim como o emprego dos
conceitos cldssicos na descrigio de tais processos.

O primeiro guia de Bohr na busca da nova estrutura

conceitual exigida pela teoria quantica foi, como jad vimos, o
postulado quantico. Sabemos também que todo processo de medida
Ci.e., observagao) consiste em uma interag3oc entre um sistema
quantico e um aparelho de medida macroscdpico. O postulado
quantico, segundo Bohr, implica que uma interag¢®o entre um sistema

microscépico e o aparelho de medida causa, no sistema observado,

uma mudanga descontinua em seu estadcil, a qual n3o pode em
principio ser controlada:
W an experimental arrangement aiming at

ascertaining where an atomic particle, whose position at a given
time has been controlled, will be located at a given moment
implies a transfer, uncontrollable in principle, of momentum and
energy to the fixed scales and regulated clocks necessary for the
definition of the reference frame. “

O uso do postulado quantico leva-o portanto aoc emprego de uma

‘interpretagio de perturbag¢fo’, isto €, uma medida modifica de

maneira incontroldavel o estado do sistema, como se este existisse

1180hr(1934),11 53.

12pohrc1o63), p. 11.
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de fato em um estado classico antes e depois da interag3o.
Todavia, o© préprico Bohr rejeitou mais tarde este tipo de
1nterpreta¢26; em conseqléncia sobretudo de seu debate com
Einstein sobre a in£erpretagﬁo da mecanica quantica. O divisor de
dguas neste caso pode ser localizado em sua resposta ao artigo de
Einstein, Podolsky e Rosenla em que estes tentam demonstrar a
incompletude da descrigao quantica da realidade fisica. A partir
dessa época Bohr retira a énfase dada anteriormente a descrigZo da
interagfo descontinua entre sistema e aparelho, colocando—-a agora
na ;ndivisibilidade. individualidade ou totalidade do fendémeno
quintico, decorrente da existéncia do quantum de ag3oc de Planck:

»The impossibility of a closer analysis of the
reaction between the particle and the measuring instrument...is
rather an essential property of any arrangement suited to the
study of the phenomenz of the type concerned, where we have to do

with a feature of itndividuality completely foreign to classical

physics.“14
» ..Planck's discovery of the elementary guantum of
action ... revealed a feature of wholeness inherent in atomic
s Uo
processes. ..

Podemos agora entender, a partir deste novo ponto de
vista, a interpretagZo de Bohr para o formalismo quantico, e sua
solug¢io do problema da medida. JAa vimos que para ele a

objetividade da ciéncia estd ligada a possibilidade de comunicag3o

13Einstein.PodolskyeaRosenC1935).

14Bohr(19353. p. 697 Cit. N.B.D.

1Sgohrc1o60, p. 2 Cit. N.B.D.

S P r o i R T sl e s e
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dos resultados experimentais, a qual por sua vez implica o uso dos
conceitos da fisica classica. A solugio encontrada para este
dilema consiste na redefinig¢io do objeto de estudo: os resultados
obtidos sob condig@es experimentais mutuamente exclusivas designam
agora objetos fenomenais distintos, descritos de maneiras
complementares (i.e., mutuamente exclusivas), e que devem apesar
dissc ser encarados como manifestag®es diferentes do mesmo objeto
fisico. A descri¢io a ser empregada em cada casoc & inteiramente
determinada pelo arranjo experimental em questZo, o qual permite a
escolha de apenas um dos modos de descrigdo caracteristicos da
fisica cldssica, considerados por Bohr como complementares:

» ..in the phenomena concerned we are not dealing
with an incomplete description characterized by the arbitrary
picking out of different elements of physical reality at the cost
of sacrificing other elements, but with a rational discrimination
between essentially different experimental arrangements and
procedures which are suited either for an unambigucus use of the

idea of space location, or for a legitimate application of the
16

(13

conservation theorem of momentum.

Estes modo de descrigio classicos s3o a descrigdo
espago-temporal C(conceitos de particula e ondad e o modo causal
Cconservagao de momento e energiad). A uniZo destes dois tipos de
descrig®o, caracteristica da fisica clissica, € agora proibida
pela indivisibilidade do fenémenc quantico, e elas devem ser
portanto consideradas como abstragSes necessarias a descrig¢3o dos
resultados experimentais, © que implica também o abandéno da

possibilidade de visualizag3io de um sistema quantico tal como

1680hr(1935). p. 699.
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seria possivel no caso clissico:

‘ “...1n these fields the logical correlations can
only be won by a far-reaching renunciation of the usual demands of
visualization. It would in particular not be out of place in this
connection to warn against a misunderstanding likely to arise when
one tries to express the content of Heisenberg’s uncertainty
relations...by such a statement as: ‘the position and momentum of a
particle cannot simultaneocusly be measured with arbitrary
accuracy’. According to such a formulation it would appear as
though we had to do with some arbitrary renunciation of the
measurement of either the one or the other of the well-defined
attributes of the object, which would not preclude the
possibility of a future thecory taking both attributes into account
on the lines of classical physics. From the above considerations
it should be clear that the whole situation in atomic physics
deprives of all meaning such inherent attributes as the
idealization of classical physics would ascribe to the cbject.“17

Tentamos nas linhas acima expor de maneira simples
alguns aspectos da filosofia de Niels Bohr, e de sua interpretag3o
do formalismo quantico. Embora coerente e aparentemente completa
se considerada em seus aspectos gerais, esta interpretagdo n3o
estd, todavia, livre de problemas. Em primeiro lugar, nZEo € clara
a relacZo entre a complementaridade dos modos de descrigdo
cldssicos, considerados compativeis na fisica classica =
mutuamente excludentes no terreno quantico, e a complementaridade
atribufida por ele aos conceitos de onda e particula, os quais s3o

mutuamente excludentes jd4 no interior da estrutura conceitual

17 50hrc1937>, pp. 292-293.
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cldssica e cuja definigdo, além disso, exige o emprege de ambos os
modos de descri¢3o considerados complementares na.nova estrutura
concei tualla. Por outro 1l ado, apesar da énfase posta na
indivisibilidade do fendmeno quantico, Bohr parece n3o ter sido
capaz de se libertar totalmente do uso da linguagem de perturbaczo
na explicag3ioc de seus pontos de vista:

» ..any phenomenon in which we are concerned with
tracing a displacement of some atomic object in space and time
necessitates the establishment of several coincidences between the
object and the rigidly connected bodies and movable devices which

define the space-time frame of reference to which the
phenomenon in question is referred. Just this situation implies,
however, a renunciation of any sharp control of the amcunt of the

momentum or energy exchanged during each coincidence between the

object and the separate bodies entering into the experimental

19
arrangement.

Finalmente, o mesmo tipo de ambigltiidade esta
presente nas consideragles sobre a relagdo entre a mecanica
quantica e a mecinica cldssica. Sabemos, em primeiro lugar, que a
estrutura conceitual da complementaridade € vista por Bohr como
uma generaliza¢Zo racional da estrutura classica:

»In representing a generalization of classical

physics suited to allow for the existence of the quantum of
20

action...

1BDe acordo com Folse(198%5), p. 120, o préprio Bohr nunca explicou

esta relag3oc de maneira adequada.

1980hr(19393, p. 22;cit. Folse(198%5), n. 25, p. 158.

aoBohrC19483, p. 316.
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Por outro lado essa.estrutura pode ser empregada nos casos em que
as acgBes envolvidas sZFo muito maiores que © quantum de ag3io de
Planck:

» ..classical theories of physics are idealizations
which can be unambiguocusly applied only in the limit where all
actions involved are large compared with the quantum. 21

De um ponto de vista 1ldgico, portanto, as duas
estruturas conceituais podem ser consideradas ligadas pelo quantum
de agZo de Planck: a existéncia do quantum leva & necessidade de
uma generalizag¢3o da estrutura conceitual classica, enquanto que
nas situag®es em que © seu valor pode ser negligenciado esta
Gltima € uma aproximagdo satisfatdria da estrutura complementar.
Parece entZo possivel afirmar que, de acordo com Bohr, as
estruturas conceituais em questZio transformam-se uma na outra
quando a constante de Planck tende a zero, ou quando seu valor
pode ser negligenciado. Este tipo de raciocinio, como jJa vimos, €
caracteristico de Bohr, e constitui em realidade uma elaboragZo
das tendéncias presentes ja na formulagZo do principio de
correspondéncia: generalizag3o dos tratamentos tedricos com a
restri¢cfo de sua validade, de maneira a recuperar oS resul tados
antigos em determinados limites, ressalvando sempre o antagonismo
entre as duas concepgdes.

Existe porém um diferenga fundamental entre a nova
teoria quantica e a teoria antiga. No dominio da velha teoria o
principio de correspondéncia serviu come um guia na elaboragfo do
formalisme e no tratamento tedrico de cada novo problema,

garantindo desta forma sua propria validade, visto que sua

21p hrc1958), p. 33; veja-se também BohrC1934>, p. 55.
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satisfagcio era demonstrada em cada caso particular. A situag3o na
teoria quantica moderna, porém, era exatamente o© inverso desta:
Bohr defrontoﬁ—se agui com um formalismo matemdtico completo que,
apesar de seu sucesso, carecia de uma interpretag3o édequada.
O resultade & que, ac mesmec tempo em que exige a utilizag3o dos
conceitos classicos, e sobretudo a aplicagdo da estrutura
conceitual cldssica aos aparelhos macroscdpicos de medida, Bohr
tem necessidade de afirmar a possibilidade de utilizag3o desta
estrutura, como podemos ver na passagem citada acima. Sua crenga
nesta possibilidade, por outro lado, fica ainda mais clara nesta
outra:

*Incidentally, it may be remarked that the
construction and the functioning of all appafatus...udll depend on
properties of materials which are themselves essentially
determined by the quantum of action. Still, this circumstance is
irrelevant for the study of simple atomic phenomena where, in the
specification of the experimental conditions, we may to a very
high degree of approximation disregard the molecular constitution
of the measuring instruments. If only the instruments are
sufficiently heavy compared with the atomic objects under
investigation, we can in particular neglect the requirements of
relation C(3>[ApAg=h-4] as regards the control of the localization

in space and time of the single pieces of apparatus relative to

22

each other.
Parece portanto que, para o criador da doutrina da
complementaridade, as relagBes de indeterminag3oc de Heisenberg

empregadas na forma dada acima s3o garantia suficie .e para a

22BohrC1948) , pp. 315-316.
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possibilidade de negligenciar efeitos quanticos na descrigic do
aparelho macroscdpico de medida; que este nZo € o caso, contudo, &
bastante claro em vista da insclubilidade, até agora, do problema
da medida na mecanica qu&ntica23. Embora sua interpretacio exélua o
tratamento quintico do aparelho de medida, necessirioc A formulagZo
deste problema, Bohr estd entretanto ciente da possivel
necessidade de uma nova revisfo da estrutura conceitual clidssica,
requerida por um novo aumento de seu dominio de aplicag3o:

»On closer consideration, the present formulation of
quantum mechanics in spite of its great fruitfulness would yet
seem to be no more than a first step in the necess;ry
generalization of the classical mode of description, justified
only by the possibility of disreg.arding in its domain of
application the atomic structure of the measuring instruments
themselves in the interpretation of the results of experiment. For
a correlation of still deeper lying laws of nature invelving not
only the mutual interaction of the so-called elementary
constituents of matter can no longer be maintained. So we must be
prepared for a more  comprehensive generalization of the
complementary mode of description which will demand a still more
radical renunciation of the usual claims of so-called

visualization.“24

Esta nova generalizagZo, finalmente, estard sujeita
As mesmas restrig@es impostas sobre a primeira, e teremos mais uma

vez uma modificag¥o de nossa visZEo do mundo, necessaria a

23+ RedheadC1987), pp. 52-55.

E450hrC1937), p. 294.
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interpretag3c de novas teorias, mas incapaz por si sé de
demonstrar a relagio entre a teoria antiga e aquela que a sucede.
Podemos entZo concluir que, como no caso do principio de
correspondéncia, a complementaridade & antes de tudo uma expressZo
de um ponto de vista filosdfico, que serve principalmente como o
indicador da racionalidade do processo de substituig3o de tecorias,

sem contudo ser capaz de demonstrar a existéncia de uma relag3o

entre elas.



2.2 — DIRAC E A MECANICA DE MATRIZES

40



41

No periodo compreendido entre a primeira formulag3o
do principio de correspondéncia, em 1918, e a publicagio do
trabalho de Heisenberg1 gque deu origem a moderna teoria quantica,
a velha teoria quantica acumulou wuma série de resultados
importantes, sem conseguir entretanto consolidar-se como uma
teoria auto-suficiente. Ao lado dos insucessos na explicag3do de
certos fenémenosa. a teoria n3o dispunha de um método geral para a
solugiZo de problemas. Cada situagdo nova devia ser tratada
previamente com o auxilio das teorias classicas, traduzindo-se em

seguida o resultado obtido para a linguagem dos quanta. Nesta

1Heisenberg€1985).
2Por exemplo, © efeito da aplicagdo simultanea de um campo
elétrico e um campo magnético sobre as linhas espectrais do

hidrogénio. Este problema sé foi resolvido em 1925 po W. Fauli

CPauliC19262), utilizando a mecinica de matrizes de Heisenberg.
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dltima etapa o p;incipio de correspondéncia servia como o
principal guia do cientista, que deveria contudo langar m3o de
suposig@es adicionais e de wuma boa dose de intuig3o até a
descoberta da ‘tradug3io’ correta.

Neste panorama, isto &, em um periodo de transig3o
em que se abandonavam conceitos e teorias, aceitos de longa data,
na tentativa de construir uma ciéncia nova, capaz de dar conta da
crescente quantidade de fatos conhecidos e n3o explicados, as
questBes filosdédficas relativas aos fundamentos das teorias
cientificas adquirem uma relevancia incomum em tempos normais.
Além da influéncia do pensamento de Kierkegaard e Heffding,
recebida através de Niels Bohr, Heisenberg manteve contato também
com a filosofia kantiana e os escritos de Wittgenstein3. A
influéncia mais decisiva para os rumos de seu trabalho,
entretanto, nio veio destes fildsofos, mas da teoria da
relatividade de Einstein, através do tratamento dado por este ao
conceito de tempo em sua teoria4.Foi dela que Heisenberg obteve a
idéia de utilizar quantidades ‘observaveis’'— por mais vago que
isto possa parecer — na nova formulagio da teoria quantica, a
mecinica de matrizes.

Heisenberg inicia seu trabalho chamande a atengio
para o fato de que as regras utilizadas na teoria quantica para o
cdlculo de grandezas observaveis, como os niveis de energia do
dtomo de hidrogénio, langavam m3o de quantidades em principio n3o
observiveis tais como o momento e a posig3o do elétron no atomo.

Este fato, somado aos problemas ja mencionados, serve ent3o de

3Cf. JammerC1966), p. 198.

4Jammer€19663. p. 198.
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justificativa para uma tentativa de reformular a teoria quantica
de forma a utilizar somente grandezas observaveis. Para obter a
nova teoria Heisenberg faz um uso extensivo de analogias entre a
mecdnica cla’.ss:j.ca ;a- a teoria dos quanta — e.g., substituindo
derivadas por diferengas — submetendo sempre cada resultado ao
crivo do principio de correspondéncia, em um procedimento que
parece apontar também na diregio da complementaridade de Bohr.

Considerande o problema da emiss3io de radiag3o por
uma carga em movimento, Heisenberg nota que os termo de ordem
igual ou superior A radiagZo de quadrupolo podem ser facilmente
calculados se expandirmos o movimento da particula em uma série de
Fourier, e que poderiamos portanto esperar o mesmo resultado na
teoria quintica. De acordo com ele este fato n3o tem qualquer
relacZo com a eletrodinamica, possuindo uma natureza puramente
cinemdtica que o torna particularmente importante. Lembrando que
n¥o era possivel na velha teoria quantica associar ao elétron um

ponto no espacos. Heisenberg deixa de lado o tratamento classico

55.'5=.=.-gtdtr‘1cir:: van der Waerden(19672, P. 33, Heisenberg estaria
cometendo um erro, visto que no dtomo de Bohr os elétrons eram
dotados de dérbitas classicas bem definidas. Se considerarmos poreém
o fato de que as transi¢®es entre niveis n3o eram descritas
teoricamente, e a preocupagio de Heisenberg com a relagdo entre o
movimento do elétron e a radiagdo emi-t.ida — pois a teoria foi
construida, por assim dizer, no &ambito das pesquisas em otica
fisica Cef. JammerC1968), cap. 40 — veremos que, embora sem
tornd-lo explicito, Heisenberg refere-se de fato as transigdes

entre as orbitas e ao C(possivel) movimento correspondente do

elétron.
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inicial e passa a tratar o problema da radia¢2? emitida que,
segundo ele‘ pode ser observada e atribuida diretamente a
particula6

A freqitiéncia da radiag3o emitida por um elétron em
um Atomo € dada na teoria quantica por
vCn,n-c® = C1/7RCWCND)-WCn-oD) , n,a inteiros cid
e na mecinica classica por
vCn,c0=cwvCnd=C1h> dwW.dn , cad
onde nh=J, uma das constantes de movimento candnicas, e W a
energia do elétron no nivel n. Destas equag@es podemos derivar

facilmente as relag@es de combinag3io de freqgiiéncias quantica

vCn,n-e® + vin-a,n-a—-D = vin,n—-a—f3 ou cC3
vin-3,n-a—3 + v(n,n—-3 = vi(n,n—-a—-d » 4>

e cldssica
vin,ad + vin,3D = vln,a+3. CSd

A polarizag3io e a fase s3o definidas coﬁ o auxilio de um vetor
tridimensional complexo U contendoc seis componentes independentes,
e dependendo também de n e a. A radiagio serd dada classicamente
por

ReCUaFnD expCiwCndatdd . cBd

e quanticamente por
ReCUCh,n-ad expCiwCn.n-cOtd) . 7>
Heisenberg sup@ie agora gque uma vz;iével classica
xCt) pode ser representada por um conjunto de Juantidades

complexas do tipo (6), gue podem ser combinadas na forma

EEste & um dos pontos em que seu procedimento aponta na diregdo da
complementaridade, i.e. na considerag3o dos possiveis resultados

como ponto de partida para a definigio d fendmeno quantico.
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xCn,t) = EUaCn)expCian)at) , —oa , c8d
a

no caso de um movimento periddico, ou em uma integral semelhante
para um movimento nSo-periddico. Embora ressalvando que os vetores
compl exos UCn,n-ad n3o podem ser combinados da mesma forma em
vista da igualdade de peso das varidveis n e n-a, Heisenberg
propBe em seguida a quest3o: se apesar disso usassemos estas
grandezas para expressar a grandeza quantica x(t), qual seria a
forma de C(xCtdd? ?
O resultado cldssico pode ser escrito facilmente
como
Csectdd” = E{cz U indexplictndatdd Uy
a

de onde obtemos, com © auxilio das regras de combinag3doc de

aCn)expCianDCB—a)t)} =)

freqiiéncias 3, 4 e 5:

CxCri, 125 %= B (N> expCiwlndft) 100
3

onde BﬁCn) = E Ua Uﬁ—-a ; €11y

A substituig¢fio direta das varidveis classicas por

seus correspondentes quanticos através das equagBes 1,2,8 e 7 em S

dd como resultado

CxCn,td>%= ZEUCn.n-a)exp(iw(n.n—a)t,)UCn.n—{?—a)expCian.n—,-‘?:)t.)
oL

12>
de modo que

CxCn,t33%= ¥ ¥ UCn,n-cOUCn, n—3-c0expCiwln, n—cd +w n—a, n—33Jt>,C13
B o

um resultado diferente da substituig¢3o direta em 10 e 11. Levando

agora em consideragio as leis de combinagdo de frequéncias, e
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também o principio de correspondéncia7. Heisenberg substitui a
equagdo 13 por

Can.t))z=Z L UCn,n-c0UCn-a, n—-expliCwln, n-cd +on—a, n—DOtD

3 a .
= £ { 'L UCn,n-e0UCn-a,n-M } expCiwln,n-Mtd , c14d
£} a
ou seja,
BCn,n=3 = § UCn,n-c0UCn—-a,n—{3 » 15>

[» ]

que € a. regra de multiplicagdo para as grandezas quanticas.
Heisenberg generaliza imediatamente este resultado para o
cdlculo de CxCn,tdd" e de xCn,tdyCn,t), chamando a atengio para o
fato de que em geral xCn,tdy(n,t) sera diferente de y(n.t)x(n.£).
Para o caso particular de um produto v(tdv(t) ele sugere que o
produto quintico correspondente seja escrito como (1/2XCvv+vvd,
de modo que vv seja igual ao diferencial de Cl/EDV;. antecipando
de certa forma o trabalho de Dirac e formulando pela primeira vez
uma regra para a quantizagio de sistemas classicos baseada em um
tipo de simetria formal.

Apds este tratamento do aspecto cinemdtico da teoria
quantica Heisenberg volta sua ateng3o para o que chama de problema
dinimico, i.e., a determinag3o dos U, v e W a partir das forgas em
ag¥o no sistema (n3oc esquegamos que todo © desenvolvimento acima
tem por objetivo a ‘descrig3io da radiag3o’. Partindo da equag3o de
movimento

X - (0 =0 , c16d

ele observa a necessidade de substituir x e f(x) por seus

7 i ia y .
Embora sem explicitia-lo. Se considerarmos poreém & e (3 com 2 mesma
ordem de grandeza e ambos muito menores que n, veremos dJue o

resul tadn guantico tende an cldseics quands noval 2 Anfind b
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representantes quanticos, a fim de conservar a teoria isenta de
quantidades fisicas nio—-observaveis. Todavia, dada a
impossibilidade de definir uma fung3io quantica andloga a estas
varidveis, Heisenberg € forgado a expressd-las como uma série de
Fourier cujos termos obedecem a regra de multiplicag3o derivada
anteriormente; o problema tedrico consistirad entiIo de um conjunto
infinito de equagBes a infinitas varidveis, cuja solug3do por
férmulas recursivas serd possivel somente em casos particulares.

Antes porém de tratar tais casos Heisenberg
encontra as regras de quantizagdo adequadas ao novo formalismos.
utilizando sempre o tipo de procedimento ja citado, i-é..
analogias formais, substituigio de diferenciais por diferengas e
teste dos resul tados obtidos a luz do principio de
correspondéncia.

Um movimento periddico pode ser descrito
classicamente por

x = 5§ aaCn) expCiwnCtD) ; 17>
a

o que nos da, segundo a regra de quantizag3o ‘classica’,

J = ¢ mk’dt = 2mm L Ja Cnd ?’c®’w = nh . c18d
o

Heisenberg considera esta condigZo ™arbitraria no sentido do
principio de correspondéncia“g, pois os J’'s ficam determinados
como multiplos de h somente a menos de uma constante aditiva, e

substitui-a por

d Cnhd = d § mk’dt , €19
dn dn

ou seja

BHeisenbergClQES). p: b7

gHeisenbergCiQESD, p. 268.
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h =2nm ¥ d_Camnlaalz) : C20d
a dn ‘

Embora a nova condig3oc também determine os a, 2 menos de uma
constante, tal indeterminagio serd eliminada na condig3do quantica
pela exigéncia que, no estado fundamental n» aCno.no—aj seja nulo
para todo o00. A equag3o 20 € ent3io substituida por uma express3o

andloga na qual a derivada em n € substituida por uma diferenga:

h = 4nm L {laCn,n+c0|%Cn,n+ed - |aCn,n-ad|*wCn,n-cO }, 21>
o=0 :

onde os alCn,n+c) representam as amplitudes de probabilidade de
transig3o quanticas. No restante do artigo Heisenberg aplica os
resul tados acima a alguns problemas simples, rederivando
resultados ja conhecidos para mostrar a utilidade da nova ’Leoriaio
O trabalho de Heisenberg chegou ac conhecimento de
Dirac através de seu supervisor em Cambridge, R. H. Fowler,
durante uma temporada de férias em Bristol. Dirac convenceu-se
rapidamente de que Heisenberg havia encontrado a chave para os
problemas da teoria quantica, e comegou a trabalhar imediatamente
com a nova teori 311
Dirac percebeu desde o inicio de suas investigagfes
que a nio-comutatividade das varidveis quanticas que tanto
preocupava Heisenberg era de fato a mais importante caracteristica
da nova teoria. O problema que se colocava em seguida € portanto o

de encontrar um significado fisico para o comutador uv-vu de duas

1C‘Eile.- obtém por exemplo a fdérmula de Kramers para a dispersZo de

radiag¥o eletromagnética, além de deduzir os niveis de energia de
um oscilador anarménico, mostrando novamente que quando n aumenta
o resultado quantico aproxima-se assintoticamente do classico.

11¢¢. Diracc1977>, p. 120.
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grandezas quanticas u e v; a solug3oc & encontqada por Dirac
atraveés de uma analogia entre a mecanica cldssica e a mecanica
quantica de conseqtiéncias importantes para o problema da relagZo
entre ambas.

O paréntesis de Poisson de duas fung®es f e g na

mecinica clissica € dado por:

af dg ag af
{f‘.g}=2[———————]. (==
K 6qk6pk apkaqk

Da definig3o seguem-se facilmente as propriedades

{f.g} = -{g.f} | (4 )
{f.c} = 0 (Cc = constanted _ Ciid
{£+f .9} = {f .9} + {f,.g} | Ciiid
{rf .9} =1 {f g} + £ {f .g} Civd-

{f.{g.h}} + {g.{h.f}} + {h,{f.g}} =0 @Y%)

Além disso, se . € uma coordenada generalizada e Py

seu momento generalizado correspondente, temos que

af

{f.q.} = q, - Cvid
_ _ ef
{t.p .} = - Ek Cviid

Da mesma forma, segue-se da definigdo do produto de

Heisenberg que

[u,v] = - [v,u] Cviiid
[u,c] = 0 Cc = constanted i3
[u+u.v] =[u,v] + [u,.v] €0
[uu,v] =ulu,.,v]+[u,v]y, Cxid

[u,[v,z]1] + [Vv,[Zz,ul] + [2,[u,Vv]] = 0O Cxiid

Embora Dirac n3o seja muito claro quanto a ordem de
suas idéias, parece—nos natural que as propriedades (i) a (v) e
Cviiid a (xii) tenham sido as primeiras a chamar sua aten¢3o, além

da semelhanga entre as formas do paréntesis de Poisson e do
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comutador. Do mesmo‘modo. as propriedades C(vid) e (Cvii) devem ter
apontado © caminho para uma relagdo mais forte entre as duas
teorias, que. foi afinal o método escolhido por ele para a
exposigdo de seus resultados.

Dirac inicia seu trabalho12 com uma discuss3o breve
dos resultados de Heisenberg, perguntando-se em seguida qual a
forma da operagdc gquantica mais geral correspondente a uma
diferenciagio dsdv, e que satisfaga as propriedades
d Cx+yd) =d x +d y, CcI>
dv dv dv

d Oxyd_ dx.y | x.dy
dv dv dv

, CIID
onde %, y e v s3o varidveis quanticas e a ordem dos fatores na
equagio II — como frisa Dirac — deve ser mantida invaridvel,
devido A n3o-comutatividade do produto de Heisenberg.

A propriedade I (linearidade) exige que a componente

C(nm) de dx/dv tenha a forma

dxCnmd = Y aCtnm;n'm’2xCn’m’) , 23
dv n'm’
enquanto a condig3o II se transforma em
L aCnm;n’'m’dxCn’kd)yCkm’D =
n'm’k

T aCnk;n’k’dxCn’k’dyCkmd + L xCnkdaCkm,k’m’dyCk’>m’D. ca4d
kn’k’ kk’m

Como a equagfo 24 deve ser verdadeira para todas as
possiveis amplitudes de x e y, aparecem ent3do condigBes sobre os
coeficientes aCnm:n’m’) quando igualamos os dois lados da equag3o.

O resultado final &

dxCnmd = }{xCnkl>aCkmd - alnkdxCkmd>3, 28D
dv k

isto &,

12Dirac(19863)
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dx = xa - ax . c2e
dv
Vemos assim que a operagdo quantica correspondente a diferenciacgXfo
de uma variavel quantica com respeito a outra € igual ao comutador
da primeira com uma outra wvaridavel ainda n3o det.erminada-, uma
relag3o semelhante as relag¢gfes classicas (vid e C(viid, e que vem
reforgar a analogia formal existente entre as duas teorias. Uma
outra rela¢3o, semelhante aquelas demonstradas por Bohr na velha
teoria quantica, € apresentada em seguida por Dirac, e serve de
base para suas afirmag@es sobre o limite classico da mecénica
quantica.

A componente C(nm> do comutador de duas varidveis

quanticas x e y é

Cxy-y>x0Cnmd = Y [xCn,n-c0yCn-a—32 - y(Cn,n-cOxCn-a,n—-a—3 ]
a+f3=n—m
= L { [xXn,n-e0-xCn-3,n-3-o0 ] yCn-a,n-a-3> —
a+f3=n—-m
— [¥Cn.n-@D-yCn-a,n-a—3 ] xCn—-3,n-3-c0 } . c27d

Dirac escreve em seguida

xCn,n-o0 = X casd
onde a e k representam dois conjuntos de indices {kx’kz’ ... } e
{ai.az. ...} utilizados na expans3c de x(n,n-c0 em séries de

Fourier das varidveis angulares e de agZo, com kr=nrh ou Cnr+ar3.
i.e., xCn,n—-o0 ,varia muito lentamente para n grande e a << n.
Utilizando agora a generalizag3o, feita por Heisenberg e Kramersla.
da regra de correspondéncia de Bornl

18 FCn, ™) &= F . n,T inteiros, 2o

bl n+T,n n,n—T
an

encontramos o correspondente cldssico da equagdo 27:

13Kramers€1925). p. 234.

14, rnc1924), p. 191; cf. também JammerC1966>, p. 202.
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Cxy-y>OCnmd = § h{E? 9 X Yo — o LYk Zpx ]} : C30d
r ak r dk
a+f3=n—m r
Porém
. - 8 y,. explifintd
EniﬁryﬁexpCLﬁwt) aw} 3 31>
. _ 8 x_ explifintd
e BniarxaexpC1ath = 5;} o . C32D
onde wr=wrt/2n' s3o as varidveis angulares. A equag3o 30 se
transforma entio em
Cxy—yx0Cnm = T C-itOF CxaexpC1amtD) g CyﬁexpCiﬁmtDD_
a=f3=n-m wr
8 Cy explifietdd @ C i D)
a_ yﬁ xpC1ifw a xaexpCLthD } ) c33)

ak ow
r r
Finalmente, fazendo os kr iguais as wvariaveis de ag3o Jr. vemos

que o comutador de x e y €

- ax 8y _ 9y 9x
Ly = 40 E {6w 3y~ Bw_ 3] }
r r
ax ay gy 9x
= ih -— = - ’ 34D
§ aqr Bpr aq 8p }

onde q, € P. s30 as variidveis candnicas que descrevem o sistema.
Dado que o lado direito da equagdo 34 representa o paréntesis de
Poisson clissico, podemos entio escrever

[x.¥] =ih {x.¥} . €35
onde temos A esquerda o comutador das varidveis x e y, e a direita
seu paréntesis de Poisson cldssico. Estes, por outro lado,
satisfazem as exigéncia I e II impostas por Dirac a diferenciagdo
quantica. Portanto, dadas as propriedades do comutador e as
relagBes de comutagdo fundamentais deduzidas com o auxilio da

equag3o 35,

[a..a_,1=0. C36ad
[p..p,1=0. C36bd
[q..p 1 =in 6 _ C36c)d

podemos em principio calcular o valor do comutador para qualquer
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fungZo algeébrica dos gq’'s e p’s

O dltimo passo de Dirac consiste em postular que “a
diferenga entre os produtos de Heisenberg de duas qua.ntidades
quanticas & igual a ih vezes a expressioco de seu paréntesis de
Poisson. “15A Unica informagXo real contida na equagZo 35, poreém,
refere-se aos p’s e q’s, visto que todas as demais fungBes ser3o
escritas em termos deles; Dirac chama essa equag3io de “condigdes
quanticas gerais®. 0

A principal consequéncia deste resultado, como o
prépric Dirac observa, esta em mostrar a consisténcia da nova
mecinica com as equa¢®es de movimento cladssicas. Essa consisténcia
n3o decorre tanto do fato de que quando h tepde a zero o comutador
de duas grandezas quanticas quaisquer também se anula — i.e.,
passa a valer a propriedade comutativa para o produto de
Heisenberg — e sim da igualdade de propriedades entre a operagio
cldssica (paréntesis de Poissond e seu correspondente quant.icc;
Ccomutador), de tal forma que uma inconsisténcia em uma das
teorias levaria fatalmente a uma inconsisténcia na outra. Com
efeito, as propriedades (iD, éiii) e (vD, e seus correspondentes
quanticos Cviii2, (x> e (xiid, formam com seus respectivos espagos
uma a’lgebr'a de Lie, i.e., o espagco das fungdes da mecanica
classica, munic.io do paréntesis de Poisson como operagio de
associagio entre seus elementos, possui a mesma estrutura que o
espago dos operadores da mecdnica quantica associados através
comutador. As afirmag@es de Dirac sobre a relag3o entre a

mecAnica de matrizes e a mecanica cldssica n3o possuem, contudo,

15Dirac:C1986aD. p. 314.

165 racc1926a, p. 315.
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uma base t3o sélida;

Em primeiro lugar devemos ter em mente que as
condi ¢8es quaﬁticas gerais (eq.35) foram obtidas para a regiio de
altos numeros quanticos, e € portanto apenas nessa regifo que o
produto de Heisenberg torna-se comutativo gquando a constante de
Planck tende a zero. E somente a aplicagdo do principio de
correspondéncia, i.e., a suposigdo de que o resultado valido para
altos numeros quénticos serve também para valores arbitrarios de
n, que permite a Dirac fazer essa afirmag3o. Caso contrdrio seria
necessaria a ressalva de que a igualdade 35 sé € vidlida quando n
tende a infinito.

Além disso, mesmo esse resultado sé € wvilido para
alguns tipos especiais de operadores, em particular p e q17.
Entretanto, para a grande maioria dos operadores construtiveis a
partir de p e g a equagio 35 n3o € vdlida, de mcdo.que a afirmag3o
de que quando h tende a =zero o comgtador de duas variadveis
quanticas se anula também n3o € em geral verdadeira. Que estas
restri¢g@es s3Zo inevitaveis, finalmente, parece ser possivel
concluir-se dos resultado de Max Born e Pascual Jordanis.

Ao contridrio de Dirac, Born reconheceu rapidamente
na regra de multiplicag®o de Heisenberg o produto matricial, o que
lhe permitiu um tratamento mais rigoroso dos problemas surgidos
com a nova teoria. Apds uma exposig¢gio breve dos fundamentos do
cdlculo matricial, Born e Jordan apresentam na segunda parte de

seu artigo um processo de diferenciagio simbdlica de funges

matriciais analiticas que, como sabemos, foi o ponto de partida

17Veja—se a este respeito a segio 3. 4.

1BBorn e JordanC1825).
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escolhido por Dir;c para a apresentagio de seus prdprios
resultados. Esses resultados, porém, perdem em ge;eralidade para
os de Born e Jordan pois, no caso de Dirac, o processo de
diferenciag3o sdé € realizidvel quando dispomos do hamiltoniano do
sistema; Caso contriario sé poderemos dizer que o comutador de duas
varidveis € igual a4 derivada de uma delas em relagdo a uma
terceira variavel ainda desconhecida.

A consequéncia desta perda de generalidade, por
ocoutro lado, reflete-se no fato de que enquanto Dirac € obrigado a
postular a validade na mecanica quantica das equagdes de movimento
can®nicas — com a ressalva de que isto sé € possivel em situagtes
onde © hamiltoniano nioc depende da ordem em que se multiplicam os
fatores — Born e Jordan conseguem derivar essas equag@es, com ©
auxilio do principio de minima ag3o, para © caso de um
hamiltoniano arbitridrio. No que se refere a existéncia de uma
relacio mais profunda entre a mecanica qﬁ&ntica e a meclnica
cldssica este resultado parece muito mais significativo que as
afirmagSes de Dirac, i.e., a possibilidade de tal relag3do €
fortalecida mais pela existéncia de um principio comum as duas
teorias do que pelas considerag@es a respeito do limite em que a
constante de Planck tende a zerc1

Um apoio suplementar a esta vis3do decorre
finalmente do fato de que mesmo na abordagem mais precisa de Born
e Jordan as condig®es de quantizagio devem ser postuladas, na
forma das equac¢@es de comutagdo (36a,b,cd, pois ambos conseguem

mostrar somente que a matriz pg-gqp € diagonal, sem obter contudo

gVeremos mais tarde Csec. 3.85) comeo estes resultados Climites e

principios) se unem em uma analise mais moderna dessas teorias.
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; i 20 ;
um valor determinado para seus elementos . Vemos assim mais uma
vez que € a exigéncia de uma relagio entre a meclnica cldssica e a
mecinica quantica que determina a forma definitiva desta ultima,
pois € exatamente este tipo de raciocinio que leva as condigdes de

quantizag3o usadas por Heisenberg, Dirac, Born e Jordan.

aon‘. Born e JordanC1928), p. 39.




3 - RelagB®es entre a Mecinica Cladssica e a Mecanica Quantica



3.3

— INTRODUGZAO

s7



58

Como vimos nos dois capitulos anteriores, a idéia de
que deve haver uma relag3oc entre a mecanica classica e a teoria
quantica ja estava presente nos primeiros trabalhos de alguns dos
criadores desta ultima teoria, em cuja elaboragio teve um papel
importante devido a sua forga heuristica.

Todavia, a forma escolhida para o estabelecimento
dessa relag¢io difere, como vimos, para cada um dos autores
estudados até agora. Ehrenfest transforma seu teorema, deduzido no
Ambitoe da meclnica cldssica, em um postulado, © Principio
Adiabitico, utilizado na formulag3io de leis de quantizag¢3o para os
sistemas estudados na velha teoria quantica, enquanto Bohr
considera a regifio de altos numeros quanticos para recuperar em
tais sistemas um comportamento semelhante aquele previsto pela
mecinica cldssica. Esta aparente harmonia entre as duas teorias
seria rompida em 1925 com a publicag3do dos trabalhos de Heisenberg,
com o que pelo menos dois novos caminhos v3oc se abrir: Bohr, com
sua filosofia da Complementaridade, tenta agora estabelecer uma

interpretagic da nova teoria e de sua relagdo com a mecanica
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cldssica em bases puramente filosdficas, enquanto Dirac,
considerando novamente a regi3o de altos nimeros quanticos, obtém
um resultado mais geral relativo as suas estruturas matemdticas.
Veremos adiante que tais procedimentos se reproduzem nas
tentativas mais modernas de relacionar as duas teorias.

Desde o surgimentoc da mecanica quantica a quest3o da
sua relag3io com a meclnica clissica tem sido causa de debates
tanto no Ambito da pesquisa em fisica quanto na -filosofia da
ciéncia. Com efeito, © problema da relagido entre duas teorias
cientificas que se sucedem no tempo possui tanto aspectos
puramente tedricos, entregues a investigagdo por parte dos
especialistas nas teorias em questFo, quanto filosdficos, tratados
pela epistemologia da ciéncia propriamente Aita. Embora a prdpria
possibilidade de uma redugZo intertedrica tenha sido negada por
alguns fildsofos, como veremos mais tarde, a pesquisa tedrica
sobre a relagio entre a mecinica quantica e a mecéanica cldssica
desenvol veu-se rapidamente desde os primérdios da moderna teoria
quantica, originando uma extensa literatura na qual se misturam os
mais diferentes tipos de questBes e tratamentos tedricos. A
relac3Zo entre condigBes tedricas e filosdficas para uma redugdo
ser®o estudadas mais tarde. Neste capitulo analisaremos alguns dos
resul tados tedricos mais relevantes para nosso problema, assim
como sua colocagi3o no campo da pesquisa nos fundamentos da
mecanica quAntica. As consideragBes de ordem filosdfica serd3o
deixadas para a terceira parte deste trabalho, onde analisaremos
os aspectos epistemol &gicos da redugdo inter—teéricé, e
discutiremos a partir deste ponto de vista os resultados tedricos
apresentados neste capitulo. Antes, porém, de passarmos A

apresentag3o desses resultados, analisaremos um exemplo simples de



60
relag3o entre duas t:ecrias. a mecanica newtoniana e a relatividade
restrita, a fim de tornar mais claro o problema a ser estudado. O
caso unidimensional € suficiente para o que queremos.

Sejam dois sistemas de referéncia inerciais St e Sa,

cujas origens coincidem no instante t=0, e que se movem com

velocidade relativa v constante C(fig. 1ad.

LU

™,y

g
I

(a) e t-0

o

»

(b)

b
o-—
\Y)
©

Fiqg 1

A posig¢3io de um corpo cuja cocordenada em Si € :sc1 € dada no sistema

Sz por
_ 2,2 4,2
xg = Cxg + vitd / €1 vi/e™ i c1d
onde ¢ = wvelocidade da luz. As origens dos dois referenciais
coincidem no instante t = 0. A equag3o 1 € uma transformag3Zo de

Lorentz, e contém no denominador a constante ¢ da velocidade da
luz, normalmente considerada como caracterizande a +teoria da
relatividade especial. se considerarmos agora que a velocidade
relativa dos referenciais S1 e Sz € muito pequena em comparagao
com a velocidade da luz, v << c, podemos calcular o limite da

equag3o 1 quando a razdo v/c tende a zero, obtendo:
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Lim x, = Lim [Cx+ vtd A1-Cv/ed5Y%) = x + vt . @

v/Cc +0 v/C+0

Da mesma forma, se fizermos agora a velocidade da luz c¢ tender a
infinito, obteremos nocvamente

Lim x, = Lim [Cx+ vtd L1-CvredDP®) = x + vt . (g<>)

C=+0 c-+0

Em ambos os casos acima a transformagio de Lorentz Ceq. 1D
torna-se idéntica a transformagio de Galileu (Cegs. 2 e 3), que faz
parte do grupo de invaridncia da meclnica cldssica, mas n3o do
grupo da relatividade restrita. |

No exemplo acima mostramos dois procedimentos
distintcs atraveés dos quais tentamos estabelecer uma relagio entre
a relatividade especial e a mecinica cldssica. Embora o resultado
seja © mesmo nos dois casos, n3o podemos de forma alguma
considerd-los equivalentes. Com efeito, © primeiro procedimento
parte de uma hipdtese fisica bastante simples, na qual analisamos
a forma da equag3io 1 quando ¢ possui seu valor normal, e a
velocidade v € muito pequena em comparagfo com c¢. E este o caso da
maioria das situag®es encontradas em laboratdrios e na vida
quotidiana, e o resultado obtido por este procedimento (eq. 23
justifica de certa forma a aplicag¢f3o, dentro de certos limites, da
mecinica cldssica nessas situag@es como uma aproximagdo das
equagdes da relatividade especial.

O segundo método utilizado nZEo pode, porém, ser
interpretado de maneira tZFoc simples, na medida em que n3do podemos
relacionia-loc com uma situag¢fio fisica real; o resultado mostrado na
equagio 3 equivale de fato A formulagido do seguinte contrafatual
envolvendo a velocidade da luz: »Se a velocidade da luz fosse
infinita, as +transformag@es de Lorentz seriam idénticas as

transformag@es de Galileu*“. Empora uma situaglo deste tipo jamais
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possa ser encontrada, os resultado cobtidos dessa forma permanecem
abertos a investiga¢3io , e poder3o revelar-se importantes tanto
para o cientista quanto para o fildsofo da ciéncia. Finalmente,
devemos ressaltar que tanto a equagZo 2 gquanto a equaéﬁo 3
estabelecem uma rela¢3o entre as duas teorias somente na medida em
que  ambas podem  ser caracterizadas por seus grupos de
transformag®es. No caso do limite c+m, por exemplo, temos para a
energia relativistica de um corpo com massa de repouso m_

E = moc’/u-cwc)’:"z: mocztl + v f2c+ occvred®g c4ad
quando a velocidade da luz ¢ aumenta indefinidamente, a energia E
tende a infinito e o© resultado classico n3io € recuperado. Em
outras palavras, as transformagdes de Lorentz e Galileu n3o s3o
suficientes para caracterizar totalmente as duas +teorias, no
sentido de que n3o basta encontrar uma relag3do entre os dois
grupos de transformag@es para que a teoria da relatividade se
relacione da mesma forma com a mecinica cldssica, i.e., para que a
relagio entre os grupos se estenda as teorias.

No caso especifico da relag3o entre a mecanica
quintica e a mecinica cldssica trabalharemos com um tipo de
procedimento paralelo aquele esbogado acima para a relag3o
relatividade restrita-mecanica newtoniana. Aqui a constante
universal detefminante- da diferenga entre as duas tecrias € a
constante de Planck, h, que aparece nas equagdes da mecanica
quantica e esta ausente das equagdes cléssicasl. O limite

correspondente a equagio 3 € aquele em que o valor de h tende a

Zero.

1Ao longo do testo usaremos freqiientemente a constante h = h/2r no

lugar da constante de Planck h.
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Apesar de seu enorme sucessc no que diz respeito as
suas predig@es, a mecdnica quantica suscita até hoje debates e
discuss@es n3ioc somente sobre sua interpretagidc mas também sobre a
prépria aplicagi3o do formalismo a determinados sistemas. o
resultado desta situag3o € que a literatura existente sobre o
limite cldssido da mecfnica quantica abriga de fato trabalhos
relativos a assuntos bastante diferentes, desde problemas de
interpretécao até métodos de aproximagiEo. E possivel contudo
delimitar trés grandes grupos gque reproduzem de maneira geral os
exemplos estudados na primeira parte, e que ser3doc analisados
separadamente. Assim, a partir dos dois procedimenrtos basicos
apresentados acima, tentaremos- delinear nas seg¢8es seguintes o
estado em que se encontram os estudos da relag3o entre a teoria
quantica n3o-relativistica e a mecinica cldssica, do ponto de
vista tedrico—-matematico, deixando pra a terceira parte a
discussZo dos aspectos filosdficos do problema da redugo.
Di vidiremos portanto os trabalhos analisados segundo suas
propostas de responder a uma das quest@es seguintes:
I - A meciAnica quantica € capaz de recuperar os resultados da
mecAnica clissica nas situag®@es em que esta Gltima teoria pode ser
considerada empiricamente adequada 7
IT - E possivel; a partir das solugBes apresentadas pela mecanica
cldssica para certos problemas, resolver problemas semelhantes no
Ambito da mecanica quantica 7
III - Qual € a relag3o, se existe alguma, entre as duas teorias
enquanto construgdes matemdaticas abstratas ?

Cada uma destas questdes propde problemas
diferentes, e requer em consequéncia procedimentos diferentes para

sua solugXo. A primeira delas, no espirito do principio ri=
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correspondéncia, representa a idéia mais simple‘s e bdsica de
redug3o, e corresponde aco tipo de limite cldssico exemplificado
pela equag3o 2. A segunda questio surge a partir dos problemas de
interpretag3o da tecoria quantica, e do problema da quantizag3o
Cef. segs. 3.3 e 3.4), Finalmente, a quest3oc III trata a relagi3o
mais geral possivel entre as duas teoria#. considerando-as em sua
totalidade; nestes dois uUltimos casos podemos ou n3doc considerar um
valor finito para a constante de Planck. E necessario notar,
porém, que uma resposta a uma das trés quest@es n3o implica por si
s& uma resposta Aas outras duas. Na préxima segdo, portanto,
analisaremos os resultados mais conhecidos para uma resposta a

questio I.



3.2 — O LIMITE CLASSICO PARA h FINITO

65
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As primeiras tentativas de relacionar a mecanica

quantica e a mecanica clidssica surgiram comoc resposta a quest3c I
da udltima seg3o, isto &, tentou-se encontrar, a partir da solug3o
de certos problemas tipicamente quanticos, como ©os niveis de
energia do &dtomo de hidrogénio, algum tipo de limite no qual a
solucio quantica fosse semelhante aos resultados previstos de
acordo com o cdlculo cldssico correspondente.

Como ja foi visto na primeira parte deste trabalho,
este tipo de procedimento remonta a velha teoria quantica, e ja
estava presente nos primeiros artigos de Bohr sobre a teoria
atémica Ce.g. BohrC19133>. Esta idéia estd de fato na base de sua
formulac3o do principico de correspondéncia, cujo valor heuristico
ja pode ser apreciado. Desde aquela época © limite de altos
numeros quanticos tem sido encarado por um dgrande numeroc de
cientistas como um exemplo da validade desse principic, e como uma
demonstrag3oc de que, nesse limite, as teorias quantica e classica

s3Zo equivalentesCe.g. Schiff(195%, p. B3). Que tal n3c € o caso,
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porém, pode ser visto facilmente atraveés de uma andlise mais
detalhada do . problema.

Existem varios exempl os na liter atﬁr a de
consideragBes sobre o limite de altos numeros qu&nticosi; entre
eles escolhemos, por sua simplicidade e adequag3do a nossos
objetivos, © tratamento de Cabrera e KiwiC1887). Estes autores
consideram uma superposigio de trés auto—estados do oscilador
harménico unidimensional com numeros quinticos sucessivos (n-13, n
e Cn+l). O espago de Hilbert correspondente pode ser descrito em
termos da base ortonormalizada

i 1,2
W c13 C¢%_;+ pn+ pwu). Cl1ad

p, = =1 /g_s'ncui /3 dp_ -~ 2p + C1-i /3'3pm11 Cibd
e y, = —c1/§/_33[c1-i /3‘);;“_1— 2p + C1+i /3 e 1; o e

as fungdes de onda P PP representam os auto-estados do
hamiltoniano com nuUmeros quanticos C(n-1D, n e Cn+1D
respectivamente. O valor médio do hamiltoniano nos trés estados dé
base & C<> indica sempre o valor médio (‘expectation value’l)

<H> = f w?HyzL dx = Cn + 12w , i=1,2,3 , 2
onde w & a freqiéncia angular caracteristica do oscilador tratado.
A fung¥o de onda dependente do tempo para um sistema no estado v,
em t=0 &

wrd = c1)/3—>[pn_1expc-15n_1t/m +p expC-iE t/m +

+ pn+1axpc—iEn+1t/tD] 3 3

Neste estado, segundo Cabrera e Kiwi, o valor médio da posig3o X
da particula realiza um movimento harménico de freqiiéncia angular

w idéntica A frequéncia do oscilador cldssico correspondente:

12
2 n
{x>CtLD = 3 Egail C /n + /n+l D> cos wt . c4>

1bor exemplo, Chen e RhodesCC1984), Schiff(965)
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£ interessante notar que a frequéncia de oscilagio do centro de
massa do sistema, neste caso, nZo depende do valor do numero
quantico principal.. Por outro lado, no limite em que este numero
tende a infinito teremos

xCtd = (28/s73) A cos wt , csD
onde A = CeE/mwD*? & a amplitude de um oscilador classico, ou
seja, o centro de massa do sistema quantico oscila com a mesma
freqgiéncia do sistema cldssico, mas com dois tergos de sua
amplitude.

O principal problema para o estabelecimento da
relacZo mecdnica quintica-mecé&nica classica pela considerag3o do
limite de altos numeros quanticos € a auséncia de um criteério
dnico para a determinag3o da qualidade dos resultados obtidos. Em
outras palavras, nao sabemos em que deve consistir uma.
identificac®o entre as duas teorias para poder ser ser considerada
como uma demonstrag3o satisfatdria de uma relag3o entre elas.
Acabamos de ver que um sistema t3o simples quanto uma superposigao
de trés auto-estados do oscilador harménico ja  apresenta
discrepancias em relagdo a um oscilador cldssico, pois embora o
centro de massa do sistema oscile com freqiiéncia angular w nos dois
casos, a amplitude do oscilador quintico é diferente da amplitude
classica, mesmlo no limite de altos numerocs quanticos. A
determinag¢Zo do peso desta discrepancia nas consideragdes desse
limite n¥oc € dbvia, e parece impossivel encontrar um critério
adequado para todas as relagBes deste tipo que podem ser

i maginadas.

A necessidade de um tal critérico € mais
notivel ainda no exemplo apresentado po Hill(C1866>, p.439). No

lugar do limite de altos numeros quanticos Hill considera um
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pacote de ondas unidimensional dado no instante t=0 pela fun¢Zo de
onda

wx, 00 = 1 %at S expc-x®2b®rexpC-ipx D C6ed
a densidade de probabilidade associada € dada por

Kx, 0 = [yx,0]%= ¢1br* ?>expc-x*b%> . 7

Segundo Hill, a densidade de probabilidade em um tempo t>0 sera
dada ent3o por

oCx, 0 = c1/ocwn"z)exp[—Cx-pt,/maz/Cthnz] " c8d
onde bCtd = b[l + cm/mbzaz]" z . cod
nas equagBes 6-9 o parametro b € uma medida da concentragio .do
pacote de cndasa, a constante p representa seu momernto inicial, e
m a massa da particula. com a equagdo 8@ podemos agora determinar o
tempo necessirioc para o pacote dobrar sua largura inicial:

T = tI[bCtd=2b] = /3 mb /h ; c10

a tabela I mostra o valor de T para alguns valores de b e m.

m Cgramas> b Ccmd T
1 0,1 6.10% anos
-24
1;6.10 0,1 28 segundos
0,9.10°% 0.1 0,02 segundos
0,8.10°% 107° 2.10 *°segundos
TABELA I — Valores de T para diferentes valores da massa m e

da largura inicial b do pacote de ondas Ccf. HillC1S66>, p.439
O primeiro grupo de valores refere—-se a uma

particula de massa e dimens@es macroscdpicas; o tempo necessario

o 172
~

Em x=b, po(b,00 = e ' fon" x> p€0,0d/2, i.e. a densidade de
probabilidade tem aproximadamente a metade de seu valor no centro

do pacote.
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para que o pacote de ondas dobre sua largura € t3o grande que
elimina qualquer possibilidade de observagio de um fendmenco deste
tipo. A segunda linha da tabela representa um proton em um
acelerador de  particulas; novamente o tempo de alargamento &
bastante grande em comparagdoc com © tempo de percurso do prdton no
interior do acelerador. As duas ultimas entradas tratam de um
particula de massa eletrdnica em um experimentoc comum de
laboratdrio e em uma regiao de dimensdes atdédmicas,
respectivamente. Embora no primeiro caso seja justificdvel o
tratamento cldssico dos sistemas simples usados em laboratdrio, a
taxa de alargamento € t3o alta no caso atdmico que se torna
praticamente impossivel falar de uma localizag3o da particula.

Hill considera tais resultados uma justificativa
aceitdvel para © usc da cinemdatica classica em experimentos de
fisica moderna. Embora isto seja verdadeiro para os exemplos da
segunda e da terceira linhas da tabela I,o resultado obtido para o
caso do corpo macroscdpico nIFo implica necessariamente uma relag3o
de equivaléncia entre as duas teorias. Em primeiro lugar, ¢
dificil considerar a simples atribuig¢io de um pacote de ondas a um
sistema macroscdpico como uma descrig@o completa do ponto de vista
quantico, pois esta atribuigio possui por si sé um componente
arbitrario: poderiamos atribuir a um mesmo sistema um grande
nimero de  pacotes de onda diferentes, obtendo resul tados
semelhantes aos da tabela I, sem que pudéssemos em nenhum caso
afirmar de maneira conclusiva qual € de fato o estado do sistema.
Suponhamos, por exemplo, que o corpo descrito na linha 1 da tabela
seja usado para um experimento relativo aoc efeito fotoelétrico: a
descrigdo dos resul tados obtidos exige um tratamento das

caracteristicas microscdpicas do sistema, no qual se levar3io em
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consideragioc sua est;rut.ura atémica e as particulas que o compdem,
e onde.serd atribuida ao sistema uma certa fungiIo de onda da
qual far3o parte estes elementos. Que justificativa existe, neste
caso, para substituirmoes esta fung3o de onda de um- sistema
composto de muitas entidades por um pacote de ondas, como se tal
sistema fosse apenas uma particula que obedecesse as leis da
meclnica quintica 7 Embora a teocria wusada n3o implique
necessariamente uma ontologia, € dificil entender como se pode
tratar um sistema de duas formas que pressupdem ontologias
distintas e incompativeis, aoc mesmo tempoc em que se afirma que
ambas as descri¢®es se referem ac mesmo sistema

Por outro lado, o© pacote de ondas oferece uma
descri¢3o do sistema equivalente a descri:;ﬁo cldssica somente no
que diz respeito a sua posigio e ao seu momento. Poderiamos
portanto atribuir este pacote de ondas a um aparelho de medida
para um experimento semelhante ao do gatc de Schrdédinger: o fato
do sistema macroscdpico estar bem localizado no espagoe n3oc o
impediria de tornar-se uma superposigdo de auto-estados de algum
outro observivel, e nic poderiamos mais falar de uma equivaléncia

entre as descrigd@es quantica e cldssica , visto que a simples

3Est,a conclusio poderia ser negada com a ajuda de uma vis3o
instrumentalista da ciéncia. Mesmo este ponto de vista, contudo,

ndo pode s var Hill da critica seguinte.
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nog3o de superposi¢3o € imcompativel com esta dltima tecria4
Un resultade mais geral e rigoroso.a respeito de
valores médioé. no espirito dos exemplo construidos por Hill, foi
apresentado por Ehrenfest em 18927. O teorema que leva seu nome, da
mesma forma que os exemplos apresentados até agora, € encontrado
em muitos livros-texto de mecinica gquantica e, como aqueles
exempl os, considerado normalmente como uma demonstragido da
validade da mecéinica clidssica para certos sistemas quanticos.
Consideremos um sistema quantico arbitrdrio descrito
por_coordenadas cartesianas q---9. © pelos momentos conjugados
P ,...pr. Segundo a teoria quantica, a derivada temporal dos

i

valores médios dos g’s e p’s & dada por

ihd <gqg.> = <[g. ,HID Cci1ad
S 1 L8
dt
e ihd<p. > =<I[q ,HI> , i=1l,...r €iibd
E 1 1

onde <> indica o valor médio ( ‘expectation value’), H € o operador

4Um resultado semelhante ao de Hill baseia-se nas relagfes de
indeterminag3o de Heisenberg, aplicando-se essas rel agBes
diretamente a um cor po de di mensdes macroscdpicas. A
indeterminacio da posi¢io e do momento resultantes, da ordem de h,
é muito menor que a precisio de qualquer medida realizavel em
laboratdrio. Falta porém, como no caso de Hill, uma justificativa
para a aplicagZo direta de um resultado tedrico quantico a um
corpo macroscépico. Se acrescentarmos a este fato toda a
problemdtica relativa a interpretag3o das relag@es de Heisenberg,
vemos que tais resultados n3oc podem ser considerados conclusivos.
Um tratamento como este pode ser encontrédc em Cohen—Tannoudji.Diu
e Lalo&C1877), p.45. Para a discuss3o das relagBes de Heisenberg

veja-se Price e Chissick(18977).
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hamiltoniano do sistema e [.,.] representa o comutador de dois
operadores: '

a,bl = ab - ba . c12>
O valor dos comutadores € facilmente calculado Ccf. Messiah(1969),

pPp. 173 segs.) e as equag@es 11 se tornam (tecrema de Ehrenfest):

d <q> _  @H C13ad

d<p> _ _ (H ., i=t,...r C13bD
at * ap.

L

Para um sistema descrito de acordo com o formalismo hamiltoniano
clidssico as equagBes correspondentes s3o

dqg _ oH | Cc14ad

dt - 3p,

e d p. aH : C14bd

Devemos analisar agora a diferenga entre as equagSes 13 e o
resultado classico correspondente 14.

As derivadas em relag3o ao tempo das dgrandezas
classicas q, e P, s3o fungBes bem determinadas do hamiltoniano
cldssico H do sistema: a evolugio temporal destas quantidades €
dada pelo hamiltoniano e por seus valores no instante inicial. No
caso quantico, pelo contrdario, a evolug3ao temporal dos valores
médios dos gq’s e p’s depende do valor médico das derivadas
do Hamiltoniano%a!-{/ap? e —<BH/3qt>; seu cdlculo exige portanto o
conhecimento prévio da fungfio de onda (i) do sistema.

O teorema de Ehrenfest € muitas vezes interpretado
como uma demonstragioco de que os valores médios das variaveis
candnicas quinticas g e p obedecem as leis da mecanica cldssica, e
que se pode dessa forma recuperar as equagdes de Newton na
mecanica quantica Ccf. HillC1966>, p. 438). Isto sé € verdadeiro,

porém, nos casos em que podemos substituir os valores meédios das
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fungd®es nos segundos membros das equagdes 13 pelos valores dessas

fung@es nos valores médios de suas varidveis, isto é, se

%ﬂHqu....qr;pl....pr)> - Q_HC<q1>....<qr>;<pl>....<pr>) C15ad
P. ap.
L L

e (d HCq ,...q;P,+---P Dy _ @ H(Kg >,...<q >:i<p>,...<p >> (15bD
aq, aq,

esta substituig¢io, porém, sé € possivel nos casos em que o
hamiltoniano do sistema € um polinémio de grau menor ou igual a
dois nas varidveis q, e ;%Ce.g. particula livre e oscilador
harménico). Nos casos em que esta condig3o n3oc € satisfeita tal
substitui¢3o sé serad possivel se as flutua¢gBes dos valores dos p’s
e q'é em torno de seus valores médios for pequena o bastante para
ser negligenciada.

Suponhamos porém que &€ sempre possivel satisfazer as
equagBes 15, e indaguemos agora se o resultado de Ehrenfest pode
servir de base ac estabelecimento de uma relagZo entre a tecoria
quantica e a mecinica classica, mais precisamente, se este teorema
€ capaz de caracterizar de forma clara a regifo de validade da
mecénica cldssica. A forga do teorema de Ehrenfest torna-se ent3o,
ironicamente, sua fraqueza: devido A validade geral do teocrema —
deduzideo exclusivamente das equa¢gB@es fundamentais da mecanica
quantica — as equag@es 13 s3TFo compativeis com os mais variados
sistemas quanticos, mesmo aqueles que exibem um comportamento
claramente n3o-cldssico. Assim, o resultado obtido vale, por
exemplo, para os pacotes de onda mostrados na tabela I, em cuja
linha quatro jd notdramos a dificuldade de detecg3o de qualquer
comportamento cldssico. Da mesma forma, o valor médio da posig3o,
para o oscilador harménico do exemplo de Cabrera e KiwiC1887D,
oscila com a esperada freqgtiéncia classica w, para qualquer valor

do numerco gquantico n, apesar do estadc do sistema ser uma
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superposig3o de auto estados do hamiltoniano — conceito
totalmente estranho a mecinica de Newton — e malgrado o limite de
altos numeros quanticos apresentar uma amplitude de oscilag3o
diferente da que seria esperada classicamente.

Né inicio desta seg¢io propuséramo—nos responder a
quest¥o I, sobre a possibilidade da mecAnica quantica recuperar os
resultado da mecAnica classica nas situag@es em que esta dltima
pudesse ser considerada empiricamente adequada.

Como podemos ver a partir dos resultados
apresentados, existem vdrias situac®es em que um sistema quantico
apresenta um comportamento semelhante a um sistema classico. Este
fato, porém, n3Zo nos permite tirar uma conclus3io definitiva sobre
a possibilidade de uma relagdo mais forte entre as duas teorias,
por dois motivos. Em primeiro lugar, o© comportamento classico
encontrade em alguns casos C(oscilador harménico, teorema de
Ehrenfest) & compativel com situagBes inteiramente alheias a
mecAnica classica (superposigBes de estados). Por outro lado, n3o
conseguimos encontrar u critério para a determinag3io das
situagBes em que um sistema arbitrario deva apresentar
necessariamente um comportamento clissico, nem para a avaliag3o
dos resultados positivos obtidos em casos particulares, de maneira
a delimitar de forma clara a regi3o de validade da fisica
classica.

Nossa conclus3oc € que, embora em ;lgumas situagd®es a
mecAnica quantica e a mecanica cldssica apresentem resultados
semelhantes, o método em que se considera um valor finito para a
cpnstante de Planck aoc comparar os resultados das duas teorias ¢
excessivamente limitado, e n3o permite o estabelecimento de uma

relacio de redug3o global entre elas. Para que isto seja
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conseguido devemos portanto analisar de maneira mais detalhada

seus formalismos, o que sera feito nas segfes seguintes.



3.3 - O LIMITE h-0O :

CASOS PARTICULARES

i
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Como vimos na Ultima secﬁd. as tentativas de
encontrar uma rela¢¥o entre a meciAnica quantica e a mecanica
clissica tém sua eficdcia bastante limitada pela auséncia de um
critério de avaliagZo da relevancia para o problema da redugd3c dos
resultados obtidos, nos casos em que se considera um valor finito
da constante de Planck, isto €, quando os resultados quanticos s3o
tomados na sua totalidade, sem qualquer tipo de aproximag3o, e
comparados com os resultados cldssicos correspondentes. Além desta
dificuldade, nZo foi tampouco possivel delimitar uma regi3c de
fendmenos no irnterior da qual a identificagZo desses resultados

pudesse ser assegurada; pelo contrdrio, para cada alternativa

apresentada € possivel encontrar contra-exemplos que, embora
pertencentes a regiao de fendmenos dada, apresentam um
compor tamento em desacordo com as predigdes cldssicas

correspondentes.
Um procedimento alternativo consiste em caracterizar

de alguma forma as duas teorias a serem comparadas, estabel ecendo



79
uma relag3io entre ambas a partir das relagdes entre os elementos
gque as caracterizam; os resultados obtidos desta forma dizem
respeito portanto as duas teorias na sua tctalidade, isto &,
enquanto teorias dinamicas dotadas de wuma certa estrutura
légico-matemétgéa abstrata.

Visto, porém, que as teorias em quest3io s3o
diferentes, a identificagfo entre ambas exige que pelo menos uma
delas seja modificada de alguma forma, para que sua ‘estrutura’ se
transforme na estrutura da outra. No exemplo da relag3do mecanica
cldssica-relatividade restrita, apresentado na seg3ioc 3.1, tentamos
caracterizar as duas teorias através das transformagd@es de Galileu
e de Lorentz, respectivamente. A modificag3io da teoria da
relatividade & realizada Ceq. 3,seg¢. 3.1> considerando-se o limite
em que a velocidade da luz aumenta indefinidamente: as
transformac®es de Lorentz tornam-se idénticas as de Galileu,
estabel ecendo-se dessa maneira uma relagio formal entre as duas
tecrias, embora somente na medida em gque ambas podem ser
caracterizadas por essas transformagdes.

No caso da meciAnica gquantica, o© desenvolvimento
histdrico da pesquisa cientifica aconteceu, por assim dizer, no
sentido contrdrio aoc raciocinio exposto acima, isto &, utilizou-se
a idéia de redug3o inter-tedrica na prépria construg3ic da nova
teoria, seja no que diz respeito a4 solugio de problemas surgidos
no seu Ambito, seja no que toca a sua interpretagfZo. Os resultados
obtidos desta forma dizem respeito, portanto, a quest3ao II da
se¢¥o 3.1; nosso objetivo agora € analisar algumas das respostas
apresentadas a esta quest3o, e determinar quais s¥o as suas
conseqiiéncias para o problema que nos interessa.

Assim como na dedugqo do teorema de Ehrenfest
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caracterizamos a mecénica classica com o auxilio das leis de
Newton, ao tentar mostrar que os sistemas quanticos obedecem ‘em
média’ as leis da mecénica classica, podemos tentar caracterizar a
mecidnica quantica n3Fo-relativistica através da equag3io de
Schr édinger, ek comparar sua forma em algum tipo de limite com a
meciAnica classica, mostrando ou n3o a existéncia de uma relag3o
entre as duas tecorias.

Consideremos inicialmente a equag3io de Schrodinger

dependente do tempo:

ifh 8 yCrd = Hyrd ; c1d
3t

wr) é a fungio de onda que € solugio da equagio 1, e H € o
hamiltoniano do sistema. A fung3o de onda yWrd, por sua vez, pode
ser escrita como

yCrd) = ACrd expldi tDSCrd] ; ced
se tomarmos agora o hamiltoniano de uma particula em um potencial

verDd,

2 2 2 2

_ -h" (o a a
H = = [&,.“ - rakd a—zz] + VCrd 3

e o substituirmos na equagio 1, obteremos, apds separar as partes

real e imagindria de ywWrd)(MessiahC1965, p. 187D

s , (v* wverd _n° YA C4ad
3t~ “2m Zm A
m @A + CVA.VSD + A V'S = O . C4bd

at 2

Nas equag@es acima a fung3do ACrd) representa a
amplitude de probabilidade, a qual associamos a densidade de
probabilidade

PCrd = CACrdd? . Csd
A fung¥o de fase S sera identificada com a fung3o principal de

Hamilton, usada na formulagfiio de Hamilton-Jacobi da mecanica
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cldssica; ela define aqui, Juntamente com a amplitude de
probabilidade ACr) a densidade de corrente de probabilidade

Jcrd = A%vs . ced
m

Se multiplicarmos agora a equagio 4b por Z2ACrd-m obteremos, apds
comparag3o com as equagles S e 6,

P + 9.3 =0 )
at

que & a equagfo de continuidade para a densidade de probabilidade.
O campo de velocidade associado ao fluido classico

correspondente a equagfo 7 €

v=171-=79s. csd

P m

A aproximagZo cldssica da equagdo de Schrodinger
consiste em anular © termo dependente de H na equag3ioc 4a.
Considerando as defini¢®es dadas nas equagBes 6 e 8, a equagdo 4a
modificada torna-se entdo

S + mv® + V =0 . cod
at 2

Tomando © gradiente de ambos os lados desta equagio, obtemos

8 + V.V Imv + W =0, c10d
at
isto €,
mdv = -9V . c113
dt
No limite cldssice, peortanto, a fungio de onda ywrd
descreve um fluido de particulas cldssicas de massa m, sem

interac®es mituas, e submetidas ao potencial V(r); a densidade e a
densidade de corrente desse fluido em cada ponto do espago s3o
iguais A densidade de probabilidade P e a densidade de corrente de
probabilidade i | da particula quantica naquel e ponto do
eépaqo(MessiahClQSS). p- 188;HillC19663, p. 443D.

A equagio obtida através da considerag3o do limite
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cldssico da equaqﬁo de Schrédinger € a base de um método
aproximativo utilizado inicialmente por Lord RayleighC1912) para a
solugio de problemas relatives a propagagio de ondas, e que foi
posteriormente  aplicado por Wentzel(l1926D, BrillouinC19262 e
Kramers(C1926) em problemas quanticos; das iniciais destes autores
derivou-se © nome do método, WKB. De uma maneira geral o método
WKB ¢ uma extensio do limite classico da equagdo de Schrddinger
As regi®es nas quais a energia total E € menor que a energia
potencial V(rd, o que & impossivel na mecdnica cldssica. A fung3o
de onda ywr) do sistema € entio escrita como

wr) = explCi/OWCr>]1 , cisd
onde
WCrd = SCrd> + CH71D0TCrd , 19>
de forma que a amplitude de probabilidade ACrd e
ACrd = explTCrd] . c20>
Exige—-se que S(rd> e TCrd séjaﬁ fungBes pares de h
para defini-las univocamente. A aproximagZo WKB consiste ent3o em
expandir a solugdoc W(rD em poténcias de T e negligenciar, na
equagio Schroédinger, os termos de ordem igual ou superior a R,
Na regifo classica, isto €&, gquando a energia E da particula &
maior gque o potencial VI(rd, a solugio WKB da equagdo de
Schrédinger serd uma combinag3o linear de fung®es oscilatdrias; se
E<VCr), ou seja, nas regiBes classicamente proibidas, a solug3o é
uma combinag¢g3io linear de exponenciais reais. A teoria da
aproximagio WKB € bastante complexa, e foi estudada entre outros
por LangerC1937), Furry(1947)>, Cherry(1950> e ErdélyiC1960>; uma
exposi¢io do método pode ser encontrada em Morse e Feshbach(1953D
e JeffreysC1961D.

A aproximagZo de cdlculos quanticos através de uma
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equac¢io diferente da equagdo de Schrddinger n3o implica por si sé
uma relagfo entre a mecinica quantica e a meciAnica cldssica: esta
relag3io depende, para o seu estabelecimento, de uma interpretagio
dos resultados obtidcs que mostre a concordancia da aproximag3o
WKB com algum tipo de resultado deduzido no ambito da fisica
classica.

Com efeito, este raciocinio esta na origem de nossa
derivac3o do limite classico da equag3io de Schrédinger no caso de
um potencial VC(rd, onde mostramos Ceq. 113 que ne;st.e limite o
sistema quantico € equivalente a um fluido cldssico de particulas
que Inﬁo interagem entre si. Outros resultados particulares foram
obtidos por van V1leck(1928>, que computou a fungZo de onda WKB
para um sistema no qual um dos conjuntos de varidveis dinamicas
con jugadas Cno sentido cldssicod tem seus valores bem
determinados, enquanto Brown(1972) estendeu estes resultados para
o caso de um pacote de ondas. Todavia, como notaram Home e
SenguptaC1983), os sistemas utilizados por aqueles autores n3o
podem ser identificados com nenhum sistema quantico real, pois
violam as rel agdes de incerteza de Heisenberg CHome =
Sengupta(1983), p. 268); ambos constroem ent3o pacotes de ondas
que satisfazem aquelas relagdes, mostrande a validade da
aproximag3o cldssica para os casos de particula livre, particula
em um potencial homogéneo e um oscilador harménico no estado
fundamental.

A principal limitagZo do método WKB aparece nas
situag®es em que a energia total do sistema € igual a sua energia
potencial, isto &, onde a velocidade do sistema Cclassicamented
diminui até ficar igual a zero; este é o caso, por exemplo, das

érbitas circulares do &dtomo de hidrogénio no limite de altos
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nuimeros quanticos Cef. BrownC1872), p. 372).
Para entender as consequéncias destes fatos para
Nnosso proble.ma. devemos recordar as razdes que nos levaram a
estudar a aprqximagﬁo cldssica da equagio de Schrédinger e o
método WKB. Partindo dos exemplos apresentados na introdugZo Cegs.
2 e 3, seg. 3.1) scbre a relagi3o entre as transformagdSes de
Lorentz e de Galileu, que consideramos como caracterizando
respectivamente a relatividade especial e a mecanica newtoniana,
consideramos um certo limite em que uma delas — a transformagio
de Lorentz — torna-se igual a outra — a transformagioc de

Galileu. Conseguimos desta forma obter uma relagdo entre as duas

teorias ‘wvia’ seus grupos de invariancia.

Para obter de maneira andloga uma relagio entre a
mecinica quantica e a mecinica classica, consideramos a equagio de
Schrédinger como sendc capaz de caracterizar a mecanica quantica,
e procuramos seu limite cldssico, fazendo T igual a zero na
equagio 4a. O resultado foi uma equagdo diferencial cujas solugdes
podem <ser interpretadas em termos de um fluido classico de
particulas que nZo interagem entre si, © que nos coloca no ambito

da fisica newtoniana.

E necessdrio porém verificar em que medida o limite

clidssico da equagfo de Schrédinger — ou sua extens3o, o método
WKB — €& capaz de caracterizar a meclnica classica. Dados os
resultados acima, vemos que essa equagido ndo € capaz de

caracteriza-la de maneira completa, visto n3o ser aplicavel, por
exemplo, a um sistema onde a velocidade se aproxima muito de zero.

Por outro lado, devemos ter em mente que a simples
caracterizagio de uma das teorias n3o € suficiente: € necessdario

estabelecer uma relagio entre elas. O método WKB € aplicdvel, como
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vimos, em ensembles de particulas sem qualquer correspondente
quantico. Ele n3aoc estabelece portanto uma relag3o entre as duas
teorias, visto que as solugBes das equagBes quintica e clidssica
nfIo guardam gqualquer relagdo entre si, salveo em situagBes
particulares, que s3ic exatamente aquelas onde se pode aplicar o
método a sistemas quanticos. NZIo € possivel, todavia, determinar
antecipadamente quais s3o essas situaglBes, exceto pelo calculo
direto.

Este fato nos coloca novamente na mesma situagdo do
limite de altos numeros quinticos: sd existe uma relagio entre as
duas teorias porque em determinadas situag@ies certos sistemas
quanticos comportam-se como sistemas cldssicos. Porém esta € uma
das premissas da aplicagi3o do método, e n3o acrescenta nada a
solugio de nosso problema. A resposta a quest3o II, apesar de
positiva, n3o implica o estabelecimento de uma relag3o geral entre
as duas teorias, nem serve para determinar seus dominios de
aplicagfo. Na prdxima se¢io estudaremos outras formas de comparar
a mecAnica quantica e a meclnica cldssica, agora com base em suas

estruturas globais, e n3do em situag@es fisicas particulares.



3.4 - AS REGRAS DE QUANTIZAGAO

BB
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A moderna teoria quantica n3o-relativistica, apesar
de diferente de sua antecessora, a velha teoria quantica, possui
com esta uma caracteristica comum, a saber, a necessidade de
»regras de quantizag3do®“ para o tratamento tedrico de certos
sistemas fisicos. De uma maneira simples este ‘problema da
quantizag3do pode ser resumido na seguinte pergunta: "Dada uma certa
grandeza fisica C(um observdveld qual ¢ a forma do operador
quantico associado a ela 7“ Esta quest3o comporta de fato varias
interpretaqaeé: posemos perguntar alternativamente pela relacg3o
entre observaveis classicos e gquanticos, entre observaveis
quanticos e operadores quanticos, e entre operadores clissicos e
operadores quinticos. Para nossos objetivos bastard a ultima das
formas apresentadas acima, i.e., investigaremos a relag3oc entre os

operadores Cou fungBes) da mecanica classica e os cperadoées da



mecanica quant,ica1

No ambito da velha teoria quintica a quantizacZo era
obtida através do tratamento classico do sistema quantico,
langando-se mﬁg em seguida do principioc adiabdtico e do principio
de correspondéncia para a determinagio das varidveis a serem
quantizadas. Com o© surgimento da mecanica de matrizes este
procedimento foi substituido por regras, nem sempre vidlidas, mais
adequadas ac novo formalismo. Essas ‘regras de quantizag3do® partem
em geral de relagdes validas no interior da mecanica classica,
tentando estendé-las aa teoria quantica; esta seg3o € dedicada ao
estudo desses procedimentos e de suas conseqiéncias para nosso
problema.

O estabelecimento de uma regra de quantizagdo
oferece uma resposta a questdo II da introdug3o: trata-se de fato
de resolver, com o auxilio da solugio de um problema classico, um
problema quantico. Por outre 1lado, uma regra deste tipo
proporciona uma melhor vis3o da estrutura matematica das duas
teorias, © que nos coloca na diregao da terceira quest3o feita no
inicioa do capitulo. Analisaremos aqui somente o caso em que h é
diferente de =zero, deixando para a préxima segdo o estudo do
limite cléassico.

O.primeiro tratamento matemitico rigoroso da moderna
teoria quantica foi apresentado em 1832 por J. von Neumann, que

apresenta em seu livro duas regras para a construgio de operadores

1Ac fazer isso estamos de fato suponde que existe uma
correspondéncia biunivoca entre grandezas observiveis e
operadores, tanto na mecanica quantica quanto na mecanica

classica.
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quanticos chamadas por Groenewold((18463, p. 413> de ‘regras de
von Neumann’. Sejam a e b duas grandezas fisicas clﬁssicas. e fCad
uma fungdo da grandeza a. Os operadores quanticos correspondentes
serdo dados por (a indica um operador quanticod

Se a & a , ent3o fCad & fCaD. CId

Se a @ 2 e b & B, ent¥o a+b & a+b. cito

O conjunto de fungdes da mecianica classica possul a

estrutrura de um anel comutativo, enquanto os operadores
utilizados na meciAnica quantica formam um anel nEo-comutativoa
Utilizando as regras 1 e II pode-se provar que

CGroenewold(1846)3 ,pp. 448-449D

ab & ab ,para todo a e b, c1>

ou ab & ba ,para todo a e b. cad

Este resultado implica que os dois anéis s3o iscomorfos; dado porém

gue um deles € comutativo e o ocutro n3o, segue—-se que n3oc se podem
manter as regras I e II aoc mesmo tempo, i.e., aé regras de von

Neumann s3o inconsistentes.

O anel comutativo de fung@es da mecdnica classica,
sobre o qual definimos um produtc de Lie de duas fungdes como
sendo igual ao seu paréntesis de Poisson forma, como ja vimos
(seg. 2.2), uma &lgebra de Lie. Por outro lado, o mesmo pode
ser dito da mecanica quantica, i.e., ©o anel n3do-comutativo dos
operadores quanticos, sobre o qual definimos o comutador de dois
operadores quinticos como © seu produto de Lie, constitui também
uma 3Algebra de Lie. A diferenga entre as duas estruturas assim

definidas reside no fato de que, no caso cldssico, definimos uma

2Para um pequeno glossiario de termos matemdticos, veja-se o

apéndice I.
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algebra de Lie sobre o anel comutativo das fung@es classicas,
enquanto a élgebra quantica € construida sobre o anel de
operadores quanticos, cujo produto n3Ioc € em geral comutativo. Em
ambos os casos, porém, © produto de Lie determina a estfutura
dinimica de cada teoria: a evolugio temporal de uma grandeza
fisica fc-f-> ¢ proporcional ao seu produto de Lie com o
hamiltoniano HC-H-) do sistema fisico. Este fato € exprimido

atraveés das equag¢des cldssica (LandauC19782, p. 207).

df aH éf dH éf c3D
=— = {H,f} = Z[—— i S e ]
dt X ar.ikt?qk aqkapk
e quiantica (Messiah(1965), p. 266D
df =c¢iH ,Ff 1 =c¢imn HF-FHD C4d
H ' u H H H H

dt
O sub-indice H nos operadores quinticos da equag3o 4 indica que
estamos usando a representagdo de Heisenberg da mecanica
quanticaCMessiahC18965), pp. 265-270); as equagfes 3 e 4 s3o
vilidas se e somente se as grandezas f e f nZo dependem

explicitamente do tempo.

A semelhanga entre as estruturas da mecanica
quantica e da mecinica cldssica sugere a possibilidade de um
identificag3ico entre as duas teorias, obtida com o auxilio de um
conjunto de regras de quantizagdo que leve em consideragdo as
equagdes 3 e 4. Estas equagBes s3o a crigem da ‘regra de Dirac’:

Se a & a e beb, entio {a,b} @ (1/it[a,b]. CIIID
Esta regra deve ser complementada, de maneira a eliminar certas
solug@es triviais, com

1 &I CI = identidaded CIVD
= Uma terceira regra motivada por considerag@es fisicas. Vv
Embora seja possivel satisfazer as regras III e IV

em alguns casos, nenhum dos possiveis candidatos ao lugar da regra



o1
V & consistente com as outras duas. Groenewold(138946) mostrou a
inconsisténcia de III, IV e V quando esta uUltima € a regra I de
von Neumann. Seu resultado ¢ de fato mais forte, pois basta a

relacg3o

N
~2

q°e 3° e p’e P V>
para que se chegue a uma contradig3o C(cf. Chernoff(188l), p. 885).
Groenewold tentou também mostrar que as regras III e
IV s3o por si sdé inconsistentes (Groenewold(1846>, p. 4489). Para
entender seu resultado, e sua generalizagio devida a JosephC1970D,
apresentamos seu teorema tal como € enunciado em ChernoffC(18810,
p. 888):
»NZo existe nenhum procedimento de quantizag3o que
satisfaga III e IV, junto com a regra
a e 5 possuem a representagd@do de Schréddinger x e
C(Hhidd/9x Crespectivamente) sobre o espago de Hilbert H=L%*CR,K>, o
espago das fungdes quadrado-integraveis sobre a reta real R, com
valores em um espago ausiliar K de dimens3o finita. “ V™)
A demonstrag3o de Groenewold deste teorema n3c exige
o uso do enunciado acima, pois sua prova € valida somente para um
espago auxiliar K unidimensional. A regra necessaria para este
caso particular €
P ﬁ'; e g @-3 » CY"2D
que junto com III e IV leva a uma contradigdo. O resultado de
Joseph foi retomado ainda por van Hove(18951), que demonstrou a
consisténcia de III, IV e V» quando o espago auxiliar K tem
dimens3io infinita. Dada porém a dificuldade de interpretar
fisicamente uma fun¢io de onda com wvalores em um.espar:;o K de

dimens3Zo infinita, o resultado foi considerado pelo préprio van

Hove apenas uma curiosidade matemdtica irrelevante para o problema
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da quantizagdo, com o©o que concordamos Ccf. Chernoff(1881), p.
802). Além dos trabalhos citados acima, os resultados apresentados
até aqui também podem ser encontrados nos artigos de Arens e
Babbit(1965), onde se utiliza diretamente a represeniagzo de
Schrédinger mencionada em V*, e Shewell(1859), que faz uma revis3o
destas e de outras regras de quantizagZo equivalentes, com as
mesmas conclus@es; uma demonstragfo do resultado de van Hove ¢
feita em Abraham e Marsden(1878), pp. 434 e segs.

As regras de quantizag3o apresentadas ateé agora
procuram estabelecer uma relagZo direta entre a mecanica quantica
e a mecAnica classica sem levar em consideragdio o carater
probabilistico das predig@es desta dltima. E valido portanto
perguntar qual a relag3o, se houver alguﬁa, entre a mecanica
quantica e a meclnica estatistica cladssica.Uma tentativa de
relacionar as duas teorias foi de fato levada a cabo por E. P.
Wigner, e apresentada em seu trabalho sobre a corregao quantica de
cdlculos feitos com a mecinica estatistica clissica para sistemas
em equilibrio termodinamicoC¥igner(1832d0.

Wigner inicia seu trabalho notando que na mecanica
estatistica cldssica a probabilidade relativa de ocupagdo de uma
regiZfo do espago de fase compreendida entre os valores de
coordenadas x e x+dx, e momentos p e p+dp € dada no equilibrio
estatistico pela férmula de Gibbs—Boltzmann3

P(x,pY)dxdp = expC(-E/kTodxdp , el

onde P(x,p) = densidade de probabilidade,

3Wigner considera desde o© inicioc de seu artigoe o caso
n—dimensional ; para nossos fins, poreém, bastara o caso

unidimensional.
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E = po/2m + V(O = energia total,

V(xD = energia potencial,

k = constante de Boltzmann
e T = temperatura absoluta.
No caso quantico, entretanto, ndoc & possivel

construir uma fdérmula deste tipo, devido a impossibilidade de
atribuir uma probabilidade simultinea as coordenadas e momentos de
um sistema quanticc4. O principal resultado de Wigner consiste em
propor um método para a simplificag3io dos calculos de valores
médips em sistemas quanticos através de uma fdérmula semelhante A
equagio clissica S. Dada a fungdo de onda wWxX) de um sistema
quantico, podemos construir a seguinte express3o:

Pwa,p) = C1/i1 fdy y(x+ydyx-yd exp(2ipy 1 . (6D
A fungdo Pwa,p) € a ‘fungio de Wigner’ associada a fungdo de onda
W x); ao contrdario desta ultima, Pwa.p) € uma fungio de ambas as
varidveis x (posigaocd e p C(momento), como uma densidade de
probabilidade no espago de fase cldssico.

A fungio de Wigner possui virias propriedades que a
tornam uUtil em diversos campos de pesquisa, desde a fisica da
matéria condensada até a detecgio de ondas gravitacionais cf.
O'ConnellC18983>, p. 83). Em primeiro lugar, Pugx.p) integrada em
pC-x-) fornece corretamente a densidade de probabilidade quantica

para a posigdo x(-o momento p-J:

fdp P _Cx,pd > 7>

lpd 1 ; 8>

]

fdx ch X, pd

de 7 e do fato de que x> € normalizada segue—-se que

4Este fato decorre da nZo—-comutatividade dos oper adores

quanticos; cf. seg. 2.1; Park(18968) e Park e Margenau(l1968).



fdxfdp PCx,p> =1, cod
i.e., a probabilidade total de se encontrar a‘ particula em
qualquer regifo do espago de fase &€ igual a 1. Pode-se mostrar
também que Pwa.p) ¢ invariante sob uma transformagio de Galileu,
Cef. Hillery et a;C(18984>, p. 127D
se y(xD+yCx+ad, entFo Pwa.p) +P_Cx+a,pd

e se w(x)-eip per

hy(x.‘). ent3o Pwa.p)-.Pwa.p*p').
Ao contridrio da fungdo de onda x>, a fimg3ao de
Wigner associada a ela & real em todos os pontos do espago de
fase, © que aumenta sua semelhanga com uma distribuig3o de
probabilidades cldssica. O mddule do produto escalar de duas
fungBes de onda y(xD e ¢(xD pode ser calculado como
[fdxyxC>0 @0 |° = anhfdxfdp P¥Cx,pd Pﬁ«:x.p) ; 10>
Se as funcg®es Yy (x) e ¢(xD forem ortogonais, o lado esquerdo da
equag3o 10 se anula; dado que a fungdo de Wigner & real, segue-se
que ela, ao contririoco da densidade de probabilidade cldassica, n3o
pode ser positiva em todo o espago de fase. Com efeito, pode-se
mostrarCcf. WignerC1932), p. 7512 que n3o existe nenhuma fung3o
que satisfaga as propriedades da fung3o de Wigner e que seja
positiva em todo o espago: n3o € possivel portanto atribuir
probabilidades simultineas a posigdo e ac momento de uma particula
quantica como nb caso cldssico, pois uma interpretagio deste Lipo
de Pwa,p) implicaria a atribuig3oc de probabilidades negatival

para certos valores de X e p;15

SHUSi miC1940> obteve uma fun¢io nIo—negativa deste tipo, mas que
n3Zo satisfaz a propriedade que veremos adiante de que a equagdo
de movimento para a particula livre é idéntica & equagdo classica

Cef. O'Connelld1983>, p. 87D.
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Este fato barra o caminho a uma identificag3o pura e
simples entre as formulag@es da mecadnica quantica e da mecanica
cliassica, visto n3c haver lugar na fisica cldssica para tais
probabilidades negativas. Todavia, na medida em que tal conceito,
apesar de anti-intuitivo, possa ser conservado de forma a manter a
consisténcia da teoria quantica, nada nos impede de investigd-lo e
utilizd-so no seu interior. Esta € de fato a proposta de G.
LudwigCMiickenheim(1986), p. 385): segundo ele devemos considerar
tais probabilidades com um conceito tedrico auxiliar, i.e., que
nZo envolve uma relagiio direta com resultados experimentais.
Apesar de satisfatdria co ponto de vista daqueles que utilizam a
teoria, a solug3o metodoldgica de Ludwig n3o € capaz de resolver o
problema de interpretar probabilidades negativas, nem de
acrescentar elementos novos a sua possivel solugdo. Esta foi
tentada po vidrios autores (Cufaro-Petroni et ald1884>; Holland,
Kyprianidis e Vigier(1985,19873; Guéret et aldl1985); Holland et;
alC1986)), porém no &ambito da mecanica quantica relativistica,
onde as probabilidades negativas s3o associadas aoc movimento de
anti-particulas, fugindo portanto ac ambito deste trabalhoﬁ

Malgrado os resultados negativos cobtidos ate agora,

vale a pena indagar da evolug3do temporal da fungdo de Wigner,

6Uma revisio das propriedades da fungdo de Wigner € feita em
Hillery et al (1984), onde sZio analisadas também outras fungdes
semel hantes. Estas fungB®es estXo contudo associadas a ordenagdes
de operadores distintas da regra de Weyl, que veremos mais
adiante, ou n¥o possuem certas propriedades desejiveis da fung3do
de Wigner, como aquela citada na nota anterior, razdo pela qual

n¥o as investigaremos com maior detalhe.
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i.e., de suas propriedades dinamicas. A evolug3do temporal de uma
fungio de onda yx) € dada pela equagdo de Schrodinger

ihe y = — 1 8° y + VOOU ; TG
at Zm ax :

a mudanga correspondente em Pwa.p) & ent3o dada por

(WignerCi1832>, p. 751D

aP__-paP h
sf"‘as-;"*f[ai]

n-1 n n

1 ova'r o, 12
n! ax  ép.

onde a somatdria no segundo menbro estende-se sobre todos os
valores impares positivos de n. O primeiro termo desta somatdria e
pertanto aquele em que aparece a primeira derivada espacial de
VCx); assim, se V(XD nZo possui derivadas nZo nulas de ordem igual
ou superior a trés, a equag3do 12 se torna

Q—Pw _ —p @ P v Q-Pw , ' 133
at m ax ax ap

que € idéntica a equag3ioc de movimento cliassicaCPathriadl1972>, p.

35). O mesmo ocorre no caso de uma particula livre C(Hillery et

alC1884>, p. 127D,

E_Pw as: T, a Pw 8 C14>
at m ax

Q@

Estes resultados poderiam levar-nos a crer que €&
possivel, nestes casos, esperar um comportamento clissico em
sistemas quanticos particulares como o oscilador harménico e a
particula iivre. Devemos notar, porém, que as equagdes 13 e 14 n3o
dizem respeito ; uma distribui¢Zo de probabilidade classica, e sim

a3 distribuigio de Wigner que, como vimos, assume valores negativos
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incompativeis com £a1 interpreta¢30n7.A; fungdao de Wigner n3o &
portanto capaz, mesmo nestes casos particulares, ;e recuperar os
resultados da mecanica cldssica.

A utilidade da fung3o de Wigner seria porém bastante
reduzida se sd pudéssemos empregia-la no cidlculo de valores medios
de posig3o e momento; ela também pode ser usada para calcular
valores médios de outrcs observaveis.Dada porém a diferenga entre
as estruturas da mecinica classica e da meclnica quantica, a
fung3io associada a um certo observiavel utilizada em conjung3o com
a distribuigZo de Wigner n3oc € a mesma do caso classico. Para
obté-la € necessario langar m3o de uma regra de quantizag3io devida
a WeylCl9272, e que € analisada em Groenewold((18462>, pp.
450-453). Seja alp,q? uma fungio Cum observavel) classica escrita
em termos das varidveis candnicas de posigaoC(g) e momentolCpd;
tomando sua transformada de Fourier (cf. Groenewold(1846>, p. 446D

alp,q) = ffdxdy oalx,y> explilxp+yqdh] ci5d
com alx,yd = f[fdpdg alp,qgd expl-ilxp+yqd hl , 16D
podemos escrever a regra de Weyl como
ffdxdy alx,yd explCi -fDIxp+yqd <

& ffdxdy oCx,yd explCi MWCxp+yd>] . CVID

7A fun¢io de Wigner do estado fundamental do oscilador harménico €
de fato positiva em todo o espago de fase. Contudo, dado que os
diferentes auto—-estados do oscilador s3o ortogonais.-segue—se que
as fungBes de Wigner para os estados com numero quantico maior que

um assumem, em alguma regiZfo do espago, valores negativos.
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Exigindo agora quaa

C1/2nt f fdpdq alp,qdblp,qd = TrCabBd, Tr=trago 17T
segue-se a correspondéncia
N 2 11—.5 xp+ydd, “Lexprya
a = -a—rﬁj‘fdxdy e Sk J'dpdq e aCp,qd , cisd
e sua inversa
1 :'—']cxp+yq) [ _ECxp+ya') ~]
aCp,qd = mrfdxdy e Tr le a 19

Aplicando-se a regra de Weyl a matriz densidade de
um sistema quantico, © resultado final € de fato equivalente
aquele obtido atraveés da aplicag3do da fungio de Wigner a fung3o de
onda da qual se deriva essa matriz densidade, i.e., a fung3do de
Wigner € de fato um caso particular da regra de Weyl. Elas n3o
estabelecem, portanto, uma relagdo entre a mecanica quantica e a
mecinica classica, mas s3o de fato um método de reescrever a
primeira teoria em uma forma semelhante a segunda. Em particular,
o comutador de dois operadores gquanticos 2 e B obedece a
correspondéncia C(Groenewold(18463, p. 483D
aCp,qd [sen g-[g; %c_; = g—q— g—F—J]]bCp,q) < % cab - Bad. 200
Nesta equa¢50 a expressio do seno deve ser expandida em uma série
de Taylor; os operadores em & agem sobre a(p,q), aqueles em @
sobre b(p,q.

Nos casos em que alCp,gd ou bl(p,g) € um polindmioc em

p e q de grau menor ou igual a dois esta correspondéncia €

equivalente 3 regra de Dirac CIIID, isto &, vale a correspondéncia

8Dv::,-\.»'ne-m::-;s notar gque embora o produto de operadores n3o seja
comutativo, o trago do produto n3co depende da ordem dos
operadores. Este fato permite relacionar as duas teorias atraveés
de seus produtos internos respectivos (ep. 17): o papel desses

produtc:. internos serd visto na proxima seg3o.
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entre comutadores quanticos e paréntesis de Poisson ‘cldssicos’.

Que os resultados de Weyl n3o dizem respeito a
mecAnica classica € mais facilmente entendido neste exemplo de
Shewell((1859), p. 19): seja H o operador correspondente C(segundo
a regra de Weyl§ ac hamiltoniano classico

H = cp2/2am + Cagq*r4d ; 21>
ent3ioc o operador correspondente a H? sera

CHD= %+ can?§am . ca2>
Este operador n3ioc comuta com © hamiltoniano quantico H, o que
significaria que, embora a energia do sistema quantico seja uma
constante de movimento, seu quadrado nZio &. Segue-se ent3o que ,
como ambas s3o constantes, a fung3o associada pela regra de Weyl
ac quadrado do hamiltoniano quantico € diferente do quadrade do
hamiltoniano clissico que did origem a este hamiltoniano.

As tentativas que vimos de estudar de estabelecer
uma relag3ic entre a mecAnica quantica e a mecdnica classica
colocaram em relevo alguns aspectos estruturais destas teorias que
n3Zoc haviam ainda recebido maior atengfo. Por um lado os resultados
relativos A& regra de Dirac, apesar de negativos, mostraram a
existéncia no interior de cada uma delas de uma estrutura comum a
ambas, uma 4&dlgebra de Lie. Por outro lado, os resultados de
Groenewold, Chernoff, wvan Hove e Arens e Babbit apontam a
existéncia, ao lado dessas estruturas, de outras estruturas
distintas que impedem a identificag3o direta entre os elementos
das duas teorias.

A ligZo da fungio de Wigner e da regra de Weyl, por
sua vez, & bem clara: ao formalizar uma relagdo entre duas teorias
& necessirio conservar a estrutura matematica de cada uma delas. A

consequéncia de n3o fazé-lo € que a relag3o construida dessa forma
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nioc ¢ uma relag3o entre as duas teorias, e sim entre uma delas e
algum outro tipo de estrutura matemdtica — no caéo de Wigner e
Weyl, uma nova representag3o da prdépria mecanica quantica.
Finalmente, convém notar que em nenhum dos exemplos
estudados procurou-se uma relagdo arbitrdaria entre as duas
tecorias, e sim uma relag3io construida com base em considerag¢d@es
sobre sua natureza. Aqui portanto, embora de maneira mais sutil
que nas seg¢gdes anteriores, encontramos novamente o problema de
interpretag3io das teorias na avaliagdo da redug3o obtida. Nenhuma
redug3o global foi possivel quando a constante de Planck tem um
valor finito: o caso em que h tende a zero € o assunto da prdxima

seg3o.
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3.5 - O LIMITE h = O : CASO GERAL
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Ao longo das trés se¢Bes anteriores analisamos varias
tentativas de se estabelecer algum tipo de relagdo entre a
mecaAnica quaAntica e a meclnica cldssica, todas elas, até agora,
infrutiferas. A raz3io deste insucesso pode ser encontrada na
diferenga entre as estruturas ldgico-matemdticas das duas teorias:
& esta estrutura, na mecinica gquantica, que permite a existéncia
de superposig¢Bes proibidas pela mecdnica cldssica, e que invalidam
as tentatiwvas apresentadas nas se¢gSes 3.2 e 3.3, ac mesmo tempo em
que impede a identificagZo, com o auxilio de regras de
quantizag3o, en;t,re operadores clissicos e quanticos, tentada na
dltima seg3o.

E necessidrio portanto determinar de maneira mais
precisa quais sZo estas estruturas, de maneira a obtermos uma
caracterizacfio completa das duas teorias, e podermos assim
compari—las e descobrir suas diferengas e semelhangas. A estrutura
das teorias dinAmicas como a mecianica quaAntica e a mecanica

clissica foi estudada por vdrios autores como Sudarshan(18620,
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ProsserCl966) e SouriauClS69); utilizaremos aqui o resumoc desses
resultados apresentado em Bruer((1982D,pp.170-172D.

Un sistema mecdnico pode ser definido como um
conjunto de massas pontuais cujo comportamento € descrito por uma
certa lei de movimento. Uma teoria de sistemas mecanicos deve
ent3aoc consistir de:

I - As varidveis dinamicas,i.e., um conjunto de propriedades
utilizadas na descrigio do sistema mecanico;

II - Os estados, um conjunto de fung@es que fornecem as
posicBes das massas pontuais do sistema em um instante de tempo;

IIT - Uma Llei cinemdtica, uma regra atraves da qual os
estados do sistema atribuem valores reais as varidveis dinamicas
utilizadas na sua descrigdo;

IV — Uma let dinamica, capaz de determinar a maneira como os
estados do sistema mudam com o tempo

Tanto a mecAnica quantica quanto a mecanica classica
possuem tais elementos, que s3o porém distintos em cada uma delas,
i.e., ambas as teorias possuem varidveis dinamicas, estados, leis
cinemdticas e leis dinAmicas, mas com propriedades diferentes
segundo pertengam a uma ou outra teoria.

As varidveis dinAmicas usadas para a descrigio de um
sistema mecaniéc s¥o obtidas a partir de uma 4dlgebra linear
associativa, gerada pelos elementos g (posigdod e p Cmomentod,
definida sobre © corpoc dos numeros complexcs. A partir dos
geradores p e g podemos construir teodas as outras varidveis
dinamicas, somando e multiplicando varias vezes o©s geradores: Além

da soma e do produto, definimos também a operagds de conjugagdo *

como:
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CA + aBd)» = Ax + aBx , 1)

CABD» = BX»A» , c2d
CAXD» = A , 3

onde a & o complexo conjugado de a, e A e B s3o elementos da
dlgebra associativa. Os elementos para os quais A = A» s3o
chamados de auto-adjuntos ("”self-conjugate’); somente estes
elementos podem representar observaveis fisicos, pois o fato de
serem autc adjuntos garante que o resultado de uma medida sera
sempre um numero real. As propriedades 1 a 3 definem univocamente
a operagic de conjugag3o em fungio dos geradores q e p da algebra
CProsserCl966), p.7), para os quais esceolhemos

g = q ; Pp* =p . C4>

Os elementos de uma teoria dinAmica apresentados até

agora sZo comuns A meciAnica quantica e a4 meclnica classica. A
primeira diferenga entre as duas teorias aparece ao considerarmos
as realizacg®es (representag@es) das algebras associativas quantica
(x%) e classica Cx%): no caso classico, pg = gp, enquanto que no
caso quintico pg - gp = ti. Comc pudemos ver na dltima seg3o,
esta € uma diferenca fundamental entre as duas teorias, capaz por
si sé de impedir uma identifica¢Zo entre ambas. Para inclui-la em
nossa caracterizacZo abstrata, definiremos a dlgebra das varidveis
dinAmicas como sendo a 4dlgebra quociente da 4dlgebra linear
associativa por um ideal bilateral adequado. No caso cldassico
teremos entﬁc.ﬁc= H/Cpg-gqp>, e quanticamente, dﬁ=d¥(pq—qp—h/i); (o)
resultado dessa operagio € que a dlgebra associativa # € repartida
em uma série de classes de equivaléncia, cada uma delas
correspondente a uma variavel dindmica distinta, e que ser3o

usadas na descrig¢io dos sistemas mecinicos.
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O segundo elemento necessdrio a formulagio de uma

teoria meclAnica € o conjunto dos estados admissiveis do sistema,
i.e., as funqées que determinam a configuragfo espacial do sistema
em um certo instante de tempo. Cada membro deste conjunto deve
levar os elementos observdveis da dlgebra & em um ndmero real; o
espago de estados do sistema serd portanto constituido pelos
funcionais lineares sobre a 3Algebra das varidveis dinamicas. Um
funcional linear f sobre uma Jdlgebra & €& uma aplicag3o
C”mapping*) que atribui a cada elemento de % um numero do corpo de
# — neste caso, o©s numeros complexos — e que possui a

propriedade (Prosser(l1S66),p.8)
fCaA + bB) = afCAd + bf(B) =c . ¢S
a,b,c € C ; A,B € A

O funciocnal f € hermitiano se

fCA») = fCAD ; 6D
e positivo se

fCA®AY = O , 7>
e € normalizado se

fCI> =1 , I = identidade ; a8

os estados admissiveis — i.e., possiveis — serdo representados
pelos funcionaig lineares positivos e normalizados sobre a Algebra
# dos observiveis. A lei cinemdtica III € agora facilmente
formulidvel: dado o estado representado pelo funcional f, o valor
médio C"expectation value’”) do observdvel A neste estado sera dado
pela agZo do funcional f sobre ele,

<mf==NA). csd

Os trés elementos definidos até agora servem para a

descri¢io do sistema mecanico em um certo instante de tempo. Para
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a descrig¢3o de sua evolugao temporal € necessario construir sobre
a dlgebra dos observaveis uma nova estrutura matemdtica que ji
mencionamos nas se¢Ses 2.2 e 3.4: uma 3dlgebra de Lie. Os elementos
da dlgebra de Lie £ s3o as varidveis dinamicas da algebra «&; com
eles podemos definir um produto de Lie [.,.] com as propriedades

CHumphreysC18972),p. 12

O produto de Lie [.,.] € bilinear ; CL1D
[A,A] =0, VA e £, : CL2>
[A.[B,C]1] + [B,[C,AJ] + [C,[A,Bl] = O, V A,B,Ce £ . L3>

A propriedade L3 € a identidade de Jacobi Ccf. seg.2.23; de L1, L2

e L3 segue-se facilmente que
[A,B] = -[B,A]l] , V A,B e £ . 10>
Se além disso os produtos em & e em £ satisfazem a propriedade
[AB,C] = AI[B,C] + [A,CIB , 11>
dizemos que © produto de Lie em £ € uma derivagdo na 4algebra
linear associativa & Ccf. Humphreys(1972),p.4>, ou ainda que .d
fornece uma realizagZo de £ por derivagdes.
A evoluc3io temporal de um certo observdvel F serd
ent¥o dada por seu produto de Lie com um elemento particular He 4,
o hamiltoniano do sistema mecénico :
dF = —LF,H] . 12>
dt |
A lei dinaAmica IV, expressa na equag3o 12, pode ser formulada da
seguinte forma: a agio do operador dsdt sobre um elemento F de &
€ igual ao negative de seu produto de Lie com o elemento
hamiltoniano H do sistema fisico.
Chegados a este ponto € possivel analisar alguns

resultados ja apresentados sob a luz desta nova formulag3o. Em

primeiro lugar, € clara agora a afirmagZo de Dirac (seg.2,2) sobre
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a relag3o entre a mecinica quantica e a meclAnica classica
demonstrada por ele em seu artigo de 18926: aml;as as teorias
possuem de fato a estrutura de uma dlgebra de Lie, cujo produto €
dado classicamente pelo paréntesis de Poisson, e quanticamente
pelo comutador de operadores. Além disso, o valor desse produto

para os geradores gq e p dessas 4lgebras obedece a regra dcf.

ProsserC1966),p. 837

[qi.qj] =0, C13ad
Ept.pj] =0 , C13bd
£qi..pj] = 1‘5i.j ¥ C13cD
que € idéntica — a menos de uma constante ih — as equag¢gBes 36 da

se¢3o 2.2.

Em segundo lugar, podemos tentar esbogar a partir
deste novo ponto de wvista uma interpretagio mais precisa das
afirmacBes de Bohr sobre as estruturas conceituais quéntica e
cldssica. Sabemos gque segundo ele ambas as teorias deveriam
forgosamente utilizar os mesmos conceitos, isto €, a descrig3o de
um sistema fisico exige sempre © mesmo conjunto de conceitos
bdsicos para sua elaborag3o. A diferenga entre elas decorre entZo
da maneira como estes conceitos s3Fo utilizados para essa
descrigfo, ou seja, da estrutura conceitual caracteristica de cada
teoria Ccf‘.seg.la.l). Ora, tanto a mecanica quantica quanto a

meciAnica classica podem ser formuladas a partir das 4dlgebras

A As equag®es 13 referem-se ao caso 2n-dimensiocnal tal como é
encontrado em Prosser(1966). Colocamo-las nesta forma apenas para
fins de comparagio com as equagdes 36, segdo 2.2. No restante do

capitulo voltamos ao caso unidimensional.
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associativas geradas por p e q: ao nivel dos conceitos
fundamentais, portanto, parece ser vilida a afirmﬁgzo de Bohr a
respeito da igualdade entre os conjuntos de conceitos presentes na
base das suas _estruturas conceituais. A disting3o entre estas
estruturas, por sua vez, decorre da diferenga entre os ideais
bilaterais utilizados na parti¢Zo da 4dlgebra & em classes de
equivaléncia. Essa partigdo associa ao ideal a classe
correspondente aoc elemento nulo da algebra quociente; recuperamos
assim mais uma das afirmag®es de Bohr, a saber, que embora os
conceitos utilizados sejam os mesmos, a finitude da constante de
Planck impede que eles se combinem da mesma maneira. Com efeito, a
parti¢Zo em classes de equivaléncia implica que

Cpq-qp)c =0 Ci14ad

e Cpq-qp—fvi)Q =0 ; C14bd

no limite em que a constante de Planck se aproxima de zero os
ideais quantico e cldssico s3o idénticos, portanto £, torna-se

Q

igual a dt e as duas estruturas conceituais tornam-se idénticas,
como pensava Bohr.

Apesar de interessante, o estabelecimento de uma
relacZo entre a mecinica quantica e a mecénica classica atraves do
raciocinio acima peca por seu cardter excessivamente abstrato, o
qual dificulta 'a visualizag¢3o das consequéncias de tal relagzo.
Sabemos gque uma teoria de sistemas mecinicos consiste de uma
d4lgebra linear associativa & de varidveis dinamicas, que
proporciona uma realizagZo por derivagdes de uma algebra de Lie £;
os estados do sistema s3o dades pglos funcionais lineares
positivos e normalizados sobre . Devemos passar portanto a

identificag3®o, na mecanica quintica e na mecinica classica, dos

elementos de cada teoria correspondentes a esta estrutura
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abstrata, i.e., de suas representagdes em cada uma delas.

Na mecinica classica as varidveis dinimicas
fundamentais s3o a posi¢io g e o momento p. Estas grandezas est3io
associadas a pontos em um espago de fase da meclAnica clidssica:
todas as outras varidveis dinAmicas s3o fun¢gSes analiticas de g e
p. Classicamente, os estados do sistema mecanico s3o descritos
através de densidades de probabilidade p(lq,p2., definidas sobre o
espago de fase, chamadas de densidades de Liocuville. A fung3o
Cq,pd) determina a probabilidade de se encontrar uma particula com
valores de posigZo g e de momento p nos intervalos (g,g+dg) e
Cp, ptdpd. A densidade de Liouville € um funcional linear
normalizado,

[ eXq,pd dgdp =1 , C15D

cuja agdo sobre uma varidvel dinamica ACqg,p) € dt € dada por
<ACq,pd> = [ ACqg,pdp(qg,pd dgdp ; 16D
<ACq,pX> € igual ao valor médioc de A(qg,p2> no estado representado
pela fung3o gL(q,p>. A dlgebra ﬂt fornece uma realizag¢io da dlgebra

de Lie £. através de derivagBes, onde o produtoc de Lie € dado pelo

Cc

paréntesis de Poisson cléassico
fA:BY = o= = = =— ==, €172
com o auxilio do qual escrevemos a lei dinamica

5 .
dat eCg,pd = - {Cq.pd>,HCq.p> } , a8

onde H & mt € o hamiltoniano clédssico; a equag3o 18 &€ a equagio de

Liouville cldssica (cf.eq.13,seg.3.4D.
As grandezas bdsicas da mecAnica quantica também s3o a
posi¢io e o momento, porém representados agora por dois operadores

As variaveis dinAmicas

e

Fi S
hermitianos n3Io-comutativos g e

restantes s3io fungd@es analiticas de a e 3 Ccf. ProsserClSstd,p.6).
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Un estado quantico de minima incerteza2 € normalmente

descrito por uma fungZo de onda ¥Wq), que € um elemento de um

espago de Hilbert. Dada esta fungidoco € possivel construir uma
matriz densidade ou operador estatistico

5Cq.q’) = WPTCq’d ; 19

a matriz densidade assim construida satisfaz as propriedades

exigidas dos funcionais lineares representativos dos estados do

sistema meciAnico Ccf. FanoCl957),p.77):

ad BCq,q') = E’Cq’.q) Cauto—-adjuntad

bd Tr 2 = f Cq,q@> =1 Cnormalizadad

- ~ o~ -~

c) Ir CpAz) > 0, A hermitiano (positivo-definidad.

O correspondente quantico da equag3oc 16, que define a ag3do do

funcional Ekq.q’) sobre os observiveis A,é a expressio do trago
CTr) do produto matricial

<X> = fRCq.q’3>p8Cq’,q> dgdgq’ = Tr Ap . c20d

O produto de Lie necessdrio para se obter a algebra

de Lie quantica £Q a partir de AQ e

(A,B1 = AB - BX ; c21d

a evolug3io temporal de o € entio dada por

aEm um estado quantico de minima incerteza o operador estatistico

Cmatriz densidade) &€ um operador de proje¢3o, i.e., representa um
estado puro. Nos estados puros as probabilidades associadas ao
sistema s3o consideradas, na interpretagio ‘ortodoxa’,
irredutiveis, em oposigio Aas misturas, onde aparecem também
probabilidades atribuidas normalmente A ignorancia sobre o estado

quantico de sistemas individuais. A este respeito veja-se Redhead

c1987>, p. 15.
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d g =cim'tp, M1 = -i (gH-Hpd , ca2>
dat h

onde H €& o hamiltoniano quantico do sistema descrito por B.

Se a mecaAnica quantica reduz-se A mecanica claissica
quando o valor .da constante de Planck tende a zero, € necessario
segundo Bruer transformar nesse limite a cinematica e a dinamica
quaAnticas em seus correspondentes clissicos, i.e., deve-se levar
g em L., e £ﬁ em £_. homomorficamente a4 medida que h tende a zero.

Q c C

Especificamente, a transformag3o entre &, e %_. deve levar:

Q C.
cid o produto em .ﬂanEo—comutativo) no produto em
dt(comutativo).
Eiid dp-/dt em dpsdt ,
Ciiid o trago X»B em um produto interno ACp,q2BCp,qg) sobre o

espago de fase bidimensional.

De acordo com ulhornCC18562, p. 873, a mecinica
cldssica pode ser entendida como uma teoria das transformagSes
candnicas no espago de fase, enquanto a mecdnica quantica trata
das transformag@es unitarias no espago de vetores de estado.
Embora estes dois grupos n3o sejam isomorfos, € possivel encontrar
subgrupos de cada um deles isomorfos entre si, e estabelecer desta
forma uma transformagio que conecte os espagos .ﬁc e JQI
UlhornCC1856D, PP- 89, 920 considera ent3o os ger adores
infinitesimais do grupoc de translag@es no espago de fase cliassico,
o grupo de Galileu, e os mesmos geradores infinitesimais
quianticos. Estendendo essa correspondéncia aos auto-vetores dessas
transformag¢gdes infinitesimais, obtém—se uma transformagao
conectando o espac¢o dos operadores quinticos e o espago de fﬁnqaes

de fase clidssicas: a regra de Weyl Cef. Ulhorn(C1856>, p. 94); a

transformacio correspondente encontrada por ele para a densidade
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de probabilidade é.~naturalmente. a fungio de Wigner.

O principal interesse de Ulhorn nesse artigo & a
determinag3io da conex3oc entre ﬁQ @ ﬁt. e do grupo de
transformagdes sob o qual a quantizag3oc € invariante, sempre'com o
objetivo de escrever a mecinica quantica no espago de fase. Ele
ignora por isso todas as criticas possiveis ao uso da fung3io de
Wigner com uma interpretag3c ‘cldssica’, como por exemplo a
existéncia de probabilidades negativas; € uUtil menciond-lo porque
o resultado obtido por ele €& demonstrado novamente por
Bruer((1984>, pp. 178-185), sem citd-lo, antes de investigar o
limite h-0. '

O ponto de partida do raciocinio de Bruer € que o
grupo de Galileu, enquanto grupo asstrato. possui diferentes
representagdes em espagos diferentes. E possivel portanto
encontrar—-se uma transformagdo conectando essas representagdes; um
operador deste tipo € chamado ‘intertwining operator’®, ou operador
de acoplamento, e deve necessariamente comutar com os elementos do
grupo. Além disso, visto que tanto a mecénica quantica quanto a
mecinica cldssica s%o invariantes sob o grupo de Galileu, a fung3o
escolhida para reduzir uma teoria a outra também deve ser
invariante sob este grupo. Esta € de fato uma das propriedades
utilizadas por 'O’Connell e Wigner((i881>, p. 145> para definir
univocamente a fun¢3io de Wigner. Ela aparece portanto como um
candidato natural a operador de acoplamento e, ao mesmo tempo,
como fungXZo de redugio. A demonstragio deste fato pode ser
encontrada nos trabalhos citados de Bruer e Ulhorn; veremos agora
como a fungio de Wigner satisfaz as condigSes (i) a C(iiid impostas
por Bruer sobre uma redug3o.

Para estabelecer uma redugido entre a mecanica
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quantica e a mecaAnica cl&dssica € necessirio encontrar alguma
relag3o entre suas estruturas que, como vimos, sZo diferentes,
apesar de po#éuirem em comum certas caracteristicas gerais. Essas
diferengas estpptur;is impedem uma correspondéncia biunivoca entre
os elementos das duas teorias que nZo acarrete uma relagio sem
sentido entre elas: este € o caso da prépria fungZio de Wigner, que
leva estados quanticos em estados ‘cldssicos’ com probabilidades
negativas. Isto acontece, segundo Bruer, porque essa fung3o
estabelece um isomorfismo entre uma representagio da mecanica
quan@ica e outra representagio equivalente. A solugfo encontrada
por ele € construir um homomorfisme entre a mecinica quantica e a
mecidnica classica, de maneira a anular as diferengas estruturais
entre elas transformando uma na outra.

A estratégia de Bruer para conseguir esse
homomorfismo consiste em tomar duas densidades de Liouville 2C(p,qgd
e olp,g) no plano de fase cldssico, aplicando a transformacgZo
inversa da fungi3o de Wigner para transformia-las em matrizes
densidade quénticas. Apds multiplicar os operadores resultantes,
Bruer aplica a transformagdo de Wigner ao resul tado para obter
novamente uma densidade de probabilidade no espago de fase
clidssico. O resultado dessa operagio € em geral diferente do
produto das densidades cldssicas correspondentes, como jid vimos no
exemplo do quadrado de um hamiltoniano apresentado na ultima seg3do
CequagBes 21-22D.

Contudo, neo caso limite em gue h tende a =zero a
fungio correspondente ao produto dos operadores quanticos &
idéntica ao produto das fung@es clidssicas correspondentes aos
operadores. A consideragio do limite classico (Ch=0) transforma

dessa maneira o isomorfismo realizado pela transformagio de Wigner
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em um homomorfismo, pois os operadores cujos correspondentes
cldssicos diferem por termos de ordem igual ou superior a h s3Zo
levados na mésma fungdo clidssica quando h = O.

Pgdemés resumir estes resul tados na seguinte
proposi;ﬁoa:

»Sejam oCqg, pd (=) oCq,p2 duas densidades de
probabilidade no espago de fase cldssico; sejam também
pCq’ g™ =W *oCq.pd) e oCq’,q™=W ‘oCq,pd as densidades quanticas
correspondentes segundo a transformag3oc inversa de Wigner W' Se
po é o produto das densidades classicas e po o produto dos

operadores quanticos correspondentes, ent3o:

PO = W 'Cpod + OCHD CId

C-i/1DCP0 - op) = W {p,o} + XK CIID
{...} = paréntesis de Poisson

55 + op = 2W *Cpod + och®d « CIIID

A equag3io I expressa o fato de que no limite
clissiceo © produto n3Eo-comutativo de operadores no espago de
operadores quinticos & idéntico ao preoduto comutative de fungSes
definido no espago classico. A segunda equagdo € a regra de Dirac,
estudada na seg¢3o anterior: as grandezas conservadas quantica e
classicamente s%o as mesmas, e o produto de Lie da 4lgebra
quantica £ .Ccomutador) transforma-se no produto de Lie classico de

Q
£t€paréntesis de Poisson). Finalmente, a igualdade III &€ também
uma conseqiiécia de I: no limite classico ngré‘igual a Wgs, e
ambos serZo levados no mesmo produto de fungfes clissicas.

Bruer consegue com este resultado estabelecer una

3Bruer61984). pp. 186-188; veja—-se a demonstragdo no apéndice II.
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relagio entre a mecanica quantica e a mecanica cldassica que
satisfaz, segundo ele, as trés condig@es formais Cid-Ciiid:
partindo da mecanica quantica obtemos uma teoria que possui a
mesma estrutura dé mecanica classica, i.e., uma teoria cujas
varidveis pOSSﬁem as mesmas propriedades das variaveis clissicas,
inclusive no que diz respeito a sua evolug3Zo temporal. Apesar
disso, € preciso verificar se a teoria obtida desta forma ¢€
realmente a mecénica cldssica, e n3o somente um formalismo com a
mesma estrutura. Em outras palavras, precisames verificar se n3o
se trata apenas de uma nova representagao de uma dlgebra de Lie,
dife;ente da mecéAnica classica.

Um empecilho possivel a essa identificagio jad foi
examinado anteriormente. Trata-se do fato de que a fung3do de
Wigner, apesar de real, n3co pode em geral assumir valores
positivos em todo o espago de fase. Se isto se repetir com as
densidades pC{q,p> utilizadas por Bruer, serd impossivel dizer que
no limite clidssico p{g,pd € de fato uma densidade de probabilidade
clissica. Ocorre contudo que no limite em que h tende a zero a
fung3o de Wigner torna-se positiva em todo o espago de fase4. Este
resultado, demonstrado por Leaf((1968), p. 72), € necessario para
que se possa interpretar p como uma densidade de probabilidade,
pois garante que tal interpretag3o nZo levarda a contradiges como
no caso da funcio de Wigner fora do limite cladssico.

Uma vez garantida desta forma a consisténcia da
teoria obtida, cabe perguntar se ela € de fato capaz de abranger

todos os resultados da mecanica cldssica. E impossivel, por

4Este fato, porém, nao € mencionado por Bruer!
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exemplo, obter-se uﬁa fungdo de onda gquantica cuja transformada de
Wigner reproduza um estado clissico que viole ;s relagdes de
indeterminagﬁb de Heisenberg5

Um estado puro classico € definido por Bruer como um
estado onde todas as varidveis dinAmicas de um sistema possuem
valores bem definidos. No espago de fase um estado deste tipo €
representado, para um certo instante de tempo, por uma fung3o
delta de Dirac: a probabilidade de se encontrar o sistema em uma
regifo do espago de fase € zero se essa regifo n3io contém o ponto
que representa o estado do sistema, e € igual a um se ela o

incluir.

A solugZio encontrada por Bruer para obter um estado
puro cldssico a partir da mecinica quantica consiste em aplicar a
transformacio de Wigner a um estado quantico adequadamente
construido, calculando em seguida seu valor gquando h tende a zero.

Seja a fungio de onda normalizada

12 ]2

1-4 172 | -
ywaq = [gﬁ] [IE] E!'lpc:q/‘h e [Cq qc)/bh

A densidade de probabilidade quantica ,a'Cq,q’) associada a este

230

estado &

pCq,q’d = yCqyx(g'd

7z . 1,242 , 1,242
_ _{? ] JiPLa—g d/h e—[Cq-qc)/bh ] e—[Cq -qc)/bh 1°. c243
n

1
—= .
calculandeo sua transformada de Wigner (Bruer(18984>, p. 194>

obtemos

slsto € uma conseqgiiégncia do fato de que a fung3do de Wigner deve

reproduzir os resultados da teoria quantica, onde n3o existem

estados fisicos reais que violem essas relagles.
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172
s » - 1 i ~
WBCa.a'> = Kapd = gp(E)  fda o' P2B[a-25a02G]
12 2 2 2 2
=2rmueacq a8 (I JURERY JER c2sd

A equag3io 2B reﬁresenta uma distribui¢io de probabilidade
gaussiana com seu valor maximo no ponto ch.pcj do espago de fase;
consideremos agora o seu limite cldssico. A medida que o valor de h
vai diminuinde, o fator 1/h a frente da equagio aumenta até
infinito. As exponenciais em q e p, contudo, diminuem muito mais
depressa, de modo que a densidade de probabilidade o(p,qd terd um
valor aprecidvel somente nas vizinhangas do ponto ch.pc). ou seja
quando diminuimos o valor da constante de Planck o estado puro
quantico se transforma em uma fung3do delta 6Cq-qc.p—péJ sobre o
espago de fase clissico;. Assim, a fung3oc de Wigner reproduz n3o
somente a estrutura algébrica cldssica, mas também seus estados
puros, no limite em que h tende a zero.

A andlise que acabamos de fazer permite responder
agora & terceira quest3o formulada no inicio deste capitulo, a
saber, se hid alguma relag3o entre a mecinica cldssica e a mecanica
quantica enquanto constru¢@es matemdticas abstratas. Os resultados
da secio anterior apontavam inicialmente para uma resposta
negativa , devido as diferengas estruturais entre as duas teorias.
Um estudo mais detalhad® revelou porém acima dessas diferengas uma
estrutura mais ampla comum a ambas as teorias, e da qual cada uma
delas & uma representagio distinta. O problema de estabelecer uma
relagZoc entre elas transformou-se ent3io na busca de uma relag3o
entre duas representa¢@es diferentes de uma dlgebra de Lie.

Construimos ent3oc com o auxilio da fung3io de Wigner
um isomorfismo entre duas representagBes da mesma dlgebra de Lie

quantica £.. Para obt=zr a paruir dela uma representag3o da 3lgebra

Q
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de Lie classica £c

de Planck 1 & igual a zero, e recuperamos o espago das fungSes de

consideramos © caso limite em que a constante

fase cléssica#, assim como a estrutura dindmica desta teoria.

A relag3o estabelecida desta forma consiste em um
homomorfismo entre as cuas teorias, isto é, uma relag3o
muitos—-para-um: varios operadores quanticos que diferem entre si
por termos multiplos de h ser3o levados por esse processo a uma
mesma fung3io classica. Obtivemos portanto uma resposta positiva
para a existéncia de uma relag3doc entre a mecanica quantica e a
mecinica classica enquanto teorias matemdticas abstratas. No
restante deste trabalho estudaremos o conceito de redugio
intertedrica a partir do ponto de vista da filosofia da ciéncia,
voltando depois a analisar os exemplos apresentados até agora sob
essa nova dtica, assim como as conseqgiiéncias desses exemplos para

a prépria visZo filosdfica.



4 - RedugZo entre a Mecinica Quantica e a Mecanica Classica 7
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4.1 - INTRODUGAO
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Ao longo dos trés capitulos anteriores, tentamos
esbogar um quadro geral sobre a relagdo entre a mecanica quantica
e a mecanica clidssica, sem entrar em uma discuss3io mais profunda,
do ponto de vista filosdfico, do conceito de redugdo, bem como de
seu papel na atividade cientifica. A raz3o deste procedimento fica
clara ao notarmos a quantidade e a variedade de relagSes
descobertas entre as duas teorias. Elas v3oc desde propostas
filoséficas, como o principio de Complementaridade, até relag@es
matemdticas abstratas como o resultado de Bruer, passando pela
resolugdo de problemas tedricos como auxilio de métodos de
aproximagiaolCmetodo WKBD.

Cada um daqueles resultados estabelece algum tipo de
ligag3io entre a meclnica quantica e a mecanica classica, mostrando
a existéncia de diferengas e semelhangas entre as duas teorias. O
estabelecimento de wuma relagido entre duas tecriaé nic basta,
contudo, para afirmarmos a existéncia de uma redugdo; tampouco

analisamos de maneira mais detida este conceito que, como veremos,
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€ ainda bastante éiscutido na literatura. Este capitulo sera
dedicado portanto a essa andlise, apds © que retomaremos os
resultados ja apresentados para avalia-los dentro deste contexto
filosdfico.

Uma das motivag@ies para o estudo filosdfico das
redugdes intertedricas € a sua ligag3do com o conceitoc de progresso
da ciéncia. Ao longo do tempo teorias cientificas jad aceitas s3o
substituidas por outras, modificadas, ou mesmo »englobadas* por
teorias consideradas mais gerais. Este processo deveria levar , em
principio, a um aumento do ‘conhecimento cientifico’, que pode
ocorrer por um aumento da evidéncia experimental tratada com
sucesso por uma teoria ou drea da ciéncia, ou por uma mudanga nos
conceitos utilizados por ela. Um conceito de-redugﬁo adequadamente
construido deveria servir neste contexto para apoiar a idéia de
que este aumento de fato ocorre Ce.g. Popper(1863), cap. 10].

A redugio aparece assim como uma das relagdes mais
importantes entre duas tecorias, e em geral pode ser entendida como
uma relagdo entre uma teoria e seu caso especial Ccf;
NicklesC1873), p. .81). Existem porém viarias formas de relacionar
uma teoria a seus casos especiais; uma determinagdo mais precisa
do conceito de redug3o pode ent3ioc ser obtida pela imposig3io de
condi¢®es, formais ou n3o, sobre essas relagBes, de maneira a dar

conta do papel da redug3o na pesquisa cientifica e na avaliag3o de
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1
seu progresso .

Antes de continuar & necessario contudo um
esclarecimento sobre o uso das express@es ‘redugio’, ‘reduz-se a’
e tecria ‘reduzida’ e ‘redutora’, as quais apresentam o

inconveniente de mudar de significado de acordo com a situagio em
que s3io utilizadas. Assim diz-se por exemplo que "a dtica
geométrica reduz-se ao eletromagnetismo®“, e que »a teoria da
relatividade restrita reduz-se a mecanica cla’.ssica“a

No primeiro exempl o a teoria menos ‘geral’
C‘reduzida’) reduz-se a uma tecria mais ‘fundamental’
C'redutora’), enquanto no segundo caso acontece o inverso. Esta
diferenca € resultado de certas caracteristicas das redugdes
mencionadas, que ser3o estudadas em seguida. Entrementes, para
evitar confus@es devidas ao uso de tais expressdes, elas seri3o
substituidas por ‘teoria primdria Ti® e ‘tecria secunddria Tz2’.

Qualquer gque seja o caso de redugioc estudado, diremos que a teoria

jDeve—se distinguir entre condig¢@es sobre a redugido e relagdes de
reducio. Nos trés capitulos anteriores vimos varios exemplos de
relag@es formais e n3Io—formais entre a mecanica gquantica e a
mecinica clidssica. O objetivo da imposig3o de condig¢gles formais ou
nio-formais sobre tais relagdes € exatamente determinar quais
dentre as relagdes possiveis entre duas teorias s3o de fato
rel ag@es de redug3o.

aBruerC19823 identifica esta mudanga ao uso feito destas
express@es por fildsofos e cientistas. Ela tem porém uma origem
mais profunda, como mostram os dois exemblos apresentédos. que s3o

utilizados nessa forma tanto na filosofia da ciéncia quanto na

pesquisa cientifica.
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primaria Ti1 e mais ‘geral’ ou “‘fundamental’ que a teoria
secundaria Tza. que € normalmente considerada um ‘caso especial’
da primeira. Feita esta ressalva, passaremos agora a um estudo
mais detalhadok do conceito de redugdo e de sua aplicagdio as
relagdes entre a mecanica quantica e a mecanica classica ja

apresentadas.

3E.m um sentido amplo, poderiamos dizer que 'Ti explica T2’. N3o
pretendemos contudo entrar em uma discussdo do conceito de
explicag3o, que é por si sé bastante controvertido. Para um estudo

recente desta nog3o veja-se Salmon(18984D.
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4.2. - A VISAO RECEBIDA
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Uma das primeiras andlises da redug3do e de sua
ligag3io com o progresso da ciéncia foli apresentada por Kemeny e
Oppenheim(1956>. De acordo com estes autores uma relag3o entre a
teoria primdria Ti1 e a secunddria Tz € redutiva se:
1> T1 explica ou prediz pelo menos os mesmos dados
observacionais tratados por Tz,

22 Ti tem peloc menos o mesmo poder de sistematizag3o de Tz, e
32D T2z contém termos tedricos que n3io aparecem em Ti.

A idéia de progresso subjacente a esta nog3ao de
redugio estd vinculada a capacidade das teorias envolvidas de
explicar ou predizer certos fendmenos. Nos casos de redugdaoc os
dominios de duas teorias distintas se sobrepSem, e pode-se ent3o
falar de um progresso na sistematizagio de dados observacionais.
Além das possiveis criticas contra as concepg@ies positivistas
implicitas nesta definigdo — e.g. a nog3do de c:lr::rmin.i.a:::j — os

critérios de Kemeny e Oppenheim nZo levam em consideragdoc a

lPara uma analise bem conhecida desta nogdo veja—-se Shapere(1869D.
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possibilidade de um progresso conceitual da ciéncia. Com efeito, a
maioria dos exemplos padrd@es de redugio — meclnica cldssica -
tecria da re;atividade. termodinamica - mecanica estatistica —
envol ve n3o somente a recuperagio de predi¢@es mas também relagSes
tedricas e, em: alguns casos, redugio ontoldgica. Por outro lado,
esta vis3Fo tampouco .dé conta do papel da redug3do na pesquisa
cientifica, onde seu uso quase sempre envolve mais que a simples
sistematizagio de dados observacionais.

O mais conhecido expoente da vis3o tradicional de
reducio € Ernest Nagel, que apresenta uma andlise mais sofisticada
deste conceito — que inclui a analise de Kemeny e Oppenheim — no
capitulo XI de "The Structure of Science®“ (Nagel(1861). A
principal motivagioc de Nagel para levar a cabo seu estudo das
relagBes entre teorias &, como veremos, o carater unificatdrio de
certas reduqaesa. Este aspecto da redugio intertedrica aparece na
histdria da ciéncia como uma absorgio de uma teoria C(secundariad
por outra Ca teoria primariad,que possui em geral, mas n3ao Sempre;
um dominio mais amplo que o da teoria absorvida. A idéia € que a
teoria primdria deve ser capaz de explicar a secundaria, de tal
maneira que esta pode ser considerada como um caso especial da
primeira aplicada em seu dominio C(cf. seg. 4.12. Nagel entende por
explicagio a dedugio ldgica a partir da teoria primaria dos
teoremas e endnciados da teoria secundaria, ©o que o leva a
distinguir dois tipos de redugio, homogénea e heterogénea.

Dado que &€ impossivel construir uma dedugio ldgica

cujas conclus@es contenham termos gque n3o aparecem em suas

aEsLé incluida aqui uma certa nog3o de progresso, gque aparece
implicitamente em suas condig¢8es nIo-formais sobre a

redugio CNagelC18961>, pp. 328-333D.
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premissas, o estabelecimento de uma relagdo entre duas teorias
passa por uma consideragio dos termos empregados por elas. Nos
casos em que a teoria primaria contém em seu vocabuldrio
descritivo todo © ‘vocabuldrio da teoria secunddria a redugio &
chamada por Nagel de homogénea. Um exemplo simples de redugi3o
homogénea bem sucedida, segundo ele, € a explicagdo com o auxilio
da mecinica newtoniana das leis do movimento de queda livre de
Galileu.

Existem porém casos de redug3o entre teorias que n3ao
partilham um vocabuldrio comum, por exemplo a relag3do entre a
mecAnica cldssica e a termodinamica, que € utilizada por ele para
um estudo das redugB®es chamadas heterogéneas. A estratégia de
Nagel para tratar os casos de redugido heterogénea consiste em
transformar essas redugdes em redugdes homogéneas. Para isso ele
propde, apds uma analise geral da estrutura das teorias
cientificas, duas condi¢Bes formais nedessirias ac estabelecimento
de uma redugio:

1 - Condig¢3io de Conectabilidade

Devem introduzir-se suposi¢@es que relacionem o
termo ‘A’ — presente na teoria secundaria e ausente na primaria
— com termos tedricos pertencentes a teoria primaria. Um exemplo
deste proﬁedimento € a identificag3io entre ‘temperatura’ e
‘energia cinética media’ na redug3io termodinamica-mecanica
classica.

2 - Condig3o de Dedutibilidade

Da conjungdo da teoria primdaria com as suposigdes
necessarias para satisfazer a condig3o de conectabilidade deve ser
possivel deduzir as leis e teoremas da teoria secundaria.

A condig¢Zo de conectabilidade aplica-se
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automaticamente as redugdes homogéneas, visto que nesses casos a

teoria primdria ja contém todo o©o vocabulario descritivo da

secundaria. Ao ser aplicada as redugdes heterogénesas esta condig3io

tem o efeito de transforma-las em redugdes homogéneas que, no

entender de Nagel. nio apresentam problemas especiais. A

satisfag3o da condig3ao de dedutibilidade indica ent3o a existéncia
de redug3do entre as teorias tratadas.

As suposigdes utilizadas no preenchimento da

condig¢3o, por sua vez, podem ser de tres tipos

CNagelC1961),p. 325):

cid ConexBes ldgicas entre os significados das expressSes das
duas teorias. Neste caso afirma-se que ‘A’ estid logicamente
relacionado com *‘B’, de modo que o significado de ‘A’ definido por

sua utilizagzo na teoria secundaria possa ser traduzido em termo
da utilizag3o de ‘B’ na teoria primdria.

L1313 ConvencSes criadas por um ato deliberado. Estas
convenc3es aparecem como definig¢@es coordenadoras, e o significado
de ‘A’ n3Io precisa ser analisado em termos das express@es tedricas
da teoria primdria. Assim, se ‘A’ € um termo de observag3io da
teoria secunddria a definigfo coordenadora atribui uma certa
significagio experimental a certas express@es tedricas da teoria
primaria.

Ciiid Vinculos factuais ou materiais. As suposig@es ligando as
duas teorias estabelecem que a aparig¢Zo do ‘estado de coisas B’ na
ciéncia primaria e condigao suficiente Cou necessaria e
suficiente) para a aparigZo do ‘estado de coisas A’ na ciéncia
secunddria. O ponto fundamental € que neste caso € necessario
determinar de maneira independente a aparigZo de cada um dos

testados de coisas’, devendo-se recorrer a Jjuizos empiricos para
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apoiar o vinculo factual proposto.

Embora o primeiro tipo de conex3Io §eja facilmente
1dentificével_ac se empreender uma redu¢3o entre duas teorias, nem
sempre € possivel distinguir entre os vinculos (Ciid e (iiid. O
exemplo escolhido por Nagel € a identificag3o entre a energia
cinética meédia e a temperatura na dedugio, a partir da mecanica
classica, da lei dos gases ideais de Boyle. Podemos neste caso
partir de um cdlculo tedrico no qual se identificam diretamente a
energia cinédtica média e a temperatura, com o que estabeleceriamos
uma conex3o do segundo tipo entre as duas teorias. Por outro lado,
pode-se também estabelecer uma ligag3io entre elas atfavés dos
outros conceitos, pressio e volume, envolvidos na lei de Boyle, e
em seguida verificar que a energia cinética media obtida
teoricamente possui as mesmas caracteristicas da temperatura, com
o que estabeleceriamos um vinculo redutivo factual.

Nagel tem plena consciéncia deste fato, mas nZo lhe
atribui maior importéancia. O essencial, seguﬂdo ele, € vincular de
alguma forma os termos tedrios das duas teorias, de maneira a
possibilitar a dedug3io ldgica de uma delas a partir da outra, em
conjung3o com as hipdteses que ligam seus termos. Assim, no caso
da lei de Boyle, o importante & vincular a temperatura e a energia
cinética média; a andlise de Nagel € relevante na medida em que
mostra que isto’nﬁo € possivel a partir da simples analise logica

dos conceitos envolvidos.

Por outro lado, a simples satisfag3o das condigfes 1
e 2 n3c &€ para ele evidéncia suficiente para a aceitagio de uma
relag3o intertedrica como sendo uma redugido: estas condigBes n3o
s¥o capazes de distinguir entre relagdes triviais e ‘realizagles

cientificas valiosas’Ccf. n.l1 desta seg3io)d. Devido a este problema
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Nagel acrescenta as suas condi gBes formais uma condig3o
niao—-formal. De acorao com ele, as suposigdes tedricas da teoria
primiaria n3o podem ser meras hipdteses ad hoc: elas dever3o
receber apoio de juizos empiricos que possuam algum grau de forcga
confirmatdria. . Uma vez satisfeita esta condig3do, e asl duas
condi¢®es formais, ficard caracterizada uma redug3o intertedrica.

O ponto de vista de Nagel sobre a redugio pode ser
criticado de varias formas. Por um lado suas condig¢g@es sobre a
redug¢3o s3Fo em alguns casos fortes demais, n3o podendo ser
consideradas necessdrias; em outras situa¢®es, pelo contrario,
elas. n3o s3o suficientes para excluir relagdes intertedricas:
normal mente consideradas como pseudo-redugBes. Veremos a seguir
exemplos dessas situag®es, antes de passar a outras criticas.

Uma das criticas mais conhecidas a nog3oc de redug3c
de Nagel € que em quase todos os casos de redugdo as teorias
envolvidas s3Zo logicamente incompativeis, o que impede a dedugdo
das leis da teoria secunddria a partir da teoria primaria Ccf.
Feyerabend(19622D. Um exempl o disso = apresentado por
FriedmanCC1982), p. 240 e diz respeito, ironicamente, a relagdo
termodinamica—-mecinica cldssica: enguanto esta udltima teoria &
reversivel, a termodinamica trata também de processos
irreversiveis, que n3o podem portanto ser deduzidos da mecanica
cldssica.

A forma mais comum de tratar este problema consiste
em afirmar que, apesar desta incompatibilidade ldgica, a inclus3o
de certas hipdteses — hipdtese ergddica, exclus3io de conjuntos de
Lebesgue de medida zero — € suficiente para a dedugdo, Nas
palavras de Sklar(C1873>, p. 209,

»The actual distritution of initial states is such
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that the calculations done by the Gibbs method, with the natural
probability distribution over the ensemble and the natural
reduction to phase-averages, "works®“. This is a matter of fact,
not of law. These »facts* explain the succes of the Gibbs method.
In a clear sense they are the only legitimate explanation of its
success. “

A conseqiiéncia de aceitar este tipo de tratamento &
que a verdade dos teoremas da termodinamica passa a ser uma
questio ‘de fato’ e ndo ‘de lei’, devido as suposigdes factuais
necessarias a sua dedugfio. A redugio da termodinamica a mecanica
nio seria entio a redugio de uma teoria a outra no sentido de
Nagel, mas apenas a explicagdo de um conjunto de generalizaqéﬁes
factuais por meio de uma teoria. Uma outra alternativa a vis30O de
Nagel, sugerida em Schaffner(1867), Idefiniu a redug3doc como a
dedug3io légica de uma ‘teoria secunddria aproximada corrigida’ Tz
a partir da teoria primdaria Ti, onde T2 € ‘andlcga’ a teoria
secundiria Tz. Qualquer que seja a solugio escolhida o exemplo
acima mostra que as condig¢des de Nagel s3o fortes demais, levando
A exclusio até mesmo do caso considerado por ele um paradigma de
redugidoc bem sucedida.

Por outro lado essas condigBes s3o em alguns casos
insuficientes; um exemplo simples aparece na relagdo entre a
teoria cindgtica dos gases e a mecinica cldssica. Em sua anidlise
deste caso de redugio Nagel((18961>, pp. 315-317> divide a teocria
cinédtica em trés componentes distintos: um conjunto de hip::’:tfeses
sobre a estrutura da matéria, suposi¢@es de cariter estatistico, e
as leis da mecanica classica. Se esta divis3do for considerada
correta, entioc &€ possivel deduzir a partir da teoria cinetica dos

gases as leis da mecanica classica, visto que estas leis est3o
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incluidas na teoria. Este fato mostra que as conéigaes de Nagel
nio s3io capazes de distinguir uma redugido entre teorias da
aplicag3do de uma teoria a um certo dominio.

Um cgtro exemplo desta insuficiéncia € apresentado
em SklarCiS867), desta vez em ligag3o com as éentencas
correlatdrias necessarias as redugdes heterogéneas. Segundo a lei
de Wiedemann-Franz a razio entre as condutividades térmica e
elétrica em um metal & igual a sua temperatura absocluta T
multiplicada por uma constante. Dada esta lei, poderiamos
construir um bicondicional ligando os vocabuliarios das teorias da
condutividade elétrica e da condutividade térmica nos metais:

»A condutividade elétrica de um metal € o &= a sua
condutividade térmica & oT(x constanted.

Este bicondicional permite deduzir a partir'da teoria da condug3o
elétrica alguns resultados da teoria da condug3do térmica, de uma
forma que satisfaz as condigBes de Nagel (inclusive a condig3o
nZo-formal). Esta dedugioc nio pode contudo ser considerada uma
redug3ic entre teorias, e as condig8es utilizadas se mostram

novamente insuficientes para exclui-la.

As criticas apresentadas acima contra a visZo de
Nagel dizem respeito principalmente aos casos de redug3ao
heterogénea. Uma critica contra a possibilidade de redugdes
homogéneas € feita por Kuhn(C1862), caps. 9,113, e decorre do fato
de que tais redug@es envolvem quase sempre teorias que se sucedem
no tempo. Nestes casos, embora a teoria primaria conserve os
termos tedricos da teoria mais antiga C(secundariad, estes termos
possuem significados diferentes nas duas teorias, o que implica,
segundo ele, que ambas dizem respeito a vis@es de mundo

‘incomensuriveis’. Este fato ja era do conhecimento do prdprio
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Nagel, que comenta a recuperagio das leis do movimento de queda
livre de Galileu a partir da mecinica newtoniana dq seguinte forma
CNagel(1861>, p. 313D:

e la reduccidn no da origen, tampoco, a problemas
légicos especiales, aunque de hecho produjo una revolucidn en la
vision del mundo que poseian los hombres. “

Este ponto de vista foi também desenvolvido por Feyerabend(C1965),
p. 1800, que adotou a vis3do de que

»* ... the meaning of every term we use depends upon
the theoretical context in which it occurs. Words...obtain their
meaning by being part of a theoretical system. *

Portanto, uma mudanga de contexto tedrico implica uma mudanga no
sentido das palavras usadas nesse contexto.

Os pontos de vista de Kuhn e Feyerabend fazem parte
de suas vides sobre a natureza da ciéncia, que diferem bastante da
visZo de Nagel. Elas baseiam-se, como € bem conhecido, em uma
cr3tica a disting3o positivista entre | termos tedricos e
observacionais, e na existéncia de uma carga tedrica
C(*theory-ladenness’) inerente aos procedimentos de observagio que

impossibilita a comparag3do de teorias sucessivas. Estes pontos de

vista foram alvo de muitas criticas, e n3oc vamos discuti-las com

mais detalhes aqui. Para uma revis3o deste assunto veja-se
Suppe(189877); ‘uma discuss3o critica do conceito de
‘theory-ladenness’, no contexto de um estudo da epistemologia do

experimento. € apresentada em FranklinC18986D.

As criticas apresentadas acima contra a vis3do de
Nagel podem ser resumidas da seguinte forma. Em primeiro lugar
suas condi¢®es nFo s3Fo suficientes para a exclus3o de certos casos

de falsas redugdes possiveis, como no exemplo da lei de
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Wiedemann-Franz. Por outro lado estas mesmas condig¢g@®es n3Fo deixam
espago a mudangas e corregdes de teorias cientificas, alem de
apresentarem uma tendéncia a confundir teorias e ra;luos da ciéncia.
Estes fatos mostram a necessidade de uma revisio dos pontos de

vista mais antigos sobre a redugio; os resultados mais recentes

neste sentido s3o o assunto da préxima segZFo.
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4.3 - A NOVA VISAO DA REDUGAO
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Os trabalhos filosdficos mais recentes sobre o
problema da redug3o apresentam um profundo afastamento da vis3o
tradicional de Nagel. Em vez de apresentar critérios para a
redug3o, autores como SklarCl967) e Nickles(1972) preferem
analisar e classificar as varias maneira‘-s como ela aparece e &
utilizada na histdéria da ciéncia. Este novo tratamento do problema
aparece de forma mais clara em Nickles(l1973). Neste trabalho o
autor retoma e desenvolve uma distingdo entre dois tipeo de
redugio, chamados por ele de Redugiol e Redugio=2, introduzida em
seu artigo anterior.

Nétamos na introdugio deste capitulo que a express3ao
‘reduz-se a’ tem significados diferentes segundo as tecrias
envolvidas na redugfo. Assim dizemos em algumas situagdes que a
teoria primdria Ce.g. a relatividade restritad ‘reduz-se a’ teoria
secunddria C(meclnica classicad, enquanto em outros casos € a
téoria secundaria (Ce.g. termodinamicad) gque ‘reduz-se a’ teoria

primiaria Cmecdnica cldssicad. De acordo com NicklesCC1973>, p.181D
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este fato aponta a existéncia de duas tradig®es distintas no

estabelecimento de redug@es entre teorias, que se reflete na
disting3o feita por Nagel entre redugdes homogéneas e
heterogéneas.

Tomemos inicialmente os casos chamados por Nickles
de redugfiol. Um paradigma deste tipo de redugdo € a relagido entre
a termodindmica e a mecinica classica; nestes casos a redugio &

quase sempre dedutiva (no sentido de Nageld, e envolve sobretudo

uma consolidagdo do esquema conceitual da ciéncia. Esta
consolidag3io aparece come uma economia conceitual — menos
soposigBes tedricas independentes — ou ontoldgica, ou ambas. A

redug3ol pode envolver também a wunificagio de duas areas de
pesquisa anteriormente separadas, i.e. ela leva a uma combinag3o
de dominios distintos, e requer correlagdes como aquelas propostas
por Nagel para ligar os vocabuldrios descritivos das duas teorias.

A segunda tradig3o reducionista encontrada por
Nickles € a redugio entre teorias que se sucedem no tempo. Nestes
casos n3o se pode falar em dedugZio ldégica no sentido estrito, pois
como vimos a teoria primaria € gquase sempre logicamente
incompativel com sua antecessora. O exemplo escolhido por
NicklesCC1973), p. 182) € a fdrmula do momento relativistico Cm0=
massa de repouso)

p = mov/c1—v2/c2>“2 . €53
No limite em que v tende a zero esta equagio se’

transforma na férmula classica do momento, p=m_v ; a redugio2 pode

ent3Zo ser entendida como uma transformagio da teoria primdaria na

teoria secunddaria. J3a wvimos um exemplo semelhante no caso das
transformag@®es de Galileu e de Lorentz. Ambos os exemplo

apresentam uma caracteristica da redugd3o2 que a distingue da



138
redugiol, a saber, o uso de limites e aproximagdes. Neste tipo de
redugfo diz-se normalmente que a teoria primdrio reduz-se a teoria
secundaria, enquanto gque nos casos de redugdol € a teoria
secundiria que se reduz a primdria.

Nickles chama a redugdol de dominio-combinante e a
reducioz2 de dominio-preservante; esta ag3do diferente sobre os
dominios das teorias reflete-se por sua vez nos papéis destes dois
tipos de redug3io na pesquisa cientifica. A redugiol proporciona
economia tedrica C(ontoldgica e-sou postulacional)l atraves da
explicag3o da teoria secundaria, que € realizada de uma sé forma
pela redug3o.

A redugio2, pelo contriario, n3oc envolve economia
postulacional ou ontoldgica; seu papel na pesquisa cientifica é
sobretudo heuristico e justificatdrio. Heuristico, porque a idéia
de se recuperar a teoria antiga no ‘limite classico’ serve como um
guia na construg®o da nova teoria. Justificatdrio, porque essa
recuperagio transfere a nova teoria a evidéncia corroborativa da
teoria antiga. Esta justificagZio, por sua vez, pode ocorrer de
varias formas, segundo a situagZo fisica ou limite escolhido,i.e.
a redugioz2 envolve varias relag@es intertedricas distintas, ao
contrarioco da redug3dol. Dada a sua importancia, estas duas
caracteristicaslda redugioz2 merecem um maior esclarecimento.

O ponto de vista tradicional sobre a disting3o
heuristicosjustificatdrio estabelece uma separag3o entre estes
dois conceitos na qual a heuristica € muitas vezes relegada ao
dominic da psicologia, nZEo sendo considerada merecedora de uma
andlise filosdfica Ce.g. PopperC1859), p.31D. Entretanto, uma
visZe contraria tem sido desenveolvida por fildsofos como

Post(1971) e o prédprio Nickles. Segundo estes autores, embora n3ao
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se possa encontrar um mecanismo ‘algoritmico’ para a descoberta
cientifica, existem certos procedimentos de construg3io de novas
teocrias que envolvem algo mais que simples tentativa e erro
CPost(C1971), p. 218). Sua tese é de que existem certas restfigaes
impostas A constru¢3o de teorias novas pela teoria disponivel, que
aparecem na forma de relag¢gdes intertedricas (n3o necessariamente
satisfeitas) que guiam o processo de descoberta. Post analisa em
seu trabalho uma série de rela¢@es possiveis deste tipo, das quais
a mais fﬁndamental € o chamado Principio de Correspondéncia Geral
Ccf. Nickles(C1988), p.27). Segundo este critério qualquer teoria
nova Ti deve dar conta do sucesso de sua antecessora . Tz
‘degenerando’ naquela teoria nas situag@es em gJue Tz era
corroborada. A satisfa¢Zo deste principio, por outro lado, @&
entendida por Nickles como uma justificativa para Ti, isto €, a
evidéncia favordvel 4 teoria secunddaria passa a corroborar a
teoria primaria

Estas caracteristicas da redugfiic levaram Nickles a
substituir, em seu trabalho mais recente (NicklesC188813), a
distingZo entre redugic 1 e 2 por quatro outras distingSes,
baseadas na fung3o preenchida pela redugic e na forma como €
realizada.

A primeira distingdo feita por ele, jd mencionada em
seu trabalho dé 1973, diz respeito a relagio entre os dominios

das teorias envolvidas. Segundo este critério uma redug3o

1NicklesC1984.19873 termina por eliminar a disting3Zo
heuristico/justificatdrio; este ponto de vista € contudo bastante

controvertido, e n3o serd mais discutido aqui.
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intertedrica pode ser dominio-combinante, nos casos em que dois

dominios estruturados distintos s%o unificados sob uma dunica
, B : ; :

teoria , como na redugdo da termodinamica a mecanica. Por outro

lado, € possivel que a teoria primdria apenas conserve o dominio

da secundiria, o que ocorre scobretudo nos casos de redugio entre

teorias sucessivas. Nestes casos de redugio dominio-preservante o

papel principal da redugio € heuristico, durante a elaborag3o da
nova teoria, servindo depois disso para justificar a substituig3o
da teoria antiga. J3a as redug@es dominio—-combinantes possuem um
carater emi nentemente unificatdrio, decorrente da . prépria
existéncia de dois dominios3

A andlise da forma das relag@es entre as teorias
decorrentes da realiza¢Zo da redugfo permite a construgdo de uma

segunda distingZo, entre redug3o consolidatdria C(c-redugdod) e

transformatria C(t-redug3iod. 0O exemplo <cldssico de redugdo

transformatdéria e aquele em que uma teoria sucessora T1
‘transforma-se’ em sua antecessora Tz em algum tipo de limite (o
‘limite cldssico’). Segundo Nickles (C1988), p.B54. it.or.>D

»It is reduction en the broad but basic sense in which

performing a certain operation on an item reduces it to another,

2 : ; ; . )
Shapere foi o primeiro a analisar de maneira profunda essa nog3o

de dominio cientifico, colocando—a em um lugar central do estudo
das teorias cientificas C(ShapereCl19723). A quest3o da natureza de
tais dominios e da forma como sZIo estruturados ou organizados
ainda n¥o foi contudo esclarecida.

3Naturalmente qualquer redugio deve preéervar dominios, em algum
séntido. A redug3o dominio preservante deve portanto ser entendida

como ‘meramente’ dominio preservante.
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i.e. transforms it into another Cor another form of itself —
there may be an implicit continuity of underlying ‘substance’).
A t-redug3o n3o se limita a operagB@es de tomada de limite, podendo
incluir também.idealizaqaes e técnicas de aproximag3io. Este tipo
de redug3o € dificil, no caso de grandes teorias, em sua forma
pura; ele € mais comum em redug®es locais, i.e. em pequenas areas
de contato entre os dominicos das duas teorias.

A distingZo entre c—redug:gol e t-redug3io aparece
sobretudo nas relag@es entre as teorias ligadas por elas. Nos
casos de redugdo consolidatdria a teoria secunddria € absorvida
pela tecria primdria, e ambas s3o logicamente compativeis.- A
redugio implica ent3do uma economia potulacional e ontoldgica, e
boas razdes para aceitar Ti s3Zo também boas razdes para aceitar
Tz. Na redug3o transformatdria acontece o inverso: a teoria
primdaria substitui a secunddria, pois ambas s3Zo logicamente
incompativeis. Ao contrario da c-redugdo, a evidéncia em favor de
Ti1 n3o serve para corroborar Tz, nem tampouco existe economia
postulacional ou ontoldgica.

Nickles distingue ainda as redugdes homogéneas e
heterogéneas, que j3a haviam sido propostas por Nagel, e dedutivas
e n3o-dedutivas. As redugBes dedutivas sZo aquelas em que a teocria
secunddria €& uma coseqiiéncia ldégica da teoria primaria, e €
possivel principalmente nos casos de redug3o consolidatdria. O
conceito de redugfio nFo-dedutiva € proposto por ele como uma
resposta as criticas contra o uso de limites, aproximagdes e
idealizag¢Bes. Nestes casos, segundo Nickles, n3io se pode falar em
dedugZio estrita, mas apenas em um tipo mais amplo de dedugZo
Cderivac3iod) no sentido de ‘tomar Calgumas) conseqiiéncias ldgicas’.

A principal vantagem das redug@es n3ao-dedutivas, e tambem das



142
transformatdrias, € que ambas sZo imunes as criticas de Kuhn e
Feyerabend sobre a mudanga de significado e a inbompatibilidade
légica, que s3o eliminadas pela transformagio da teoria e pela
nﬁo—dedutividade estrita da relagfo de redugio.

Nickles deixa em aberto a questio da superposigio ou
equivaléncia das quatro novas disting@es propostas, que exigiria
um estudo detalhado de casos histdricos. Todavia, quase todas as
redugBes transformatdrias ser3do também nio-dedutivas, o que pode
levar 4 equivaléncia destas duas classificag@es. Para que isso n3o
acontega, e possamos falar de redugdes transformatdrias dedutivas,
podemos reinterpretar essa transformagZo retirando-a da ‘dedug3o’
e colocando—-a no nivel interpretativo: ao realizar uma redugio
entre teorias que se sucedem no tempo ignoramos momentaneamente as
diferengas conceituais entre elas ao analisar os resultados
obtidos. E este de fato o procedimento do cientista quando compara
duas teorias, sucessivas ou n3io. Assim, ao comparar as predigfes
da velha teoria quantica e do eletrcmagnétismo classico, na regi3o
de altos numeros quanticos, Bohr deixa de lado o aspecto
interpretativo para fixar-se nas predigBSes das duas teorias. Ele
estd contudo plenamente consciente deste fato, e nota que apesar
de sua equivaléncia empirica as duas teorias pressupdem processos
fisicos diferentes. A nogZic de redugio transformatdria mantém
dessa forma suas caracteristicas e sua importincia.

Existe ainda uma caracteristica dos casos de redug3o
nZ¥o-dedutiva, homogénea e transformatdria que ja foi mencionada
por alto ao falarmos da redugfio2: a maioria das redugdes deste
tipo ser3o redugBes parciais, pois dado seu cardter nZo-dedutivo
ni¥o existe em geral uma absorg¢Zio da teoria secunddria pela teoria

primiaria, mas somente uma série de relag@es locais entre ambas. A
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classificag3o de Nickles exige portanto a aceitagdo deste conceito
— que ele n3Ioc analisa mais profunaamente — como um tipo valido
de redug3o.

Q estﬁdo feito até agora dos conceitos e formas de
redugao levcu—ﬂos ao abandono de certas exigéncias em favor de uma
vis¥To mais neutra, de andlise das possiveis relagd@es entre
teorias. Apesar de esclarecedor, um ponto de vista como este pode
obrigar—-nos a incluir entre as redugdes relagdes intertedricas
normalmente n3o consideradas como tais Ce.g... a lei de
Wiedemann-Franz na seg¢fo anterior).Uma possivel solug3do para este
problema € a imposigZo de condigBes n3o-formais sobre a redugdo,
como no caso de Nagel. Um outro exemplo s3o as condig¢g@es propostas
por GlymourC1870) e utilizadas por Bruer(1982) em sua analise da
relaciZo mecinica quantica-mecanica classica:
ci> A redug3oc deve mostrar como e onde a teoria secundaria

era bem sucedida, em termos da teoria primaria.

L 55 A redugio deve unificar a tecria fisica, no sentido de
levar a uma economi a ontoldgica e/ou postul aciconal CEfi
SklarC18672D.

A condigZo (i) acima €& uma formulagio do principio
de correspondéncia geral, e se aplica sobretudo aos casos de
redug3o heterogénea consolidatdria; o mesmo pode ser dito de Ciid,
que exige de fato algo que € caracteristico dessas redugBes. A
satisfagio destas condig®es € porém muito dificil no caso das
redugdes entre teorias sucessivas, gue serdo duase sempre
parciais, e n3Io levam necessariamente a uma economia postulacional
ou ontoldgica. Glymour e Bruer est3o de fato tratando da redug3o
no velho esquema de Nagel, que exclui sistematicamente os casos de

redugio parcial e aproximagBes. Logo, mesmo que tais exigéncias
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sejam algumas vezes -satisfeitas — o que € sempre positivo para a
redugio — elas n3io podem ser consideradas necessarias no interior
da nova vis3o de Nickles.

Por outro lado, a possibilidade de utilizar limites
= aproximaqﬁe; nas redugdes n3o-dedutivas pode levar a uma
trivializag3o dessas relagfes. Nickles((1973>, pp. 1897-201> nota
essa possibilidade, e conclui que uma redug3do valida n3oc pode
incluir a considerag3o de casos limite sem sentido fisico, i.e.,
para ele um caso limite n3o deve supor a variagao de.uma constante
numeérica Ce, nem situagBes fisicas inatingiveis Ce.qg.
températuras infinitas). N3o discutiremos aqui a validade deste
ponto de vista. Devemos notar, contudo, que para muitos cientistas
€ correto falar-se em limites de certas constantes como a
velocidade da luz e a constante de Planck, na medida em que elas
s3io t3o importantes que passam a caracterizar as teorias em que
sXo utilizadas (veja-se o cap. 3). Por outro lado, em teorias
formul adas matematicamente tais limites podem levar a uma
compreens3Zo mais profunda de suas estruturas ldgico-matematicas,
como nos trabalhos de UlhornC18956> e Bruer(1982D.

Un outro tipo de trivializagZo possivel € o
estabelecimento de uma ligag3o entre duas teorias atraves de uma
lei empirica como a lei de Wiedemann-Franz, o que pode permitir a
uma das teorias a predigido de certos resultados experimentais
tratados pela outra. Para excluir estes casos, queremos propor
agora duas condigBes necessdrias a definigdo de uma relagio
intertedrica como sendo redutiva:

I As conclusd®es da derivagZo utilizada no estabelecimento de
uma reducfo nIo podem aparecer entre as premissas dessa derivag3o.

Il Em uma redugioc entender-se-3a por ‘teoria primaria’ somente
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as teorias , leis ou hipdteses estritamente necessarias A
derivagio.

A exigéncia I acima impede que da conjungio de uma
teoria com uma lei de outra, ou uma lei experimental como a lei de
Wiedemann—Frané} seja deduzida a mesma lei (Cou uma conseqgiiéncia
dela), criando um vinculo n3Io-redutiveo entre as duas teorias. A
segunda condigdo C(IIJ restringe o uso da express3o ‘teoria
primiaria’ de forma a evitar que no caso de uma lei empirica
ligando resultados experimentais pertencentes a dominios de
teorias distintas, a conjungio da lei empirica com uma dessas
teorias permita a predig3do de resultados experimentais relativos
ao dominio da outra.

Vejamos como estas condig@es se aplicam a lei de
Wiedemann—-Franz. Em primeiro lugar esta lei n3o pode ser obtida a
partir de nenﬁuma das duas teorias (da condutividade térmica e da
condutividade elétricad; ela n3oc pode portanto aparecer como
conclusio de uma derivagio usando uma delas, exceto se for
incluida como uma das premissas, o que impede a relagio obtida,
segundo a regra I, de ser chamada de redug3o.

Por outro lado, suponhamos que € possivel mostrar
teoricamente que em um certo metal a condutividade elétrica &
proporcional ao cubo da temperatura abscluta, i.e. o=aT>
Ca=constante). Com o auxilio da lei de Wiedemann-Franz C(p=becT,
p=condutividade térmica, b = constante) podemos ent3io deduzir que
naquele metal p = aboT*. Este resultado n3o necessita, para sua
obtengfo, do uso da teoria da condutividade, mas somente da
hipdétese Cou resultado experimental) de que a condutividade

elétrica wvaria com o©o cubc da temperatura , e a lei de

Wiedemann-Franz. Somente estas duas premissas, segundo a regra II,
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aparecer3o sob o rdtulo de ‘teoria primaria’; este fato mostra
entioc que a relagio entre os dois grupos de fendmenos nio &
estabelecida por uma ou outra teoria, mas pela prdpria lei de
Wiedemann—-Franz. Note-se ainda que este exemplo n3ZIoc seria excluido
pela regra I, ﬁois n3o se trata aqui da dedu¢3io da prépria lei,
que €& portanto uma premissa valida.

Embora necessarias, as condig®es I e II n3io s3o
suficientes para a definigdo de redugio. Na préxima seg3o
consideraremos alguns casos de sua aplicagdo, e analisaremos a
classificag3o de Nickles a luz dos resultados apresentados nos
capiﬁulos anteriores. Veremos em particular que o resultade de
Bruer apresenta problemas para sua disting3o

transformatdrio/consolidatdrio.
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4.4 - ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS
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Nos capitulos anteriores foram apresentados varios
exemplos de relag®es entre a mecdnica quantica e a mecénica
clidssica, que incluem desde principios heuristicos até formulagSes
abstratas das duas teorias, passando por varias formas de
aproximag¥Fo. Dada a andlise do conceito de redugdo desenvolvida
nas duas sec¢Bes antericres € possivel adiantar que a maior parte
destes reultados envolvem relag@es de tipo redutivo, porém
parcial. Esta se¢3o &€ dedicada a uma andlise de cada um desses
casos de redug3o.

O. primeiro exemplo estudado de uma ligag3o entre a
mecAnica clissica e a velha teoria quantica foi o principio
adiabidtico de Ehrenfest. Apesar de relacionar as duas teorias,
este principic tem sua origem em um tecorema obtido somente com o
use da mecAnica clissica; devemos distinguir cuidadosamente estes
dois fatos. Por um lado o teorema demonstrado por Ehrenfest
prescinde de qualquer resultado derivado da velha teoria quantica,

e notamos aqui a utilidade da regra II proposta na ultima seg3o:
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este teorema n3do implica uma relag3o de redug3o entre as duas
teorias, pois somente uma delas basta para sua dedugio, a saber a
mecdnica cldssica, que & apesar disso a teoria secundiria. Em
outras palavras, n3do se pode falar em redugio da mecinica quantica
A meclnica cléséica quando sé esta Ultima aparece na derivagio que
estabelece a redugio.

Por outro lado, a aplicag3io deste principio implica
duas premissas, a primeira afirmando a existéncia de invariantes
adiabiticos, e a segunda limitando os possiveis estados de um
sistema quantico em fung3o desses invariantes(cf. seg. 1.1D0. Seria
pcsslivel entFo afirmar que este principio estabelece uma redugio
por correspondéncia — ao nivel factual — no sentido de que a
antiga teoria quantica implica (‘¢ capaz de demonstrar’) a
existéncia de invariantes adiabdticos. Isto porém contraria a
regra I, que exclui dos casos de redugdo as dedugdes nas quais a
conclus3ioc aparece como uma das premissas, neste caso a existéncia
de invariantes adiabaticos. Devemos bortanto concluir gque o
principio adiabiatico nZo estabelece nenhum tipoc de redugZo entre a
mecinica clissica e a velha teoria quantica.

A mesma conclusio vale no caso do principio de
correspondéncia de Bohr: enquanto principio ele n3o € capaz de
estabelecer uma redugio entre as duas teoriasi. Os casos de
sucesso, i.e. de validade, deste principio s3ioc porém casos de
redugio, no sentido de recuperagic de resultados experimentais.
Como vimos na seg3o 1.2, esta recuperagio n3ao ocorre sempre, e a

redugio € portanto parcial. E também homogénea, pois o vocabulario

1Como vimos na seg 1.2, ele de fato postula essa relag3o.
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descritivo da mecanica cldssica estid incluido no vocabulario da
velha teoria quantica, =S transformatdria, pois exige a
reinterpretagdo dos resultados segundo os processos caraceristicos
das teorias classicas. Assim, embor a o principio de
correspondéncig nao estabelega uma relag3io de redugfo entre as

duas teorias, a possibilidade de sua aplicag3io implica uma reducgio

por correspondéncia parcial ao nivel factual entre elas.

Ao passarmos da velha teoria quantica para sua
vers3iao moderna encontramos uma situagio bem mais complicada. Os
possiveis casos de redug3o continuam sendo homogéneos e
Lranéformatérios, mas um problema mais grave surge na indefinic¢3oc
dos dominios das duas teorias. Ao contrdario da wvelha teoria
guantica, onde esses dominios eram mais ou menos bem definidos —
identificando-se o dominio clidssico com os corpos macroscdpicos e,
em alguns casos, altos numeros gquanticos — a intrusiao do
principio de superposig¢3o tem feito fracassar todas as tentativas
de determina-los dentro do ambito da teoria moderna, visto que este

principio possibilita a existéncia de superposi¢gdes macroscdpicas

de estados classicamente incompativeis.
Um exemplo dessa intrus3o aparece na tentativa de
Bohr de justificar seu principio de complementaridade. Ja vimos
que este principio, enquanto ponto de vista filosdfico geral, n3o
serve para estabelecer uma relag3do entre a mecidnica classica e a
2

mecinica quantica Ccf. seg¢. 2.13 . O raciocinio de Bohr passa,

porém, pela delimitagio dos dominios das duas teorias. O dominio

aNovamenLe pelo uso da regra I. O uso de conceitos classicos na
mecinica gquantica, por exemplo, € uma das premissas da vis3Io de

Bohr, o que trivializa a dedugio deste fato.
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classico € entZio determinado com o© auxilio das relag@es de
indeterminagaoc de Heisenberg, identificando-se <com <© mundo
macroscdpico, MYonde as agBes envolvidas s3o muito grandes em

comparagao com o quantum. Como jad dissemos varias vezes, este
raciocinio niIo € correto, e n3o leva en considerag¢3o o problema da
aplicagio da mecénica quantica a um aparelho de medida
macroscdpico, © dque levaria a uma superposigd3o de estados
macroscopicamente distinguiveis. Logo, mesmo a justificativa da
filosofia da complementaridade n3o serve para estabelecer uma
relag3io entre as duas teorias.

Os resultados apresentados nas segdes restantes
podem ser divididos em dois grandes grupos. No primeiro deles
est3o incluidos os exemplos de pacotes de onda de Hilla. o
oscilador harménico de Cabrera e Kiwi, © limite clidssico da
equagio de Schrdédinger e o método WKB. Todos estes exemplos
mostram casos em que as predi¢gBes da mecinica quantica e da
mecinica cldssica s3io aproximadamente iguais; s3o portanto casos
de redugio parcial. O paradigma deste tipo de redug3oc € © proprio
teorema de Ehrenfest, que inclui entre seus casos de validade
tanto a particula livre quanto o oscilador harménico. Além dessa
correspondéncia, € interessante notar que estes resultados — se
considerarmos provisoriamente o mundo macroscdpico como dominio
tipico da mecénica cldssica — mostram de fato a aplicabilidade da

mecAnica clidssica em sistemas quanticos, i.e. microscdpicos, e n3o

o contririo, ou seja, a descritibilidade gquantica de sistemas

BScmente aqueles usados para a descrig3o de particulas
elementares; veja-se a critica a sua atribuigd3o a corpos

macroscdpicos na seg. 3.2.
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classicos C(macroscdpicos).O exemplo mais claro deste fateo & o
proprio uso do método WKB em regifes onde a energia total € menor
que a energia potencial, o que € proibido classicamente.

O segundo grupo contém as relagBes entre a mecanica
quantica e a mecanica classica enquanto estruturas
légico-matemdticas. O primeiro resultado deste tipo foi obtideo por
Dirac, sendo porém limitado A regido de altos numeros quiAnticos, e
em seguida estendido postulacionalmente ao mundo quantico em
geral. O esforgo dispendido na proposigio e estudo de regras de
quantizagio € uma continuagZo de seu trabalho, e aponta a
existéncia de certas relagBes entre grandezas da teoria quéntica
iguais aquelas entre as grandezas clissicas correspondantes.

O ponto alto dessas tentativas inicia-se no trabalho
de Prosser, Ulhorn e outros, que mostraram a existéncia de uma
estrutura comum as duas teorias, e servem de ponto de partida para
© argumento de Bruer. Este, por sua vez, constréi uma relagio
entre a mecinica quintica e a mecaAnica classica na qual ,
tomando-se © limite em que h € igual a zero, a primeira delas
transforma-se na segunda, Este resultado tem dois aspectos
distintos, com os quais Bruer tenta satisfazer as duas condi ¢gBes
n3do—-formais sobre uma redugio propostas por Glymour, e que foram
analisadas na dltima segZFo.

Brﬁer nota inicialmente que na meciAnica cldssica n¥o
€ possivel obter as leis de conservagdo de momento angular e
linear a partir da segunda lei de Newton e da suposi¢io de
invaridncia sob a ag3o do grupo de Galileu, e que mesmo com estas
leis n3o se obtém a conservagio de energia. Na mecinica quantica,
por outro lado, essas leis se seguem diretamente da lei cinemitica

e da suposi¢io de invarifAncia sob o grupce de Galileu. De acordo
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com essa lei (eq. 22,se¢ 3.5) a evolugio temporal do valor medio
de um observavel quantico A que n3do depende explicitamente do
tempo € dada em um estado yw(qgd por

d <A> = -ifyxCq> AN - HAD wqddq , c1d
dt “h

onde H & o hamiltoniano quantico . Se A comuta com o hamiltoniano,
seu valor médio nZo varia com o tempo e a grandeza correspondente
é uma constante de movimento, i.e., uma quantidade conservada. Se
A & um gerador do grupo de Galileu, e.g. © momento S, ent3do a
suposi¢io de invariancia implica que
pAy = Hpy ; ! ca
logo -p' comuta com H, e o momento linear & uma grandeza conservada;
© mesmo vale para o momento angular e a energia.
Consideremos agora a relagio obtida por Bruer no
limite em que h tende a zero (eq. II, seg. 3.5]

wicAH - HA> = {A,H} , C3D
"

onde A e H sZoc as grandezas classicas c:o.r'r'eh'spcndentes a A e H,
respectivamente;. A equagZo 3 mostra ent3o que se A comuta com H,
i.e. se A €& uma grandeza conservada, ent3c neste limite o
paréntesis de Poisson das varidveis cldssicas A e H € nulo, o que
quer dizer que A também € uma grandeza conservada. Assim as leis
de conservag3ic da mecinica classica aparecem como conseqiiénci as
das leis de cor;servat;zo quanticas. Segundo Bruer, este resultado
implica uma unificag3o, pelo critério de Glymour, no sentido de
permitir uma economia postulacional,visto que bastam a lei
cinemdtica e a invarifncia de Galileu para obter as 1leis de
conservagio tanto quanticas quanto cldssicas.

)

Como ja dissemos na seg3do anterior, o carater

unificatdrio de certas reducdes deve ser considerado mais como uma
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Justificativa para a escolha de uma nova teoria — sendo portanto
desejivel — do que uma condi¢3o necessdria a redugio. O resultado
extra da prova de Bruer, ligando as eis de conservag3io quanticas e
classicas, acrescenta algo a esta prova, sem contudo melhori-la
substancialmente: dada a idealiza¢3io necessaria (fh=0) ela serve
para mostrar uma relagio entre formulagdes abstratas das duas
teorias, mas ndoc ajuda em sua interpretagao, nem na determinag3io
de seus dominios.

Bruer concorda com nosso primeiro ponto, e cita para
isso os resultados de Kochen e Specker(1967). Uma das propostas
para a solu¢Zo do problema interpretacional da mecinica quantica
supBSe a existéncia de ‘variaveis ocultas’, que n3do aparecem no
formalismo atual da teoria, e com o auxilio das quais seria
possivel determinar o valor de todos os observdveis de um sistema
gquantico simultaneamente C(cf. Redhead(l1987), seg. 2.13. Estas
varidveis teriam ent3Zo uma Algebra comutativa semelhante & algebra
classica .ﬂ’c dos observaveis da mecinica classica. A prova de
Kochen e Specker consiste em mostrar que € impossivel construir um
homomor fismo w que leve os cbservaveis quanticos Y em

observaveis classicos ‘ocultos’ ACw) de tal forma que, para um

estado com matriz densidade S

TrC(pAd = [ A ACw) dw , cad
Se WCAD = A, entTo wCfCADD = fCA e Cbd
se WCA) = A e wBY = B, ent3o wCA + B) = A + B . Ced

A condigio (ad) expressa o fato de que na nova teoria os valores
médios s3o calculados como na mecinica classica; (b)) exige a
conservagio, socb a ag3o de w, da Iestrutura aigébrica dos
observidveis quanticos, e (c) exprime a aditividade dos valores

meédi os, necessaria A preservagioco das previs@es da mecanica
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quantica Ccf. Bruer(iSs8z2), pp. 204-205).
A razio pela qual o homomorfismo construido por
Bruer n3c viola este resultado € que ele sé & possivel no limite
en que h €& igual "a zero. Isto implica a desconsideragio dos
efeitos qu&nti;os devidos a n3Zo-comutatividade dos operadores de

tornando impossivel a recuperagio dos resultados da tec:ria4

g
Q
No que diz respeito a delimitagio dos dominios das
duas teorias, Bruer considera a fung3o ‘classica’ eLCqg,pd

construida por ele para a obtengioc de uma fung3io deita no limite
cldssico (eq.25, seg.3.5), observando que seu valor miximo &
Ka_.p2 = Y2 /nh . c4d
Segundo ele, isto é verdadeiro para todo estado quantico puro; se
supusermos agora gque a mecdnica cldssica € vidlida em situagSes
distantes de um estado quantico puro, esta condig3daoc € facilmente
escrita como
Max[pCg,pd] <<< 1-h . (g
Esta condi¢io determina o limite de aplicabilidade da mecanica
classica, no qual os efeitos guanticos nao poderiam ser
observados. De acordo com Bruer((18823, p. 197D
»Classical mechanics fails as a universal theory
because Planck’s constant is not equal to zero and because precise
measurements are possible. ..However, under observation with low
resolution, classical theory would appear to be correct, it would
still appear to work for macroscopic systems.

Bruer incorre dessa forma no mesmo erro de Hill e

4the—se contude que o teorema acima de Kochen e Specker n3o se

aplica a teorias de varidveis ocultas contextuais. A esse respeito

ve ~se Shimony(1884D.
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outros, ao identificar o dominio cldssico com as situa¢gdes onde a
precisio de uma medida € muito menor que os limites impostos pelas
relagdes de Heisenberg. Ele esquece que, em principio, a mecinica
quantica deveria ser aplicdvel a qualquer sistema fisico, o que
implica a poss.ibilidade de existirem casos de superposig¢gdes de
estados macroscopicamente distinguiveis, incompativeis com a
mecinica classica, e que satisfazem as rela¢g@es de Heisenberg.
Seus resultados, portanto, além das conexfSes ja citadas, n3o s3o
capazes de resolver o problema da interpretacﬁé da teoria
quantica, nem da determinagio do dominio classico.

Por outro lado, a dedugio das leis de conservagio
clissicas com o auxilio da transformagidc de Wigner mostra que &
possivel existir uma redugio ac mesmo témpo transformatdria e que
proporciona economia postulacional, i.€e., consolidatoria. A
distingZo entre t-redugdc e c-redugdoc n3oc €& portanto uma
dicotomia, como pensava Nickles. Ele poderia negar a validade do
resultado de Bruer, pois este exige a variagZio de uma constante,
, © que niFo pode ser identificado com uma situag3o fisica.
Devemos  notar, contudo, que esta reduqéo diz respeito as
estruturas matemiticas das duas teorias, e n3do a recuperagaoc de
dados experimentais cldssicos pela mecinica quantica. Este carater
abstrato, se por um lado apdia a ideia de redugio de Bruer, por
outro lado impede sua extensio aoc nivel factual, como pudemos ver
na critica feita acima.

Estas consideragdes encerram nossa andlise da
relagfio entre a mec&nica quantica e a meciAnica classica. Algumas
das rela¢gB®es estudadas constituem de fato casos de redugdo parcial
em que se pode aplicar a mecinica classica a certos sistemas

fisicos obtendo-se resultados iguais as predigBes feitas pela
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mecanica quantica para os mesmos sistemas. Em outros casos a
relagio supostamente existente n3Io implicava uma redug3o entre as
duas teorias. Em particular, o resultado de Bruer, apesar de
relacionar ambas de forma redutiva, n3io serve para demonstrar a
recuperagio doé resultados classicos pela teoria quantica, isto
€, n3io estabelece uma redugio ao nivel factual. |
Este resultado negativo mostra afinal um dos
aspectos positivos dé: raciocinio reducionista na ciéncia: a
inexisténcia de uma recuperag3oc global dos resultados clissicos
pela mecanica qguantica reflete-se em seus probl emas
interpretacionais, mostrando claramente a necessidade de uma nova
teoria que unifique de forma completa os dominios quantico e

classico.
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APENDI CES



189

I - GLOSSARIO

Apresentamos neste apéndice uma defini¢3o sucinta de
alguns termos técnicos usados neste trabalho, especialmente no
capitulo 3. Para maiores detalhes veja-se Hoffman e Kunze(1971),
¥Wybourne(1974> e HumphreysC18980D.

GRUPO : Seja um conjunto G, e sejam %X, ¥ € z elementos de G. O
conjunto G € um grupo se existe uma operagado M que associa a cada
par de elementos (X,y) € GxG um terceiro elemento xy € G tal que
a) C(xydz = xCyzd, Vx,y,z € G Cassociatividaded

b 3 IeG tal que Ix = xI = x, ¥xeG (elemento identidaded

) Para cada xeG existe um x ‘e G tal que xx '=x 'x=I CinversoD.

Se além disso, xy = yx ¥x,y € G, ent3o G € um grupo comutativo.

ANEL : Seja um conjunto K munido de duas operagdes,

(x,yD = x + y Cadigdod
e Cx,y> = xy Cmultiplicag3od, tais que:

€12 K & um grupo comutativeo em relagio a adigZo;

(2> A multiplicag3o € associativa, (xydz = xCyzd ;

(3) Valem as leis distributivas da adi¢Zo e da multiplig3o,
xCy + zJ) = xy + %Xz
Cy + 2Ix = yx + zZX

Se xy = yx, ¥ x,y € K, entZFo K € um anel comutativo. Se existir um

elemento I em K tal que Ix = xI = X,¥x € K, entdo K € um anel com

elemento unidade. Vimos no capitulo 3 dois exemplos de ané€is: o©

anel comutativo das fungdes de fase classicas e o anel

n3io—-comutativo dos cperadores quanticos.
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ALGEBRA DE LIE : Uma 4dlgebra de Lie consiste de um espago
vetorial L dotade de uma operagdol.,.], o produto de Lie, que
associa a cada par ordenado (x,y2? € LxL um elementeo [x,y] € L, e
que possul as seguintes propriedades:
CL1> - O produto de Lie € bilinear, i.e.

[ax+y,bz+t] = ablx,z] + alx,t] + bly,z] + [y,t] ,
x,¥,z,t € L, a,b escalares

(L2 - [x,x1 =0, VxelL,
(L3 - Ix,[y,zl] + [y,[z,x]1] + [=,[x,y]l] = O.
Das propriedades L1-L3 € possivel mostrar que [x,yl=-[y,x]. A
prcpfiedade L3 & a identidade de Jacobi, mencionada na segdo 2.2 e

no capitulo 3.

ISOMORFISMO : Um isomorfismo entre duas dlgebras de Lie L e L’ €

uma transformacio linear f:L-+L’ com as propriedades

Cad fCIx,yld = [fC(xD,fCyd], Vx,y € L,

Cb) f(xD = O se e somente se x = 0,
Ced fCLD = L’, a imagem de L sob a transformag3do f cobre toda a
dlgebra L.

A transformagio f associa portanto somente um elemento de L’ a

cada elemento de L, e cobre todo o espago vetorial de L'. Quando f

satisfaz somente a propriedade C(ad, f € um homomorfismo, i.e., uma
relagdoc muitos—-para-um. A primeira e a segunda propriedades

definem um moncmorfismo, a primeira e a terceira um epimorfismo.

IDEAL : Seja um subespago vetorial I de uma dlgebra de Lie L. I é
um ideal de L se [x,y]l € I, ¥Vx € I, Vy € L ;este fato se escreve
também como [I,L] € I.

Dado um ideal I podemos construir uma 3algebra
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quociente LI, associgndo a cada elemento xel.”I uma classe de
equivaléncia Q de L

QA = x +1 :
a equagidc acima indica gque ao elemento xelL-/I est3io associados
todos os elemer";tcs x + z, V¥zelL. Além disso,

[x+I,y+I] = [x,y] + [%x,I] + [I,y]l + [I,I]
=[xyl + I.

Os elementos de L correspondentes ao elemento nulo de L-T seri3o
ent3o

X0 =0 +1I = 1
isto &, o ideal I € levado por Q no elemento O de L/I.
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IT - A PROVA DE BRUER

" Apresentamos aqui a demonstragao das trés
proposigBes de Bruer(1982) mostradas na udltima parte do _.cap. 3.
Seijam E; e & duas matrizes densidade quanticas, e p e
¢ duas densidades de probabilidade no plano de fase classico. A
transformada de Fourier de plCg’+g”™)/2,p]l] com respeito ao seu
segundo-argumentc serd escrita como p; 51: indica a primeira
derivada de ,3 com respeito ac seu k-ésimo termo, é W indica a
transformagao de Wigner. Os teoremas mostrados por
Bruer((1982), pp.185-189) s3o:
cId 5oCq’,q™ = W 'poCq,pd + OCW
Prova: Pela definig3o da transformagio de Wigner
CiThpcqg® —g™o

W 'eCq,p> = BCq’.q™ = fdp e pLCq’ +q™ /2, p]

= pLCg’ +q™/2,Cq’ ~q™d /h] L
W-io{q,p) = oCq’,q™ = fdp eCi/mpcq’_q“DaECq’d-q“)/E,p]

= olCqg’+g™/2,(q’ g™ /hl >

O produto das matrizes densidade €
pocq’,q™ = fdy pCq’,y2oCy,q™> . (@<>)

Seja g”=y na equag3oc 1 e q’=y na equag3o 2. Ent3o
pocq’,g™ = fdy pLCq’ +yd/2,Cq’ —yd/h] &lCy+g™dr2,Cy-g™d hl. C4d
Somando e subtraindo g»/2 no primeiro argumento de p, e somando e

subtraindo q’~-2 no segundo argumento de o, na eq. 4, obtemos

e e al@ra? , yma» gty gfatre” |, ¥yt yog®

P"'cq'QD‘fdy"[a FE—w TRl T e ‘h]
_ o q) +qn Ky_qn) qv_y ~ qp +qn f,‘:y__q’) y_qn
“.rdyp[a Tz w ' h]"[a M o R -

Expandindo a integral em (5) em séries de poténcia de T obtemos:
G o Wy sla’+gq” q'-y
polq .q)-fdy{.o[ = ,ﬁ]+

K y—-q*™d 5‘ [q +q q —y] 3[3 +q y—-q ] 3

z2 n zZ " n R
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N Hy-q’ 5, [q'+q“ y—q"] } e EES

2 h 2 Y
Multiplicando e recombinando termos temos

s & T ' S s 5 R
polCq’,g™ = J'dy P[q aq . q h] O'[q ;q ; Y 9q ] +

f
E e q » +q s q » -y C y-q »y . q » +q 'Y y—q s
+ gy {"1[ z ' & *"®w = ‘h] -
g’ =y slg9'+q” g'-y| 5 |[9'*t9” y-g” 2
- p[ 2, 1 o |12, T + och® . <7

Em ambas as integrais acima C(g’+g") 2 aparece apenas
como um parametro. A primeira delas € uma convolugdo, e pelo
teorema da convolugio Ce.g. Colwell e Mathews(19733, p. 11133 a
transformada de Fourier do produto de duas fungdes € igual a
convolugio da transformada de Fourier. A primeira integral em 67)

se torna ent3o

ooy g B » _ ~Ta® +a> R
J‘dyp%,glh_y]a[qq‘yq] _

2 +
= p¥o g4 R g = quofq.p). cad
2 b3
Também como resultado da analise de Fourier, se fCed é a

transformada de Fourier de fcx>, entzo efCed & a transformada de
Fourier de (Cid/d>x>f(x>. Esta relagdc e o teorema da convolug3o

permitem expressar a segunda integral em C72 como

h - q’ +qn qv_y Cy_quj ~ qv +qn y_qn B
s J dy {"1[ B S| g T AP an g
cq'_y) 6 q’ +q'i q'_.y a q’ +q‘) y‘_qbi -
h 2 ’ o) 1 2 S oY
_ h : ql +q)b q.’_qn _ ; q9 +qhi q9_q;s
-2 {pi#laz[ = ? f ] 192*01[ = ’ H ]}
— 4 _1 P
= (ih2D W [ptﬁaqu,p) pz*01Cq.p)]
ih w1 a_ eXq,pd@ oCq,pd _ & eKq,pd@  oCq,pd cad
2 aq ap ap aq :

Logo, combinando as equagBes 8 e 9 temos ({} indica o paréntesis
de Poissond
55¢q’,q™ = W lpoCq,pd + Cih/@dW '{eCq.pd,oCq.p>} + OCh™ C10d

Nesta equag¢Zo , quande h tende a zero temos
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poCq’,q™ "= W ‘poCq,pd . €11d
NO limite ©h = O, sob a ag3o da transformagio de
Wigner, o produto n3o-comutativo do espago de operadores quanticos
transforma-se no produto comutativo do espago de fungdes
clissico. Os resultados para comutadores e anticomutadores s3o
coroldrios do tecrema I.
Ciid C-i/WIPo-5p1 = W *{p,o} + XKD
PROVA : Usando a equag3o 10 em II temos
C-i MWIBE-881 = C-i W 1po —Ci WIin2IW *{po,0} +
+ Ci W top + CiDIin2IW {o,p} + OCH®D.
- C—i POW Cpo—opd + CL/2% *{p,0} - C1/20W Yo.p} + OCHED
= Wlp, o} + XRD . | 12>
Assim, no limite em que h tende a zero o produto de Lie da
dlgebra guantica 't:Q & levade pela transformagio de Wigner no
produto de Lie de £c.
CIXIID 55 + op = aW 'po + OCh®D
PROVA : novamente, substituindo a eq. 10 em III

P Py P Por

S5+55 = W iCpotopd + CitadW *{p,o} + Cih@W '{o,p} + 0K
55+5p = 2W pod + OXhD . c13d
Os anticomutadores quanticos sZo assim levados pela transformagio
de Wigner no dobro do produto das fungdes classicas

correspondentes. Estes sZo os trés resultados de Bruer; para a

discuss3o veja-se a segio 3.5.
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