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A quem possa interessar

Quando quis agradecer

nomeando cada um, e a fungao que teve,
vi serem tantas as equagoes e metafrases
a compor e imprimir nesses papéis,

que precisei entender.

Ninguém escreve melhor do que fala,

nao tenho um tempo que conte,

nem ha dinheiro que pague.

Fago aqui so um sinal,

lembrancas de quem chamei papal,

dando mais esse trabalho 2 quem tem de decifrar,

para continuar.
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1. CoNVENGOES PRELIMINARES,

Ao longo desse trabalho, se X € um conjunto finito
ou enumeravel, £(X) & uma notagao para o nimero de elemen-
tos de X (o cardinal de X); w & o ordinal dos nimeros natu
rais e n' denota o sucessor de n, para ne w, Um conjunto
de Indices € entendido como um ordinal finito ou enumeravel
ou como um subconjunto recursivo de um ordinal finito ou enu-
meravel. A variavel sintatica 1 € reservada para os conjun-
tos de indices positivos, i.e., para subconjuntos de w- {0}
tais que, se n>0 e nel entdao nel. Para todo conjunto
de Indices positivos 1 e para quaisquer k, m tais que
{k,m}cI, se J={jel :k<j<m} entdao J €& dito o segmen-
to de I, entre k e m (ou, de k até m) e € denotado por
I[k,m]. Uma seqiiencia p € uma bijegao de Lvlrn conjunto I em
um conjunto X; I se diz, entdo, o conjunto dos indices de p
e & denotado, também, por I(p); por abuso de linguagem, usa-
remos £(p) no sentido de R&(I(p)); X se diz a 4magem de I
por p e & denotado por Rg(p). Se xeRg(p), diz-se que x &
um texmoc de p; se 1ie I(p), entao Py € o termo de p, cujo
indice &€ i . p* & uma subseqiiecncia de p se existe uma fun-
¢do injetora f, de I(p*) em I(p) tal que, se iel(p*),
pX = p e i'<i entao f(i') <f(i). Se I[k,m] & um seg

i (1)
mento de I(p) e plk,m] & a subsequéncia de p formada pelos



termos de p, cujos indices estao em I[k,m], dizemos que
plk,m] & o segmento, de k ate m, de p; quando k=1, usamos,
taﬁbém a notacdao plm], e dizemos que plm] € o segmento ink
cial até m de p e I[m] denota o indice desse segmento, i.
e., o conjunto {1,2,..,m}. Uma enumeracac de X € uma se-
gliéncia cuja imagem é X. Se YCX e f é uma fungao defini
da em X, entdo f[¥] & a fungdo f', definida em Y, tal que,
para todo yeVY, f'(y) = f(y). Uma familia & um conjunto
eventualmente indexado. A notagao do tipo {Xi}, ieJ, indica
uma familia de elementos do tipo X, indexada por J; a nota-

cao {Xi}’ i<n, abrevia {Xi}, ie {0,1,..,n}.

Alguns conceitos conjuntistas e da teoria dos name -
ros sao pressupostos. Em particular, empregamos no sentido

usual, os termos basicos da teoria das fungoes recursivas.



2, LINGUAGENS PROPOSICIONAIS,

Um vocabulario € um conjunto decidivel de simbolos e
uma expressao & uma sequéncia finita, cujos termos pertencem
a um vocabuldrio. Uma £4inguagem & um par, formado por um vo-
cabuldrio e um subconjunto das expressoes desse vocabulario,
dito conjunto das expressioes da £/Lnguagem. Uma ordem alfabe-
tica & uma fungao, cujo dominio ‘@ um conjunto de iIndices (nao
necessariamente do tipo I) e cuja imagem € um vocabulario.
T & a seqgiéncia, indexada por w, cuja imagem & o conjunto dos
naturais primos e £al que 7.< wj se i<j. Se I & o indice
de uma seqliéncia ¢ e ie I(0), entao dizemos que LA € uma
ocornencia em o0, que € a i-&sima ocorréncia em ¢ e que &
uma ocorréncia de o.; se existe ieI(o) tal que . € uma
ocorréncia de ¢ em 0, entdo ¢ @& a 4egiencia das ocornren-
cias de ¢t em o se e sd se ¢ & a maior subsegiiéncia de o
tal que, para todo ie I(d'), o'i=§. m. é a j'-ésima ocorrén
cia de § em 0 se T, € uma ocorréncia de § em 0 e existem

exatamente j ocorréncias de { em 0 menores gue w, o

seja &t ={2", new}. Convencionemos denotar, por i,
o natural 2", Diremos, ainda, que n € o numeraf de n. As-
. ) = n - : 3
sim, o numeral de an €& um nome de 2. p é& dito um conjunto

de valones de vendade se p € um subconjunto de ¢ tal que,

para todo new, se nepm entdo nep.



L & uma Zinguagem proposicionaf, se para algum ne w,
o vocabulario de L se reparte em n+2 conjuntos, x: R

o

n » m - - ] 3

k., € , tais que: para m<q', K, €& um conjunto finito de

simbolos, ditos conectivos m-arios de L£; se IC: #¢, entao
+

um conjunto de valores de verdade; K: € nao-vazio; e

M

K
L

PL € um conjunto enumeravel (infinito) de simbolos, ditos va
niaveis proposicionais de L. As expressoes de L s3o ditas
ﬁE&mui’,aé de £ e formam um conjunto, 3£ ;, indutivamente defi-
nj_do como se segue: para toda p que € uma expressdo do voca
bulario de £, pe3, see sdse fp)ew e existem jo,j:1,
csjp€T(p)  tais que jo =1, ip=%() e: a) m=o0, plije]l €
€ kK;UR ; ou b) m>0, para n<m, j_<js, pliclex] e
p[j’n,jn.] € 3,. Dizemos que p € atomica se R(p) =1; se p &
atdmica e p, €® , entdo p & uma variavel de 3, e se PlEK:,
p € uma constante de 3 .

Vamos supor que @ & o Indice da ordem alfabética de

L; que, se i, j e k sao Indices de elementos de x?, K:l e

P:. , respectivamente, entao, i<j<k, e se m<n, entdo i<j;

e que se n e m sao elementos de K: e n<m, ent3ao o indi-

ce de n & menor do que o de m .

Seja n a func;éo gque associa a cada termo da ordem
alfabética de ‘3£ o seu indice; entao, se ped3, , o namenro

de Godef de p €& o produto:

n(e )
x .oxm e

2(p)

ﬂ(ﬂ:)

ﬂ?(p;) x 77

A enumeragac canonica de 3, € aquela induzida pelos nimeros

de Godel das formulas de L.



3. ReLAGOES SINTATICAS, RELAGOES DE ASCENDENCIA,

Se o campo de uma relagao € o conjunto dos nimeros
naturais, dizemos que ele € uma #elagaoc numerica, ou gue se
trata de uma relagao que vige entre nimeros naturais. Se, no
entanto, nosso assunto € uma relagao vigente entre expressoes
de uma linguagem, dizemos que se trata de uma refacgao sintatd
ca. No contexto das linguagens proposicionais, aqui estuda-
das, as relag6es sintaticas consideradas serdao os conjuntos
de n-uplas de formulas dessas linguagens. Assim, para toda
linguagem proposicional £, uma relacao sintatica para £ é um
subconjunto de ‘}:1 , para algum ne®» e uma funcao sintatica
de L € uma funcao cujos argumentos e valores sao elementos
de 3, - Como, para toda £ que & uma linguagem proposicional
o conjunto E € enumeravel, por meio .da enumeracgdo candnica
de 3, , podemos traduzir para o dominio das formulas de L to
dos os conceitos definidos para o dominio dos nUmeros natu-
rais, em particular, os conceitos de ordem e os conceitos da

teoria das fungoes recursivas.
Seja £ uma linguagem proposicional.
Dizemos que ® & uma nelfagac de ascendencdia para 3

L

se ® & uma ordem parcial reflexiva e recursiva para 3 tal

que, para todo Ae 3 , o conjunto {Be3 : BRA} & finito.



Dada uma relagao de ascendéncia &, para Ly uma
f-segiiencia ¢ €& uma seqliéncia sintatica de £ tal que, para
todo A€ '3‘, se A & um termo de o0 e B&A, entdao B=A ou

B precede A em o,

Segue-se imediatamente dessa definigao que qualquer
segmento inicial de uma fi-seqiiéncia é uma ®-seqgiéncia e, além
disso, que, toda formula que figure como primeiro termos de

uma fl-seqliéncia é um elemento minimo com respeito a &.

Seja & uma relagao de ascendéncia. Algumas conven-

¢oes e definigoes merecem ser introduzidas:

a) Dada uma férmula A, ®A indica o conjunto das formulas

que compreende A e os elementos de 3  que precedem A se

gundo a ordem & — i.e., o conjunto {Be3 : BRA}. Se
I'' & um conjunto de formulas de £, &T € o conjunto
{Be 3, : para algum Ael, BRA}L. Dizemos que ' é {fecha

do por &, se I'=@&Tr.

b) Seja E uma enumeracdo qualquer de 3,, eseja I'c3 . En
tdo as R-seqiéncias formadas com os elementos de &I for-
mam um conjunto denotado por Z(&I); se I'=3 , escreve-
remos, apenas Z2(&) e denotaremos por Z(&,n') o subcon-

junto de Z(®) cujos elementos sao seqgliéncias com n ter-

mos.

o(®T, E) & uma notagao para o elemento de Z(RT)
que satisfaz a propriedade: Se i e j sao, respectivamen

te os indices de A e B em o0(RTI,E) e i<j entao A&B



c)

ou ha um indice de A em E menor que todos os Indices de
B em E. sSe TI'={A}, escrevemos simplesmente 0(& A, E),

para o (& {A}, E),

Seja o€ Z(®,n'), para algum ne w; a E-extensao de
¢ com respeito a I' e 8 (em simbolos Ext(o,[,R,E)) €& a
fR-seqiéncia o', assim definida: o¢'[n] =0; para m2n,
I

o . € o termo de menor iadice de o0(R®T,E) que nao & um

termo de o[m].

Seja E uma enumeracgao de 3, . Queremos induzir uma enume
~ 1

ragao E de 3:' tal qu: qualgquer um dos seus segmentos

iniciais seja uma Rf-seqléncia. Para tanto, procedemos da

seguinte maneira:

— Inicialmente, para cada n€w definimos indutivamente

E(G,En*) como se segue:

E(R,E,) = 0 (R E, , E);

- . E), e
E(R,E.) = Ext(E(RE ),E., & ,E), para o>l

— Assim, para cada ne€ew, se E(R,En.) = 0 entao f (o) 21
e Rg(o) & o conjunto &(Rg(E[n'])). Além disso, para
cada n>0, E{B,En+) € uma R-seqliéncia e E(®,E ) & um
segmento inicial de E(®,E.). Observemos, ainda, que
cada seqliéncia do tipo E(G,En.) é uma seqliéncia sem re
peticao, isto €, quaisquer dois dos seus termos de indi
ces aistintos sac«@ictintos; e, finalmente, que Em+ é
um termo de E(R,Er;) , para todo new, Podemos, en-

tao, definir uma bijecao E(R), de w-{0} em w-{0}



Q - - .
como se segue: E( )(ﬁJ =m see sOse m € o Indice

E(“)

de E, em E(a,Eﬁ); claramente, € uma bijecgao.

e ﬁ - W -
A enumeragao E°, de 3 , &, entdo, a imagem de E,

pela fungao (")



i, SEQUENCIAS E FUNGOES VALORATIVAS,

Uma seqliéncia valorativa € uma sequéncia cujos ter-
mos sao numerais. Se ¥ & uma seqgiéncia valorativa, g um con
junto de valores de verdads .  Rg(y¥) Cu, entao dizemos que V¥

€ uma seqiencia valorativa . .

Seja V¥ uma seqliéncia valorativa tal que £ (¥) =n' pa
ra algum ne€e w,., Entao g(w)_(d nimero de Gédel de V) & o
mj m2 L

produto: w; X 73 X X 4y onde m, € natural denotado por

l[/i, para 1<i<R2(¥).

Definimos, entdo, a relagao =3 para as seqliéncias va
lorativas da seguinte maneira: ¥ 2V se e sd se £ (¥)<Q(y)
e, se 2(y) =2 (¥') entao o nimero de G&del de ¥ & menor que
o de V. Claramente, 3 & uma boa ordem recursiva para as se

qiéncias valorativas finitas.

Seja K um conjunto de valores de verdade, £ (g) =p.
Entao p & da forma '{Zi}, i <p. Vamos denotar por Z(m,n') o
conjunto {¥: V¥ €& uma seqgliéncia valorativa, £(¥) =n e, pa-
ra 1<m<n, ¢mezp}. Seja W a enumeracao das segiiéncias va

lorativas induzida por. -2 . Temos entao:

Lema das seqiliencias valorativas: Para gquaisquer m,n€ W,

quaisquer p,r’ que sdo conjuntos de valores de verdade, quais
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quer V¥,V tais que VveZ(u,m) e VeZ(u',n), se m<n e

i,j sao tais que ¢=Wi e IV=WJ., entao i<j.-

Cada conjunto da forma Z(u,n') &, assim, um conjun-
to de termos de um segmento de W e esse segmento pode ser de
finido da seguinte maneira: W[i,j] tal que i<k<j se e sbd
se 2(W)=n e para 1R<kK, g (W) < g(W).

T & uma tabela de ¥ se T €& um conjunto da forma
{¢: ye Z(p,n")} pata algum new; n & dita entdo a abscissa
de T e 8£(T), a ondenada de T. A ordem canonica de T € a
ordem =X acima definida para as seqléncias valorativas, res-

tritos aos elementos de 7. Obviamente, se 7 & uma tabela

de p, a ordenada de T & menor ou igual a £ (u)" .

Seja £ uma linguagem proposicional, I' um conjunto
nao-vazio de formulas de £, p um conjunto de valores de vey

dade.

Uma fun¢ac valorativa & uma funcao de I' em p. Di-
zemos que 4 € adequado para £ se o conjunto das constantes
de L € um subconjunto de w. Se TI'Cc3 , u € adequado para
L e f €& uma fungao valorativa de I' em up, entao f & negu-
Larn se para toda constante A de 3:: » J(A)=A. Seja V um con
junto de fungoes valorativas de I' em p e Ael; dizemos que
A é fivre em V se, paré todo feV, todo xeup, existe
f'eV tal que f'(A)=x e, para todo BeTI', se B#A, en-

tao f'(B)= f(B).



‘1

Seja u adequado para L. Uma avaliacac de T em u

(1))

uma fungao valorativa regular de I' em p. Se TI'= I oe v
é uma avaliagao de I' em g entao v é uma valoracac de £ em

po

Seja 0 uma seqléncia de formulas de £ e f uma fun
gao valorativa de Rg(6) em p. Entdao dizemos também que f
€ uma fungﬁo valorativa de ¢ em f e, se f for uma avalia-

¢ao, dizemos que € uma avaliagao de o0 em gu.

~ I o .
Usamos a notagao M , e W , para o conjunto das ava
liagoes de I' em u, e de 0 em p, respectivamente. Obvia-
B r - 2 L .
mente, se I' & finito, 2(u ) &, também, finito e igual a

g (u)t .

Um conjunto V de avaliacoes de I' em u & dito nox-
mal se, para formula atoOmica variavel A, de A Aell, A é

livre em V.

Seja o0 uma seqUéncia cujos termos pertencem a 3 e
V um conjunto de fungoes valorativas de ¢ em u; para f eV,
fJ o denota a seqliéncia valorativa V¢ tal que para todo i €
I (o), y';i-=,f(oi); e V /o denota a tabela {y: para algum

feV, v=fJo}.

Se I' é um subconjunto de I e V & um conjunto de
fungoes valorativas de I em p, entdo, para feV, f[Ir] &

a restricao de f a I' e V[r] ={f': para algum feV, f'=f[I]}.

™ SERCED
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Paralelamente, se 0 & uma subseqliéncia de ¢' e v
€ um conjunto de fungdes valorativas de ¢ em p, entao,
flo) =f[rg(o); se o=0"[i,k], fli,k] =flo]; se o=0"[i],
flil =fle]. OQuando for conveniente, poderemos usar as abre-

viagoes f 1o, para flo]l fJo e VI e, para Vo] Sfo. Clara
mente, se £(0)=1 e o0,=A, f/o ={f(A); esse fato nos au
toriza a usar a notagao f /A como sindénima de f(A), quando
convier. Nesse mesmo sentido V/ A podera ser usado e indi-

cara, como €& Obvio, o conjunto dos valores que os elementos

de V atribuem a A.



5, CADEIAS.

Seja £ uma linguagem proposicional, p um conjunto
de valores de verdade adequado para £ e & uma relagao de as

cendéncia para 3 .

Para todo ne w, um feixe de abcissa n', para & e
+

- by n .
¢, € uma funcao y gue associa, a cada 0e€ Z(&,n'), um sub

conjunto normal de vl

+
Seja ¢ uma familia da forma {¢"}, new, onde, pa

+

-

n - y . +
ra cada n, ' e um feixe de abcissa n', para & e p; ¢ é
dita uma cadeia para & e p se e sO se para todo new, to-
do i<n, e para quaisquer o0, o' tais que o€ Z(R,i'), ol

Z(R,n') e Rg(o) Crg(o'), temos que (tp“(o))[Rg(o')]chi(o’)_
Segue-se facilmente dessa definigao:

a) para todo new, todo o€ ZX(f,n), se 0e¢"(0) entdo, pa

ra todo 1i<n" ocorre que v [i']le ¢*(0l[i']) ;

b) para todo new, todo o€ Z(/,n), todo i<n, todo ¢ e
Z(®,i"), se T C(rg(o)NRg(o')), entao (¢T(o))Ir] =

= (¢¥(o")Ir].

Seja E uma enumeracdao de 3 ® uma relagao de as

L'

cendéncia para 3,. Entao, para new, Z(E,R,n') €& o conjun

ko {o0: o & uma R-seqiiéncia, Rg(o) CRg(E*[n']) e Rg(0) ¢

Rg(E®[n])}. Verifica-se facilmente que:
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c) E¥[a'] € Z(E,R, ).

d) para toda f-seqliéncia finita o0, existe um Gnico n' tal
que o€ Z(E,&,n"), assim U{Z(E,R,n'))}, new =

= U{E(ﬁ,n?)}, me w,

Definimos, agora, 'Y como o conjunto {» E#L: pa
ra todo new, vI[Rg(E®[n'])] e ¢” (E¥[r'])]}. Segue-se dessa

+

defini¢do que ¢“*"[Rg(E" [n'])] = o™ (E"

o] }.

Lema 1: Se E é uma enumeragao para 3, & & uma relagdo de

ascendéncia para 3, M € adequada para L e ¢ & uma cadeia
-~ E - 5

para & e p, entao 0 € um conjunto normal .de valora-

¢oes para L e p.

Prova: Suponhamos que ¢“’® n3o seja normal. Entdo
existem ve¢”'t, Ae €, e. xep tais que para todo »'ey,
se V' (B)=v(B) para todo Be 3, tal que B#A, _ entao
v (A) ¥x. Seja n tal que Ef; =A. Como son* (E°[a"]) =
= \(;“"E[Rg(l?fR [n']1)] e como A =E:"i1+ , concluimos que q:n+{ER[n’])
nao € normal para K — o que contraria a definicao de feixe.

2 w  E -
Assim, ¢ °? e_normal.

i L
Seja, agora ¢° definido como o conjunto {vep pa

ra todo ne«, todo o€ ZXZ(&,n), V[Rg(U)]Enpn (o) }.
Lema 2: Para todu enumeragaoc E de 3 , toda relagdo de as-
cendéncia & para 3 , todo conjunto p de valores de verda-

L

de e toda cadeia ¢y para & e u, temos que e F =Y
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Prova:

. E + +
I) Obviamente, ¢“ Ccyp“*", pois E*(r'] e Z(®,n'), para todo

I1)

ne w; portanto, se, para todo o€ Z(&,,n'), v [Rg(o)] e
¢" (0), entdo, para todo ne w, vIRg (E*[0'])] € o™ (E"[x']).

E
Mostremos agora que v CcpY, Seja veww’E

: Entao
VIRg(E“[n’]}]ew’f(E“[n‘]), para todo ne€w. Seja o tal
que 0€Z(&,m) e n tal que oeZ(E,R,n).

Como Rg(0) CRg(E®[n']), temos que:

1) vIrg(o)] = (v[Rg(E® [1'])] ) [Rg (0)]

2) w“f(0)= (vﬁ}Fﬂ'*]))[Rg(ﬂjl .

3) (vIRg(E* [0 1)])[Rg(0)] & (¢ (E [']))[Rg(0)]

Por substituicao em (3), obtemos, entao:

4) v [Rg(0)] €™ (0).

w

Como m era qualquer, temos que Vveg

10 Corolario: Para quaisquer enumeragées E,E de 7 e pa-

L
. w E w E‘
ra qualquer cadeia ¢ para R e 0, v =¢

W

20 Corolario: ¢ & um conjunto normal de fungdes valorati-

vas de £ em u.

Obviamente, para todo V que € um conjunto normal de

fungoes valorativas de £ em p e para toda relacao de ascen-

déncia & para 3 , existe uma Gnica cadeia ¢y para ® e

tal que ¥ =V, Assim, podemos concluir:



30 Corolario:

16

Dada uma relagao de ascendéncia para 3, exis-
te uma bijegdo entre o conjunto {Vcu': Vv &
normal} e o conjunto {¢: ¢ & uma cadeia pa-
ra & e p); obviamente essa bijegdo é induzi

da por ¢“.
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6. FATORIZAGOES,

Seja £ uma linguagem proposicional e, para algum

ke w, sejam Fa,F,,".,FK. tais que:
a) {Fi}, i<k & uma particao de 3
b) para i<k, P € um conjunto recursivo;
c) To ={A: A & uma constante de £L};
d) FH contém como elementos todas as variaveis de {L;
Seja =, a fungao identidade definida em I, e sejam
K :
S LI T | tais que:
e) para i<k, T' & uma seqiiéncia finita de funcdes recur-
sivas de I'. em 7 _;
s 0 L
£) T ={=};
g) para alguma relagao recursiva < , que € uma ordem estri-

ta bem fundada para ?L, para todo i, 1<i<k, para to-

do q, 1<q<%(T') e para todo ie P,
I) toda variavel proposicional que ocorre em (Ti)q(A)
ocorre em A;

1) (Ti}q(m < A.

Entao, se ¥ & a familia {(Fi,T1>}, i<k, ¥ & uma

fatorizaqﬁo para 3£; qualquer ordem estrita recursiva e bem

fundada que satisfaga a condigao g, para ¥, serda dita uma

orndem compativel com ¥ .
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Sse I = (£ I‘i,'l"" )}, i<x', ¥' denota a particao

{ri]’ i<k e H?, a familia {'I‘i}, i<x'; além disso, ¥! e
: _ i

Jf; sao notagbes alternativas para r. e T', respectivamen-

te; assim, se i<R(H) e q<R(¥?), (¥?) sera a fungao que
1 1l q

& 0o q-ésimo termo de T!,

Para 1<% (X), 3(; € uma classe de ¥(; J{‘; GO é€ a
classe simples de H e os seus elementos sao ditos sdimples;
para i<%(X), JCi‘ € uma classe complexa e os elementos de :r‘(:
sao ditos os divisonres de Jf;; o divisor de ¥y & dito um di-
visorh Amproprnio e, para 1<i<R(¥), os elementos de Jf; sao

ditos divisores proprios de J(i’.

Se Ae¥y, A nao tem ¥ -fatores. Se AEin’, 1<i<
< ¢ (X), para cada termo g de in’ , g(A) @ um H-fator proprio
de A; se Ae JC; o) * A & o H-fator improprio de A. Como
qualgquer ordem compativel com X & bem fundada temos que, se
B & um X-fator proprio de A, entao o numero de H-fatores de
B & menor que o nimero de ¥-fatores de A. Assim, podemos
definir, por indugao no nimero de H-fatores prOprios de A, a
relagéo %{ como se segue: para todo A, todo B, de 3£ F
B é}{ A se e sd se B=A ou existe um H-fator proprio C, de

B tal que CQHB. Segue-se imediatamente dessa definicao

que < € uma relagao de ascendéncia para 73 .

Dada uma fatorizagao ¥ para 3 , convém distinguir
duas funcgoes definidas a partir de ¥ e adotar notacoes espe-

- .
cificas para elas:
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1) C¢, ¢é a fungdo que associa a cada Ace 3., o iIndice da
classe de ¥ a qual A pertence, i.e. CL (A) =i se e sb
se AEEM;, para 1<i<f (). Assim, Rg(Cf ) €& o conjun

to finito de naturais entre 0 e £ (¥).

2) Fat, € a fungdo que associa a cada Ae 3,0 a sealiéncia
dos H-fatores de A, na ordem dada por ¥, se A tiver fa
tores; e se A nao tem fatores, Fat, associa o conjunto
vazio (diremos também, a seqliencia vazia) a A. Podemos
entao, formular com precisao, para toda Aed3 , se
CL, (A) =i, entao:

. - -~ . 2 2
I) se 1i<({(H), Fatx(A) € a seqliéncia HltA)ru,ﬂkcu,fA)
I1I) se 1i=R2(X), FaIH(A)==¢.
Claramente tanto C£x como Fatx sao fungSes recur-

sivas. No que se segue faremos referéncia a {Cf , Fat,} co

mo o conjunto das funcoes ¥ .



7. CONVENGGES DA METALINGUAGEM.

Se & €& uma expressao da metalinguagem, convencione-
mos denotar por (&%p a expressao que é como & exceto por
conter a expressao f onde e apenas onde & contém a expres-
sao o, Se {Ep}, p<th, ttew é uma familia de formas
sentenciais (i.e. sentencas ou sentencas abertas) da metalin-
gﬁagem e se T & uma notagao metalingliistica para uma fungao
de verdade classica com t' argumentos, para algum ¢t € ¢ (i.e.
para uma funcao de {V,F}t* em {V,F}), entao "f({&p}, p<t)
€ uma notagéo'para uma forma sentencial que expressa a imagem
de T guando aplicada & segiiéncia dos elementos de {Sp}, ps<t’,
tomados na ordem crescente. Em particular, Cc-nj({&p}, p<t)
e ﬂié_{({&p}, p<t') denotam, respectivamente, a conjungao e
a disjuncao (de grau t') formadas com os elémentos de {&p}’
p<t.

Um dominio D & uma relagao n-aria, para algum necw,
Um dominio &€ da forma [X,n] se &€ o conjunto de todas as n'-
uplas formadas com os elementos de X . Como uma seqliéncia p
tal que R (p) =n pode ser definida como uma n -upla ordenada
pelos seus indices, podemos denotar oor [X,n'] o conjunto de
todas as seqliéncias p , tais que 2(p)=n" e Rglp) CX. E

claro que, se X & recursivo, [X,n'] é, também, recursivo.
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Um nome em D & uma expressao da metalinguagem que
designa univocamente um objeto de D . Uma constante operato-
nia de D em D’ é o nome de uma fungao de D em D’; se B &
uma constante operatdria, B diz-se recursiva, :se a fungao
por ela nomeada for recursiva. Uma variavel em DO & um simbo
lo metalinguistico que, por convengao, assumem valores em D,
Se @ € uma variavel em D e D é um dominio de funcgdes de D’
em D", o se diz uma variavel operatdria de D’ em D"; a &
recursiva se D for um conjunto de fungoes recursivas. Se ¥
€ uma constante ou v . variavel -operatdria de D em D', v é
um operador de D em D', Um fZeamo em D & definido indutiva-
mente comoc se segue:

a) uma variavel em D ou um nome em D & um termo em D;

b) se para algum B, @ & um termo em B° e 7 & um operador
de D em D, entao a expressac 7(x) € um termo em D,

(dizemos, nesse caso, que Y e « sao componentes de 7y(a)).

Um termo & fechade se ndo tem variaveis como componentes; ca-

so contrario, ele & um termo abento.

Uma equacac & €& uma expressao da forma « =, onde,
para algum dominio D, &« e B sao termos em D; « e B sao
ditos, aqui, os texmos maximos da equagao &. Se & é da for

ma a=a e a & o numeral de 0, & & a equagao nula.

Seja t uma funcdo verdade classica, com ¢t argumen-
tos, para algum few e seja {Ep}, p<t uma familia de

equagoes. Se m & uma forma sentencial da metalinguagem gque
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pode ser parafraseada por uma expressao da forma T({Sp],ps:f)
entao m se diz uma metagfrase e, para p<t, &p é uma equa-

gao de m,

Se E €& uma forma sentencial da metalinguagem, (¥«a)E
e (Ja)E denotam formas sentenciais que expressam, respecti
vamente, a quantificagao universal e a gquantificacdo existen-
cial de £ com respeito a «. Usamos a notagéo (@a) para as
expressOes correspondentes a (¥a)e (da) e dizemos que (Qa)

€ um quantificador em a.

A nogao de enunciado (meta}ingﬁistico} pode ser, ago
ra, assim explicitada: a) uma metafrase € um enunciado; b)
se {SP}, p<t, para algum t'ew, é uma familia de enuncia-
dos e S & uma parafrase de T({Sp}, p<t') — onde T €& uma
funcdo de verdade classica — entao § & um enunciado; se @
& um guantificador em « e § & um enunciado e § & uma para-

frase de QaS', ent3ao § é um enunciado.

S e §' sao enunciados conghuentes se « e & sao va
ridveis para o mesmo dominio, «@ & uma variavel livre de S e

L

= oy,
S (S),ﬂ.
Um designader & um termo fechado da metalinguagem cu

jos operadores sao todos recursivos.

Um designador efetivo & um nome de numero natural ou:
a) um designador formado apenas por constantes operatorias re

cursivas e designadores efetivos; ou



23

b) um simbolo arbitrario, convencionalmente associado a um

conjunto finito e linearmente ordenado de designadores efe

tivos.

Um elemento de um dominio D & efetivamente designa-

do na metalinguagem se ele & denotado por um designador afetl

vO.

Um dominio D é efetivamente definido na metalinguagem

se & finito e se todos os seus elementos sao efetivamente de-

signados na metalinguagem.

1)

II)

I1T)

1Vv)

Vamos destacar algumas classes de designadores:

os designadores sintaticos efetivos: sao designadores de
simbolos de L, de formulas de L, de conjuntos finitos
e linearmente ordenados de designadores desses tipos. As
sim, nomes para seqguéncias finitas de fbormulas sao desig

nadores sintaticos efetivos.

entre os designadores sintaticos nao efetivos destacamos
os nomes metalingliisticos de conjuntos recursivos e nao

finitos de simbolos de £ ou de formulas de L.

os designadores valorativos efetivos: os numerais, as se

giéncias valorativas finitas e as tabelas.

entre os designadores valorativos nao efetivos destaca-
mos os nomes para imagens de fungoes valorativas cujo do
minio € um conjunto nao finito de formulas — embora, even

tualmente recursivo.
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Seja S um enunciado metalingliistico. O conjunto dos
tenmos nelevantes de S — que sera denotado por (0S) — € o con
junto das distinéas variaveis que ocorrem livres em S. Vamos
dar o destaque necessario a algumas conhecidas propriedades

da logica classica:

Lema 1 das metafrases: Se m & uma metafrase, ~ve (ym), 7Y é
uma variavel em D e D €& efetivamente definivel na metalin-
guagem, entao, se § & da forma rnYéj ou da forma (Qy)m, en

tio § €& uma metafrase e (8S)= (87) -{v}.

Lembremos, ainda, que se m & uma metafrase, m & uma
forma sentencial metalingiiistica. Assim, se (6m) = {yi, ..,7,}

e para 1<i<n, 7;

; € uma variavel em Di’ podemos referir-

-nos como € usual, aos objetos que satisfazem m — os quais,
evidentemente, deverao ser n-uplas pertencentes a D;x ..x Dj.
Se denotarmos por 0" o conjunto dos objetos que satisfazem

m embora ndo tenhamos, por esse procedimento, construido ne

!

cessariamente um designador efetivo, temos todavia que:

Lema 2 das metafrases: Se Dy, .. ,D, sao recursivos, M & uma

metafrase e vYe (m) se e s6 se para algum i, 1<i<n, 7 €

. = o n - .
uma variavel em D;, entao 0" & recursivo.
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8, [EQUAGOES E METAFRASES DE ¥ E .,

Seja L uma linguagem proposicional, g um conjunto
de valores de verdade, ¥ uma fatorizagao para LT Seja

Fzy o conjunto das fungoes de 3£ em V.

Uma equagao valorativa & uma equagao na qual um dos
termos maximos € um designador valorativo. Se f & efetivo,

entao a eqguagao se diz efefiva.

vamos distinguir alguns tipos de equacoes valorati-

vas.

Primeiramente, observemos que a equagao nula €& uma

equagao valorativa, pois contém o numeral de 0 como termo ma

ximo.

Consideremos, agora as equagoes valorativas da forma
a=p, onde P €& um designador valorativo efetivo de um ele-
mento de p. As equagoes desse tipo sao ditas pontuads. Den

tro dessa classe, um grupo relevante é constituido pelas equa
¢oes da forma 7(a)=f , onde 7 € um operador de I, em 4 e
a é um termo em 3 ; uma equagao desse Ultimo tipo & dita a

equacao de vafon para Y e « de parametro f.

Destaquemos, agora, as equagoes valorativas da forma

a«=f, onde f € um designador valorativo efetivo e a & um
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termo em um dominio de seqliéncias valorativas ou em um domi-
nio de tabelas. Dizemos, entao, que as equagGes desse primei
ro grupo sao equagoes Lineanres e que as do segundo grupo sao

equagoes tabulanes.

Observemos que a eqguagao nula € pontual, que as equa
¢Oes pontuais constituem um subconjunto das lineares e que es
sas Gltimas formam, por sua vez, um subconjunto proprio das

equagoes tabulares.

Uma equagac de classe em ¥ & uma equagao onde um

dos termos maximos & uvm indice de classe de #. Assim, uma
equagao desse tipo tera sempre a forma: Cﬂx(a)==i, onde « &
um termo em 3£ e i<®(¥X). Observemos gque para cada @ que &

uma variavel em 3 existem exatamente £ (¥)* distintas equa-
¢oes de classe em ¥ cujo Gnico termo relevante € «. Denote
mos, alternativamente, por “&;” ou por {&:}, i <2(X) para

o conjunto de tais equacgoes.

Uma equagaoc de vafon em jp é uma equagao pontual do

-

tipo Y(a) =p, onde pep, @ €& um termo em 3 e 7 & um

operador de 3 em p. Observemos gue para cada variavel «
em 3 e cada operador de 3 em p (i.e., cada nome ou varia

vel em F:;;) existem exatamente £ (u)* distintas equagoes
b

desse tipo. Adotemps as notagodes “al”m e {&%’a], pPeu pa-

ra o conjunto das eguagOes desse tipo.
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Uma equagao valorativa modufada por ¥ e p é uma equa

gao & tal que:

I)

II)

ITT)

de

a) Se
b) Se

c) Se

& & da forma Fatx(a:)=ﬁ, onde &« é um termo em 3, e

B €& um designador efetivo de um elemento de u: ou
& € da forma «/ Fat (a) =B, onde « é um termo em 3,

7Y € um termo em sz e B €& um designador efetivo de

uma seqliéncia valorativa de pu; ou
& & da forma &/ Fatu(a) =f, onde a € um termo em 34

6 € um termo no conjunto das partes de £, , e B & um
»

designador efetivo de uma tabela em u.

Nos trés casos, dizemos que f & o parametho efetivo

Observemos que:

m
1]

& do tipo I, & & pontual e (6 &) ={a};
& & do tipo II, & é linear e (0 &) ={a,7v};

& & do tipo III, & & tabular e (6 &) ={a,y,d}.

Vamos adotar a notagao ll&, “N para o conjunto  das
3

equagles valorativas moduladas por ¥ e p.

Uma metafrase valorativa moduladla por H e pu € uma

metafrase cujas equagoOes sao nulas ou sao equagoes valorati-

vas moduladas por #H e g,
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9, Dos J0GOS AS DEFINICOES.

Seja # uma fatorizagao para ¥ k um conjunto de

i !
valores de verdade adequado para 3£ . Seja {Nm), m<t, pa-

ra algum te w, uma familia de nomes da metalinguagem.
No que se segue, A & uma variavel em 3£ e v & uma
variavel em F_ L I(X) & o conjunto {0,..,80)} e I(N) o

conjunto {0,..,t}.

Sejam ainda PIF e PIFPAF' duas classes de fungoes
tais que:
a) para cada §e PIF existe uma §§ e PIFPAF;
b) o dominio de definigao de uma §1 é o doﬁinio de definigao
de §;

c) cada par §, §1 obedece, ainda as condigOes abaixo:

PIF: 1) §(0,i,p) =0.
II) se i=0 ou i=¥), & ,i,p)=20;

se 1 <1 <0, §(m‘si93)€m+°

PIFPAF: 1I) §9(0,i,p) €& a equagao nula.
I1) se i=0, §9(,i,p) & a equagdo Faz, (A) =7 ;
se i=8@), &Y(v',i,p) €& a equagao nula;
se 1<i<RH):
a) se §(w,i',@) =0, entao §Y(n',i",n) € a equa

gao v/ Fat, (A) =¥, onde ¥ & um designador
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efetivo de uma sequéncia valorativa ¥ de u;
b) se §(n',i',A) =n", para algum m', tal que

1<m'€n’, entdo §9(«,i',7) & a equagao

ﬂ%&yFatH(A)==T*, onde 1* & um designador

efetivo de uma tabela T de pu.

Para m<t, definamos em sequida o ghrau § de m (em
simbolos, g§(m)) como se segue: g§(m)==max{§(m,i,§), i e I(30),

peun}; assim, g§(0)=0 2 g§(m*)€m’.

Podemos definir agora, .para cada 8% e PIFPAF, uma
fungcao que associa a cada (m,i,p) e I (N) x1 (i) xp , a metafra
se M§1(m,i,3) — dita a jogada (m,i,n) do PIFPAF §Y — da for

ma
&, — (& — 81(n,i,P))

onde &i & o elemento de indice i de N&:H, &6 é o elemen-
to de indice de H&:*A“ e a seta & uma notagao para a im-

plicagao material.

U'a mao (m,i) de um PIFPAF §Y, onde mel (N) e

iel (¥X), é uma metafrase M§q(m,i), da forma:
Con.f'({h%(' (m,i,E)}, PE #)

onde §§ e PIFPAF; cada jogada (m,i,p) se diz uma jogada de
mac (m,i); obviamente, cada mao tem tantas jogadas guantos

sao os elementos de 4.

Uma paxrtida m de um PIFPAF §Y, onde mel (N), & uma

metafrase M§q(m) da forma:
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Conj({Conj({Mﬁq(m,i,ﬁ)), mewn)}, iel (30)).

Assim, cada partida tem tantas maos guantas sao as
classes de ¥, e tem tantas jogadas quanto o produto do name

ro de classes de ¥H pelo numero de elementos de pu.

Vale ressaltar, aqui, uma correlagao significativa
entre M§q(m) = g§(m), para m<t, garantida pelas defini-

¢oes acima:

Lema das partidas: Se A;f € um termo gue figura em M§ﬁ(m),

entdo m <g(m) e g(m) <g(m).

Antes de dar mais um passo, e propor a definicao de
uma mesa de PIFPAF, convém remunerar alguns pontos e fazer al

guns esclarecimentos.

Lembremos, entdo, que <, € uma relagcao de ascendén
cia e, assim, dado qualquer A e qualquer n, tal que A & um
designador efetivo em 3£ e n um designador efetivo em w, o
conjunto {o e Z(<, ,n"): A:=on.} € recursivo; e se h for a sua
fungdo caracteristica, a equagao h(o) =1 & uma metafrase si
nonima a: 0 e€ E(QK,E): assim, a expressao mMm(x,A,0), abaixo:

OGE(Q}(,){*) e o.,=A
é uma metafrase, (06 m(x,A,0))=1{x,A,0} e nﬂx,ﬂ,ﬂ)x41A4kaQ*
& uma sentenga verdadeira se e s0 se 0* for uma X-seqliéncia

de n' termos cujo Gltimo termo é A*,

Recordemos ainda, por outro lado, gue dados uma rela
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¢ao de ascendéncia ® e um conjunto normal de valoragoes V,
uma cadeia ¢ € induzida imediatamente, a saber aguela em que
cada feixe de abcissa n' € a classe das tabelas formadas pe-
las restrigoes dos elementos de v &as imagens das &-seqglién-

cias de n' termos; e, como foi mostrado anteriormente, V e

» w y
exatamente o conjunto ¢ . Assim:

a) Se estivéssemos desejando nos valer de ¥, ou seja, fazer
uso da ferramenta que € uma fatorizagéo, para enunciar uma
definicao recursiva de uma familia finita {%n},n1€t, on
de cada elemento € um conjunto normal de fun¢oes valorati-

vas regulares para £ e pu, e

b) se, além disso, tivéssemos querido reservar a familia {NQ},
m<t, para fazer dos seus elementos nomes metalinglisti-

cos de tais conjuntos,

entao, seria sensato comegar visando cada um desses conjuntos
w - " ~
como um Nm , correspondente a cadeia Nﬁ , para entao tratar

de compor com metafrases uma regra geral que nos ensinasse:

— a construir, para cada ms<t e cada O0E€ E(a“,1), a tabela

N;(o) (definindo, assim, os feixes de Né);

— a escolher, para cada m<c, cada n>1, cada o0¢€ E(éx,ﬁd,
entre os elementos v de FL”‘, cujos segmentos iniciais
até n pertencem a Nﬁ(a)[n], quais sao aqueles cujos seg-
mentos iniciais até n' pertencerao a Ngf(o), levando em

conta, para tanto, apenas qual & a classe a gual A perten

ce em X, o valor que v atribui a A e como se comportam
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os H-fatores de A, presentes em 0, nas tabelas, ja efeti
= n ;
vamente construidas, que cada Nh, associa a o0[n], para

cada m <n.

Uma tal regra, que denotaremos por Mﬁq(x,y) pode

ser formulada pela metafrase:

+

se xew, 0eZ(S,x) e A o,, entdo, U[Rg(o)]eNyx

e ng(y).

Como se vé, usamos y como variavel em I(N) e x como varid
vel em «, pois a nosc= indugao sera feita em I (N) xw. Ob-

servemos, ainda, que ﬂgd(y,x))= {v,A,o0,y,x}.

Se, agora, quantificarmos universalmente em A, 0 e

x a metafrase M§Q(K,Y), obteremos o enunciado S§{(y); en-

-

tao qu(y) é:

para todo A, todo ¢, todo x, M§E(x,y).

Podemos entao dizer o que & uma mesa D§£(m) de
PIFPAF 8Y; € o enunciado abaixo:

e N 5 S
v n Se e so se §1](m)

onde S§((m) € uma abreviagao para Sg{(y)341.



10, ALGUNS RESULTADOS,

Se nao estivéssemos, por forga maior, obrigadas a in
terromper esse trabalho por aqui, continuariamos a mostrar

com detalhes como se provam Os seguintes teoremas:

para toda linguagem proposicional £, todo conjunto finito de
valores de verdade g, toda fatorizagao de 3 e toda N1,
m<t, para algum te w, que € uma familia de nomes metalin-

gliisticos,

TEOREMA 1. sSe 81 é um PIFPAF definido em I (N) x1(¥) xp en
tao para todo m<t, ng define um conjunto decidivel de va

loragoes de L em u.

TEOREMA 2. Para todo PIFPAF §Y, definido em I (N) xI (¥) xpu,
051(0) € uma definigéo do maior subconjunto de funqaes valo-
rativas, que & um conjunto de valoragoes de I em 4.

TEOREMA 3. Para todo PIFPAF §Y, definido em I (N) x1 () xu e
todo m el (N), se para todo m <m, Nﬁﬁ(mﬁ # ¢ entao a con-
dicao necessaria e suficiernte para que Ngg(m) nao seja va-

zio & que, para todc i'< € (X) e todo A*EKH} , a metafrase

Diéj({§1(m’,i’,5)},'Ee;t)ﬁi* seja uma sentencga verdadeira.
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TEOREMA 4. se mel(N), f(u)=q, 8§ & um PIFPAF definido
em I(N) xI (i) xp tal que para cada i <% (X) e cada A*e i,
1
" existe um nico xep tal que §Y(m,i', x) entdo Nﬁq(ﬁd é
um calculo funcional g-valente que pode ser introduzido por
meio de R#(¥) -2 matrizes finitas, cada uma delas associada
a funcao caracteristica das classes K}’“"Mzﬁo—l'

TEOREMA 5. Todas as logicas de valoragdes decidiveis por ta-
bleaux semanticos sao definiveis por um enunciado do tipo
Do S10s

TEOREMA 6. Todos os cadlculos proposicionais decidiveis téem

uma definicao do tipo D, (1) onde 87 & um PIFPAF definido

em {0,1}x{0,1,2}x{0,1}.

entre outros.



