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Abstract

The first chapter introduces the notion of perfect graphs and Berge's old

conjecture, proved by Lovasz, appears in chapter 1 under the name of Perfect
Graphs Theorem.

The second chapler presents lundamental ;:ropertwq of critical graphs{i. e,
minimal imperfect graphs) and the so-called partitionable graphs. The chapter
concludes with a presentation of Tucker’s maximum clique graphs.

The third and the last chapler presents a broad colection of classes of perii'c
graphs. The chapter presents a weak unification of these classes.

The appendix aualyzes the second conjecture, the so-called “strong” conjec-
ture, and presents a survey of some classes over which this conjecture holds.



Sumdrio

O primeiro capitwlo introduz a nogao de praflos perfeitos e as antigas conje-
turas de Berge. A primeira delas, demonirada por Lovész, consta do capitulo 1
vorn o nome de Teorema dos Grafos Perfeitos.

O segundo capitulo apresenta propriedades fundamentais dos grafos criticos
(1. €, imperfeilos minimais) e os chamudos grafos particiondveis. O capitulo
termina com a apresentagao dos gralos de cliques maximos de Tucker.

O terceiro e ultime capitulo apresenta uma variada colegio de classes de grafos
perfeitos. Foi conseguida nma ténue unificagio de algimas dessas classes.

O apéndive considera a segunda conjetura, a chamada conjetura “forte” | e

apresenta um resumo de algumas classes para as gquals a conjetura vale.
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Capitulo 1

(Grafos Perfeitos

1.1  Defini¢oes e Proposigdes Basicas

Damos nesta segao as deliniges e proposicoes que serao usadas ao longo da tese
serm matores referéncias. Ao leitor familiarizado sugerimos que prossiga & partir
da secho 2,

Ut grafo ' G consiste de um conjunto VG de vértices e de v conjunto AG
de arestus, onde cada aresta é um par nao ordenado de vértices distinlos. Um
grafo é dite finde se VG ¢é fimto. Quando & for subentendido, escreveremos
stnplesmente Ve A no lugar de VG e AG. Um gralo & dito ortentado se cada
aresta € win par ordenade de vértices. Se X & wn subconjunto de G, usaremos
a notagaa VX para denotar o conjunio de vértices de X, e AX para denotar o

conjunlo de arestas,

sd por a, mas Ltambém por e ou vu. Dizemos gue u e v 530 adjacentes, e que
e v osan os ertremoes de a. Dadeo wm vértice ¢ de 6, chamamos de conjunie
adjacenie do vértive x, notacao Ady{r}, o conjunto dos vértices adjacenies a z em
.

O complemento de um grafo ¢, denotado por ¢, é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices de 7 e tal que dois vértices distintos sio adjacentes em &
se € soinenie se nao siao adjacentes em .

Um grafo H ¢ chamado de subgrafe de um outro (7 se seu conjunto de vértices
o de aresias sdo subconjurntos dos vértices ¢ areslas de &, respectivamente. O
subgrafo H se diz gerade {notasio M = G[V H|} se toda aresta de G com ex-
tremos em V I pertence a AH: neste caso dizemos que VH gera H em G, S¢e H

TPary algung autores, o que aqui chamamos de grafo € chamado de grafo stmples vein 13



nau ¢ subgrafo de & dizemos que G pao possur I

Seia 4 uma colegao de conjuntos, X um conjunto de 4. Dizemos que X é
mazimnal em 4 se nado for subconjunto priprio de penbum elemento de A; minimal
se nenhum elemento de 4 & subconjunta préprio de X dizemos que X é mdromo
e A se nenhum elemenio de 4 iem cardimalidade malor do que a de X, mimime
se penhunt elemento de 4 tem cardinalidade menor do gue a de X

Dados dois vértices 2 e y de um grafo &, chamamos de caminhe de x para y
2 seguencia

AT R TV L TR DR 1)

gie nao repete vértlce, onde v é adjacenie a vy, Serd chamado de caminho
sem cordas se VP for minimal. Dizemos que P ¢ um caminho de comprimento
oem ) que & possmioam My, gue VP pera um Py em G Obss po cago em que
ko= 1 otemos o caminho dito degenerado. U ctrcuilo é uina seqiiéncia:

o {og, vy, v, . Vk)

tal que
(Vo vp, vas s Ve g)

& um caminhio, & > 3, e v, = vy Analogamente, o circuito serd chamado de
circutlo sem cordas se ele & minitnal. O lemanho do crcuito seréd o numero de
seus vertices, i5to &, k, e a paridade do cironto sera a paridade de k. Neste caso
dizemos que G possui um O,

Um grafo G é chamado de conere se existe wm caminho entre quaisquer dois
vértices o e y de 7. Caso contrdrio é desconera.

Uma eomponente conexa de um gralo & nao vazio € un: subgralo # gerado

de G maximal e conexo.
Proposicio 1.1 Um grefo desconero possut mats de uma componenle conexa.

Umia drvere ¢ wm gralo conexo 7 sem circuitos.  Dizemos entdo que T ¢
aeivlica,

P conjunto X de vértices de um gralo ¢ é de corie se G — X é desconexo.

U grafo G 8 dito k-coneze se todo conjunto de corte tem pelo menos £
vériees.

Um estdvel e G & wmn conjunto de vértices de &7 dois a dois naoe adjacentes.
Denotamos por £ G o conjunto dos conjuntos estévels de G {ou simplesmente £
guando ficar subentendido gual o grafo &),

Um efigue e1n G é um conjunto de vértices de G dois a dols adjacentes.
Denatamos por (G o conjunto dos cliques de G {ou siinplesmente £ guando ficar



subentendido gual o grafo ). Se um cligue tem tamanho r dizemos que & possu
urn A,

Proposicdo L2 Um chaue em G € wmn estdvel gm &

Umna coberlura por estdveds {ou coloragdo) de um grafo G & nma partigio de
V' oonde cada classe {cor) é um estavel em (.
Uma eobertura por chygues de vin grafo 7 ¢ uma particio de V, onde cada

classe ¢ e chique e (7,

Propesicio 1.3 Uma cobertura por cligues em & € wma coberturg por estdveds
em (7.

A notagao utibzada para denotar o taumanho do clique midximo {ou dos cligues
maximos) de um gralo ¢ serd: @G, ou simplesmente w, quando & ficar suben-
tendido; o tamanbo do estavel maximo {ou dos estiveis maximos) de G serd
denotado por off ou simplesinente o, quando G fiear subentendido,

Proposigiio 1.4 Um cligue mdzimo em (G € wm estdvel mdzimo em G. Assim,

l

Wl = al

O nimero de coberlura por estdveis {ou nidmero cromdtico) de um grafo & @
o tamanho de uma cobertura minima por estiveis em G, denotado por x& ou
simplesmente v, gnando ficar subsntendido gual o gralo G. Do mesmo modo, o
nimere de coberiura por cligues em uwm gralo & é o tamanho de uma cobertura
minima por cligues e GFdenotado por 86 ou simplesmente §, quando fcar
subentendido qual o grafo G.

Lema 1.1 Pare tode grafo G valem:
(1) «G < xG e

Demongirapdo. Sejamn & uma coberbura minima por estdveis e € um clique
maxime de un grafo G, Entac:

wl = HO < :‘;‘-#E = X{::



Clome esta convinsio vale para todo cligue € e toda coberbura minima por
estaveis £, seghe (e

wla T oy(,
|

Em 1955 Mycielski (veja [28]) demonsiron que esta diferenga é tao grande
quanto se gueira, este resultado pode ser descrito como segue: para qualguer
mteiro nao negativo k existe um gralo G, tal que wG < xG e yG - w(i = k.

Vimos nas proposigoes anteriores a existéncia de wina analogia enlre vs paré-
metros w <o o e y e 8, guando frocamos ¢ por G . Entdo iremos falar somente
de uma das desigualdades, vima vez que é facH entendermos o caso andlogo. A
titulo de exernplo podemos estender o resultade do pardgralo unterior, do seguinte
mado: para qualguer inleiro nio negative k existe umn gralo 7, tal que oG < #G
e #G - ol = k. Bastando camplementar & e aplicar o resultado de Mycielski em
&,

Lewma 1.2 Doeda wima cobertura por estduess 8, ¢ um cligue C de um grafo &, se
# 8 = #O, entdo a coberlura § 6 minima e o clique O ¢ mdzimo.

o

Demonstracdo. Sejam £, o ¢ respectivamenie uma cobertura minirna por esté-
veis de (0 e um clique maximo de G. Entdo:

JO < HC < FE < HE < AC (1.1)

- a primera destgualdade segue da maximalidade de C7,
- a segunda desigualdade segue do Lems |
« @ lerceira segue da minimalidade de £,
- @ it desigualdade segue da hipdiese do Lema.
Assim vale a igualdade ac longo de (1.1}, e portanto, #C = #C7 e #E. = #E.
&

Quandoe ccorre a ignaldade wG = yG, dizemos que G satisfaz a w-igualdade
manimar. Quando cada subgrafo gerado de G satisfaz a w-ignaldade minimax,
dizemos entas que (7 ¢ w-perfetfo.

Quande ocorre a lgnaldade o = §G, dizemos que G satisfaz a a-igualdade
minimaz. Quando cada subgrafo gerado de & satisfaz a a-igualdade minimax,
dizemos entao que & & a-perfeito.



Ean 1061 O Berge conjeturog que w-perfeicio e o-perfeigho sio equivalentes.
. R, Fulkerson tentou durante alguns anos deronstrar esta conjebura, mas em
1972 L. Lovisz consegnio demonsira-la, vsando resultados do proprio Fulkerson.
Clonta-se etibio que ao tomar conhechinenio do suressa de Lovisz, Fulkerson finsd
nmiente conseguin demonstrar esta conjetura. Assin, este resultado é conhecido
conm sendo de Lovdsz e Fulkerson. A pés apreciarmos a demonstragio da Conje-
tura entdo falaremos de grafos perfedos e ndo-perfeitos, eluninando os prefixes o

Ll TN

1.2 Teorema dos Grafos Perfeitos

Antes de enunciar o Teorema dos grafos perfeites precisamos de uma definigao
impotante. '

Denotemos por nd o ndmero de vérlices de i grafo ¢ {ou simplesmente n
quande fcar subentendido qual o gralo G). Dizemos gue vm gralo € satisfaz a

n-desigualdade se:

W .ali > ol

Dizeros que um grafo G é ne-perfedto se e somente se todo subgralo gerado

de ¢ satisluz o n-desipualdade.

Proposicdo 1.6 Um grafo G ¢ n-perfedto se uma das afirmativas abarze € ver-
dadedra:

G € n-perfrids.

G ¢ w-perfeita.

G ¢ aeeperfeito.

Demonstracde. A primeira afirmativa segoe da Proposigao 1.4, sto é,

isto é, n-perfeiciio ¢ auto dual.
Para demonstrar a segunda afirnstiva vamos supor que G & w-perfeito, seja
H um subgrafo gerado de &, entao:

wH .ol = xHoH >nH

- a ignaldade segne da w-perfeigo de .



- a desigualdade segue do fato que V H pode ser coberto por xH estdvels {com
no mraximo of vertices cada um),

Portanto a w-perfeicao implica em n-perfeigio.
A afirmativa {3t} € andloga a (i),

=

Teorema 1.1 ( Teorema dos grafos perfeitos lovasz 1978} . Pura todo grafo G
a8 ¢eguinies aftrmacoes sao eguivalenies:

G € w-perfetto.
G ¢ a-perfedo,

G € n-perfeto,

femonstracde. Para demonstrarmoes este Teorema iremos inictalmente definiy
hesubstilnicdo por vérkices e enunciar dois Lemas:

Dizemos gue um conjunto I ¢ uma -duplicagde de um conjunto A se existe
uma aplicacae de A no conjunte das partes de B, tal que a imagemn de ¢ ¢ uma
particao de B {admite-se 0 caso ern que w{v} é vazio para alguns elementos v
de A}, Dado v em A, cada elemento de @{v) é uma cdpia de v. Dado v em B,
denotamos por 7 H{u} o elemento v de A tal gque v € p(v); assim, u é uma cHpia

de w7 Hu)
Dade um grafe G e uma aphcagio h de VG nes naturais, digemos que um

gralo I é uma h-substituigdo de vértices de G, denotado por G eh, ge existe uma
aplicacio o tal que VA ¢ uma g-duplicagdo de VG, onde:

- para todo w e v em V /1, u e v s3o adjacentes em V I se ¢ somente se ™ H{u)
e ¢ (v} sdo adjacentes em G {cdpias de um mesmo vériice nio sio adja-

centes),
- para todo v € VG, (v} = h{e).
Veja o exemplo na figura 1

Proposicio LY Para todo cliqgue € em (o by, @ HC) € um cligue em G, ¢ do

mesmo tamanho. Portanto w{G o h) < wG
Proposicho 1.8 Para tedo estdvel B em G oh, w 1(E} € wm esidvel em G,

Proposigio 1.9 Para todo estivel £ em &, @{E} € wm estdvel em G o h, de
tamanhe h{E}.

~3



P4 {}
o Goh

Figura 1.1: Uma b-duplicaggo de G, o natural ao lado de cada vértice de & ¢

hiv).

Proposigiio 1,10

afGoh)=  mar K5
SefG

Demonstragdo. Sejawm Foum estdvel em Goh, BN == w1 (E), E” = w{E'). Segue
da Proposigao 1.8 que £ é um estdvel em . Segue da definicao de G o h que £
& um subconjunio de £7. Segue da Proposicio 1.9 que 57 é um estdvel em Goh

Assim,
GE < h{E) (1.2)
B particular, se F for méaxino cntao £ = E7 ¢ # 8 « A(E).

- a igualdade segue da definigao de F.
~ a pruncira desigualdade segue de (1.2},
- @ ulthma desigualdade segue do fate que @l ' {(F}} é um estavel em G o A

Finalmente, para todo S em £, @8 é um estdvel em Goh, com cardinalidade
h(S). o

A demonstragae do Teorema 1.1 utiliza ainda os Lemas 1.8 e 1.4, como
seguem, gie serdo demonstrados posteriormente.



Lewna 8.3 A operagdoe de hesubstituicae de vérlices preserta w-perfeicdo ¢ o

perfeicdo.

Lo b4 Sejo I owma h-substituigio de virtices de um grafo 7. Se todo
subgrafo gerade € priprio de (7 € c-perfeito, ¢ se 7 ¢ n-perfeddo, enige H €

n-perfeiio.

A demonstragie do Teorema serd feita por mdugin em subgrafos gerados,
Assin, adotamos como hipdtese de indugio a validade das equivalénciang de w-,
o & n-perfeicdo para cada subgrafo gerado e praprio de ¢ ’

As hmpheagdes w-perfeicio implica em n-perfeigdo, e a-perfeicio em n-perfei-
¢ao foram demonstradas na Proposigao 1.6, _

Varos mestrar gue se (0 ¢ n-perfeito, eniao € é w-perfeito,

Sejs ¢ um grafo n-perfeiio, seja H o subgrafo gerado proprio de G, Entao

por indugio:
H é weperfeito.
H ¢ a-perfeita,

Se demonstrarnos gue ¢ & w-perfeito, entao as hipdteses de indugao valem
para 7. Assin, Leremos demonstrado o Teorema, pels:

56 n-perfeito = G é n-perfeito
=0 (0 6 w-perfeito

= € € a-perfeito

Cuomo H ¢ w-perfeito, entao yH = «wH. Como esta conclusao vale para todo
subgrafe gerado e proprio H de (7, ¢ suficiente mostrar que G = wG. Segue do
Lema 1.2 que w < y(7. Assim, vamos mpstrar gue xy& < w.

Consideremos inicialimente o caso em que (G contém um estavel Z que enconlra

todes o8 seus chiques maximos. Bptdo,

onde a ignaldade segue da w-perfeicio de & 2 (pela hipdtese de indugdo), e
a designaldade da definicho de Z. Qualquer coloragao de &'~ & cors w ~ 1 cores
pode ser estendida a uma coloracdo de (G com w cores, tomando 7 come uma

nova Cor.

S



Hesta portanto moestrar que €7 posswd um tal estavel, Para demonsirar esta
afirmativa vamos supor por absurdo que para cada estivel & de (0 exista um
cligue maxime, denotado por A8}, de tamanbo w7, que & digjunto de 55 isto
nos conduzird a uma contradican.

Pars cada vériice  seja A{x) o minero de estavels S tals que K (S} contém
2. Seja G7 uina hesubsiituicio de vértices de ¢

Pela hipdtese de indugao, todo subgrafo gerado proprio de G é a-perfleito; por
hipdtese, (¢ ¢ n-perfeito; asstin pelo Lenta 1.4, 57 ¢ n-perleito. Em particular,

wC ol < 0! {1.3}

Neste momento tremos fazer alpumas consideragdes sobre os valores envolvidos

na desigualdade (1.3}

nG e RV G) s ) #K(S) 5 wG HE > WG HE (1.4}
S d

- a primeira igualdade segue do Tato que cada vértice v foi copiado A{v) vezes,

~ a segunda igualdade segue da delinigio de h

- a desigualdade vern da Proposigio 1.7,

Também:
alG' = mar T} = max| 5 T H{S)) <« #E (15)
T E Tef Sef Y

- a primeira igualdade segue da Proposicao 1.9,
- a segunda ignaldade segue da definigao de A,

- 8 desigualdade segue do {alo gue todo estavel encomtra todo clique em no
maxime gin vértice; a desigualdade é esirita pela hipotese do alisurdo, uma

vez que 7 ndo encontra K7}
Ers resumo, de {14} e {1.5)
nGG' T W HE > wl ol (1.6)

Assim {1.8) e {1.3) sdo contraditdrias. De fato, existe o estdvel Z que encontra
todos oz cligues maximos de &, E portanto, n-perfeicio trmplica em w-perfergao.
E portanto, segue que 6 ¢ também o-perleito, como jd discutimos anteriorinente,

1u



Demonstramos agu {madulo os Lemas 1.3 e 1.4 ) gque n-perfeigio implica em
w-perfeigao.

Asshim para conchiir a demoostrasio do Teorema remos demonstrar os Lemas
tde b

Lema 1.3 4 operacdo de h-substiiuicdo de vértices preserya w-perfeicao e a-per-
feicao.

Demonsivapdo. Vames demonstrar o Lema por lndugio em A(V (7). Seja H uma
A-substilnigao de vértioes de (0.

Seja A umn subgrafo gerado e préoprio de /. Entao K é uma k-substituigdo de
vértices de &, onde AV G < (V). Pela hipotese de indugioe, K é w-perfeito
(se & {or w-perfeito) ou K & a-perfeito (se G for a-perfeito}.

Como gsta conclusko vale para cada subgrafo gerado e préprio de f resta
portanto mostrar que M satisfaz a w-igualdade se G & w-perfeito, ou que # satisfaz
a a-igualdade se G & ce-perferto, respectivamente, Se i ¢ subgrafo gerade de G,
segue da definigao de a-perleicio ou w-perfeicio que M é w-perfeito ou a-perfeito,
respectivatnente,

Podenos entdo supor gque VG contém uns véertice w, tal que Alw} > 1. Sejam
u e v duas copias de w em H, seja H' oo H ~ u.

Se {7 ¢ wperfeito, entdo:

yH = xH' = wll' <wl < xli

£

~ a primeira igualdade segue do fato que podernos estender uma coloragio de #'

a M dando & u a mesma cor de v,
- asegunda igualdade fol provada aciina, pats H7 ¢ um subgrafo gerado ¢ proprio
de K.

Portanto H satisfaz o w-igualdade, se G for w-perfeito. De fato, substituigao
de vértices preserva w-perfeigao,

Resia agora provar gue se & ¢ a-perfeilo, entdo H satisfaz a a-igualdade. Para
tanto, suponhamos gue €& & a-perfeito. Conforme foi dernonstrado anteriormente,
H' satisfaz a a-igualdade. Seja (' nma cobertura minima por cligues de H'. Seja
K, win clique desta coberfura que contém v. Agora suponharmos que:

alfi ~ Ky} < aH (1.7)

Como tedo subgralo gerado e proprio de # ¢ a-perfeifo. Em particular,

i1t



o - Kv) = 00 - K,).
Seja K uma cobertura por cligues de /- K, de tamanho of B~ K}, Entae
K 4 K, & uma cobertura por cliques de /7, e de tamanho ol ~ K} < oH.
Resta mostrar que (1.7} 6 verdadeira. Para isto suponhamos que, pelo contrario,

rjt( [E H,;) ok

Na verdade, come (H# — K,) é subgrafo de H | temos entfo a igualdade

alH ~ Ky)= ol {1.8)
Seja X o= K, Lia. Assim,
ol - XYy = olll' - Ky} = all’ - 1 < af. {1.9)
- a primeira igualdade segue do fato que H - X = T K,

- asegunda igualdade segue do fato que A, ¢ vin chique de wmna cobertura mintma
por cligues de #7,

- a desigualdade segne do fato gque /17 ¢ subgralo de H.

Portanio segue de {1.8) e {1.9] que:

a{H - X} < ol =olH - K,}. (1.10}

Segue da desigualdade estrita de (3.10) que todo estdvel maximo de I en-
contra X,

Segue dagualdade de (1,10} que existe wm estével mdxime 8 e H que nbo
encontra A,

Portanlo w pertence a S, mas v nao pertence a 8. Logo, como v e v tém a
mestna adjacéneia, entdo 8 = 8§ 4 v é um estdvel em I de tamanho #5 4 1,
wna contradigiio. Portanto a operacido de subsiituigiao de vértices preserva o-
perfeigao, ]

Lewia 14 Seja H owma hesubstituigde de vértices de wm grafo G, Se todo sub-
grafo gerado ¢ préprio de G € a-perfeito, e se G € n-perfedo, entio H é n-perfeito.

12



Demaenstracdo. Yamos demonstrar esté Lema por indugio enr A{V'}. Seja 1 uma
h-sabstituigao de vértices de G

Seja & um subgrafo gerado e préoprio de 1, entio segue da hipdtese de indugio
que K € n-perfeito. Resta mostear que [ satisfaz a n-desigualdade.

Se Hé subgralo gerado de ¢ entao segue da definicio de n-perfeicio que J
¢ n-perfeito. Logo existe um vértice v em & tal que A{u) > 1. Suponhamos por

absurdo que H nao satisfaz a n-designaldade.

Seja U = {uy, ue, o W} 0 conjunto das coplas do vértice u,

Agora B uy satislor a nedesiginddade, logo:

ndl - Ve FVH - w) < wlH - w)alH - )
< wH.oodl
ST § SR | {1.11)

Portanto vale a igualdade ao Jongo de (1,11}, Denotando wif por p e off por
g, lemos entao:

e
ol wH = nH 1 {1.12)

Por hipdiese, G~ u, um subgrafo gerado e proprio de 7, é a-perfeito. Obviamente
H U éumasubstitiigao de vértices de G - w. Pelo Lema 1.3, # - U/ é o-perfeito.
Como of H — ) < g, entiao V{I] -~ {7} pode ser coberto por g cliques deois a dois

disjuntos, digamos Oy, Ce, Oy, rotulados de modo que

Deste modo, segue de {1.12) gue,

}: #Cy o n{H - U= nfl - h{u) = pg -~ {h{u) — 1)} (1.13)
FESD

Na somatéria (1.13), para cada paccela #C5, temos que p > #C;. Assim, no
maxima fi{u) ~ 1 parcelas ndo contrihuem com p vértices & somatdria. Portanto,

13



oo JJ'}' (_',?I # (,'L, rrf! (,yq ~h{t)+ 1
Agora seja H' o subgralo gerado de ¥ pelo conjunto de vértices:

X'= QruCau UG ey W {ug )

Como h{u}) > 1, entdo H' ¢ um subgralo gerado proprio de }. Portanto, H'
satisfaz a n-desigualdade:

wl ol 2wl = plg~ Mu)+ 1)+ 1

Ora,
oo wH > w}fr,
logo,
; nit!
H' 2 v g h{u) +1
P

Seja & um estavel em H' com g — h{u} + 2 vértices. Os ¢ — h{u} + 1 cligues
Cr.Cyy o, Oy h{u}+1 ENCOBLTAI cOm o estavel St emn no maximo um vértice, Comeo
S tem g - h{u) + 2 vértices, uy pertence a &', Logo § = 5T U é um estavel

em H, com tamanho #8 = #85 4 Alu} - 1 = ¢+ 1. Portante, all > g, em
contradigao a definigao de g. i

A demonstragao deste Lema completa a demonstracio do Teorema dos grafos
perfeitos. £l

Coroldario 1.1 U grafo G € perfeite se ¢ somente se G € perfeito,
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Capitulo 2

Grafos Imperfeitos

2.1 Grafos criticos e Particionaveis

U grafo (0 é chamado de erifico se e samente se G é impetfeito, e todo subgrafo
gerado proprio de G ¢ perleito. '

Coroldrio 2.1 LU'm grafo & € critico se e somente se G € erifico.

Proposicao 2.1 Se ¢ ¢ um grafo critive, entde as seguinfes propriedades sdo
validas:
{1} oy, W ” 2.
{ii} n= 0w+ 1
} o= ofG -~ ) para fodo vertice v de G
{iv) w = w0 ~ 2} para todo vértice x de (5.
Demenstragde, Se o < 1, entan V& € um cigque ¢ portante perfeito; logo a 2 2.

Analogamente, w > 2.
Seja a um vértice qualquer de G, Entao,

n- b a(G -2} <ol - pjw(@ - a) <aw <n -1 (2.1)
« a primeira designaldade segue da perfeicio do subgrafo ¢ - o

- a segunda desigealdade segue do fato que & ~ z é subgrale de .

- a terceira desigualdade segue do Teorema 1.1 {Teorema dos grafos perfeitos) e
do fato que € & critico.



Portanto vale a igualdade ao longo de {2.1), Em particular, valem (ii], {iii} e
{1v}). £

Pados dos interos a,w > 2, disemos gue um grafo G é fo, w)-particiondnsl

3

se gx vegiintbes alirmativas sio verdadeiras:
{i} n > aw+ 1,

{ii} para lodo vértice x de &, a > #[G - 1} e
{iii) para todo vértice o de &, w > x{G - x).

Corolidrio 2.2 Um grafo G ¢ (o, w)-particiondvel se e somente se G ¢ [w,a}-
partiviondvel

Corolirio 2.3 Tode grafo critice (7 € (oG, wG J-particienduyel.

E importante observar neste ponto que nem tods grafo particiondavel é critico.
Chyatal {veja [7]} em 1979 encontrou wma familia infinita de grafos particionivels
e ndo criticos, embora jd era conhecido que este resultado é verdadeiro. Iluang
(veja [23]} em 1976 encontrou o contra-exemplo da figura 2.1 que é particiondvel
mas nao e critico, Em 1979 Chvéatal encontron uma familia indinita de grafos

particionaveis mas nao criticos veja [7].

Proposicio 2.2 Seia O fa, w)-particiondvel e o wn vérlive de . Entdo:

{1y no= w41,
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it rlz matriz
de de
cligies estavels

Note gque o subgrafo gerado pelos vértices impares é o Cy

Figura 2.1: Uni grafo parficiondvel mas nao critico.

Demonstracdo. Temos que,

WG - z)=net B aw

> 06 - 2w

> 9((; ..... E)X(G :;c)
z all - x)x(G - 7)

> alG - x).
« as trés primeiras designaldades seguem do fato que (4 ¢ particionavel.

- as duas Gliimas desigualdades sdo triviais,

Portanto, n = aw -+ 1 e a = #{G ~ x) = alG — z).

Anslogamente, w = (G - 2} = w{F ~ x}.

Falta portanio mostrar que o = off € que w = wiiy = w. Seja 5 um estavel
maximo de . Ora, @G > w0 ~ z); conforme ol provado acima, w{G — x} = w;
por hipdlese, w 2 2. Assim, (0 > 2 e portante existe wm vértice, digamos y, ein
Ve - N,

Seja K uma cobertura por cliques de G - y com #{G - y) cliques. Temos entdo

fue:



(l‘((; ?;) ':','31_‘_ ?fﬁ 5 ool oo ((; — y}

- a primeira desigualdade segue do fato que ¥ nao perlence 2 S e § & wn estdvel
SHESS

- a sepunda desigualdade @ teivial,

Logo o ~ ¥y} = ofl. Conforme foi provade acima, oG ~ y} = o. Portanto,
a = oG - y) = o Analogamente, w = w(G ~ y) = wG = w. [l

Em vista do resultado aciioa falaremos entao de grafos parliciondves e ndae
partictondveis, eliminando o prefixe {a, w).

Proposicio 2.3 Seje G um grafo particiondvel ¢ 2 um de seus vértices, Entdo
as estdeeis de toda coberfura minima por estdvers de G - 2 sdo mdaimos e dots
a dots disjunios. Analogamenie os cligues de todas as coberfuras por cligues de
'~ r sie chgues mdzimoes ¢ dois a dois disjunios.

Demongiragdio. Seja § uma cobertyra minima por estaveis de ¢~ z. Cada estavel
se Lodo estivel de § tem tamanho o, e os estdvels de § s@o dois a dols disjuntos.
Mas segue da Proposicac 2.2 gue:

(G - x) oo aFES.

De fale cada estdvel de § é mixime, e quaisquer dois estaveis de § sao

disjuntos. I

Proposicio 2.4 Pare cada cligue C ¢xiste um estdvel mdatmo E em G gue ndo
encontre . Analogamente pare cada estdvel § em G existe wm cligue mdrimo
R em (7 gue ndo enconira 5.

Dewmonstracdn. Seja C um cligue de G, o um de seus vértices, § uma cobertura
minima por estavels (mdximos) de G - z, r o numero de estaveis de § gue
encontram €. Note que calS ¢é disjunto e o ¢ €. Logo r < #C — 1. Como
A8, segue que r < F#FealS. De fato, pelo menos um estavel de § nao

Ll

encontra £



Teorewsa 2.1 Seje & wm grafo parbiciendvel Enido valem as seguinles efirma-

freas;

(i) » = aw-t I,
(1) O grafe G possul exalomenie n estdvels mdaimos e n cliqgues mdzimos.

{iii} Cnda virtice de (7 pertence a exatamente o estdveis mdrimes, € @ w cligues

drimos,

{iv) Cada cligue mdrime € disjunto de um dnico esldvel mdzimo e wee-versa.

Dempnstragio. A afiviativa (i) ja foi demonsirada na Proposigho 2.2, Agora
para demonstrar as alirmativas (11}, (1if} ¢ {iv} noés precisamos antes definir duas
mwatrizes e enunciar dois Lemnas. :

Semn perda de geperatidade vamos supor que V = 1, 2,3, .,

Dado um subconjunto X de V., ¢ velor carseteristico x de X é o vetor de n

confundimos X com seu vetor caracteristico .

Vamos micialmente delinir a matriz, 4, n % n, em gue cada linha de 4 é o
vetor caracteristico de algum clique méxime de G0 A linha 4, de £ é o (vetor
caracteristico} de algum clique mixime. Para cada vértice v; de 4) {§ < ¢ < w},
as o linhas Az fponais o0 Aias Ager da matriz 4 serdo os cligues
{rudximos e disjuntos dois a dois) de wma cobertura minima por cliques de ¢ - ;.

Vamos agora definic a matriz, B, n x n, em que cada hinha 8 de B é um
estavel maximo disjunto do cligue mdximo 4,

Seja 1 o vetor vom n elementos Vs, J a matriz, n % n, de s, e ] a matriz
identidade, n x n,

Agora usande as defini¢ées acima vamos enunciar os dois Lemas.

Lema 2.1 Parg 2 mairiz 4 vale o equagdo:
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Vamos agora demonstrar gue tode estdvel maximo de G é uma linha de 8.
Para isto, seja s um estavel maxinio de ¢ Pelo Lema 2.2, B é inversivel; seja

o SE A {_y'-"}s‘_} ..... S»;_Z': o i . Sﬂ? .

Loga o vetor @ € wm vetor de s e 1's, pois o elernento 2 de s47 serd I se o
estdvel & encontra o cligue d;, e O caso contrario. Por outre lado,

4T T (T
;T.‘_l L (1 - Sﬁ? )I = I f . .S‘(j _,C{)‘r‘ R w&l 7 OFL e £ L) 5T
- a terceira igualdade segue do Lema 2.1,

Asstm, mais do gue um vetor de Os e 1's, z é todo de O's exceto numa tinica
componente que € 1. Ademals, 5 = B, entfic ¢ € uma linha de B. Como
esta conclusdo vale para todo ¢, entdo o grafo G possul no méxime n estdveis
maximos.  Por outro jado, como B & inversivel, suas linhas sio duas a duas
distintas. Portanto, o grafo & possul exatamente n estdvels maximos, a saber,
as n {mhas de B,
do Corolario 2.2 ¢ da demonstragaoe anterior]. Como 4 & inversivel, entdo, o grafo
(7 possui exatamente n cliques maximos (estdaveis em &), a saber, as n linhas de
A.

Voltando ao vetor 2 = © -~ 547 ternos que o vetor s47 tem somente um
zerTo, ou seja, existe um Anico clique ¢ em G que é disjunto do estivel s, mas ¢ &
groa linha de 4 {a matriz de chques maximos) ¢ 5 é wma linba de 8 (a matriz de
estaveis maximos). Logo, a afirmativa {iv} ¢ verdadeira.

pertence a exatamente o estavels maximos em . Assim, a afirmativa {iii} ¢
verdadeira,

Lema 2.1 Pare a mairiz A vale o equacdo:
qudyg

Demonstragdo. Seja z um vértice de G, Se z pertence ao clique ¢ {cligue 4},
entan x ¢ coberto exatamente uma vez por cliques da cobertura minima por
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cliques de G — g, onde y € nm vértice de A; diferente de z. Como # A4, = w — 1,
entdo © ocorre em exatarsente w cligues de A, Por outro lado, se x nao pertence
a Ay, entao r é coberto exatarmsenle uma ver por cliques da cobertura minbma
por clipues de & - y, onde y ¢ um vertice de A,y [

Leana 2.2 As malrizes 4 ¢ B admatem inversa, a saber:

4v ety Y

4
B - 1 - u{----'} u-T ﬂT.

Demonstracao. Para demonstrar este Lema precisamos antes enunciar um Lema.
Lewna 2.3 Para o grafo G vale 0 cquagdo:

«"”.EET o V.T ..... j‘ - B.‘IT

- em ambas as equacdes a segunda igualdade é o Lema 2.3,
Para completar a demonstragio deste Lema vamos demonstrar o Lema 2.3.

Lema 2.3 Para a grafo ¢ vale a equacdo:

Demonsiragio. Vamos micialmente observar que o elemento 4 Ef; representa a
intersegio entre o clique 4, ¢ o estdvel B, isto é, serd 1 se A; encontra By, senao
sera 0. Segue da construgho de 4 gue 487 = 0 {1 < i < n). Basta portanto
mostrar que cada linha de AB7 tem (n - 1) I's. Ora,
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Portanto,

Cinalntente, coto:
Finalmente, com

@
{*1‘5})} ..... qu}
eniao
RIS - 1
' £1
A demonstracdo deste Lerma completa a demonsiragdo do Lema 2.2, 0

A demonstracao do Lema 2.2 completa a demonstrago do Teorema 2.1,

Covoldrio 2.4 Seja G um grafo particiondwel, E wm estdvel mdzme de G, C
wm cligue mdaime de (O digjunto de B, & uwm vérlice de C. Entde o estdvel E
perlence ¢ lodas 45 coberturas por estiveis de G~ z.

Pemonstragde. Seja & um gralo particienavel) o um vértice de &, E um estavel
midéixino da cobertura minuna por estiveis § de & - x, € um cligue maximo de
G disjunio de E. Vamos mostrar gue 2 © €. Suponhamos por absurdo que x
nie pertence a O entao:

wea HS T H 80 #C = w
8¢ §

~ @ primeira igualdade segue do fato que G é particiondvel.

- a segunda igualdade segue do fato gue z pao pertence a .

Assim, como E € §, entdo ENC # 0, um absurdo, logo z & ', Entao para
rada estavel § de § existe um clique méximo C{8} em & gue contém o vértice
x. Logo os estdvers da cobertura § 530 exatamente os estaveis digjuntos dos w
cligues maximaos que contermn o vértice 2. Entao, B pertence a todas as coberturas
minimas por estaveis de G — y, onde y é wm vértice de C. il

)
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Corolirio 2.5 Seja (0 wn grafo particiondvel ¢ @ um de seus vérlices, Fntde as
coberfuras minimas per cligues ouw estdveis de G — x sdo dnicas.

Demonstragdo. A coberbura minima por estdvels de ¢ - z fica unicamente de-
termineda pelo conjunto de cligues maximos que conbém o viriice z. i3

Teorema 2.2 Um grafo particiondvel € w-conezo.

Pemensiragdo. Por absurdo, seja & um gralo particionivel & € um conjunto de
corte com menos do que w vériices. Seja V) e Ve uma particao de & — € em dois
conjunios nae vazios tais que vértices de ¥y nao sio adjacentes a vértices de Vs
{se (7 & desconexo, entdo, ¢ ¢ um vértice de uma das part-ig&es gque tenha pelo
menos dois vértices, Lal mm: Ao existe pois G tem pelo nenos 5 vutlces} Seja
x um vertice de € § = {851,y, 5a,..., S« uina cobertura minkna por estaveis
de & — x. Como

OG- a)) Cw - 2w (G- )~ 2.

Entao, pelo menos dois estdvels de §, digamos S; e Sy, nao encontram €

Assim,
QO "{ nf(gj_lllf }.*::_ 3 (*62”1'/1) (22)
& #H{8 M Va) = # (S V) {2.3)
Sejam
S8 (Sy Vi (Se 1 V)
e

‘3‘“ (q‘\rgl’J)L, blilbg)

para demonstrarmoes ss desigualdades das equagoes (" 2)e (‘? 3) basta verificar
que a negagho deste fato, isto é, Sy MV, = @ {i = 1,2 ¢ 7 = 1,2}, implicaria
e 8, thais um vérbice de ¥y ser win estay (_*I 1335 G corn mais de o vértices,

- para demonstrarmos as igualdades das equacdes {2.2) e {23}, basta verificar
que a negagao destas igualdades tmplicaria em um dos estdveis 8" ou §7
ter mais de o vértices.

Seja §' obtido a partir de § pela substituicio de 5y ¢ 57 por 8 ¢ &7,
O conjunte 8§ é uma cobertura minima por estaveis de G — x, diferente da

cobertura §. Uma contradigae. I 7

Um conjunto de corte € de um grafo G ¢ chamado de estrela se existe um
vertice z em (), tal que ¢ & adjacenie a i{:du% os demais vertices de €. O vértice
a & chamado de centro de O
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Teorema 2.3 Um grafo particiondvel ndo conlém wm congunio de corle estrela.
10

Pemonstrogdo. Vamos demonstrar este fato por contradicao, Suponhamos gue
£ 6 pm gralo particionavel ¢ que € é um conjunto de corte estrela de ) seja x
o seu centro. Vames particlonar G - C em dols conjuntos nao vazios Vy e 1y, tal
(e

vertioes de Vy nao 580 adjacenies » véritces de Voo
Sejam €45 ¢ Gy o8 subprafos de O gerados respectivamente por V; D C e Vy 13 O

Ora, (3 e Gy podem ser coloridos {cobertos por estdvels) com w cores, Para
isto basta tomar v € Ve v 8 Vy, e restringir as coleragtes minimas de G - vg
e & - vy oa Gy e G, respectivamente. _

Sein &5 o conjunto dos vértices de Gy gue LBm a mesma cor de z na coloragio
de G - vy, ¢ 8y v conpunto dos vérbices de Gy que bém a mesma cor de x na
coloracio de & — vy, B elaro que 8, N = {r}=5n0C.

Seja &= Sy U S U{x} Ora, 5 6 um estavel em ¢, Vamos mostrar que néo
exisie um cligue miximo (com w vértices) disjunto de §. Ora,

Wl = &) = mar{w(Gy - §1),w(Cs— S)} S @~ 1.

- @ primeira igualdade segue do fato gue um clique em &~ 5 é um chique em Gy
ou em {71, pois vértices de V| nio sho adjacentes a vértices de Vi,

- a desigualdade segue do fato que os gralos Gy — 8y ¢ Gy~ 59 sdo w - 1 colordveis,

Portanto, nho existe em &~ § um clique méximo {com w vértices) disjunto

do estgvel 8, contradizendo o Corolirio 2.5, [

2.2 Grafo dos Cliques Maximos

Chamames de grafe dos chiques mdyomes de um grafo GG, denotado por MG, o
grafo onde o conjunto de vértices é o conjunto de cliques maximos de G ¢ dois
vértices de A sao adjacentes se ¢ sumente se os cliques maximos correspondentes
se encontram em .

Vamos mostrar que MG ¢ particionavel se o grafo ¢ ¢ particionavel. Para
1sto, precisamos demonstrar antes um resultado:

Teorema 2.4 Se¢ G ¢ particionidvel, entdo cada cligue mdrimo de MG ¢ o con-
junlo dos w cligues mdzimos de 7 gue contém todos wm mesmo vértive de G.

24



Demonsirugdo. Cada vérlice x de & pertence a exatamente w cliques maximos.
Esses cliques maximos de G formam um clique em MG, Assim,

WMEG > w o {(24)

E v By By, Buae) o conjunto dos estavers méximos de ¢ disgjuntos dos
cliques de &,
Para cada par de cliques Cy, €y de K, exisie pelo menus um vértice

y & 0% MOy

Logo, segue do Coroldrio 2.4 que Ep e E; sio disjuntos, e ambos pertencem a
cobertora minima por estaveis de G - g, Uomo este Tato é verdadeiro para todos
os pares de cligues de K, concluimos entdo que os wMG estdvels s3o disjuntos
dois a dois.

Por outro lado, G nde pode conter mals de w estavels maximos disjuntos dois
adois, pois n = awt Len 2 2. Logo wMG < w. Desta desigualdade e de {2.4),

Sendo assim, existe um iinico vérlice z em ¢ que ndo pertence a nenhum dos
estavels de £, '

Logo £ & uma cobertura por estavels de G —~ 2. Pelo Corolario 2.4, consiste
dos estavels maximoes de G disjuntos dos cliques maximos de G gue conteém z.
Logo K & o conjunto dos w cliques maximos de G que contém z. L]

Toovema 2.5 Se G ¢ particionduel, entio MC ¢ particiondvel :
nAMG = 1,
{}:;\'f (; OfY

Demenstracdo. O gralo G, particiondvel, contém exatamente n cliques médximos.

Assim,

ndMG = {2.5)
Pela demonstracao do Teorema 2.4,
whMG = w. (2.6}

O gralo & possut no maxime o cligues maximos dois a dois disjuntos, pols

coberto por o estdveis maximos digjuntes dois a dois. Portanta,



aAl O o (2.7}

Por antro lado, seja & win clique midnimo de 7 e I o estiavel maxuno de G
disjunto de € Para eada viortice v am £, scja € o cligue maximo de MG que
consiste dos chiques mdximos de G que conlém v, Seja = {C, [v e E}. Cada
chique méximao de & diferente de C enconbra £ em algum vértice. Logo C é uma

coberiura por cliques de MG —~ €. Portanto,

BMG -~ C) = e (2.8}

Sepa Cumn cligue maximo de &, Para cada vértice v et € seja £y, umi estével
em MG formado pelos chgues da cobertura minima por chgues {disjuntos dois
a doist de G~ v, Beja £ o B, |ve €. Cada cligue miximo de G exceto C
pertence a pelo menos um dos £’s. Logo £ é urma coberturs por estaveis de
MG -~ € Portanto,

(MG - ) 2w (2.9)

Segue das equagbes {2.5), (2.6}, (2.7}, (2.8} ¢ (2.9} que MG satisfaz as condi-
coes do Teorema 2.1, e portanto é particiondvel. ' O

Deflinimos o esqueleto de um grafo G, denotado por G| o subgrafo de G| que
conkém o mesmeo conjunto de vértices de G, e gue conbtém somente as arestas de
(¢ que partivipam de wm clique wiaximo de G.

Teoreinn 2.6 Se & € wm grafo particiondvel Entdo,

(1) MMG = 5C ¢

(i1} SO € wm grafo perlicionduvel

Bemonsivagdo. Sejn & um grafe particiondvel. Segue do Teoremna 2.4 que cada
chique de MG é o conjunio de cligues maximos de G que contém todos um mesmo
vértice de . Cada chique de MG 8 por delinicao um vértice em MMG. Logo
existe uma correspondéncia entre vértices de G ¢ vértices de MMG  isto é, acada
vértice v de G assoclanios o vértice K, que é o copjunto de chiques maximos de 7
que confém todos o vértice v. Dado dois vértices A, e K, adjacentes ey MMG,
entido, por definigho astes vértices sio cligues que se encontram em MG, digamos
C e (K, K, Por outro lade, o cligue K, de MG ¢ o conjunto dos w cliques
maximos de G que conlém o vértice r em . Analogamente, o clique X, de MG
¢ o conjunto dos w chiques maxirnos de 0 que contém y. Entdo, os vértlcesz e y
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pertencem a (', logo r é adjacente a y em &, B também, toda aresta de MMG
pertence a wm chigue maximo de 6. _

Por oulro ladao, se dos virtices x ¢ y nao pertencem a um clique maximo de
(3, entdo seja Ay o conjunte dos w cligoes nidximos que conbém todos o virlice
rem e K, o conjunto dos w cligues midximoes gue contém todos o vértice y em
(s, H: nho encontra Ay, cm MG, Logo os vértices K, ¢ K, em MAMG nao sao

A alirmative 01 segue do Teorensa 2.5, [

Poderiamos delinir o grafo dos estdveis mdazimos de win grafo G, onde todos
s resultados acima serfam igualmente verdadelros, pols serta precisarnente o caso
dual {ohs: o caso dual do esqueleto do grafo serla digamos 'engorde’, notagao

virtices x e y pertencerern a wm mesmo estdvel ndximo de G




Capitulo 3

Classes de Grafos Perfeitos

Introducao

Meste capititlo vamos estudar algumas classes de grafos perfeitos. Vamos ver
iicizlinente um resultado que permile a parlir de classes conhecidas de grafos
perfeitos, criar novas classes de grafos perfeitos.

Teorema 3.1 Seya A wma classe de grafos perferios. Seja P ouma propriedade
gue ndo vale para grafos criticos. Se B ¢ wme classe de grafos que condém K, ¢
para lodo grafo G & B - & sdo verdudeiras as seguintes afirmalivas:

(1) G ou & satisfoz P.
(11} todo subgrefo F gerado de G perience a B,

Enido, B € uma closse de grafos perfeitos.

I){'--n-u';mtmgfio Suponhamos por absurde que existe um grafo mmperfeito G em
. Beja F um subgrafo de & imperfeito minimal {critico}. Entdc, nem F nem F
&ﬂi{-liﬁ{dg‘i P Logo F pertence a 4, um absurdo. 7
Fste resuliade foi demonstrado em |10}, existe muitos outros resultados decor-
rentes deste veja s referéncia.
Damos na figura 3.1 a maior parte das classes de grafos perfeitos ja conhecidas,
£ a8 gmtc*mi;zaqo 5 jA demonstradas até a presente data’,

Mrommos r.m]wmm(’nfn dage clusses marcadng com o sfinbolo ¢, apds & dato dn defesn desta

feae,
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Figura 3.2: C contém um Oy,

3.1 Grafos Quase-Triangulados, Triangulados, de Par-
ticdo, de Intervalo e Livres de /
3.1.1  Grafos Triangulados ¢ Quase-Trianzulados

U arafo G ¢ trisngulade se € nao possai umt circuibo sem cordas com mats de
brés vériices,

U grafo (7 é Quase- Triangulado se nem &, nem & possul um subgrafo gerado
isomorfo a um circuito sem cordas com mais de gquatro vértices,

Propaosicdo 3.1 Um grafo triangulude ¢ quase-iriangulado,

Demonstragdeo.  Seja ¢ wp grafo triangnlado, para mostrar que G é quase-
triangulado basta mostrar que € ndo conbém wn circuito sem cordas com mais de
quatro vértices. Suponhamos por absurdo que ¢ possnl um cireulfo sem cordas

copm mais de quatro vértices C = v, vn, 0, ke ), £ > 4 e vy éajacentea vy ¢ a

contradizendo a definigio de &, Entdo & temn um cirenito semn cordas com quatro
vértices, @ saber {wg, vy, 93, v4) como na ligura 3.2, contradizendo a definigao de
& I

Vamios agora mostrar que os grafos quase-triangulados sao perfeitos.
Teoremna 3.2 Oz grafos quase-triangulados sdo perfetfos.
Corolario 3.1 Os grafos triangulados sdoe perfeitos,

Demaonstragdo. Seja & a classe dog gralos quase-triangulados. Seja 47 a classe
dos grafos & tais que para todo subgrafo gerado F de & com pelo menos trés

30



vértices, ou G on (5 tem win conjunto de corle estrela, Segue do Teorema 3.1 ¢ do
Teorema 2.3 que 47 ¢ uma classe de grafos perfeitos. Basta mostrar que a classe
¢ estd contida na casse A7, O préximo Lema sera relevante na demonstracio
deste resultado.

Lewun 3.1. Sgja C wm congunte de corte minimal de G Se C gera um subgrafo

a todos a5 vértices de .

Seja o min vertice qualquer de . Seja A o conjunto dos vértices adjacentes
B rem &, e N oconjunto dos vértices ndo adjacentes a x em &, 8Be A ndo é de
corle, entdn N & vazior neste caso, qualquer vértice de A é de corte e estrela em
Se A & de vorte mas ndo mmimal, seja Ay uma parte prépria de A que ¢ de
corter o vértice £ e os vértices de A — Ay estiio na mesina componente conexa de

G- Ayqy logo {e} s Ay éde corte em G (e estrela).

Podemos entho supor que A ¢ de corte, minimal, e que G|A] é conexo. Pelo
Lema 3.1, existe pelo menos um vértice w em N que ¢ adjacente a todos os
vértices de A4,

Se 4 nao for vazio, entdo N — w + x é de corte estrela em &. Se A for vazio,
entao w é de corte estrela em &

Portanto G £ A7,

Para completar a2 demoustragao vamos demonstrar o Lema.

Lexna 3.1 Scja © wm conjunio de corte mintmal de wm grafe guase-triangulado

de G — O possut wm vériwe adjacenie a todos o8 vérticss de €

Demaonsiragde do lema 3.1, Ern primeiro lugar vamos mostrar que:

{i} todo par de vértices ndo adjacentes em ¢ possut win vizinho em comum em
cada componente de G - (.

Seja r e y dols vertices nuo adjacenies de €. Seja A wina componente
conexa qualguer de G - ¢ Como € & minimal, entdo cada vértice de €
posstl uma adjacencia emn A, Sejr w e v respectivamente as adjacéncias de
reyem A, de modo que o caminho Py de z para y passando por v e v
et A seja o menor possivel {tal caminko existe pois A & uma componente
conexa}. Do mesmo modo escolhemos ¥’ e o' respectivamente as adjacéncias
de e y em ontra componente conexa [ de & — € ~ 4, de modo que o
caminha 7y de x para y passando por ' e ¢’ em B seja o menor possivel.
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Agora, consideramos o caminbo fechade F e Py + By Ora, P é win cir-
cuito sem cordas em (7, pois Py ¢ Py sBo minimos e vértices de A nio sio

Agora iremos mostrar que:

(31} o tecrema & verdadeiro grando € é um estivel.

Vamos demonstrar (it) por indugao em #C. Se #C = 1, entdo o teorema
& verdadeiro, pois ¢ ¢ minimal. Se #C = 2, entdo o teorema segue de {i).
Assimn, seja #C 2 3.

Deste modo, sejam o, y e 2 vértices de €, 4 uma componente conexa de
o

Ora, €7 - x & uny corte minunal em G -z, e (G -2} - {C - 2} = G~ C,
Assim, pela hipdtese de indugio existe um vértice u em A adjacente a
todos os vertices de ¢ ~ . Pelo mesmo argumento exite um vértice v em
A adjacente a todos os vértices de (7 - y, e um vérbice w em A adjacente a
todos os vértices de € -~ 2.

Nés tremos mostrar gue pelo menos um destes vértices é adjacente a todos
os vértices de €. Suponhamos o contririo {note que u, v e w precisam ser
distintos).

Por um lado, u niio pode ser adjacente a v, senio o conjunte {&,v,u, y}
miais uin vértice de outra componente conexa de G ~ ! — A adjacente a
e ay, ¢ um cirenita sem cordas com cineo vértices em (. Pelo mesmo
raciotinie w o v ndo sio adjacentes a w.

Portanto, a sequéncie {r, w, ¥y, 4, 2, v} & wn crcutto sem cordas com seis
vértices ein G, cortradizendo a definigdo de 7. Logo, a afirmativa {11} é
verdadaira.

{iii} Para demonstrar o Leorenis na sua generalizagao completa, nds novamente
usaremos inducao em #C. Se #C < 2, entdao o teorema segue de (11).
Assim, se #C = 2, nds iremos supor gue pelo menos dois vérbices e C sho
adjacenies {sendo a conclusio segue de (it)).

Tomemos em € doig vértices o e y tal que:

{a) x & ¥ sdo adjacentes em (5.
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gulados, veja {18 e [14]

(b} ¢~z e €7 -y geram subgralos eopexus em G.
A exisléncia destes vértices segue da hipdtese do Lema, isto é, que G} é
conexo, e que G pho © um estaved, entlio existe pelo menos dols vériices

wae adjacentes cm G Basta portanto encontrar um par o e g, tal que o

carpinho de x para y am G oseja o mais longo possivel.

A possui dols vértices v e v, Lal que u & adjacente a todos os vértices de
€ -z, e v ¢ adjacentie a todos vs vértices de ¢ -~ y. Nos iremos mostrar
que pelo menos um dos vértices 4 ou v é adjacente a todos os vértices de
(. Suponhamoes o contrario (note que v e v sio distintos).

Segue de {a) segue que o menor caminho P no subgrafo GC] tem pelo
ienos unr vértice interior w2 ¢ a y. Por oubre lado, w ¢ v precisam ser
sdjacentes, sendo w4 v+ V P é am circuito sem cordas com mais de quatro
vértices em G. Usando o mesmo argumento nsado para achar v em A,
achamos w e wma componenie gualguer de G~ € — A, que seja adjacente
a todos os vértices de € - y. Se w nio é adjacente a y, entdo u 4w + VI

é um glrcuito sern cordas com nrais de guairo vértices em G

Finalmente, u 4+ w+ v+ VP & um cionito sem cordas com mals de quatro

vértices em (.
[

A dersonstracao deste Lema compleba a demounstracio do Teorema. i

Existemn mais resuliados sobre a classe de grafos (riangulados e guase-trian-

3.1.2  Grafos de Particho

tm grafo € ¢ de Parlipde se existe uma partigao de VG em dois conjunlos A

e &, de mode que A ¢ wn cligue e 5 & unr estdvel em 6. Veju um exemnplo na

figura 3.3.

Proposicio 3.2 8¢ G ¢ um grafo de parltigao, enlde G ¢ wn grafo triangulado.

Demonstracgo. Buponhamos por absurdo que ¢ é um grafo de particio, mas
possui um circulto sem cordas ¢ com pelo menos quatro vértices. Sejarn K e
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cligue estavel

Figura 3.8: U exemplo de grafo de particao.

S os dols conjuntos de vértices da partigdo de VG, onde K & um clique ¢ 5 &
urn extavel. Logo, pelo menos e no maxims dois vértices de € perlencem
a v, Em oambos os casos, 8 contém dois vértices adjacentes, utma conbradicao.
Portanto €0 € trisngulado. L1

Coroldrio 3.2 Os grafes de partivdo sdo perfeitos.

Para mais informagtes sobire esta classe de grafos veja [14].

3.1.83 Grafos de Intervalo ¢ de Tolerdneia

U grafo é de intervale se seus veériices podern ser colocados numa correspon-
déncia urn a nm com um conjunto de Inlervalos [ de reals, tal gue dols vértices
sdo adjacentes se e sonwenie se os correspondentes intervalos se encontram. Veja
unt exemplo na figura 3.4

Existe uma generalizagao dos grafos de intervalo com tolerdnciag, isto €, para
uma colegio T de intervalos reais fechados (incluindo os extremos dos intervalos),
existe uma fungdo de tolerdnein f, de 7 nos reats, que associa a cada intervalo
g nitmero real gue serd chiamade de telerdncia do intervalo, Entdo um gralo 8
de tolerdncie se seus virtices podem ser colocados numa correspondéncia um a
wir com um conjunte de intervalos fechados I de reais, tal que dols vértices sdo
adjuacenios se e somente se¢ a intersegdo dos intervalos correspondentes tem pelo
menos o tarmanho da menor das duas tolerdncias, veja um exemplo na figara 3.5,
A demonstracio da perfeicho desta classe vocd pode encontrar em [15].

Proposicio 3.3 8¢ G & um grafo de miervalo, entio G ¢ wm grafo triangulado.
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Figura 8.0 Um exemplo de grafo de Intervala

oy

Figura 3.5 Um exemplo de gralo de Tolerancia
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Demenstragao. Suponhia que 7 ¢ umn gralo de intervalo e gue possul wim circuilo
sen cordas O o= {ug, 05, v, o, v ) corn mals de trés vértices. Seja J; o intervalo
correspondente no vértice vy Apora, seja pp urn ponto pertenceniea Jp 4 7l
Como (7 ndo Lo cordas, entdo o ponlo pe ndo pode pertencer nem a I, o nem
a fyyy. Deste modo, o seqiiunein pr, pr,pa, oo Pee1, € ostrifamente crescente ou
estritatenie decrescente, Portanto, é impossivel que Iy encontre f.q, sto €, vy
nao é adjacente a vy, [73

Coroldrio 3.3 Os grafos de intervale seo perfeilos.

Prara mais informagbes sobre esta classe de grafos veja [14].

3.1.4  Grafos Livees de Py

Ui 74 é um caminhio® de qualro vériices.

Proposigio 3.4 O 1y ¢ womorfo ¢ sen complemento.
Coroldrio 3.4 O Py ¢ conero ¢ co-conero.

Proposicio 3.8 Os grafos heres de Py sdo quase-triangulados.

Ui grafo (7 ¢ fwre de Py, se (7 nio possual um £y

Coroldrio 3.5 Um grafe G ¢ hwre de Ty se ¢ somente se G € livre de Py
Lewna 3.2 As seguinies afirmotwas sdo equvalenies para um grafe G

(1) G nde € livre de Py,
{11} & contdm um subgrafo gerado com pelo meneg gquatro vérdices que € conero

¢ Co-fOREno.

Demonstragio. B facil ver que (i} implica em (i1), pois Py é conexo e co-conexo.

Supunhamos agora que vale (i)

Seja X um subgrafo gerado minimal conexo e co-conexo de 7. Seja 21 um
vértice gualguer de X', Observe gne X tem pelo menos guatro vértices,

Segue du minimalidade de X que o conjunto X ~ 2y é desconexo ou co-
desconexo. Sem perda de generalidade suponhamos que X - a; é desconexo {se




Fal y S
‘ o ’ [P S —— ‘ )

Figura 3.60 X possul wn Py

X~ z¢ for co-desconexo, raciocinie andloge provard a existéncia de Py em G,
e portanto em ), Existe um vértice y em X nlo adjucente a xy, pois X é
CO-COTEXD,

Seja Y a componente conexa de X — xy que contém y.

Como o conjunte X — xy — ¥ nao & vazio, e X € conexa, entdo seja zg um
vertice de X ~ gy - Y adjacente a 1y, Como ry 880 pertence a componente ¥,
eutio 3 nao tem nenhuma adjacéncia em V.

Seja Foum caminho de ry para y e X Seja 22 o Gltimo vértice adjacente
a ryp neste caminhe. Seja ry um vérfice adjscente a zy nao adjacente a xp no
caminho de 1y 8 y em P, veja figura 3.6

A seqiidncia {ry, e, 0q, 24 6 um Py L]

Demonstragdo. Vamos demonstrar este Teorema por inducae em 4V . O Teorema
¢ verdadeire para #V o B Assimy, seja G oum grafo fivee de 7y com mais de
um vértice. Segue do Lema 3.2 que G € desconexo ou co-desconexo, Se
¢ conexo, sejam €, Cy, ..., Cp as componentes conexas de (3, senfie tomamos
as comwponentles conexas €, Ca, .., Cp serdo os complementos das componentes

conexas de . Assim,

)
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- tanto em {31} come em (3.2} a segunda desigualdade segue da hipdtese de

g o,

Corolirio 3.6 mografo bivre de Iy € perfetio.

O resultados acima foram retirados de [821

Lhna Fy-coloragde par de um grafo é uma coloragio de seus vértices com duas
cores, tal que todo Py gerado contém precisamente dois vértices em cada cor.

Uma Py-eoloragde Ympar de win gralo é uma coloracdo de seus vértices com
duas cores, tal que todo Py gerado contém o nidmero impar de vértices em cada
cot.

Em 1983 Chyvidtal ¢ Hoang em [1§] demostraram gue se um grafo G admite
wina Py-coloragao par, tal que cada subgrafo gerado por uma das cores é perfaito,
entdo este grafo é perfeito. Depols Hoang demonstrou em (21 que a afirmativa
tambem ¢ verdadeira quando ¢ admite uma Pp-coloragio mpar ne lugar de mina

Py-coloracaa par.

3.2 Grafos de Comparabilidade e de Permutacio

3.2.1  Grafos de Comparabilidade

U grafo 7 ¢ chamado de grafo de comparabilidade se existe nma orieniagio
transitiva F de &, isto é, mina ortentagio F de G tal que V o, b, ¢ vértices de (7,

so ab o F oo be o N oentio gae s B

Proposicio 3.6 Um cammnhe orieniado em um grafo de comparabuidade ¢ um

cligue.



Para mostrar que os grafos de comparabifidade s3o perfeitos, vamos enunciar
un resulbado de Dilworth de 1950,

Obs existe nma geoneralizacao dos grafos de comparabilidade, w;a grafos de
p-comparabilidade e (6]

Teorema 3.4 (Dilworth)1950]) Seja (X, <) wm conjunlo parcielmente ordenado
{punssut wma relogds fransiiiva enbre scus r’-.'ie:'-n'.i.{'?ntos J. O tamanho do menor con-
Jjunto de subeonguntos buearmente ordvnados necessdrios para particionar X €
wgunl ao tamanho do mmrer subeonjunto de X de clementos dots o dols ndo com-

P rd !-"{'?h.“

Env outras palaveas, se & ¢ win grafo de comparabilidade, entio o mimwero
e cobertura por eligues € igual ao tamanho do cligue miximo, Como ser de
comparabilidade é uma propriedade hereditdria, entio segue do Teoremsa dos
grafos perfeilos que & ¢ perfeito,

Para mais iformacoes sobre esta classe de gralos veja [130 e |11

3.2.2  Grafos de Permutagio

Utna permulagio o dos naturais 1,2,3 . n & uma seqiiéncia ¢ i5 (0,02, .0,
et gque cada um dos 7 naturals ocorre exatamente wina inica vez; dois elementos
7; o oy forimam mna meersdose £ < Je oy > oy ousel > e o <0y

U grafo de permutegde ¢ um grafo onde sens vérbices sio os elementos de
ma perinittagao o, ¢ dols vértices de (7 sdo adjacentes se ¢ somente se formam

BIma IYersas.

Teorvema 3.5 Um grafo de permutacdo ¢ um grafo de comparabilidade,

Demonstracao. Nepn & um grafo da permutacio o, Oriente cada aresta 00, de
para o se 1 < 3 o de gy para o; se g o« 1, 10 facil verificar que a orienlagao

obiida & transitiva. L3

Corokirio 3.7 Os grafos de permulacde sdo perfeiios.

Para mais informaghes sobre esta classe de grafos veja |14].
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IMigura 3.7

Figura 3.8

3.3 Grafos Perfeltamente Ordendvels

Vit gralo G ¢ perfestamente ordenguors so exiate uma orientagin de 7, tal que 5
nio possui nenbuin Py ltem a orlentagio da figura 3.9,

Os grales perfeitamente ordenados sdo perfoitos,

A demonstragdo deste fato pode ser encontrada em (8] e [1].

Muito recentemente foram descobertos dois resultados:

O primeiro é que ge & admite uma ortentagho, tal que nenhum Fy gerado tem a
orientagao da gura 3.8, enflio & ¢ perferto, veja [28]. Neste raso dizemos
que os gralos sdo reverses (com relagao aos perfeifamente ordendvels).

(3 segundo ¢ que se & admite uma ortentagio tal que todo cicmito com pelo
menos giratro vértices tem orientacao alternada em suas arestas, entao G é

perfeito, veja [221.

3.4 Grafos de Meyniel e de Paridade

3.4.1 Grafos de Meyniel

Um grafo ¢ é chamado de grafo de Meynael se {odo cireuite {mpar com pelo
menos cineo vértices temn pelo menos duas cordas.

Dada wma coloragdo O de um gralo & com k cores. Umna ty-cadeia em & é
um camirho no subgrafo gerado pelas duas cores 7 e 7 de (. (O comprimento
desta cadela serd o mimero de suas arestas. A paridede desta cadels sera a
paridade do ntimero 1. Uma £7-troen {com relagdo a () ¢ a seguinte operagio:
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tame uma componente copexa /1 do subgralo Gy gerado pelos vértices de cor
e da coloragio O, e perinnte as cores dos vértices da componente My, isto é,
cada vértice de cor ¢ {se¢ houver} recebe cor § e vice-versa; se a componente Hyj
vonsisie de um Unico vértice v, digamos de cor 1, entfo a 1j-troca consiste em
trocar de 7 para J a cor do vértice o, ¢ de todos as dernals componentes conexas

de €7 que consistam de um dnico vértice de cor 1.
Teormna 3.6 Us grafes de Meynicl sao w-perfeilos,

Hegue comuo Corolino deste Lema o do Trorema dos grafos perfeitos, gue os
rrafos de Mevniel 330 perfeibos,
Demonstracde. Para demonstrar este Teorerna precisamos anbes enunciar um
Lenw oo Teorema.
Lewa 8.3, Sejam & wm grofo de Meyniel, @ wvm vértice de ¢, C uma eoloracdo

"'uma restrigao da coloragdo O o Adj{z). Se exsie

die €5 0 com k cores, ¢ O
, I . : . e . Z

wra voforagae Oy de Adi{x), obtida atravds de wma sequéncia de 15-lrocas em

“t . Cate 2w . x o - . e

L oontae eriste wmae coloragdo Oy de G~ x, oblida através de uma sequéncia de

1j-trocas em C, que tem (Y romo restrigdo o Adj(z).

Teovewa 3.7, Dados um grafo G de Meynmiel, o um vérlice de G, ¢ wma coloragdo

(5 cores, oblida atravds de unin segiéncia de 17-1rocas em (.

Vamos entao dermonstrar o Teorema por absurdo. Suponhamos que 7 ¢ um
gralo de Meyniel imperfeito. Seja H um sobgralo gerado de €7 imperfetto minimal,
Segue da hereditariedade dos grafos de Meynmiel que 4 ¢ de Meyuniel, Pela escolha

de H,

Suponhainos que exista uor vértice v em H -~ ¢ que pao pertenice a Adi{x).
Assiin, -y pode ser colarido com x /7 - 1 cores. BEm partiesdar, xH ~ 2 cores
srorrem em Adf{z}. Seja H' o subgrafo gerado por Ady{z) em H. Como H' é
de AMeyniel, entéo segue do Teorema 3.7 que a partir da resirigio da coloragao
de H 2 eom vH 1 cores podemos obter uma nova coloracao O em H' com
H - 2 eores. Segue do Lema 8.3 que existe uma coloragio de H o com x H - 1
cores, onde (7 ¢ nma restrigiio a Adj(«}. Entdo, H pode ser colorido com y H 1}
cores. Um absurdo. Logo, ndo existe uin vérlice y em H -~ 2 nae adjacente a
x. Como esta conclusio vale para todo vértice ¢ de i, concluimos que 1] € um
cligue de tamanhoe ¥ H. L absardo.

Para completar a demonstracao do Teorema vamos demonstrar o Lema 3.3 ¢

o Teorema 3.7.
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Lewna 3.3 Scjmn 6 wm grafe de Meyniel, 0w virtiee de (0 O uma coloracio
de G - & com k cores, ¢ (' uma restricde da coloragde o Adj{x). Se existe
wine eolovagdo O de Adi{x}, obéida alravés de wma seqiéncia de 15-trocas em
Coentde exisie wma coloragde Oy de G - x, obtide alravés de uma s.-rf::q{iéeur-z'a de

Lf-trocas em O, gue tem Cf come resirigdo a Adj{z).

Demonstracde,  Para demonstrar este Lema precisamos anles enunciar oubro
Lera,

Lonsa 3.4 Dades wm grofo G de Megniel, um vérlice ¢ de 7, wina coloragdn
Code (0 - x ocom pelo menos duas cores, dots vérlices yy € yz em Adj{x) [se
vxistirem} cons cores distintas § e § de C, respectivamenie. Se yy ¢ yy periencem
@ wme mesma componenle vonceza Hiy do subgrafo Gy, gerade pelos vértioes de
card e §oom () enldo exisle wma iy-cadein em Adj{x} ligando yy a yy.

Para demonstrar o Lema 8.3, considere um grafo ¢ de Meyniel, 2 um vértice
de &, O wna coloragae de G - o, 1 ¢ 7 duas cores distintas de €, Gy o subgralo
gerado pelos vérfices de cor ¢ e 7 em G Sejamn Hyy wina componente conexa de
(7iy. e H] o subgralo gerada de por V Hyi; M Adi{z) em G Segue do Lema 2.4 que
Hfj ¢ U componente conexa. Assim, uma j-troca em H;‘}- produz o mesmo
resultado em Ady{r) que wna i)-troca efctuada em My,

Para eompletar a demonstracio do Lema 3.3 vamos demonstrar o Lema 3.4

Lema 3.4 Dados wm grefo (0 de Meyniel, v vérivee o de G wma coleragdo ¢ de
G 1 ocom pelo menos duas cores, dois vérlices yy ¢y em Adi{x} fse extstirem)
com cores distintas © ¢ 3 de O, respectivamenie. Se y) ¢ ys perlencem o uma
mesma compenente cenera Hy; do subgrafo Gy, gerado pelos vértices de cor i ¢
Jorm G, oentde existe winn 1j-cadela em Adj{a) Hgando yy a yy.

Demonsiracdo. Sejarn 7 wm grafo de Meyniel, @ um vértice de 7, ¢ uma col-
oragao de &~ x eom pelo menos duas cores, yy ¢ yo dois vértices de Adi{x)
com cores distintas £ e ¢ de ) regpectivaunente, gue perlencem a wma mesma
componente conexa Hyy do subgrafo Gy gerado pelos vértices de cor 1 e §. Seja

ey v oen, v, ..., Uy = g2} 8 menor 1j-cadela ligando yy a yo. A paridade de

¢ adjacente a ya. Logo, o Teorerna segue trivialmente. Entio, p > 1.

Supanhamnos por absurdo que existe ur vérfice vy em ¢ que Hao pertence a
Adj{x). Seja v um vértice de ¢ anterior a vy em o Ady{x) tal que 7 seja o malor
possivel. Do mesmo mode, seja vy um vértice de ¢ posterior a vy, em e Adj{x) tal
que j seja o nenor possivel. Entlo, a cadeia d == (v, vy, 050) € par, sendo
o iredito (o, vy, ., vy, ., vy, 1) € uim circuito Bmpar seny cordas com pelo menos
rinco vértives,

42



Seju vy, ui vértice eny o Adi{z) posterior a vy, tal gue v é o menor possivel
maEor que 7 {se existir, pois & possivel que y = Zp). Be existir o vértice v, enlao
w e gt b, sendo o cirenlbo (9, v, U, Uy, 1y, 2) 6 i chreuito impar com pelo
mienos CInco vertiees e somente uma corda.

Mudar os tndices de 7 para b e § para !, Assin, vg e oy L8 o mesma cor, r. Do
rowof, entdo, por indugho, vy @ (e Adr{x)), esuacor é 7, e (vg, ., viag, T,0g) €
fmpar, com apenas uroa corda. Se r o 7, entiio, por indugio, vy € {en Ady{r}},
o sun cor & 20 pesse caso, [op. g, ., Un e, e ) € mpar com apenas uma corda. [

A demonstracio deste Lema completa a demonstragio do Lema 3.3 [3

ara completar a demonstragno do Teorema 3.6 vamoes demonstrar o Teorems
Para completar a demonstracho do Teor 3.k lemonstrar o Teorema
3.7,

Teorewa 3.7 Dades um grafo G de Meyniel, x wm vértice de GG, ¢ wmna colora-
cdo { de 7 com k 3 G cores. Enldo ¢ possivel construir uma coloragde ¢ de

€5 rom G cares, sbtida através de wina sequéneia de 1y -trocas em .

Demonstragio. Sejam G um grafo de Meyniel, 2 um veértice de G
Seja o= {C, Gy, o, Cr} uma coloragdo de G com k cores, onde b > x07.

Vamos detsonstrar este Teorema por indugio em ndd. Se n == 1 a conclusiao
do Teorema & dhvia. Entho, seja n > 1.
Se k= G a conclusdo também ¢ dhvia. Logo, kb » xG.

de O, Seja o um vériice de (7 gue nio Lot nenhiuma cor de O Seja I oo subgrafo
gerado pelos vértives cont cores ean O mals o vértice 2. Seja H' o subgrafo gerado
pelos vertices de Adf{x) 1V H . Assim, xH' < xG - 1, pois yH < x4, Logo,
por hipotese de indugio, podemos construir uma coloragio 7 de B com xG - 1
cores, obiida através de mma seqgiéncia de 4j-Lrocas na coloragio de /17

Sepue do Lenta 3.3 que esta nova coloracio C7 pode Lambém ser obtida através
de una seqitancia de p-trocas na coloragao de /- 7.

Assimn, apds esta segiiineia de trocas, podemos dar urna das cores de {7 para
x, exatamente aguela que ndo ocorre e Ady(x}. Em outras palavras, nés pode-
mos sumentar o conjunto de vértices coloridos com as cores O, ., Gy, & este
procedimento pode ser repetido até que todos os vértice de & sejam coloridos
com wma das cores de ' Obtendo portanto, uma coloragdo de G com xG cores.

L]

L.i
A demonstragio deste Teorema completa a demonstragio do Teorema 3.6, ]
Este resultado pode ser visto ern {28] e (1], na segunda referéncia encontramos

wn algoritnn de reconhiecimento desta classe.

43



3.4.2 Grafos de Paridade

Nesta seqho a paridade de um caminho sem cordas serd a pandade do nimero
de arestas deste caminho. Ein parficnlar se dois vértices 2 e y sio adjacentes, o
camitho entre eles & 0 aresta gy, e a sun paridaode serd §

U gralo (7 ¢ chamado de grafo de paridade se para todo par de vértices « e
y de G todos o8 caminhos sem cordas de r para ¥ ten a mesia paridade.

Claramemte a nocan de gralos de pandade & uma generalizacho de grafos
bipariidos. Os grafus completos (seo conjunto de vértices é um clique) com pelo
mwenes Lris vértiees sio grafos de paridade nio bipartidos.

Vamos mostrar que wn grafo de paridade 6 um grafo de Meyniel, antes porém,
precisamos dar unea definigio e demonstrar um resultado sobre grafos de pari-
dadde,

Dizeios gue duas cordas {arestas) ay ¢ 2f de wm ciresito O em & se cruzam
se o8 vértices o, 2,y sfio distintos dots a dols e se eles aparecen nesta ordem em

£

Teorcua 3.8 Um grafo ¢ & um grofo de paridade se e somenie se todo circwiio
fapar de G {com pelo menos clneo viriices) tem pele menos deas cordas gue se

[T H

Demonstraede. Bm primeiro Ingar, vamoes mostrar que a condicilo ¢ necessaria.

Seja G win grafo de paridade. Seja (7w {on, 0, 0, 01} um circulto impar em
G com pelo menos cinco vértices. Vamos demonstrar este resultado por indugio
no mimero de vértices de (0.

Assiin, u paridade do caminho de ¢n para ¢ e O pela aresta cgey & fmpar,
no entanto w paridade do camisho P que passa por todos os outros vértices
exfa 0oy € par. Loge, existe pelo menos uma corda, digamos ee; em P

Asalm, a cordi eyry divide o elrenito €7 em dois circuilos, nm pur ¢ oubro
iripar. Se o circutto impar Lein pelo menos cineo vértices, entdo a conclusio
segue di hipdlese de inducao. Logo o circuile fmpar ¢ win tridgulo.

Sen perda de generalidade, podemos supor que este tridngulo é o tridngulo
(f’.g._(‘;..i 13{?:;},

Agora, a paridade do carninbo de o, para e;, passando pela vértice ¢ €
par, no entanto a paridade do carinho 17 de ¢, ¢ para i1 que passa por todos
08 Outros vErtices £, 0y 11, ..., 0.2 € impar. Logo, ou ¢ € adjacente a ¢;4 1, entio
¢ tern duas cordas que se cruzam, Portanto, existe uma corda em 7 digamos
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Seoa corda tneide e oy, entin O temn duas cordas que se cruzain, Logo, a
corda ¢y, nao ineide em oy

Analogamente, a corda opey, divide O em mp circuifo par e nm circuilo Tupar.

He o clregibo fmpar bem pelo mienos cineo vértiees, entao a conchisio segue
noviinente da hipatese de indugao,

Portasto, novamenie, sern perda de generalidade podemos supor que oste
crreiito Impar @ o trangole (e o, Cm).

Eiritdn, sejn CF o cireuito Tormado por C - cppp gy Coroo (7 ¢ um cirenito
frapar com menos de - 2 vértiees, segue da hipdtese de indugao que (7 tem
duas cardas que se cruzam, mas estas cordas sa0 cordas om € Logo € € um
trigngdo isto €, ou 7 -0 L ou 2= m. Sem perda de generalidade vamos supor que

Asaing, o caminho de ¢y para e passando por o, tem parsdade par, no
entanin, o vamninho C7 ogue passa por o, e o temn pandade fimpar. Logo, o
camtinhio €7 Lo wna eorda que cruza 050 O Oy,

Agora vamos mostrar que esta condicao ¢ suliciente.

Seja € uin grafo tal gue todo circuito fmpar com pelo menos cinco vértices
tem duas cordss que se eruzan.

Suponhamos por absurdo que ¢ nao é de paridade. Come fodo subgrafo
gerado de um grafo de paridade é de paridade, Seja H um subgrafo gerado de
(i, minunal ndo de paridade. S¢ja x e y dois vértices de H | tals gue

o cuminho o= (e o, ve . vey y) € de pandade fmpar, com pelo menos tres

voriires,
Bejam:
oo il existe §o 10y & adjacente a vy )

g0 mard Jhug, @ adjacente a vy}

Asslin, 1o < e g > 1, sendo a ontra corda seria ein I, ou F4 contradizendo
a prninibdade destes caminhios,
Oz caminhos

! g ) !
! (Hin)t"?-n!"!.r-i-i: vy P 1/}

1{).\. T (u?:ﬂ . ufu'i' Lsoory u-r‘_‘. ?;/)



Lem o mesima paridade pois pertenceny a um subgralo gerado proprio de H.

Analoganmente, os caminhos

Qe g, oy 1, V)

i a mesma partidade. Por outro fado a soma das cardinalidades dos caminhos

¢ mnpar, mua contradicas, Logo a condicao é suliciente. [
Coralario 3.8 Grafes de paridade sao grafos de Meyniel ¢ consegienlemente
perfertos.

coroldrio 3.9 Grafes bipartidos sdo perfeitos.

A dumanstracio da perfeicio desta classe de gralos e wn algoritmo de reconhie-

cimento da mesa vocd pode encontrar em (5 e [1]

3.5  Grafos com Derivado Bipartido

Chamamos de derivado de um grofo G, notagiio DG, é um gralo onde cada vértice
corresponde a um par ordenado (), y) para cada aresta ry de &, e dols vértices
{a,y) ¢ {y, 2} de D67 sbo adjacentes se e somente se x ndo é adjacente a 2 em (.

Teorcinn 3.9 s grafes com derrvado biparitdo sio perfetlos.

Este resultado pode ser encontrado em [10].
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Apendice A

A.1 Conjetura Forte dos Grafos Perfeitos

¥ margs de 1960 Claude Berge conjefurou gue o8 Unicos grafos crittcos sio os
cireuitos impares sern cordag cont pelo menos cineo vérbices ou seus complemen-
tos, Esta conjetura ficou sendo conhecida desde entdo como Congetura Forte dos
Grafos Perfedlos (notagio CFGP).

Conjetura A1 (CFGP] Os dnicos grafos criticos sao o8 cirenilos fmpares sem

cordas 0w seus complementos,

Conjetura A.2 {CFGP} Um grafe G € perfedo se ¢ somente s¢ nenhum circuilo
impar som cordas com maois de trés vériices € subgrafo gerado de G ou (5.

Coujetura A3 (CFGP) Um grafo G ¢ perfesto s¢ e somenie se todp circutto
mmpar com mais de tres vérfices em G g em (7 tem peloe menos uwma cordo.

Modificando wm pouco esta dltima forma da conjetura {para duas no lugar
de wma corda) obtemos a classe dos grafos de Meyniel como ja vimos na segao
3.4,

Neste capitulo vamos ver um lista de alguns resultados sobre classes de grafos
para as quais vale esta conjetura de Berge, '

Assim, a primeira conjetura de Berge enunciada no capitulo 1 ficou sendo
conhecida como conjetura fraca dos grafos perfeitos.

Finalmente, existe ainda mals uma conjetura sobre grafos perfeitos que é
conhecida ¢come conjetura ntermediaria dos grafos perfeitos {CIGP), que é como
segue:

Antes de enunciar esta conjetura, vamos fazer uma definigio.

Dizemos gue um grafo ( tem a mesma Fy-estrufure de um gralo H se existe
arna bijecdo [:V G v+ V H, onde um subconjunte X = {vq, vg, vy, vs} de vértices



.K [

Figura A1 Exemplos de K, .

de G gevaowm Py em G se e somente se o subconjunto { f{vy), f(v2), flea), fleg)},
gera um Fy e M
Conjetura A.4 (CIGFP] Um grafo G € perfetlo se e somente s¢ G tem a mesma
Fy-estratura do um grafo perfeito.

Iastem alguns resultados sobre esta conjetura que podem ser encontrados
em 9 e 119 .

Damos a seguir a delinigao de alguwimas classes de grafos para as quals vale
a Conjetura Forte dos Grafos Perfeitos, indicando ao final de cada definicio a
referéncia bibliografica relevante e, eventualmente, alguma indicacio da demons-

Lragao,
Grafos Livres de i 3 e Grafos Linha

Grafos Livres de K3
Um A, oemoum grafo G, ¢ um subgrafo de & completo ¢ bipartido, veja

exemplo na figura Al

w

Um grafo G ¢ um grafo livre de Ky 3 se nenhum subconjunto de & é um
‘I{-l.:-’k: ig(,}], [ii 53 ll,

Grafos Linha
O grafo inha de win grafo &, notagho LG, tem como vértices as arestas de
(7 e ¢ tal que dois vértices ay e ay sAo adjacentes se ay e a; {arestas de G)
tem um vérlice em comum em & veja um exemplo na figura A2
A validade da conjetura para esta classe segue do fato que o grafos linha
sho Hvres de K, [33] e (37]

Grafos de Civeanlo
Ly grafo de erreulo €7 é um grafo de interseciio das cordas de um dadao

circulo ¢, islo é, cada vértice de & @ wina corda de €, & doig vértices de &
sao adjacentes se e somente se as respectivas cordas se encontram, veja [4].
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'3

e Uy in Tty Lo iy
o LG

Pigura AZ: Um exemplo de um grafo Linha

Figura A.3: Umn grafo de intersecao de caminhos de uma drvore

Grafos de Intersecfo de Caminhos de wna Arvore
Urn caminho triviel em um grafo ¢ um caminho que consiste de nm dnico
vériice.

Ui grafo de intersegdo de caminhos de uma drvore ¢ um grafo €7 onde cady
vértice ¢ win caminho nao trivial em uma arvere 7', ¢ dos vértices de 6 sao
adjuacentes se ¢ somente sg os caminhoes se encontram e pelo menos wma
urests. Ve v exemplo na figura A3, A CFGP ¢ verdadeira para esta
classe de grafos, veja [16] e [17].

Grafos Arco-ciradares
Ut grofo arco-cirendnr @ o grafo & de intersecao dos n arcos de uma cir-
cunferbncia, veja [35] e 4],

Grafos Dvres de Ky -~ ¢
Um Ay ~ e ¢ um grafo obtide pela remocao de uma aresta de v Ky {um

clique de quatro vérlices), veja figura A4

Um gralo €7 é hivre de g~ ¢ 20 0 Hy ¢ nao & subgrafo de &
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Figura .1 Um K4 —¢

Figura .2 Um Bull

A CFGP é verdadeira para ests classe de grafos, veja [31].
Grafos livres de Bull -
Um Hull' é o grafo da figura A5
Se o Bull nao é subgrafo gerado de G, entao dizemos que 7 € lere de Bull,
A CFGP é verdadeira para esta classe de grafos, veja {12}
Grafos S-cromdticos [38] |
Grafos Planares [34]

Grafos Toroidals [18]

ftomamos conhechmento desta classe apds n defess da tese
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