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Al)stract 

The fnc;L clJ<.l.ptí'f intruduces Lhe notio11 of perfect graphs and Berge's o!d 
colljecillrl', provcd by Lovász, appears in chapter 1 under the mune of Perfed 
Graphs Theorern 

Tbe sccond rliapLPr presf'Jits fundamenta.! properties of criticai graphs(L c_, 

mí11imal ímperfPct graphs) illld thr-' so~called partilionable graphs. TJw chapter 
cnndudes with a presenf.ation of TuckN's maxírnum diqlJe graphs. 

The 1 hird awl Lhe lasi chap(('t prc:-;enls a. broa.d coleciion of classes o f perfvct 

graphs. The chapkr prt·•wuls a \-veak unJfication of these classes. 
Tbc i-!Jlj)('l1dix analyz\'S t.he second conjC'cture, thC' so-called "strong" conjec~ 

ture, and pn~scnts a sune_v of sonw classr-•s ovcr wbicb this conjecture hulds. 



Smw:irio 

O prinwiro rapí1nlo introduz a noçào de grafos perfeitos e as antigas conje
turas de Ikrgc. A prinwira dc>Jas, dcmoot.rada por Lovász, consta do capítulo J 

co1n n norn<· Je ·n·orenlil do~ Urafosl)()ff('iLo::. 

O t>t'gulJdo <:<tpítulu apresenta propri<·(htdcs fundamentais dos grafos críticos 

(i. é, ímpcrü·itos miHimais) e os chamados grafos particionáveis. O capitulo 
LNmiua com a apresentação dos grafos de diques máximos de Tuckec 

O terceiro e último ta pítulo apresenta unm variada coleção de cla,sses de grafos 
perfeitos. Foi conseguida uma tênue unificação de algumas dessas classes. 

O a.pôndice consíJ('ra a scgullda conjetura, a chamada rOJJj(•tura "for!.(•", ç 

apre:wnt,a um resumo de algumas dasse.s para as quais a conjPtura Yale 
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Capítulo 1 

Grafos Perfeitos 

1.1 Definições e Proposições Básicas 

Dan1os nesta seção as ddiJJiçÕPR c propoi'riç(ws que .serão usadas ao longo da j,ese 
S('Jll mawn'=" rd'crf.ncias. Au Jcjt,or familiarizado sugerimos qne prossiga à partir 
da ,o,rçüo 2. 

l"w grofo 1 G consisti' d<• um conJimln VG de V(:rticf'S e de um t:onjun!-o AG 
(Ü' nrrslas, ond<' cada ar(•s!,a é ll!n par niio ordenado ch• vértices distintos. Um 
gr<:lfo é d1tu fin-ito se 1··c é flui lo. Quando O for subenkndido, escreveremos 
simpksmeu!e V(' :1 no lugar de VG e AG. Um grafo 6 dito orhnlado se cada 
an·:'-La <; UJll par ordeuado de v(:rt.iccs. Se X é urn ~;;ubconjunto de G, usatf'mos 

a notação li),: para denotar o conjutJto de vúrLices de X, e /LY para deHoLar o 

COIJjunlo dr <:Jn•st.as. 
,S(•ja a { u, v} Ulllil aresta de C; por silnplicida.JP, deu o! aremos a are;, ta não 

só por 11, nms tarnbi,'Jll por uv ou vu. Dizemos que u e t' c;ão adjacrntt:H, e que 
u <'r sao 1:1S r:rlr(mo.~ de o. J)ado Ul!J v1>rticç x de G', cbawaows de conjunto 
adjiiO nl1 do 1->f.rfitY .r. nut:n;iiu Ar~/(;r), D cuujun!.o dos vúrlin~s adjan:11tes a :r ern 

c. 
O romphmo1lo de um grafo G, dC'nolado por D, é o grafo corno m('srno 

eolljuuro dP q',r1.lr"s de G e tal que dois v(•rtices distintos ~:>âo iHijaceJJ(,{$ em(,' 
se t' sotrWliiP se nãü sãu adjaceHt.Ps ('Hl G. 

t 1·nl grafo fi é chamado de &ubgrafo de um outro C se seu conjunto de vértices 
t' de awsL::~s são subcoujuutos dos véri,Íc('S (! arestas de G, re:c>pedivamenL<'. O 
subgrafo 11 S(' diz yrra.do {notação]/ :::---= G'[V- Ilj) se toda aresta de G com ex
tremos em V 1! pert,pnce a A H: neste caso dizemos quf~ V H gera H em C. Se H 

1P;1r<1 alguJI$ aut0re$, >:'que ;1.qui chamn.wos de grafo é clwmado de grafo simples vej:t )3). 
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Jl<Hl é suhgraftl de G duPnJus que G nau po.%·ut lf. 
Seja .4 uma colt·<;úo d<• mnjnnlos, X UH! conjnnto dP :!L Dizemos quf' X é 

nwxún.ol em A >W Hiiu for subconjunto próprw de nf'nlmrn e!ernent,o de A; minunal 

se twnhunl df'lllento de A l· sulw\)tJjunt.n próprio de,\'; diz(·wos que X i>: má:rimo 
em A Sf' 1wnhum eh•riwtllo de A IPtll ondinn)idadp mawr dn qw• a de X; mJnimo 
se nodmm Ph·uwt1tu dl' A !.cw c<:~rdina!idadc menor do que a df' X. 

Dados dnis v(•rl icf's x e y d<· um grafo G, cliaUJiiilJOS de cnminh.o de x para y 
il Shjlll'l!Ua: 

y) 

qlle Hao rt:pr•t.e vért.icl', olHk 1·, {' adjaceJlf.(• a Vi··!· Sení chann<do de cammho 
son cordas S(' V P for rníoimal. Diz\'llJliS qne P é um caminho d<> comprimento 

k em(/, <J!H' C possui utll f)k, t{UC V F grra un1 Pk em G. Ohr;.: no çaso Nll que 
k I Jt.n1os o r anJinho di tu dcgo11:rodo. Um cnruilo é uma ~eqiiênua: 

tal q1w 

(vo,tJJ,v2, .. ,vk .t) 

é um cawinho, k ~,. :3, P t-'k 1)1). AnR.]ogaim'nL(', o t:ircnito será chamado de 
rircuito .~nn corda5 se de é miuioml. O tamanho do circuíto será o número de 
sC'US vt;rüct•s, isto f., k, e a paridadr- do cir\'uitn s<~rá a parida,de de k. N(>st,e caso 
dizelllos que G possui 1nn (/k. 

Um grafo G é ch<JoJadu ck· couc;;o sv ('Xiste um caminhu entrf quai,;qu<er dois 
vértices x e y de G. Casu co11Lrário é drscone;:o. 

Uma cornponenft roucro dr- lllll grafo G nâo var.io Ó lJIH subgrafo H gerado 
de G, ma.xixual e conexo. 

Proposiçilo 1.1 Um yrafo dc,~ronu:o possui nuús de urna r:omponent.f conexa. 

Uma árvore é um grafo cout•xo T ,.;em circuitos. Dizemos eJJtão que T é 
odc!ico. 

( 1ru ('oJJjuut.o .\' dt> vi'rt.ices de tJHJ grafo G é de corft se G · X & des{'oncxo. 
(1m grafo C ê dito k-cu11r;w sp ~odo cclJijunto de corte Lern pelo rnfnos k 

\'álic(·'s. 

Um tslárd ern G 6 urn conjullto de vf•rt.ices de G dois a dois não adjacenltcs. 
Denotarnos por [G o c~'Jijtmf,o dos conjunt.os estáveis de G (ou simplesmeute E 

quando /i(' ar subentf'HdiJo qual o grafo G). 
Um r'liq1.1r Pm C é um wnjunt.o de vérti1es de G dois a dois adjacentes. 

Deuotamos por CG o conjunto dos cliques de G (ou símplesweJJte C quando ficar 
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suLwllkudidv qwd o r.,rafo G)- Se um clique Ll'!ll t;tl!JilJJhu r dizemos qne G pQssui 

um X, .. 

Proposiç.5o 1.2 f'm rliquc 1 ru (,' /um u~trirrlt:m G 

l'lllil cobn!uro por CidiÍt·u"s (oi! toloraçúo) de um grafo C é uma partição de 
\-"onde r-ada chsse ( tor) é wn estávt'! em(;'_ 

l'!lla cohfrlln-11 pr>r diques d(• um .grafo G ó urna part.ú;ào de V, onde cada 
d;bS(' (· Ul!l cJiqtH' ('lll G. 

Proposição 1.3 Uma I"Obfrlura por diques em (~; é v ma cofwrtura por estáveis 

(nt C. 

A nu!a~üo uLili;,ada para d('not.ar o tamanho do cliquP máximo {ou dos diques 
ln<Í..XÍIJI<)s) du llllt graf'u (.' Sf·rá: wG', ou simplesmente w, qua.ndo G ficar subeo~ 

1-l'JHli(!u; o tatnanho do rstávd máxírno (ou dos estáveis máximos) de G será 
denotado por nG ou símpk•sHlf'JJk n, quando G ficar subt·ntendido. 

Proposiçüo 1.4 Um rl1qu( uuúnm.o t:m Ô i um estável máximo em C. A.ss1:m, 
.,..{; ,. oU 

O r!Úmcro de t·vbulura por t·sfáFrÚ: (ou número cromático) de um grafo G é 

o Jama11h() dl' uma cobertura nlÍnÍrna por estáveis crn G, dellotado por xG ou 
sÍ!lljJ]e~<IIH'HLP \, qllRIIdo ficar suhf'Ht('ndido qua.l o grafo G. Do ruesmo modo, o 
rnimrro rh cobrrtutn por I'Úqur.~ em um grafo G é u t.utJHilllirl de urna cob;:rtura 
winima pur diqu<'}; <'!ll (,';*dc11Ulado por OG ou simpksmcnt(' O, quando ficar 

subenU-HJido qual o grafo G. 

Propo~içilo 1.5 [!mil l"rilnrfuru mmtmo por diques trn. (}é uma cobul:u.ra rni

nimo por ud!Í1'li~< rw (,'. A.><sim .. (JG- x(,'. 

LPula LI J!11ro todu grofo (,' !'ofnn· 

(l) wG ~: . . \G c 

(li) o-G :::"" (}(;. 

Dr:mon$/ração. S<:ja.m E uma coberLura míwma por estáveis e C um clique 

máximo d{' um grafo C. l>JJJtâo: 

wG -:::#C :Ç ifE "'_- xC. 
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Como t'!"i<l rorwlm;i'u.) vale para todo diqtw CP Joda co!wrtura lllÍ!llma por 
Pstán·Ís {, segtw qtw 

C! 

Ew J9fJ5 f'...Jyt'ic!s.kí (re)a !2Bi) dPHlO!l~'>l-r0\1 qtH' f'SLa Jjf(''l'f'nÇa é tão grande 
quanln Sf' queira, esl.(• rcsn!Lad() rode \\f'r d(•snit.r' rorno scgtJf': para q11alquer 

Ínt.Piro não tlt>gatim k exíst.e unt grafo(;, i-n! qttf' wG < ,\G (! _:x(/ r.JG -- k 
\"i mos nas propusiç()(·s ;-ulteriores a exist.(~nciit de urna. anakgia enLrP us parfi

metrns u.' •' (.:;-e X<--> B, quando trocamos (J por(} Então iremos ft~lar sumeute 
dt' uma das df'siguaJdadcs, uma vct. que é fácil t>ntenckrmm; o caso análogo. A 

til u!o de exewplo podt'Jll()S esteuder o resultado do parágnfo antNior, do seguinte 
nwdu: JXIfiJ quakpwr it1lciro !Ji"io negativo k t'xiste um grafo(), t.al que o·G S OG 

(' OG nC' k. BasL!.Ildo complmneotar G e aplicar o rcsullado de Nlycielski f'm 

C. 

Lona l. 2 

-HS ;;c, 
lJada 1111111 tobert11ra por rslávcis S, r um clique C ri« urn grafo G, se 

rnlâo a cubcrtura S f ndnima e o clique C é máximo. 

lJrmon.~traç/io. Seja.w [, e C" respcctívanWHt.c uma cobt>rima mínima por está· 
>Tis de G ('um clique twixirno de G. Então: 

( I.l) 

A~~ÍlJI vale a igualdade ao lollgo d<' (J. I), c porLallLO, !f C . · -f/C' e-/!-[. c_. /!-[. 
o 

Qualld>.' ocorre it igualdade v..1G = xG, dizemos que G sat-isfaz a w-igualdadc 
mmmwx. Quando cada subgrafo gerado de G' satisfaz a w-igualdade minirllaX, 
dizeJ!\(J\> ''ntilo que G é w-pcrfcito. 

Quando ocorre a igualdade nG =~ OG, dízernos que C satisfaz a o--igtwfdade 
umuma:r_ Quando cada subgrafo gerado de C satisfaz a o:-igualdade rninimax, 
dizonos ent-ão que G é o:- perfeito. 
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Em J\)(1! C. Jh~rg<> cunjduruu que ·..<J-pNfrJçi'ío e (t-P('J'feiçâo são equivalt:·ntes. 
D H. Fu!!H·.rs()n tentou duraJifP al?;rms anos demonst-rn.r esta conjetura, ma.s em 
J9T2 L. Luv:Ísz conscglllll demono;Lrú-1a, l!saJHio n·su!tados do próprio FnJker~rm. 
( :on1 a-s(• cnJ.ilu q li f' :w LrJJIJ;l r cwJI wc í r m• nl o d1' Sllt"!'SSO d<• Lo v <Í.s.z, V ui k<·rso!l li na.l

Jll('JJit' coJJsl'gJJÍ\l dcow1rslr<tr <·sla coJJjPtura. Asslrn, este resultado é conhecido 
con1u ~wndo de Lovcí;;z c Fulkersoo. Apúé1 apn•ri<:J.rmos a dr·rnonstração da Conj<•

ttJra ~'Jitão f<tlan•nJos d\' grafos prrfcilo.~ f' nâo-pcrfcilos, Plimillando os prefixos a 

1.2 T"orema dos Grafos Perfeitos 

Antes de ('lltlllCiar o Teorrmu dos grafos perfeitos precisamos de uma definição 
imporLwt.c-. 

l)(•notemos por nG o rníwcro de vérl.ires de um grafo G (ou simplesmente n 

quand,, lkar subentendido qual o grafo G). Dizemos que um grafo G sat.ísfaz a 
n·dr.sig11aldadr se: 

DizenJOs qu~ urn grafo G i· n·pcrfáto tW r sonwnt.e se todo subgrafo gerado 
de G s(l(.isf<tz a n-de><Jgun.ldadc. 

Propm::;içíio 1.6 lirn grafo(; r: n-pr-rjcito se u.ma da,> afirmativas abaixo é tltr

dadrira: 

() t' 11-pcrjrito. 

C / ~·-p, r f; Í!o. 

C / O·j!< rfr i lo 

IJrmonslroçáo. A primeira alirmalÍnt segue da Propusiçâo 1.4, isto é, 

o-G.wG ::;._c wO.oC:, 

L<;(()<'. n-pcrf(•it;i:io é ;tllÍU d11aJ. 

Para denlO!JSlra.r a segunda allrwat.iva vamos supor que G é w-perfeito, seja 
lJ um subgrafo gerado de G', então: 

wJJ.nH :::: x..Jl.aH > nll 

- a igualdade segue da w-perfeiç,ão de G. 
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a de,sigualdadP sf'gU(; do fat-o qut· V Jl pude ser co!Jerto por ).)i estáveis (com 

no rmi:xírno nll v(•rtJCPS cad<J nrll). 

Portanto a ~.JJ-Jwrfeíçilo iwpli(·a em !l-Jwrli:içi"w. 
A aflnmt.int (iii) (~ aaúlog<J à {ti). 

J\•ol"Plllil 1.1 ( Ttorrma doB grafo.~ pnjfilo.~ l,ovasz _(972) 

a.~ NqtiÍnlc8 afirrnaç(Jr·.,• sfio cquÍI'alt.ntc.s: 

G i u;.pufálo. 

() é n-pr r feito. 

(; t-: n-prrfdo. 

Para todo grafo G 

J)t mon8/raçiio. l)arn df'JJHlflStrannos est-e TPorewa iremos inicialmente defi11ir 

h-.qhstituíçii<) fi<Jr vàlirrs t' <•nunciar dois Lemas: 

Dizemos que um coujunto lJ ~~ urna 1p-duplicação de um conjunto A se existe 
uma ;1plícaçâo de A JJO <tmjnnto da:-; partes de H, tal que a imagem de pé uma 
partiç;}o de JJ (adwíte-se o ca:c;o ero qtH' 'f:;( v) é vazio para alguns elementos v 
d(• A). Dado ·nem :1, cada eleJrlellto de t,e•(v) (>urna cópia de v. Dado u em H, 
dvnoi.a!llO>' pnr p- 1{v) u vlt•nH.'ll(,o v de A tal qtH.' u C rp(v); aS8ÍHl, ué uma cópia 
d(~ l(tt). 

Dadu 11m grafo C l' umrr aplicaçilu h de \/C nos naturais, dizemos que um 
graro li[, uma h-MJ.bslituir;iio (/(- v(rüc(s dt~ C, dt>twLado por G c h, sr exist(' uma 
aplicação :p tal que V l/ ~~ urnu p-dnplíca.çiio de V C:, OJlde: 

para todo 11 (' ·1' em V lf, -u <' 11 ::;ào adjac('n(Ps (~In V f{ SP e someJJtc se 'P ' 1(u) 
{' 1--- 1(1.') siio ;Hljact'JJL(~S ('rfl G (olpias d(' um rucsmo v{·rtice não são adja-

n'n!v~)-

\'eja !llll f'XPIIJplo na Jigura l. l 

.Prnpo:-<lç;"io 1.7 Pnra todo clique C em(,' o h, 'P 1 (C) { nrn cliq111-: em C, c do 

mruno lrnna.nhcL Portanto w(G o h) < wU 

I'rojmsiçiio 1.8 Para lodo cBtâvrl li.-' em C o h, p-" 1(E) é um eslátJcl em G. 

Proposiçilo 1.9 Para todo estável E em G, )O( E) é um eBtâvcl em G o h, de 
/amanho h(b'). 

7 



'1. (l 

c; G o h 

Fignra l.l: Uma 11-dnplícaçào d{~ G, o JJaLural ao lado de cada vórtice d(• G e 
h(<-) 

Proposiçilo 1.10 

o(Goh) rnax 
8 f [C 

h(S) 

Dnnoru;lraçào. S('j<nn /_:' un1 (•stávPl crn Goh, E' :::c:: ip" 1 (E), E":.:;;: 'P(ET Segue 

d<t Proposiç;i.o 1-<:l (jiH' i·./{> um (~Rtáveil'lll G. Segue da definição de Gch que E 
/· IH!J subC'unjunto de E'". Segue da Proposiçiio 1.9 que E" é um estável em G o h 
ç que j: H" h(E'). 

Assim, 
/i E c; h(E') 

fc:IJJ particular, se E for oJáXÍllln c11Lâo D H" (' !fl~' :.- h (i'.:') 
J)esk mudo &l:'ja F um estável máxmw Pltl G ~)h, assine 

a igwddadr· segut' d;> ddiniçií.cJ de F. 

a JlfÍJtJ\'Íra dPsiguald<H!C segue <:k (1.2). 

( 1.2) 

a ti!tiow des)gmddade segue do f<tLo que cp(cp ' 1 (F)) é um cstilvel em G o h. 

FinalnwntP, para todoS em êG, cpS' f, Ulll es1.Úvel mn Gnh,cum cardínalid<·Jde 
/'(') ,-1 • ~ 

A deownKt.raçã.o do 'J'(•orf'ma 1.1 utiliza aínda os Lemas 1.3 e 1.4, como 
sr•gurrn, que St'rào d('nwns!-rados posteriorment-e. 
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LPuw 1.3. A oprraçáo dt h·.~u!J$/Íiu.içfw dt t'Últcts pn.scrva v..!-prrfoçrlo e a

per/< içâo. 

L('Jl1a 1.4. Srja 11 umo h-nJbslifuu;iio th uà/1Ns dt' Hm grafo G. St todo 

subgr(lfo gerado r: próprw dr G f; o-pcrfrilo, I' 8( G é n-pnfrito_, entiio 11 l 
n-pf'rjúto. 

A dcmunstraçi:to do Teorema s\'ní f~:>íta por iuduç(Jü em suhgrafo~ gerados. 

Assim, adotamos como hip('J!-PK<' d(' indução a va!idadf' das equíva!{:wia~'l dC' w-, 

o- e n-Jwrfeil;ào para c<Hh suhgr<tfo gerado (C pníprio de C. 
As implicaçôes w-pr·rfPiçiio Ínlplira C'fn 11-perfciçíio, c a-perfeição em n-j>f~rf('i

çiw foram dcmonst-rad;ts na Propn:'iiçito J.G. 
VaJllo:<; mostrar que óW (; (• ll·fH~rfeit-o, cn!i'í.o G é w-jwrfPilo. 

Seja-(; um grafo n-perfeito, StJa ll um subgrafq gNado prúprio de G. Então 
por iuduç:lo· 

fi é u .. :-pNfeito. 

fi é o-petf\'i!.u. 

Sr· d{•lJJOrJstrannos qr1e G á 0..'-perfi·ÍÜ>, (~Jit.âo as hipóteses de indução valem 

para Ü. Assiw, Lcremo." dernunstu1dn o Teorema, pois: 

C(• n-1wrfeit.o --=> G ô n-pcrfeito 

c}-(,' ô w-perfcito 

,:;,. C é n-pNfeíto 

(\mw li{> w-p('rfriU1 .. cr1t~w ,\H -.-- (.<..'11. (\>niO esta conclnsii.o vale para todo 

snbgr-afo g('rado e próprio li de G, é sufkíNrLC' mostrar que xG ::::· wG. Segue do 
Lema 1 :1 que wC,' ~; x_(,'. A">sirn, varno~ tnnst.rar cpw xC < wC. 

Ccmsidcn:nws iníciahuc>llLt· o ca:--;o ew r1ue (,'contém urn est.ávd Z que encontra 

todo::: nc; :<C'IIS cliques máxilllos. Entüu, 

:t) w(G :t) 1 

undc n ig_,ua!dadr .o;rguc d<-t i.l-'-P('J"ht;i'w de C X (Jwla hipóteHe de indução), e 
ll dt'sig1w!dade da deHniç.~-0 dr Z. Qu<t/quH coloração de C Z com w · 1 corPs 

pod(' sn es!i·ndida <1 urna coloraçâo d(' G com w cores, tornando Y, como urna 
l!O\·a tur. 
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Hec;(a J'llftanlo mostrar q\H' G j)ossui Ulll tal cstá;'el. Para demow;Lrar esta 

alirrnatÍ\'a nunns supor por absurdo qUi' para cada Pst,;íve! S d(' G ('xist.e. um 

dl\j(H' wctxinm, dcnotadn por A"(>,'), dP ta!llanho wr:, que é disjunto dE; ~'J; isto 
nos Ullldlt~.iní <l lllll<t n'lllradíçi'lo. 

Par<t cHla v''·rltlT x .'wja h(:r) o ruínl('ru dt· c:>táveis ,',' tais que ]( (S) contém 

:r. Seja G 1 IHtHl h-~wbsLÍ! ujçi'to de v(.rt.ict'B dt· G 

I\·la hipúif'Sl' de induçii.o, t.odo suhgrafü gf'rado prúprio di• G ó ü-perfeito; por 
hipútt'S<', G ,: n-twrfcílo: assitn w·!o Lema 1.-1. (;1 

~ n-perfl'Jt.o. Em particular, 

(Ul) 

,\p;.;((• HJunw!ltO iremos fazer algumas considerações sobre os valores envolvidos 

11a dt:sigua!da(k (1.3). 

LHH(S) (14) 
S( [ 

a priuwir<t. iguaJdude owgue du fat.o que cada vúrt.ice v foi r:opiado h( v} vezes. 

a LC'rceira iguald;u]e segue do fato que !f-H (S) --- wG para todo S em [. 

a d0sigua!dade H·m da Proposição 1.7. 

Tu1nbêrrr. 

nC' ~· rnax !h(T)i cc: mo:r[ 
T ~~ E 

ii(T,,JI(S))j <i/E 
( J.S) 

Te E 

a prHlWira ig1uddadt- S<'g\H' da Pwposiçílo I .~J. 

- a cksigllnldadl! ::·wgtH' do falo qu(' tudo estáHd ew·(mt.ra tudo clique ern no 
lli<Í"-iiiJo Olll v{•rt ice; a dPsÍI(IJ;J}d;Jdc {:estrita pç]a !Jipt!ksn do a!1surdo, nma 

H'Z quc T nâ.o cucont.ra 1\ ('f') 

Elll H'S\JiliO, de (1.·1) (' {1/J) 

(.,, , ('' 'I E , ( ,, ( ,, n., ;:' éc' ~·r: ~-' w J .o:J (Ui) 

Assim ( l.l\) e ( J .3) ::.:5o cont.ntdit/)rias. De fato, f•xiste o estável Z que en•orlt-ra 

todos os diques máximos de G. E portanto., n-pt>rfeição implica em w-perfeição. 

E port<mü1, segue que C é tatnb(•m o--p('rfeito, como já discutírnos aJJteríornwnte, 



Dt'munstuuuos aqui (JJJúdu!n os Lt'lllilS J .~{ (! 1.4) que n-perfPição implica ern 

0:-pe t' fP1çâo . 
.'\ó'SOH para conduir a dt'lllonstrw~il<l do T\'OrPJna irnnos demtlllstrar os L!'mas 

l.3 P f A 

lA'llla L:l A operru;âo de h-.~ub8lÜznçào df n'rtú·c_ç prc.<;rrva w-pcrfúçào e a-per

fr'içâo. 

JJnnonstmçiio. \'aiJIOS dcn!OIJ.qra.r o Lc·ma por indução rm h(VG). Seja JJ uma 
h-.o.IJ!JsLituição de vér!1r·c.s de C. 

SPja Num subgrafu gnado P prôprio de 11. Entào .l( é urna k-substitui(;ão de 
vértÍ(TS de(,', ondt> k(VG) h(V(;). Pela hipótese de indução, K é w-perfeit.o 

(se C' for 0..'-pnli:>Íto) ou }{r o-rwrfcito (sp c; for o-perfeito). 

Cnr!lo (•sta cOIKli!Skw \'ale para uH!a subgrafo gerado e prúprio de H, resta 
por i ant.u mostr;u lJIIC li sa1isfat< a ·.,;-igu<J.!dade &c G ú w-pcrfcito, ou que 1f satisfaz 

a 0-igua!dadf' se C I_· n-perft•ito. respectinwJPJJte. Se I! ú cwhgrafo gerado de G, 
sq;uc da ddir1iç;lo de o-rwrf,,içi'w ou ü;-pnfeiçil.o que 11 é w-p('rfcíto ou u-perfeito, 

rPSjlf'd j,dtlJ('llte. 

Podnnos (~ntilo supor qll(' \-(/ ('JHILi·w un1 vért.'ICe w, t.aJ q1H~ h(w) :> l. St>jam 

u (' t' duns cúpias de w pm !I, H'ja Jf 1 
- -- li u. 

St> C (: (,;-pprfPito, cllt.ào: 

a primeira iguaJd;-Jdf' ~'Wgll(' d(J fato q11r· pod('mns estender urna coloração de li' 
a H dando a tJ a l!l<.'.'>llli1 cur d(' t'. 

a segunda igualdadC' fui provad::1 acima, puis I!' é um subgrafo gerado e prúprío 

de H 

Pon.ant.o li sat.is.faz a VJ-igllaldiidt', se G ft1r w-perfeito. De fato, substítuíção 

de 1>'{•rj ices pn'sNva w-p<'rfeiçi'w. 
Be.st;·1 agura provar que se G {• o-perfPi to, então H satisfaz a o-igualdade. Para 

tauto, SU)lO!Jbamos CJlH' G f:. a-pnfPJLo. Conforrne foí demoHstrado auteriorrm:nte, 
f.( saUsfa.z a o·-igualdade. Sí'ja ( 1 unm cobertura mínima por cliq11es de l! 1

. Seja 
/\· 1, um dique desta cobertura que contC:m v. Agora supcJIJbarnos que: 

a(ll li,)< o li (]. 7) 

Cowo !.odn subgrafo gPrudo e prríprio de H é a-perfeito. Em particular, 
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o (i/ K '') O( /I K,). 

Stja t.; uma cub~·rton pur cliqw's de /I /{!,de l.i!OJ<wlw (~(li-- i< v)· Eut.ão 

( f- H v~ urna cdwrtllr<l por díqncs de Jf. e de tamanho n(IJ -·- K,;) S oll. 
Hesta lll0!4rar que ( l .7) t'' Ycrdadeira. !'ara iflto suponhamos qne, pelo contrário, 

n( !I h.,)'> nll. 

Na rerdade, como (JJ --!(")i> Hubgrafo de Jf, h~rnos então a igualdade 

n(lf --- Hu) n!l. ( 18) 

( 19) 

a prÍJllrira igualdade seg1Je dn fato tpl(' lJ X'"' H 1
- · i< v· 

a segllndit igualdade segur do fato qm' f( I! é uw dique de uma cobertura mínima 
por diques de ll 1

• 

a desigualdade st:gnP do fa!-o qllc JI' é ::nJbgrafo de 11. 

l'ortatlto segue de (1 8) e {UJ) que: 

!.t(IJ X)< oll .-:- n(JJ Kv)- (I lO) 

Segue da desigualdad(• ef'.t-rit.u de (J lO) qll<' Lodo estável máximo de Jl Pn

nmt ra _y. 
Segue da igualdade de (1.10) q1w existe run estável wúximo ,':,'em 1! que não 

encontra 1\,1 . 

Portanlo v perí.f'IICC 11 8, ma.A v não rwrknce a S. Logo, como u e v tJ:m a 

nwsma adjacência, então S' :-- 5' --!-v é 11111 estável em I/ de t.amanho "#-S' --\ 1, 

Ulllil conlrmliçào. Portaotu a opcrw.;ilo dP sub;-;Cituíçào de vértices preserva n-

L('lli<J 1.4 ."-'t;a I! uma h-.~ubstiluiçii.o de vértices de um grafo G. Se todo sub

grafo gua.do r próprú; dt G é ex-perfeito, e li e G f. n- perfeito, então ll é n-pcr]t'ito. 
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Vunonstraçâo. Vamos deownstrar esté Lema por induçi1o Plu h( V). Seja Il uma 
h~substitui~.;ii_n de vértitt'S de G. 

Seja 1( Unl subgrafo geradu P prúprio de lJ, <'nl.ào segue da !Jipót<'Se dP i11duçâo 

qut' 11· é n-perfeito. Hcs!a mostrar que lJ satisf;u, a n-desigualdade. 

s(' lJ I· Sllhf~rafo gvrado d{' (,'' ('rdilo negu(' da definição de n-pcrf(•i1Jio (j\H: ll 
E; n-perfeit.o. Logo exi.'-'l<' um vúrtice u em G tal que h(v) > l. Suponhamos por 

absurdn que li niio satit>faz a n-dcsiglm!chldt•. 

St·ja r: {uJ' l.lz, .. , 11h(ud o t'O!IjiHJ!o das nípias do VE~rtice u. 
Agura li u 1 s;d isfaz a n--d\'sigl!;ddiHk, !1>gu· 

< w f{ .o..ll 

nll (Ul) 

PorLanlo vale a ígua.ldade ao longo dl' ( 1.1 I). Denotamlo wll por p e o. H por 
q, temos Pul-âo: 

0..1(/{ -- 11-j) w li ;-_, p, 

o(fl--- ui)~~ nlf "- q 

e 

(l.l2) 

Por hipótese, G ---11, un1 subgraro gNado f' próprio de G, é a-pt>rfeito. Obviaroent.e 
f! L'(~ mna substltuÍI".;;"w de v(,rLic(•s de G 1t Pelo Lema L3, H--Ué a-perfeito. 
(;onm n(// f-')< q, ('fltÜt) V(ll I!) po(k s0r coburto por q clique::; dois a dois 
disjtJtl!tlS, diganms CJ,C::, ... ,C4 , rotulados dP modo que 

q 

LliCi n(/1- U) nfl h(u) pq (h(n) ---1) ( l l :l) 
rl 

Na somalória (1.13), para cada. parcela #CJ, Lemos que p 2 #C\. Assim, no 
máximo h ( u) ~ l parrelas não contribuem com p vértices à somatória. Portanto, 
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·;.c f.. -·q h(u) f I 

Como h(u) :." 1, (•tJtiw 11 1 P um subgrafo gerado próprio de 11. Portnuto, ll' 
satisfaz a n-desigtJaldade: 

'-'-dt.n-ll' ;.> nll' --~- p.(q h(u)-+- 1) + 1 

Ora, 

p , ... w!I ~~ wli 1
, 

nll 1 

all 1 > >, q --- h(u) + I 
p 

SPja S'' um estável em H' com q- h(u) 1--2 vértices. Os q- h.(u) +I cliques 

C1. C2, ... , C1 h(u) 11 encoutraw com o estável S' em no máximo um vértice. Como 
S'' \t'tn q h( v) -t 2 vi>rtic('S, UJ pPrt<'nce a 8 1

• Logo 8 ·;-_; S' 1 1J Ué um cstáv('l 

em H, coJll tarnan1w {!S itS' -+- h(u)- 1 q + 1 Portauto, üll > q, em 
contradíçà.o à ddíniçào tk q. LJ 

A deuwm:t.raçãn desJ(' LNna completa a demonstração do Teorema dos grafos 
perfei1 os. U 

Corolário 1.1 Um grafo C / pf r/cito se e somt·nt-r· se i:1 é ptrfeito. 
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Capítulo 2 

Grafos Imperfeitos 

2.1 Grafos críticos e J>articionáveis 

Um grafo G é chamado de r:rilito ~e e somcllte se G é imperfeito, e todo subgrafo 

gerado próprio ch, C é JH'rfPito. 

CoroJjrio 2.1 Crn grafo G l cr/tú:o se e somente se C é critico. 

Proposição 2.1 5'e (,' ,r 11m grafo r:rítito, então as srguintes propriulodfs são 
t·rihd(u: 

(i} (\,(JJ > 2. 

(H) 11 ,~, n-:,.,' -l 1. 

(iii) n --- ü(G - x) para toda v;rtia x de G. 

(iv) !.<.' --- w(G -- 1·) para lodo vhticc :r dr G. 

Drn1onshoçào. Se ü < l, cntiio VG é um dique e portanto perf(~ito; Jugo n ':;: 2. 
Aua!oganwttLe, w? 2. 

Seja 1: !lfll -..-értice qualquer de G. Entilo, 

n --- n(C :r)< o((/ :r)·..-J(G x) 00::: nw ·::; n --- J. (2.1) 

a prinwira (ksigualdade S('gtl(' da rwrfeiçiio do subgrafo G :r. 

a ·"C~;Illldü dcsígoa!dadP segue do fato que(~'-~ x é sui.Jgrafo de C. 

a terceira dt>siguuldade st·gue do Teorema 1.1 (Teorema dos grafos perfeito'<>) e 
do fato qoe (J é critico. 
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!~or!anto rak a tgu;ddade ao longo de (2.1). Em parlicular, valem (ii), (iii) e 
[) 

Dadoo; doi~ iniPJros o, w > ~' diM'Jno.« qu(• um grafo G ~~ {a, w)-p~rlicionávd 
~e ;1s ;.:vguinks a!irmat.iv;Js ::;Ún V('f'dadeiras: 

(i) 11 -:> aw -i 1, 

{ií) par" tndo r{•rtin• :t de C', a? O(G :r) t' 

(iii) pnra todo v/•r!-ire J' de(,', w > ;\(G'- :r). 

Coro16rio 2.2 Um grufo G ((a, wj.parlin'ondvcl u e somente u: C e (w,a)

parfitio 11 â vtL 

Corolário 2.3 Todo grafo crül(·o G f (n(,',wCrparticionáwl. 

1:; importante obserntr JJPSi-r:• pmJ!.o que nem todo grafo partícionável 6 crítico. 
ChVil.tal ( vf'ja [7J) em l 979 em:ont rou uma farnilia infinita de grafos partícion{nels 
e não r-dtiros, embora j<i Na cooiwcído quC' e:-;te resultado é Vt'fdadeiro. Iluang 
(v(•ja 123_1) em 1970 encunlrou o coutra-excmplo da figura 2.1 que é particiunávcl 
mas nào 0 crítico. Em !979 Chvátal encontrou uwa família íllfinita de grafos 
pariiriunúveis mas nii.o críticos veja ]7]. 

(i) " n.w -j 1, 

(ii) nG

{iH) wG W -- JL' 

O(G r) n(G 

\(C r) c w((; 

x) r 

X) • 



() 
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lfr; 
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hf.' 
}{I; 
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456789 

ma.trir. 
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estáv"'is 

Note qu<' o suhgrafo gerado JWlos vértices ímpares é o C;, 

Figura 2.1 · Uw grafo particiouável ruas não crítico. 

Ücrnoustraçâo. Ternos qJW, 

n(G x).oon- (//Jl 

> 1!( r; x)w 

> O(G x)x(G x) 
ü(G ~ :c)x(G ~~~ x) 

> n(G --- X)~ 

as tn~\i primeiras dt'\iÍgualdadcs seguem do f<.Jt.o que G é partifionáveL 

at-> duas tíltimas desigualdades sào triviais. 

1'ortanto, n - nw -l 1 e o O(G :r) ü·(C :r). 
Analogalli('Jl(.e, w ---· À (C x) w(G :r). 
Falta portant-o mostrar que ct --- o:G (' que w ::c: wG -_-,-- tv. Seja S um est;ísel 

rnáximo de G. Ora, wG > w(G x); confornw foi provado acima, w(G x) --- tv; 
pPr hip('>t!'õW, w ~-: 2. Assim,,_,_}() :;: 2 e p0rt.anto existe UJI! vért.Íçe, digamos y, ern 

Seja K urna cobertura por cliques de C-- y com O(G -- y) cliques. Temos eJJt.ào 
quP: 
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o(G y) üC > n(c; -- y) 

a priuwna dt'SÍgua!dadf' ~wgu<:' do fatu que y não pert.Pf!Ce aS' e S & um estável 
un G. 

Lugn n(G 
fl o( C, 

y) ~-- oG. Conforme foi provado acima, n:(G 
y) ·:_ fL Analogarqent.c, -w ,-c: 1..v(G- y) ~~' wG =- w. 

y) '"' a. Portanto, 
[] 

Eut vi;;;! a do resultado acima falaremos então de grafos particionáveis e nao 

particwnáreis, eliminando o prefixo (a, w). 

ProposJção 2.3 Seja(; um grafo parlirianávei ex um dr: seus vértice.<;. Então 
os NfrÍl'tÍ-" dr toda cobu/ura m{nima pnr estáveis df: G ~- x são máximos e doiB 

tl doí,<; di.~j11nfo.'!. A nalogamentt o.s chqurs de todas as coberf.u.ras por cliqJlCS de 
G :r úio r:liqurB má:rinw.~ r dois a doi."! disjuntos. 

Dr:monFlroçrlo. Seja S uma (:ubertura mínima por cst.áveís de G - x. Cada estávPI 
de S tnn tamauho no máxiuw a; logo, o:.fl S > 11(G ., :r), com igualdade sowente 
:w t-odo p,:;tárd de S tem Utmanho n, e os estáveis de S são dois a dois disjuntos. 
~ias !>egue da Proposiç~o 2.'2 qVf•: 

n(C x) nv.; ,-- n#S. 

De fat n cada e:::.t::ín~! de S (• Jlláxnno, e qtHusquer dois estáveis de S sao 
disjut1t.os. [j 

Proposíçiio 2.4 Para cada. rliqur C exiMe um c.4liÍvd máximo E em G' que; nao 
encontra C'. Analogam~·nlf' para cada estável S em G eúste um clique má:xww 
H 011 G qu<. não encontroS'. 

Dntwn::-·traçâo. S('ja C mn clique d{' C, :r um de seus vértices, S uma col!ert-unl 
mínÍJJla por estáYPÍS (máxitHos) de G :r, r o Jtúmcro de estáveis de S qlle 
('rJWiltram C. NoH: qut' ralS é disjunto e x ( (./. Logo r <;-; ftC -- 1. Como 

!-;C :c w '/f' S, segw~ que r< ·#ra!S. De fato, pelo weoos um estável de S 11f:w 

r·rwont-ra C. IJ 

18 



TNH'I'!Uil 2.1 S'~;ja (,' um yrafo prntu·iunrívd Entâo valem as seguinle-B a}irrna-
1 i r a,~, 

(i) n (l.~ ·f J. 

(ii) O yrafa (,' JIOSMJ.i t:rafomu!/r n n;lducis máximos e n cliques mâ;:mwB. 

(lii) Cada v(rtio de(; pal1ncc a cwtamenlr' o i'sláveÍs máximos, e a w cligue8 
rn!i.tiii!O:>, 

(i v) Co da r:hgur miÍ.tww é disJunto de um -único estdvel máximo e Vier-versa. 

lhmon.~trnçâo. A afirtnativa (i) já fui dc~monstrada ua Proposição 2.2. Agora 
para d(•monslrar as afirmativas (ii), (ii.í) e (i v) nós precisamos antes definir duas 
!llal ri;-:.:s ('enunciar dois Lenms. 

SPm perda d~' gPIH'ralidadP vamos supor que V-:::: 1, 2, ;{, .. , n. 
DcHh um suhcunjunLo X d(' \l, o 1x!J1r caractaútico x de X é o vetor de n 

elenwulos rk 01s t' 11
EL tal q1w :.<'1 J se e somente se i E: X. Frcqiicnternente 

conf1wduuos: ),- rouJ SC'U vetor caracLt'rÍsLico ::r. 

Vamo." inic.iaJniP!I!c d('finir a rnat.ri~, A, n x n, em que cada línha de A é o 
wtor caraderístico d{' algum diqlll' rw:iximo de G, A linha .4 1 de A é o (vetor 
c-an1deristico) de alguo1 rlique máximo. Para cada vérticE' v, de A1 {1 :<i~: w), 
as n linhas Au J),,r 2 , A(, I]·> r:\, ... , .4,.,, .Aicdl da malriz A ~eríio os diques 
(1uáx'nnos e dísj1m!o.s d(!i.'l a doís) dP uwa cobertura mínima por cliqu0s de G --v,. 

\'allHIS agon.t defilllr a nwt.riz, E, n x n, ern qut' c-ada lillha E\ de B é urn 
estiÍ\·e!nJ:ÍXÍJJJo disjuni.o do clíq1w máximo .4 1 . 

S(•ja J o vetor corn n ckrnt'Bt.os l 1s, J a matriz, n >< n, de 11s, c I a matriz 
jd(•lJt íd<HJ('_. 11 X n, 

Agura usando a!'l ddiiJÍÇÕ<'s w:ima vamos enunciar os dois Lemas. 

L('Uia 2.1 Pam a mal ri:: A l'afr a rqunçoo: 

I A·· wl. 

LPHta 2.2_ A.~ malri::es .4 e B admitem wvcrba, a 8(Jber: 
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\'amos agora d('lllOtlstrar qllí' t-odo C'st.ávd m.1xirno df• G /.: urna !iuha de 8. 
Para ls!.o, sejas um PSLilvel ndlxÍ111u de G Jlvl(J LPnl<l 2.2, l3 {: iuver.~ível; ~wja 

.r ;w sB 1. EnLào xE s. Assilll, 

:r :co sf. ---l I 

Lo\;";11 u v dor x !~ um vetor df~ O's e 1 1s, po'1o; o el~?nwnt.o z dP .~AT será l se o 

('sUvd s PlH:out.ra o dique .4,-, P O caso contrário. Por outro laJu, 

.cl T 1' 1' (1-sA1 )l ol] s(L4)' T n .... _ wsl _-~- n -~ a.w ~- 1 

a Lerreira igualdade segue do Lema 2.L 

Assin1, mais do que um vetor de O's e J's, x é todo de O's exteto numa única 
rompOII\'!l!e qlH: /.: !. Adt>ma.ís, s :rE, então sé urna linha de 8. Corno 
esta conclusão va!P para i-odo -9, e11tão o grafo G possui no máximo n estáveis 
múxunoc--;_ Por outro litdn, como E é inversível, suas linhas sã.o duas a doas 
dist-inta~ Pori.;wt-u, o graJo G' possui f;xatarnent.e n estáveis máximos, a saber, 
as n !inkts df' E. 

Ora., por dualidade temos que{; poSf\uÍ exatamente n e.".táveis máximos (Segue 
do Corol:irio 2.2 (~da demonstração an1 Prior). Como A é inversível, então, o grafo 

G possui exat.at!JC'Il\.(' H diqll('S rmíxintos (estáveis em(~'), a saber, as n linhas de 

.4 
Voltando ao vd.or x sA1', 1-Pmos quP o vetor sAT tem sornentc um 

zNo, ou seja, existe um U.nico cliqu(' r em G quP é disjunto do estável s, mas c é 
uma linha dt· A (a matriz de cliqU('S máximos) e sé uma Jiuha de 8 (a matriz de 
estáveis múxímo.o:;). Logo, a afinnnl.iYa (iv) é n·rdf-lrl(•ira. 

\'oltando ao vetor lA._,~· wl, cumo A é a matriz de r!iq1ws máximos de G, 
f'H1 ão cada vértice pert.('!lC<' a exatamrnte w cliques máximo<.;_ Por dualidade, 
cada vérticP de G pertence a exatament-(• o:G ·:c wG, então cada vértice de G 
pt>rÍ€'IJ\e a exatamente ü estáveis máximos em G. Assim, a afinnatíva (iii) é 
wrdadeira. 

Le1na 2.1 Para a matriz .A vale a equa}iio: 

lA wl 

Demonstração. Seja x um vértice de G, Se x pertence ao dique C {dique .41), 
er1t.ào :r é coberto exatamente uma vez por clíques da cobertura mínima por 
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dique:;; de G- !J, (JJJlÍ(' y e um V(~rtícc de AI difereute de X. Corno #A] --; w -- 1, 

então :r ocorre t'fll exat awe.ntç GJ diqll('S de A. Por outro lado, se :r nfl.o p~;•rtence 
a .4. 1, Plll-ão :r(' coberto exnt.anwJJk nma VC% por diqta:s da cobert-ura mÍnHHa 

por çliqncs d(' (,' y, onde y é lltn Vl:,rtice de A1 . U 

L('111a 2.2 As ma.tr·i.zrs A e E admitem inversa., a saber: 

T A . 

lJon o n F f r a çrlo . Para de rnormt r ar este I ,<'ma prf:cisamos aut.es enunciar um Lema. 
Leu.1a 2.3 F'ara o grafo G t'alc o cqua.ção: 

' 1 

En1 ào para dcwoustrar o Lnna 2.2, ba5ta verificar que: 

B(ü- 1 ' .. . A') 
<> tarllbt"•Jtl 

;i{w I ' e'') . 
em ambas as ('quacÓe:'> a segunda igualdade r~ o Lt'llla 2.:1. 

Para comple1 ar a dernonst raçâo dest_.e Lema vamos demonstrar o Lema 2.:1. 

Leuw 2.3 Para o grafo G vale a f.'qaaçtio: 

" T <48 • T T I-"' E.4 

Drmousfraçóo. \'amos iniciahm'IÜI' observar que o elemento AE;~ representa a 
interseção (•!ltre o dique A, e o est;hel Bj, isto é, será 1 se Ai encontra Bj, sPnão 
S(•rá O. SPglH' da <·onstr·uçào de A que ABi;· O (I ::; i < n). Basta portanto 
mostl"iH que cada linha de ABT tem (n- 1) l's. Ora, 
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!'ur!;urto, 

Fmalnleut.e, nmH>" 

(' 

·' )1' J I- (J -

PJILào 

Ll 

A cl('llWHstração Jc~1 c Lema completa. a di·JJIOW'ltração do Lpma 2.2. l] 

A dPrllO!l~traçào do l,eimi 2.2 colllpleta a demonstração do Teon~ma 2.1. [] 

Corolário 2.4 Sr.ja G un1. grafo parliáonávcl, E um eslávcl mdnmo de G', C 

urn cliqUI' má:úmo r/r; G disjunto de E, ;r um vértice de C. Então o estável E 
periuu:e a todas as eobutura.s por estávew d~ G ·-- x. 

Demon.z.·traçâo. s,~a G lltll grafo part.irionávd, X urn vértice de G, E um estável 
mú.xiwo da cobertura minima por cst.áv(:is S de G- x, C um dique máximo de 
(;disjunto de E. Vamos mostrar que :r C C. Suponhamos por absurdo qu(' :r 
não pt'rlt•uce a C, cntãu: 

w f/C--- w 

a prlliiPJra igualdade ~wg·ue do fato que G é partícionável. 

a desigualdadP segue do fato qne -tf (C: (l Ss( 5) < 1. 

a St~gunda igualdade Segue do fato que X nâ.o pert-eHCe a C. 

:\ssim, corno E E S, então E' n C I 0, um absurdo, logo x r:;- C, Elltâo para 
cada est;í_vd S de S exíste um dique máximo C(S') em G qtH' contém o vértice 
:r. Logo os estáveis da cobertura S são e_xBtamente os estáveis disjuntos dos w 
díques llláximos que contém o vértice :r. EHtão, E pertence a, todas as cdwrt.uras 
míoím<:~s por estáveis de C- y, onde y ó um vi•rt.io~ de C. [J 



Corol<í.rio 2.5 ,<..,';ja G um grafo parficúmát}d f ;r um dr: seus vlrtices. I.,'ntíio as 
cobaturas mirtútws por rhljli.FS (lU rsfrh·eis de G -- x SilO 1irucas. 

lJcmonsiroçiio. 1\ ro!wrLnra míni1na por f~stáveis d<> G ~ x finl unicamente de-
{.f'flllÍIWdn pdo çonjlllJ(o de dH]IWS müximos (jlJf' COJILÍ'!IJ D v6rtice x. 

TPorPlUH 2.2 Um grofo parltnonâNl f w-concro. 

Lhwurl.~·traçúo. /1or ah~tJnh1, "r-ja G lHO grafo partíclonftvd c Com <·.onjunto Je 

corte com lllCIIU$. do que w vi·rlices. Seja 1/1 e Vz urna partíçiio de G --C em dois 
conjuJJLos não vazios tni" qu<~ vértin'!.s d(' V1 não sâo adjacentes a vértices de V2 

(se C í.> desconexo, ~·nt.i'iu, C f: Ulll vértwe de uma Jas par!-iç(Jt~S que t{•nha pelo 
lllCllOS doi~ v{•rtín·s, tal parli1;ào ('Xi:->te puis (,' t,(~llJ pelo menos 5 vértices). Seja 

r um vúticr de C, S {S1 ,S'1 ,S3 , ... ,S,~} uma cobertura mínima por t~stá\'eis 
dt> G --- :r Corno 

Então, pelo Jllf'fJOS dois est.áv('iS de s' digamos sl e s2, não encontram C. 
;\ssltn, 

O j- ff(S", n V1) "'- l/-(5h, n VI), 

o ll/(8, n V2 ) ~~c i!(Sz n V2 ) 

(2.'1) 

(2.:!) 

Sejam 

e 

para deum!JS!.rarmos u:o-: desjgua!dades das f•quações (2 2) (' (2 :_~),basta vnificar 
que a 11egaçi:io d<•:->!c faLo, Í.'>lo 6, S1 n FJ 0 (i~- J, 2 P j 1, 2), illlplicaria 
I'Ill 81 mais uw \'('ri-in~ dt· )·~ Ber urn Pstávcl em(,' com mais de r:r vf<rt.in•s. 

po.ra dnJJonstrannos as igualdades das equaçõe.o; (2 2) e (2 :5), bast.u verificar 
que a negação d('st.as igu;tldades implicaria em um dos estáveis S' ou S'" 
t.er mais de o vértices_ 

Seja S' obt-ido a partir de S pela. substítuiçâo de 8 1 e 8 2 por S' e S". 
O conjunto S' f: uma co!n•Jtllra míníwa por estáveis d(~ G :r, difereute da 

cotwrtura S. Urna collüadiçào. fJ 

Um coujunto de rort f' C dP um grafo G é charnado de estrela se ('XISLP um 
vértice x f'W C, tal que x ~ adjan"llLP a todos os demaís vértices de C. O vértice 

:r 6 chamado de rrntro ch> C 
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Tt>\H'Pllla 2.3 (1m !J1'1ljo por!IC/onÚrfl nao cunUm um rolljllnto df wrl1: 1.'1!/rrla. 
!l()i 
' ' 
IJ( nwuslraçâo. \'ai!IOO> d('!llunsl rm ('$(.(' fa!.n por cnntrodiçiio. Suponlnnnos que 

t; {> IJ!ll gn1fo partiriourÍw'l e qtH' C 6 um co!JjUHt.o dt' cort.p estrela d0 G, s(ja x 

o sPu CPH!ro \'anlos flHrticioJJar G L' em dois to11julllos niio v;nios 1./1 e V2 , ta! 

(j\l('' 

Sejam 0 1 <: G 2 os snbgrafos d(' (; gf'r:tdos n·srwctlvamente por V1 U C e 'V2 1 .. ) C. 

Ora. Gl e G2 podt'm svr rolorid(JS (cobertos por estáveis) com w cores. Para 
islo haéit.a ((•mar r 1 C \'1 e t'2 C V2 . f~ restrmgir as colorações mínimas dt~ G 112 

1.' G 1'1 a G 1 e(;~, n'srwctinmwnt.e. 

Sf'J" :·;1 o ruojmd.o dos vt~rtices de G 1 qiJP !.&rn a. mesma cor de x !lll rnlorat;âo 
de(,' 1'~. e .';''1. n toJJjnnto do;; vórtirrs de Gz que t.êm a mesma <"or de x na 
cnloraçâo d(' C'-- 1· 1 1;: claro que S 1 n C c:- {:r} :o~ 5 2 n C. 

Sl'Jil S :-- .'1'1 U S'2 1.1 {.r}. Ora, S r um est.<ivel em G. Vamos mostrar que não 

<'XJste um diqtw lWÍxinw (com w vórtin•s) disjunto de S. Ora, 

w(G S) max{w(G 1 - s,),w(G, - S2)) S w- 1. 

it prÍllH.'lra igualdade sC'gtle dn fato <JU<• 11m clique em G --- 5/ i., um cliqufo Pfll G' 1 

ou Plll G 2 , pois vértices de F 1 não sã.o adjacentes a vértices de i/z. 

a d(•,sigualdade S<•gut' do fato que os grafos c l-SI e G'z-- Sz são w- l co!oráveis. 

Portowto, uâo existe eJJl (; S tun <·liqne rnáxirno {com w vértiçes) disjunto 

do Pé•lÚ\'('] S, con!.radizt·tHln o Coro]árin 2.5. 

2.2 Grafo dos Cliques Máximos 

Ch;mwoms d(-• grofo dos cfiqurs 11uí.rimos de urn grafo G, denotado por AJG, o 

grafo ondP o conjnnLo de v(•rt.ices (~ u çonjunlo dP díques máximos dP C, e dnis 
\' értiçes (k /1 f(;' silo adj i:l('('ll tes se• e sonwnte se os cliq u~:s máximos onrespondentes 
se ('JKontraTII t'm G. 

VaHJos mostrar que A/c;' é particionáve] se o grafo G 1> particionável. Para 
isto, pJTcisamos d(•monstrar ant(•S um resultado: 

T('Ol'IO'Ill.'l 2.4 S'c G l partírioná11cl, enil"io rada clique má:nmo de MG é o con
junto do.~ w cliqufs md:rimns de G que contlm todos um mesmo vértice de G _ 
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J)rllwnc.:fração. Cada y{~rlin' ..r d<' (; i>rti.l'Ute a exatarrwnte 0} cliques máximo:;. 
Esses cliqu('s múxiows de C !"onmun um clique em A/G. Assim, 

wivtr; _;~ w (2.4) 

Por nnl ro lado, Bl'ja K { C'1, C'z, "'' CwMG} um clique rwí.ximo de A1C, e 

{_ { R1, Dz, . . , h'o.·MG'} o rolljun(.o dos t'stáveis máximos de G disjunto:> dos 
<]ÍqlH'S dP (. 

!'ara <"ada Jl<lr dü diques Cw, CJ de K, <~xist.e pclD rne11os um vértice 

Lng\l, scg11(' do Corolúrio 2.·1 que 8k c 1:.~. 1 Bào disjuntos, e awbos perLcurell! à 
('olwrl ura míuima por t·stftvci~·, d<· C y. Corno este fato é verdadeiro para Lodos 

os p~~rl's dt diqu<'S de K, concluirnos eJJLào que os wA-JG estáveis sã.o disjuntos 
dnis a dois. 

Pnr outro lado, G uào pode conLPr HH1is (h~ w estáveis máximos disjuntos dois 
a doí~, pois n. --- üw+ l, e ü?: 2. Logo wAIG ·:-; w. Desta desigualdade e de (2.4), 
sc'gU(' (jllt' wAJG -.c- w. 

Sendo assim, t>xÜ;t.e um úuico v0rtic.;c z em C que não pertence a nenhum dos 
estúxeis de [. 

Logo [ é urna cobertura por estáveis de G z. Pelo Corolário 2.4, consiste 
dos estáncis ruáxímoR de C disjuutos dos cliques rnáxirnos dP G que contém z. 
Logo K ó o roujunt.o dos w d1qucs máximos de G que contém z. 

T('0r<!In<1 2.5 Se G r' particionávd, r:ntiio AJG é partirionáwl e: 

n,\IG --, u, 

wJ!(; -:;.- w r 

L.J 

f)rmorL~Ir!lçrio. O gn1fo C, particionável, contém exatameote n cliques rmixinws. 

As~Ím, 

(2.5) 

Pela dC'lnousLraçâo do Teorema 2.4, 

wAfG , __ w. (2.6) 

O grafo G possui no máximo o cliques máximos dois a dois disjtHJ!.os, JWls 

h-'Hl ct..w + l v?rt.ices e o :-:' 2. Se x é um v{·rtice de G, elJI.ão G ~ x pode ser 

cohNto por o_ <'stávt>is roAximos disjulltos doís a dois. Portanto, 
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cdtiG- o- (27) 

J){tr Olltro lado, seja C HlJJ cltq1w lll<ÍxÍtiJ{) dP (,',e E' o PSLáve! ntáximo d!.' (; 
di,<j!!!ilu 1k C'. l'ar;1 cad~1 \'('rl.in· I' cn1 f'.', )Wja (/t, o dique J!IÚximo de A/C que 
nmsiste do:> cliqlH'S llliÍXmlus de G que conli~m u. Seja C;·:-::_ {Cv I v f: E}. Cada 
c]Íqlt(' rwiximo de G diferC'JI1.{' de C ('llcontra L' ew algum vértice. Logo C é urna 

cnlwrlura por cliqocs de A!C C. Portanto, 

O(MG C) < a. (2.8 J 
S<'ja C: um cl't()IJC llli<xitno de G. Fura cada vért.ice v em C, seja E'v um estável 

c•JJI .\-f(; forlfladn pelo!;; chqucs da cobf•rLura miuima por diques (dísjuutos dois 
n dois} d(• O v. Seja t E, J v\: C. Cada dique rnáximo dt~ C exceto C 
pt>ri<·HCP a pelo mçnos l.llll dos E/s. Logo [ /._> uwa cob(>rtura fJOr e:-;Uivels de 
,•\}(,' C. Portanto, 

\(MG ··· !J) <: w. 

' I ~ ('") (" E') (" -) ('' 8) ._ <'guc (as equaçocs ... ,) , __ l 
1 

t.../ , ,.,. e 

çôes do 'J'r,orema. 2.1, r portanto é particionáveL 

(2.9) 

(2.9) que MG sat.ísfaz as condi
CI 

Ddiromos o u<quelr:lo de um grafo G, denotado por S'G 1 o subgrafo de G, que 
couLÓlll o ruesmo co11junto de vértices de C, e que couLém somente as arestas de 
G que participam d<' urn cllque máximo de G. 

Tt>oreHm 2.6 S'e G é um grafo partic:ionâvcl. Ent.iio, 

(i) MAIG oc SG, 

(ii) S'G /um grnfo particionár·rl_ 

Dorran.~lraçlio. S0jn (,' um grafo particicHiâV('l. Segue do TPorema 2.-1 que cada 
dique dt' !\f(; P o ronju11Lo de cliques máximos de G que contém Lodos um H.l('SJJJO 

vértice dv C. Cada díq!W de tdG é por definição urn v(•rtiee em MA-fG. Logo 

exístr uma correspoudlcntia eu!.re v\>rtices de G c v0rtin>s de A1 A--!G, isto é, a cada 
yfrt.ice t-· d(' C a:-;soçÍa!lwR o vhtice f< v, que é o conjunt-o de cliques máximos de G 
qu~ runl-Úm todo~ o vért.icP v. Dado dois -vért,íces Kx e Ky adjacentes em A1 AfG 1 
então, por deliniçiio estt·s vfrtío:s são cliqne.':l IJUe se encontram em A1G, digamos 

C C (A;r :": K 11 ) Por outro lado, o dique Kx de MC é o coujunt-o dos u: diques 
máximos de G que contém o v?rt.ice r em G. Analogarnente, o dique Hy de 1HG 
é o co!ljunto dos w diques máxiwns de G que contém y. Então, os vértices x e y 
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pPrtcnc('HJ <-l C, logo x é adjaccuLc• a y em G. E Lamb~:m, toda aresta de kf,HG 
f>C'f!('JJC(' a 11111 r!iqtH' JlliÍXÍIIlO rh• (;, 

Pnr outro lado, Sl' doi~ \·f.rLÍces :r c' y nào pertcnceJII a u;n dique máxinJO de' 
C, l'llÍ<-1(1 s<'ja H, o conjiJIJto dll~ w cliqiH's Jwixín1os que couté!ll todos o v{rLice 

x {'J!l C t' /{ 11 tl cunjtnJto dos uJ dique."; múxiruu;; que conL~m lodos o Yérticc y ('tn 

C, h,- niw enc-otJLnt /l-1, t'm A1G. Logo os vértices/("' e Ky em A1A1G nÚfl são 

adjiH'('nlcs. Porta11fo, fi'G MAte:. 
A aJirwativ<J (i i) scguP do Teon'HEl 2.,'). [J 

Poderíamos deli11ir o grofo dos csldvcis máximos de um grafo G, onde todos 

u:-; rpsultados <Jcima serÍa!lJ iguallJlcnLc VNdadeiros, pois seria preci.sarncntc o easo 

dual (uh.->.· o ea~o dtwl do e-sqllt'ldo do grafo sería Jigamus 'engorda', notação 
f-'C, onck radc1 Hào an-·.st.a :ry Plrl FC' (ar<"sLa ('.Jl1 PC) implicaria no fato dos 
YÓrl.ÍC('S :.r e y pertcncpn·JJJ a um HH·smo (-'sLável wáxirno dP C. 
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Capítulo 3 

Classes de Grafos Perfeitos 

Introdução 

l'ú·~lf' l"él]lÍtlllo varno~ ('studar algtmms ciassr·s dt• grafos pprfeiLt,s. Vafllos ver 

ÍBicialllwnLP urn n·snltadr1 qtJf~ p(~rmiLt> a Jlar!.ir dl" classes cmrhecidas de grafos 

perfei!us, criar uov;u;; classes de grafos perfeitos. 

TPoreHla 3.1 .'hja A uma rln.HsE de grafos pcrfriloB. ,<.,'f'y'a P ttma propriedade 
que não vale para gra[oH cdtuos. Se 8 i uma dassc de grafos qut conthn A, e 
para todo grafo G C: 8 _4 sâo vudadt'ira,« as seguintes afirmativas: 

(i) C ou(."'; BaUsfaz P. 

(ii) todo subgrafo P gnado de(] pntenu: a E. 

Eutào, 8 ( uma daHse de grafos perfeitos. 

D< mu1udraçâo. Snponk.11uos pur absurdo que existe um grafo imperfeito C em 

E. ~kjil F um subgrafo de G imperff'Í\.o minimal (crítico). Entào, nem F nem P 
sal n<faz J.'. Logo F pür!-encf' a .tl, mn ô.hsurdo. l] 

E'!!(• resultado foi denwnstradu ern 110], cxisl.t' muitos outros resultados dccor~ 
reutcz.; dl'slt' vt•ja a referêucia. 

Damos ua !lguru ;~.! a rnnior parte das c!assf!S de grafos perfeitos já conhecidas, 
('aR g:t'lliTa!izaçÔPs já demonstradas at(• a preS('Jlic data1. 

tl·:'lH~•·- s u'nltE"cinH~nt.:> d:1!' d~•SBC." m;LTCi.d~iS cnlll (\ "imbolo (., 1 a pôs a d;tla d~ deks;, des!.a 
t€~('. 
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Figvra ;~.1: Hc-lação de ÍJJdusiio d(' alguum~ cla~ses dP grafos conhecidas 
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Fig11ra 3.2: C contém um C4. 

:J.l Grafos Quase-Triangulados, Triangulados, de Par
tição, de Intervalo e Livres de P, 

3.1.1 (;raiOs Triaugulados e Quas~-Triaugulados 

Urn }',rafu (; 6 trwngulado se G uão possui um circuiLo sem cordas com mais d(' 
lr(~S v{'rfice.-.;_ 

Um grafo G í:: (Juasr- Trinngulado se nem G, !H~rn C possui ll!H :wbgrafo gcrado 
isomorfo a om circuito sem cordas coa! mais de quatro vértifcs. 

Proposição 3.1 Um grafo triangulado f: quaBe-lríangulado. 

Dcmolt8lras;lio. Seja G lllll grafo J.riallgnlado, para mostrar que G é quas<'

f rlangulado b~tsLa most.rar qW' C: nàu cont.ém um circuit-o sem cordas com muís de 
quat.ro vért..i<'NL Suponhamos por absur-do qt:e Ü possui um C'ircuito sem cordas 
commaisdequatrovérticcsC·- (t'u,v1 ,H.,rk 1),k > 4 e v, éajaccnt.eav;.- 1 ('a 

1', 1 1 (faremos todas as contas múdu!o k) Ora, k > 5, seni.i.o G' teria um (']r, o:·.- C':, 
COlli.radízendo a definição de n' Ent.ão c; Ü'Hl urn circuito H('Jrl cordas com quatro 

> Prti('PS, a saber ( vo, r 1, 1!:>, 1.14) como na figura 3.2, cont.radiZel!do a dcflnição de 
G. L'l 

\'anJUs agora mostrar que os grafos qua::::c-triangulados são perfeitos. 

'I\•on~uw 3.2 Os grajoB quasc-tnangulados ~-à.o perfeít.os. 

CnroJ;írio 3.1 Os grafo,q lrÍnngu.lados Báo perfeitos. 

Demonstração. Seja g a dasse dos graf"os quase-triangulados. Seja A' a c!a.s.<>e 
do:'i grafos G tais que para !-odo subgrafo gerado F de c; com pelo owrws três 
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v{,ri.ln•s, ou G ou(; tem Ulll tmljuoto de corte est.rC'la. SegtH' do Teon·tna 3.1 e do 
Tt•on'JWl :!.:)que _4· é• urna das:-:e dE:-' grafos pl~rfcit.os. Basta JIIostrar qrw a classe 

g h>Lá cun! ida na classe Jt. O próximo Lema será relevaute na demonntração 
dcs!v re:.-;ultado. 

L<>!Wl 3.1. Seja C um tOliJ!H/fo de corte rnúwnal de G. Se C gera um subgrafo 
collcJ"o 011 G, cntâo cada comportcnh ronc:ra de C C possui um vértice adjacentr 
n todos Of! virtios rir C. 

S0ja :r 111n v(•nin' qualquer de (;. Sc·ja A o conjwd.o dos vórtices adjacentes 
a .r <'fll C:, e No colljunt,u dos \'{:•rtio:s não adjacentes a :r ern G. Se A não é de 
corte, eJJ!âo 1\' {> vaLÍo: n<'Stf' r:a;.;u, qualquer \'{•rt.ice de A é d<~ corte e estrela em 
G. 

Se A é de cortf' tnil" não rninirnal, ;.wja ;1 1 uma parte própria de A que é de 
corte: o vértice x (~os n~rtin•,<.;; d\' /i A 1 cstiio na roeswa cornpoJJente conexa de 
(; A1; !O)ÇO {.r} I' At ,; de f'orl.c <'l!l G (P ('strela). 

Se (i[A! 6 dt·scunt'X<'I, cnt.ito {:r} t.J JV é de> corte e estrela em(;, 

Podemos ('Jitàu supur que .A (:de corte, rninlmal, e que G'jAJ é couexo. Pelo 

L('ma :L I, Pxi.c:t.e pdo Hwnos um vért.ice w em N que é adjaceJJte a todos os 
vér!k('s de A. 

Se .·1 não fur vazio, \'rttàn /V 
enLào w é d(• corL(' es!rela em(~' 

Port.a!Jt.o C r:~ A'. 

w f- :r é de corte estrela em (). Se A for vazio, 

Para completar a dC'lllO!ls!.raçiío vamos dcmollstrar o Lema. 

Lmua 3.1 S'cja C um conjunfo de corte minirnal de um grafo quase-tria11g11lndo 
(;,r !amb,:m c: gera um subgrafo conexo em(;, Ent.íi"o cada componente canoa 
dr G --C posB!lÍ tlril drtice adjacrnfe a todos os vhtú:es dl' C. 

Vr.rnonstraçâo do lona H.1. Em prirw~ír() lug;u vamo~ most-rar que: 

(i) todo par de vi>rt.!r·,,s Jliln ndjaceJJtes en1 C possui um vizinho em comum em 

cada conlpOJH'llk dC' G ( ' 
' 

Seja x e !I doÍói v&rtirrs mw adja.n'Htes de C. St>ja A uma componente 
coJH'Xa qunlqner d;• U C_ Como C,; minínwl, ~~11tão cada vértice dP C 
posBui uma adjad~n('i<J r'lll A. Seja u <'v rPspectiv<-Jmente as adjaci'!ncías d(• 

:.r e y em A, de modo qne o raminho P1 de x para y pas,;ando por tt e v 
('lll A s0ja o menor pos:;ivf'l (tal caminho exisJe pois A P, uma componente 

corwxa). Do meslllo modo escolhemos u1 e v1 respectivamente as adjacimcías 
de x e: y em outra cnmpll!H'l!Le conexa B de G --- C ~·- A, de modo que o 
cami11ho P2 de x para y passaudn por u' e v 1 

{~Hl B seja o menor possível. 
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Agora, collsiJen•nws o camínho fecllado J> /'1 -i- P2. Ora, Pé um cir
u;ito SPnl cordas rm G, pois P1 e P2 são tuíuimos c· vértices d<> A não são 
adjact'ntes a v<''rtices de 1-J. Como G é quase-t.riang:uladn, enLào u --=- v e 
u' v', pois F possui no nuiximo quatro vértices. 

Agora iremos lliOI'Írar que· 

(ii) o t.eorerna P verdad<>iro quando C é urn estável. 

\';unos (knwnsüar (i i) por induçào em -f/C. Se //-C;;~ 1, então o teorema 
é verdadt>iro, pois C ó llJÍnimal. Se fi-C·::..---:: 2, então o teorema segue de (i). 
A.ssin1,sPja -f!C ::C.' 3. 

Dtcst-e modo, st'jiilll x, y P z vértic('$ de C, A uma cornponenle conexa de 
(,' c 
Ora, C ;r é lilll n>rl-t' miniJllal t'fll C :1:, e (G ..r) (C-- x) G- C. 
As':iÍHl, pela hipútt>sc de induçâo existe um vétice 11 em A adjacente a 

t.odus os vêttices de C- x. Pelo IJl'._'S!lJO argurneuto exite um vértice v em 
A adjacente- a todos os vérlicN; de C y 1 e UUI vértice w em ;-1 adjacente a 

1\óo; írernos wost.ntr que pelo menos um dest.es vértices é adjacente a todos 
o~ q:rt.in~;; de C. Suponhamos o -rolllrál"Ío (note que u, v e w pn'ClB<W1 ser 

distinto$). 

Por um lado, u 11ào pode ser adjacente a v, senao o conjunto {x,v,u,y} 
mais um vértíce de outra cornporwn~e conexa de C~- C~ A adjacpnt.e a 
:r(' a. y, é lllll circuito zwm cordas com cinco vértic('s em C. Pelo mesmo 
r<KÍnCÍ!llo 11 {' t' não são adjaccnl.es a w. 

Port-aJJto, a scqíi(:•ncia. (.r, w. y, u, ,-;, 11) (. um cireuítn sem Ct)rdas com seis 
vértic-es em G, cuntradi·;,eudo a Jdlniç.ão de G. Logo, a afirmativa {il) f:

verdaduira. 

(iií) Pnri-:1 dPOH>n:"trar o teort·ma na sua guwra!izaçâo cowpleta, nós nova.rn<'nt.e 
IJS<m'mos indHçàu em -//-C< Se #-C 52, então o t<'orema segue de (ii)_ 

Assim, S{' ifC' "> ~- llÚS iremos supor que pelo menos dois vértices ern C s~w 
adjacemes (sPnâo 11 conclusão segw:' de (ii)). 

'Tomemos ern C dois vôrt.Íces :r e y tal qlle: 

(a) x e y são adjau.·.nt.es f~rn G. 
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(b) (} J- \' (; '!J geralll BIJI)grafo:; UHICXOS ern G. 

:\ exisU~nrÍü dPst-r;c; vúr!.ices sPgrw da ltipút.r-se do Lema, ísto é, (jiH' âiCj é 
íum•xo, r (jll(' C\Ci 11i"w \·, Ulll r·~tih('l, t'tdJw !'XÍstt• p('lo menos dois v(·rticcs 

llilo adjilf('nks em t;. Hasl<l portauto Pll\'OJrLrar 11111 pctr :r c y, tal que o 

çawílllw de .r para y ('Jfl (; st'jn o mais longo possíveL 

:-:Pja A uma cornponNd.c conexa qua!qu(•r de G C. Pela hipótc.:w rk indução 
.-l jHJS.:>ui dois v{-rtí,Ts u c v, 1.al que 11. f. adjarcnte a todos os vértices de 

C x, (' i' i: adjaceJJLe a Lodos 011 \'értit'es de C y. Nós iremos mostrar 

qtH' pelo JJWnos nlll dos véri,ÍC('S 11 ou v ó <tdjan•ntc a todos os vúrtíces de 
C . .Suponhamos o rontrário (not.e que u r v sào distintos). 

St•p;rw de (a) r:q;tw qtH' o nwnor camird10 P1 no Kuhgrafo (·71CI Í-1~rn pdo 
lllrJJOS um \'Órllnc iJILt•rwr a :r <' a y. Por outro lado, u e v prensam sn 

adj;-).f('ll(cs, s<:•nlw 11 I v ! V P1 ú um circuito S(Ull cordas com mais ck quatro 

,.(,rtin•s Clll D. l',s;wdo o mnm-w argumento l.J."ado para achar v ern A, 
<Jdmmos -w ('Jil li H la rompone11te qualquer d(• (,' C--- A, qu~~ seja adjacente 
a todos os vértice.<> dP c:- y. Se tv 11âo é adj<H'CJJÍ.f' a y, ('tJí-ào -u 1- w + V P' 
é UJJI circuito sem cordas com umis de quatro vórtices em(}. 

Fiualwenk, u --!-- i-F t v-+ l/ P1 é um cicuito sem cordas com mais de qmttro 
vértices em C'. 

A dewonst.raçào dest-e Li'llla completa a demonstração do Teorema. U 

Exist.e111 rnais resn)lüdos sobn-· a da~·.se de grafos triangulados e quase-trian
gnladns, \"Pja f19/ e /H). 

3 .. 1.2 Grafos dt• Part.içüo 

Um grafo(;' 6 de Farliçiio SP exisk unm Jli:lrtição de. VC em doí.5 conju11!.os /( 
e 5,', de IJindo que h" é Ulll cliqiH' (',i.,' f. tllll estável em G. Veju urn exelilpfo aa 
figura :{.;J. 

Pxoposiçi'io 3.2 S'r.· (;/um gmfa df~ par(Ífáo, então C é um grafo triangHla.do. 

!Jcmonstrnçào. Suponhamos por absurdo que G é urn grafo de partição, mas 

pnssoi tllll circuito sern cordas C çom pE·lo menos quatro vértic:es. Sejam J( e 



/:..1 
. L. I. 

' ·~I ----·--v-. i . ~ 

('stii.vel 

Figurn :J_;$; l!w (•xernpJo <k grafo de partição. 

:·,'o~ doi~ conjuntos de• v(·rtiq·,., rL1 pil.rtição dE' VG, ond<' /(é um clique e S' ~ 

un1 vst;Ín•l Lngl', p\'lo TJWIHJS llJII ('no roáxín1rJ duis vértic('io' dt> C rl('rlnwern 

a 11·. hu <HlJhos os CIL'-'0", ,<.,' conU•m doifi v(•rt.in•s adjaceutr·s, u!JJa ('Uttt.radi<;ào. 

J>unnnt.<l (,' ú ln;liJgulado. lJ 

Corolário 3.2 (}8 grafos de parliçâo são pufál()s. 

Para mais iuformaçtws subrt• csLa clossc de grafos veja !J4J. 

3.1.3 Grafos de JutPrvalo e de ToJeráuci.a 

Um grafo i: de inl.rrvalo sP sc•us v(·rticPs podem ser colocados numa corn•spon~ 

dt•JH:ia tnu a um rom um conjunt-o de inkrvalos I de rcaís, tal que do1s v(:rtú-cs 

silo ;.idjacPnü•s se e soJJl('Jltc s{' us correspondcut.es interv<JJos se NJcontram. Veja 
lJJJl eXClllplo li<> flgura ;JA 

Exíst.c uma genemlizaçúo dus grafos de intervalo com tol<'.râncías, isto é, para 
llHJil coleção I df' Ínl fT\'a)os reaí.s f{cchados (incluindo o.s extremos dos intervalos), 
existi' umafuução dr- tofuâncifl t, de I nos reais, que associa a cada intervalo 
um niÍUJPro real que sNÚ ciJaltmdo de tofr-ráncia do ínt.ervalo. EutH.o um gra.f() é 
de lolcrânria se seus vátiees pn<km ser colocados uurna correspund&ncia um a 

um rprn lJlll cnnjuuto de iuterva!os fechados I de rPais, tal que dois vért.ÍU'S são 
adjac<'JliPs sP e somen!.e se a illtersPção dos intervalos eOfl'('spondeHies tem rwlo 
nwnos o l;unanlw da nwnor das duas to!eráHcias, vpja um eX('mplo na figura :LS. 
;\ d~eJIJOJlf;traçào da perfeição J<'Sta classe você pode encontrar em íJ5I. 

Proposição 3.3 St' G f um grafo de initrvalo, então G (f um grafo trúmyulado. 
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]), mun.-·traçáo. ~uponlw. que G i· um grafo d(' !11tervalo P (jllí' possnl um círcuilo 

St'JJJ corria~< C · { t\1, I'J, v·l, . . , q 1} corr1 mais de trf's v&rlicc::>. Sl~a lj o wterwdo 

cnrn•:>pondel!Ü' ao v/•rticc l'r At;ora, sej;.1 fik lHfl pouto per(('llCf'nLe .a h 1 ,~~ fk· 

C\JJIIn (' niin lt•llJ rordw;, l'ntiio o po11l-o Jlk n;'io podP jH'tL<•nrt'r nPJll a h 2 JH'Jll 

;1 lk, 1 Ur•:-d(' Jlludo. i!- twqili'•J~eia Pl, j)1, p;;, ... ,]Jk 1, é t!;;t.rÍUlmelltc nt'~·wente ou 

(•strH <JIIldlte decresn•Jlk. Pnrl.itJ'It.o, é Ílllpi!ssívd qtw 10 çncontre ft __ 1, in to é, vu 

!li:io (• adjaceut.e it 'I'[ 1· n 

( \H·ol;írio 3.3 Os grafos d( mlrrva!u silo pnfrilos. 

3.1.4 

11Jtl }~ {• um camiulJ0 2 de qu.aLro vórlin•s. 

l'roposh;ão 3.4 O Jl~ r' isomorf(l a sr u coutplnncnlo. 

Corohido 3.4 O P4 i wnr:ro t co-ronn:o. 

Proposiçfio 3.5 Os grafo.~ livres de P4 são quau·-triangufados. 

Corolário 3.5 Um grafo C i livre de P4 se e somente 8e i} i livre de P1 . 

l.<>uta 3.2 As iH'g1ânlcs ajinnatn:as srio f'quiJ,alenlf's para um grafo G-: 

(i) C nrio é hrrc dr [>1· 

(i i) G forU/111 um subgrafo gnodu com pelo menos quatro virllci'S que { COilO:o 

( 1'0-COrlt:tO. 

Dem011Hiraçrio E fati! VN que (i) ilnplica em (ü), pni,; 1-'4 é conexo e co-conexo. 

Supunh;-mws agora que vo:d\' (iiJ. 
St'ja X uu1 subgrafo gc1·ado n1iníroal nmf'xo e to-conexo de G. Seja Xt um 

dortxe q\lalquer de X 1
. Olmervp que ~Y tem pelo nwnns guat.-ro vf.rtíces. 

Srgue da miniwa.Jidadt• de X que o ronjurll-o X x1 é desconexo OlJ co-
dc~corwxo. Sem perda de grrH)ralida.de suponhamo~ quP X -- x1 é desconexo (se 
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Fipna 3.0: X pos.:;ui Ulll P1 

X xr for co-desCOllí'Xo, raoucínw análogo provará a exisUcnria d.;; P1 em G, 
e portant-o PJH G). Existe um vérLin;i y ('IH X não adjarPnt.e a x1, pois X é 
co~conf•xu. 

S{>ja l' a componcnte CO!W:<:a de X~ :r 1 rpw co11íém y. 
Como o conjunto X x 1 Y nâo é vazío, e )( é conexo, Pntão ;;;eja x 4 urn 

t·{•rtÍ('f' df' X :.r 1 V adjaccn(,(' a :r1 . Collln :r4 não J-WfkJI('(' à conJponente ~-. 

('liL1o .1.·.1 uào tem rH'nlnJJ)U adj;!ci'•nda em i'. 

S{'ja F Ulll caminhu de :r1 para y Pm _X. St'jll x'l o úllÍilJO vúrtíce adjacoJte 
a YJ nest-e caminho. Seja :1·3 \ltll \'{•rt.ic<' adj<Kentc a Xz nàu adjacente a XJ no 
<·alliÍlllw dP r2 a y nn P, \·cja Jigura 3.6 

A seqii(~ncía (x 1 ,:r:;,1·:hx4) l( um P1 . Li 

Tt'Ol'('llúl 3.3 Se um grafo G / lhm de fJ4 , fnlâo X--- w. 

Dr m un FI r o ç ú o Vamo~ d('f! IOHAt.mr t'S(,(' Tw_)rprna pu r iud u ção PJll f/ V. O T('on·tna 
é n•rdadeiro para {/V 1. Assim, seja G tllll grafo livre de P4 com maiA de 
U!ll \'{·rj ice. s<'gUt' do Lema 3.2 que G é rkscorwxo OIJ co-desconexo. Se G 

{> conexo, sejam C1 , C1, . . , C'~c as compo-nentes (onexa.s de (;, senão tonta mos 
as cnmpunNdvs con('xas C1,C;:,- .. ,G\ serão os complerneut.os das componentes 
<-ou~:xas d~: C?. Assim, 
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t;ntto t·ln (:1 l) corno ('Jn (:L~) a segunda desigualdad(' segue da hipótc•sC' de 

indu~iHL 

[] 

( :nrol;írio 3.G l'm grafo lirrc dr h / pr:rfcil-o. 

Os f<'>'!d\ ados <KÍma foram rt'LÍrados d<' [:12!. 
hiJ>l 1\-('(doraçâ'o par de um grafo (• 1w1a coloração dç seus vérLÍ((.'S con1 duas 

curPs, tal <JUl' todo P 1 gefadu contélll precisallwtlte dois ví~rtices e!ll cada cor 

Uma J>4 -culoraçú'o i·mpar dP um gralo é uma coloração Üt' S('\lS vértices rom 

d11as con·s, tal qu(> t.odo P1 gerado cunf.Ólll lltrl mímero ímpar de v<~rt.ices em cada 

cor. 

Enl HJ8:1 ChniLal e Iloallg em rlli d('JJJOS!-raram que St' um grafo(; <Hlnute 

uwa F 4 ~co),lri1çilo par, tal que cada subgra.fo w'radn por uma das coref.: {' JWrf<•ito, 

Clltào t'S1P grafo/..' 1wrfeito. Dq10is Hoaor~ dC'HJOJistrou e111 /2lj qUi' a alinwdiva 

lamhàm /, rerrlarkira qnnndo G adutiLP <Jillil P4-coloraçliu ímpar no lugar de 11111a 

!'4-col1lf<l\;ilo p;u 

3.2 Grafos de Comparabilidade e de Permutação 

3.2.1 c;rafos de Cowparabilidad(• 

l 'm grafo ( ,' (; rhnmadu rk grafo de cornparabifidadc sP existe uma orieHt.ação 

tr<:Jil~Ílwa F de G, isto é, uma orie11Laçíio F de G tal que V a,b,c vórtices de C, 
<><' ab ,,, F<' h1', F Pntão ar C F-

l"roposição 3.6 Um camú1ho orientado em um grafo de com[wrr1bilidade é um 
rliq11L 
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l'ara Jnostrar que o~ gntfos de cwnparaiJiJidad(' são perfeitos, Vii!JHJS enunciar 
lllll n·sul!-itdo de Uilworth dP 19,')()_ 

Ob~.: (':\ISk UJJia g<'IICra)Ír:a<;i'io dos grl-lfus dP eonlpitrab!lidade, veja grafos tk 
p-culllJ>aral~ilidadc em i!i!. 

T('of('llla 3.4 (DihvtH"!JJiJWAlj) .'/rJa (X, •,) urn r·unjunlo parcwlm(n/r ordenado 
{pus,"HÍ uma nlaç!i'u tron,--,itiua. cntn sru.5 l'lnncnlos}. () lal!lanho du mnwr con, 

)I! I!! O d< ,"llhfOtlJUI!/os lnuannni{C ordenados rt((:f.':!\~rírúw para pariii'JOIIOr X i 
iguol u<~ lomonho do nwiur Hlbruuyunlo d(' .\" dr rlcnnnlos dois o drn~ não com

pnrrh< 1.~. 

Em Ulllf<t~ palavras, Sl' (," {• um gr-aln de comparabílida.dc, cntiio o nurnr·ro 
de n>bi·rfura por clíqu('~ ~~ ÍgHa.l ao !<uwwl1o do clique tlliÍXÍlllo. Cor1JO SN de 

cuJIJ(lilrillnfid;Hit' {· unw Jlroprit'dad~< lwn-•ditária, eutào seg1w do Teurema dos 
grafP'"' p(•rh·itos qiH' C (• pt•rfeitrl. 

l1;1ra !I la!~ iuf(lf!Jla~úvs subn· esta cl<tSSC' de grafos veja ) t:{! (' j! ·1) 

:L2.2 Grafos dt• Penuutação 

t 'ma pr rm 111 açlio a dos nat.urais I, 2, ~{, ... , n i> uma seqiíênrm o :~-- ia 1, 112, .. , t7n), 

l'llJ quc 1·;vb IJnl dos ri naturais ocorrt! exat.amcnte uma únir.a vez; dois dt~Hwntos 

U1 (' n3 fofllli'J!Illllí\H UIVCr.~iio ~('i<.' j f' fJ; >O; OU se Í > _j ('O;< O_i 

l"w grafo d( pcrmvlnçâo ó nrn grafo oude S('lJS vé·rticcs são os t·lt·nwntiJs de 

Ulll-<l jl('fllllilaçiín o,(' doís v(•rt.iet·s dP C sô.o adjar:eJJÜ'S st· (! SOHH'fl((' se forlllanJ 

IJJHa lt!\('tc;ao 

Teol'l'llla 3.5 lhn grafo rh pcrmalaçâo 1: um grafo de compar(lbilufadr: 

!Jononsfraçâo S('ja (; lllll grafo da pcrrnutaç;"w o. OrÍf•JIÜ' cada ilf('.'"'1n o,o.l d(' 

n 1 jlil!"iJ oJ H' 1 -: J ('de rrj p<-tra n, ;.;c j ,. i, 1:: facil v<·rilicar qJH' a uri('!Jl.açào 
ohtldil (, 1 rallsitiva. U 

Corol:irio 3.7 Os grafo,~ d(' p(rmuloÇiio .~áo pcrfcúo.~. 

Para maís informaçiws :'!obre esta classe de grafos veja )14'!. 
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. ._. ~-· ..... 

..... . .. .. 
Figura :~.8: 

:J.:> Grafos Perfeita1nent..e Orden{tveis 

l 'n1 gr;d(J C (• f1f'rfritnmn!lc ordcndrri8 ,<;(~ <~xüd.e \Ullii urÍl~ntação d(~ (,', t.a! que G 
nii\l p(•!,~lli ncnhulll P4 lPm a oril'ld<IÇiíP d<.1 figura :\.7. 

Os graf11~ pf'rfeitamente ordt~JiadrJ;; ~ão fWrh•it.os. 

A dcmoJJi'tração dest-e fatu pode ::wr cucoutra.da em )8j e [lj. 

:\1uito receJJterncnt.e foram descobert.u.':'i dois H'Sillt.ados: 

Ü fll'ÍllWÍro (• tjllf' .SP C ad111Íll' Urna Ol"Í('lltaçâo, ta] que H(•JJillllll rl ljl'fCJdO !.t•JlJ é.1 

nrit·ntaçii(l da fig-ura :L8, l'tJiâo C Í' pnfeít-o, \Tja [291. l\'n;te r·a:-;o r!izemu;-; 

qur• ns grafos sito n t:trBos (com rdação aos pC-'rfeitarnentC' orden;Íq~is) 

O sq;undo (• que se G admiLf' uma oriC'lltaçúo tal tjiH' todo cicllÍto rmu pelo 

HWIItJS qnatro vêrticef:- Í('ln orÍelJtaçãu alknlada f•fn suas uresl il.'i, ('fllào G ó 

p<·rfcitu. n•j;-1 [:!21. 

:l.4 Grafos de Mcylliel e de Paridade 

t 'n1 grafo C {> dtami!du d1• grafo d1:: Mcyniel sP \.odo circuito ímpar com p<'lo 

meuns ciw·o vértices h'ffl pdo menos duas cordaf:-. 

Dadn uma colora~ào C de um grafo C u1m k corPs. Uma ij-uulr-ía em G ú 

um nnniuhn no s11hgra1'o gerado pelas duas cor<'s 1- e j de C. O comprimento 

de<:ta <"adeia será o mÍmNo de stJas arestas. A paridade desta cadeia sPni a 
paridadt' do utlrot'ro l. Uma 1)-lroca. (com n-:L.H;âo a C) ú a m·gulnt.e op(•raçâo: 
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lill!H' ll!lla nll!J)H!IH'llL(' C\J!H'Xil. JI,J do ~uhgr;d'u (,',j gerado pelo.c: v6rtices d(' cor 

1 P .1 da coll>raçâu C, I' pernJII((' as <un•s dos v(•rtiu~s da cornporwnte H,J, isto ú, 
rada q'·rticP d" cur 1 (se ho1n·t·r) n•cd>c• cor) i' viu•-\'t•rsa; se a eompoueut.e I!,1 

nlllsÍslC' de urn ÚllÍn• v(•rt.ict• P, digamo.c: d<· cor i. l'llliiu a 1"j-t.roca ciHJsisle C'!Tl 

trnct.r 1k 1 paro j a cor du u'•r1ÍC(' 1', e d(• tudos as d1•mais conljH.Jflf'Htcs conc·xas 

dt• (/,.! qiH' CüHsist;Jm de urn Úllíro v{•rtin• dl' cor i 

Sq•,1w r'olll<l (:omlúnu di'1ik L('IJ\iJ. t' du T(•on•tJJa dns graf'os JWffi•Í!.os, q1w os 

gr<Jfo;; dt· :\lcylliel sâu pcrf('iLos. 
Ih ri!(>!J."!nJçÚo l'anl. d('tttons\.rar esLe T~>ori'rua prrrisamos a11tcs enunciar um 

l,<'Jil;J I' lll!J Tl'orcm;1 

lt<'lll<l :L:J. S1j11m G um yrofo dr Alrynir:l, ::r 1Wl 11értirc dr G, C uma coloração 
d1 (,' .r co111 k core~. t· C' unw r!'sln"çú.'o da l'oloraçlio C a. Adj(:r). S'e existe 
!JI/111 ,·oioroçiío l 1

1 dr At~i(:r), o!Jtida alrn·l'éS de u·ma i!ft.jÚÚu:ia dt' ij.froras on 

C1
, ;n!áo !Ú.~It vrnu coloração c1 de(~' x, obtula alravé,-; (Ú;' uma ,5f.'lj1iinr.ia de 

lj-trodU (/li c. qui' tem c~ 1"01fW rcstrú;âo a Ac{j(.r). 

Tt>Ol"PllW 3.7. JJados um yrafo C: dr: Meynu!, :r um vúlicc d(' G, t nma culorapio 

C dr (,' com k > \n rnrr'.~, rnlâo é po.9m'v1·/ ror1.~lr1Jir uma co/oro.çiio C dr G rom 

\G cous, obtida. afrat:!.~ dt umn 8rqri"tn<'Ío df' t"j-trocrL~ fm C. 

\-anJos. entiio de1nonstrar o Tr•or('Hlil p<1r al):-;unlo. Sllponhmnofl que(; t> um 

grafo d(' i\fpyniel iuqwrfcito. S('ja li um f:uhgrafo gNado df' (; inqwrfeito lllÍnimal. 
S<·gU(' da lwn~ditariedaJe dos grafo::; d(' J\-kyuid que 11 é de fl.teynieL Pela c::;colha 

dP Jl, 

\ (li 

Supollh:Jillo.S q11P <'xÍ:-;!.a um v{'r1 ict> y f'lll H x qne nau pcrt!•JJn' a Adj(x) 
.<\'l.;ÍJII, li y pod(' !'N rulmirlo corn )(li I cnn·s. ErJJ part.icular, xll 2 cures 

unJf!"('lll en1 Adj(x), S('j<t li 1 o subgraJo gt•rado por Ar!]( r) em ll. Como 11 1 <: 

de !\1c}lllcl. (•JJt(w spgue do TPoft'lll<t ;{.7 quC' a partir da rC'slriçiio da ç()Joraçâo 
de li J" t'Dlll \H 1 rores podPmos obter IJJJHi nova coloração C' em ll 1 com 

\]{ 2 cores. Segue do L{'tnft a_:{ que (•xiste uma wloruçâo (k /1 x com\)! 1 
('Uf('S, O!ldP C1 (> U!Wt f(•striçâo a. Alij(x). Então, JJ pnde SPr colorido com xll --- l 

core;; lln1 ahsurdu. Lngo, n~o exi~4c um v{'rt.ice y ('Til 1f :1: 11ào adjéKPnte a 
.r. CuJJJ(J esta rondusiHJ vak para todo vórt.in· :r de I!, ruu(·luimos que I! t'~ tUH 

cliqup dt' 1;uJianbo x!I. Lm al)snrdn. 
Para <·omp!etar a dPlHOJJsi.ração do Teorewa vamos d!'monst.rar o Lema :1.:3 {' 

o T(·urellla ~L 7. 
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l..<'Jua 3.3 ,'>-IJill/1 G r11n grl/fo dr i\li.'-J1!1cl, :r 11111 Fátu·~_ d1 (,',C uma cofuraçâo 

d1 (,' :r com k cons, r C' umn rrsfqçiio da roloraçiio C a AdJ(T). S'r uistr 

11/IU! •"OfOHU;âo ( 1
1 1/r i1dj(:r}, obtido afrov/,c,· de 11/rW l'fl.jÚ(IICW de 1)-trOC(IS Clfl 

..._'I. 11/f/io f'ÚS/f 111/1(/ ('i!/j)T(IÇÔO C1 de C :t, obtida alntv{s de l!nl(J n;qÜ(J'I(ia de 

1j-lrucas 1111 C. 1}111 lnn C\ como rc~triçâo a Adj(x). 

1Jrmon1-lruçJo. !'ara dcnJOJI~tra.r este Ll·ma precisantu~ aui.f'S n1uuciar outro 
LI'IJI;!. 

lA'llta :lA_ /)arfo::; 11!11 grafo(,' dr: Mrynnl, um t>r'rflcr' :r dt· n. um.a roloraçíio 

,~ ,f, (,' ..r com prlo /!HJJO.~ durLS U!n''S, doi$ 1•hliccs y1 c !h nn Adj(.r) (se 

t.Úi;!in m) com I'Ufl.~ d!.~ti11las i e j dr C, rrspcctn·anun/r. Sr 1Jl r- ,!1 2 prrlrncnn 

u unut 1111n11H cnmpontnlf cunr:ra 11,; do snbgrafo (,\1, gnudo prlo8 Vl!rlias de 

ror 1,. j rtn <7, cnlâo c;r/str uma iy-cat!eia nn A1{i(x) ligando Yl a Y1 

l'iir<J d('\ll\Jn~trar o LcllJa :1.:1, considere Ufll graf!, G dP l\-·feyniel, x IJHJ \·értict· 

dç C' . .:: IHHii roluraçào dP C :r, i e j duas cnn~s dístintas de C, G,j o subgrafo 

gvr<Jdo pclu.s l'ért.in•:-J dt• cor i(' .i ew (;_ SPjallJ !f;J mna cmJJj)OtJCllk conexa de 
G,J, p n:J u snbgrafp geradu de por F 11,.1 i"'IL1!{j(:r) {'/H G. SPgue do Lcrna ::L4 que 

n:J i· unm ,ompolH'JJU• cunPxa. As."lim. urna i)-troca erJJ ll/J produ1, o m(•smo 

rest1lt a do \'Hl AdJ (:r) q1w uwa ij-troca dd uada t~Jll 11,1 . 

Para completar n. demonstração do L<:ma :1.3 vawos demonstrar o Lema :lA 

L('lUa 3.4 DodoH 1m1 grafo(,' de Mrynicl, um rérlitt -:r de G. wna coloroçâo C df: 

(/ .r onn p1lo mowf:' duns f'IJrL~, doi.~ t·/rtu:cs Yl f Y2 rm Ar{J(.r) (.'if c:n,~lirr·m} 

com corr.'-' du;{mla8 i c .f dr C, rn-:prl'lll'llntrnic. S'f y1 f y2 perlrnn:m 11 111110 

mt..:uw comp<HH'nlr conr:ra 1f1J do Eubgrafo C,.J, guado pdos vblias dr ror i e 

J 1m G. rntúo c.r:Úic 1tll!i11J·clldáa f ri/ l\dJ(:r) Nyanrlo y1 a y2 

/)IWPI!,<Iraçúo. ~('jrun (,' IJJll grafo \.h- 1'1\Pyníd, :r um vt',rt.Ícl' dr• r;, C uma col
nr<H;i'w dr· (; :r rum pelo tlW!JU~ duas rolTs, 1/J e Y::. duis yértlrcs de Adj(:r) 
co1J1 uln·s dJstint<JS i e J d~' C, resrwrtivaJncn!.t•, tJIH' p('ri(•!Ju'm a unta IJ!esma 

rumpom~lltP cmw;.;a 1J1; do subgrafo (/,1 gcradu pelus vérticP~ de cor 1 e j Seja 

c· (Yt 1'J,I'1, ... ,1':z1, -- yz) a menor ij~ca.deia ligando Yl a 1/2 A paridade de 
r é íutpar. \'amos demoust-rar o resnlt.ado por iudução l'/11 p. Se p 1, emãu Yl 
f• adjan·lltr' il y:;. Lngn, n 'fcurema sPgtw trivíalnwntc. Então, p > I. 

~uponh?JlllO~ pur absurdo que existe um vf,rticP v1 elll c qut· oào pcrtenre a 

A dy (.r). S1'j a v1 um vértin~ de c antPrior a r1 em c (1 A(Zi ( T) tal q u<~ i ~eja o maior 
J'Oé'-ó'Ívt'!. J)o nwsnm nj(ldo, seja v1 um v(•rt.icP dl' r post.('riur a <-'t Clll c r !Arlj(:r) tal 

<]li(' J st•ja u mcnor possível. Er1Lão, a ca(k•ia d ( v1 , .•. ,''h. , PJu) ? par, sn1iio 

o rÍ!TUÍ(o (:r, v)·, ... ,v1,. , vi, x) é um circnit.o ímpar scn1 cordas corn pelo rnenus 

cinco vértkNL 



Seja 1',, UJ!l y(·rJirc ('I li r 1 1 J(~j(J") JHn.;((•rÍ(If a t•
1

, tal qiH' 11 é o menor poc;::;Í\'el 

HJ<ilol' q1H' .i (se Pxislir, pois(· pos::-:ívvl qut• J Zp). St' !•xistjr o ,-f<rüce v..,, Pnt~.o 
11 > J i l. t:wnào o cirrnit.o (:r, 1'1 •. _, 1'r, ... 1·1 , l'n, :.r) 6 um circuito impar com pelo 

IJI('flt!S ("Jil(ll vi:rtices p SOllll'llt<' Ulllil corda. 

\!udnr os íJJdicC's (k i para k e j para l ;\s!-iÍI!l. rk f' q Lêw a mesma cor, r. Se 

r ,·,t'JIIÜo,p(lrinduçil.o,·u,, 1 (. (<-"'IAr{i(f)),r·suacor{•j,e(vk,---,v/, 1,x.v,lc}é 

iJnpar_ com apena~' uma corda. St> r- j. l'li!hu, por indur;âo, l'k 1 (-- {cnAr{J'{:r)), 
(' sn11. cor é i: 1.\P:-<sc caso, { ('k 1 .... , 1'1· :~:·, 1'1.: J) i.•. ímpar com apenas uma corda. U 

Teornua 3. 7 Dados um grafo C de Mr-ynirl, x um v!:rUu: d!' G 1 t uma coloru-
, ~ .J ,, I. "" (' I' I' ' ' I ' I ' ,, d çou ..._ IJf t, rum tê < _\ , rores. ·.rt ao c po-~mvf' 1:onstrmr uma. co oraçao L- -: 

(,' rurn \(; ('(lrf'S, obtida al.rau{s de unw scqú"ência de ij-lrocas em C. 

JJnuonl'!.rrJçào. Sejam G um grafo de t\h'yníf'L x uw vértice de G. 
St'jil C {C1,C2,, .,C\~ unta rolor<.H;àn de G com k cores, onde k >.\C. 
\';·lluos dt'l!JOW:if-rar ('"'te Teorema p()r iiJduçiio em nG. Seno,· I a com:Jusiío 

du '1\:ort'rna i• óbvia. Entiio, seja n > I. 
S(• k xG a conclusão tan!hÔI!I {, 6bvia. Logo, k > ,\G-

Assiru, seja C' {C1,C2, ... ,C:\1;·}, i,st.o i:, o conjunto das )r,(,' primç-iras nm:s 
dl' c. Seja :r llll! \'(',r1-Íc(' dt· (,' qllP não !-t•ln IJ('Illti)IJI(l cor d(• C1

. Seja f{() Sllhgrafo 

gel'iJdt>JH']us H;rt.Jn~s com core~ ('Jtl C1 lllQ.Ís o vérLit<' :r. Seja // 1 o subgrafo gcrndo 
pclosY"r(H'(\<:::dP ,:\(U(:r):i\.'Jf Assilll,_yll 1 < \(; l,pois_\/1 <·)((,'.Logo, 

pur hill(·,lcs(' de i1nlur;i'í.(J, pmlcn1os nmst.ruir lllll<J C<1luraçiw C'' dP 11 1 cmn _\(; 
t'llrt's. nhtid<J atnn-·0~; de nnm seqiil·ncia rh' Íj-1 rocas JJ\J udoriH)io di' f [I 

Sq;ll(' d(l L('llli1 ;{_;l qiH' f'St.a j!()\'a ço]urar~ii.IJ c~ pode tarnl;t',ro SN obtida. atr<J\'{S 

de UltJ<l scqiif·nçm de lj~(rncts ua ('()lunH;iio de f{ x. 
AssÍ111. apús Pst-a spqÍÍÍ·ncia de I rorac;, pod<·mos dar uma dw> cores de C' para 

:r, e:,:;_ditilH'Il(t' aqll\'la qJH' 11iio ucorr(' em Adj(x). F~1n outras palavras, nós podf•~ 

HJOS aunw1ilar 11 etliJjuJJI.o de Yl'rt.Íc('R coloridos com as cores C:1, ... ,C\:_-1;, ('este 

JHocecliJIIl'fl!o pode ser n:prLido at.& qu<' t-odos us vétlcP de C spjam çolundos 

com unJa das cores de ( 1
• Obkudo portanto, uwa colora.çâo d(' G corn Y,_G core,:,_ 

A dt'lllPIJs! raçiit~ dt's! t' TeorPilHl completa a demonstração do '!hm:m1a ;}.()_ f __ ] 

Est.e rPstdt<•do pod(' ser visto nn !26) e I li, na segunda ncfNêucia eJK.outrall!os 

nm algoritmo de H'\'OJdweinwnt.o desta classe. 



3A.2 (~rafos d<• Parldatlt• 

~~'st.a f<<'Çilo <1 pondorh de 11m cuniJJIJO "'l'tll ronl:J_<; ::;('r;Í 11 pandade du miwPro 

de cu·~·,.;! as d<•stc ramlfi!IO. E111 pani('IJ!ar H' dois v/·rtin·~; :r e 11 s~u adjan~ld-es, o 

(il!llinh(l ('JI1r-t• \'ks t; ;1 an•sta ;ry, c ;1 s1J;1 p<Hid;Jdl' Sl'f'iÍ! 

l 'm ~:rafu C e dt;unad'l de yrafo rh prunfa,fl- S(' p<1Pt tndu f!iJf de v{<rlice\< x e 

y de(;, tudos o:; CillllÍlliJos svn1 cordas de :r para y U·m n lllPSIHa paridade. 

( :J;lr<mJ('JJl-(• il 1Jo<;i'i1J dP \jrafos d1• pandadr ú uow f;l'llf'filliza<;iw dP gr<tfos 

hipdr! 1dus. (};; !!,f<Jfuc; nnnpldoc; (iH'II t'oJJjnnto 1k \"(c·rtires Ó un1 <lHJIW) COill fH'lo 

HWJHJS lrh' vhtin·s si'1o grafos dl' paridade JJ?w lúpart.idus. 
\';lrJJOs lllmdr<Jr q1tt' llllJ grafo d(• parídadc (; 11111 grafud<• i'v1t•yni<'l, <tli!.P:-o por?rn, 

pr!'cisamo~ d;tr llllW ddinlçào e dcwonslrar um resultado sobre grafos de pari
dadl'. 

DitcJIIo'i qtlt' duas corda;; (arestas) :ry (' zt dr• tllfl circuitu C' em C fW cruzam 

.'i(' \lS H'·r1itT~ ;·. ::. !J,I sào diílLÍn1-o~ doi,; a dois e sedes apar('et'm m•sta ordew t•m 

(.". 

TPnn'HW 3.8 l"l!l grr1jo (J t' mn grafo rh par;dadt Pe e ,c;omoi.lf $!" lodo r:1rr:uilo 

hupar rh C: (com pelo tnf!HiS r·inr:o w'riio·H) t.em. prlo menos duru cordas qut se 
t ru ::u ri! 

/)11J!OII.~Iraçâo. E111 prÍI!H'Jfo lng<1r, ramos JJJos(.rar qtH' a condiçiio {· rH•n•.Hs4na 

Se.Ja (_;um graf\l (le paridade. Srja C (r·0 ,r 1, , c1 1) un1 rircuit.n ímpar t•m 
(,' coJJl J)('l(i nwnos C.Í11co vúrtíces. \\trl!Oi< drHtoiJstrar est.e rE:'Stdi.ado por iJJdução 
110 l!IIIIWfO d<' v(•r(Í('('.'1 d(' C. 

r\ssun. a paridade do camiHho de cn p11ra CJ:l Pl!l C pda an·sta f(JCJ é íwpar, 
nu cttt.<Jnt.n a p<lridadc dD cawinho 11 qtu• passa por todos os outros vértices 
C> f':1- .. tr r par Logo, ('Xióltt' pt']O nwnos utJia corda, drgamus CiC; ('Jll / 1_ 

.\"''illl. a cordi1 r,rJ dr\'idc 11 ,·ir''IJÍ1.o (' Plll dois cirnJÍLIJ8, IJJll par e oiJtro 

llllp;lf S\' o circuílo ímpar il.'llJ pvlo mt•uo.s I'Ílln) v{·rlÍCes, r:ntào a crmdusfw 

svguP d;1 hip>ÍLI'S{' ck índ1rç<lo. Logo o circuit.o Írllpar é \JHl triágulo. 

Si'lJl pPrda dC' g(•Jwralidade, pod{'lJJos supor qw' c~;;t.e triângulo t; o triiingulo 

{I'' · r'' ; I - r J) · 
.\p.<11·a. a p;rridnd<-' do nuninho d(' r', 1 para c, 1 1 passandu p1•lo vtrl icr· r, (• 

par. li<.J Pnlanl-o il parídadP do eaminho P' de c1 1 para r 11 1 que pa>'sa por todos 

us outros \'{'rt Kt'S rJ, cJ 1 1,. ·< 1'1 .. 2 é ímpar. Logo, 011 c, 1 (> adjaucnt !' a r, 1 1 , N1tâo 

C !f'rn d11as corda::> que :w CTIU<lltl. J'tJrt.anto, existe urna rorda l'lll P1
• dig<•Jllus 

r 1,. "' 
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;-;('a curda inríd<' ('!ll (' 11 1 , !'IJfiw C lPm dua;; rordas ljU<' 'lf' cruzam Logo, a 

corda l'fl'·,, nào i~~t·idP r•m c,; 1 

.-\IJaloganwní.(•. a corda ~'fCm dindr• C Pfll IHIJ circuit-o par f' IHH cirrniLo ímpar. 

~~· 11 circuito Ílllp<lf {('lll p<•h! 111/'JliJ:-; cÍ11n1 \-rc·rt.in•.>-;, (•ntiw <J conc!IJ.'ilto s.1:guP 

IJU\-<JIIW111t' da hip!-,tt·sz· d1• ind11~iiu. 

l'urtiloto, flU\'<tOH'IJ!(', Sho JH'rdtt de geueralidude po1kmos .o:upor (jlJ(' este 

rirc11ito Í1r1par r'• u lriângulu (i:!Ji! 1,c,). 

I•'JJ\Úu. -"··j;J C 1 o circuito l~n·nwdo por c. c,_, I -- q! 1. Como G1 (:• lllll urcllÍlo 

flll)l•'ll" ('UITI flH'IIUS d1• f 

duas c,w];J:c; q11c• .'i(' trUZillll, nws t•sL<.ts cordas sâ.o cord•1s ern C. Logo C'1 {; uw 

t r·iáll(')liiJ, i~l o f_., 011 .1 I ou t m. S('m perda de ge11eralidade va.mos Stlpor t.JilC' 

J 
:\~;·;1111. o ratltHtlio dt' <, 11 para rt 1 J pti~sando por <y 1PIII paridade par, JJO 

('lll<Jitln_ 11 ranllltlw ("' qtH' passa pnr e,. e r, tem pandadr· ilnpar. Logo, o 

filUIÍtdtu ( '" lt'Jll Hltlil corda qut' CrtiY"a r:,t·1 ou c1r,,. 

_c\g(lfil \<lfliO:'i Jllo.~·trar <!IH' p:;!.;J condiç~.o (• sullcicnt-v 

Sr_ia (,'um grafo !<tl qne todo circuito ímpar com !Wiu ltlt'JIOS ciuco v{·rtices 

tt•nt duas cnrdas que S(' cnJZn!lt. 

SuponhiJJJJOS por abs11rdo que C nau ó dP paridade. Conm tndo subgrafo 

ger<Hlo d(' um grafo d(• paridade (> de p11ridadt>. Seja Jl l!IIl suhgra.fo gNado de 

G, rniniwal não df' parúladf'. S('ja :r e y dois vért-ices d(' I!, tais qtw: 

o canJin!w /~ 
v/,rii<·t•,-;_ 

St>yun: 

(·.r, l.IJ , 112, ... , Vt, !I) {• d-f- pa rid a.d e par, (' 

Ao:~"ÍtJI. 1, e J, 1 > I, St'JJ;]o a outra rnrda seria Clll /·~,ou]~ cuolr;-HIJzt'tJdo 

a IlllllÍIIli!li,bde dt•si{'S UIJlliJJlws. 

Os calllJJJho~ 

/ ,, ( ) H,.,, V1:,., t:,,, 1 1, ... , 1',,, Y 

,. 



I Z·nt a nH·sl!t<t parídad\' pois pPrl.l·nccJtl a l!lll ~ubgral'o gPradu pn)prw d(' li. 
AllaloganwntC', os calllillhos 

t i'ln a nw.sr11a paridade. Por ou1 ro lado a snrnn das ntrdinalidades dos t<l.t11inhos 

LI 

Corol:irio 3.8 Grafos dr paridade sno grafos de Affynul r: r:onseqücntemrnft 

JH rfuú>s. 

Corohírio 3.9 Crafus lnpar/1dus ,~âo pnjcito.~. 

A dcmons(raç<'t~J da pnf(•iç:l.o d!·sta ela"~" de grarns P um algontruo de rr·rmdH'
cillH'IIIo da nwso1a nw(\ pod(• <'nconl.r<Jr <·ro if)j e [lj. 

3 " ,;} Grafos com Derivado Bipartido 

Ch<UII<llniW de dr ri nulo de <JTII !frafo (,', l]()Í1l(,:âu lJG. (.IH !I grafo onde cada \'{'rl Ín' 

torr('spondt nmn par ord<'ll<Jdu (:r, y) para cada aresta :ry dt' C', P dois \'f•rt'K('S 

(.r. y) ,, (y. ;:) de JJG sàu adj<H"('llÍ·('S se v sorrwnt.c t;C x n.:lu t; udjarenle a z ern G. 

T(>Ol"('JJJa 3.9 (},<; yrnfos wm dcril'ado bipartido .-cio pcrfcíloH. 

E~tc n·siJ)tado pode ser enron!radu ('fJJ 110]. 
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Apêndice A 

A.l Conjetura Forte dos Grafos Perfeitos 

Em man;u dP WGO Clõude> lkrgt• conjeturou que os únicos grafos crít.ieos siw {JS 

cir('uíl o~ ímp<Hf'S Sl'Jil corda!; CO!ll pclu menos cinco vórtiu~s ou s('IJS cumplcmt>n

Jos !·~s1<1 nJlljd.uw ficuu se11do conhecida de:~Je eirião como Conjttura Forlr: dos 

(,'rafo;;<l'~rf(ilo,~ (nti!.;.H;iio CH;J>). 

Conjdnra A.l (CF(,'JI) Os ·únicos grafos cdtitos são os círcuiloB ímpares sem 
1·orda;..' ou ,.o:c11s romJJinncnlos. 

Coujf'tura A.2 {C'f'(,'J>} Um grafo G é perfeito se c somente se nenhum circuito 
Úllpar ,4('r/l cordo.~ com mais de três vértices é subgrafo gerado de G ou(}. 

Couj<>tnra A.3 (CFGP} Um grafo G i pcrf~:ilo M e somcrl/c se todo <:irr:uíto 

hnpar rom mais dt tres 11értices em G e em G tem pelo menos v.rna. corda. 

iv1odilic<tndo um pouco esta última forma da conjdura (para duas no lugar 
de UllHJ corda) olrlt'HlOS a classe dos grafos de Meyniel como já vimos na seção 
3A. 

Neste c-apítulo vaJJIOS ver um listl:l de alguns resultados sobn~ dasses de grafos 
para as qnais va.le (•süt conjetura de B<'rg<'. 

As:;im, a primeira conjPt.ura de BNF,P NPwciada no capitulo 1 ficou sendo 
conhecida roJllO conjetura fraca dos grafos pcrfPit.os. 

F11111llllf'llk, ~existe aiJI{1a mais ll!n.a cunjl'iura sobre grafos pPrf('iLos <JlH! é 
rouht>cida como conjPi.ura intNmPdiária do:-; grafos perfeitos ((__:IGP), que é cnmo 
;wgue: 

Allt.es d<· cnuiJCÍ<H Psta conj('tura, vawos hzer uma dPfiniçiio. 
Di:t('H\OS que um grafo G tem a mesma P4 -estrulura, de um grafo H se rxiste 

uma bíjPçào f:\/G , _ _,V JJ, onde um subconjUJito )\ :"'~ {vt, vz,v3, v.-$} de vértices 
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.\ ' ,• ', I I \\l / 
{\"I ,:t 

Fígura A.l: ExP!llplo!> dr. H,,,. 

dt' G, gr·r a Hll\ f\ em C ~w (' SOllH'II te SC' o s u bnmj !lfl to {f {v J), f ( v2), f (v;}), f ( v4)}, 
gl'rn um 1'4 <'lll H. 

CoujPtura A.4 (C!G/ 1
) Um grafo G é perfeito se e somente se G tem a mesma 

J>4-rstrutura d< lllll grafo perfeito. 

~' lll 

E.xi:..:!~·nJ <tlgu11s 
i(j! (' : 19; ,. I , , ,. 

r<\'>ullados sobre est.a conjetura qne podem ser encontrados 

DanHlS a .~<·gtlÍr a d1-'l1nição de algumas classes de grafos para as quais vale 

a Cunjetura Furt.<• dos Cr;-t!'os Perfeitos, lmlicando ao final de cada defi11Íção a 
rl'ren:•nda biblingráfica n·lrvante e, cvcnlualmentc, algunJa indicação da dcmons-
1 raçüo. 

Crnfos LiYH'S de H 1 ,3 e Grafos Linha. 

Grafos Livres de i( 1 ,:~ 

lf111 11'.,_ 111 f'rn um grafo G, Ó Ultl subgrafo de G compldo c bipartido, v<·ja 
ex-eJllplo 11a figura A. I. 

Urn grafu G é um grafo livre de 1\ 1,.1 se nenhum fiubcolljuuto de G é um 

1\ 1.:,, j:Jol, 14] e [l). 

Grafos Liuha 

O grafn linha df' um grafo G, notação LG, tem corno vértices as arestas de 

G e é J.al que dois vértices a. 1 0 a. 2 são adjacentes se a 1 e a2 (arestas de G) 

tôm Ulll t·értice Nn <·onnnn em G ,t'Pja. um exemplo na figura A.2. 

A validade da f'Olljdnra para esta dassc segue do fato que o grafos li !lha 

são !ines de Ku, [:nj e pn]. 

tTill grafo dr n'rcufo G é lllll grafo de iuLcrseção das cordas dP um dado 

círculo C, i~;to é, cada vértíce dt> G é Ullla corda de C, e dois vértices de G 
são a.djmTll!l'S se t' snmt•nü· S(' a.s re::qwct.ivas cordas se eneontrarn, veja /4]. 
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l'J l'~ !.'J ~'2 1'1r:1 l'.j!-'(', 

• 1 •,· ' • 
i ' I I • • • • 

l';; l'.J 1'~ 

" !'~ l'.J u~r;, 

(' ' /J,' 

Figura A.2: Um C'Xt'rlJplo dt· un1 grafo Li11ha 

• 
T 

Figura ;\ ~L Cl!l grafo de intcrst_'Çiiu de caminhoc; de urna árvure 

Grafos d!! Intm·s(•ção de> Cmniuhos d<> u1na Árvorn 

l!rn carninho t.ri1.'111lew um grafo G ú Ulll ran1inlw q1.H' corwistc de um úuico 

véruce. 

Um grafo dr inluscçâo de caminhos de 1mw drvor1. {• 11111 grafo G o11de cada 
vPrt icP (> tllll caminho ni'w trivíal PIIl unw árvore T, t' dois vértices de G são 
<ldjarrnt t'!' o;(• c :::.oHJClll·P S(' nR ccuoinlws IW C'JH'onlrarn c1n pelo menus uma 

ar(•slct. \\ja \Hll exemplo ua Jigura A)!. ;\ CFGP é wrdadríra para P!;fa 

cJu-;sp d1· grafos, veja iJ6J e /171. 

(.;l":JftJS ArctH'Í!'CUbn,s 

t'm 9roJo arco-nrrufar 6 o grafo G d~~ ÍlJI.CfS('ção dos n élJTUS rk IJHlit rir
Cllllkr(•ucia, v('ja [:{rJj c i !4). 

(~rafos lh"n~s de K4 e 

~ 1 lll 1\. 4 -.. e 0 um grafo obi.ido pula n:muçâo de uma aresL<t dt' um H 4 {uln 

dique de quatro vérLÍc(•s), Vt'ja figura AA. 
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.Figura .1: Um K 4 ~-e 

Figura . 2: Um Buli 

A C:FGP é verdadeira para esta classe de grafos, veja ]31]. 

Grafos livres de Buli 

Um 1Jull1 ê o grafo da figura A.5. 

Se o BulJ não é subgrafo gerado de G, então dízcmos que G é hvre de Buli. 

A CFGP é verdadeira para esta classe de grafos, veja 112]. 

Grafos 3-cromátkos [36] 

Grafos Planart'S ]34] 

Grafos Toroidais [18] 
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