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Abstract

The two disjoint paths problem consists in determining, given vertices s, ;.
t; and t; of a graph, whether or not there exist two disjoint paths, P; and P,
joining sy to t; and sy to iy, respectively. The problem may be considered in four
versions, namely, the graph may or may not be directed, and the disjointness
requirement on the paths may be on the edges only or on the vertices too.

In all version, the problem admits computationally elementary reductions
which provide either a solution or a certificate of its nonexistence. The analy-
sis presents an interesting interconnection between combinatorics, complexity of
algorithms and topology.

In the case of direct graphs, it is also required that the graph be acyclic,
otherwise the problem becomes NP-hard.



Resumo

O problema dos dois caminhos disjuntos consiste em determinar, dados vérti-
ces 8y, Sg, 1y e ty de um grafo, se existem ou nao dois caminhos disjuntos, Py e Fs,
ligando s; a t; e sy a ty, respectivamente. O problema se manifesta em quatro
versoes, a saber, o grafo pode ser orientado ou ndo, e a exigéncia de disjuncao
pode ser apenas nas arestas ou também nos vértices.

Nas quatro versoes, o problema admite reducoes elementares do ponto de
vista computacional que levam finalmente a solucao ou a uma certidao da sua
nao existéncia. Esta andlise apresenta uma interconexao interessante entre com-
binatéria, complexidade de algoritmos e topologia.

No caso de grafos orientados, exige-se também que o grafo seja aciclico, pois
caso contrario o problema se torna NP-dificil.



Agradecimentos

Ao Prof. Dr. Claindio L. Lucchesi, sem o qual nao seria possivel a realizacao
deste trabalho.

A banca examinadora, em especial ao Prof. Dr. Paulo Feofiloff, pelo grande
interesse mostrado, inclusive fazendo importantes observacées nos possibilitando
novas idéias para traballios futuros.

A minha amiga Inés, pelo carinho com que cuidou das minhas filhas, possibi-
litando-me tranquilidade necessaria para completar este trabalho.



Conteudo

1 Introdugao

.........

1.1 Fluxos Mdximos e Cortes Minimos . . . . ... ..
12 MRS v v e uns Gukw b o6 m B w
1.3 Multifluxos - Casos Particulares . . . . .. ... ..
1.4 PDC - Problema dos dois caminhos disjuntos . . .
1.5 Algumas Redugdes doPDC . . ... .. ......
1.6 Uma variante do Teorema de Menger . . . . . . . .
1.7 Resumo dos demais capitulos . . .. ... ... ..
2 Grafos nao Orientados Disjuncao nos Vértices
2d Dersoho BRI .« s comme e o smmsm s
22 RedGhof aomus s masanoes o amks o e
2.3 O Teorema Equivalente . ... ...¢ ..o
244 Dois lemas importantes < ¢ « o v 0 6 wm 55w
2.5 Demonstragao do Teorema Fundamental IT . . . .
2.6 Grafos Fracamente Irredutiveis . .. ... ... ..
3 Grafos nao Orientados Disjunc¢ao nas Arestas
3] Deseiho RO v« 5 2 wvicvw 5w 5w s % 50 % 5o
2] EORITREOER. oo @ a4 e e A B e e o S
3.3 Conjuntos Fracamente Ligados . .. .. ... ...
Dot DARBOREITE. & o wiiite & 5 s e ® B b T o o Bl # g
4 Grafos Orientados Aciclicos Disjungao nos Vértices
Bl HOAURONE: e s B R e S SR & Tk
4.2 Irrelevancia da orientagao para grafos irredutiveis . . . . . . . . ..
4.3 Grafos Fracamente Irredutiveis . . . ... ... ..

iii

11
I
13
16
18
18
27

30
31
32
33
34

37
38
4
50



5 Grafos Orientados Aciclicos Disjuncao nas Arestas 53

5.1 Desefho BUM s v s o a no a0 s B e s A i S ia s B U a%a 54
2 BElUEORE «:scncrErs @ e G n kS @R A W ST S % 55
5.3 O Teorema Fundamental . . . . . . . ... ... .. . ... ..... 59
6 Duas Questoes 62
B.] Primeira QUeBEAD . o . x 5 50 vow v s 05 5 S w e 62
6.2 Beiniida GUestED .o vnnnm s mus s W EE s 206 s wE e e 5 62



Capitulo 1

Introducao

Um problema bem conhecido na drea de Teoria dos Grafos é o de encontrar ca-
minhos mutuamente disjuntos ligando dois conjuntos dados A e B de vértices. Se
nenhuma outra condi¢do adicional for imposta, entdo o Teorema de Menger [11]
fornece uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de tais caminhos.
Ademais, um algoritmo de fluxo méximo e corte minimo (Ford e Fulkerson [4])
pode ser usado para determinar os caminhos em tempo polinomial, se tais cami-
nhos existirem.

Podemos adicionar ao problema acima uma nova condig¢ao: os conjuntos A e
B sao enumerados, respectivamente, (ay,...,a;) e (by,...,b;) e exige-se que os ca-
minhos ligando vértices de A a vértices de B nao so sejam mutuamente disjuntos
mas que tenham como extremos os pares (ay,by),...,(a;.b;). Este novo problema
é conhecido como o preblema deos | caminhos disjuntos e surge naturalmente em
problemas de controle de comunicagio, triafego em redes e em roteamente de
circuitos VLSI. Determinar se tais caminhos existem é NP-completo (Karp [9]),
mesmo quando se restringe o problema a grafos planares (Lynch [10]); aparen-
temente, Knuth, em 1974, deu a primeira demonstracao da NP-completude do
problema - veja Garey e Johnson [6].

Em trabalho muito recente, Robertson e Seymour [14] obtiveram um algo-
ritmo pseudo polinomial para resolver o problema; isto é, se considerarmos [ fixo,
o problema admite solugao em tempo polinomial.

Este problema, de natureza aparentemente combinatorial e de complexidade
de algoritmos, apresenta conexoes com topologia. De fato, no caso do grafo
ser apresentado ja imerso numa superficie fixa, o algoritmo de Robertson e
Seymour [14] passa a ser linear.

Outra evidéncia desta conexao. que veremos com detalhe, ¢ a caracterizagao
da nao existéncia de soluc¢ao para o caso [ = 2, em que mostraremos que ¢ possivel



desenhar o grafo de uma forma “ruim”™ (Seymour [15], Thomassen [19] e Perl e
Shiloach [13]).

Nesta dissertagao nos restringimos ao caso [ = 2. O capitulo 2 apresen-
tard uma demonstragio da caracterizagiao acima mencionada (Thomassen [19]
e Seymour [15]). Esta demonstragio é original, se bem que influenciada por
conversagoes com U. S. R. Murty.

O capitulo 3 apresenta uma variagio do problema (ainda com [ = 2), em
que a disjungio exigida dos caminhos é apenas nas arestas. A caracterizacao
apresentada é de Seymour [15], mas a demonstragio é novamente original, ¢
apresenta uma redugio ao problema resolvido no capitulo anterior.

Nos capitulos 4 e 5 consideramos as versoes do problema para grafos orien-
tados e aciclicos, com disjungao nos vértices (capitulo 1) on apenas nas arestas
(capitulo 5). Convém ressaltar que a restrigao de aciclicidade é fundamental,
pois, mesmo para | = 2 o problema, na sua versio para grafos orientados, é, em
geral, NP-completo (Fortune, Hoperoft @ Wyllie [5]).

A caracterizagio apresentada no capitulo 4 para a nao existéncia de solugao
é devida a C. Thomassen [20]. A proposito, encontriamos erros neste artigo, no
qual o autor apresenta um corolario até certo ponto surpreendente, que nao con-
seguiu provar diretamente: o problema, no caso de grafos orientados e aciclicos
pode, sob certas condigoes fracas, ter as orientagoes das arestas ignoradas, pre-
servando a existéncia de solugao. A demonstragao por nés apresentada neste
capitulo é original, é uma demonstracao direta deste fato surpreendente e corrige
a demonstracao de Thomassen .

No capitulo 5, a solugao para o problema no caso de disjungao nas arestas, gra-
fos orientados e aciclicos, é original e corresponde a uma redugao razoavelmente
sitmples ao problema do capitulo anterior.

Completamos agora este capitulo introdutorio apresentando, de forma mais
detalhada, as consideragoes feitas acima, relacionando o problema dos caminhos
disjuntos com outros problemas analogos. Na maior parte das vezes nos restrin-
giremos ao caso de disjungio nas arestas, grafos nio orientados.

1.1 Fluxos Maximos e Cortes Minimos

Seja G = (V, E) um grafo. Seja X um conjunto de vértices de ;. Dizemos que
X separa dois vértices u e ¢ se um dentre u e v pertence a X eooutroa V' — X,

Vamos denotar 8(.X') o conjunto de arestas com um extremo em X e o outro
em V — X (seu complemento). Vamos denotar W(.X) o conjunto dos vértices de
X que sao extremos de arestas de 8(X).



Chamamos E' C E de corte de arestas se E' = §( X ) para algum X C V.
Chamamos V' C V de corte de vértices se V' = W(X) para algum X C V.

Teorema de Menger Sejan s e 7 vértices de G e [ > 0 um inteiro. Entio as
seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Existem [ caminhos entre s e £, dois a dois disjuntos nas arestas;

(ii) Paracada X CV comse€ X —W(X), 1€V = X temos [§(X)] 2 L.

Este teorema foi demonstrado por Menger (1927) [11] sem contudo levar a
um algoritmo eficiente. O conjunto de caminhos ¢ freqiientemente chamado de
fluzo. A versdo aqui apresentada exige apenas disjun¢ao nas arestas. Existe
uma versao analoga, que exige disjuncao também nos vértices; existem também
versoes andlogas para grafos orientados.

O conceito de luxo pode ser generalizado, admitindo-se capacidades nas ares-
tas e/ou vértices, conforme o caso, onde as capacidades sao reais nio negativos.
Neste caso, o fluxo é definido como uma colecio ponderada de caminhos, onde
08 Pesos 530 reais nao negativos, e tais que a soma dos pesos dos caminhos que
passam por uma dada aresta ou vértice nao excede a capacidade da aresta ou
vértice. O valor do fluzo é a soma dos pesos dos caminhos. Em contrapartida.
o numero de arestas ou vértices de um corte é substituido pela sua capacidade,
isto ¢, a soma das capacidades de suas arestas ou de seus vértices. O Teorema de
Menger passa entio a ter a seguinte redagao (versio arestas, grafo nao orientado):

Sejam s, ¢ vértices, ¢ uma funcao capacidade que associa a cada aresta
um real nio negativo. Entao o valor do fluxo maximo de s a 1 é igual
a capacidade minima de corte que separa s e 1.

Nos casos em que as capacidades sao inteiros, o fluxo maxime ¢ obtenivel por
um fluzo inteiro, isto é, nm fluxo cujos pesos sao inteiros.

O caso apresentado no inicio desta seqao corresponde ao caso de capacidades
unitdrias em todas as arestas.

Ford e Fulkerson (1956) [4] desenvolveram um algoritmo para encontrar flu-
X0s maximos e cortes minimos, e desde entao, muitos outros algoritmos foram
desenvolvidos.

Em particular, é importante ressaltar o trabalho de Edmonds ¢ Karp [2], no
qual exibiram um algoritmo polinomial para determinagio de fluxos, quaisquer
que sejam as capacidades.



Atualmente existem virios algoritmos eficientes para encontrar um fluxo ma-
ximo, o algoritmo de Sleator e Tarjan [18], de tempo O(|E].|V].log|V]). é o
melhor (do ponto de vista teérico) dentre os algoritmos conhecidos para grafos
em geral.

1.2 Multifluxos

Sejam $y,...,8 vérlices origem, ty,..., t; vértices destino e dy, . .. dy demandas
(inteiros positivos). Admitiremos a possibilidade de sy, ... 8, 1y,.. ., 4 ndo serem
distintos. O problema do multiflure consiste em determinar se existem ou ndo,
paraide 1 al, d, caminhos ligando s, a f;, e tais que os dy + dz + .. .+ d; caminhos
sejam disjuntos dois a dois nas arestas. Quando desejamos explicitar o mimero
I de pares, usaremos a expressao [-fluzo. Na literatura em ingles siao usados os
termos Multicommaodity Flow, Two-commodity Flow (1 = 2) e assim por diante.

Cortes Congestionados

Aplicando-se a teoria dos fluxos vista na se¢ao anterior obtém-se uma condigio
necessaria para a existéncia do multifiuxo AN:

Para todo X CV, |8(X)| = Y d, ( Xsepara s, ct, ).

Chamamos de corte congestionado um corte que nao satisfaz tal condigio.
Veremos adiante que o nao congestionamento, isto ¢, a niao existeéncia de cortes
congestionados, nao é uma condigao suficiente para a existéncia dos multifiuxos.

Analogamente a0 caso dos fluxos, pode-se dar uma definigao de multifiuxo
que envolva pesos reais,

Admitindo-se entio capacidades nas arestas, o multiffuxo é um conjunto de
fluxos, onde estes por sua vez sao colegoes ponderadas de caminhos (pesos reais
nao negativos) e tais que a soma dos pesos de todos os caminhos (dos varios
fluxos) gue passam por uma dada aresta nao excede a capacidade desta.

Quando os pesos dos caminhos sdo todos inteiros temos o mullifluzo inteiro
e caso contrario o fracionario.

1.3 Multifluxos - Casos Particulares

Quando sy,...,8,t;,...,.t tomam somente dois valores distintos, pode-se mos-
trar que a condigio de nao congestionamento ¢ suficiente e o problema recai no
problema de fluxo maximo.



2-Fluxos

No exemplo da figura 1.1 (onde as demandas ¢ as capacidades das arestas sdo
todas unitdrias), vemos que a condicao de nao congestionamento nao é suficiente
para a existéncia de um 2-fluxo inteiro. Isto decorre da importancia da relagao
dos caminhos com os pares, isto é, cada caminho liga exatamente um s; ao i
correspondente.

Sl Exu'] ::‘2
Qg a,
> : 1

Figura 1.1: A condi¢ao de congestionamento nao é suficiente

No contexto de multifluxos fraciondrios o exemplo acima tem solugao; por
exemplo, se tomarmos 1/2FP, 1/2P;, 1/2P5 e 1/2F4, onde:

Py = (s1,00,82,a1,11) ;
Py = (s1,as,t3, a9, 11) ;
P3 = (s3,a0,81,a3,12) €
Py = (52,&1,31,02,12).

Even, Itai e Shamir [3] mostraram que o problema do 2-fluxo é também NP-
completo, mas Hu [8] demonstrou que a condi¢do de nao congestionamento ¢
suficiente desde gue sejam permitidos multifluxos fraciondrios (para uma prova
curta veja Seymour [16]).

Caso Geral

No caso geral a condi¢ao de nao congestionamento nao é suficiente nem mesmo
no caso fracionario, como no exemplo da figura 1.2 (onde as demandas e as
capacidades das arestas sao novamente unitarias).

Neste exemplo, a nao existéncia do multifluxo fracionario segue do fato que
cada caminho, unindo um vértice origem com seu respectivo vértice destino, usa



Sy=L, Sy =ty Sa=Ls

Figura 1.2: A condigao de congestionamento nao é suliciente

pelo menos duas arestas, dando um total de uso igual a 8§ enquanto temos apenas
6 arestas disponiveis.

O problema do multifluxo é NP-completo, mesmo para 2-fluxos (Even, Itai
e Shamir [3]). Os mesmos autores demonstraram que a versio orientada do
problema é NP-completa. De fato, Fortune, Hopcroft ¢ Wyllie [5] mostraram que
o problema do 2-fluxo orientado é NP-completo mesmo quando as demandas sao
unitarias.

1.4 PDC - Problema dos dois caminhos disjuntos

Um caso bastante particular, mas importante, do problema do multifluxo é o cha-
mado problema dos | caminhos disjuntos, em que todas as | demandas dy, ..., d;
sao unitdrias, Ou seja, temos [ vértices ovigem sq,...,8, | vértices destino
ty,..., 1 @ deseja-se determinar se existem ou nao ! caminhos Py,..., F, dois
a dois disjuntos nas arestas, e tais que cada P liga s; a {,. Esta definigao cor-
responde A versao arestas, grafo ndo orientado; usaremos para ele a abreviatura
AN; analogamente, podemos definir o problema dos [ caminhos disjuntos versoes
vértices (V) e/ou grafos orientados (O). Assim, temos quatro problemas, a saber:
AN, VN, AQ e VO.

O problema VN surge naturalmente em problemas de controle de comu-
nicagio, trafego em redes e em roteamento de circuitos em VLSL Por exemplo,
Mishra [12] mostrou como este problema pode ser usado para simulagao eficiente
de uma rede de transistores MOS. através da detecgio dos transistores que podem
operar como dispositivo bilateral.

Estes problemas sdo extremamente interessantes do ponto de vista tedrico,



apresentando conexoes até certo ponto surpreendentes entre complexidade de
algoritmos, combinatoria e topologia.

Varios algoritmos tém sido relatados para classes restritas de grafos. mas ne-
nhum algoritmo eficiente é conhecido atualmente para o problema dos [ caminhos
disjuntos para grafos em geral. De fato, determinar se tais caminhos existem é
NP-completo (Karp [9]), mesmo quando se restringe o problema a grafos planares
(Lynch [10]); aparentemente, Knuth, em 1974, deu a primeira demonstragao da
NP-completude do problema - veja Garey e Jolnson [6].

Nao encontramos nenhuma referéncia sobre a NP-completude do problema
AN.

Os problemas VO e AO sao NP-completos mesmo para o caso ! = 2 (Fortune,
Hopcroft e Wyllie [5]).

Em trabalho muito recente Robertson e Seymour [14] obtiveram um algo-
ritmo pseudo-polinomial para os casos VN e AN, ou seja, o indice [ faz parte do
expoernte.

Em particular, consideraremos o caso [ = 2. O problema dos dois cami-
nhos disjuntos (PDC) consiste em encontrar dois caminhos disjuntos nas arestas
unindo s; a #; e sy a 1y, respectivamente, ou encontrar uma certidao da nao
existéncia destes. Faremos este estudo para os casos VN, AN, VO e AO (os dois
iltimos no caso de grafos aciclicos).

Thomassen [19] e Seymour [15] obtiveram, independentemente, uma caracte-
rizacao para o VN e para o AN, respectivamente. Tais caracterizagoes admitem
um algoritmo polinomial para decidir a existéncia ou nao da solucao, e produzi-la
no caso afirmativo. Shiloach [17] obteve um algoritmo de tempo O(|£[.|V]) para
o VN.

Outro trabalho semelhante desenvolvido é a tese de doutorado de Mishra [12]
em Carnegie-Mellon; a tese apresenta um algoritino que, dado um grafo ¢ nao
orientado com dois vértices distintos, s e t, resolve o problema de encontrar quais
arestas sao bidirecionais, isto é, para quais arestas ¢ = [u. v] existem pelo menos
dois caminhos unindo s a ¢, tal que cada caminho use a aresta ¢, atravessando-a
de u para v e de v para u, respectivamente. Mishra apresenta um algoritmo para
resolver este problema em tempo O(|E|.|V]|) e mostra como tal algoritmo pode
ser usado para resolver o VN,

Como ja menciomanos, o VO e AQ sao NP-completos [5]. No entanto, se
o grafo for aciclico entdo estes problemas sio polinomiais. Por exemplo, Perl
e Shiloach [13], apresentaram um algoritmo de tempo O(|V|.|F|) para resolver
o VO para grafos aciclicos. Thomassen [20] (encontramos erros), obteve uma
caracterizagao do VO para grafos aciclicos.
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1.5 Algumas Redugoes do PDC

Nesta segao, apresentaremos algumas redugoes do PDC.

O VO pode ser reduzido ao AO.

Seja G = (V, E) um grafo orientado. Vamos definir G’ := (V' ') da seguinte
maneira:
V= Uper {v', 0"}
E':={v - v";jveV}u{u" = viju—veFE}

Seja £ = (vy,...,0,) um caminho orientado em . O caminho P, em ',
correspondente é (v, v, vh, v5... .7, vl).

E claro que 0 VO tem solugao em G se e somente se o AQ tem solugio em
G'. Conseguimos assim, reduzir o VO ao AO.

Esta redugao nos permite afirmar que o AQ é NP-completo, pois, como
ja mencionamos, Fortune, Hoperoft e Wyllie [5] mostraram que o VO é NP-
completo.

O AO pode ser reduzido aoc VO.

Seja G = (V, E) um grafo orientado e sy, 33, f; e {; quatro vértices de &, nao
necessariamente distintos. Podemos reduzir o AO ao VO da seguinte maneira:
adicionamos ao grafo G quatro novos vértices, distintos dois a dois, s}, &), 1], 1}
e unimos 8y a &), s a s4, Iy a t] e 3 a t}) por novas arestas, obtendo o grafo .
Em seguida, consideramos H o grafo orientado das arestas ( “directed line graph”™)
de (', chamando de sy, sy, 1y e 1y 0s vértices de H que correspondem as novas
arestas de G, I claro que o AO tem solugio em (7 se e somente se o VO tem
solugao em H.

O VN pode ser reduzido ao VO.
Basta tomarmos cada aresta nao orientada [u, v] e Lrocarmos pelo par de arestas
S - R g

O AN pode ser reduzido ao VN.

Podemos reduzir o AN ao VN da seguinte maneira: adicionamos ao grafo ¢
quatro novos vértices, distintos dois a dois, &, &5, 1], 5 e unimos s, a s}, 57 a 85,
t) at) ety at) por novas arestas, obtendo o grafo G’. Em seguida. consideramos



H o grafo das arestas (“line graph™) de G’, chamando de sy, s;, 1) ¢ f; 05 vértices
de H que correspondem as arestas novas de G, respectivamente. E claro que o
AN de (i tem solucio se e somente se 0 VN de H tem solugio.

Em resumo o AO e o VO sao equivale o VN ¢ 0 AN redutiveis ao AO (e VO).
No entanto, como ja dissemos o AO é NP-completo e portanto a redugio ao AO
em nada nos ajuda.

1.6 Uma variante do Teorema de Menger

No transcorrer da tese necessitamos de uma variante do teorema de Menger, que
também ocorre em quatro versdes. Damos a seguir a versio correspondente a
grafos nao orientados, com disjuncao nos vértices, exceto na origem.

Teorema de Menger (variante) Seja s um vértice de (v e T um conjunto de
[ vértices de (. Entio as seguintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) Existem [ caminhos de s a T', dois a dois disjuntos exceto na origem;

(ii) Para cada X C V com s € X temos |[W(X)| > [T - X|.

1.7 Resumo dos demais capitulos

A tese consistira do estudo detalhado do problema dos dois caminhos disjuntos.

No capitulo 2, apresentaremos o problema dos dois caminhos disjuntos, versao
VN. Daremos uma caracterizagao dos grafos em que o VN nio tem solugao.

No capitulo 3, apresentamos uma outra redugio do AN ao VN, que nos per-
mite caracterizar os grafos em que o AN nao tem solugio.

Nos capitulos 4 e 5, resolvemos o VO e o AQ para grafos orientados aciclicos.
No capitulo 4, obtivemos uma demonstragao original da redugio do VO (para
grafos aciclicos) ao VN e conseguimos, assim, também uma caracterizagao dos
grafos aciclicos em que o VO nao tem solugao.

O capitulo 6 apresenta de forma bastante sucinta algumas consideragoes para
trabalho futuro.



A principio, nosso objetivo era de estudar apenas o PDC para grafos nao ori-
entados e fazer um estudo da complexidade do algoritmo sugerido pela demons-
tragao dos teoremas das caracterizacoes dos grafos sem solucao. No entanto, o
trabalho tomou um outro rumo e optamos por aprofundar o estudo do PDC para
grafos orientados aciclicos, inclusive obtendo uma demonstragao original.
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Capitulo 2

Grafos nao Orientados
Disjuncao nos Vértices

Sejam G um grafo nao orientado e sy, sy, 1) e {y vértices de G, dois a dois
distintos. QO Problema dos Dois Camanhos Disjuntos nes Vertices ( VIN) consiste
em encontrar dois caminhos disjuntos nos vértices, Py e P;, ligando s; a t; ¢ sy
a 1y, respectivamente.

Neste capitulo nés resolvemos este problema dando uma caracteriza¢io dos
grafos nao orientados em que o VN nao tem solu¢ao. Esta caracterizagao foi
obtida independentemente por Thomassen [19] e por Seymour [15]; no caso par-
ticular de grafos planares 3-conexos foi também obtida por Perl e Shiloach [13].
Shiloach [17] e Mishra [12] apresentaram algoritmos polinomiais para resolver
o problema, sem contudo apresentar uma caracterizacao. A demonstracao aqui
apresentada é original e foi influenciada por conversagoes com U. S. R. Murty.

Usaremos somente o termo grafo para grafo nao orientado e diremos simples-
mente que G tem solugao caso o VN tenha solucao para (/. Ademais, chamaremos
os vértices sy, sz, 1 e 1y de vértices especiais.

2.1 Desenho Ruim

Um grafo é um desenho ruim se admite uma representacao planar, dentro de um
retangulo, na qual os vértices especiais aparecem nos vértices deste retangulo na
seguinte ordem ciclica: sy, sg, {1 et (figuras 2.1 e 2.2).

11



O Lema abaixo demonstra que um desenho ruim é uma certidao da nao
existéncia de solugio.

Lema 2.1 (Certidao) Se GG € um desenho ruim entio o VN ndo tem solugio.

Demonstragio. Vamos supor, por absurdo, que exista solugio, (/. P;). Como
51, $2, 11 € ty aparecem nos vértices do retangulo nesta ordem ciclica, temos
que Py e Py “cruzam”, Mas G é planar e portanto os caminlos se interceptain,
contradigio, O

S

Figura 2.2: Exemplo de um grafo nao conexo que é nm desenho ruim.
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Nem sempre temos um desenho ruim quando nio existe solugio. Vemos
cdaramente no exemplo da figura 2.3 que ndo existe solugio do VN, no entanto.
o grafo ndo ¢ um desenho ruim. pois nao é planar.

Sy Sz
K e ——
~ y,

\.\ '
\\ L /
™ \ '“:/ .
N W
"\‘.\:ﬁl‘. ' 7 v
"~ > -
'4'/ “. : \ /"
// Uz
i~ B!

— e

Figura 2.3: EXémplo de um grafo sem solugio que nio é um desento ruim.

Veremos, na préxima se¢ao. que neste caso podemos “reduzir” o grafo a um
desenho ruim.

2.2 Redugoes

Seja R uma parte de VG. Uma componente (' de G — R € mterna com relagio
a R se C for livre de vértices especiais, on seja, &y, $2, Iy € !; nio sdo vértices de
C'. Convém ressaltar que nio necessariamente K inclui os vértices especiais. A
unido dos vértices das componentes internas com relagio a £ forma a interior de
R.

O conjunto R é um redutor de (G se tem no maximo trés vértices e interior
nao vazio. A figura 2.4 ilustra um exemplo de um redutor e seu wierior.

O grafo G é irredutivel se for livie de redutores.

Dais vértices de R sdo ligados pelo interior se ambos sao adjacentes a vértices
de uma mesma componente interna (de ' — ).

Dado um redutor R, a redugio imedinta de G (induzida por R) ¢ o grafo H
obtido & paitir de G pela remocao do interior ¢ pela adigio de arestas que unem
cada par de vértices de R ligados pelo imerior. mas ndo adjacentes em (. Na
figura 2.5. temos a redugao imediata do grafo da figura 2.4, induzida por A,
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Figura 2.4: O redutor R := {u;.uy,u3} e seu interior /.

Dada uma seqiéncia Ho := G.Hy, ... . H, := I com r > 0 e tal que cada H,
é uma redugao imediata de H;_; (1 < 1 < r), dizemos que K" é uma redugdo de
G e que G é redutivel a K.

Lema 2.2 (Invaridncia da solugao com redugao) O grafo G admite solugdo
se € somente se toda redugdo de G admite solugdo.

Demonstra¢do. Seja H uma reducdo de G. Por indugao, podemos obviamente
supor que H é uma redugao imediata de G. Seja R o redutor que induz essa
redugao, I seu interior.

= (Redugao nao destrdi solucio.)

Suponhamos que G tem solucio, (P, Py); vamos provar que H também tem
solugao.

Como R tem no maximo trés vértices e J é livre de vértices especiais, apenas
um dos caminhos da solugdo em G pode passar por vértices de J. Suponhamos.
sem perda de generalidade, que P, é um caminho em H. Se P, for também um
caminho em H, entao (P, P;) € uma solugao de H. Podemos portanto supor que
P; passa por vértices de /.

Seja Q@ wm trecho de P; cujos vértices internos pertencem a / e cuja origeni.
u, e término, v, pertencem a R: os vértices u e v de R sao entao ligados por [ ¢
portanto u e v sao adjacentes em H. Assim. o trecho @ de P, pode ser substituido
pela aresta que une ¢ e v em H. Desta forma, obtem-se, em H. um caminho Fj.
de & a t;, e disjunto de P; (figura 2.6). De fato. H tem solucao.

14



Figura 2.5: A redugao imediata do grafo da figura 2.4 (induzida por R).

<= (Reducéo nao cria solugio.)
Suponhamos que H tem solucio, (P, Pa): vamos provar que G tem solugao.

Como R tem no maximo trés vértices e as arestas adicionadas na redugao tém
ambos os extremos em R, entdo apenas um dos caminhos da solugao em H pode
usar tais arestas, digamos P,.

Basta entdo substituirmos cada aresta adicionada usada por P, se houver,
por um caminho em (G que une seus extremos e cujos vertices internos pertencem
a J. Obtemos assim um passeio P{, disjunto de P, que une s; e t;. De fato, G

tem solucao. O

T u,-t
o =~ U= t‘1 Sa ¥l S
,/ . \ \ ! .\ \\
/ \ 1N
I"/ | /]\ \‘ ,/‘ \\
/ \ J \
i . VI
L '\.\ ! I [\
iy —= | o2 e
s _ Y
| 4 wm X J B B
¥ \“ \\\* f F I\ .
1 ,/)t'.l : \i - t_'
\ = = ‘./"’—
. Us= S Uz- 5

Figura 2.G: Redugoes preservam solugao.



A titulo de ilustracdo, reexaminemos o grafo nao planar e sem solugao da
figura 2.3. O conjunto R := {uy,uz,u3} é um redutor e a correspondente redugao
imediata é um desenho ruim (figura 2.7).

5 Sg

~ Usg

s |

P sl N

Figura Zt'?g Grafo da figura 2.3 reduzido a um desenho ruifn,

De fato, podemos caracterizar os grafos que admitem solugao:

Teorema 2.3 (Fundamental) Sejam G um grafo e s1, s3, t; € t3 quatro vérti-
ces distintos de G. O problema VN ndo tem solugdo se e somente se G € redutivel
a um desenho ruim.

Na préxima segdo enunciaremos uma versao equivalente do teorema, e que
sera demonstrada nas segoes subseqiientes.

2.3 O Teorema Equivalente

Observemos que as arestas [s;, 2], [s2,11], [t1,12). € [t2. 5] em nada contribuem
para a existéncia de uma solugdo. Podemos portanto adicionar tais arestas, para
maior conveniéncia. Chamaremos o circuito (s, $2,1;1.72 ). formmado por tais ares-
tas, de guadrilitero especial.

Além disso, vamos chamar de desenho ruim especial. um desenho ruim que
contém o quadrildatero especial. Observe que se um grafo é um desenho ruim
especial entiao é planar e o quadrilatero especial é uma de suas faces.

E claro que se um grafo acrescido do quadrildtero especial é um desenho ruim
especial, ent 0 o grafo é um desenho ruim. Na figura 2.8. vemos o exemplo da
figura 2.2 ac "escido do quadrildtero especial.
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5 Sz

te ty
Figura 2.8: Exemplo da figura 2.2 com o quadrildtero especial.

Com estas observacoes, podemos enunciar um teorema equivalente ao Teo-
rema Fundamental (teorema 2.3):

Teorema Fundamental II Sejam G um grafo € sy, s2, 1y € 13 quatro vértices
distintos de G. Se G contém o quadrildtero especial entio o problema VN néo
tem solugdo se e somente se G € redutivel a um desenho ruim especial.

Para simplificar alguns detalhes técnicos, iremos demonstrar o teorema nesta
NOVa Versiao,

Na segdo seguinte demonstraremos dois lemas importantes e na segao sub-
seqiiente demonstraremos o Teorema Fundamental II,
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2.4 Dois Lemas importantes

Os dois lemas seguintes serao utilizados em diferentes se¢oes do restante do
capitulo.

Lema 2.4 Sejam R wm redutor de G com interior mazimal, I, e G' a redugdo
imediata de G induzida por R. Se os vértices de R sao dois a dois ligados pelo
interior entdo todo redulor de G' € redulor de G, € os seus interiores em G € G’
coincidem.

Demonstragdo. Seja R’ um redutor de G, I' seu interior.
Proposi¢ao 2.5 Os conjunios R e I' sao disjuntos.

Demonstragao. Suponhamos que, pelo contrario, RN I contém um vértice. di-
gamos, v.

Como os vértices de R sao ligados dois a dois pelo interior, entao, em G’,
tais vértices sdo dois a dois adjacentes. Mas, v, um vértice de R, pertence pela
hipétese de absurdo a J'. Assim, R C I' U R’ e portanto R' é um redutor de G
cujo interior é I U J’, uma contradigao & maximalidade de /. O

Pela proposigio anterior, cada vértice de I' é um vértice de VG — R. E fécil
ver que cada vértice de G' em VG — R tem o mesmo conjunto de adjacentes em
G e em G'. Assim, R' é um redutor de G com interior I’ e temos o resultado. O

Lema 2.6 Seja G um desenho ruim. Cada trigngule em G ¢ uma face ou um
redutor.

Demonsiragdo. Seja {u.v,w} um triangulo em G. Dado que GG é um desenho
ruim, todo vértice especial pertence a regido externa (ilimitada) ao triangulo. Se
este nao for uma face, os vértices de G — {u.v,w} que pertencem a regido interna
ao triangulo constituem uma parte do interior do redutor {u.v.w}. O

2.5 Demonstragao do Teorema Fundamental II
Antes de iniciarmos a demonstragao do Teorema Fundameutal I] vamos fazer um

comentario a respeito dos lemas 2.4 e 2.6. Num certo sentide. o lemma 2.4 indica
que a2 ordem em que as reducoes sao efetuadas é inelevane. O lema 2.6 indica
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Figura 2.9: Exemplo de uma teia e a correspondente teia inicial.

que nao ha tridngulos separadores. De fato, o enunciado do Teorema segundo
a versao de Thomassen [19], por exemplo, fica claramente equivalente ao aqui
apresentado, a luz dos lemas 2.4 e 2.6 (e do lema da Invaridncia 2.2):

Teorema 2.7 (Thomassen [19]) As seguintes afirmagées sdo equivalentes:

(i) o problema VN nao tem solucdo e a adi¢do de qualguer aresta resulta em
solugdo ou

(ii) o grafo € uma teia.

Uma teta inicial é um desenho ruim especial em que todas as faces, exceto o
quadrildtero especial, sdo triangulares e nio existem triangulos separadores. A
partir de uma teia inicial obtém-se uma feia mediante a adigao, para cada face,
de um grafo completo I, (r > 0), em que todos os seus vértices sdo ligados a
todos os trés vértices da face (veja exemplo na figura 2.9).

Feito este comentdrio sobre os lemas 2.4 e 2.6, passamos agora a demonstragao
do Teorema Fundamental I1.

Teorema Fundamental IT Sejam G um grafo ¢ sy. s2. ty € to quatro ver-
tices distintos de G. Se G contém o quadrildtero especial entdo o problema 1°\

nao tem solugdo se € somente se G € redutivel a um desenho ruim especial.

Demonstragdo. Por inducao em |VG|+ |EG|. Pelos lemas 2.2 (Invariancia) e 2.1
(Certiddo), temos que se G for redutivel a um desenho ruim entao nao existe

1€
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solugao do VN. Precisamos mostrar que a reciproca vale.

Vamos supor que o VN nio tem solugio em G e provaremos que G é redutivel
a um desenho ruim especial. Sem perda de generalidade, podemos supor que G
é simples.

Consideraremos inicialmente o caso em que G é redutivel,

Seja H uma redugao imediata de G. Pelo lema 2.2 (luvariancia), segue que o
VN nio tem solugio em #. Logo, por hipdtese de indugio, H é redutivel a um
desenhio ruim especial e portanto G também o é.

Podemos entio supor que o grafo G ¢ irredutivel.

Vamos considerar em seguida o caso em que Adj(&) € {s2,12.4;}. Como G
é irredutivel, entio H := G — {s2,1;,1;} tem apenas uma componente. Mas s,
¢ isolado em H e portanto [VG| = 4. Como G contém o quadriltero especial e
nao tem solugio, entio G é o Cy, ou Ky — [s2,12) ou Ky = [s4.1], todos desenhos
ruins especiais (figura 2.10).

S S2 § Sz § Sz

Figura 2.10: Os desenhos ruins especiais com quatro vértices.

Podemos entdo supor que s; tem um adjacente, sy, que nao ¢ especial. Seja
G’ o grafo obtido de G pela remogéc da aresta [s;,4)).

Como G ¢ irredutivel entdo. pelo Teorema de Menger, temos que existem
quatro caminhos, Py, , Py, B, € P, todos com origem s] € cujos Lérminos sio sy,
53, 1) ety . respectivamente, dois a dois disjuntos nos vértices, exceto na origem.
E daro que podemos tomar P,, = (s.%) Considere o circuite
C:= P, o(s2.,:.12) 0 P (figura 2.11).
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Figura 2.11: Os quatro caminhos P,,, P,,, P, e P, e o circuito C.

Neste ponto necessitamos da defini¢io de ponte e da defini¢ao de cruzamentos
de pontes. Dado um grafo G e um subgrafo # de (7, um vértice de H é de ligagao
em G se nele incide, em G, uma aresta que nio pertence a fl. Uma ponte com
relagio a C' é um subgrafo de G mas nao de (", minimal, cujos vértices de ligacio
em G pertencem todos a C.

Duas pontes Py ¢ P; de G com relagio a (' cruzam se uma das seguintes
propriedades for verdadeira:

(i) quatro vértices vy, 1y, v3 e vy ocorrem em (' nesta ordem ciclica. 1; ¢ 3
pertencem a Fy. vs e vy pertencem a /% ou

(ii) wes vertices ry. vy e vy de C pertencem tanto 5 Fy quanto a Py,



Sejam as pontes B, e By, em relagao ao circuito C, onde B, é o grafo-aresta
de vértices s; e s} e B, é a ponte que contém 1, (e portanto todo P, ).
A assergao do Teorema segune das seguintes afirmagoes:

(A) A dnica ponte de C que “cruza™ com B, é B,.
(B) O grafo G’ é um desenho ruim especial.

De fato, suponha que G’ é um desenho ruim especial; seja i a regiao do plano
delimitada por €' e que nao contém #; (figura 2.12).

Figura 2.12: O grafo G’ e a regido R.

Pela afirmagéo (A), podemos adicionar a G’ a aresta [s,.s]] desenhando-a em
R e mantendo a planaridade (Auslander e Parter [1]). Ademais, o quadrilitero
especial continua uma face, pois 5; é um de seus vértices ¢ &) nao é. Portunto,
G é um desenho ruim especial e temos o resultado.

Resta mostrar a validade das afirmacoes (A)e (B).
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Demenstragie de (A). Supunha o contrdrio. Seja B uma outra ponte que cruza
B,. Entdo existem vértices de ligagio de B em V P,, — 5} e VP, - s}, digamos,
z e y, respectivamente. Logo existe em B um caminho P de z a y (disjunto
internamente de P, e de P,. e disjunto de Py, ). Sejam F, o trecho de P’ de
s3 az e Py o urecho de Py, de y a ty, respectivamente (figura 2.13). Os caminhos
Py =P o By e Pyi= P, o Po P, formam uma solugio do VN, contradicao. O

Figura 2.13: Os caminhos P! o P, e Py o P o P, formam uma solugdo em G se
(A) ndo valer.
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A demonstragao de (B), a seguir, completarda a demonstragao do Teorema
Fundamental II.

Demonstragio de (B). E claro que G' tem quadrilitero especial e o VN nio tem
solugao em G'. Portanto se G’ for irredutivel o resultado segue por hipétese de
indugdo.

Resta entdo considerar o caso em que G é redutivel.

Proposicio 2.8 Seja R' um redutor de G', 1 seu interior. Entdo s, € R’
sy €1, || = 3 e os vértices de R' sdo dois a dois ligados pelo interior.

Demonstragio. Seja R := Adjg(I) — 1. Como G é irredutivel e R’ é um redutor
de G’ temos |R| > 3 e |R| < 3. Mas R C R'U {s}, com igualdade somente se
s R esi€]. Assim,s) g R, si€le|R|=3.

Para demonstrar que os vértices de R’ sao dois a dois ligados pelo interior,
basta observar que F,, P,, e P, tém origem em / e término em 1;, 53 e t2,
respectivamente, e portanto passam por R'. O

Seja R um redutor de G’ com interior I maximal. Sejam s}, t; e ] os vértices
de R que pertencem a Py,, Py, e P, respectivamente (existem pois R separa s
de 3, 1z e 1y). Sejam Py, Py e P} os trechos de P!, F,, e P, limitados por s;
e sh, tz e th e t; e t}, respectivamente (figura 2.14).

Sejam G” a redugdo imediata de G” induzida por R e AR o triangulo de G*
gerado por R (figura 2.15).

Seja também H o subgrafo (préprio) de G gerado por /U R. Vamos considerar
o VN em H com &), sh, t} e 5 no lugar de sy, 83, t; € [; , respectivamente, e H
acrescido do quadrildtero especial.

Para completar a demonstragao do Teorema Fundamental 11, iremos mostrar
que G” e H sdo ambos desenhos ruins especiais. De fato, se G” € um desenho ruim
especial, pelo lema 2.6, AR é uma face de G”. Assiin se subdividirmos a aresta
[¢5,15] do tridngulo, adicionando o vértice s}. e entdao “grudarmos” o desenho
ruim especial H no interior do quadrilatero obtido, couseguimos um supergrafo
de G, planar e com o quadrilatero especial uma de suas faces (figura 2.16). Logo
G’ & um desenho ruim especial.

O restante desta secio serd dedicado & demonstracao de que G" e H sdao
desenlhos ruins especiais. Iremos demonstrar aplicando a lipdtese de indugao
para os grafos G" e H.
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Figura 2.14: O grafo G’ e seu redutor R := {s5.1}.15}.

Proposicao 2.9 O grafo G” € um desenho ruim especial.

Demonstragao. O grafo G” tem quadrildtero especial e o VN nao tem solugéo,
pois G” é redugao imediata de G’.

Ademais, o grafo G” é irredutivel, pois pelo lema 2.4, todo redutor de G" ¢
redutor de G’ e com mesmo interior, que pelo lema 2.8, contém s}, um vértice
que nao pertence a G".

Portanto, por indugao, G” é um desenho ruim especial. O

Proposicao 2.10 O grafo H ¢ um desenho ruim especial.

Demonstragioe. A irredutibilidade de H segue imediatamente do fato que G ¢
irredutivel e que os vértices do problema VN de ligagdo de H. em (. sao os
vértices especiais do VN em H.
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Figura 2.15: A redugio imediata G" de G’ induzida por R := {sj,t],15} e o
triangulo AR.

Para provar que ndo hd solugdo, suponha o contrdrio. Seja (Qi,@2) uma
solugdo. Entao Py := P,; 0Q10 P e P, := P}, 0 Qy0 P, formam uma solucdo
do VN em G, uma contradicao.

De fato, H é irredutivel e sem solucdo. Aplicando a Lipétese de indugdo em
H temos o resultado. O

Terminamos assim a demonstragao da afirmagao (B) e conseqiientemente a
do Teorema Fundamental II. O O
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Figura 2.16: O supergrafo de G'.

2.6 Grafos Fracamente Irredutiveis

Nesta se¢ao, iremos fazer uma pequena alteragao no conceito de redutor, que fa-
cilitard o tratamento do problema considerado no préoximo capitulo, sem contudo
invalidar o Teorema Fundamental.

Seja v um vértice nio especial de G com grau meuor do que ou igual a trés.
Observemos que R := Adj(v) € um redutor de G. Veremos nesta segao que se o
interior de R consiste unicamente do vértice v entao a redugao induzida por R é
desnecessaria para se obter um grafo planar.

Dizemos que um grafo G é fracamente irredutivel se os tinicos redutores de G
tém interior unitdrio.

E claro que se G é irredutivel entdao G é fracamente irredutivel.



Teorema 2.11 Seja G um grafo fracamente wredutivel. Se G € redutivel a um
desenho ruim entao G € um desenho ruim.

Demonstracao. Seja entao G := Ko, Ky,... . K, = K (r > 0) uma seqiiéncia de
reducoes imediatas que Jeva G a2 um desenho ruim K. Vamos demonstrar por
inducao em r que G ¢ um desenho ruim.

Seja R o redutor de G, que induz a reducao Ky, I seu interior. Como G é
fracamente irredutivel, entao / consiste de um dnico vértice, digamos, v. Sem
perda de generalidade, podemos supor que R = Adj(v): de fato. Adj(v) C R e
se tomarmos Adj(v) no lugar de R a redugao obtida serd o proprio Iy, Assim,
os vértices de R sao dois a dois ligados pelo interior. Ademais, o interior [ €
maximal, pois caso contrario G nio seria fracamente irredutivel. Pelo lema 2.4,
todo redutor de Iy é redutor de G, e com o mesmo interior. Assim, Ly é
fracamente irredutivel. Por indugao, A’; é um desenho ruim.

Se |R| € 2 temos trivialmente que G é um desenho ruim. Podemos supor
entdo que |R| = 3. Seja AR o tridngulo em L'y obtido pela reducéo de R.

Observe que R nao mais é redutor de K. Pelo lema 2.6, temos que AR é
uma face de K'y. Podemos portanto adicionar a A’y o vértice v, ligando-o aos
vértices de R, obtendo assim um supergrafo L de G que é um desenho ruim. Ora
G pode ser obtido de L pela remocao de arestas. Logo G € um desenho ruim. A
demonstracao do teorema estd completa. O

Nas figuras 2.17 e 2.18, temos um exemplo de um grafo GG fracamente irre-
dutivel, sua reducao H e o seu supergrafo L obtido através do processo descrito
acima.

Sy Sg Sy Sz

G H



to

L %

Figura 2.18: O supergrafo L de G.
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Capitulo 3

Grafos nao Orientados
Disjuncao nas Arestas

Sejam G um grafo nao orientado e sy, $3, 1y @ 19 vértices de (7, nao necessariamente
distintos. O Problema dos Dois Caminhos Disjuntos nas Arestas (AN) consiste
em encontrar dois caminhos, disjuntos nas arestas, ligando $; a 1; e s7 a g,
respectivamente.

Usaremos somente o termo grafo para grafo nao orientado e diremos simples-
mente que G tem solugdo caso o AN tenha solucdao em G. Além disso, chamaremos
os vértices $1, 87, 1) € 13 de vértices especiais.

Obviamente, podemos reduzir este problema ao VN da seguinte maneira:
adicionamos ao grafo G quatro novos vértices, distintos dois a dois. s}. 85, 1], 15
e unimos & a 8}, 82 @ 85, 11 a 1) et a t, por novas arestas, obtendo o grafo G'.
Em seguida, consideramos H o grafo das arestas ( “line graph”) de G', chamando
de s1, sg, 11 e t; os vértices de H que correspondem as arestas novas de G,
respectivamente. I claro que o AN de G tem solucio se e somente se o VN de H
tem solugao.

Apresentaremos aqui uma outra solugao do problema.

Consideraremos inicialmente alguus casos triviais, em que a existéncia ou nao
de solugdo é imeadiata.

Se os vértices s; e 1; pertencem a componentes distintas de G, o problema
obviamente ndo tem solugio. Assim. podemos supor que & e 1} pertencem a
mesma componente, Hy, de G. Analogamente, suporemos que s, e 1, pertencem
a uma mesma componente. Hs. de G.

Se Hy # Hj; entio o problema obviamente tem solugao. Podenios portanto
supor que os quatro vértices especiais pertencem a mesma componente de G.
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Evidentemente, podemos entao supor que G é conexo.

Neste capitulo, resolvemos este problema dando uma caracterizacao dos gra-
fos conexos em que o AN nao tem solugao. Tal caracterizagao é devida a Sey-
mour [15].

3.1 Desenho Ruim

Um grafo G é um desenho ruim (AN) se G é um desenho ruim VN, os vértices
especiais tém no maximo grau 2 e os demais vértices tém no maximo grau 3.

Consideraremos também como desenho ruim o grafo com dois vértices em que
$1 = s2, 11 =t (ou 83 = tp, 13 = s3), e uma unica aresta ligando os dois vértices;
denominaremos este desenho ruim de irivial. Na figura 3.1 vemos exemplos de
desenhos ruins.

5 Sz

\

$;=5 t=ts

ta tl

Figura 3.1: Exemplos de Desenhos Ruins.

Lema 3.1 (Certiddo) Se G € um desenho rusm entdo o AN ndo tem solugdo.

Demonstra¢do. Se G for o desenho ruim trivial, obviamente a afirmagao € ver-
dadeira. Suporemos entao que G # K.

Vamos supor, por absurdo, que exista solugdo, (P;. ). Como sy, Sz, 1 €
17 tém no maximo grau 2 (e sao distintos) entdo Py nao passa nem por s; nem
por ta e P, ndo passa nem por s; nem por t;. Logo Py e P, “cruzam™. Mas G
¢ planar e portanto Py e P, tém um vértice cotnum v. ndo especial, contradi¢ao.
pois v tem no maximoe grau 3. O
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3.2 Contragoes

A contracao de uma aresta e consiste na sua remocio e identificagdo dos seus
extremos.

Uma contragdo de um grafo G é um grafo obtido a partir de G pela contragao
de um conjunto de suas arestas. Denotaremos G'/Z o grafo obtido a partir de G
pela contragao do conjunto de arestas Z.

Lema 3.2 Se G tem solugao, entdo toda conirag¢ao de G tem solugao.

Demonstragao. Seja G’ := G/Z uma contragao de G.

Sejamm Py e P, os caminhos em G que formam a solugao. E fcil ver que
obtemos, a partir de P, e P,, passeios P{ e P; em G’. disjuntos nas arestas,
simplesmente omitindo em P; e em P» as arestas que pertencem a Z. Portanto
G’ admite solucdo (veja o exemplo na figura 3.2). O

Figura 3.2: Contragoes preservam solugao.

Observemos porém que contragdes podem criar (novas) solu¢des. Como ve-
mos, no exemplo da figura 3.3. o grafo G nao tem solugao pois é um desenho ruim
(lema 3.1). No entanto ao contrairmos as arestas €; e €; criamos uma solugao.

Portanto, o interessante seria que quando o AN ndo tivesse solugio em G
conseguissemos obter contragdes que nos levassem a um desenho ruim, ou seja.
que tais contragbes nao “criassem’” solugOes. Veremos na proxima segao que
existem certos conjuntos que ao serem contraidos preservani a exisi€ucia ¢ a nao
existéncia de solugdes. Na secao subseqiiente o problema sera resolvido com a
demonstragao do seguinte teoremas:



Se

T“l\}?l b .
€, /. K\\“ N .”{ / .';
2 | i I [

Lz ' £ fe & g

Figura 3.3: Contragoes criam solugao.

Teorema Fundamental Sejam G um grafo conezo e s1, sz, t1 € ty quatro ver-
tices de GG, nae necessariamente distintos. O AN ndo tem solucdo se e somente
se G pode ser contraido a um desenho ruim.

3.3 Conjuntos Fracamente Ligados

Para Z C VG vamos denotar o mimero de vértices especiais em Z por a(Z),
isto é, a(Z) conta o nimero de vértices especiais em Z levando em conta suas
multiplicidades. Assim, a(Z) := |[{s;} N Z|+ {2} N Z|+ [{t:} N Z| + |{t2} n Z|.
Vamos definir 4(Z), o grau de ligagcao de Z em G, da seguinte maneira:
B(2) = 16(2)| + a(2).
Dizemos que § C Z C VG é um conjunto fracamente ligado em G se o grau
de ligagdo de Z é menor do que ou igual a 3 e EG[Z] nao vazio.
Dizemos que G € forte se G for livre de conjuntos fracamente ligados.

Lema 3.3 Seja X um conjunio fracamente ligado em G. Se G nao tem solugao
entdo a contragdo G' := G| EG[X] também ndo tem solugdo.

Demonstragdo. Vamos supor. por absurdo, que existe solucao em G'. Sejam F|
e P, caminhos, em G’, ligando s; a £, e s, a to. respectivamente.

L fécil ver que podemos estender Py e P} a caminhos P; e P, em G, de 57 a
t1 e de s9 a 1y, respectivamente. e tais que aP; NaeFP; C EG[X]. Como G nao
tem solucao, entdo os caminhos P, e P ndo sdo disjuntos nas arestas e portanto
ambos passam por arestas de EG[X].
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O caminho P passa por pelo menos uina aresta de 6(X ), se apenas um entre
sy ety pertence a X; o caminho P; passa por pelo menos duas arestas de 6(X )
se s; e 1; pertencem, ambos, a X. Assim,

B(X)NeP |+ {1} nX]|+ {u}nX]| > 2.

Analogamente,

[6(X)NaPy| + |{s2} N X|+ |{t2} N X| > 2.

Como os dois caminhos sio disjuntos nas arestas nio pertencentes a EG[X],
entdo, somando as duas desigualdades, temos que 3(X) = |§(X)| + a(X) > 4,
contradicao. O

A seguir, demonstraremos uma propriedade importante de um grafo forte e
sem solugao, que serd usada na secao seguinte, onde demonstraremos o Teorema
Fundamental.

Proposicao 3.4 Se G € forte e sem solugdo, entao J(v) < 3 para todo vertice v

de G.

Demenstragdo. Se existem quatro caminhos, dois a dois disjuntos nas arestas,
unindo v a sy, §3, 13 e 13, respectivamente, entao o AN tem solugdo (basta compor
os caminhos de s; avevat;, eosde s avewvaty), contradigao.

Sabemos entdo que os quatro caminhos nao existem. Pelo Teorema de Menger,
temos que 3X C VG, v € X, tal que |§(X)| < a(X ). Portanto,

BX) = |6(X)|+ a(X) < a(X) +a(X) = 4.

Assim, B(X) < 3.
Como G é forte, segue que EG[X] é vazio. Portanto, f(v) < 3(X) <3. O

3.4 O Teorema

Teorema Fundamental Sejam G um grafo conezo € s;. 3. 1 € iy quatro ver-
tices de G, nao necessariamente distintos. O AN ndo tem solugdo se € somente
se G pode ser contraido a um desenho ruim.

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que G possa ser contraido a um dese-
nho ruim, G’. Pelo lema 3.1. G’ nao tem solugao. Pelo lema 3.2. G também nao
tem solugao. Assim, se G pode ser contraido a um desenlio ruim entdo G nao
tem solucio.
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Resta mostrar que a reciproca vale. Suponhamos que G nao tem solugao.
Vamos demonstrar por indugao, que G pode ser contraido a um desenho ruim.

Vamos inicialmente considerar o caso em que G contém wm conjunto X fra-
camente ligado. Seja G’ := G/EG[X]. Pelo lema 3.3, G' nao tem solucao. Por
indugio, G' pode ser contraido z um desenho ruim, e portanto G também.

Podemos entio supor que G é forte.

Veremos na proposicao seguinte, que se 0s vértices especiais nao sao dois a
dois distintos, entio G é o desenho ruim trivial,

Proposicio 3.5 Se (G € farte, sem solugio € os quatro vérlices especiais nio sio
distintos dois a dois, entdo G € um desenho ruim trivial.

Demonstragao. Suponhamos que s; coincide com algum outro vértice especial.
Se sy = t; entdo, pela conexidade de G. 0 AN tem solucao, contradicao. Logo,
sy # 1) e portanto s; € {s3.12}. Sem perda de generalidade, suponhamos que
s; = 8. Pela conexidade de G, é(s;) # 0 pois s; # t;. Mas 5, = s; ¢ portanto
B(s1) > 3. Pela proposicio 3.4, temos que 3(s;) = 3; logo, o conjunto &s;) €
unitario e s; # t3. Portanto, 3(%7) = 3. Como G é forte, G|5]] é sem arestas.
Pela conexidade de G, G(37) é um grafo vértice. Assim, G é um desenho ruim
trivial, com sy = sz ety =13. O

Podemos entdo supor que os vértices especiais sao dois a dois distintos. Ade-
mais, pela proposigao 3.4 temos que o grau dos vértices especiais é no maximo
dois e dos demais vértices € no maximo trés. Para completar a demonstragao,
basta entdo mostrar que G é um desenho ruim VN,

E evidente que o VN ndo tem solugio em G, pois uma solugio disjunta
nos vértices é disjunta nas arestas. Portanto pelo Teorema Fundamental do
capitulo anterior (teorema 2.3). temos que (' pode ser reduzido a um desenho
ruim VN. Veremos na proposicao seguinte que G é fracamente irredutivel VN e
conseqiientemente, que G é um desenho ruim VN (teorema 2.11). Assim & € um
desenho ruim (AN).

Proposigao 5.6 Se G € forte, sem solugdo ¢ os qualro vértices especiais sdo dois
a dois distintos. entio G € fracamente irredutivel VN,

Demonstiagio. Vamos supor, por absurdo. que G nao ¢ fracamente irredutivel.
Dentre os redutores de interior nao unitario. escolha um. . cujo interior / seja
maximal. Seja R’ o conjunto dos vértices de R que sao adjacentes a pelo menos
dois vértices de J.



Vamos inicialmente mostrar que todos os vértices de 12’ sdo especiais. Seja v
um vértice nao especial de k. Como v € adjacente a pelo menos dois vértices de
I'e (v) < 3 (proposi¢ao 3.4), temos que o conjunto R— {v} U(Adj(v)—1I) é um
redutor, com interior contendo J U {v}, contradizendo a maximalidade de I. De
fato, R’ é constituido somente de especias.

Iremos em seguida mostrar que R’ é vazio. De fato. como os vértices de R’ sao
todos especiais e #(v) £ 3Vv € VG, entio todos os adjacentes de R’ pertencem
al. Logo, [6(JUR")| < |R- R|ea(IUR') = |R'|, portanto S(JUR') < |R| £ 3.
Como G é forte entdo EG[I U R'] é vazio. Conseqiientemente, R’ é vazio.

Se R' é vazio temos que todos os vértices de R tém no maximo um adjacente
em . Assim, (1) = |6(I)| < [R| £ 3. Como G é forte, temos EG[I] = §. Mas
I é nao unitdrio e G € conexo; conseqiientemente existe um vértice v em I com
grau 1. Tome I’ := {v} U Adj(v). E claro que S(I') < 2 e EG[I') # 0. Logo I' é
fracamente ligado em G, contradicdo. De fato, G ¢ fracamente irredutivel VN. O

Terminamos assim a demonstragao do Teorema Fundamental. O
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Capitulo 4

Grafos Orientados Aciclicos
Disjuncao nos Vértices

Neste capitulo vamos estudar um problema andlogo ao Problema dos Dois Ca-
minhos Disjuntos nos Vértices (VN) (capitulo 2), para grafos orientados.

Sejam D um grafo orientado e s;, sy, 1; e 1y vértices de D, dois a dois
distintos. O Problema dos Deois Caminhos Orientados Disjuntos nos Vertices
(VO) consiste em encontrar dois caminhos orientados e disjuntos, de s; at; e de
3 a 13, respectivamente. Diremos simplesmente que D tem solugdo caso o VO
tenha solugiao em D e chamaremos os vértices s,. sy, t; e {3 de vérlices especiais.

Como vimos no capitulo 1, 0 VO é NP-completo para grafos em geral. No en-
tanto, neste capitulo, nés resolvemos este problema para grafos aciclicos,
reduzindo-o, a menos de casos particulares, ao problema VN, o que permitira
“desprezar™ a orientacdo das arestas. Deste modo, conseguiremos uma caracte-
rizagdo dos grafos aciclicos em que o VO nao tem solugao.

A caracterizacio é devida a Thomassen [20], que apresenton uma demons-
tragao direta, sem redugao ao caso nao orientado: esta demonstragiao contém er-
ros mas apresenta como coroldrio o fato de que se pode “desprezar”™ a orientagao
das arestas em certas condigbes. No artigo o proprio Thomassen menciona que
outro caminho possivel seria o de provar diretamente a propriedade da remogao
de orientaches e a conseqiiente reducio ao VN. Convém mencionar também o
traballio de Shiloach [17]. que apresenta um algoritmo polinomial para resolver o
problema sem apresentar contudo uma caracterizagao.

A demonstracao aqui apresentada ¢ original.

Consideraremos inicialmente algumas operagoes ou verificacoes triviais, em
que podemos reduzir o nosso problema i classe dos grafos normais. O grafo D é
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normal se, além de aciclico, tiver somente s; e s como fontes ¢ somente 1y e {;
como sorvedouros.

Observe que arestas que entram em s; em nada contribuem para a solucio do
problema e portanto podem ser removidas. Podemos entdo supor que s, é fonte.
Analogamente, podemos supor que s; é foute e que t; e i, sao sorvedouros.,

Por outro lado, se s, for sorvedouro é claro que 0 VO nio tem solugao, Assim,
podemos supor que sy nao é sorvedouro. Analogamente, podemos supor que s;
nao é sorvedouro e que t; e t; nao sao fontes.

Além disso, se um vértice nao especial é fonte (ou sorvedouro), obviamente,
podemos remové-lo do grafo, mantendo a invariincia da existéncia de solugao.

Podemos entio supor que s; e s; sao as tnicas fontes de D e que 1, e 1, sao
os tinicos sorvedouros de D. Ou seja, podemos supor que D é normal.

Neste capitulo, resolvemos este problema dando uma caracterizagao dos grafos
normais em que o VO nao tem sclucao.

4.1 Reducgoes

Para Z uma parte de VD, vamos denotar por a*(Z) o conjunto de vértices de
{81.82} que pertencem a Z e por a~(Z) o conjunto de vértices de {1,,13} que
pertencem a Z.

Vamos definir o conjunto de ligagio para fora p*(Z) de Z por §*(Z) :=
W*(Z)uU a~(Z). Analogamente, definimos o conjunto de ligacdo para deniro
B~(Z) de Z por f~(Z) :=W—(Z)Ua*(2Z).

Proposigao 4.1 Se D € normal entdo, para toda parte néo vazia, Z, de D, D[Z]
¢ aciclico e v conjunto de sorvedouros de D[Z] ¢ uma parte nao vazia de 3*(Z).

Demonstragio. O subgrafo D[Z] de D é orientado, aciclico e nao vazio. Logo.
D[Z] contém pelo menos um sorvedouro. Além disso, todo sorvedouro de D[Z] €
B*(2), pois t; e 1 sio os tinicos sorvedouros de D. O

Um conjunto Z de vértices é um redutor de D para fora se {s;.5:} NZ = 0.
|Z] 2 2e|3%(Z)| = 1. Analogamente. um conjunto Z de vértices é um redutor
de D para dentrose {ty. 1) NZ =0, |Z| > 2¢ |37(Z)| = 1.

A figurs 4.1 ilustra um exemplo de um redutor para fora.

Dizemos que o conjunto Z é um redutor ¢ Z ¢ um redutor para dentro on
um redutor para fora. O grafo D é irredutivel se D é livre de redutores

Dado um redutor Z. a reducdo imediata de D (induzida por Z1 é o grafo H
obtido. a partir de D. pela contracio das arestas de D[Z].
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Figura 4.1: O redutor para fora {u, v, v}.

E importante ressaltar que Z contém no maximo um vértice especial. Assim,
81, 2, 1) e {3 continuam a ser quatro vértices em M. distintos dois a dais.

Na figura 4.2, temos a redugao imediata do grafo da figura 4.1 induzida por
{u,v,w}. Note que nesta definic3o de redutor, ao contririo do capitulo 2. todo
0 conjunto a ser reduzido € o redutor.

S \ 4

Figura 4.2: Redugio imediatz do grafo da figura 4.1 (induzida por {u.v.w}).

Veremos, na proposicao 2 seguir. uma propriedade importante de redutores.
que nos pormitird mostrar que a redugao imediata de um grafo normal também
€ normal.
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Proposicio 4.2 Se D ¢ normal ¢ Z € um redutor para fora, enlao D|Z] € co-
nezo. Ademais, para lodo vertice v' em Z existe em D|Z] um ceminho onentado
de v' ao tnico vértice de B7(Z).

Demenstragio. Pela proposicao 4.1, D[Z] é um gralo aciclico ¢ o iinico vértice
de g%(Z) é seu tinico sorvedouro; conseqiientemente temos o resultado. O

Lema 4.3 (Normalidade) Seja D normal. Toda redugdo imediata de D € nor-
mal.

Demonstragao. Seja H uma reducgao imediata de D, induzida por Z. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que Z ¢ um redutor para fora.

Pela proposigao 4.2, D|Z] é conexo e portanto o conjunto Z é substituido em
H por um tnico vértice, digamos vy, que identificaremos com o vértice de G*(Z).

Para provar que H é aciclico, suponhamos. por absurdo, que H tem um ciclo
C. Seja a a aresta de C' que, em H, entra em v @ seja v' o vértice que é a cabega,
em D, da aresta a. Pela proposicio 4.2, temos que existe um caminho orientado
P de v' a vg. Logo, C pode ser estendido a um ciclo em D, contradigao.

Para continuarmos a demonstragao da normalidade de H, observemos que
um vértice v ¢ Z é uma fonte (sorvedouro) em D se e somente se v é fonte
(sorvedouro) em H.

Assim, os vértices de {sy, s>}, um conjunto disjunto de Z, sao as iinicas fontes
de H em V H —vy. Além disso, os vértices de {t;, {3} — Z sdo os \inicos sorvedouros
de H em VH — vg.

Para completar a demonstragao da normalidade de Z resta portanto mostrar
que (i) vg nao é fonte em H e que (ii) vy € sorvedouro em H se e somente se
vg € {tls z2}-

Para provar que vy nio é fonte em H. suponhameos o contrdrio. Nesse caso
W=(Z) = 0. o que implica que Z contém uma fonte de D, em contradigio a
disjungdo de {s;,5;} e Z.

Para provar que ty é sorvedouro em H se e somente se vy € {t),1;), observe-
mos que vy ¢ sorvedouro em H se e somente se W¥(Z) = 0, o que equivale dize:
que vg. o tinico vértice de 5%(Z). pertence a {/;.1;}. De fato, H é normal. O

Dada uma sequéncia Hg := D. H,...., H, ;= K com v > 0 e tal que cada /,

€ uma reducao imediata de H,_; (1 <1 € r), dizemos que I € uma redugde de
D e que D é redutivel a IV'.
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Lema 4.4 (Invariincia da solugdo com redugao) O grafo D, normal, ad-
mile solucio se ¢ somente se toda redugio de D admile solugio.

Demonstragio. Seja H uma reducio de D, Por indugio, podemos obviamente
supor que /1 é uma reducdo imediata de D; seja Z o redutor que induz essa
redugdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que Z é um redutor para
fora.

Pela proposigio 4.2, D[Z] é conexo e portanto o conjunto Z pode ser subs-
titufdo e H por um tinico vértice, digamos vy, que identificaremos com o vértice
de 8*(2).

= (Redugdo nio destréi solucao.)

Suponhamos que D tem solugao, (P, P;); vamos provar que H também tem
solucdo.

Como 3*(Z) é unitirio, entac apenas um dos caminhos da solugio em D
pode passar por vértices de Z. Suponhamos, sem perda de generalidade. que P,
nao passa por vértices de Z e &, portamo, um caminho em H. Se P; for também
um caminho em H, entdo ( Py, P,) € uma solucao de H. Podemos portanto supor
que Py passa por vértices de Z.

Vamos definir P{, um caminko em H, a partir do caminho P;. omitindo-se as
arestas pertencentes a D|Z] e identificando os seus extremos.

E claro que o novo par (P, P;) forma uma solugdo do VO para H e segue o
resultado.

4= (Redugio nao cria solugao.)

Suponhamos que H tem solugio, (P, P;); vamos provar que D tem solugio.
Basta verificarmos o caso em que um dos caminhos usa o vértice vy, digamos, P;.

Seja a a aresta de P; que, em H, entra em vy ¢ seja v/ o vértice que é a
cabega. em D, da aresta a. Pela proposicdo 4.2, temos que existe um caminho
orientado, P, em D|Z], de ¢’ a vg. Assim, o caminho Py, em D, de s, a t;, obtido
a partir do caminho Py, substituindo-se o vértice vy pelo caminho P, é orientado
e disjunto de P;. O resultado segue com o par (F}. P;). ©
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Veremos a seguir uma propriedade importante dos grafos irredutiveis, que
chamaremos de propriedade X.

Proposigiio 4.5 (Propriedade X) Para todo vértice v. nio especial, de um
grafo normal e irredutivel D, temos que existem dens canninhos onentados com
origem v ¢ Iérmino ty € t;, respectivamente, ¢ disjuntos ciceto no vértice v.

Demonstragio. Vamos supor, por absurdo, que nio existam os dois caminhos.
Pelo Teorema de Menger, existe um conjunto X de vérticos tal que

WHX) < [Xn{i.12}| e ve X - WHX), (4.1)

Como s; e s; sdo fontes podemos supor que nenhum deles pertence a X
(removendo-os de X, se necessario).
Somando |X N {t,.1;}| a ambos os lados da desigualdade (4.1) obtemos

IB(X)| = [WH(X)|+ [X n{tr.ta}| < 1. (4.2)

O vértice v € X e portanto X # 8. Pela proposigio 4.1, 3*(X) # 0. logo vale
a igualdade em (4.2). Mas v g WH{X)U {t;.12}. Logo, |X| > 2 e portanto X é
um redutor, contradizendo a irredutibilidade de D. O

Com estas defini¢des podemos caracterizar os grafos que nao admitem solugio:

Teorema 4.6 (Teorema Fundamental) Seja D um grafo normal. O pro-
blema VO ndio tem solugdo se e somente se D € redutivel ¢ um desenho ruim

(VN).

Observe que a definicio de desenho ruim aqui utilizada é aquela dada no
capitulo 2 (VN). A figura 4.3 apresenta um grafo normal, sem solugio e irre-
dutivel, e portanto um desenho ruim (VX ).

Veremos na secao seguinte que se um grafo D ¢ irredutivel entdo podemos
ignorar a orientacao das arestas, ou seja, o seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema da Irrelevancia da Orientacio Se D € normal e irredutivel entao
o VO tem solugio e e somente se ¢ VN tem solucdo.

Considerando vilido o teorema anterior podemos entdo demonstrar o Teorema
Fundamental.



Figura 4.3: Um grafo normal, sem solucao e irredutivel.

Demonstragdo do Teoremna Fundamental.. Suponhamos inicialmente que D é
redutivel a um desenho ruim, D’. Pelo lema da Certidao do capitulo 2 (lema 2.1),
o VN nao tem solugao em D’ e conseqiientemente o VO também ndo tem solugao
em D’'. Pelo lema 4.4 (Iuvarincia), D também nao tem solugao. Assim, se D é
redutivel a um desenho ruim entao D nao tem solugao.

Resta mostrar que a reciproca vale. Suponhamos que D nao tem solugédo.
Vamos demonstrar por indugio, que D é redutivel a um desenho ruim.

Cousideraremos inicialmente o caso em que D é redutivel.

Seja H uma redu¢ado imediata de D. Pelo lema 4.4 (Invariancia), segue que
o VO nao tem solucao em H. Ademais, pelo lema 4.3, H é normal. Logo, por
hipétese de indugao, H é redutivel a um desenho ruim e portanto D também o é.

Podemos entdo supor que D é irredutivel.

Pelo teorema da Irrelevancia, segue que o VN nao tem solugdo. Logo, pelo Te-
orema Fundamental do capitulo 2 (teorema 2.3). temos que D pode ser reduzido
(VN) a um desenho ruim.

Iremos mostrar que D é irredutivel (VN ), completando assim a demonstragao.
Seja X uma parte de VD que contém um vértice nao especial, digamos v. Pela
proposicao 4.5, temos que existem dois caminhos orientados com origem v e
término #; e ty, respectivamente, disjuntos exceto em v. Analogamente. existem
dois caminhios orientados, de origem & e ;. respectivamente. e término . disjun-
tos exceto em ». Ora D é aciclico e portanto os quatros caminhos sdo disjuntos
dois a dois, exceto no vértice . Logo |JT(X)| + [87(X)] > 4. Assim. para
toda parte R de V' D com interior (VN) nio vazio. temos |R| > 4. De fato D ¢
irredutive] (VN). O



4.2 Irrelevancia da orientagio para grafos irredutiveis

Veremos nesta segao como obter uma solu¢io para um grafo D normal e irre-
dutivel a partir da solugio do VN, ou seja, ignorando a orientagao das arestas.

Vamos inicialmente dar algumas definigoes e notagoes necessirias.

Como o grafo D é aciclico, podemos definir uma ordem <. tal que u < v se e
somente se existe um caminlio orientado de u para v.

Seja P um caminho. Sejam u e v vértices pelos quais P passa, nesta ordem.

Denotaremos o trecho de P de u a v por Plu,v] e denotaremos o reverso
(P[u,v])® por Plv, u).

Seja [z,y] uma aresta de P. Dizemos que a aresta [z,y] é reversa se P a
percorre no sentido contrario de sua orientacdo, ou seja, de y para z. Caso
contrdrio, dizemos que [z,y] é direta.

Dizemos que um vértice z é uma alternancia de P se z é interno a P e uma
das arestas de P que incidem em z é reversa e a outra direta. Além disso. se a
aresta seguinte de =z é direta (respectivamente, reversa) dizemos que o vértice é
uma alternancia direta (respectivamente, alterndncia reversa).

Vamos denotar A(P) o conjunto de alternincias de um caminho P, ou seja,

A(P) :={v ; v é uma alternancia de P}.

Feitas estas defini¢bes podemos resolver o nosso problema através do seguinte
teorema:

Teorema da Irrelevdncia da Orientacao Se D € normal € irredutivel enido
o VO lem solu¢do se e somente se o VN tem solugéo.

Demonstragdo. E ébvio que se o0 VO tem solugio entdo o VN tem solucio, seja
D irredutivel ou ndo. Resta mostrar que a reciproca vale. Suponha que o VN
tem solugao.

Dentre os pares (Pp, P;), que formam uma solugdo do VN, escolha um par
com o numero de alternincias minimo.

Vamos mostrar que este par também forma uma soluciao do VO em D. ou
seja, F; e I, sdo ambos orientados.

Vamos supor. por absurdo, que (P;, P;) ndo sio ambos orientados.

Seja ug um elemento de A(P;)U A(F,) minimal com relacdo a ordem <. Seja
vo um elemento maximal de {v; ug < v.v € A(P) U A(P)}. E claro que vg é
maximal em A(P;)U A(P,).

Pela propriedade X (proposicido 4.5) e seu dual temos que existem dois ca-
minhos orientados, R; e Ry, com origem vp e término {; e ?,. respectivamente.



disjuntos exceto em wg; e existem dois caminhos orientados, Q) e Q2, de s @ ug
e 83 a ug, respectivamente, tal que o 1inico vértice em comum € 0 ug.

Vamos denotar por r, (i € {1,2}) o vértice de R, U /; mais baixo de F,, isto
é: indo em P; na diregao de s; a t;., r; é o primeiro vértice que pertence a algum
R;. Analogamente, vamos denotar por ¢; (1 € {1,2}) o vértice de @ U Q2 mais
alto de P, isto €, indo na direcdo de s; a t, é o ltimo vértice que pertence a
algum @Q;.

Convém observar que os resultados que se seguem sao todos verdadeiros se
fizermos as seguintes trocas: vy por ug, r; por ;. R, por ¢J;. 1, por &;, “alternancia
direta” por “alternincia reversa” e “precede” por “sucede”. Ou seja, essas trocas
correspondem a considerarmos o dual direcional de D.

Proposicao 4.7 0 vértice ug € uma alternancia direta.

Demonstragdo. Seja w uma alternancia reversa em A(F) ) U A(P;), digamos. em
A(P;y). O término t; de P; é um sorvedouro. Logo, existe em Pyfw,1;] uma
alternancia direta. Seja entdo z a primeira alternancia direta de P [w, t,]. Assim
Py[z,w] é orientado e portanto z < w.

Portanto, nenliuma alternancia reversa é minimal. Logo, ug é direta. O

Coroldrio 4.7.1 Os vértices ug € vy sdao distintos.

Demonstragdo. Pela proposicao 4.7 e sua dual, vp é uma alternancia direta e up
€ uma alternincia reversa. O

Proposigio 4.8 O conjunto VQ,NVR; =0,1<1,7 <2

Demonstragdo. Segue da aciclicidade de D e de uy < vg. O



Proposigio 4.9 Seja z € VR;NV P — v. Enldo o trecho Pz, 4] € orientado
¢ seus vértices disjuntos de VQ, U{v}. 1 €1, 5.k <2

Demonstragdo. Vamos inicialmente mostrar que F;[x,t,] é orientado. Suponha o
contrario. Seja entdo v a primeira alternancia reversa de Pz t,]. Assim, z < v,

Como z € VR; temos entdo vy < 2 < 1 (como vemos na figura 4.4), contra-
dizendo a maximalidade de vg.

X Vo
° — e o —e
Sy f t
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Figura 4.4: P;[z,1;] é orientado.

Finalmente, vamos mostrar a disjun¢iao do trecho em questio. Seja y €
V P[z,t]. Como o trecho é orientado, entio = < y. Por outro lado, ¥z € VQx,
temos = € ug. Assim, z < ug < vg < ¢ < y e temos o resultado. O

Coroldrio 4.9.2 Se vg € VP (i € {1.2)) entdo vy = 7.

Demonstracdo. De fato. se r; £ vo entdo. pela proposicao 4.9, vo € F[ri.t,]. Pela
definigio de r,;, vy € P.[s;, 7] e consegilentemente vo ¢ V' F,. O

Coroldrio 4.9.3 Ser, ¢ VR; (i € {1.2}) entdory € VR e € VR,.

Demonstracio. Suponhamos que r; € V R). Por definicao de ry, ry € V Ry,
Por outro lado. g € VR; N VR, Logo, ry # 1. Pelo coroldrio 4.9.2.
vo @V P Logo. ip €1 Pa. Pelo corolario 4.9.2, vg = ra. Assim, r3 € V Ry,
Analogamente. s¢ 12 € VR; entio também podemos concluir que vy € 1"Hy e
rp € VR‘]‘ O
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Coroldrio 4.9.4 Se r; precede ¢; em P, entdo g, = ug € 7, = v.

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo, que r; # v Pela proposicio 4.9,
temos que Flr,.t;] é disjunto de VQi(1 < k < 2), contradi¢io pois ¢; € V@, U
V@Q3. Portanto r, = vy. Analogamente, temos ¢; = ug. O

Coroldrio 4.9.5 O subcaminke P[¢;,v;] € internamente disjunto de R, para1 <
ik <2,

Demonstragio. Se q; precede r; entdo o resultado segue da prépria definigio de
g e de r;,

Suponhamos entio que r, precede ¢;. Pelo corolério anterior. ¢, = ug e r; = vo.
Seja z interno ao trecho em questao. Vamos supor, por absurdo, que z € V R;.
Como z # vy temos, pela proposicao 4.9, que F[z.1,] ¢ orientado e portanto ug
ndo é uma alternincia reversa, contradigao a proposigio 4.7. Portanto 2 ¢ VR,
8]

Proposigao 4.10 A aresta que precede r, em P, € direta (i € {1.2}).

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo, que a aresta que precede r, é reversa.
Como s; é uma fonte, existe em Pifs;,r;] uma alternincia reversa. Seja entio v
a iltima alternincia reversa de P[s,,r;]. Entdo Pi[r,,v] é orientado e portanto
ri < v. Por outro lado, como r; é um vértice de K, U R, temos vy < r,. Assim,
vg € i < v, contradizendo a maximalidade de vy, O

Proposigao 4.11 Se r; € VR € vy € V Ry entdo consequimos uma solugdo do
VN com niimero de allerndncias menor.

Demonstragdo. Vamos considerar os seguintes caminhos:

P := Psi,ri] o Ri[ri.1,], 1 < i < 2 (veja um exemplo na figura 4.5).

Temos V P{ NV P! = 0. De fato, como r; é o vértice de Ry U R, mais baixo de
F, entdo o trecho F[s;, ;] é internamente disjunto do trecho R,[r,.1,)(; € {1.2} 1.
A disjuncdo para os demais trechos é trivial.

Pela proposigio 4.10. temos que as arestas que precedem ry e ry sio direias,
Além disso, Ry e R; sio orientados e portanio A( PHYUAIP)C A(P)UAP) -
{r1,r2}. Como vy. que pertence a {r;.r;} pelo corolirio 4.9.2. é uma alternancia.
entido o par (P}, P} ) forma uma solucio do \'N com numers de alternancias menuz

do que o do par (P,. ;). ©
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Figura 4.5: Novo par (P;, F;).

Proposicio 4.12 Ser; € VRy, 79 € VRy, ¢1 € VQ3 € g2 € V@, entio conse-
guimos uma solu¢do do VN com nimero de alterndncias menor.

Demonstragdo. Vamos considerar os seguintes caminhos:

Py := Q1[s1,92) 0 Pa[ga, v2] 0 Ra[rz, 1]

P} := Q2[s2,q1] 0 Pi[g1, m1] o Ra[ry, 12]

(veja exemplos nas figuras 4.6 e 4.7).

Pelo coroldrio 4.9.5 temos que os trechos P,[g;, ;] sdo internamente disjuntos
de V@Q; UVRk(1 < 4,5,k < 2). Os trechos de Q; e de Ry sdo disjuntos, pela
proposicio 4.8. Os demais trechos sdo trivialmente disjuntos. Portanto Pj e P;
sao disjuntos.

Vamos agora mostrar que o nimero de alternancias do par (P[, P;) é menor
do que o do par (F;. P;).

Proposicao 4.12.1 O vertice ry ndao € uma alterndncia de Pj.

Demonstragdo. Sejam o e /3 as arestas de P que precede e sucede 19, respectiva-
mente. E claro que 3 é direta pois R; ¢ orientado. Resta mostrar que a também
e direta.

Se g2 precede 3 em P, entdo a é a aresta que precede r; em Fs. que é direta,
pela proposicao 4.10 (como vemos na figura 4.6).

Caso contrario, temos ¢ = ug e rp = v (corolario 4.9.4). Neste caso a aresta
a é o reverso da aresta que sucede vg em FP,, que por sua vez é reversa, pelo dual
da proposicao 4.7. Portanto a é direta, como vemos no exemplo da figura 4.7.

Logo 72 nao é uma alternancia de P;. O
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Figura 4.6: Novo par (Pj, P}), no caso em que ¢; precede r; (i € {1,2}).

Figura 4.7: Novo par (FP}. ;). no caso em que 7, precede g;.
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Analogamente a proposicao anterior, temos que ¢ nio é uma alternancia de
P{ e que ry e g ndo sdo alternancias de Pj.

Assim A(F{) U A(P;) C A(P;)UA(P;) ~ {g1,92,71, 72}

Por outro lado, pelo corolirio 4.9.2 e seu dual, ug € {g. ) N AP UP;) e
v € {r1,72} N A(P, U P;) e temos o resultado. O

Continuando a demonstracio do Teorema 1, como o nimero de alternancias
de (P, ;) é minimo temos que 7y € V Ry ou rg VR (proposicao 4.11),

Pelo coroldrio 4.9.3, ry € VR, e vy € VRy. Analogamente, temos ¢; € V@, e
g2 € V@Q,. Portanto pela proposicio 4.12, conseguimos uma solugio com nimero
de alternancias menor do que o do par (P, P;), contradigao. Em todos os casos
chegamos a uma contradicao. Logo Py e P; sio ambos orientados e temos o
resultado. A demonstracao do Teorema da Irrelevincia completa a demonstragao
do Teorema Fundamental. O

4.3 Grafos Fracamente Irredutiveis

Nesta seqdo, iremos fazer uma pequena alteragdo no conceito de redutor. que
facilitard o tratamento considerado no préximo capitulo, sem contudo invalidar
o Teorema Fundamental.

Seja Z um redutor de D. Dizemos que Z é um redutor fraco se Z consiste
de apenas dois vértices, digamos u e v, e A7(Z) = {u} e 3*(Z) = {v} (veja
figura 4.8).

N v
" “\\\- u/+\\ v 7/
3 = L
Z S -

Figura 4.8: Um redutor fraco.
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Dizemos que um grafo D é fracamente irredutivel se todos redutores de D sio
fracos.
E claro que se D é irredutivel entdo D é fracamente irredutivel.

Teorema 4.13 Seja D um grafo normal ¢ fracomente irredutivel. Se D € re-
dutivel ¢ um desenho ruim enido D ¢ um desenho ruim.

Demonstragao. Seja entao D := Ko, Ky,..., K, := K (r > 0) uma seqiiéncia de
reducgoes imediatas que leva D a um desenho ruim A, Vamos demonstrar por
inducao em r que D é um desenho ruim.

Seja Z o redutor de D, que induz a redugao imediata I';. Como D é fraca-
mente irredutivel, entdo Z é fraco. Sejam u e v os \inicos vértices de Z e tais que

B(Z) ={u} e p*(2) = {v}.
Proposicao 4.14 O grafo K, € fracamente irredutivel.

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo. que I’y nao é fracamente irredutivel.
Seja X um redutor de K, nao fraco. Sem perda de generzlidade, podemos supor
que X é um redutor para fora.

Podemos supor que u = v € ﬂ;: (X), pois caso contrario, X é um redutor de
D nao fraco, contradicao.

Mas todas as arestas que saem de u, em D, entram em v e portanto |35(X)| =
[{v}] = 1; logo X é um redutor nao fraco de D, contradicao. O

Pela proposi¢ao anterior, temos que /i é fracamente irredutivel. Além disso,
pelo lema 4.3 (Normalidade), temos que L} é normal. Logo, por hipotese de
inducdo, IV é um desenho ruim.

Lema 4.15 Sejam ¢, a3, a3 € a4 quatro arvestas do desenho ruim Ky que in-
cidem no vertice u = v, nesta ordem ciclica. Se @y € ay entram no (saem do)
vértice e ay sai do (entra ne) vértice, entdo oy entra no (sai do) vertice.

Demonstra¢cdo. Suponha o contrario. Sejam a, e as arestas que entram em u = @
e f; e 5 arestas que saem de u = v tais que ay. J1. a9 € [y aparecem nesta ordermn
ciclica na incidéncia no vértice u = v.

Sejam 1wy, uz, v; € v 05 extremos niao comuns de aj.as. J; € i respecti-
vamente (figura 4.9). Como s; e s> sdo as uUnicas fontes de D. entdao existem
caminhios orientados Py e Pp. ndo necessariamente disjuntos. com origent em
{s1.82} e término u; e uz, respectivamente. Analogamente. existem caminhos
orientados @; e Q2 com origem vy € vy. respectivamente. e término em {;.7}.
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Como K, é um desenho ruim, entdo pelo menos um dos caminhos dentre
@1 e Q2 interceptam com P, ou F%, digamos P ¢ @y. Seja w € VPN VO,
(figura 4.9). Ora o subcaminho orientado de P; de w a u;, mais as arestas a; e
3 e o subcaminho orientado de @, de vy a w formam um ciclo, contradigao pois
Ky é aciclico (lema 4.3). O

Figura 4.9: Exemplo de arestas alternadas em u = v.

Pela proposigao anterior, temos que as arestas em [) que entram em u nao sao
intercaladas no desenho ruim A; com as arestas em ) que saem de v. Portanto
podemos separar os vértices v e v, mantendo a planaridade (figura 4.8). Assim,
D é um desenho ruim. O
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Capitulo 5

Grafos Orientados Aciclicos
Disjuncao nas Arestas

Neste capitulo vamos estudar um problema andlogo ao Problema dos Dois Ca-
minhos Disjuntos nos Arestas (AN) (capitulo 3), para grafos orientados.

Sejam D um grafo orientado aciclico e s;, 8. 1; e t; vértices de D, nao
necessariamente distintos. O Problema dos Dois Caminhos Orientados Disjuntos
nas Arestas (AO) consiste em encontrar dois caminhos orientados e disjuntos nas
arestas, de s; a t; e de s, a lp, respectivamente. Diremos simplesmente que D
tem solugao caso o AQ tenha solugao em D e chamaremos os vértices s, 82, 1) e
12 de veértices especiats.

Como vimos no capitulo 1, o AO é NP-completo para grafos em geral. No
entanto, neste capitulo, nés resolvemos este problema para grafos aciclicos.

Novamente aqui, podemos reduzir este problema ao VO da seguinte maneira:
adicionamos ao grafo D quatro novos vértices, distintos dois a dois, s, s5. 1], 15
e unimos $y a &), Sp a 85, 3 a 1] e {3 a 15 por novas arestas, obtendo o grafo D'.
Em seguida, consideramos H o grafo orientado das arestas ( “directed line graph™)
de D', chamando de s;, $. 17 € 1, 0s vértices de H que correspondem as novas
arestas de D'. E claro que o AO tem solugao em D se e somente se o VO rem
solugdo em M.

Apresentaremos neste capitulo uma outra solugao, também reduzindo o pro-
blema ao 'O, mas dando uma caracterizacio dos grafos aciclicos em que o AO
nao tem solugio.

Nao encontramos referéncias a respeito deste problema. mas Perl e
Shiloach [13]) mostraram que é equivalente ao VO, aciclico. conforme mostramos
no capitulo 1.



5.1 Desenho Ruim

Um grafo D é um desenlio ruim se satisfizer as seguintes propriedades:
(i) D é um desenho ruim VN;

(ii) sy e s; sao fontes;

(iii) 4 e 13 sdo sorvedouros

(iv) para todo vértice v ndo especial temos min{g~(v), 9" (v)} = 1;

Consideraremos também como desenho ruim o grafo com dois vértices em
que 57 = 8§, #) = fy, e uma 1unica aresta de sy = $3 a {y = #y; e tamhém
o grafo somente com vértices especiais, sem arestas, com 83 # 1y ou s3 # la.
Denominaremos estes desenhos ruins de triviais. Na figuras 5.1 e 5.2, vemos

exemplos de desenhos ruins.
Sz
Y
4

5

Figura 5.1: Exemiplo de um Desenho Ruim.

Lema 5.1 (Certiddo) Se D € um desenho ruim entdo ndo tem solugdo.

Demeonstragio. Se D for um desenho ruim trivial, obviamente a afirmacao é
verdadeira. Suporemos entao que D é ndo trivial.

Vamos supor, por absurde. que exista solugdo, (P, ). Como D é um dese-
nho ruim VN entdo os quatro vértices especiais sio distintos dois a dois. Como
&) ¢ &3 sao fontes, Uy e {; sdo sorvedouros entdo Fy néo passa nem por sp uem
por 12 e P; nao passa nem por s; nem por {;. Logo Py e Py “cruzam”™, Mas D
€ planar ¢ portanto Py ¢ P; 1ém um vértice comum v, nao especial. contradicio.
pois v tem apenas uma aresta entrando ou apenas uma aresta saindo, O
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Figura 5.2: Exemplos de Desenhos Ruins Triviais.

5.2 Redugoes

Dizemos que um vértice v de D é blogueado se v for um vértice nao especial fonte
ou sorvedouro.

Para Z uma parte de VD, vamos denotar por a*(Z) o nimero de vértices
de {s;,s2} que pertencem a Z, levando em conta suas multiplicidades, ou seja,
a*(Z) := |{s1}) N Z| + |{s2} N Z|. Analogamente, vamos denotar por a~(Z) o
ntimero de vértices de {t;,1,} que pertencem a Z, ou seja. a~(2Z) := {,} N Z|+

{12} N ZJ.
Vamos também definir 37(Z), o grau de ligagao para fora de Z em D, da
seguinte maneira:

BHZ) = 16Y(2)] + a™(2).
Analogamente, vamos definir o grau de ligagio para dentro de D, como sendo:
3712) = |6~(2)| + a*(2).

Consideraremos como reducées imediatas iriviais de D o grafo H obtido. a
partir de D, através de uma das seguintes operaoes:

e remogao de um vértice blogueado;

e remocao das arestas que entram em §; se 3% (s;) < | ou remogao das arestas
que eutram em sz se 3T(sz)<le

o remogao das arestas que saem de 1; se 37(1;) € 1 ou de 13 se 3™ (12) < 1.
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Dizemos que uma parte Z nao vazia de VD é um conjunto fracamente ligado
para fora de D se o grau de ligacao para fora de Z for igual a 1 e ED[Z] nao
vazio.

Analogamente, dizemos que uma parte Z, nao vazia, de V.D é um conjunte
fracamente ligado parae dentre de D se o grau de ligagao para dentro de Z for
igual a 1 e ED|Z] nao vazio.

Iremos chamar de conjunto fracamente ligado uin conjunto que é fracamente
ligado para fora ou fracamente ligado para dentro.

Dado um conjunto Z fracamente ligado, se D for livre de redugdes imediatas
triviais, a redu¢do imediata de D (induzida por Z) é o grafo /1 obtido, a partir
de D, pela contracio das arestas de D[Z]. Convém enfatizar que a contragao das
arestas do subgrafo gerado por um conjunto fracamente ligado s6 é efetuada na
auséncia de redugdes imediatas triviais.

Dizemos que o grafo D ¢ irredutivel se nao for possivel obter uma reducac
imediata de D, trivial ou nao.

Proposigio 5.2 Seja D livre de redugées imediatas triviais, Z um conjunto fra-
camente ligado para fora em D. Entdo, a menos de vértices isolados em D,
D|Z) consiste de precisamente uma componente coneze, i€, por sua vez, contém
precisamente um sorvedouro.

Demonstragdo. Seja v um sorvedouro de D[Z]. Entao ou v é um sorvedouro
em I ou v € W*(Z). No primeiro caso, v é especial, pois D é livre de vértices
bloqueados. Assim, em ambos os casos, v € {81, 82,112} U W¥(Z).

Suponha ainda que v & {t1.12} U W*+(Z). Nesse caso, v € {&,52} e, como
g*(v) = 0, segue que B*(v) = 0 e portanto v é isolado em D, pois D é livre de
reducoes imediatas.

Conclui-se que todo sorvedouro de D[Z] ou é isolado em D) ou pertence a
{t1,t2} UWH(Z). Mas 3%(Z) = 1, portanto no maximo um sorvedouro de D(Z)
nao é isolado em D. Finalmente. D[Z] contém arestas. Porianto, precisamente
um sorvedouro de D|Z] nao € isolado em D, O

Lema 5.3 Se D € um grafo aciclico, entdo toda redugio vnediata de D ¢ aciclica.

Demonstracio. Seja H uma reducao imediata de D. O resultado ¢ trivialmente
obtido se ## é uma reducao trivial.

Podemos entdo supor que D ¢ livre de redugdes imediatas triviais. Seja o
conjunto fracamente ligado Z que induz a redugao imediata /7. Sem perda de
generalidade, podemos supor que Z é fracamente ligado para fora.

36



Pela proposicao anterior, temos que a iinica componente conexa nao trivial
de D[Z] é substituida em /I por um inico vértice, vy, que identificaremos com o
linico sorvedouro de D[Z] que nao ¢ isolado em D.

Vamos supor, por absurdo. que H tem um ciclo C'. Se vy ndo é umn vértice
deste ciclo entdo C é um ciclo em D, contradi¢io pois D € aciclico.

Podemos entdo supor que vy é um vértice de €', Seja a a aresta de C' gue,
em H, entra em vy e seja v’ o vértice que ¢ a cabega. em D, da aresta a. Pela
proposigao 5.2, temos que existe um caminho orientado P de v a vy em D[Z].
Logo, C pode ser estendido a um ciclo em D, contradi¢ao. O

Dada uma sequéncia Hy := D, Hy, ..., H, := K com r > 0 e 1al que cada H,
é uma redugao imediata de H;_; (1 < i < r), dizemos que A é uma redugdo de
D e que D é redutivel a Iy,

Lema 5.4 (Invaridncia da solugao com redugao) O grafo aciclico D admi-
te solugdo se e somente se toda redugdo de D admite solugdo.

Demonstragdo. Seja H uma reducao de D. Por indugdo, podemos obviamente
supor que H € uma redugio imediata de D.

Se H ¢ uma redugao imediata trivial obviamente temos o resultado. Podemos
entao supor que D ¢é livre de redugoes imediatas triviais e que H é obtido de D
pela contragao das arestas de D[Z], onde Z é um conjunto fracamente ligado.
Sem perda de generalidade, podemos supor que Z é fracamente ligado para fora.

Pela proposicao 5.2, a inica componente conexa nio trivial de D[Z] pode ser
substituida em H por um inico vértice, digamos . que identificaremos com seu
tinico sorvedouro.

= (Redugao nio destrdi solugao.)

Suponhamos que D tem solucao, (P, P2): vamos provar que H também tem
solugdo.

Como B3*(Z) = 1. entio apenas um dos camiuhos da solucao em D pode
passar por arestas de D[Z]. Suponhamos, sem perda de generalidade, que P; é
um caminho em H. Se P, {or também um caminho em H, entao (/. Pa) € uma
solugdo de H. Podemos portanio supor que Py passa por arestas de D|Z].

Vamos definir P{. um caminho em H, a partir do caminho Fy. omitindo-se as
arestas pertencentes a D[Z] e identificando os seus extremos.

E claro que o nove par (P/. F5) forma uma solugio do AQ para H e segue o
resultado.
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+= (Reducio nao cria solugao.)

Suponhamos que H tem solugao, (P, P;); vamos provar que D tem solucao.
Observe que :?,'5( vo) = 1 e portanto no maximo um dos caminhos Py e P, passa
por vg. Basta verificarmos o caso em que um dos caminhos usa o vértice v,
digamos, P.

Se vy for & origem de P; em H entio seja v’ 1= 8;; se vy nao for a origem de
Py em H entio seja a a aresta de P que, em H, entra em g e v’ a cabega de a
em .

Pela proposigao 5.2, existe em D[Z] um caminho orientado P de v" a vy, As-
sim, o caminho P, em D, de 5, a ty. abtido a partir do caminho Py, substituindo-
se 0 vértice vy pelo caminho P. € orientado e disjunto de P; nas arestas e temos
o resultado com o par (F.FP;). ©

A seguir, demonstraremos algumas propriedades importantes de um grafo
irredutivel e sem solugao.

Proposigio 5.5 Se D ¢ irredutivel ¢ sem solugio, entio min{f~(v),8%(v)} <1
para todo vértice v de D, com igualdade se v ndo € especial,

Demonstragio. Se existem quatro caminhos orientados, dois a dois disjuntos nas
arestas, de sy a v, 82 a v, vat; evaly respectivamente, entio o AQ tem solugao
(basta compor os caminhosde s; avevat;, eos de s; avevaty), contradigao.

Sabemos entdo que os quatro caminhos nao existem. Pela aciclidade de D,
concluimos que ou nio existem dois caminhos orientados e disjuntos nas arestas
de sy e s;, respectivamente, a v, ou nao existem dois caminhos orientados e
disjuntos nas arestas de v a t; e 73, respectivamente. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que nio existem os caminhos de v a #y e de v a 13, respectivamente.
Pelo Teorema de Menger, temos que 3X C VD, v € X, tal que |§*(X)| < a=(X).
Somando a~(.X) a ambos os lados da desigualdade, temos que

FHX) =l X)N+e (X)<ca (X)+a"(X)=2
Assim, A*(X) < 1. Como D éirredutivel. segue que E D[\ | ¢ vazio. Portanto,

g*e) < FH(X)< 1.
Se v nao for especial. entao r nio é blogueado e portanio 3%(v) = 1. O

=1
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Proposigao 5.6 Se D € wrredutivel e sem selugao entdo sy ¢ sy sao fontes de D
€1y e 1y sao sorvedouros de D.

Demonstragio. Vamos demonstrar que s; é fonte. Por definicao de 37, §7(s;) 2
1. Se #~(s1) = 1 certamente temos o resultado. Suponhamos entéo que 57 () =
2. Pela proposicao 5.5, temos que 7 (s;) < 1. Entao, pela irredutibilidade de D,
segue que nenhuma aresta entra em ;. De fato, $; é uma fonte. Analogamente,
temos s fonte e 1) e 1; sorvedouros. O

Proposigao 5.7 Se D ¢ irredutivel, conezo e sem solugiov entdo sy e sy 560
fontes mas nio sorvedouros e t; € ty sdo sorvedouros mas nao fontes.

Demonstragdo. Pela proposicio 5.6, s; é fonte. Se s, for sorvedouro, entao s, €
isolado. Pela conexidade, [VD| = 1. Logo existe solugio. contradigao. O

5.3 O Teorema Fundamental

Teorema 5.8 (Fundamental) Sejam D um grafo aciclico € sy, s3, 1, € t ver-
tices de D, ndo necessariamente distintos. O problema AQ ndo tem solugdo se e
somente se D é redutivel a um desenho ruim.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que D é redutivel a um desenho ruim,
H. Pelo lema 5.1 (Certidao). H nao tem solugdo. Pelo lema 5.4 (Invariancia),
D também nio tem solugio. Assim, se D pode ser reduzido a um desenho ruim
entdo D nao tem solugao.

Resta mostrar que a reciproca vale. Suponhamos que D) nao tem solugao.
Vamos demonstrar por indugio, que D pode ser reduzido « um desenho ruim.

Vamos inicialmente cousiderar o caso em que D é redutivel. Seja H uma
redugdo imediata de D. Pelolema 5.4 (Invaridncia), H nao tem solu¢éo. Ademais.
pelo lema 5.3, H é aciclico. Portanto. por indugao, H é redutivel a um desenho
ruim, e portanto £ também é.

Podemos entao supor que D € irredutivel.
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Veremos na proposigao seguinte, que se D é desconexo, entdo D é um desenlio
ruim trivial.

Proposigao 5.9 Se D € irredutivel, desconezo € sem solugdo, entio D € um
desenho ruim trivial.

Demonstra¢ao. Seja K uma componente conexa de . Como D ¢ aciclico temos
que K tem pelo menos um sorvedouro. Seja v um sorvedouro de K. Como D é
livre de bloqueados, entdo v é especial. Concluimos que para toda componente
conexa It de D temos min{fT(VI),8~(VL)} < 1. Como D é irredutivel segue
que [J é sem arestas e somente com vértices especiais. Mas D nao tem solugao e
portanto sy # {; ou sz # iy e temos o resultado. O

Podemos entao supor que D é conexo.
Veremos na proposicao seguinte, que se os vértices especiais nao sao dois a
dois distintos, entdo D também é um desenho ruim trivial.

Proposigdo 5.10 Se D € trredutivel, conexo, sem solugdo e os quatro vértices
especiais ndo sdo distintos dois a dois, entdo D € um desenhe ruim trivial.

Demonsiragao. Suponhamos que sy coincide com algum outro vértice especial.
Pela proposicao 5.7, temos que {sy,s2} e {t;,12} sao disjuntos. Logo s; = s3.
Entao 87(s;) 2 a™(s;) = 2. Pela proposicao 5.5. temos que 3%(s;) < 1. Pela
proposicao 5.7, temos que s; nao é sorvedouro e portanto é¥(sy) # 0 e temos
Bt(s1) = 6% (s1)| = 1. Portanto, 57(37) = 1. Como D é irredutivel, D[5] é sem
arestas. Como D é conexo segue que D(37) é o grafo vértice 1} = t5. Assim, D é
um desenho ruim trivial. O

Podemos entiao supor que os vértices especiais sao dois a dois distintos.

E evidente que o VO nao tem solugao em D). pois uma solugao disjunta nos
vértices € disjunta nas arestas. Por outro lado, pela proposicao 5.7. temos que s; e
$2 520 as unicas fontes de D e que 1, e 1, 830 0s Unicos sorvedouros de D. Assim. [}
é normal (VO). Além disso. pela proposigao 5.5. temos que mun{g~(v).g* (v} =
1 para todo vértice » ndo especial. Para completar a demoustragao. basta entao
mostrar que D é fracamente irredutivel VO, o que serd feito na proposicao 5.11.
a seguir. De fato, pelo Teorema Fundamental do capitulo 4 (teorema 4.6) D é
redutivel a um desenho ruim VN e consequentemente D) é um desenho ruim \'\
(teorema 4.13). Assim D ¢ um desenho ruim (AO).
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Proposigao 5.11 Se D ¢ wrredutivel, conexo, sem solugio ¢ os quatro vertices
especiais sao dows a dois distintos, entao D € fracamente wrredutivel VO.

Demonstragio. Seja Z um redutor (VO) de D. Sem perda de generalidade.
podemos supor que Z € um redutor para fora. Logo Z N {s;.52} =0, |Z| > 2 ¢
|8f6(Z)| = 1. Pela proposicao 4.2, D[Z] é conexo e conseqiientemente D[Z] tem
arestas. Mas Z nio é fracamente ligado para fora e portanto 31,(Z) > 1.

Vamos agora demonstrar que Z é livre de vértices especiais. Ja sabemos que Z
e {8, 82} sdo disjuntos. Suponha, por absurdo, que {t;,13} ¢ Z tém um elemento
em comum, disgamos t;. Dado que |3:5(Z)| = 1, segue que W*(Z) = fet, ¢ Z.
Logo BIO(Z} = 1, contradigao. De fato, Z é livre de especiais,

Novamente, dado que |3{5(2Z)| = 1, segue que |W*(Z)| = 1. Seja v o tinico
vértice de W*(Z). Como D é irredutivel (AQ) entdo g*(v) > 1. Portanto, pela
proposigao 5.5, ¢” (vg) = 1. Assim, o conjunto Y := Z ~ g tem BIO()’) 30
Novamente como D é irredutivel (AQ), temos que D[Y] é sem arestas: além
disso, D ¢ conexo e os vértices especiais sao distintos dois a dois e portanto D é
livre de vértices isolados. Logo, Y é unitdrio, pela proposigao 5.2. Seja u o seu
tinico vértice. Assim, Z é composto de dois vértices u e vg com W~(Z) = {u} e
W*(Z) = {v). Logo Z é fraco. De fato, D ¢ fracamente irredutivel (VO). O

Terminamos assim a demonstragao do Teorema Fundamental. O
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Capitulo 6

Duas Questoes

6.1 Primeira Questao

A demonstragio apresentada no capitulo 2 induz um algoritmo, cuja complexi-
dade é O(|E|.|[V[®). No entanto. Shiloach [17] e Mishra [12] apresentaram um
algoritmo de complexidade O(|E|.|V'|). Tal observacao sugere as seguintes per-
guntas:

e é possivel baixar a complexidade, mantendo a estrutura da nossa demons-
tragao ?

¢ o problema admite um algoritmo com complexidade menor do que as apre-
sentadas ? Ou linear (talvez ao estilo de Tarjan [7]) 7

6.2 Segunda questao

Como verificamos, o problema dos ! caminhos disjuntos, para | = 2, apresenta
uma bonita caracterizagio dos grafos que nao admitem solugao, através da idéia
de desenlio ruim.

o E possivel, para os casos de [ > 2, ter também definigoes de redutores e de
desenho ruim ?

¢ Qual o grau de dificuldade que o problema dos 3 caminhos disjuntos apre-
senta em relagiao ao dos 2 caminhios disjuntos ?
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