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Abstract 

The two disjoint pa.ths prob1em consists in uetermining. gi\·en vertices .s 1• ~ 2 • 

t 1 a.nd t2 of a gra.ph, whe tller or not there exist two disjoint pa.ths, P1 a.nd P2 • 

joining s1 to t 1 and .s2 to t2 , rcspectively. The problem may be con!'lidered in four 
versions, namely. Lhe graph may or may no t b(> directed. and t.he di s joiutru ?s~ 

requi rement on the paths may be ou tlte edges oul_y nr on the vertices t.oo. 

In ali version, lhe prol>lem admits cotnpul.a.tionaJJy elemenlM.Y reductiou::: 
whicb providc either a solution or a. certi'fkate of its nonex.is teJtce. The a na.ly­
sis presents a11 interesting iitterconuectiOil hclween combinat01·ics. complexit) of 
aJgorithms a.nd topology. 

In t.he case of direct graphs . it is also required that the graph be aeydic, 
otherwise the problem becomes NP-hard. 



Resumo 

O problema dos dois caminhos disjuntos consiste em determinar, dados vérti­
ces sb s 2 , t1 e t2 de um grafo, se existem ou não dois caminhos di sjuntos, P1 e P2, 

ligando s1 a t1 e s2 a t2, respectivamente. O problema se manifesta em quatro 
versões, a saber, o grafo pode ser odentado ou não , e a. exigência de disjunção 
pode ser apenas nas arestas ou também nos vértices . 

Nas quatro versões, o problema admite reduções elementares do ponto de 
vista computacional que levarn finalmente à solução ou a uma certidão da sua 
não existência. Esta análise apresenta uma. interconexão interessante entre com­
binatória, complexidade de algoritmos e topologia. 

No caso de grafos orientados, exige-se também que o grafo sej a acíclico, pois 
caso contrário o problema se torna NP-difícil. 



Agradecimentos 

Ao ProL Dr. Cla.tídio L. Lucchesi, s.eUJ o qual não seria possível a rea l i~ação 

deste trabaJJw. 
À banca exruninadora, em especial a.o ProL Dr. Paulo Feofiloff, pelo graude 

iutcresse most.ra.Jo, inclusive fazendo importantes observaçõe:. nos possibilitando 

novas idéias para t.ra balho~ futtu·os . 
À minha amiga fnês, pelo carinho com q11e cu11lou das minhas filhas, posl)ibi­

ütando-rne tranquil ida.dc neces..,ária para completa.r esLe Lrabalho. 

i i 



Conteúdo 

1 Introdução 1 
1.1 Flu .. xos Máximo::; e Cortes Mínimos "1. 

1.2 Multifiuxos c{ 

1.3 Multjfluxos- Casos Particularoes o :.J 
1.4 P D C - Problema dos dois camlll h os disj un tos (j 

1.5 Algumas Reduções do PDC 8 
1.6 Uma. va.ria.nte do Teorema de Menger o 9 
1.7 Resumo dos demais ca.pítulos 9 

2 Grafos não O r ientados Disjunção nos Vért ices 11 
201 Dese11 ho H.u i 111 li 
202 Reduções 13 
203 O Teorema Eqruvalente 16 
2.4 Dois Lemas importantes 18 
205 Demonstração do Teorema Fundamental II 18 
206 Grafos Fracame1rte Trredutivclt. '27 

3 Gt·afos não O rientados Disjunção nas Arestas 30 
3 1 Desenho Rtúm 31 
302 Contrações :l;l 
30:3 Co nju11 tos FracaJ.ttelltc Ligados 33 
304 O Teorema ;j J 

4 Gra fos Orientados Acíclicos Disj u nção nos Vértices 37 
401 Reduções JS 
402 lrrele,oância da orientação para grafos irredutívei:. 1·1 
·L3 Grafos Fracamente Iueuutíveis 50 

UJ 



5 Grafos Orientados Acíclicos Disjunção nas Arestas 
5.1 Desenho Rui111 . . . . 
5.2 Reduções .. . .. . .. . 
5.3 O Teorema Fundamental . 

6 Duas Questões 
6.1 Primeira Questã.o . 
6.2 Segunda quesU'ío . 

i v 

53 
5<1 
55 
59 

62 
61 
62 



Capítulo 1 

Introdução 

U.m vrnbJcma. bem conhecido tH1 área de Teoria dos Grafos é o de encontrar ca­
minhos rn11turunente djsjuntos llgando dois conjuutos dado:. A c B de véttices. Se 
nenhuma. o ntra condição adicional for imposl.a, então o TC?orema de :'vl engcr [l l] 
fornece uma condição necessária e suficientt! para a exisLência d<:~ tais caminhos. 
Adem:u&. um algoriLmo de fluxo máximo e corte rnirumo ( ford e Fulkersou [I]) 
pode ser usado para, detcrmiuar os caminhos em tentpo pOÜlJonüa.l, se lai::. cami­
nhos existü·em . 

Poden1os a.dicionar a,o problema acimGI, uma. nova. contli(,<to: o:> couju . n~ o~.> . I e 
B são enumerados, res pectivamente, (a 1 , ••. , at) e (h, ... , bt) C' exige-se que n:-. ca.­
minhos ligando \'értices de A a vértices de B nao só sejam ntul uamente disjunt.os 
mas que teuham como extremos os pares (<41 , b1 ), •• . (a,. b!). Est.e no\·o probletna 
é conhecido como o p1·oblo1w dos l caminhos dis}tmtos c smg,e na.turalmeule cru 
prob l ema.~ de controle de comullicação, tráfego em rede::; e em rotearnE:·mc dE' 
ciJCn.itos VLSJ. Determina• se tais camillho::, cx i~tem é 1P-cornpleto (1\a rp [9J), 
mesmo qtta.n.do se restri nge o problema. a graJo.<: plana,f'l'S ( Lynch I l 0]): apa,t('ll ­

tementc, K uuth. elll 191-1.. deu a pt·imeira demonstra<sàO da N P-complet udt• do 

pToblema - ' 'cja Garey t> Johusou [6] . 
Em trabalho muito recente. Robe1tson c Seymour [L Ij obtiveram um <ligo­

ritmo pseudo poLnomial]Hir<J, resolver o problema; islo P. ~l' consid<:lranuos l fixo, 
o problema admite ~oluçàu em tempo poUuoJiliaJ. 

Este problema, de natuteza apareutemente combinatori;tl e de complex tdade 
de algoritmos. apresenta conexões com topologia. De falo, no ca:.o elo grafo 
ser apresentado já im<!rso uuma superfíc1e lixa, o aJgorilmo dE> Robertson C' 

Seymc,ur (L LI) passa a &e r li ncar. 

011tra evidência desta. couexào, que vereruos com de~ a J!H ~, é a caract.eriza.çi\o 
da não exist&ncia de solução p a r~t o caso l = 2, em que mostra.re.Luo::. que é poss ível 
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de cnhar o ~rafo de• uma forma ··ruim" (5<'~ rnour ll,'l 'l'hnm~l~:o.P.ll !t<lj ~" P"d t.' 

Shil<lach !J :1)). 
~esta Jissertaçno no~ 1 • lringimo:. . •J ca o I = 'l. . O , apJiulo 'l. i\fH'' eu­

tará uma dcrnou.:.U ação Ja caracterizaçáo ~Kima mc•ucioJtnJ,, ('J'hom:1 "" [ t f ] 
c SPyruoUJ [15]). r ta dC>mon-.traçào é ori(;inal. 1'1.' hem C)lll' infillf'lld. Uil J>OI 

t.'OII\Wt-açõc:. com L !'>. R Munv. 
O capitulo :1 ;lptt·M~ J lté• uma variação t.lo prohlt•1na (ai11d;~ wtn I 1). em 

CJI U.• }~ (ijr.;j 1111 \:ln C'X tgid ;l do:-. caminhos é a p t' II :IH 11(1:-. AH11il.<1$. i\ O lf 'tt' l PI'IZHC:ftO 

<'JH'C•bcnl.ada r d<• S(I,Y ifi !Jlll' [ l5], mas <L clemn ltHI.t·. tç:ICl <Í 110\•III H' IIt.c' Cll'ig;l11a l. P 

ilprt.•scnta. IWH• rl'duç.lo ao problema resolvido no r<~pÍ1ulo illl11'1 ÍOI 

~m. ,. cLpitu lns I I 1 rülhlrl<'ramo::. a-, ver!.(ll''> du prnhl•·lna "''''' ~I :t los IH ic·n­
L,IIIo ... ,, arídiro . cu111 ti•~JIInçfw nos , - ~llÍ<'l'" ( c ;spÍiulo 4) ou •lf,..ll•'" 11;1:; • fl' "la 

{c:lpÍtul() 5 ). Cunvém r•• ~altar que a r<•,Lri.;.i,, ,J,. • rirlidd :~ d•• , ~ fullcl :tmPhléll , 
pois, mP 1110 para I ='.! o problema. na '>llii , .. ,~à•> para grah.h ori••uradu , ~ ~ . e m 

g~>ral . N P-c-umplt•to liJIIUIIC. HC\pcroft e w.rlli··lô]). 
J\ C.HítCit•rit.oç:ill .tpr ~ •·ttladd no capítulo I p.lla a nãu f'XÍ,tf-; llt·i:r dt• suluçâ•_j 

,; clo\'idt~ .1 ( l'lwru,,,,,,ll (10). A propõ~ito, l'ltt.:Oilli.IIIIU~ t'I'IU:-. ll(''>ll' ,\lligu, lll• 

qual o autor <t)H'''t'llld 11111 corolário até certo ponto sur pH'l.'JHit•nlt·. IJIIt' n;io run­

t•guiu pro\·;u <lir<•tanu•ute ~ o problema. no ca ... u {lt grafo (Jfi('nl. do::. ,. ;scirliro ... 
pude. :-.ob c~rta s rondiçôrs fracas. ter as orieutdçoc·:-. da aH::.l.t:. ignur. das, pr ·­
enaudu a •' ~ \i tt>nci:t ele :;olução. .\ demon ~ tr:tçitu por nó:. "prc:scut. da nc :s t ~ 

c. pitulu é origin:tl. {> Ullltt tf<?moustraçào din•Ja dt• te fato :-.urpr• t•udPutP I' fUCJi"e 

a d<•mon:-.traç:io tlt! 'I hoJua..,:-.eu • 
[\'o C<lpÍtU(IJ 5, ti '>OJU1,~10 ptud O p!Oblctna IIU I ti 50 de .J isjUIIÇ;IC> 11•1 olll '>1·1 g1.t 

ru:> OI'ÍCIItildW, <' oiC'HIÍ<O~, (• OIÍgjtlal e COIIC'ijllllldl• il 11111<1 n•dH\iiO loii.Uil\11111!'11\<. 

~itttp l \'b d.U ptob ll'tlta. do <'·lJ>ÍLulo a.nterior. 
Cutttpldü.II H>S ap,ura. l'~W capítulo it!l. rod u t.\)IÍu i1 JII'l':-1l'lll.:wdo, d1• l'n l'fn :J 111a is 

dl'l,dho~d;t, ;t:-. Uln:-.idu:H,OC'i fc •ila& acima, tci<H.' IOiilllldn u probll'111:1 dn"l r.1111inhos 

lli:-ojunlo-; co111 t>IHIU) prolJicm<t!> <~ouálogo~ ~a tn.tiw JMtle d,,.., \'Ci'• '. uu-. rt•.:.lriu­
sircmo::. elO lã (J dt• diSjiiiiÇ:iO Ua-S are:,la'>. t:,rafu ~ llfto OrÍPIItadú,.. , 

1.1 Fluxos M áximos e Cortes Mínimos 

"-''J" G = ( \ ·. Bl 11111 gralo ::,Pja \ um coujuuru th• H ~ lliu · ~ ri~· l :. l>i zc•lftu q11c 

.\ _,t JKllfl doi' \ ' t~rtilP · 11 1• t• s~ um dentre 11 <' r JH'JI<•un• ,, .\' I''' o1111u ·' I '- X . 
Varno" Jcnolcll il(.\ } n conjunto d~ dit>::.lfl'l'''ll 11111 P.XtH.'lll<• ~ · 111 X I' u nutw 

\'111 l'- X (.-,••u tUIIIplcrut•uto). \"amos denOtdJ lt'( .\) u (uJtjuutu dus \'éJtin·s de 
X CJU • ,flu ~xtretuo:. tlc < uc~tas de é(.Y }. 
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ChauHwao .. F' ; C c.l•· wrte dt.. an,ln.• :-\' /~ ' = /ltXJ JMI.I .d8um X Ç V'. 
Chamalnú:. \ ' Ç \ de wrlc tle l'ér·tice~ ~~ \ ' = 111( .\") par;, al~u1n .Y Ç F . 

Teor e m a de 1\Je nger S··ji.lm ~e t \érticcs dt· (,' t' I ~ O 11111 inteiw. Ent.:tu as 
!!q;uintt.•:- a fi r m.açv<'~ ~:ill C<JUi,·alemes: 

( i) Exh.tcm l calllillho~ cnLlc b ~ l, d01s a doil' disjunto.; nas .~rcsl as; 

( ii ) Poa'él c.tcln .\' C I . t'OIII ,., E .\'- W (.\' ), I E \1 \ I ClllO~ Ih( y )I .... i. 

Est<• teoH•IlHl foi dt'llllJh::.trado por l\lrngt•r (I (J1i) [IIJ sf'lll remi 1uln IP\'ctr ;1 

11111 algoritmo cflril'ute. O runjunto de Cd lllinlaus lo faef)iicntt•ralente rlaamadu til' 
fluxo. A \er ... io <u1ui aJlll'"•'nlada exige apt'llll" di junção ua .. • m· 1,1s. Exa .. te 
uma \'Cr:-;io análogn, 'illt.! c..xige disjunção t.unhérn uo. \'t>rti• ··-.: PXi 11'111 taruhPIII 
Vf'rSÔ.:!s análoga!'> p:u a gralo!> orientado,, 

O rnncdto tle fluxo JI(Jtlt> .;er generaJizado. ;ullllilllldU · ~• ' rnJNtt'/tlm!l . ~ ll.l .ues· 
la~ t•/ou \'t;rtirl.'s, nwfurnw 1.1 caso. onde a.; <':tparid.uiP~ sau rc<ai' nfw IIPJ;;IIi\o ... 

Nt'.)oh' C<l!>CI, n lluxcJ (• th•finido como uma lC•It•t.;:iu Jlf)lldt•r.ula dt• ' ' •tlllillhn~. oudP 

o JH'~o ... :.ãu rf'ai, n:lu ucgatÍ\'OS, e tais CJUt> a :-.nma d•J' pi.!::-IJ de•" l ~ ;11uiuhu:o. cp11• 

p:l5:.am pur urna dnci,L .tu• .. ta ou H~rtic• • uà(l t'Xt "d" ,, 'ap;tcul.lllt• cl:l <~rCSllt uu 
\'értic•·. O m/01· do }luxo é ,l wma do;; pe..,os tios ,·.uniuho ... Cm cuut ntpartid;s. 
n uitmt•ro dl• arc•:.lõt~ ull \t";llÍU!S de ruu CCHit• t• ul•stituítln pda :)11·1 toiJHit rdatlt. 
1 to c, ~~ ~()111ft ti,,,. c apac icl.ull•s de sn~ dH''' :ts ou •I•• t!ll !oo \ ,:lllC , •• O ' l••c•rt•tn:t d•• 
M··u~~o·r pa~:..l eul.io •I li' I ,, I>C):;UÍ ute redação ( \l!l':.i'in olll'sl.tt:o., f; I :ti{J u:iu •H i c ui a do) : 

St• jfl,nl s. I vcírLir<•R, t' •am a fun ção caporu/.ortr qiH' a~!'>ur i a ;1, ra.da. ili'Nti:J. 
11111 acaln fi(l II I'Wtt ivn. 8 ntâo o va lor el o ll11 xo lli :ÍXI II ICJ dl' ~ tl I a\ lg,IIH.I 
~ c;apac:idad•• IIIÍIIÍIIta de corte quc scpan1 ... c• I 

i\o::. ~.:tt..-.<h t'lll •JIII' a:, r.ap.tcidades são inteiro~. o fluxo lllc'iximo t-; ulll•·ui\o·t·l pur 
11111 jltuo iutc tm. i::.l•1 é. uru fluxo CUJO~ pc-.u~ Ju intc•iro..-;. 

O caso :qHc,cut:ulu uu iuicio desta eçau l:'JI rl':o.porule , o t:a :.u dt• rapadcl.ul• ~ 

1111ilária.-. em toclas a~ arc:tlas. 
Forc.l l' Fulkcr~uu llO';G) [ l] deten\Ohl!r,am 11111 <ll:.;urilllll• pa1.1 cunml r:u Ou· 

xo~ auáximo .. P tuJit•:-. míuimo:., e desde c•Hido. IIIIIÍh•' ntJLiú .... ,,l~o1i1nau for,uu 
t!t'S\'11\0J \'ido'). 

Em JliHIÍt:ular, i· impUJI<sllte ressaltar o lritiJ:tlltn cl·· elllllnnd ~ J\nlp (:l). 110 

qu<1l ex i hinun Ullt algo• i 11110 polinomial pa 1 a cl•·t••Jmi uação ·I~ fi uxu,., tpl:lizotJII~I 

(jUC !'f'jam a cap:u i•ladP • 



Atua.Jnwnt~ c•xi:.u 111 v;ír1o~ algoritmo ... Pfir.lt'llh'!> p<trfl cnrontr.u 11111 fluxo má­
ximn. u aJI!,oritrnn dt ')lbtlnr '.:! Tarjan 11~1. dt• lc-mpu 0{111 .1\'l. lllgl\"1). ,; o 
melhor (do ponl<l tlt \ i~ld lt'Órico) d~nrre o:- algoritmch mnlwc:ido .. p<&rit grafo:. 

em geraL 

1.2 Multifluxos 

Sujctlll .'! 1 , ... , ·"I adrlit•( ... origun, t 1 , •. . , t1 w :t·fil'c '6 tlW·I/ iuo e ti , , ... , d1 rlt"/1 /il.tHlrt;:, 

(ltll.l'i tOs pu!. I~ i Wlli). i\ d 111 i l,j I'CJilOS a j)OSSl bHidMJI' dt• ·"I , ••. , ·"J, / 1 , , /1 IIIH> I>\'J'l' lll 
distintos. O pmhlt' lll.l do mull~{luxo consi .. tc Clll dt•lprrllrn<H -,t• cxi~>lt'lll ou n:io, 
par,, , de l a /. ti, lclllliJtlHJ., ligando .51 a I,, c t.Li., tJIII' os tl1 +ti!+ .. . f· tlt t'ítllli uh os 

l:j<Ult disjuuto duib ,, tini ... na.s aresta~. Qu;,ndo .t••scjaruw .. t•xplidl;u o nríuwru 
I "c p;ucs. thart•mus ;, Pxprc..;.,ào 1-flu:w. N.1 lit ••r.•lttr.r r.tn Í11c,l~ i'iu us;tt.Jn., os 
lermo~ Multiwmmoclity llmr, 1 wo-comuwtlity 1'/tiW (I= 1) e·~ i111 JH•r di:wt1•. 

Cortes Congestionados 

Apliraudu-:.<' ;r ll•nriil tln" rtuxns \'ista lld ..... ,,.,u :uttc•liol CJhtéJrHot• 11111:1 tnntlic;:io 
lll't:cs:;át i (I p<tr;, ,, c•\i t C:·uci<t •lo multifluxo . \~ : 

f•;mt wtl"X ç \ ' .l<'tX )I ~ 'f:_d, ( x .. qm,, .. ,c t, ). 
"hamamus cl•• cm ·lcc •t.mgt -.lionodo um c-ort,. tJilt' ufu) .. ati,.,faz "" •Owli~ãn 

Vc•ro•JitO., adi<tlctc •1"" u urio un gestivnnmr.ult~, i te, •\ n n<ifJ t xilill'lu'Í.I tf,. • ull" 

lOIISP'tinu:ulo-.. nfin ,; uma nJIIdição :.ufid(•lltP p.11:1 a fl:o.;btc•rll'i.t do nrultilluxo ... 
Analogat~wut" ao c•:•sn do-.. fllLxo<;, podt• .,,. cl;11 IIIIHJ th•lillt•;fio d1• multilluxo 

qrw 1'11\0h:;, pt'su:- H•ai .... 

A d 111 i 1.i 11 do-si' <..'tl\..1,() ('il.p,td clades nas ;.U'<'!.I.óLs, o 111 1 tlt1 I luxo t~ 111 n ro IIJ 11111 n dP 
flu xo~-;, oHd<• 1•:-..l <'" JH>I' su.1. V<'Z são coleçõPs pondcor:HlH-; dP n1111 inhos (p!''<WI rPaÍ<, 
llitO 11~gat.ivns) I' l.<~io., ll'll' a !.orna dos pesofo dt• tudt>S nfo nllllinhus (do.., \étlio., 
fluxos) que· pas:o>ollll JHll lllllcl dad~ aresta na'> ('\t'('tll' .t I cl pacidadl· cll• I.! . 

Qtt<utdo fi'> J><'"O ,Jm caminhos são todo ... illiPJW 11'1110~ n uwltifluro inlt im 
,, c·aso contrário u fml'inntitro. 

1.3 ~ lultifiu xos - Casos Particulares 

Qu,utdo ,, 1, ...... (.ft ..... lt lomam SOJllCIIIt' doi' valuH'!> di:-tilllt• .. pocl"-.,'' lllo:- ­

tlal qm• a r•mdic;:iu d·· n:Íl> c,ntgesrionameulu ,; .,nfirit•utP , .. o p1uhl"lll•l l'•'c':ll 11u 

prubl"tlla ,Je fluxo lllcÍ.'\illln. 



2-Fluxos 

No exemplo da figura 1.1 (onde as demandas e as capacidades das arestas são 
todas unitárias), vemos que a condição de não congestionamento não é suficient.e 
para a existência de um 2-fluxo inteiro. Isto decorre da importância da relação 
dos caminhos com os pares , isto é, cada caminho liga exatamente um Si ao t 1 

correspondente. 

(X 
l! 

s 
2 

a: , 

F igura 1.1: A condiçã.o de congestionamento não é s uficiente 

No contexto de multi1luxos fracionários o exemplo acima tem solução; por 
exemplo, se tomarmos l/2P1 , 1/2P2 , l/2P3 e l /2P4, onde: 

P1 = (si,ao,s2,a1,t1); 
P2 = ( SJ , a3, t2 , a2, t!) ; 
P3 = (s2,ao,sba3,t2) e 
P4 = (s2,a1.,t1,a2,t2) · 

Even, Ita.i e Shamir [3] mostraram que o problema do 2-fluxo é também NP­
completo, mas Hu [8] demonstrou que a. condição de não congestionamento é 
suficiente desde que sejam permitidos multifluxos fracionários (para uma prova 
curta veja Seymour [16]). 

Caso Geral 

No caso geral <L condjção de não congestionamento não é suficiente nem mesmo 
no caso fracionário, como no exemplo da. figura 1.2 (onde as demandas e as 
capacidades das arestas são novamente unitárÜl..s). 

Neste exemplo , a. não existência. do muJtifiuxo fracionário segue do fato que 
cada caminho, unindo um vértice origem com seu respectivo vértice destino, usa 
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la 

St·l~ 

Fagura 1.2: A roucli~~o de cong • .... tioll<lntPIIlO u.iu f. ulld.-.nte 

pclu uwuus duas an:::.ta;.. tha11dv um tol~tl de uso isual ,, S I'IICillllltlo lt•mo~ ctpt•n<h 

6 an' ta s disponívei-•. 

O problema do muhiOuxu é ~P-complcto , me~mo JMf,, 2-fluxo ... ( E\'cn, ltai 
e Shamir {:l)). o~ me mo~ autore:. demon,lrara.m ctUC l \'I'ISdO olÍcntada do 
problt•m,, é ~ P-corup!Pla. De falo. Fortune. llopnofl <' Wyllic (5] mo~t raram ctuc 
o prubl<·ua.t <lu 2-fluxo oricut.ldo é ~P-complelo rnClllliU qu<~udu ,,s dema11c.las ão 
unit ;ír ia:). 

1.4 PDC - Prohlen1a dos dois can1 inho ~ disjuntos 

l'm ril ... ul~t~"t.llll . l (Mtli' ul.u tuas itnponctttlt•. dCI pruhlt•lft.t do 1111tltillu:w é o tlt.t 
rn-..du pmiJ/t' IIW do., l ,·alltiulws disjttnlo:,, l' Jil 1(11<' ~ou a~ Uti l dl'lllil ll d<Hi (lJ, ... , dt 
s<lu llldl.;\ t i<l'i. Ou st•j.a , tt:JIIO:. l uérlin_,, ol'i!Jlln ~,, ····'I• I m : rlirt~ dt8/i.t111 

la. 11 !' c(f•-.(•ja-<;1' cl<•lt>ruuuaJ se existc111 ou uão I t:atlliHlius /'1 , _ .. , J>,. doi 
a Jc,j~ cli~JIIIIIC•s lllli> d.lf'~t.~~. e tais que cada }J hga .. , ,, t,. Etila dcfiuiçán I'Uf· 

re-,polltll' :'1 \:a•rsàu are· la!>. gra1o não orit>nl.ulu usatcutu" p.u,, df' a ahn•\ iat ura 
A', au.dug<siiWllfe, pod,•mu-. ddinir o prvhl1·111a do:. I camiuhus cli juuto:. \N ... i~t• 
vert act ·~ ( \ ') c•fou gr.tfo;, oticnL<tdos (0). ,\t.suu. lcruos \l'till.l'<l prnblcma... .... a :.:.lwr: 
AN, VN. \0 to \'0. 

O prc,hlt.:llltt \ :\ ::;ur~f' uat uralmentc f'lll problt•JH;'t ~> d~ ('OIIllole t.le c omu 

nkaçfw, tnifcg•> crn redes l' •!m roteaDIPJilO cJc lircuihl em VI t.\1 Por ex~mplu, 
li:. h r., [ 1 1] mo trou «'.<lln•J ' "l problema pOfJt• !>Ct us:1dn par.. i nllll;v;ão ehciC'nt•• 

d• um., n clt J~' tr<m::.htor.·~ ~10~. atra\·.~,. d;\ dctt•c·ção do tr.lllsi.ttm':- que pcule111 
OpNcH COlllO dispO!>ÍIÍ\·O biJ:ltcraJ. 

L!ól('li ptoblcmas :-.5.o <.'Xlrcmamenl<' iulet<·s~""''~" do JICIIIlf> dr. vist:t tt'Órico , 
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apresentando conexões Mé certo ponto surprccJJ dentes entre contplexidade de 
algoritmos, combinatória. e topologia .. 

Vários algoritmos têm sido relatados para classes restritas de grafos. mas ne­
nhum algoritmo eficien te é conhecido atualmente ra1 a o problema dos I caminJJOl> 
disjuntos para grafos em geraL De fato, determina r se tais caminhos existem é 
NP-completo ( Karp (9]), mesmo quando se rest.J i nge o problema a grafos rlanares 
(Lynch [10)); aparentemente. Knuth. em 197•1. lleu a primeira dcmoustra<,.ão Ja 
NP-completude do proulenta- veja. Garey e .J o h.n ~:~on [G]. 

Não encontr:.~mos uenltunta referência sob r ~ a. NP-eompletudc do probJerna 

AN. 
Os problema." VOe AO são NP-completos mesmo para o caso I = ~ (Fortune. 

Hopcroft e vVyllie [5]). 
Em trabalho mlúto receule R.obertson c Seywour [11] obtiveram um algo­

rit.mo pseudo-polinomial para os casos VN e AN. ou seja, o índ1ce I f<tL pa1 L<' do 
expoente. 

Em particular, consideraremos o caso l = 2. O problema dos drm, t(lmi­
nhos disfuntos (PDC) consiste em encontrar dois ca.mi nhos disj untos nas arestas 
unindo s1 a h e s2 a l2, respectivamente ~ ou encOlttrar uma. certidã.o da não 
existência destes. Faremos este estudo para os easos VN, AN, VO e AO (os do.is 
úHimos no caso de grafos acíclicos). 

Thomassen [19] c St>ymow· [15] obtiveram, inJependenlemcntc, uma caracte­
rização para o VN c para o AN, respectiva.n1entc. Tais caracterizações a<.lmi~em 
um algoritmo polinomial para decidir a. existência ou 1tào da solução, e produzi-la 
no c.aso afirmativo. Shiloach [17] obte\·e tHfl algoritmo de tempo 0(1 El.l\"1) para 
o VN. 

Outro trabalho ~cmclha.nte desenvolvido é'' tese de dontorado de Mishra. [12] 
em Carnegie-Mellon; a tese a.presenta. nrn aJgot•i t rno qne, dado um grafo(; não 
orientado com dois v6rtices distintos, se t. resolw• o problema Jc encontrar quai s 
arestas são bidirccionais, isto f., para C]Ua.is arestas f'= ['11 .. v] existem pPio meno& 
dois caminhos m1indo ~a t. ral que cada caminho use a. aresta e, ai ravesst~ndo-a. 
deu para t• e de v parfl u, respectivamente. Mj sJ~r·a apresenta um <.~lgontnto para 
t'esolver este problema em tempo O( lEI. !VI) c mostra como tal algoritmo poJe 
ser usado para rei;olver o VN. 

Como já mcncioJnanos, o VOe AO sã.o NP-corllpletos [5]. No cH~anto, ~e 

o grafo fo r acíclico en l.ã.o este::, problemas sào polinomiais. Por exemplo, Perl 
e Shiloach [13), apreseuta.ram 1un aJgoriLmo clc ~empo O(IVI-IFI) pa.r<t resolver 
o VO para grafos acíclicot' . Thomassen [20] (eJtrontrarnos erros), obt.t:ve Ullld 

caractedza.ção do \ '0 vara grafos acíclicos. 
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1.5 Algutnas R eduções do PDC 

Nr•o;ta ~~ào, aprc. C'II I:HPJllfh algumas rednc;õc do P D ""'. 

O VO pode ser reduzido ao AO. 

Seja(,'= ( \ ',é') 111u ~rafu uricnrado. \ '<titiO., definir(,'' :=(\ 1
,/~'') d.t H'g.uinte 

lliHII CÍrl\ : 

\1' := UveV {o', 11
11

} ; 

! ~'': (o'- v"; v E V} U {11 11 
- /; 11 li f /'}. 

:Seja r:= (I'J•····"m) um ca.minlco OTI<'III.IIIO ('111 r:. o raminltu , .1 • t'lll G'. 
corr~pon<lt•Ht<• c ( r~ 1 • .V.'. ''~. r·1· .. t~. t·~ ). 

i; claro q u•· u \ O li' fi I .... olução em (,' :-r• .-. se •nu••• t .. se o A O tem ,,[uçãn em 
U1

• on::.eguiuws a :.im. reduzir oVO ao .\0. 
J:;.,ta. reuuc;ãc.> IIth IH'rlllite afimlar '!UI o AO ,; N fJ· CUIIIplt•lu, poi .... 1"•11110 

Ja mcudon:ww~. l"ort 11111', ll opcroft e \ \' ~ llir• I ;>I lll<,..,ll Mcllll rpll' o V O i• X P­
rotn plcto. 

O AO pode se t~ reduzido ao YO. 

St•ja (; = l \ , D) 11m gr.,fu mienfado e ~,. '::. lt " /2 quauo vértic ,. ,)i .. r.·. 11ào 
rwcco~~. ri:unt>nl•• rlistiralo'>. Podemos redu7ir u AO ao \O rJ,, ~<"'llintt• rrHHh'Íra: 

adicionamo' .lO gr.du (; cptatr\l uovos \'Pr l it:<·~. liist tt tiO clni' :1 dui ... ~, '~·I~ 1: 
"unimos,, a.~;.'' <l z• t 1 a 1; e h a tj por llc)\,,., 'trt·~•a .... c.htt•ttdu u ~r,1lo ( ,'1 

1'.111 .,c.•guida, rnnsiclt'lflllHI:, // o grafo onen t;tdo da .. .\1'!\,IH.., ( ·'flltftlttlllllt ymp/1") 
dt• U1, rl l <t l ll fl ll do d<• ·' J, ·''2 · 1, e l 2 os vc>rt.ic·c•:- dt• 1/ qta• rorJ'C'liHl ll<l<·ln ~~'~ 11uvas 
n.n•s 1 a~ cl1• (,'' 1:: rl: •ro <JII l' l) AO cem sn lt" ~'i" 1' 111 (/ ~'> t' I' Mllil(' ll L<• M' n VO 1\•111 

._Cllltt,ilU 1'111 /J 

O \.i\ pode ser t·eduzido ao YO. 

Bast.a tomatttlos c~·tfa :ue. ... ta uao orteomda [fi. J'] c trof:armt):o. pclc• ll·•• flp an•-,ta' 
ll- V I! V- U. 

O AN pode ser 1·cduz ido ao VN. 

Pudemo, redu1.ir o A.:'\ ao \'i\ da :,eguinll• llt.lllf'llíl' .t.Jir.ioualtlo~ ;u1 gt:•fu r: 
. . I' . d - j - I I I I • I , qu;,tru IIV\'(1-, \"CriiCl'S, ( 1"'111110'> 015 a C Oh. 't 1 ''2· / 1 , t2 I' llllllUU!:> '1 otl 't• '2 d ~~· 

t 1 a t'1 c t~ a t2 pur tul\aS art-!,..Las. obtendo o grafo G'. Em .. r-guicl:t. um ider.1ruo~ 



11 o grt~fo tla • res111" ("/iru gmph-) de(;'. d~oHnando ~~~ .. ,. 'l• t 1 f' I"! o:- vc~rticc..-. 

Ôf' 11 tJUC 'urr.- P'JJHI€•111 à~ an~~tas no,·~ dP. C:'. n• JWflÍ\'amcllte. i: claro qut• o 
AN dt> C tr.m olução ~c c l>Omente se o VN de 11 h'lll ... oluçflo. 

l- ~ 111 n·-.uu1u u \0 t' u \'0 são eq1JÍ\o.lc o \''i c• o J\N Jc•duiÍn•i:. ,lU AO (l' \ '0). 
~o l'lllcllllu, <VIIIO jc1 di:s,.l'rnos o AO é NP-com plc•to <' pwt.ulto ,, 1<•duçrto .to .\ 0 
t•m n iH I a, um. ;tJ 11 da" 

1.6 Urna variante do Teorema de M engcr 

N,, 11.111 rcu '"'''da lc•-.t• llt'<'<'~~itamo::. de um" v;Hialllt• do IPm<•m:• cll' ~ l c•IIV,<'l, <til~ 

t amh,-ru m·n11 c• '' '" q 11 :llrn ver~s Damu-. a .:-.~'g" i 1 • "''' .i o • "rr,.s IHllltlt•JIIt> a 
SI ítfll não •>rir•ut,uf,. . t t>ffi disjunção ll(l:> \ é1 1 Íc I''• I' X H' I ll 11:\ OI Í!:;Pill 

'l corc mn de 1\ le nger (va riante) 5Pja ... 11111 ,,~rlin• t)., (,' c• 1 11111 <nnjunto ele 
I \:Í•rLi\e clt> (,' , f'ul .. 'lu n .. '"~llilltcs afinli4ÇÕ•!b ,;,o P«JIIÍ\iil••nl••s: 

( i) I:xi:.H'tll I c.uninho-. <h: ' d T. dob a c.foi-. disjunto:. •xc Ptc) 11.\ unp.t•m; 

( ii ) P.sra l::lda .'\ Ç \' com ~E X temos IW(.\' li 2: I/'- XI. 

1. 7 R csutno d os demais capítulos 

A (('liC <:o t l'>Í~>Li r . i d o t•l'>l. udu dl•l nJhado do pro hleJll a do!> doi" ('; ltll i nh o~"> d tS.J UIII O::>. 

Nn r n ~ p í l uln 2, ap•'mw ntarc mos o proltli' lll tl duH dnis t H IIIÍ I IItu ~ di .. ju nfo)o., v N :-;ào 

V N. DaH ' tiiO!-t 11 '" ' ' c .11 a< L<.• r i~<H1d. o dos grafo& ('li I <tlH.' o V N Híl<1 I (' lil s oltt~ ,no. 

No capíln lu a. n plCiiPII I amo:-. uma oulra rcd II Ç:IO do \ N .lo v N. qnt• 11 0~ pt•r 
lllllC rararl .. nzar us srafos em que o AK lidO l4"111 &olu~.lU. 

No c.,pitulos I c• 5, m .. olvcmos o \'0 e o AO pnr;, gt.d'•JS orÍ•'nt,ulos nrirlicns. 

No c'ilpÍtnlo I. nbtiwmo:. uma demonslraçflu ongin.al da rl'cluçm d11 VO (para 
grafo acídiro ) ctO \'~ t~ t'On:-.eguim<l" . .t"<;jJll, lttmhém 11111a Cêlfac'lNÍ:;mç:\n do' 
grafo acídiro- ''111 que o \ "0 nào tem -.oluçao. 

O npítul11 li :lPH' l'llt.a Je forma ba:-tan t ~' o.,udulfl .tlguuw.:-. cuu~itl,•r:ll,Õ(' para 

t 1 ah:tl hu fu t utn. 
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A princípio, nosso objetivo era de estudar apenas o PDC rara. grafos não ori ­
entados e fazer um estudo da complexidade do algoritmo sugerido pela. demons­
traçào dos teoremas das caracterizações dos grafos sem solução. No eutaruo, o 
trabalho tomou nm outro rumo e optamos por aprofundar o estudo do PDC para 
grafos orientados ac.[clicos, inclusive obtendo urna demonstraçã-o original. 
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Capítulo 2 

Grafos não Orientados 

Disjunção nos Vértices 

Sejam G um grafo não orient.a.do e .s 1, 82, tl c t2 vértices de G, uois a dois 
distintos. O Problema dos })ois Cam.?.n!to:s Dtsjuntos tws llàt?.ce:; ( I'N) consiste 
er11 encontrar doi s caminhos disjuntos nos \'érLicl!!:>, .P1 e P2 , l igandu s 1 a /1 c .;2 

a. l2, respectivamentí:!. 
xeste capít.ulo nús resolvemos esr,e problema dando uma caracLeriza.çã.o doi> 

grafos não orientados em que o VN não tem 'loluc;ão. Esta ca.ractctil.a.ção for 
obtida indepeudcntemente por Thomasscn [lü] e por Se} mour (L5J: no caso par­
ticular de grafos planMcl> J -conexos foi tamb6n1 obtida por Per! e Shiloadt [1:3] 

Sluloa.ch [17] e Mishra [12] t.l(.H't:&eutaram algorilnw::. polinomiais par<~ resolvt•r 

o problema, sem contud o apresentar uma. ca.ractcriza.ção. A demonstraçã.o aqui 
apreseutada é orígi!la.l e foi iHfiuenciada. por co uver:Htções com D. S. R. Murty, 

Usaremos SO III CJIL<' v termo !Jrafo para gt(lfO uão orientado 0 diremo ~ cJil li pl es­
mente que G' /em .'ioluçrio r.:aso o VN te11ha ~o l u ção para(,'. Ademais. cha.n1ar<'I110l> 

os vértices .:. 1 • s 2 , 11 e ll d c L'értu:es especicus. 

2.1 Desenho Ruim 

Um grafo é um desenho n1.zm l>e admile uma rcprc~cnLa çào planar, deutro de UIU 

reLàtlgulo, ua qual os vérti1:e:; especiais apêueccnl nos vértices desLe n :l.á11gulo na. 
seglünte ordem cíclicn.: ·~I, s2, /1 e /.2 (figuras '2.. 1 e 2.2). 
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O I ,~ma aiMi:w clf'mon::.tra que um dcsc•~thu rui111 ~ lllll<t r••rticlão da não 
cxist(•uda dl" súluc;;i(,~, 

Lema 2. J { Ccrt i dão) St G i um desenho num r utnr1 rJ \ \' ruiu te 111 ,:,u{IJ(;ciu. 

OtiiWII.,frm,.rio \.tmu:, !JUpor. por ab~urdo, cpw c\l~ltl ~uluç:io. ( /',. P,), Conw 
~ 1 • bl, lt <' 11 ,q)lltcrcm nob vértices do t(:'t. ~ngulo u~· ~ t<t utd('lll ltdtc:,, H•rnob 
qu,. / 1

1 v fJ.1 ··cn tza.tn". Md.s (,'é planar c pul'taut.o os l'i1,11\ÍIIIto'i sr• iut.t•rrt•pLam, 

u>t ttnwiçtlo. O 

1 i~ura 2.1: Exemplo dr> UtM'Illtll ltui111 . 

. ----------------

Figur.1 :.!.:!· J'xNttplo J,. um grafo nãr, nn11•xn 'I'~'' f. 11111 cl•• ••11h., ruim. 
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Nem scrnpr•· temos u111 d~~eu ieo r ui rn CJil•llld(l uão ~istro solução. Vemos 
dar:laueutc I•o C.'\l'Jilplo dd figura :!.:3 que nà<• ••xislc soluçfto de, Vi\. uo eu1.anto. 
<.) gn,fo nfio é um d · culto ruim. pois n.1o f: plaunr. 

s, 
I 

I k-~- - ­
./ 

rigura :?.:l: l ~k mplo de um grafo :oem solução que 11~0 r um cl~~en~to ruim. 

VI'!Temo~, na próxjma ~eção. que ueste ca'-O podemo:- .. reduzir~ o grafo a uru 
desenhu ruim. 

2.2 Reduções 

Seja H Ulllll partt• de \ . G. r ma COII1 poneu ti• c de ( ,' - R (' 111/(1'1111 rom relação 
•L R se C for Jj, ''' d1.. ' énice .. especi:\j'"· on ..... ja .. ~ 1 • " 2 • 11 t• 1-:. n:ill sfic, \~rlicn<. de 
C. CmeH~n' rcso;Hitar qu e• u.}o neces"'<lJi.liiH'IilC R indui os \(•tliCt•s t'"P<'C'Ítll~ A 
uui5o clo~ vért i c~·~ d<~ s comp,ntmt e& iutC'na<ls <Otll rcl: ,ç;io" f( fo t'll l il. u mlcT107' de 
R. 

O coujuuto R é 11111 rc.dutor dE·{,' se tr•m 110 máximo tr;., \•~rtic••c.: r? itttcdor 
nãu \'azio. A iigttta 1..1 ilustra um ''·'<'mplo cin um rNiuaor., f'tl tali~Jtnr. 

O grafo G . ~ irndulú·cl ~e for line de wdutorcs. 
Doi \'(~nsc. · de R são iiglldo~ pdo znltllm !'>(.' ambo,. ào .,dj.1 dttf•< a \tlriÍC{':! 

de um.t me:.m.~ r.mnponenLe imerr.a 1 de (,'- /l) 
Dado um trdutor R. a rfduçciu 11111 tlintc1 de (,' ( irultt.:~ritl JKI1 R) "o grafo ll 

obtido n pm tir de C pcJ •• rcmo-.ão do inll~rior t• P''la adiç5o de ar~t .... 'JU<! uuNn 
c;~ da p.1r de 'él'icc~ ti e U ligado5 pelo interro1. mas uão adj .. reuw nm (,. X a 
figura 2.~. h'mo. a t\.·du~ãCJ imeà:at:: do !!rufn da figur:1 :?...t. UhiULtd. por R. 
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Figura 2.4' O redutor R := { tt 1 • tl:f. 113} c ~cu interior f. 

Dada uma SI'>CJÜéncia H0 := G. H1 ..... H .. := A" ro111 , ~ O C' tal que cada H, 
é uma redução inwdiata de H;_1 (1 $ 1 ~ 1 J. di:reruo'> que /\ é uma lt>rluçtio de 
G e que G é redt~/ú;e/ a 1\· 

Lema 2.2 (In variãncia da solução com redução) O gT'ajo G adnute solução 
se e somente se toda redução de G admilt ~olvção 

Demonstração. Seja H uma redução de G. Por indução, podemos obviamente 
supor que R é uma. redução imediata de G. Se.1;t R o redu1or <JUCI induz e!.sa 
redução, 1 seu iJH.f'rior. 

==> (Redt1ção não desLrói soluçào.) 
Suponhamos que G' tem solução. (P1 , P2); \'<unos provar CJ UI:' H Lambém tem 

solução. 
Como R tem no máximo três vértices e 1 ~ JJ"re de vértice~ Pspeciais, apenas 

um dos c.a.nunhos da solução em G pode passar por \"Prtices de 1. Suponhamos 
sem perda dP ••en<>raLdade, que P2 é um caminho em H. !:!e P1 for 1ambém um 
C'aminho em H. então (P1 , P2 ) é uma c;olução de li . Podt•mo .. porta11to supor que 
P1 passa por ,-t'rtJces de 1. 

Seja Q nm t rc>cho de P1 cujos' éJlices internos pNIPIICPIIl il I f:> cuJa origelll. 
u. c término. t". pPrl t•ncem a R: os 'értk<h· u e r· Je R sã.1 •'111 ao ltgados po1 1 t· 

yottanto 11 c 1 s:io adJ;tcemes em H. Assi 111. v 11 l"'d1u Q cl• P1 pod ... ~el l>lllistJiuído 
pela aresta que llllt: u e I' em H Desta forma obt••m 'l •• n1 JJ. uw caminho P;. 
de~~ a t 1 , e disjuuto de P~ (figura 2.G). De fato. H t("IIJ ~o l uçiio . 
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UI .ll ~ 

------------~ ~-2 

Figura 2.5: A redução imediata do grafo da figura 2 4 (induzida por R). 

<== (Redução não cria solução.) 
Suponhamos que R t.em solução, ( P, P·;!): vamos pro\'ar que G' tem soluçã.o. 
Conto R tem no máximo três vértices e as arestas adicionadas na redução tém 

ambos os extremos em R, então apenas um dos caminl10s da solução em H pode 
usar ta.is arestas. digamos P1 • 

Basta então substi tuirmos cada (I;Jesta adicionada usada por P1 , se houver, 
por um caminho em G que une seus extremos e cujos vértices internos pet·tencem 
a I. Obtemos assim um passeio P{, disjunto de P2 , que u11e .s1 e t 1 • De faLo. G 
tem solução. o 

........... ~1 ~ ll s2 
u 1 = t 1 s2 

,/ \ \\ i(n \ \\ 
ru \'. _ , . -

\ 

pl ' 

L -- - ~·--
LI_,• S 

• t .. 
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A título de ilusLraçào, reexaminemOl> o t;rafo não phmar c ~em bo l uç~o dêL 
ngura 2.3. O conjunto R:= { ttJ, u2, u3} é um redutor e a concspondcntc redução 
imediata é um desenho ruim (ngura 2.7 ). 

SI ::::2 
· ~· ------------------------------------. 

I 

f 

Figura 2:tP. Grafo da figura 2.3 reduzido a um deseu.ho rudrt. 

De fato , podemos caracterizar os grafos que admitem solução: 

Teorema 2.3 (Fundamental) SeJam G um grafo e s1 . s2, t1 e t2 quatro vérti­
ces distintos de G. O problema VN não tem s olt~ çà o se e somwte se G é redutível 
a um desenho ruim. 

Na próxim a seção en unciaremos uma versão equiYalent.e do teorema, e que 

será demonstrada nas seções subseqüentes. 

2.3 O Teorema Equivalente 

ObserYemos que as arestas [si> s2J, [s2 , t t], [th 12 ]. e (t2 . .-.1] em uada contribuem 
para a. existéncia de uma solução. P odemos portanto adicionar taJs arestas. para 
maior convenjencia. Chamaremos o circui to (s1 , S2 -11 . t~ J. fonnado por tais ares­
tas, de quadrilr!tero especial. 

Além disso, vamos chamar de desenho ruim e,c:wcial. um desE'nho ruim que 
contém o q t:ad nl ~tcro especial. Observe que Sf' um grafo é um desenho ruim 
especial e!ità.o é planar e o quadrilátero espe.dal é ullla de ~ua:.. faces 

É claro (!lll' se um grafo acrescido do quadrilátero e<;pem:J é um desenho ruim 
especial, en1 ·o o grafo é um desenho ruim . !\a figura 2.8. \ema:- o exemplo da 
figma 2.2 at ·~s ei do do qua.d1 ilátero especia l. 

16 



F'i!;ura 2 8: Exemplo da figura 1 2 com o qnaclril~tcro <.•::.pecial. 

Com C',:,lil" observações. podemos enunciar um tco•em;, ~qui,aJettt<.> <so Teo­
I<'Jll:S FuuciamcntaJ (leotcma 2.3): 

Teo1·ema Fundamental II Sejam G ttm grnfo t -'1· .!>J, t1 c l2 quatro vàlzce~ 
dhtinto.:. de (; SE C co 1tém o quadnlátcro CN'ccwl l ntào o }Jrobltma \ W não 
tem ,,uJução !oc e somente ~c G é redutível a um dc~~::uho r·umz tSptcwl. 

Para simplifkar alguns detalhes técnJcos, iremos demon::.trar o te01ema nesta 
11ova versão. 

J\a seção segumte demonstraremos dois lemas import;wte~ e na seção sub­
seqüente demonstraremos o Teorema Fundamental Il. 
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2.4 Dois Lemas Ílnportantes 

Os dois lemas seguintes serão utilizados em diferentes seções do restante do 
capítulo. 

Lema 2.4 Sejam R um redutor de G com interior ma:nmal, I, e G'' o n.:dução 

imediata de C tndu::ida por R . Se o~ vér ltces de R são dois a clot~ ligados ]X. lo 
inter-ior então tudo redutor de G' é rufulm· de G 1 e os seus mtenon::s em G e G' 
coincidem. 

Demonstmçào. Seja R' um redutor de G', 1' seu i11terior. 

Proposição 2.5 Os conjuntos R e I' são dzsjttntos. 

Demonstração. Suponhamos que, peJo contrário, R n I' contém um vértice. di­
gamos. v . 

Como os vér tices de R sã.o ligados dois a dois pelo intenoJ , então. em G', 
tais vértices são dois a dois adjacentes. Mas, v, um vénice de R, pertence pela. 

hipótese de absurdo a f' . Assim, R Ç I' U R' e portant.o R' é um rl!!dutoJ de G 
cujo interior é I U 1'. uma contradição à maximaJ idade de !. o 

P ela proposição anterior. cada vértice de I' é um vért.ice de \ 'G'- R. É fácil 
ver que cada vértice de C' em VG - R ~em o mesmo conjunto de adjacentes em 
G e em G'. Assim, R' é um redutor de G com interior I ' e temos o resuJt.ado. O 

Lema 2.6 Seja G u.m d e~e nho ruim. Cada t1·iângulo em G' é uma face ov um 
1·edutor. 

Demonstração. Seja { u. t' . u:} um trià.ngulo em G'. Dado lJ ne G é um desenho 
ruim. todo vértice especial pertence à reg1ão externa (ilimil ada) ao t ri ângulo. Se 

este não for urna face. os ,·értices de G - {u. t·. w} que perlelJCelll à região interna 
a.o Lóángulo consti tu('m uma parte do imerior do redutor { u. t•. u·}. O 

2 .5 Demonstração do Teore1na Funda1nental II 

,\ntes de ini c iarmo s~ deJIIOUSlração do TeoJellla ruudélfl!Plil:tl 11 \'(l!J10S fazer um 
cotnenuirio a respeito dos lemas 2.-l e 2 (). !\un1 ce1 to sc11ticio. 11 lema 1.-l indica 
que a ordem em que a!- reduções. são efeluildil' 6 irJI•I•'\'<liH'' O i<'llHl 2.ú i11dica 



sl sz s I 

\ 
lz t l lz ll 

Figura 2.9: Exemplo de uma teia e a correspondente teia inicial. 

que não l1á. triângulos separadores. De fato, o enunciado do Teorema segundo 
a versão de Thomassen [19], por exemplo. fica claramente equivalente ao aqui 
apresentado, à luz dos lemas 2.4 e 2.6 (e do lema da Invariância 2.2): 

Teo rema 2.7 (Thornassen [19]) As seguintes afimwçôes são equivalentes: 

(i) o problema VN não tem solução e a adição de qualquer aresta restdta em 
solução ou 

(ii) o grafo é uma teia. 

Uma teia inicial é um desenho rui m especial em que todas as faces, exceto o 
quadrilátero especial, s.ã.o triangulares e não ex.isiem t:riângulos separadores . A 
partir de uma teia inicial obtém-se uma teia medjante a adição, para cada face, 
de um grafo completo Kr (r ;?: 0), em que todos os seus vértices são ligados a 
todos os três vértices da. face (veja exemplo na figu ra 2.9). 

Feito este comentário sobTe os lemas 2.-l e 2.6. passamos agora á demonstração 
do Teorema Fundamental Il . 

Teorema Fundamental li S ejam G nrn gmfo c ~ 1 . s2. t 1 t fz lJUOll'O rh­
ilces dzstl11los de G. Se G contém o qvo(h·ilâtuo ét~ptcwl Então o pmúh u'a 1·.\ 
não tem solu~·ào se e somente se G i redtlft't·tl a 11m dr;sEnho 7'UÚll e1:-p{.( ia/. 

DE-monstmção . Por ir1dução em IVGI + jEGJ . Pelos lemas 2.2 (ln\·ariâncJa ) e 1.1 

(Certidã.o) . temos que se G for redutivel a um desenho ruim então não ex!SU? 
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olução do Vi\. Prcds;tmQs mostrar (JUI! a rí!CÍprc,ca \ale. 
V:unos supor que o \'N não tem solução em G' e prO\'&~rcrnos qu,.. C,~ r,•duLi~·eJ 

n um dcscuho ruim cspeci~J. Sem perda d(> gcrecralidade, podemo~ supor qtw G 
é simples. 

CousJÔ<'I'<I Ir rno~. llticialruente o ca,.<;o un CJUl (,'f. JPdutÍ\'r>J. 

Scj;t 11 urnfl rNJuçã.o imediata de G. P(•]o lema 2 '2 ( lrt \'<~Jiilllri ., ) "''t,lll' que o 
VN lln<J 1CIII l'lo luç~o em H. Logo, por hipôtebc cJc tlldt tçi'to, 11 (. J<•dutí, el a un1 

clcs('lllto 1 UJIII <'~>p<.•ciru c portanto G tamb<~m o 6. 

J>od<.mos cnl.io supor que o grafo G é i~rcdutÍ\<•l 
\'amos cousidN:lJ em seguida o caso cw que Ad;(s1 ) Ç {.s~, /2. tJ}. Cowo G 

/. ineduthol, então 11 := G - {.s2.t1.t2 } tem apNtêl!i um;, compouentP. Mas s1 

é i olado em /J n portanto t·c = 4. Como C cont~m o quadrilâte.Jo,.. pecia1 e 
não tem solução, en t~ o G é o C4 • ou R.,. -I •:, t ~d ou N;:. -[~a. f a]. lodo de <:Ithos 
ruius cspccJ:Üs (figura 2.10). 

Sz ·------..... ·------.. 
/ 

riguríl :2.10: Ú ~ desenhos rUÜt!> C~ JWCÍai s t'Olll IJUtiiJU \tol lÍt'l' . 

Pod '111~, l'lllrto !>Upor que s1 tem um rldjttceJtte •• 11• qut• uão é l' pccial ~~1a 

(i' o grafo obtido de G pela remoção d~ ar•• ta l~a.~í1· 
Como G' c inedutin~l eno.ão. pelo TeoH.•ma de .Jcnger. temos qut• t;:>_-.j.:.tem 

quatro caminbos. P$1 • P.1 • P11 e Pr,. todo~ <Otll origem ~1 <!cujo lPrmino~ s;io ~1· 
~'1 · ta c tz. r· pc lhc~m~n<e . dois a dois di-.juutos 11u \értic,..:.. e:\cctu 11.1 o1ig~m. 
l~ huo (JU" podemo::. Lomar P51 = ( ·~. 'I). Cou~id•!rc o l"lrcuito 
C.= PJ. o I 2-~a.t~) o P,~ 1 (figura '2.11 l 

:?O 



::::;? ... 

-c 

Figura 2.11 0!- quatro caminhos P,1 • P.,. 1',1 c P11 l ' o ci Jcnito C. 

Nt :s ~c ponto twccssttamos da defin ição de pon1<• <'da dcfi tllçflo dt• cruzt~mentos 
dt> potd.eE.. lhdc, tttn g't:l.fo C e um snbgrafo // de (,', u 111 véi'Licc clc 11 ,í de l1guçâo 

em C 1\e HPi c incide, Pm G, uma. arest.a (}111.' IIHll P"t tcuce ,, 11. Uma. po1ilt com 
rclJção a(' i• um ~uhg rafo de G mas não d,. (', rniniu tal cujo!'. \Prti ccs dE' li2:<tçâo 
em C perlellcr•m t oclo; a C 

Duas pontes P1 c P"'! de G com relação a C cru:um ~c uma da eguintes 
propriedades for \'erdndeira.: 

(i) quatro ,.~rt1ce t 1 • t.,. t 3 e t•o~ ocorrem <'111 C 1 "Sta ordem dclic.s. t1 e tt3 

pcrl''ll• em a P1. 1~ e t·'~ pertencem t1 P. ou 

(ii) lJ••s \Crl1ce 1·1• 1'2 e t·3 de C pcrtr•ueo.m l:lll<õ. P, c1n:Hilo ., P .. 



Scjan1 •t!- pnnlf!S IJ. 1: B1• em rei<~Ç~l•l &o cilcuito C. onde IJ, (;o gr.lÍ•.J·rtresta 
de \"érlÍLc .... ~, c h~ f' 8 1 é ti. ponte que <'Oilt,;m t1 (c port:mto todo P:1 ). 

1\ a--:s-cq;fio do I eorema s~gue das St>guiutc afirmaç&>..s: 

(A} A única po11tc ti~ C que -cruza- com IJ. f•/J1• 

(B) O gntfo G'' é um desenlro ruim esJwcial . 

Oe fa.to, suponlta.qnc G" é um desenho t'tJ in• cs pt ~r it~.l; s<•jf1. N <1. Jeg,i;io do pli!HO 
dcll llli t ,ulu por C c qu<> não con tém / 1 (fig tl l ft 2. 12). 

/ 
.::: • 
- I 

• 
t., -

Figura ~.12: O grafo(;' c a •cgião R. 

Pt-la arl:-lllélÇãO (.·1).podPtnOS aclicionar a(;',, (tJ(•51;1 f .. , ... ~ 1 dc!'<'llhnudo·d Clll 

R <' matllt•fld(J <t pl:1naridade ( .-\uslandnr ,. l'arl•'l 11] J. .-\ dcmai . u cpi.HI ril.tlPIU 
• pecial rontinua urna face. poü: s 1 é um tlc ~cu \t:Jlke:- e.-.; não é. l'ott :.mo. 

G' ;. um de cuho ruim especial e a•mo~ Cl tP ullado. 
R cs;,a mostr:u ~ \'alidadP das afirmações ( .•ll l' ( 8 ). 



/)ernou~tmçüo clt (.4). SuJ,onha o coutráric,. Seja B Ulll.t outr<1 poutf' qu•• cn.:zc: 
B •. Eut ;'i(! t:xislcm 'énkc<- d,. üg.sç~ d~> B t•w l ' P,7 - 6~ c \1 P,: - s ~. dig;m10s. 
:r e y. H' Jl"Ctivalllf'llte. Logo exist~ em 11 11111 c::umnho P de :c n y (dh.junto 
iutclllaiii•'Jil ·de P"-: e de Pt~· e disjunto d1.• /'11 ). St•j:tlll 1', o tn•cho rlc P :.~ 1 de 
.s~ c1 .r <.• I; o LH•cho de J>,~ de y a t2, respcc\1\'alllelllf' (f1glll•l 2.1~). Os camiuhos 
f't : }J 

1
1 o }J11 t· r,_ := Jl~ o P o P1 formam uwa boluçã<• do VI"\. co11trildiçâo. O 

• I 

I 
I 

Sz 

Ps l: P. 
I Sz 

J!x 
I 

I 

I .;: ' p 
~---- -!....-_ ._ ~.!._ -- - _ lL- -

\ 

F'igura 2.1J· Os cammho~ J>;;1 o P11 e P~ o P o 1'1 fouu 111 u111<1 soluçdo em G ~e 
( \) uão ,-a.J,.r 



A dcmuHstr.t<;li(l de (ll). c1 seguir. compl··litliÍ a d· ~ IIIOII~traçlio c.lo 'JroJcrna 
Fundamcn t<d IJ. 

DemoTI<.trm;tif• de. (B). t CI.Uú f)UC G' tf!rn (jlli!drilátcru f'!o-JH•cial c (I v~ uito rcnr 

soluçãf, f!m G''. l'ortaulo se G'' for incdutívd r, J<':sult;Hio ~e~ur> por hipotcsr• de 
indução. 

Resta então rousidcrar o caso em que(;'~ rcduiÍ\'CI. 

Proposição 2.8 Scjn R' ttm redtLtor de G'', I seu inlc.,.ior. Entâo s1 f R1 

~1 E T IR'l = 3 t: os vàttc:ts dE: R' wio rlot., n dot$ ltgudo~ Jlflo mtcnor·. 

Dcmonslmçao. Seja R:= . \djc(f)- 1. Corno G é Hr<•dutlvel e li' é um redut.or 
de G' ternos IRI > 3 e IR'I s_ 3. l\la<. R Ç R' U { c. 1 } cuu' íguaJc.lade! ~omente :.e 
s 1 'I R' e .s; ( 1. Assim. ,-.1 f' R'. s; E I e H = J 

Para demou ... trar que os \'értices de R são dois a dois ligados pelo mtE>rior. 
basta obsenar que P11 • P~. e Pt, tém origem em 1 e término em t1 • ~2 t• t2. 
re!>p<:ClJ\.atnc>nlr>, e portanto passam por R'. O 

Srja R um redutor de G' com interior I maximal. SPjam sí. t2 e t~ os véruces 
de R que pertencem a P17 • P,2 e P11 • respectivamente {existem po1s R separa .s~ 
de •"2· r2 e t!) c;t'jam P:

2
, P/

1 
e P/

1 
os trechos de P~~ 1 • P,1 e P,1 limitados por s1 

e s2. l2 e t2 e t 1 e t~. respecti\-a.rnente (figura 2. 11). 

Sejam C'' a redução nucdiata de G' mdulidct por R e ôR o tna.ngulo de (,'" 
gerado por R (fisurd 2.15). 

SeJa também /1 o su bgrafo {próprio) de G gerado pui I U R. V ,uno:, considerar 
o VN em H com s;, Sz. I~ e t.2 no lugar d e~~, ~2. t 1 e 12 , 1 espec ti vamen.te, e JJ 
acrescido do quadrilá.teru cl>pecial. 

Para complct. r tt demonstração do Teorema Fundamental li, itemos mo::.trar 
que G" e H sao alllbo~ d~>-.f.!UllO~ ruins especiaJl>. De fe1tu. :,c C" e um de::.cnho 1 uim 
esptctal. pelo lcllltl 2 6 6R é uma fac~ de G11

• :h~iw ~t· l>uhdividiwtos a a~t·c;;ta 

f t~, t;] do tnãugulo. adicionando o •erticc .~; . e então ··~ rudarmu:." o df..'-.c.nho 
ruim ~special fi no interic1 do quadrilátero obtido. roJt,e•·uilllO!'> um supergrafo 
Je G'. planar e C'Oill o qu.-,dnlátero espenaluntf! dP .':>Uá~ fd0'!) (fl~ura 2.1G). Lo~o 
G' f. um dP.s~nho ruim especial. 

O a·cstanu dc.)la -,eç:io '-crá dedicé\do à tlcn•<Ju :.traç~u de 'JUl' G" e 11 ::o~1o 

dc.)Pnho~ ruins ~' S peciar~. lrêruos demonstr.11 apliutud(J .t lupóte:.r,• de iuduç:to 
para os grafos G" c H. 

:?-l 



fjgura 2.14: O gra.fo G' e seu redutor R:= {s2,t;,t2}. 

Proposição 2.9 O grafo G" é um desenho r-uim especial. 

Demonstração. O grafo G" tem quadrilátero especial e o \ ' !\' não tem solução , 
pois G" é redução imecliata de G' . 

Ademais, o grafo G" é irredutível, pois pelo lema 2.·L todo redutor de G" É­

redutor de G' e com mesmo interior, que pelo lema 2.8. contém s;, um vértice 

que não pertence a G". 
Portanto, por indução, G" é um desenho ruim especial. D 

Proposição 2.10 O grafo H é um desenho r-u1m e ~pé. cial. 

Demom:tração. A irredutibilidade de H sE:>gue in1ediaramente do fato que G' e 
irredutível e que os vért1ce.s do problema VJ\ de ligação de H . em G. são o::. 
\'értices especiais do VN em H . 

2.5 



R' L 
/ •t_J_ :..1_. --- t J 

t' / 
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Figura 2.15: A redução imediata G" de G1 induzida por R .- { s2 .t;, t2} e o 
triângulo !:::.R. 

Para provar que não há solução, suponha o contrádo. Seja. ( QJ, Q2) uma 
solução. Então P1 := Ps1 o Q1 o P;

1 
e P2 := P;-z o Q2 o P:

2 
formam uma solução 

do VN em G. uma COlliradjção. 
De fato, H é 11redutível e sem solução. Aplicando a hipótese de indução em 

H temos o resultado. o 

Terminamos assim a demonstração da afirmação (Bl e con~eqüenteJnente a 
do Teorema Fur1danJental TI . o o 
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Figura 2.16: O supergrafo de G'. 

2.6 Grafos Fraca1nente Irredutíveis 

Nesta seção, iremos fazer uma pequeua a.Jteração uo conceito de redutor 1 que fa­
cilitará o tratamento do problema considerado no próximo caphulo. sem coot.udo 
imaltdar o Teorema f uud<~meutaL 

Seja v um vértice não especial de C com grau rncuor do que ou igual a três. 
Observernos que R := rlrl.J( r) é um redutor de G. \eremos uesta seção que st: o 
interioJ de R consiste unicamente do vértice v entã.o a redução induzida por R é 

dPsnecessária para se obter um grafo plana1. 
Dizemos q"..le um grafo C 6 fracamen te il·redutit·el se os únicos Jedutores de G 

t ém lll terior unitário. 

É claro que se G é incdlll in~] então G é fracamente i11edutível. 
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Teorema 2.11 s('}Q G tLm gm.fo fracamente. t1T('dutível. Se G' i 7'éd'Ut1'1lc/ (l um 
desenho ruim então G' é um desenho ruim. 

Demonstração. Seja cmão G ·= J\.0 ,!\"1 •.•• 1\·r := 1\ (r~ Ol uma seqüência de 
reduções jmediat.as que leva G a um desenho ruim K. \'amos demonstrar por 
indução em r que G é um dese11ho ruim. 

Seja R o redutor de G, que h1duz a redução J\'1 . 1 seu int.enor. Como G' é 
fracamente Irredutível, então I consiste de um único vértice, digamos, v. Sem 
perda. de generalidade, podemos supor que R= Adj(v): de fa1o. AdJ(v) Ç R e 
se tomarmos Adj( v) no 1 ugar de R a redução obtida será o p 1 óprio H 1. Assim. 
os vértices de R são dois a dois ligados pelo interior .. .\demais. o iuterior I é 
max.imaJ, pois caso contrário G não seria fracarneme irredutível Pelo lema 2.-:1. 
todo redutor de 1\'1 é redutor àe G. e com o mesmo imeri01. Assim. /\..1 é 
fracamente irredutível Por mdução. J\'1 é um de:;euho ruim. 

Se !RI ~ 2 temos trivialmente que G é um de5enho ruim. Podewos supor 
e11tã.o que IRI = 3. Seja 6R o triángulo em ](1 obt ido pela redução de R. 

Observe que R nã.o mais é redutor de 11'1. Pelo lema '2.6, temos que 6R é 
uma face de f(l· Podemos portanto adicionar a x l o vértice v. ligru tdO·O aos 
vértices de R. obtendo assim um supergrafo L de G que é um desenho ruim. Ora 
G pode ser obtido de L pela remoção de arestas. Logo G é um desenho rwm. A 

demonstração do teorema. está completa. O 

Nas figuras 2.17 e 2.18, temos um exemplo de um grafo G fracamente irre· 
dutivel, sua redução H e o seu superg~·aJo L obtido através do processe uescrlto 
acima. 

G H 

Figura 2.17: O grafo fracamente irredutível G e sua reJuc,ào intedia r.a H. 
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'rst?l' 
l . l j 

L 
Figura 2.18: O supergrafo L de G. 
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Capítulo 3 

Grafos não Orientados 

Disjunção nas Arestas 

Sejam G um grafo nà.o orientado .e ,:,1 , s2, t 1 e t2 vértices de G, não necessariamente 
distintos. O P1·oblema do~ Dois Commhos Dtsjv.ntos nas A restas (A N) consiste 
em encontrar dois caminhos, disjuntos nas a.resta.s, ligaudo s1 a L1 e s2 a t2, 
respectivamente. 

Usaremos somente o termo grafo para grafo não orientado e dnemos simples­
mente que G tem solução caso o AN tenha solução em G. Além disso, chamaremos 
os vértices s1 , s2 , t 1 e t2 de vértices especiais. 

Ob,·iamente, podemos reduzh este problema ao VN da seguin te maneira: 
adicionamos a.o grafo G quatro novos vértices. disLintos dois a doi~. ~; . s~, t~, t~ 

e unimos s1 a si, s2 a s2., t1 a f1 e t.2 a t.2 por no,·a.s arestas. obtendo o grafo G1
• 

Em seguida, consideramos H o grafo da$ arestas ( '' lzne gmph") de G', chama.ndo 
de s1 , s2, t 1 e t2 os vértices de H que correspondero às aresta!> uova.s de G', 
respectivamente. É claro que o ANde G' tena solução se e some11te :>e o VN de R 
tetn solução. 

Apresent.aremo~ aqui uma outra solução do problema. 
Consideraremos lnicialmellte alguns casos trh'iais, em que a exi:.tôucià ou não 

de soluçã.o é imediata. 
Se os vértices s1 e t1 pertencem a componentes dlstinra.." de G'. o problema 

obviamente :1ão tem solução .. \ssint. podemos supor que ~ 1 e 11 pertellt.em à 
mesma co;npo11entc, Jl 1 . de G. Analognmcnt.e. SUJ>Or<!lt to;, CJl.H:' :-~ <' t ~ penencern 

a uma mesma componente. B'J. de G 
Se H1 =I H 2 ent;io o problema ob\1aJ1l~Ille tem solução. Podt'mos portamo 

supor que os quatro vértices especiais pertencem à mesma compnnente de G. 
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EvideJltcmente, podemos entà.o wpor que G é conexo. 
Neste capítulo, resolvemos este problema dando um~ ca.racterização dos gra­

fos conexos em que o AN não tem solução. Tal caracterização é devida a Sey­
mour [15] . 

3.1 D esen ho Ruim 

Um grafo G é um desenho ruim ( AN) se G é um desenho ruim VN, os vértices 
especiais têm no máximo grau 2 e os demais vértices têm no má.ximo grau 3. 

Consideraremos também como desenho ruim o grafo com dois vértices em que 
s1 = sz, t1 = tz (ou s1 = t2, t 1 = s 2 ), e uma única aresta ligando os dois vértices; 
denominaremos este desenho ruim de trivial. Na figura 3.1 vemos exemplos de 
desenhos ruins . 

s~~ ------~----~------r- --~sz 

\ 
Figura 3.1: Exemplos de Desenhos Ruins. 

Lema 3.1 (Certidão) Se G' é um desenho 7'ttim então o A.}\i não tem solução. 

Demonstração . Se G for o desenJw rujm t ri,·ial, obviamente a afirmação é ver­

dadeira. Suporemos então que G =f. K2. 
Vamos supor, por absurdo, que exista solução, (P1. P2). Como .s1, s2. t1 e 

t2 têm no máxüno grau 2 (e são rustimos) então P1 não passa nem por s2 nem 
por t2 e F'2 não passa nem por s 1 nem por t1 . Logo P1 e P2 ··cruzam··. t..I as G 
é planar e portanto P1 e P2 têm um vértice comum v. não especial, co.ntradiçã.o. 
pois v tem no máximo grau 3. o 
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3.2 Contrações 

A contração de uma aresta e consiste n<\ 511<1 remoção e identific11ção dos seus 
extremos. 

Uma contraçrio dE um grafo G é um grafo obtido a partir de G pela contração 
de um conjun to de suas arestas. Denotaremos G'/Z o grafo obtido a partir de G 
pela co11tra.ção do conjunto de arestas z. 

Lema 3.2 Se G tem solução. então tori<J cont.raçâo de G tem solução. 

Demonstração. Seja G' := G / Z urna COJll.rítç;;io de G. 
Sejam P1 e P2 os caminhos em G que formam a solução. É fá.cil ,·er que 

obtemos. a partir de P1 e P2 , passeios P{ e P~ em G'. disjumos nas arestas, 
simplesmente omitindo em P1 e em P2 as arestas que pertencem a Z. Ponanto 
G' admite solução (veja o exemplo na figura 3.2). o 

Figura 3.2. Contrações p1esen·am solução. 

Observemos porém que contrações podew criar ( no,·<ts 1 soluções. Como ve­
mos. no exemplo da figura 3.3. o gTafo G não tem solução vois 4- um de-;enho ruim 
(lema 3.J ). No ent.aoto ao con.traínnos as arestas e1 e t 2 crit1mos uma -,olução. 

Portanto, o inleressa11t.e seria quE> quando o AN não tivesse solução em G 
conseguis~~mos obter COlltl açõc:.. ~J'lC' nos leYal:>sem a um desenho t ui111, ou seja. 
que tais contrações não ··criassem ·· sol uções. \ 'erern o:; n::J próxima seção que 
e::-..istem certos coujuuto~ q ue ao sctcm contraídos pre~en ... m <1 eXJ;)\êucia <'a nã.o 
existência de soluções. I\a seção sub~eqüe nt e o problema será Je..,oJvtdo com a 
demonstração do seguinte 1 eorema: 
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sl 

71
Sz s1 P, Sz 

p ~, / r -----~ ~l 

;' 

/~0 e2 

t2 tl L
2 

/ B t1 

Figura 3.3: Contrações criam solução. 

Teorema Fundamental SeJam G um gmfo conexo e s1, s2, t 1 e t2 quatro vér­
tices de G, não necessariamente distintos. O AN não tem solução se e somente 
se G pode ser contraído rt um desenho ruim. 

3.3 Conjuntos Fraca1nente Ligados 

Para. Z Ç VG vamos denotar o número de vértkes especiais em Z por ex( Z), 
isto é, o:(Z) conta o número de vértices especiais em Z levando em conta suas 
multipl.icid a.des . Assim, ex( Z) :== I{ s1 } n Zl +I{ s2 } n Zl + I {tt} n Zl + I{ tz} n Zl. 

Vamos definir j3(Z), o gmu de ligação deZ em G, da seguinte ma.neira: 
(3(Z) := I8(Z)I + o:(Z) . 
Dizemos que 0 C Z C V G é um conjunto fr-acamente ligado em G se o grau 

de ligação de Z é menor do que ou igual a. 3 e EG(Z]11ào vazio. 
Dizemos que G é forte se G for livre de conjuntos fracame11te ligados. 

Lema 3.3 Seja X um con}unto fmca.mente ligado em. G . Se G não tem solttçiio 
então a. contração G' := G f EG[XJ tarnbém não /em solvs·do. 

Demonstração. Vamos supor. por absu rdo, que existe solução em G'. Sejam P{ 
e P~ caminhos, em G'. ligando s 1 a t 1 e s2 a. ·t 2 . respectivamente . 

É fácil ver que podem.os estender P{ e Pí a cammhos P1 e P2 em G', de s 1 a 
t1 e de s2 a t2 , respecth·amente. e tais que aP1 n aP2 Ç EG[.Y] . Como G não 
tem solução, então os canunhos P1 e P2 não são disjunto!' na~ arestas e portanto 

ambos passam por arestas de EG'[X] . 
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O caminho P 1 passa poJ p€1o menos utu:t ilt'esLa de ó(.~·). &C <JpCllas um eu~re 

s1 e t1 pertence a X i o caminho P1 passa por pelo menos dua& a.rcstas de 6(X) 
se s1 e t 1 pertencem, ambos, a_\. Assim. 

lé(X) n aP1 I+ l{.s]} n XI+ l{tl} n XI~ 2. 
Analogame11te, 

jó(.X) n aP2I + !{.s2} n XI+ !{t2} n .YI 2: 2. 
Como os dois caminhos são disjuntos nas a1cstas 11ào pertencentes a EG[X], 

então, somando as duas desigualdades, Lemos que (J(X) = ló(X )I +o( X) 2: 4, 
cont.rad.ição. O 

A seguir, demonstraremos uma propriedade importante de um grafo forte e 
sem solução. que será usada na seção seguinte. oude demonstraremos o Teorema 
Fundamental. 

Proposição 3.4 Se G é forte e sem solução. então f3( u) ~ 3 para todo védr.ct v 
de G. 

Demonstração. Se existem q~atro carni11 h os, dois a dois disjuntos nas arest.as, 
unindo v a .s1 , s2 , t1 e t2, respectivarneute, então o AN tem solução (basta compor 
os caminhos de s 1 a v e v a t1 : e os de s2 a v c v a t 2 ) , contradição. 

Sabemos então que os quatro caminhos não existem. Pelo Teorema de Menger. 
temos que 3X ç v ·G, v E X. tal que I6(X)I < et(X). Portanto, 

13(X) = ló(X)I + a(X) <c( X)+ a(X) = 4. 

Assim, fj(X) ~ 3. 
Como G é forte , segue que EC'[ X] é vazio . Portanto, p( v) :5 fj(.Y) ~ 3. O 

3 .4 O Teoren1a 

Teorema Fundamental Sejam C um grafo conexo t s 1 • .s2 • t1 e t 2 quatro t·ú­
tices de G, não necessa1·iarnente distintos. O A N niio tem solução se e somente 
se G pode sr-r contraido a um desenho rutm. 

Denwnstmçâo. Suponhamos inicialmente tp..te G possa seJ cm1trnído a un1 dese· 
nho ru.iw, G''. Pelo lema 3.1. G' Hão 1em solução. Pelo lema ;3 2. G também não 
tem solução. Assim. se G pode ser contraido a um dese11ho Jujm cm5o C não 
tem solução. 



Ht•sta mostrar que <> rccíprocí1 ,·ale. Suponlmwo:. qut.> C: aliio tem c;oJuçã.o. 
Vamos d•!mnnstJ ~~ por indução. que G pode ser comr..údo a um d"~''tdao ruim. 

\'amos iuici<~lmcnte cousjderar o ca!-o em que (,' coutóm 11111 c:onjuuto X fra­
camcutc lig.tdo. Seja G'' := G J EG[XJ. PP.lo )Pma :1.3. G' niio tem solução. Por 
indução. C:' pode t>cr contraído a um dc.-,\!nlto ruim, c port:wtu C também. 

PodcnJOS cnt:io supor que G é forte 
V (; rCiltO'i ua JHUpo~Jçào segtúntc:. que se o., \'értircs ( JH•ciais nit.o !>ão doic; il 

do1s di&lilltos, cuLáo G' é o descn1JO n1i111 trivial 

Prot'osic:;iio 3.5 Sr· C { jo1·te. sem $Oittr;(io t o• fJIWiw t't .1IH< ..... U•!J(Cini ... ntio $ÕO 

di~tmla!> dot" n dozs1 tntüo G é um dt "< dw um1 tr.t wl 

Dt moustmção. Suponhamos que ~ 1 coincide com &lgum outro vértice especiaL 
Se s 1 = 11 en tão. pela conexidade de C. o AN tem solução. cont radição. Logo. 
~~ :f t 1 c portanto s 1 E {~ 2 . t 2 } Sem perda J" gcucJ.llid.Hlc. upunh;tmos que 
..-.1 = "'2 . Pela coue.xid~de de G. b{ ~ d :f 0 poi:. s 1 'f 11• ~bs ,-.1 = , .. 1 c portanto 
iJ(_... , ) ~ 3. Pela proposição 3.-L temos qut' jJ( ~ 1 ) = 3; logo. o cotajunto h{.-.t) é 
unitário e~ ~ ;i tz. Portanto. Jt~ 1 ) = 3. Como C é fone. G(~d é sem arestas. 
Pela ~ouexidadc de C, G{~) é uru grafo \·értice. Assim, (,'é um dcscnlto ruim 
trivial, com ·'1 = ~l e 1, = t2. O 

Podemos en~ão supor que os ' ·értices ~pcciais são Joh a duis di tintos .~de­

mais pela proposição 3.1 temos que o gr:1u dos \'érticc.s especiais i no máXJmo 
dois c do demais \'t'rtic~s é no máximo trt!s. ParJ compl<'lar a d<!monstração. 
basla então mos1rar que G é um desenho ruim VN. 

É <'Vidente qu<~ o VN não tem solução em C, p01s nmn solução disjunta 
uos vét tires é di sjunta tlas arestas. Pod.ttli.O pelo 1\•<.IH'ltla Fundam c n~al do 
capítulo auterior ( Lt:'o rcma 2 3) .. lemo<. lJU<' G pod<' <;t•t 1cduzido a um dl• ,enho 
ruun \ '!':. \(tt ttns 1111 propo~içãc i>egunct• qur t: r fr:,r:uncJII<' Hrcdut ivd \'X e 
cou.,eqÜt>utementt!. qur• (;é um dec:~mho ruim\'~ {h!Orc..'ma 2.11 ). A-;sim C t• um 
des~uho ruim (;\N ). 

Proposição :).() S1 (J' i forte. ~em ~ofll< ' (lfl 1 t)" tprntro rr;rlzc t .. r.'pt rim,, .. titJ dor:­
o d oi~ rfl.strnto'. cntiio G e frocomeut e i1'1r:dutivel I'V. 

Dc.uwmt.a ~lio. \'amo .. supor. por ah urdo. lJUe G 11ào .~ frac, mente irrl'duti\'el. 
Dc1tl1e o r• dutores d~> interior não unitáno. cscolllii um. H. rujo m1c1iur I .. eja 
maxjmal. ~eja R' <• l0:1junto dos ,·értic<· cl R <JU• • iiC! adjac~utc:> ri pcl<J lllt'IIO::. 

dois \érti<:•..!& d·• I . 



Vamos inicialmente mostrar que Lodos os vértices de R' ~ã.o especiais. Seja v 

um vértice nã.o especial de R'. Como v é adjacente a pelo menos dois vértices de 
f e ;3(v) ~ 3 (proposjção 3.4), temos que o conjunto R - {v} U (Adj(v)- 1) é um 
redutor, com interior contendo lU {v}, contradizendo a max.imalidade de J. De 
fato. R' é constituído someute de especias. 

Iremos em seguida mostrai que R' é vazio. De fato . como os vértices de R' sã.o 
todos especiajs e {J(v) ~ 3Vv E VG, entã.o Lodos os adja.cemes de R' penencern 
a I. Logo, ló(JU R') l ~ I R - R'l e a(JU R')= IR'I. portanto {3(1 U R')~ IRI ~ 3. 
Como G' é forte então EG[I U R'] é vazio. Conseqüenteme11te, R' é vazio. 

Se R' é vazio temos que todos os vérLices de R têm no máximo um adjacente 
em I . Assim, {3(1) = ló(I)I S IRI ~ 3. Como G é forte , temos EG[I] = 0. Mas 
I é não unitário e G é conexo: conseqüentemente existe um vértice v em I com 
grau L Tome I' := {v} U A(lj( v) . É claro que {3(1') ~ 2 e EG[I'] i- 0. Logo I' é 
fracamente ligado em G, cont.radição. De faJo, G é fracamente irredutível VN. o 

Terminamos assim a demonstraçâ.o do Teorema Fundamental. O 
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Capítulo 4 

Grafos Orient ados Acíclicos 

D isjunção 1~os Vértices 

Neste capitulo .-amos estudar um problema análogo ao Problema dos Dois Ca­
minhos Disjuntos nos Vén.ices (\":\) (capítu lo 2), paut grafos orientados. 

Sejaru D um grafo orientado e s1 • .>2 • t1 e t2 ,·énice:. de D. dois a dois 
distmtos. O Problema dos Dois Caminhos Orien/(ldo.> Drsjvnto~ nos l'értices 
( VO) consis1.e em encontrar dois caminhos orientados e dh,juntos. de s1 a t1 e de 
s2 a t2 , respectivamente. Diremos simplebmente que D lou sulução caso oVO 
tenha solução em D e chamaremos os \'ét t1ces s1 . s2. t1 !? I~ de vérltce~ cspccwis. 

Como vimos no capítulo 1, o VO é NP-complelo p;"tra grafos em gera.!. t\o en­
tanto, neste capitulo, nós resoh-emos este problema para grafos acíclicos, 
redu:i:jndo-o, a me1ws de casos particulares, ao problema VN, o que permitirá 
"desprezar', a oriema.çã.o das arestas. Deste modo, consegui r·emos uma caracte­
rização dos grafos adclicos em que o VO não tem solução. 

A caractenzação é devida a ThomasseJI [20], que apreseutou uma demons­
tração dueta. sem redução ao caso não orientado: esta demonstração contém er­
ros mas aprPse.nta como corolário o fato de que se pode ''desprezar- a orrentaçào 
das aresta-. ~m cenas condJções. i\o artigo o própno Thomassen mett<"iona que 
outro caminho possível seria o de prO\"M diretamente a propriedade da remoção 
d(' orittllt ac;Õe!> e a conseqüente reduçiio ao \ .!\ Coll\<'nl nrr>ncionar 1 amb,;m o 
trabalho c(( '"·hilo.tch 11 1]. que apre<;enta 1101 al~orttnv> poliuolllial para rl';;oln•t c 

probl•,lll<~ "t'nl étprr-..,P.utar contudo uma Clrclrteriz;·u;ão . 
• -\ dt'llltlll~ll <tç~o aqui aprf>sentarla i.• on!!,inal 
Co!ll\lllcr;nemos i111cialmem e algnrua-. oper<;çõe~ ou \'l·l i liraçõ<'s 1 n \ · r<H~. en1 

que pode111os r~duzir o uosso problema j ela<> ... ~;~ dos gr<tfo-. norr11ais. O grafo D/> 



rwrttwl ~c, além dl.! •• dclico. ti•.er so;uc•Jtõt' .. 1 ~.o• '2 c uuto frJillc, , . souwntn t 1 e 1'2 

como sorv~:d<Juros. 
ÜU~f"f\ ' 1• !JU<? éH<'.'ili1S QUI> elllTallJ em .!-J em uadit (UlllJil•U<'lll p<~r<t a "-O)uç;io do 

JU o oi ema l~ port ~ltto JlOd~m ser reru(I\'Íciêi~ . Potlt' IIIUS (.']I tão Sli}IIJI CJlH' ... , (. fonte . 
AuaJogauteJttc. podemo~ supor que ~ 2 é fout e t• <JU< Ir<· l2 s~o bOtH!\Iúu to ~. 

Por outtu lítdo. fiC ·''I for sorvedouw é cl.uo CJUL o\ O u:io tctn -.;oJ uçft,). \ssirn. 

podemos l)Upor qm .~ r nãCJ é sorvedouto Art;dogauH::Jite. JIUd<•, uu !>ttpot que ~2 
uào é sorvcdolllo c CJlle tr e t 2 não sfto fonlcs. 

Além di sso, HC 11111 vértice não c ~ pedaJ é fonte (n u sorvcdouw), obviatnf'tltc. 
podemos rcrnov<'-lo do grafo, mantct•do a invari:ínci.t da cxisté11dr, dt• !>O]uc;ão. 

Podcmot- então supor que s1 e ~ 2 são as thJic,, ~ fou~c·s d<.' D (.· ttiiC' t, c i1 são 

os único~ sotv<!clomo<. de D. Ou ~eja podemos supor <JUl' D {· uormal. 

Neste capítu lo, rc;.ohemos este proulema d<ludo uma C<atactcrizaç:io elo~ grafos 

normais em ctuc o VO não tem solução. 

4.1 Reduções 

Para Z uma partP. de l ·D, vamos denotar por o+(Z) o ('Q!Ijuutca de \'értices de 

{.s1.s2} qu<' pertencem a Z e por o-(Z) o conjuuto de H~rtic.es de {t1.t2} que 

pertencem a Z 
\'amos dr.fhur o conJunto de llgaçao tl(Jro fora JJ+(Z) dt Z por IJ+tZ) := 

li +(Z) U o-(7 ) Analogamente. defi111mo!; o conjunto dr. liguçtio Jlara denLm 

tJ-(Z) dt. Z por .r(Z) := w - (Z) u a:+(Z). 

Proposição 4.1 S<. D t normal Então, ]JOTa toda !Jflrlc. uito t•u:.w, Z , d( D. D[Z] 
i acíclico L u co11jtmlo de son•edom·u5 rlc D[ZJ c tmw )JCLrf< Hàv va:i(l de J.J +(Z). 

Demo11.st.mçâo. O subgrafo D[Z] de D é oriPJllado, acícl ico e 11ao vazio. Logo. 
D[Z] COIII"IIl pelo meuos um son-edouro .\Jfínt dis..,o. todo sopcadouro dl· D[Z] E 
jt+( Z). po i~ Ir ~ 1'1 são os úrucos sorvedouros d(l D. O 

üm <"onjunto Z de \'értices é um 1edn or dt' D •am fnrn •t> { '1· ":!} n Z = 0. 
IZI ~ 1 e I)+( Z)l = l. Analogamentn. 11111 conjunto Z d~ \'cl'lir ... f> um r•'OUIOr 
de D pal'tl e/entro Sl' {t,. 12} n z = 0.IZI ~:!I I,-( ;q, = L 

.-\ hguJ·:. -I.J ilust r;. um e"Xe-mplo cl" 11111 1 ,.du1 m ,.:n;t f11ra 

Di zt'tll<."· <}Ul' o conjunto 2 f:. um ruiutm .,~ l c• UJII H:dutoJ J'·llil clcnt•o ou 
u111 Jl'(]ulOJ par:~ fc,ra O grafo D;. lr:uluti.·cl ... <' JJ é Jj, h ci" rcdulOr" 

O;Hlo t!m 11•dutor Z. a nduçào 1111c 1hatu df: !) ( mtlu:ula por ~·) <: o !:!.1 :.f o H 
obtido. a partir d<' D. pela contração tias aJ<• 1.1 de D(Z). 



1., 

figur4 4.1: O redutor para fo1a {u, "• w}. 

Í~ importante ressaltar que Z contém no máximo um \'értkc especial. A~tm. 
1, ''• t 1 c t~ continuam a ser quaao ,·énices em 11. di tmlo doi a doi . 

!\a rlgura 4.2, temo- a redução imediata do grafo d. figura 4.1 iuduzid4 por 
{u,v,w} . Note <tUP nesta definição de r<>dutor, ao coutr rio do capítulo 2. todo 
o conjunto a ~er reduzido é o redutor. 

J'igtJr<i 4.2: H "du~:\o im~cijaiéi do graÍO da figura .J.J { llld UlJda JtOT { U. t'. u·} ). 

Veremos na p<opo-ição a segtúr. uma propri dttdc impor ame de :r du;ore~. 
qu~' nos p~" rmitirá most;a; ç'.!e a reàução imedt:~la d<' ur 1 r. fo uormaJ tamhéw 
c normal. 
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Proposição 4.2 )t D t! llf~rmal c Z <' um '' dulor ]J(I1Yl fora, r·ulút~ D[ZJ i co­
ue7o ld( 1/lOIS. /'"ra ltJtifJ t·értu:e r1 em Z f :Z:U•l< ( m n:zJ UTU ettmmJ.o oncntadf.J 

de tl ao un1co t•értic~ de JJ ~ ( Z ). 

Demon~lrar;iio . Pel<& propo5jção -Ll. JJ[ZJ f~ um g1 afo ac:clico " o úuico ,·értice 
de J]+(Z) é seu úruco sol\'cdouro: cousr>qücni,•Jrll'nl<• tt ~mo~ o resulll!do. O 

Lema 4.3 (Nonnaliclade) Seja D nm·11wl Toda nd11r;ão imr:dwla dr D i nor­
mal. 

Demonsll·uçõo. Seja R uma redução irut:diaut de D i11duzida por Z. Podemo:> 
supor, s~m pl!rc.la d~ gm•cralJdiide. que 2 é um redutor parct forct 

Pel<t p1oposição -1.2. DIZ] é conexo P portanto o wHjuuto l i• !-.ub:,tituido em 
H por um único \'éJti<.E:. digamos t 0 , que idcntilican.•mos com o 'u ti c • de 1J+ ( Z ). 

Para provar que 11 é ctríclico, supouhauro~. por ahsurdo, qU(' 11 tem um ciclo 
C. Seja a (.\ aresta de C que. em H. e11 LI a em t•o ,. ~cja t•' o 'é1 uce que é a cabeça, 

em D, da aresta Cl. Pela proposição 4.2. temos que cxjsle um cam111lto orientado 
P de t•1 a uo. Logo. C pode ser esteudido a um ciclo em D, comradiçao. 

Para continuarmo:. a demonstração dG. normaltdade de H. ou5cn em os que 
um vértice t• fi Z é uma fonte (sorvedouro) em D se e somente se t• é fonte 
( ~on·edouro) em li. 

Ass1m, os v(Õrtires de {s1,.s2}, um conjunto disjunto deZ. sM> as únicas fontes 
de H em l H -"o· AJéru disso, os,érttce:, de {t1,t2}- Z siio o:- único-. son-edouros 
de H em V li - v0 

Para completar a demonstração da normalidade de Z re~ta porta.ut.o mo:.trar 
que ti) v0 não é foute em fi e que (ii) v0 ~ sorvedouro em 11 se c somente se 
VoE {tl.f.!). 

Para piO\'ar que l'u 11ão é fonte em R. suponhamos o contrário. N<!sse caso 

w-(Zl = 0. o que implica que Z contém uma fonte de D. em contradição à 

di~Junção d,. { -"1, '~} e Z 
Par~ prov:u que ttl é 5orvedouro em H se c ou.cn h: se to E { t 1. t2}. ob~cne ­

mos que t·u 6 soPNiouro em H se t> sument~ t• 1\ ' T( 2) =A. o 'Jil<.' cquh·ale diu: 
que t •0• o úniro \'érlicc de p(Z). pertence a {1 1./z). De fatu, 11 é Honnol. O 

Dada uwa "<·qi1<'\nc1: J/0 ·= D. H 1 ..... 11 , := ,,. t 0111 1 ;::: O e t<.~l qu<.· c.u.l.t 11, 
é uma redu~,.-nJ lllll'diata de H,_1 (1 5 i:; r), Jizeuou::o 'lu' " ' é Ulll~t 1~:du~tio de 
D t' qu ... D t ru/utít-da H . 
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JJcnw 4.4 (lnvari5.ncin da solução com rcduc;âo) O ymfu D. uQrmal. ad­
mitt 'Oiuçtin .-.t t somente: ,f. toda H.d11ção dt J) adrmlc; Mluçrio. 

!Jcmonfitmção. Seja /1 uma redução d" D. P11r induçfiu, podcn10s oln i:lmente 
supor <tuc /1 é uma redução imediat<~ <h! /J: scjil l o redutor qu'! i11duz essa 
Jt:duçãCJ. Potlt•tnos .supor. sem perda d~ g':liCrali<.hHic, qm• Z •' um n'clutor para 
fUI<!.. 

Pcl<.~. proposiçJo 4.:L, D[Z] é conexo c• portautu o rrn lj1111tO Z pCt cl<· ser subs­
titufclo cw 11 p01 utn 1ínico vértice, digaJnos 110, quP ident.ificatr' lllOI, ro111 o vértice 
de~ p-t(Z). 

=- ( Ht•duçJo n;io destrói solução J 
Su1 ouh,,IIIO c1ue D tem solução. (P1, P2) : ''amos prO\'#LI qur> 11 tamht!m tem 

solução. 
Como p+ ( Z) é unitário. então apenao; 11111 dos r.am111hos da oluçito Plll D 

pode passar por ,·ért ic.e• de Z _ Suponhamos. em pCl dn de gener<tlidadc. que P'l 
nfio passa por \!!rtice!i deZ e e. portanto, um c:uninl1o em li . ~e P1 for tambêm 
um caminlso em 1/. então 1 P1 • P2 ) é uma .;oluç.io dt• 11 . Podt•mo porlcHtlo supor 
que P1 pas!'a por \'t?rtices de Z. 

\"amo dc.finir P:. urn caminho em B. a partir do raminho /'1 • omitiudo·se as 
atestas pert•mc.emcs a D[Z) e identificando o CU!-> e."':Uemo:.-. 

É daro tpte o uovo par {.P{-P2l forma urna solução do \ ' 0 para J/ c ~egue o 
resulta do . 

.::::= ( Ttr>duçiw não cria solução.) 
Supuuh<tlrlOS qul' li tem solução, (P1. P2 ) ; v.utlos provar qu(• D t<>rn solução. 

Basta vcdflntl'll10h c> ca.so em que um dos c:aminhCJ!o nsa o vérLic<> vo, digi-l.mos, P1 . 

Seja o a aresta de P 1 que, em H , entra cul 110 c :,cja v1 o vértlc<' que é a 
cabeça. em /J. da «rt•sta a. Pela proposição ·1.1. tl'lllO'< qur. exi~ t<' um caminho 
oriculadu. fl.cm DIZ]. de t.l a v0 • As!>un. o caminhrJ 1';. cw D. dl. ~~ (t t 1• obtido 
a partir do carnittlso /'1• ~ubstitttindo-se o H~rlic\• t'o pelu r • . mi nl1o f'. •' orientado 
c disjulllo de /'2. O rcsuh<Jdo :,egue com o pat { Pl. P2 ). C! 
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VcJt.~JOos <I sce;uir uma propriedade iutpmtautc do !!T•lfo:. irrrd•Jti\·eis. que 
chamaremos de pmpr ic.dade X. 

Proposição 4.5 (Propriedade X) Pnm ICJ<Iu titlitt t•, ;,rio ''/" ,.jnf. dF 11m 

grafo rwmwl l inc.dttlívcl D. temo~ quf criMr.m tfm, t 'l/111111110 .. t111fltlndú ... wm 
Otl!fl'HI "t ltT'IIWir> 11 c t2 • respeclwaflltntt., c rli.~julilfl' r trc to llfJ t'c'rtir.f. r. 

/Jeuw11~11·a~·úo Va tlt O!> supor, por absurdo. CJIH:' 11 ;in I'XIc..t:t llt o~ cluih rami uhos. 
P(•]o 'CI'OI'<.'JJ J;J de M~;;•nger , existe urn roHjuJtt.o X d<' vél' t l<t'," I al (jll l! 

( 4.1) 

Como ~'I t> .!-2 são fontes podemos <>npo1 que ucJthum dele!. perlence a X 
( 1'!1110\'Ntdo o~ de X. se necessário). 

Somando I.Y n {t1.t2 h a ambos os lado .. da ci<•c;igu:tldadc 1·1.1) obtemos 

(~.2) 

O \'étticc t• E X e portanto X :;= 0. Peli1 propo~ição 4.1. J.1+(X) 1 0. logo \·ale 

a iguald:tde <'m H-2). M~ t· ~n.--uq u {t1 .tz}. Logo. lXI ~ 2 e portanto X é 
um redutor. t:ontradizendo a irredutibilidade de D. O 

Com eMr~s ddiniçõt":. podemos caracterizar os grafos qu• • não &1.dmitem solução· 

Teor·cma 4.6 (Teorema Fund amental) SeJa D um gmfo normal. O pro­
blema l'O 11fio tem solução se e wmenlt :-e D é n clutívcl o um d c~c nho 1'1Jim 

( \iN). 

Obtwrv('• tJU<! a definiçã.o de desenho t·u tm <HJUÍ uttli zada (> nq11cla dada no 
tapítulo 1 (VN). '\figura 4.3 apre.sema um grafo norJII.d, ~<'111 >,o]ução e irre­

du thcl c )JOI t<llllO um desenho ruim ( \ ·~) 

\'cH·mos na !>CÇão segumle que se Uill ~rafo f) é ittcduthd cut.:io podemos 

ign<Jrat c1 UI'Íl'lllação das a1estas. ou seia. n cguintc• 1csultl1do <~ \ctdadciro: 

Teorema da Irre)e,·ãncia da Orientaç:lo Se D é tltm11nl ( inuluti1 rl wlão 
o FO te çrio •c. t. -..omente st o l'.Y ' · ~ • ,/z.~rio. 

Con idr>raHdo ,·;Uido (I 1 eorema anterio; P•Hl "llto-.. então dcmo11~1 nu o Tro1 ema 
Fu 11 d:unr.:n tal . 
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Figura 4.3: Um grafo normal, sem solução e irredutível. 

Demonstração do Teorema Fundamental.. Suponhamos inicialmente que D é 
redutível a um desenho ruim, D'. Pelo lema. da Certidão do capítulo 2 (lema 2.1), 
o VN não tem solução em D' e conseqüentemente o VO tamhém não tem solução 
em D'. Pelo lema 4.4 (LJVariãncia), D também não tem solução. Assim, se D é 
redutíve] a um desenho ruim entã.o D nã.o tem soluçã.o. 

Resta mostrar que a reciproca vale. Suponhamos que D não tem solução. 
Vamos demonstrar por indução, que D é redutível a um desenho ruim. 

Consideraremos inicialmente o caso em que D é redutível. 
Seja H uma redução imediata de D. PeJo lema 4.4 (Invariância), segue que 

o VO nâ.o tem solução em R. Ademais, pelo lema 4.3, H é normal. Logo, por 
hipótese de indução, R é redutível a um desenho ru.im e portanto D também o é. 

Podemos então supor que D é irredutível. 
Pelo teorema. da Irrelevância, segue que o VN não tem solução. Logo, pelo Te­

orema Fundamental do capítulo 2 (teorema 2.3). temos que D pode ser reduzido 
(VN) a. um desenho 1·uim. 

Iremos mostrar que D é irredutível (VN ), completando assim a demonstração. 
Seja X uma parte de 11 D que contém um vértic<> não especial. digamos v. Pela 
proposição 4.5, temos que existem dois carillnhos orientados com origem v e 
término t 1 e t.2 , respecti,·amente, disjuntos exceto em t. Analogamente . ex.i s1em 
dois caminhos orientados, de origem s1 e s2 , respectivamente. e término t· . disjun ­
tos exceto em ·r. Ora D é ac.íclico e portanto os quatros caminhos são disjunto.~ 
dois a dois, exceto no \'értice v. Logo I.J+fXJ I + 13-(X)i 2:: 4. Assim. p ar<~ 
toda parte R dt> V D com int.erior (\']\) ni1o \·azio. temos IRI 2:: -!. De f:1to lJ 0 
irredutí,·el (VN). O 
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4.2 Irrelevância da orientação para grafos irredutíveis 

Veremos nesta seção corno obter urna solução para um grafo D normaJ e irre­
dutível a partir da solução do VN, ou seja, ig11orando a orientação das arest,as. 

Vamos inicialmente dar algumas definições e notações necessárias. 
Como o grafo D é acícLco, podemos definir uma. 01dcm ~ · tal que u :5 t' se e 

somente se existe um camiulLO orientado de u para v. 
Seja P um camjnho. Sejam u e v vértices pelos quais P passa, 11esta ordem. 
Denotaremos o trecho de P de u a v por P [1t, vJ e denotaremos o reverso 

(P[u , v])R por P[·u, u]. 
Seja. f~:, y] uma aresta. de P. Dizemos que a. aresta [x , y] é r·t>ven<a se P a 

percorre no sentido contrário de sua oríemação, ou seja, de y para x. Caso 
contrário. dizemos que [x, y] é direta. 

Dizemos que um vértice z é uma alternância. de P se z é ÍJlterno a P <> nma 
das arestas de P que incidem em z é reversa e a outra direta. Além disso. se a 
aresta seguinte dez é direta (respectivamente, reversa } dizemos que o vértice é 
um a alternância direta ( res pecti vam ente, alternância revcr·sa). 

Vamos denotar A(P) o conjunto de aJternâncias de um caminho P, ou seja, 
A(P) :={v ; v é uma alternância de P}. 
Feitas estas definições podemos resolver o nosso problema através do seguinte 

teorema: 

Teorema da Irrelevância da Orientação Se D é normal e ú'redutível ent.ão 
o VO tem solução se e somente se o VN tem solução. 

Demonstração . É óbvio que se o VO t.em solução então o \"N tem solução, seja 
D irredutível ou não. Resta mostrar que a. recíproca \'ale . Suponha que o VN 
tem solução. 

Dentre os pares (P1 ,P2 ), que formam uma solução do VN . escolha um par 
com o númet·o de altern;;tncias mí1úmo. 

Vamos mostrar que este par também forma. uma. solução do VO em D. ou 
seja, P1 e P2 são ambos orientados. 

Vamos supor. por absurdo, que (P1 . P2 ) não sã.o ambos orientados. 
Seja uo um elemento de A(P1 ) U A(P2) mini mal com relação à ordem ~- Seja 

vo um elemento maximal de {v; 110 ~ v . t' E A(P1 ) U .4(P2 )}. É claro que 1:0 {> 

maximal em A(P1 ) U A(P2 ). 

PeJa propriedade X (proposição -1 .5) e seu dual temos que existem doi ~ ca­
minhos orientados. R1 e R2 , com origem vo e término t.1 e t2. respecti\·amente. 
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disjuntos r~xu•to l'lll t>0 ; (:'existem dois camiuhos orieut;t<io~. Q 1 c Q7. de ·'J <s uo 
e ~? a uo. respecuvamen t<.:. tal que o único \'ét 1 ice em comu111 é o uu. 

Vamos denotar por r, (' E { 1. 2}) o vérucc de R1 U ll2 mais ba.Jxo de P,. isto 
c. indo Nll P, ua direção de .s, a t,. r, é o primeiro vérllrc qu~ pcn<·nce a al:!um 
R1 Analoganwute, ,·amo!' denotar por q, (i E {1,2}) o 'értice de Q1 U Q2 mais 
alto de P,. 1sto é. indo ua direção de .s, a 1, é o tíltimo \'érti(<' que pcrtet•re a 
algum Q,. 

Cmtvétn ob~l· t ·var que os resultados que S(' st>gncm sfir, todos verdadeiro:; se 
fizermos as "eguiu tes tro<:ac; : vL, por 110 • t, por q,. R, por (j,. 1., por,<;, ''alternancia 
dmata" por "alt<-rn<tnCJa n•verc;a .. e •·precede" por ~sutede" Ou :-cj:~. t•~síl~ trocas 
correr-.pondcm a cousidetarmos o dna.l direciouitl tlu /J. 

Proposição 4.1 O vérlict· u0 é uma altcruâm·,(l tltT'flfl . 

Dc.mou~tmçiio SPja u· uma ahermincia re\'Cll-a em A( P1) U .:I(P2). digamo~ em 

A(PJ ). O término t 1 de P1 é um .-.onedouro. Logo <•xiste em Pdtv, tt] uma 
aheJuãnda diteta. Seja então x a primeira allernancia d1rda d(> P1!w. tt]. Assim 

Pt[x .wJ é orientado e portanto x <V'. 
Portanto. m:nlluma alternância re\'ersa é minimal Logo, Uo é direta. O 

Corolário 4. 7.1 o~ t•értiCe$ llO e t'o !-tt(l d:..-.tinlo~. 

Dernonstroçno. Pela proposição 4. 7 e sua dual, 110 é Ulllit •• hemãncia direta e tto 
é uma alternância reversa. o 

Proposição 4.8 O conjunto l/Q, n l' RJ = 0. l :$ i.j :52. 

Dcmcm:!>lroção. St:p,u\ d.i aciclicidade de D c d" llu < ~'l'· O 



Proposição 4.9 ._cjn :z: ~ FR1 n \'P, - tl(l. I:utiio o trcclto P,[:r.t,] é on'c.ntm!o 
t (-eus vúlicu. di:.Juuto:. de. FQk U { Vo). I S i.j.l: $ '.! . 

/)( mun .. lltl~tiu. Vêtmo, inichdmeme mostrar CJU ~ /',(:r.:. t,] r. oli•·nUtdo Supo11ha o 
co11tnirio. Sej.L então r~ à prim~ira C1ltcn.áncJa r"'t!rsêl d~ l',[x, r,]. Assim. :.r: S t·~. 

Cuwo :r E \ RJ temo, c01ão t'o <:r :! t·;, (ullllt• \o.'JIJO ll•l flg,urêt •1. 1). conlra­

Jizi'JICICJ <1 rn~ ;ximalidad •• de v0 . 

x \·o 
· ---------------- -.-- ~;~;~ 

I 
AR 
/f J 

• -·-----· 

figura -L-l: P,[z. r,] é orientado. 

t 

FinaJnwnL<', \ ' .tOlO:, mostrar a disjunçà•J do trecho ern questão Seja y E 
l ' P,[x. t,J. Como u trecho é orlenta.do. <.>ntão :r ~ y Po1 outro lado. V: E l Qs., 
tmnos .= 5 tto. A~sim. z S u0 < v0 < x ~ !J r H•mos o •e~ulr ado . O 

Corolririo 4.9.2 Se uc1 E V P; (i E {1. 1)l c:u.lcio t'u = 1·,. 

Dtmon,ltrl~ ' (io . llr> f:tto. se r, :F v0 emão. p~'J,, pmposiçfto I 9. Pu 'I P,[1,. f,] . Pela 

d~finição d!• , . ., r o(/. P.[.-.;. r.:] e conseqiH'IliUl.CliiC' r·o V. F 1', . O 

Corolário 4.9.3 Se r,~ YR. (i E {1.2}) então r1 E: \ 'll:! e r-: E: \ ' Rt . 

Demon tmdw. " uponha.ilos que r1 ~ \ • Ht . Por dcfin•ç~o de r,. r, E \ R2. 
PoJ O'JllO bldO. to E l Rl n '. R'1. l.ogl). r' f. l'O Pt.>lo <Otoláno -Ul.2. 

to~\ P1 • lJOgo. lu E l P.J.. Pelo corolnrio 4.9 ~.to= '1· .J.c- im. r, E \ ' RJ . 
.Aualo8· lllCJH•·. "(' r_ ~ \ _.R? en~ão :êlml,f5m pndcm ' 'c.ucluil que '1 E \·H':! e 

r, E l ' ll1• O 
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Corolário •1.0.4 St ri pr~..cede. q; on P,, cutriú q, = u0 c r,= t 0 • 

Derrwn~tmçtio. V;Lmos supor. por absurdo, que r, f:. t.'(). Pcla proposição .J.9. 
ternos qur• P,[r .. t,J é disjunto de \'Qk(l S k 5 'l), rorawuJição poi!o. fJr E FQ1 U 
I Q~ l'orta.ulc, 7'1 = t 0 • Analogamente, temos q, = u0. O 

Corol<i1·io 4 .0.5 (J ~ubcmninho P,[g,1·,] C: intc.mmw 11ft di .. junto de R 1• rmra l S 
i,l.·::: 2. 

IJffiiOII.~tru~ rio. S<:' q, precede 7'1 então o 1 csult :•elo ~~·guc d<1 própria definição de 
'b e tJ,. r,. 

SupOl•h<nno~ cutão que r, precede q,. Pelo <C•tol:íriu autctior. q, = uo c r, = t:o. 
Seja x iut••tt•o ao tr~>cho em questão. VauJC• SUJ,OT. por ahsutdo. que :r. E \'R;;. 
Como :.z: #- •'o l~'mos. pela proposição 4.0. que P,[z.t,j éorif.!uLadCJ e portanto u0 
não é uma 01ltcruãucia JC\ersa. contradição à propo~iç:io 4.;. J>onnnto :t 'f \·R ~;. 

o 

Proposiç5o 4.10 A ansta qut preudt r, t;nl P, i rlirr.t, (i E { 1. 2} ). 

Demorulração. Vamos supor. por absurdo, que d aresta que precede.,., é ren~rsa. 
Como .s, é urna. fonte. existe em P.[.s,, r,) uma alternà.Jicia. rc\'er a. Sejc1 então t.' 

a última a.ltcrn!iucia re,·ersa. de Pi[.s,, r,]. Então ~Ir,. t•] é orientado e portanto 
r, < v. Por outro lado, como ri é um vértic~> de Rt U R2 tc•mo.; t'o $ r,. As~im. 
tJo 5 ri < v, contradizendo a ma..~alidade de t•0 • O 

Pt·oposi~no 4.11 Se ,.l E V R1 e 1'2 E 11 R2 c~~olâtJ c·oT/.'I(!JtiW/0~ uma soluçci.o do 
l'N com ti!Ím<.'7'o de CJl/c,·nâncias menor. 

Dt mow;troçao. \<~mo., ronsiderar os se;uintcs t•mniuhos= 
P,' ""'P,j~ 1 .t,] o R,{r,.t,~. 1 ~i~ 2 (\cja um exemplo na figura t.S). 

Temos l P{ n \ P~ = 0. De fato. como r, ;._o ,·énice de R1 U R, m~i., b:li:xo de 
P, cnt~o CJ u •cho P.[ <",. r,J é internamente disjunto do tr ccho 111 lr1 • t 1 )(] E {L 2} I. 
A disjtmç~o p<~ra o dernab uechos é trh·ial. 

Pcla pro1 osição 1.10. temos que <~~ :ue~ta~ •JUC J)l• rcdem 7't c r1 s.:io ditt•>.?.'. 
Além di so. H1 •• H~ s;io miemad~ t> porlfitliO .1(1':) U I( l'z) Ç I( Pt) U . I( P:. -
{r,. r~}. Ccmw to. que pert tmce ;; { r 1• r:-} pelu rotol.ll 10 -t 1.2 t{ uma ahcrnaur.ia. 
('Jitàoo p.u (I';. Pj) rc\flna uma :>Oluçàodo \ '\C' •111 loUIII{'IiJ <I .thr•ruauci •. ' In' I• 
do ttUC' o do par U)l· P-:) = 



r l /·. 

Figura 4.5: Novo par (P{: P~). 

Proposição 4.12 Se r1 E T/R2, r2 E V R.1, q1 E VQz e q2 E 1'Q1 então conse­
guimos uma solução do FN com número de alternâncias menor. 

Demonstração. Vamos considerar os seguintes caminhos: 
P{ := QI[sh qz] o Pz[qz , rz] o R1 [rz, t1] 
P~ := Qz[s2, qi] o P1[q1> r1J o R2[rh t2] 
(veja exemplos nas figuras 4.6 e 4.7). 
Pelo corolário 4.9.5 temos que os trechos P,[q, , r,] são internamente disjuntos 

de 1f Qj U VRk(l ~ i,j,k S 2). Os trechos de Qj e de Rk são disjuntos, pela 
proposição 4.8 . Os demais trechos são trivialmente disjuntos. Portanto P; e P~ 
são disjuntos . 

Vamos agora mostrar que o número de alternâncias do par (P{, P~) é menor 
do que o do par (P1, Pz ). 

Proposição 4 .12.1 O vértice 1·2 rtâo é umn alternáncia de P{. 

Demonstração. Sejam o: e ;3 as arestas de P{ que precede e sucede 7' 2, respectiva­
mente. É claro que f3 é direta pois R1 é orienta.do. Resta. IuostJaJ que a Larnbérn 

é direta. 
Se 92 precede r 2 em ?2 então o é a aresta que precede 1'z em Pz . que é direta, 

pela proposição 4.10 (como vemos na figura 4.6). 

Caso contrário, temos q2 = u0 e T2 = v0 (corolário -1 .9.4). Neste c~so a aresta 
a é o H!\·erso da. aresta quQ sucede v0 em P2 , que por sua Yez é re,·ersa .. pelo dua] 
da proposição 4.7. Portanto o é direta. como vemos 110 exemplo da figura 4. 7. 

Logo 1•2 11âo é uma alternância de P{. O 
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F.igura4.6: Novo par (P{,P2), no caso em que qt precede 7'; (i E {1,2}). 

• 

Ql[sl q2] 

Q2[s2 stJ 

• • • 

/ 
/ ' ' 

/ ' , ~ 

0 ~ / ~ -------o - ~~~.- ----~·~---------- ' - ' ~~ 

t 
2 

Figura 4 .7: Novo par (P{. P ~ ) - no caso em que 7'2 p1ecede CJ2· 



AnalogamcHtc à proposição auto:rior, temos que '1-: nf o é um~ altcrnitucia de 
~>: c qu1• r1 c q1 não são alternárJCÍC:tS de 1'2. 

Assim A(P{) u A(P~) Ç A{PI) u .r 1 (P~)- {q1, q,, ra, r:-}. 
Por outro lado, pdo corol.irio 4.9.2 e H'U dual. u0 E ~~/J·'J.} n .. 1{P, U Pz) e 

t'o E {rh r2} n tl(P1 U P~) e lemos o resultado. O 

ConlJmi;1Jtdn ,, dcmonstraçà<J do Tcorcnw 1. conto o ltÚlii('IO de élltérll~ucias 
de (Ph l );z) c• rnÍIIimo ~emos que r1 f. VR1 0 11 7'2 r;. \IR2 (r1mpoc;içào ~.11). 

Pelo corol:-írío 4 .9.J, r1 E V R2 e r2 E \lll1• A urtlog:uncnt r, 1 <•mos q, E V Ch e 
q1 E: \IQ 1• Port:1nto pela propos1ção 4 12, coltscvuitno!'. urn<• o,<,htçao rorn número 
<ll' altctuau('ias r11cnor Jo que o do par (J>1, !'~). cuutr.tCltÇfiO I'' tocl(Jl> O:> casos 
cl.cgamos ~ lllllét conô.radiç~. [Qgo 1'1 c 1'2 são runuuo; ori~ntados e 1cwo::. o 
H' ultado. A dcmonsu ;sção do Teor ~ma d,., lur•Je,·âltcia rowp),..t:-. a demon tração 
do Toorema ruuilamemal. o 

4.3 G rafos Fraca1nente Irredutíveis 

Nesta ~~c;ão , irPmos fazer uma pequena aJter:lc)io no concei tu d•! redutor. que 
facilitar:\ o tra~arnento cons.ide.rado no próximo capítulo, H!m coutudo invalidar 

o Teorcn a Fundam~?ntal. 
Seja Z urn r<'dutor de D Diz.emos que 7 é um redutor fmco :-c Z consiste 

de a.p(lnas dots vértices. d1gamos u e v. e tr(7) = {11} (• p+(Z) = {t'} (\.·eja 

figura 4.8) 

figura -L~ rm redutor fraco. 
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Dizemos que nm grafo D é fmcauu:nte 77'1'Uiutívcl se todo'> rcd11tores de /)são 
fracos. 

É claro que se D é irredutível então D é fracamcnLe inedutJvel. 

Teorema 4.13 Seja D um grafo uor-nwl c frocamenlc wrcdutíw::l. Se D c· rc­
duiú•cl a unt desenho ruun então D é um dc.~enho ru.in1 

Dernonstraçüo. Seja então D := A·o. l\'t .. .. , A'r :=H (1· ~O) uma seqüência de 
red1Jçõcs imediatas que leva D a um desenlto ruim h .. Vamos demonstrar por 
indução em 1· que D é um desenho ruim. 

Seja Z o redutor de D, que induz a reduçào imediata J, 1. Como D é fraca­
mente irredutível, então Zé fraco. Sejam u e t' os únicos vértices deZ e tais que 
{3-(Z) = {u} e p+(z) ={v}. 

Proposição 4.14 O grafo /{1 é fracamente irredutível. 

Demonstração. Vamos supor, por absurdo . que J\'1 não é fraca.meute irredutível 
Seja X um redutor de ]{1 não fraco. Sem perda de generalidade. podemos supor 
que X é um redutor par<~ fora. 

Podemos supor que u. = v E /3~ (X). pois caso contrário, X é um redutor de 
D não fraco. contradição. 

Mas todas as arestas que saem de te, em D. entram em ~·e portanto IJJi(X >I = 
I{ v} I = 1; Jogo X é um redutor não fraco de D. contradição. D 

Pela proposição anterior, temos que A'1 é fracamente irredutíveL Além disso. 
pelo lema 4.3 (Normalidade). temos que 11·1 é normal. Logo. por hipótese de 
indução, J( 1 é um desenho ruim. 

Lema 4.15 Sejn.m a-1 , a:2• o3 e a.4 quat1·o an;stas do de:>who nmn 1,·1 qut in­
cidem no vért1ce u = v, nesta 01·dcm dclica. Se a 1 e o3 entram no (saem do) 
vértice e 0.2 sa.i elo (entra no) vérticf. então o·1 entra no (sai do) pértict. 

Demonstração. Suponha o contrário. Sejam cq e o 2 arestas que emram em u =r 
e Ih e f3z ares1,as que saem deu= t tais que o 1. 31 . a2 c f3z aparecem 11esta 01 dern 
cícUca ua iucidência no vértice u = t·. 

Sejam "UJ.llz. v1 e v2 os e..'\tremo~ não comuns de c1 1 .<t2. j 1 t 3~. r~"J'<'cli· 

Yamente (figura ·1.9). Como ~ 1 e --~ são a~ únicas fontes de D. eatão <'XHcm 

camhthos oriCJ11 ados P1 e Pz. não neccs5an.Hllente dlsjumo'. com 01igc'Ul em 

{s1. s2} e término u.1 e u2. respectiYameme. AnalogameHte. ex.~~tC'm ca.m1nhos 

orientados Q 1 e Q2 com otigem 1·1 c "2· respccthameute. e término em {11 .1-2}. 



Como A"1 P. urn dcs(?nho ru1m. Prttâo pelo menos um do cammiao ... deut re 

Q1 (' Q2 iuterccptaru com P1 ou P-z, digamos /~ <• ()1. Seja 11 E \1 P1 n \ 'Q1 

(fisurn 4.9). Or<1 o subcawinl•o orientado de }Jz de w. u:~, mrus ;u; .tn•:>ta.!> ''1 e 
fll c<' suhcamiuho oriC'ut<tdo d€ Q 1 de ' '' a u.• fornmm 11111 cirlo. roHtJadiçc"ao pois 
/{1 é 3c:íclico (letn:t. jt.3). O 

:St 

............ 
............ 

' a, . -
u( 

• 6, 

-- --. 
\' • 

Figura 4.9: Exemplo de arestas ah.crnadas t'm '' = t•. 

Pela proposação anterior, temos que as arc:,t.a~ em D que '~Jllrarn <'lll u não f.âo 
illt.l!rc.slracla,...., no desenho ruim fl"1 com a..c; arebta.!'l em lJ lJUC! !'rtem dt> tt. Penamo 
pc1dl~lliOS separar os vértices 11 e v. mamcndo o plcwarid<~dc (figura 1.8). Assim. 
D é u11a dPsenho ruim. o 
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Capítulo 5 

Grafos Orientados Acíclicos 

Disjunção nas Arestas 

Neste capít.ulo vamos estudar um problema análogo <~o Problema dos Do1s Ca­
minhos Disjuntos nos Ares~as (AN) (capítulo 3), prua grafos orientados. 

Sejam D um grafo onentado acícüco e .s 1 , s2 • t1 e t2 vér11ces de D. não 
necessariamente distintos. O Problema dos Dois ('(J.mtnhos 01'tcntodos Disjuntos 
nas Arestas (A O) consiste em encontrar dois caminhos orientados e disjuntos nas 
arestas, de s1 a t1 e de s 2 a t 2 , respect ivamente. Diremos sm1plesmenLe que D 
tem solução caso o AO tenha solução em De chamaremos os vénices s1 . .s2, t1 e 
t2 de vértices especiais. 

Como vimos no capítulo l. o AO é NP-completo para grafos em geral. No 
entanto, neste capítulo, nós resolvemos este problema para grafos acíclicos. 

Novamente aqui, podemos reduzir este problema ao VO da segui11te maneira: 
adicionamos ao grafo D quatro novos Yértices, distintos dois a dois, s~, s2. t~. t2 
e um mos s1 a .c:; . s2 as~, Lt a t; e 12 a t2 }JOr nov~ arestas. obtendo o grafo D'. 
Em seguida. consideramos H o grafo onenta.do das arestas ( "dtrect~;;d linr: grnph") 
de D' . chamando de s1 , s2 , t 1 e 12 os vén ices de li que wrre~pondem às no\·as 
arest:as de D'. É daro que o AO tem 5olução em D se e somclllc ::.e o \ '0 ~em 
solução em fi. 

_-\presenl ::~remos neste capítulo uma outra solução. também reduzindo o pro­
h lema ao \'0, mas dando uma raractcri zaçi-io dos gra.fos acíclico,; em que o AO 
11âo tem ~olução. 

:\ão enfontrilmos referências a n ·,peijo deste problema. mas l'cd e 
Shiloach [13] mostraram que é eqUJ \'a)<>Hte ao \'0 . aciclico. tonfollne nwslramo:. 
no rapít ulo 1. 



5.1 Desenho Rui1n 

Um gr.tfll D é um t/c; .... cu/,CJ ruim se satisf1ZN as r-cgui11tcs J•f()JHÍC'diJClc:s: 

(i) J) é um descuho runn \'~; 

(ii) ... , e ~2 :.ão fontc•s; 

(ii i) lt c f2 bào sor\'cdouros 

(iv) pam todo vértice t• não espcciaJ tclllos 111771{!1-(u),g+(ll)} = Ji 

Cousidcrarcmos tamhém como df~sr2nho ruim n g1afo C'OIII do1s \értice~ em 

ljll(' .s1 = .s2, lt = l-z, e uma úuica art!St:'l de "I = -"z a 11 = t2; e tcuubC:m 
o grafo somente com vértices esp~cia1s. sem arestas, com St # lt ou '2 i: 12. 

Dcuornin<lremos este.:- dP:.cnhos ruill!: de tnt:ini.to. ~<t figurii~ 5.1 e .:1.2. 'emo:. 
exemplos de dcscuhos ruins . 

r igura 5.1: Exemplo de Ulll Deseuho Huilll. 

Lem<l 5. 1 (Cert idão) Se D i um du-u1ho ntim « llttiu wi11 lrm .... u/,~ · tio. 

Dt;m(ln.<:tmçrio. Se D fo1 um de=.cnho ruim tri\'ial. oh\ J:Hncllt" :: :1firmação é 
'~.!fli.Hiuird. Suporcmo~ eutão que D ~ uiio 1 ri da!. 

\ 'amo . upor. por absurdo. quf• existd ~olução. ( /'1• /''l ) Como 1) ~·um dc!oc­
uho ruim Vi\ ent5o o~ quatro ;-~nic·'' e.::pcciai:: são di tiuto doic. 11 do1s. Como 
~~ <' ~2 fio fontes. I 1 e I'! seio ~on cdouw· I!Jlliio P1 n:•o IM a t•··m por ':! u.~m 

por lz • rl uão passa ucm por !') uem por 'l· Logo P, I p'J -crul~lll- . • las D 
é plauc~J c J)Urt~JitO P1 ..: f>'! tO:m 'Jm 'értJ<• c 1 .1111 v. não, JH~ci:tl. C"Ontradiç;to. 

pui~ 11 H'lll apen.ts urna arc!>ta entr:wdo ou npeuas 11111a ar st.• ;th,clo. O 



• 
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Pigura .).2: Exemplos dl' Desenhos R uiJts TJi,·i~s.is. 

5.2 Reduções 

Dizemos que um ,·~rticc t' de D é bluq11tnrlo 'e t for um q!J ticc não esp~"cial fonte 
ou ~onedouro. 

Para Z urna pane de \ · D. \·a.mos denot;u por o+ ( Z) o nútuero de vênices 
de {~~ts:d que pr•rtencem a Z. levando em conta suas multiplicidades. ou seja. 
o1'(Z) := I{ J} n Zl + I{~J n Zl Aualogamente. \'amai dntolar por o-(Z) o 
utín1cro d(> \'érticr~dc {t1.t2} que pertencem a Z.ou seja. o (Z) ·= l{ t 1}nZI+ 
l{t2} n Zl. 

\ 'amos também defuür p- (z ). o grt1v d< liynç(io pnm foro de Z em D. da 
scguinl<' maneira: 

Aualogament.c, ''a lho:. definir o gmv d< ligaqno JICttl dc.11tr·o de D. como sendo: 

Considerarem<.• como :vluçõe., iuurlwtn• 11 11 iu;~ de D u grafo 11 ohtidu. a 
par·t ir de D. atravé~ de uma das :.eguintc :~ operaçôcs: 

• n·tu<x;iio de um '~~rtice bloqueado: 

• remoç~o das ar•• ta~ que emram em •1 'e J-f ( • 1 J :$ I ou r ·.:UHlÇâa da~ <trc;ot<l" 
tJUC entram em .. ~'"C ,..-,s2l $ 1 f.? 



Dizemos lJUC UO\ii pane Z uã.o ,·azia de \1 D é Ulll rm1}tmto fracawcntc. l1yado 
para fura de D se o grau de ligação para fora de Z fo1 igual a 1 e ED(Z] 11âo 
\'<lÓO. 

Analog,amcntc·, dizemos que uma parte Z, não ,·azia, dr l D é um con]tmlo 

frtJClttllcnlt.. hgfldo paro dentro de D se o grau dt· lig,;tç<lo partt dcnt ro dt 2 for 

igua.l a 1 c ED[Z] não vazio. 
IJ cmot. chamar de conjunto fracamente. ligado 11111 t onjuuto que é fracamente 

Jig<tdo pa.ra fora ou fracamente ligado pata dentro. 
D<ldo um COiljUtHO z fracameme ligado, ')e D ror JiVI'(' d(• INluções imediatas 

lJÍ\'ÍilÍS, a ndttção imediata de D ( induzidil po1 l) é n g1afo f/ obtido, a partir 
d~ D. pela cout.raçã.o das arestas de D[Z]. Couvém eufrtlltttJ que· a tonLração das 

arestas do subgrnfo gerado por um conjuuto fracamc.•ult l1gf1dn !;Ó é efetuada na 

au~ência de reduções imediaLas triviais. 
Dizemos que o gr~fo D é irredutível se não fot po:,~i' cl obter uma redução 

imt::diatí1 de D, 1th·ial ou não. 

Proposição 5.2 Seja D livre de reduções imc.dwtas 11 it•ims Z ttm conjunto fra­
camcnt(. ltgado para fora em D. Entiio. a menos d( t•/,·t,cc~ i.,of(J(/os em D. 
D[ZJ consiste de precüamente uma componente concxCl. ijll( 1 1wr !>UO t't.:. contém 
pr·ecisamente um sorvedouro. 

Demon~t.mção. Seja v um son·edouro de D[Z]. Então ou v é um sorvedouro 
em Dou v E 1.-i'+(z). No primeiro caso. v é especial. po1~ D é livre de ''értices 
bloqueados. Assim, em ambos os casos, v E {s1.s2,t, ,t2} U w+(Z). 

Supo11ha aindt\. que v rf. {t1,t2} U H'+(z). N<.>ssc caso, v E {s1,.<12} e, como 
g+(v) =O, segue que [J+(v) = O e porta.nto 'll é isolado em D. pois D é Livre de 

reduções imediatas. 
Co11cl ui-se que todo sorvedouro de D[ Z] ou é isolad<, <.~m D 011 pertence a 

{tht2} u w+(Z). !vias [J+(Z) =L portanto no máX11110 \1111 :-IOIVedouro de D(Z) 

não é isolado em D. Finalmente. D[Z] con1ém arcs1a:>. Poti<IIILO, precisamente 
uru ::;oncdouro de D[Z] 11ào é isolado em D. O 

Lema 5.3 Se D é um gtafo acíchco. então toda ruiu~ tio lll(t/lfltn flc Di nczclzca. 

Dcmon'IH:çcio 5f'Ja H uma reduçào imcd1ato de D. O n ~~ ulr.ulo (o IIÍ,·ialmeme 
obtido se H é uma redução uh·ial. 

Podemos então supor que D é livre de reduçõ"· iwediatól:. tri\iai:>. SeJa o 
wujunto fracamente hgado Z que induz a redução imedi;ua H Sem perda de 

seueralidade. podemos supor que Z é fracamente llgado para fora. 
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Pela proposíç<io antcrirJr. lemo ... que a 1iuica componcntl! conc>i<s não trivial 
de DIZ I e sul>stit uída em JJ por um único vértice, vu. que idc·utiftcttn.•mos corn o 
tíniro sorvedouro de DIZ] que não é isolado em D. 

\'amos supor. por absurdo. que H tem Ulll çiclo (' Se l'o não r um \'értic:e 
deste ciclo então C é um ctclo em D. coHtraJJçào i'OJC, D (: ntÍcÜco. 

Pod<:tllOS CHtão supoJ que Vo é um w5rtJ<:(' ue (' <;"ja (J <I a , rc~léJ de c que, 
c•tn H. ~n t.rt~ em Vo e seja ,.' o vértice qu<' •. t1 Cíl hec;:it. cut D. d<t ar<>sla a. Pela 
pJOpostçãu 5.2, temos q11e existe um ca.míulro oneUL;-•do P de u' a v0 em D[ZJ. 
Logo. C JJode ser estendido a um ciclo em D. I..OJ!Ll adição O 

Dada uma sequêucia J/0 := D, H1 , . .. , JJ, := 11' com ,. ~ O e t.al que cada 11, 
é urna redução imedJata de R;_1 (1 ~ i S r). dizcu1os qu(' J,· é um<t redução de 
D e que D é r-edutit•el a A. 

Lema 5.4 (Invariâ11cia da solução com redução) O !17flfo uc!dwo D admi­
lt solução ~e e $Omenle ~P toda t'C.dução de D admtir ~olut;õo 

Dt.mortslt·u.çrio. Seja H UUJa reduçã{) de D. Por indução podemos ob,·iamente 
supor que JJ é uma redução imediata de D. 

Se n é uma redução imediata. trh1iaJ obviamenre t~mos o resultado. Podemos 
então supor que D é livre de reduções imediatas triviais e qtJe R é obtido de D 
pela comração das arestas de D[ZJ, onde Z é um conjunto fracamente ligado. 
Sem perda de generalidade, podemos supor que Z i! fraount~me ligado para fora. 

Pela proposição 5.2. a única componente conc.x;~ não tt'Í\'Íi'l.l de D[Z] pode ser 
substituida em fi por um único "értice, digamos ?'o· que Hlen11ficaremos com seu 
lÍnico sorvedouro. 

:::::;. (Hcduç.ão uào destJÓt solução.) 
Supoultamo:. que D tem ~olução. (P1. P2 ): vamos pro,ar que H tan1bém lem 

boluçã.c:>. 
Como p+(Z) = l. eutão apenas um dos Cilmillhoc; da ..,oJução em D pode 

passar por arestas de Di7]. Suponhamos. sem petdn d<> ~eiii!Jalidade. que P2 é 
uru caminltn em 11. Se !'1 for também um caminho <'lll H. C'lltiio (P1. P2) é uma 
~olução de H . Podemos po1 t::uno supor que P1 pass4 pm <tn•st as de D!Z). 

\'amos definir P{. um camin11o em H. a partir do cc~minho Pt. o111iljndo·.:.e as 
are..~as petteucenle:- ~ D.ZJ t• idenlificaJldo o .. sem. t'XIIf'!IJu~ . 

E claro que o no,·o p.n (P{.P1 ) forma uma ~oluç~o d{l :\0 t~<~ra 11 e segue o 
J<>sultado 
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- ( Ht•ciuç:ío 11fi(l cria "oluçàõ.) 
Supunh;11110~ 'lue /1 ICm !'olução. i /'1 . P-z), \'lUIIOS fHO\<H que D tem soluç~ . 

OtH:ne que Pjj( t'o) = 1 e portamo no Joi:.xilllo um dos C'éJJllÍJJIIos P1 e P1 passa 
por V(). Bao:ta '''Jificarmos o caso em que Ulll do caminhos usa o vértiu· ro. 
digamo5, /'1• 

Se li() for ;, cu igP.m de P1 em H en tiio ~C'ja t:' := ~~; St: t•11 ufto for a or ig<.:m de 
r1 em 11 l'lllfio M:ja o a aresta de !'1 que. <'111 11, entra em l'o c• d a c·ahcça de a 

Nn D. 
Pela prnposiçiio 5.2, cxi<>te em D[Z] Ulll <"illiiÍJdlo uriclll.<Hio P de• v' a ·vu. As­

::;Ílll. o c.l111i11ho /':. CltJ D. de bJ a t1 obtido,, JI·••IÍI elo callliHho P1 , substituindo­
si• o \ ' c1ll1C'~ tu pelo camiuho P. é oncnt:ulu t' di sjuuto de 1'2 11c1 .. ;uc.'>tas e temo:, 
O I esultado COIII O par (f';. F~ ) . w 

A <>eguir, dcmon:.traremos al~um<.s propriedade...., import utcs de urn t;rafo 
irrt:'dUlÍ\'C) e SCIJI o!uçào, 

Proposição 5.5 St.• Di irredulú>d «: .•em •ulu~tiu. Cllllio mi11{f]-( t' )./Ji-( t•)} :S 1 
para todo t~trtict t' de; D, com i9ualdmh ,,( t• mio c' tSJxcaal. 

Dt:monstraçcio. Se existem quatro ertrnildto!i orientado . dois a dots disjuntos nas 
arestas. de ~~ a t•, .S'J a t:. r a t1 e t.• a f;! . r~pe<"li\-arnente, eutào o :\0 tem solução 
(1 a.sta compor CIS caminhos de ~ 1 a v e t• '' 11 • c os de '2 ét c c v a t,), rotmadição. 

Sabemo., t>ntão que os quatro caminhos uão r..."ibtem. Pela aciclidaJe de D. 
concluímos qu(• ou não existem d01s caminho~ oJienr.ados c clisjuntO"i nas arE-stas 
de ~ 1 e ~~ 2 , rcsp<>cth·amente. a v. ou nao PXItitcm dois caminho" orif'ntados e 
(li~,junt.os nas aresLt~s de 1: a. t1 e 12 • respect.t\'<U111'11Lc. PodC'mo., snpor, sem perda de 
gencraliclad<>, qu<' não <?.xistem os camiH)ws d<1 v n t 1 E\ de 7' (\ 12, rc~o.p('ctivamcnt.e. 
Pl'lo Teort'lll:-1 de Mc11ger, temos que 3.\ Ç \ · O. 1' E \',tal <JU<' jl!t ( \ )I < a-(.\·). 
Somando o-(\) a ambos m lados da d<' ... tbualtl;tdt• temo.; <Jll" 

Assim. ~!X I 5 1. Conto D é irredutín~l. '~gu,. (jll(' E Df.\ : • ,.,,zio. Po11 amo. 
p+ (t·) s a+( X} 51. 

Se r· uã•J f01 t•~p·Jchd. emãv r 11ão ~ t.loqucad<, c port a ui o J+l t l = 1. O 



Proposição 5 .6 Se D i trruiutível e sem .~ olufyàO wtão ~ 1 c.~'.! ;)iío fonte::, dt D 
e t 1 e t2 siío sorvedouros dt D . 

Demonstrru;iw. V<Jn101> dewonstrar que s1 é fonte. Por defiuição d~ f]- . /3 -( ~ J ) 2:' 
1. Se 13- ( sl) = 1 certamente temos o resuHado. Suponhamos C li tão que 13- ( s, ) ~ 
2. Pela p1opusiçã.o 5.5. temos que (3+ (s1 )::; 1. EJJtão, p elo irrcd utibilidade de D. 
segue que nenhuma aresta entra em s1 • De fato, .s1 é uma fo 11te. Analogament.e, 
temos s2 fonte e t 1 e t2 sorvedouros . o 

Prop osição 5. 7 Se D é zrretlutível, cone3:o e sem soluçiio t:.nlrio .SJ e .s2 são 
fontes ma.:. ncio ."Ort ,edouros e t1 e t2 são .so1·vedouros mas não f<mt es. 

Demonstração. Pela proposição .5 .6. s1 é fonte. Se .s1 ro1 5orvedouro. então ~t é 
isolado. Pela conexidade, [l ' DI = 1. Logo existe solução. contradição. O 

5.3 O Teorema Fundamental 

Teorema 5.8 (Fundame ntal) SeJam D um grafo acíclico e St . s2, t1 e t2 vér­
tices de D, não necessariamente distintos. O p1·oblema A O não tem solução se e 
somente se D é redutível a um desenho n.Lim. 

Demonstroção . Suponhamos irucialmente que D é redutível a. um Jesen lto ruim, 
H . P elo lema 5.1 (Certidão). H não tem soluçã.o. PeJo lem a .5 .4 (Invariância), 
D também 11 ão t em solução. Assim, se D pode ser redu zido ::1 um desenho ru im 
então D não tem sol ução. 

Resta mostrar que a reciproca vale . Suponhamos qu<· D não tem solução. 
Vamos demonstra.r por indução. q ue D pode ser reduzid o " um desenho ruim. 

\'amos inicialmente con5iderar o ca.so em que D é tcdutível. Seja H uma 
redução imediata de D. Pelo lema 5.4-(ln\'ariáncia), H não tem solução. Ademais. 
pelo lema 5.3, H é acíclico. Po1 ta.nto. por indução. J1 é r~duli,el a um desenho 
ru1m, e potlanto D também é. 

Podemos r~nt,ão supor que D é irredutivel. 
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Veremos na proposição seguinte, que ~c D é dcscoucxo. cnt<Jo D é um dr•:'!eJdiO 
ruim triviaL 

Proposjção 5.9 )c. D i zrredutirel. dc,;.conuo c .<-r:m solttr;àu. (nfâo D i um 
desenho ruim ti tt·utl. 

Demonstração. Seja 1\· uma componente couexa de D. Como D é a.cícllco temos 
que H tem pelo menos uw sorvedouro. Seja v um sorvedouro de A'. Como D é 
livre de blocj\J Ca.dos, <wtã.o v é especial. Concluímos que para I oda componente 
conexa 11· de D ternos min{,0+(1f X),/1-(V /1.)} S J. Como D é irredutível segue 
que D é sem arestas e r.omelll.e com vértice::. especiais. n·las D não tem ~olução e 
portanto .>J :j; l1 ou .s2 :j; t2 e temos o resultado. o 

Podemos ent.ão supor que D é conexo. 
Veremos na proposição seguinte. que se os vé1 tice::- especiais não são dois a 

dois distilltos. ent;\io D também é um desenho ruim tri\·iaJ. 

Proposição 5.10 Se D é irredutível, conexo, sem solttção e os quatro vértices 
especi01:s não são distintos dois a dois, entiio D é um desenho ruim trivial. 

Demonstração. Suponhamos que s1 coincide com algum outro vértice especial. 
Pela proposição 5.7. temos que {s11 s:d e {t1.t2} são ilisjUlttos. Logo s1 = s2. 

Então .o- (.c;1 ) ~ a+(st) = 2. Pela proposição 5.-5. 1emos que J+(st) ~ 1 Pela 
proposição 5.7, temos que .s1 não é sorvedouro e portanto b+(s1 ) i: 0 e temos 
p+(s1 ) = ió+(s1 )I = 1. Portanto . . B-(~ 1 ) = 1. Como D é irredutivel. D[$1] é sem 
arestas. Como D c> cotlexo segue que D( sl) é o grafo vértice f 1 = t2. Assim, D é 
um desenho ruim trivial o 

Podemos ent.ão supor que os vértices especiais são doi~ a dois distin1os. 
É evidente que o VO não tem solução em D. po1s uma solução disjunl<~ nos 

vértices é djsjunLa nas arestas. Por outro lado, pQla proposição 5 7. temos que~~ e 
s2 são as únicas fontes de De que t 1 e t 2 são os {wicos son·edomo:; de D . Assnn. [ l 
é normal (VO). Além disso. pela proposição 5.5. temos que mm{g-('l:) .g+ (rl } = 
1 para todo vért1cc t> uão e::.peciaJ. Para colllpletar êl demuHHração. basta e111 ão 
mostrar que D é fracamcn1e inedutí,·eJ \'0. o CJUE' será feito ua proposic;ão .5.11. 
a seguir. De fato. pelo Teorema Funda.menta l <.lo capítulo -1 (teo1ema -LG) D é 
redut;ível a um d!;'senho mito YN e conseqüentemE>n1e D é Ulll deseJlho 1 uim \.\ 
(teorema 4.13 ). Assi·m D é um desenho runn lA O). 
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J>roposição 5.11 Se. D ( tr·n.dutillc.l, wnaa, ... em ~o!uçrw c o~ IJUn'ro ~·b·tlc~ 

t.sper.iatS .'>Õr1 dm.; fJ doz, di'>tznto~. wtiio D l fm(·amcutc u wlutÍI d \'0. 

Dr.nwrl.f,fru~·tio. $Pia Z uru tedutor ( \'0' tlP D. Smn Jt•!Hln de gPucralirl<ide. 
podr!tliU~ SUJ>Ol IJUC z c 1110 JedUIOí para fota. LrJgu z n { .. , .. ~;!} = 0. IZI ~ '2 e 

!Li~ o ( Z Jl = 1. Pc•la pwposição -L2. D Z] é C'UIICXO c rull5('crijr~u1<~nl<:ll1 c D[ Z)t ~111 
<m · t;~ l\la~ Z ufto ( frac:a.rnenl(' li~;ldo pdTa fora c porlêlutu 1~ 0 ( Z) > 1. 

V<llll<>~> agoril dPmousLraJ que Zé li\•rc d<' vé1 ticcs <'Spt•t.iuJ~-> .. J .í s.thcmos I'JIIl Z 
c {.~, •• ,2} srto disj1111Los. Suponha. por n.bsurdo, que {1 1 ,1 41 } c Z lôm um clcmt!nto 

~m coulltlll. disgamo~ 11• Dado que !,1~ 0 (Z)l = 1. ..,,~gur. CJIIl' li +(7) = 0 c tz (.. Z. 
LrJgo P1o{ Z) = 1. c:ontradíção. De fato. Z 6 linc de PSJ>'•ciais. 

No\'amcutc. d~tdo que II3~ 0 (ZJI = 1, segue qui.! lti'+(Z)j = 1. S\.·j<t t•o o único 
,.~~rticc de 11'-+(Z). Como D é inedutÍ\cl (AO) então y+(tl) > 1. Ponanto. pda 
propo IÇft(t 5.5. g- ( t'u) = 1. Assim. o conjunto }' := Z - t'O tem i1}0 0') = l. 
í\o\tllll<'Htc romu D é int:>dutível ( ~0), ll'HIO~ que D[l' ] é :.~;:tu ~.rc,tas: :1l•~m 

disso. lJ é c:onc;..:o e os ,·c.htices especia.i~ SdO distintos doi~ a dois c porlauto D é 
livre de 'érll(CS bolados. Logo, Y é unitário. p~la propo ição 5.2. S('ja u o seu 
único \'értice. Assim. Zé composto de dois \'értice:. u c to com w-(ZJ = {u} e 
lf'+(Z) = {t•o}. Logo Zé fraco. De falo. D é fracamente iul!dutívcllVO). O 

Tcnninanws .t.Ssim a demonstração do Teorema FundamentaL O 
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Capítulo 6 

Duas Questões 

6.1 Primeira Questão 

A dcn10nstr<tção apre ... entada no capitulo 'l. iuclu1. um algorll mo. ruja complexi­
d<tdc l- O(IEI.I\'13). No entanto. ShJloac.h p;J e ~lisl•ra [llJ itJHC l~nt:ui1m um 
algoriliiiO de comp}exjdade O(,EI-.1"1). Tal oh ervação "ugcrc as ... cguinte~ per­
guntas: 

• é po·si,·cl haixar a comple..xidade. mantendo a estrutura da no c;a demons­
trttção ? 

• o problema admite um algoritmo com ro t nplexidt~de menor do que as apre­
~e n t. ada s '! Ou liuear ( taJ vez ao estJio dP Ta 1jnn li J) '! 

6.2 Segunda questão 

Cowo \'Ctific;,ruos, o problema dos I Cilll inho~ Jisjuntos. pat<t I = 2. apf<:~euta 
uma boui La c:11 actcrh:ação dos grafos que não ctdmilcul oi uc;5o, il t ra\'és da idéia 
de desenho ruim . 

• E possin~l. para os casos à~ 1 > 2. tt:r t~rnhém definições de rcdutorc e de 
de cnhrJ tuim '! 

• Qu.tl o grau de dificuJdade que o prol>Jr-.mu do J co.~miulao di juuto npro:­
scn t.. m rdação •. o do:: 2 Cdm.iuhos disjun\o ? 
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