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Resumo

Na atualidade nfo sfo raras as vezes que se fazem necessarios estudos para se obter
resultados melhores para um determinado problema. De fato, situacdes como estas s3o
encontradas em uma variedade imensa de problemas, desde a necessidade de um
trabalhador encontrar o melhor caminho para chegar ao seu local de trabalho até
situagbes mais complexas como projetar uma rede de computadores ou de
telecomunicagdes, interligando cidades de um pais, com o menor custo possivel - tema
estudado neste trabalho.

Nesta dissertac@o, consideramos o problema de projetar uma rede através da
conexdes entre pares de pontos, sob certas condigbes de conectividade. Tais condigdes
garantem que a ocorréncia de falha em uma conexfc continue garantindo ligacdes
alternativas entre pontos importantes da rede. Consideramos que estas falhas podem
indisponibilizar apenas as conexdes entre pontos, ndo consideramos falhas que
indisponibilizam os pontos. O custo de uma rede € a soma dos custos das conexdes
existentes entre seus pontos. Neste problema o objetivo € obter uma rede com estas
caracteristicas de conectividade e que seja de custo minimo.

Para atingir esse objetivo, apresentamos algumas técnicas que sdo utilizadas para
resolver esse tipo de problema. Descrevemos um algoritmo exato e algumas heuristicas
para obter solugdes vidveis de maneira eficiente. Por fim, apresentamos os resultados
computacionais obtidos pela aplicagdo de teste em instdncias obtidas em repositorios
publicos, algumas adaptadas para este problema.
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Abstract

At present, it is not rare the study of a problem to obtain better results. In fact, this type of
situation is found in many problems like the problem a laborer have to find the shortest
path between his home and his office or the problem to design a network connecting the
cities of a country, which is considered in this work.

In this dissertation, we consider the network design problem under certain
connectivity constraints. These constraints guarantee that the occurrence of a fail in a
link does not disconnect important nodes of the network. We consider that a fail may
occur only in the links, and we do not consider fails that affect nodes. In this problem, the
objective 1s to obtain a network with these connectivity constraints minimizing the total
cost of its links.

To attain this objective, we present some techniques used to solve problems of
this type. We describe an exact algorithm and some heuristics to obtain feasible solutions
with reduced cost efficiently. At last, we present some computational results applied on
instances obtained in public repesitories, adapted for this problem.
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Capitulo 1

1. Introducéo

Problemas de otimizagdo sdo vastamente estudados devido a necessidade de resolugéo de
problemas com menor custo ¢ melhores resultados. Na atualidade ndo sio raras as vezes
que se fazem necessdrios estudos para maximizar ou minimizar os resultados de um
determinado problema.

Nesta dissertacio estudamos o problema de projeto de redes com baixas restrigdes
de conectividade visando minimizar o seu custo. Nossa preocupacdo serd apenas na
topologia, ou seja, consideramnos apenas links que ligam pontos na rede. O objetivo deste
trabalho consiste em estudar apenas a disponibilidade dos caminhos; ndo consideramos
possibilidade de indisponibilidade dos pontos envolvidos.

Problemas como este ja foram estudados por varios pesquisadores, dentre os quais
destacamos o trabalho de Stoer [1]. No nosso caso, o objetivo principal € projetar redes
que interligam cidades e estados de um determinado pafs com 0 menor custo € possuam
algumas restricbes de seguranca, como garantir que exista pelo menos um caminho
alternativo para comunicacdo entre pontos considerados especiais em uma rede.

Em [1], Stoer cita problemas de telecomunicacSes que paralisam os sistema de
telefonia ou que isolam cidades causando transtornos ou implicando na perda de milhdes
de ddlares. Porém ndo € preciso ir tdo longe para nos deparamos com problemas do
mesmo grau de complexidade; no mundo dos negdcios, situagdes como estas s3o muito
comuns: imagine uma grande comparnhia, com por exemplo a Ambev, que comercializa
seus produtos por todo o pafs. E estratégico para a empresa interligar todas as suas
distribuidoras e revendedoras de forrna que a matriz possa distribuir as metas de
negéeios, controlar o desempenho de seus vendedores e coletar informacdes sobre a sua
dominincia no mercado e a concorréncia enfrentada nos diversos estados brasileiros.
Certamente, para resolver este problema, uma empresa como a Ambev contratard os
servicos de uma empresa especializada em telecomunicagdes, porém o paralelo aqui €
feito como forma de exemplificar a extensfio do problema no mundo dos negdcios.

Para resolver problemas como estes, de forma eficiente, faz-se necessirio a
utilizacdo de algoritmos e técnicas de otimizacio para determinar o projeto de rede de
menor custo para ligar os vdrios escritérios, distribuidos entre as vérias cidades do pafs, €
ainda garantir que pontos estratégicos possuam rotas alternativas.

No decorrer do trabalho, consideramos diversas técnicas de otimizacdo e,

aplicamos estas técnicas ao problema de construgdio de redes com baixas restricSes de
conectividade:

a. programacio linear e programacao linear inteira;
b. planos de corte e 0 método de Branch & Cut;

c. algoritmos de aproximacio;

d. heuristicas construtivas e de melhoria.

Neste capitulo, apresentamos o problema e suas motivacdes. O capitulo 2
apresenta as técnicas de otimizac3io que foram utilizadas. O capitulo 3 apresenta a



formulacio matematica que descreve o problema proposto e as desigualdades
consideradas. O capitulo 4 apresenta as heuristicas utilizadas neste trabalho ¢ que
serviram como apoio na determinacfo de uma solucio para o problema bem como na
busca pela solugdo 6tima. O capitulo 5 apresenta a aplicagio de teste construida no
decorrer deste trabalho. O capitulo 6 apresenta os resultados computacionais obtidos pela
aplicagiio das técnicas implementadas e aplicadas em instancias obtidas em repositérios
publicos e gerados aleatoriamente. Por fim, o capitulo 7 apresenta as conclusdes obtidas
como fruto deste estudo.

1.1. Defini¢cado do Problema

O problema estudado neste trabalho visa construir redes com caracteristicas de
sobrevivéncia em situagles onde links de comunicag@io tornam-se indisponiveis entre

pontos importantes da rede. Assim, o objetivo é construir redes que permanegam
operantes, através de rotas alterpativas, mesmo em caso de falha de links.

Durante este trabalho, consideramos que um link de comunicagdo € uma
seqiiéncia de ligagOes entre pares vértices v; e v;.

A denominac@o em inglés para problemas como este é dada pelo termo “Design
of Survivable Networks”, porém a traduciio exata deste termo para a lingua portuguesa
resulta em um titulo pouco intuitivo, a saber, “Projeto de redes sobreviventes”. Dessa

forma, neste trabalho, denominamos o problema como “Problemas de Projeto de Redes
Resilientes”.

Por questbes de simplicidade, no decorrer deste texto, os problemas de projeto de
redes sdo denotados por PRR.

Dizemos que dois pontos da rede possuem um link de conexdo se existe uma
forma de comunicacio entre eles. Dizemos que dois pontos possuem um link alternativo

se apds a queda de um link de comunicagfo ainda existe outro link de comunicacéo entre
estes pontos.

Posto isso, podemos dizer que o PRR pode ser descrito informalmente como a
necessidade de interligar diversos pontos de forma a garantir algumas propriedades. Uma

definicao mais precisa, usando a linguagem de teona dos grafos, serd apresentada
posteriormente. As propriedades sdo:

» Pontos considerados criticos aos negdcios requerem pelo menos um link de
conexdo alternativo entre si.

» Pontos considerados sem importéncia, podem ou néo estar interligados na rede.
» (s demais pontos devem possuir pelo menos um link de conex3o entre si.
Stoer [1] nomeia esses pontos, conforme descrito a seguir:

o Pontos criticos sdo chamados de “especiais”.

¢ Pontos considerados sem importancia sdo chamados de “opcionais”.

s (s demais pontos sdo chamados de “ordinarios”.

No decorrer deste trabalho, denotamos tais pontos como criticos, opcionais ¢
ordindrios.



Segundo Stoer, o estudo sobre a disponibilidade de redes abrange aspectos muito
mais amplos, como por exemplo, garantir que existam trés ou mais links de conexéo
intertigando pontos criticos, consideraces sobre o trafego da rede, equipamentos, etc.
Este trabalho visa estudar apenas redes com baixas restricdes de conectividade, ou seja,
sera exigido que existam, no mdaximo, duas rotas alternativas ligando pontos criticos da
rede conforme descrito no inicio desta secio.

Assumindo-se estas condigdes, o problema consiste em encontrar 0 menor custo para
construgdo de uma rede, por exemplo de fibra tica, que obedeca as condicOes impostas
acima. Vale observar que o problema nfio estd restrito a redes de fibra Stica, porém para
interligar cidades de um pais, por exemplo, a fibra 6tica € uma opgédo interessante a Ser
considerada.

A seguir, apresentamos uma formulagdo para o problema considerado. Usamos
termos bastante conhecidos da 4rea de teoria dos grafos e de algoritmos. Porém, caso o
leitor nd@o esteja familiarizado com os conceitos da drea de teoria dos grafos e de
algoritmos, recomendamos a leitura do livro de Cormen et al. [15].

Seja G = (V,E} um grafo ndo orientado, que representa 0 conjunto de pontos &
possiveis arestas de conexdes entre eles, onde V representa o conjunto de pontos ¢ E o
conjunto de arestas do grafo ou, mais especificamente no nosso caso, o conjunto de
possiveis links de conexdes entre os pontos.

Para cada conexio e=(y,v) € E, entre dois pontos u ¢ v, existe um custo fixo
associado ¢, que representa o custo de construco do link de conex&o entre 0s pontos u e
V.

Considere que para cada ponto s € V, existe um ndmero r; associado tal que:
e r,=2,3¢s5¢éum ponto critico da rede;
e ry= 1, se s éum ponto ordindrio da rede;
¢ r;={, se s € um ponto opcional da rede.

Neste cendrio, as condi¢des de disponibilidade ficam satisfeitas se Vs, &€ V,s5#1, a
rede possui pelo menos #(s,t) := min {r;, r;} caminhos disjuntos nas arestas ligando s a .

Dessa forma, uma solucdo que ndo fere nenhuma das restrigdes de disponibilidade do
problerna, também chamada de solugdo vidvel, € dada por um subgrafo G' = (V, E’),

onde E’ C E, sendo que para cada par de vértices disjuntos s, £ € V, existemn, pelo menos,
r(s,t) caminhos disjuntos entre eles.

Dado uma solugdo vidvel G* = (V,E’), seu custo é dado por 2 Ce- Vamos denotar
este custo por ¢{G'). ecE

Uma solugdo vidvel N=(V.F), F c E ¢ dita ser uma solucdo 6tima se seu custo é
minimo.

A seguir, sd0 apresentadas as questdes que motivaram o estudo de problemas de
construgdo de redes como as caracteristicas definidas aqui.



1.2. Motivacéo

Problemas de otimizacdo s@o encontrados em uma variedade imensa de situag@es, desde a
necessidade de um trabathador encontrar o melhor caminho para chegar a seu local de
trabalho até situacdes mais complexas como projetar uma rede de computadores ou de
telecomunicagdes, interligando cidades de um pafs, com o menor custo possivel - tema
estudado neste trabalho.

Encontrar solugbes Otimas ou mesmo aproximadas para problemas desse tipo €
um desafio nem sempre facil de ser vencido. Conforme visto no Capitulo 2, existem
diversas técnicas que podem ser aplicadas para resolucdo desses problemas, porém o
tempo computacional exigido pode tornar-se um problema sério a ser enfrentado.

A sociedade moderna, desde a inddstria, as finangas, o comércio, a medicina, a educagio,
a policia, as institui¢des governamentais até a agricultura, depende de maneira quase que
crucial da disponibilidade de redes de comunicaces. Cada uma dessas entidades possui
um certo grau de tolerdncia quanto a falhas na rede. Em operagdes militares, por
exemplo, faz-se necessdrio um mecanismo de tolerdncia a falhas altamente sofisticado.
Falhas de comunicacdo entre pontos estratégicos pode significar o fracasso de uma
operacdo militar. J4 em outras dreas como a educacdo, o nivel de tolerdncia pode ser
relaxado sendo exigido apenas que existam conexdes entre pontos importantes.

O tema associado 4 sobrevivéncia de redes surgiu pioneiramente no campo militar
uma vez que em tempos de guerra as forcas armadas precisavam da garantia de que a
comunicagdo entre seus exércitos ndo seria interrompida em caso do ataque inimigo
destruir alguns dos links de comunicac¢@o entre suas frentes militares ou mesmo alguns de
seus quartéis.

Amalmente, o tema vem sendo vastamente utilizado por empresas de
telecomunicagdes tanto para disponibilizar comunicacio telefdnica como para viabilizar a
transferéncia de dados entre empresas.

Conforme citado na introdugéo deste trabalho, existe uma variedade de grandes
empresas que precisam manter links de conexdo entre seus escritérios ou clientes por

questdes estratégicas, sejam elas para troca ou centralizagdo de informacio ou mesmo
para distribui¢do das diretrizes de seus negécios.

Na maioria das vezes, tais empresas possuem alguns escritérios ou clientes que
sdo considerados de maior importancia em relagio a outros, E npatural pensar, por
exemplo, que escritbrios localizados nas grandes capitais possuem maior importancia
quando comparados a escritérios localizados em pequenas cidades. Dessa forma, ¢
também intuitivo desejar que tais localizagdes possuam maior tolerdncia a falhas no que
diz respeito a comunica¢io entre tais pontos. Ou seja, em caso de faltha de um link de
conexdo entre esses pontos, € desejado que exista uma caminho alternativo que viabilize
a conexao.



Em cendrios como estes, as empresas de telecomunicagdes, no intuito de
satisfazer tais crit€rios, elegem os chamados pontos criticos e ordindrios ¢ projetam a
rede de custo minimo que viabiliza a conexdo entre esses pontos.

O grande desafio para as empresas de telecomunicacdes € que existern milhares
de pontos e milhares de alternativas de ligacZo entre eles. Isto aumenta bastante a
dificuldade computacional para encontrar uma solucfio étima deste problema.

O problema de projeto de redes com baixas restricbes de conectividade € um
problema tipico de Otimizacio Combinatéria. Problemas deste tipo sfo comuns no
mundo dos negdcios e na sociedade atual.

No préximo capitulo apresentamos um resumo das técnicas que consideramos neste
trabalho para resolver o PRR.



Capitulo 2
2. Técnicas

Embora existam vérios métodos para resolver problemas de otimizacio, nem sempre eles
sdo eficientes. Por exemplo, a complexidade computacional pode variar de problemas
resolvidos em tempo polinomial a problemas resolvidos em tempo exponencial.

Segundo Ferreira ¢ Wakabayashi [2], para alguns desses problemas sio
conhecidos métodos eficientes e rapidos para resolvé-los; para outros ndo sdo esperados
métodos que produzam solucdes Otimas em tempo polinomial. Para muitos s¢ sdo
conhecidos algoritmos de tempo exponencial.

Para exemplificar a complexidade do problema, suponha gue uma instrucéo de
computador seja executada em (109 segundos. A tabela 2.1 ilustra o tempo
computacional necessdrio considerando fun¢des de tempos polinomiais e exponenciais:

f(n) n =10 ‘n=20 n=30 n=40 n =50 n = 60
0,00000000110,60000000210,000000003 |0,000000004:0,00000000510,000000006
n segundos segundos segundos segundos segundos segundos
0,00000001 ; 0,00000004 | 0,00000009 | 0,00000016 | 0,00000025 | 0,00000036
n’ segundos segundos segundos segundos segundos segundos
0,0000001 | 0,0000008 | 0,0000027 ; 0,0000064 | 0,0000125 | 0,0000216
n’ segundos | segundos segundos | segundos | segundos segundos
0,00001 0,00032 0,00243 0,01024 0,03125 0,07776
o’ segundos segundos segundos segundos segundos segundos
1,024x107 0,000104858|0,107374182] 1,83251938 |1,303124892|3,645901338
2" segundos segundos segundos minutos dias anos
59049 10} 0,34867844 [0,238299921|38,4463717512270,219805(134054209,3
3" segundos segundos dias anos milénios milénios

Tabela 2.1: comparag@o entre tempos polinomiais e exponenciais

Por outro lado, muitos destes sdo problemas praticos de grande importéncia que
necessitam de uma solucfio, mesmo que aproximada, ou que demore bastante tempo para
ser obtida. Para viabilizar a busca dessa solucdo desejada, existem vérios métodos que
sdo aplicados para a obtencdo de solucdes de custo reduzido para estes problemas.
Alguns deles consistern em enumeragdo implicita, relaxagdo, métodos de planos-de-corte
e heuristicas.

A complexidade computacional de muitos problemas computacionais pode ser
compreendida usando a teoria de NP-completude. Para isto, os problemas foram
simplificados para problemas de decisdo, onde a resposta para © problema ¢€
simplesmente sim ou ndo, mas que ainda conservam sua dificuldade computacional.




O estudo da complexidade computacional destes problemas levou a uma

classificagdo dos problemas que podemos resumir da seguinte maneira:

[ ]

P (Polynomial): corresponde & classe de problemas de decisdo que podem ser
resolvidos por um algoritmo deterministico polinomial;

NP (Non Deterministic Polynomial). corresponde ao conjunto dos problemas de
decis@o que podem ser resolvidos por um algoritmo ndo deterministico
polinomial;

NP-Dificil (NP-Hard): um problema x é considerado NP-Dificil se todo problema
de NP se reduz polinomialmente a x;

Informalmente, reducdo polinomial de um problema £ a outro problema P*
corresponde a um algoritmo de tempo polinomial que transforma uma instdncia x
€ P auma instincia y € P*, tal que P(x) = “SIM” se e somente se P*(y) = “SIM”
[14].

NP-Completo(NP-Complete): um problema € NP-Completo se estd na classe NP e
é NP-Dificil.

Para obter defini¢bes mais precisas, recomendamos a leitura do livro de Cormen et al.
[15] ou Garey e Johnson [13], ao leitor que ndo estiver habituado a esses conceitos.

Embora ainda ndo tenha sido provado matematicamente, acredita-se gue a figura 2.1,
apresentada a seguir, representa a categorizacio destas classes:

NP

NP-Complsto

Figura 2.1: possivel categorizacio de classe de problemas P, NP, NP-completo ¢ NP-

dificil

As classes NP, P ¢ NP-Completo sdo aplicadas para problemas de decisfo, ou seja,
aqueles problemas que assumem como resposta “sim” ou “ndo”. J4 a classe NP-Dificil
pode incluir problemnas que nio sio de decisio, além dos problemas de decisdo. A grande

- . . . ? A
questdo em aberto na 4rea de ciéncia da computacio € se P = NP. A maioria dos

pesquisadores acredita que essa igualdade ndo ¢ vilida e sé existam algoritmos super-
polinomiais para os problemas NP-dificeis.



Associados a todos esses conceitos, existem técnicas matemdticas que auxiliam na
resolucio de problemas reais como o estudado aqui.

O PRR € um problema de otimizagio NP-Dificil. Um caso particular bem
conhecido € o problema da drvore de Steiner para o qual nfo hé pontos criticos ¢ ja foi
provado ser NP-dificil [13].

As se¢des a seguir apresentam 0s conceitos basicos envolvidos em cada técnica utilizada
para resolver o problema em questio.

2.1. Programacao Linear

A programacdo lincar € um modelo matemdtico utilizado para resolver problemas de
otimiza¢fio que consiste em encontrar uma soluc@o 6tima para um determinado problema,
caso ela exista.

A programagdo linear busca solucionar problemas de maximizagdo ou
minimizacdo de fungdes lineares considerando-se um conjunto de restricdes lineares
previamente estabelecido.

No ambito dos negécios, a programacio linear € vista como uma ferramenta
extremarnente importante que € utilizada em casos onde € desejado encontrar ¢ lucro
mAximo ou o custo minimo para situacdes nas quais existem diversas restri¢es [3]. A
utilizacdo desse método € considerada uma das principais técnicas para obtencdo de
solucdes Gtimas e aproximadas para problemas de otimizacio dessa natureza.

Em outras palavras, a programacéio linear € um modelo usado para modelagem de
problemas reais em linguagem matemdtica e a vantagem de utilizar esse tipo de estratégia
é que existem algoritmos ripidos para sua resolugdo. O mais conhecido € o Simplex, que
apesar de ter complexidade de tempo exponencial no pior caso, é polinomial no caso
médio.

Outros métodos que tém obtido excelentes resultados priticos s3o os métodos de
pontos interiores, alguns destes com desempenho superior ao do algoritmo Simplex.

Em termos matematicos, um problema de programacio linear pode ser definido
da seguinte forma:

Dados:

- umamatriz A = (az) € ¢
- vetoresc={c)e Q"e b=(b)e 0".
Encontrar vetor x = (x;) € 0 ™ (se existir) tal que:
- minimize ¢ix; + CaXa + ... + CpXy

nxm

- eesteja sujeito as seguintes restricdes:
O auxitapxy+ ..+ apxn< by
O ayXi+anx:+ ..+ QX 2 b
o
AniX] + ApaXz + ... + QX = by



Graficamente, podemos representar um problema de programacdo linear como
sendo um poliedro, conforme exemplificado pela figura 2.2:

z2
3ie=d
[ .
Solugio dtima:
xi=4g
"\ x2=1
4 o
3 B \ Valor da soliglo dtima; -9
& 2 S
52 »= 0 L i\
- o SR > 'xj
1 2 3
.
%l == 0 \& 23] + 552 «= ]2
\ 2l +zd a= 5
-2xf-x2=9 \

Figura 2.2: exemplo gréfico de programacio linear

Na figura 2.2, o problema de programagao linear consiste em:
- minimizar -2x; — x;

- sujeito a:

f x;+x255

2x; 4+ 3x,512

< X <4

x20

L JngO

Graficamente, € intuitivo ver que a solugio esta restrita ao poliedro P. No caso do
exemplo da figura 2.2, a solugdo 6tima € x; = 4 e x; = 1, sendo que o resultado da solucio
otima é -9 = -2x; ~ X2,

Atualmente, existemn vérios softwares livres e comerciais que resolvem problemas de
programacdo linear de maneira satisfatoria. Dentre eles, podemos citar:

¢ Pacotes comerciais:
o CPLEX/ILOG,
o XPRESS/Dash Optimization,
o OSL/IBM.
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e Pacotes livres:
o GLPK/Gnu,
o SoPlex /Zib.

Segundo Ferreira ¢ Wakabayashi [2], a comunidade de otimizacdo combinatéria tem
optado pelo uso do CPLEX que é considerado um pacote eficiente ¢ robusto e vem
apresentando 6timos resultados. O CPLEX tem sua biblioteca de fungdes (Cplex Callable
Library) projetada sob medida para a utilizag@o no contexto de algoritmos Branch & Cut
que serdo abordados posteriormente neste trabalho.

Neste estudo, nds utilizamos a biblioteca XPRESS que nos ultimos anos tem
apresentando um bom desempenho e, recentements, estudos através de benchmarks
mostram que tem obtido desempenho superior ao do CPLEX.

2.2, Programacao Linear Inteira

A programacdo linear inteira € uma restrigio da programacio linear onde as variaveis
assumem apenas valores inteiros.

Em termos matematicos, um problema de programacfo linear inteira pode ser
definido da seguinte forma:

Dados:
- umamatrizA =(g;)e Q"""
- vetoresc=(c)e Qe b=(b)e Q"

Encontrar vetor x = (x;) € Z " (se existir) tal que:
- MINIMIZE C1X; + CaXz + ... + ConXpn
- e esteja sujeito as seguintes restricdes:
O auXi+apXz+ .+ apmkn < b
O  dziX] + AnXs + ...+ QomEm 2 b
<
Xy + QuaXo + ... + QX = Dp.

Problemas de programacdo linear inteira podem ser relaxados a problemas de
programacdo linear se excluirmos a condi¢do de integralidade do vetor x, ou seja,
considerarmos a condiciox=(x) € Q™.

A grande diferenga entre programaco linear e programacéo linear inteira € quanto a
complexidade computacional: © problema de programagcéo linear inteira ¢ um problema
NP-dificil, mesmo quando o sistema linear contém apenas uma restricio e as variaveis s6
podem receber valores 0 ou 1. Um exemplo de problema que pode ser modelado desta
forma € o problema da mochila bindria [13].
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2.3. Branch & Bound

A técnica de otimizacio Branch & Bound € considerada uma técnica de “enumeracdo” e
“poda” uma vez que a sua estratégia € construir uma 4rvore com todas as solugdes viaveis
de um determinado problema. A técnica consiste em percorrer a 4rvore de Branch &
Bound evitando percorrer ramos que levern a solugdes piores que a melhor solugio jd
encontrada ou que ndo levam a solugbes vidveis. Sempre que um ramo represente uma
solucio de valor melhor que as anteriores, esta € guardada. Ou seja, a idéia € tentar
eliminar varios ramos da drvore. Assim, ao percorrer a 4rvore que enumera o conjunto de
solucdes do problema, sempre que for encontrado um ramo que ndo € viavel, ou que
contém uma solucdo pior que aquela que ja temos, este € podado e ndo € preciso
percorré-lo.

Dessa forma, o problema original ¢ subdividido em vérios outros problemas: os
varios ramos da arvore construida. Supondo que é conhecida uma solucdo para o
problema, a busca por solucles 6timas limita-se a percorrer a drvore na procura do menor
{(ou maijor) valor limitante.

No pior caso, um algoritmo Branch & Bound tem a mesma complexidade de uma
enumeragdo e a busca na drvore obedece a seguinte propriedade:

Seja x uma solugdo conhecida. Suponha que deseja-se encontrar uma solucio de custo
minimo de um determinado problema . A cada né da drvore estd associado um conjunto

de restricBes, portanto cada né possui um limitante inferior. Considere um determinado
né da arvore de decisdo:

- se o valor do limitante inferior para este nd for maior ou igual ao da solugo x
conhecida, entdo certamente nfo hé solucfo nesta sub-4rvore com valor menor

que x. Assim, podemos podar esta sub-arvore, podando todos os descendentes da
busca;

- se o valor do limitante inferior para este n6 for menor que o valor do limitante
superior do né em questo, entdo pode ser que a solugfo Stima esteja nesta sub-
arvore. O ramo ndo € descartado e a procura pela solugfo dtima continua;

- sempre que encontrarmos uma solucdo y de menor valor que x neste ramo, entfo a

solucdo x conhecida € desconsiderada e y passa a ser considerado com a solugio
conhecida atual e, entdo, a busca continua. ‘

De acordo com as regras acima, o problema descrito pode ser considerado um
problema de minimizacdo e, o importante no método branch & bound € que nenhum

ramo deixard de ser analisado: um ramo serd “podado” se nos levar a solugdes invidveis
ou que ndo melhoram a solugio que ja conhecemos.

Um dos grandes problemas deste método é que na maioria dos problemas, a enumeragdo
gera uma quantidade exponencial de solugGes e, portanto, a escolha do limitante inferior
passa a ser decisiva na solugdo do problema. A escolha de bons limites inferiores e
superiores garantem uma grande reducfo no niimero de nds que serdo percorridos.

No caso do nosso estudo, consideramos drvores de Branch & Bound bindrias
juntamente com programacdo linear uma vez que as varidveis do problema assumirfo
apenas valores 0 ou 1. Isto se deve a necessidade de encontrarmos solu¢des inteiras para
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o problema, ou seja, ndo nos interessa encontrar uma solugdo que viabilize a construcao
de apenas parte do link de comunicagio entre dois pontos.

A figura 2.3, apresentada a seguir, ilustra a técnica Branch & Bound para 0 nosso
problema:

Figura 2.3: técnica Branch & Bound

2.4. Planos de Corte

Os métodos chamados “planos de corte” foram criados para resolver problemas de
programagdo linear inteira. A idéia do método é “relaxar” a condicdo de integralidade e
sistematicamente eliminar as solucdes fracionarias encontradas através da inclusio de
novas restricbes (inequacgdes). Essas novas inequagbes que sdo acrescidas ao modelo sdo
chamadas de planos de corte.

Sabe-se que 0 processo de inclusdo de planos de corte € um processo finito que
leva a uma solugfo inteira para o problema de programacio linear inteira proposto.
Embora finito, o nlmero de inequacdes necessarias para chegar-se & solugfio inteira
procurada, pode crescer exponencialmente.

Nesta estratégia, o problema € resolvido através de um poliedro inicial que
contenha o problema original porém descrito por poucas desigualdades e, repetidamente,
encontra uma solucio Otima para o novo problema. Se esta solucio ndo resolver o
problema original, inserimos uma nova desigualdade valida que separa esta solucio sem
perder nenhuma solucdo do problema original.

Mesmo reduzindo o niimero de inequagdes, como ja foi dito anteriormente, uma
vez que varios problemas de programacdo linear inteira sdo NP-Dificeis, nio € esperado
que existam algoritmos eficientes para resolver problemas desse tipo.

Quando estudamos planos de corte, outra questdo a ser resolvida € como obter
inequacOes validas que separam as solugdes que nfo nos interessam. Este problema €
chamado de problema da separagdo. O problema da separagio consiste em determinar se

um ponto x € uma solugdo vidvel ou, caso ndo seja, encontrar uma desigualdade que
separe este ponto do problema estudado.
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Formalmente, podemos definir o problema da separagio da seguinte forma[8]:

Seja
- P C R" um conjunto convexo
{ -ve R*
Determinar
-seye P

- ¢aso contrario, encontrar uma desigualdade ax < b tal que
Pcilx.axsh}
ay>b

A figura 2.4 exemplifica o problema da separaco:

¥
®

ax < b

Figura 2.4: exemplo de problema da separagao.

O problema da separacdo € um problema importante para ¢ nosso estudo uma vez
que Grotschel, Lovész, Schrijver provaram que & possivel resolver um problema de
otimizac#o associado a um programa linear em tempo polinomial se o problema de
separacao descrito acima pode ser resolvido em tempo polinomial.

Gomory (1958, 1960, 1963) e Chvital (1973) [6] foram os primeiros a propor
métodos automatizados e genéricos para criar as inequagtes de corte e tiveram um papel
importante neste ponto desenvolvendo algoritmos que abordaram a questdo. Segundo
descrito por Aardal [6], a contribuicdo de Gomory e Chvital foi muito importante
teoricamente porém, na pratica, suas técnicas foram pouco efetivas para resolver
problemas NP-dificeis em tempo satisfatério. A vantagem destes métodos € que sio
gerais, permitindo a geracdo de planos de corte para qualquer problema de programacao
linear inteira.

A principal dificuldade para usar os métodos de Gomory e Chvétal € que as
melhorias obtidas pela inserc@o de planos de corte sdo, em geral, pequenas e, portanto,

levam a um custo computacional alto devido a grande quantidade de desigualdades que
s30 necessdrias para se resolver um problema.
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Assim, pesquisadores comecgaram a estudar métodos automatizados para
encontrar planos de corte particulares para cada problema. Esse tipo de abordagem tém
dado bons resultados uma vez que o problema € visto de forma mais especifica.

Ao leitor interessado em estudar com mais detalhes este tdpico, recomendamos o
artigo de Aardal [6].

Existemn muitas formas de implementar algoritmos de planos de corte. Como
forma de exemplificar a técnica, descrevemos, a seguir, o algoritmo 2.1 de Dantzig,
Fulkerson e Johnson que ilustra 0 método de planos de cortes8}:

var P; //P ¢ o poliedro do problema;
var O; /1 Q € o poliedro fraciondrio inicial;
var c; /f fungdo objetivo;

Q « {poliedro inicial};
y < solu¢@o Otima do programa linear (Q,¢);
Enquanto y pode ser separado de Q faca
Seja uma desigualdade ax < b que separa Pde y
Qe QOnNix:ax <b};
y ¢ solugdo 6tima do programa linear (Q,c);
Se O = 0, devolva ¢
Sendo, devolva y

Algoritmo 2.1: algoritmo planos de corte

Seja (P, ¢) um programa linear de minimizacio onde P € um poliedro do
problema e ¢ € a funcio objetivo. A idéia do algoritmo 2.1 é considerar inicialmente um
poliedro O, tal que P ¢ Q descrito por poucas desigualdades e, a cada iteragdo, inserir
designaldades de forma a separar y de P sem perder nenhuma solucéo de P. A figura 2.5
exemplifica o processo.

"-\_'p,f

Figura 2.5: exemplo do processo de inclusio de planos de cortes

Para o caso de geragdo de planos de corte para programacgo linear inteira, a idéia
¢ semelhante, porém antes relaxamos a condicdo de integralidade e repetidamente
inserimos planos de corte.
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Como ji vimos anteriormente, como forma de otimizar o tempo computacional
necessdrio para resolugfio do problema original, € importante tentarmos incluir planos de
cortes particulares ao nosso problema. Planos de cortes considerados bons sdo aqueles
que induzem facetas. Nesie caso os planos de corte tocam o poliedro do problema.

Nos dltimos anos, as técnicas de plano de cortes tem sido usadas juntamente com 08
algoritmos de Branch & Bound e sBo comumente chamados de Branch & Cut, trazendo
resultados satisfatorios em termos computacionais.

2.5, Branch & Cut

O método Branch & Cut combina os métodos de planos de corte com os métodos de
branch & bound para resolver problemas de otimizac#o.

A idéia do método consiste em utilizar o método de planos de corte em cada um
dos nos da arvore de decis@o obtida pelo método de Branch & Bound. O sucesso do
método estd intimamente ligado & geracio de bons limitantes inferiores em cada né, ou
seja, € preciso encontrar inequagOes (planos de cortes) vilidas de boa qualidade.

Embora o processo pareca simples, é importante pensar em estratégias que
limitem o crescimento da drvore de decisdo e delimitem o problema, como, por exemplo,
utilizando:

- estratégias de separacio

- heuristicas (veja capitulo 4 para mais detalhes)
- métodos de ramificacio

- pré-processamento em cada nd

- gerenciamento de desigualdades validas.

O algoritmo 2.2 apresenta um exemplo simplificado de implementaciio do método
Branch & Cut:
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var P’; /fprograma linear relaxado

var P; /fprograma linear inteiro

var UB; /flimitante superior

var ativos;  //guarda o conjunto de nés ativos no problema

x* ¢ uma soluclo heuristica sobre P’; // pode ser ¢ se nio encontrar

/Isolucdo viavel
UB « val(x*) [/ val (§) = +oo;
ativos « {P’'};
Enquanto houver nés ativos faca
Escolha P € ativos;
Remova P de ativos;
Insira planos de corte em P;
x ¢ solucgdo otima de P; // pode ser ¢ se P € inviavel
se val(x) = UB entao ramo € podado;
se val(x) < UB entao
se x € inteiro entio
UB ¢ val{x);
x* e x;
sendo
crie dois subproblemas P, ¢ P; a partir de P;
ativos « ativos W { Py, P»};
devolva x;

Algoritmo 2.2: algoritmo branch & cut para problema de minimizacio

Como ja vimos anteriormente, muitas vezes € dificil encontrar inequagdes que satisfacam
as condi¢des necessdrias para planos de corte, para um determinado problema. Dessa
forma, torna-se¢ conveniente utilizar-se de mecanismos como o pool de desigualdades,
descrito a seguir:

2.5.1. Pool de desigualdades

Para minimizar a dificuldade em se obter as inequacdes descritas acima, € utilizado o
conceito de “pool” de desigualdades. Ou seja, as inequaces que sdo encontradas pelos
algoritmos de separagdo sdo armazenadas para utilizacZo futura considerando-se que €&
muito mais facil e rdpido percorrer uma lista de inequacSes disponiveis a executar um
algoritmo de separac8o para encontrar inequagdes apropriadas.

Alem de servir como dep0sito de desigualdades, o pool de desigualdades € usado
tarnbém para gerenciar desigualdades que nfo sdo mais usadas por nenhum né da arvore
de Branch & Cut. Neste caso, tais desigualdades sdo removidas do sistema.

Dessa forma, se por um lado € interessante manter um depésito de inequacdes
para facilitar as buscas, por outro, esta acdo pode comprometer a capacidade de
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armazenamento de dados do sistema. Assim, € importante pensar em mecanismos de
descarte de inequacdes que ndo sio utilizadas por algum tempo pré-estabelecido. Este
processo é chamado, em geral, de coletor de lixo e € executado periodicamente no
sisterna.

A figura 2.6, apresentada a seguir, exemplifica o conceito de desigualdades

“yelhas” no pool de desigualdades:

desigualdade
velha

> S\ adxig bi
alxi bl rxd £ b4 ™

p

fungio objetvo

desigualdade
eveifn&

-

Figura 2.6: exemplo de desigualdades velhas do pool de desigualdades

Na figura 2.6, as linhas tracejadas, representadas por apx; € b; e azx; < b3, sdo
desigualdades velhas uma vez que as desigualdades representadas azxx; < by e auxy < by
limitam melhor o problema. Assim, essas desigualdades podem ser removidas do pool
pelo coletor de lixo na préxima vez que este for executado.

2.6. Algoritmos de Aproximacao

Algoritmos de aproximagdo surgiram para auxiliar na resolugiio de problemas de
otimizacdo combinatéria uma vez que muitos desses problemas sio NP-Dificeis e,
portanto, de dificil resolu¢fio em termos computacionais.

A idéia bdsica consiste em abrir mdo da solugio 6tima por uma aproximacao de
boa qualidade que € obtida de forma eficiente. Conforme descrito em [7], esse
compromisso entre perda de otimalidade e ganho em eficiéncia € o paradigma dos
algoritmos de aproximagao.

Embora a idéia seja simples, muitos algoritmos de aproximacgio envolvem provas
sofisticadas ¢ encontrar uma solugdo aproximada pode ser tio dificil quanto encontrar
uma solucdo 6tima.

E importante porém observar que apesar de sacrificar a otimalidade, a
aproximacio deve ser feita de forma que ainda possamos dar boas garantias sobre o valor
da solucao obtida, procurando ganhar o méximo em termos de eficiéncia computacional
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O estudo de algoritmos de aproximagfo, apesar de ser anterior & teoria de NP-
completude, ganhou for¢a nos dltimos anos com o uso de técnicas de cardter mais geral,
Dentre esta, podemos citar as seguintes técnicas e métodos:

- métodos combinatdrios;

- métodos usando programacao linear;

- programacdo semidefinida;

- métodos probabilisticos;

- relaxacdo lagrangeana.

Recomendamos ao leitor interessado no assunto a leitura do livro {7].

Dado um algoritmo de aproximag@o A, denotamos por A(f) o valor da solug@o gerada
pelo algoritmo A sobre a instincia /. Denotamos por OPT(l) o valor de uma solucido
otima de 1. Dizemos que A € o-aproximado para o0 PRR se A(I) £ o0 OPT{(I) para toda
instancia 1.

Agora que Ja apresentamos as técnicas matematicas que sdo utilizadas para resolver
problemas de otimizacio, vamos descrever matematicamente 0 PRR, proposto no inicio
deste trabalho.

Para tanto, o proximo capitulo apresenta a formulagiio matemética do problema e
as desigualdades que sdo construidas para viabilizar a sua resolugao.
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Capitulo 3

3. Algoritmo Exato

Conforme discutido por Stoer [1], para problemas como os estudados neste trabatho,
onde s6 é exigido disponibilidade de links de conexo (arestas), os principais algoritmos
que tem sido utilizados na prética, sdo os algoritmos de planos de corte combinados com
as técnicas de branch & bound. Um exemplo de algoritmo que utiliza esses conceitos € ¢
algoritmo de Christofides e Whitlock [1].

O algoritmo de Christofides e Whitlock trata de casos mais gerais que o nosso,
considerando requisitos de conectividade de arestas de grau N, podendo N ser superior a
dois, porém a idéia bésica do algoritmo de Christofides ¢ Whitlock consiste em utilizar
apenas desigualdades de corte e inequagdes triviais. Segundo Christofides ¢ Whitlock,
esse algoritmo, quando combinado com as técnicas de branch & bound, permite
resolver problemas com mais de uma centena de nés.

A seguir, apresentamos © nosso problema em termos matematicos, utilizando
programacao linear inteira.

3.1. Formulagao em programacao linear inteira

Conforme ja descrito anteriormente, estamos interessados em encontrar uma rede de
custo minimo que satisfaca as seguintes condicSes de conectividade:

- entre pontos criticos deve haver, pelo menos, dois links de conexfo disjuntos nas
arestas;

- entre pontos ordindrios deve haver, pelo menos, um link de conexao;

- os demais pontos ndio precisam estar, necessariamente, ligados por links de
conexao.

A figura 3.1, apresentada a seguir, exemplifica uma rede nessas condigfes:

.

I pattos citicos

. portos srdindvios

‘ portos opciovwic

Figura 3.1: exemplo de rede com pontos criticos, ordinarios ¢ opcionais.
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Ja a figura 3.2, apresentada a seguir, representa uma solugdo possivel de
configuracdo da rede para a rede exemplificada na figura 3.1

A g ‘i—*

I 4
- é

i
%
_ : , j . pordos citicos

. portos crdindrios

‘, poRtos opciomais

Figura 3.2: exemplo de uma soluc#io para o PRR proposto na figura 3.1

Na figura 3.2, as linhas tracejadas representam uma configuracdo possivel para o
PRR exemplificado na figura 3.1. Note que os pontos criticos possuem pelo menos dois
links de conex@o entre si. Analogamente, os pontos ordinérios possuem pelo menos um
link de conexdo entre si.

Dado um grafo de entrada G=(V,E) para o PRR, denotaremos por Ve e Vy 0
conjunto de vértices criticos e ordindrios do conjunto V, respectivamente.

Sem perda de generalidade, vamos considerar que se hd vértices criticos, haverd pelo
menos dois deles.

A modelagem matemética deste problema pode ser descrita na forma de programagio
linear inteira conforme segue:

Dados:
um grafo G = (V,E),
uma funcio de custo nas arestas c: E —» R*,
uma funcdo r: V- {0,1,2}.

Encontrar x que
minimize 3, ¢.x, 1)
ecE
sujeito a:
2. x. 2fS), V. §c V:§ separa algum conjunto de vértices, (2)
ec &S)
x.€ {0,1}, (3)
onde:
£S5 =max {min{r,, n},ue S,ve V\ S}, “4)

S ={{uvie Elue §,ve V\S§}.
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Na formulagdo acima, (1) representa a fung@o objetivo para construcdo da rede
representada pelo grafo G=(V,E) que satisfaz as restricdes de conectividade desejadas. As
desigualdades de corte (ou restricbes de conectividade) sdo representadas por (2). A
integralidade da soluc@o € representada por (3) sendo que, dados u#, ve V:

s x, = 1, indica que a aresia que liga u a v pertence a solugdo
» X, =0, indica que a aresta que liga u a v nfic pertence a solugdo

Observe que a restri¢do (2) impde que todo corte que separa u € v deve ter pelo menos
duas arestas ligando dois pontos criticos e pelo menos uma aresta ligando pontos

ordindrios. A fungdo f indica a quantidade minima de arestas necessdrias em qualguer
corte (S, V1 .5).

A formulagio descrita a seguir representa a relaxagBo do programa linear inteiro
descrito acima:

[ Dados:

um grafo G = (V.E),

custos nas arestas ¢: £ — R™,
uma fungdo 1 V— {0,1,2}.

Encontrar x que

minimize 3, c.x,
(5) ecE

sujeito a:

2 x. =2 fl8), VS V: S separa algum conjunto de vértices,
ec &S)

x. € [0,1],
onde:

f(S)=max {min{r,, n},ue S,ve V\§},
\ S(S={{uvie Elue S,ve V\§}.

Na modelagem (5), abrimos mio da integralidade fazendo com que x, € [0,1] a0
invés de assurnir apenas O ou 1.

A figura 3.3 apresenta uma rede contendo pontos criticos e ordinérios € um corte §
separando dois pontos criticos:
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Grafo G=(F5)

us

ul
£12=5 40

af=5

[ ] Lezmds:
K }g III;pmmnscdﬁzos
\ / X}
e "E ne . pertos crdinirios

s 05 portos opcionais nio Sie Televartes
no nossod cordedo
S=
NS = L2 uf wf ul uf uf uf T8 20

Figura 3.3: exemplo do PRR contendo corte violado S separando pontos

No exemplo, o Grafo G =(V,E) & representado pelo conjunto de vértices V = {u,
..., Hgp} € pelo conjunto de arestas E = {{u;, uz), (uzuq), (Uz,u3), (U2,us), (U3 ug), (U3 Us),
(1, ug), (Us.U10), (s us), (Us,u7), (t7,us), (tg,us), (us,uz)}.

O conjunto de pontos criticos e ordinarios, no exemplo, € formado por:

Ve={u), 4, u7, us};

Vo ={ us, uy, us, ug, s, U, u1;};

S, um corte tal que u; € S € w2, us, Uy, Us, g, Uz, Us, Us, Ujp € ViSe

8(S) = {(ur,u2}}.

O exemplo apresentado na figura 3.3 nio satisfaz as condi¢des impostas pela
restrigdo (2) uma vez que u;, uz € Ve e § € um corte que viola a restricdo de que pontos
criticos devem possuir pelo menos dois links de conex&o.

Em redes como a exemplificada, nfo existird uma solugfo vidvel. Porém, em
condicbes adequadas, certamente existem muitas formas de interligar os pontos de uma

rede, de forma a preservar as restricbes desejadas. Nosso objetivo € tentar encontrar nio
$6 uma rede viavel, mas uma rede vidvel e de custo minimo.

Vale observar que existem véarias formulacOes, através de planos de cortes, para o
problema, porém, por questdes de simplicidade, foi escolhida a formulagio acima,
também apresentada em [1]. Além dos motivos de simplicidade, existemn vérias rotinas
disponiveis publicamente que auxiliam na separacéo.
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(6)

Considerando que o problema de redes com baixas restricSes de conectividade pode ser
expresso pelo modelo de programacio linear inteiro definido aqui, vamos agora analisar
um conjunto de desigualdades iniciais representadas em (2).

3.2. Desigualdades Iniciais

Conforme descrito anteriormente, na sec@o 2.4, o nimero de inequacdes de corte pode
crescer exponencialmente. Assim, uma estratégia bastante utilizada para minimizar o
problema é reduzir o niimero de inequacdes e tentar resolver o problema incluindo novas
inequacdes conforme a necessidade.

Nesta secdo apresentamos o conjunto inicial de desigualdades que so consideradas
para comegar a procura pela solucgéo ¢tima do problema.

A idéia consiste em relaxar o programa linear inteiro descrito em (1)-(4) e comegar
com um pequeno numero de restrigdes. O problema inicial a ser resolvido passa a ser
representado por:

7 Encontrar x que
minimize 2. ¢.x,

ec E
sujeito a:
< Yx. 22, Vve Vg
ecd (V)
erZI,VMG Vo,
eed (i)
\ 0<x,<1,Veec E. (7N

Na formulag¢do acima, a condicfo de integralidade foi relaxada para a condigio em (7).

A idéia bdsica do algoritmo que resolve o problema consiste em analisar os
pontos do grafo G=(V,E) e inserir todas as respectivas desigualdades que garantem as
restri¢des de conectividade.

Considere, inicialmente, um ponio v € V. Seja {e;, es, es5 e7 ejp} as arestas
incidentes em v. Como v € um ponto critico da rede, a primeira inequago que ¢ inserida
ao problema Serd: Xo; + Xes + Xes+ X7+ Xepp 2 2. Isto €, pelo menos duas arestas
incidentes ao vértice v devem pertencer a solugdo. De forma anéloga, todas as inequagdes
correspondente aos pontos v € Vg, sio inseridas ao problema.

Analogamente, seja u € Vp e considere {e;, €9 ;5 } as arestas incidentes em u.
Como u € um ponto ordinario da rede, a inequacio x.3 + Xeo + X5 = 1 deverd ser
inserida ao problema. Novamente, todas as inequagbes correspondentes aos pontos u €
Vo sdo inseridas ao problema.

A figura 3.4, representa graficamente 0s pontos u € v e as respectivas inequacdes
associadas a eles:
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a4 el Y ?

g5 ¢7
eil gls
v u
{ponto crilice) (ponto ordndrio)
inequacdno associada: xef + x@7 +xef0 + xel +xed o= 2 inequacio associada: xef + xell +x@f =]

Figura 3.4: exemplo de desigualdades iniciais de pontos criticos ¢ ordinarios

O processo de inclusfo de inequacgdes deste tipo € feito para todos os vértices criticos e
ordindrios do grafo G. Note que estas restricdes sdo casos particulares do conjunto de
restricdes apresentado em (2). Depois de conchiido este processo, o algoritmo resolve ©
problema e verifica se a soluco obtida € vidvel.

Se a solucdo encontrada nfo for vidvel, o préximo passo € incluir as inequagdes de
corte. O processo de verificacio de viabilidade € feito através do algoritmo para encontrar
cortes minimos.

3.3. Desigualdades de Corte

O problema agora consiste em determinar se um ponto x qualquer da nossa rede
satisfaz realmente as desigualdades definidas em (2). Ou seja, como podemos garantir
que dois vértices u e v dados estdio separados por um corte que viola a desigualdade de
corte.

Vale observar que, conforme apresentado em [2], o nimero de desigualdades
desse tipo é exponencial j4 que em um grafo G=(V,E) com IVl = n teremos 2" cortes.
Dessa forma, torna-se muito dificil inserir todas essas inequagOes no problema a fim de
resolvé-lo com o apoio de uma aplicacdo computacional. Sabemos, porém, que embora o
ndmero de cortes seja exponencial, podemos separar as inequagdes correspondentes em
tempo polinomial. Consegiientemente, podemos obter a solucéo 6tima do programa linear
fraciondrio em tempo polinomial. Para resolver esta questdo, utilizamos o chamado
algoritmo de corte minimo.

O problema do corte minimo consiste em encontrar o corte de menor peso em
uma determinada rede. O peso de um corte pode ser definido como a soma dos pesos das
arestas que compdem este corte.

Matematicamente, podemos dizer que dados:
um grafo G=(V,E),
uma fun¢do de custoc: E— Q% e
vérticessete V,
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o problema do corte minimo consiste em encontrar subconjuntos disjuntos V; e V; tal que
V = V; U V3, que minimiza a soma dos custos das arestas com extremos em subconjuntos
disjuntos.

Existemn vérias maneiras de se aplicar o algoritmo de corte minimo, ¢omo por
exemplo utilizar uma estratégia que testa todos os pares de Vemces Neste caso, a busca

por um plano de corte pode ser encontrada em no maximo n’ chamadas da rotina para
encontrar corte minimo.

Para fins deste trabalho, utilizamos o algoritmo para gerar arvores de corte de
Gomory-Hu que gera n-1 cortes minimos para representar todos os cortes entre qualsguer
dois vértices do grafo.

O conceito da drvore de Gomory-Hu consiste em construir uma “drvore de cortes”
a partir do grafo original G=(V,E). Cada aresta da drvore de Gomory-Hu representa um
corte. O corte representado pela aresta e € E € definido pelas duas componentes quando e
é removido. O corte minimo entre dois vértices u e v € dado pelo corte representado pela
aresta de peso minimo no caminho que liga # a v na drvore de Gomory-Hu.

A figura 3.5, representa um exemplo da “Arvore de Cortes de Gomory-Hu”.

Grato G = (V £} Arvore de ﬁor‘tesfdz Gamory-Hu
o grafo

Exempio de corte minimo de peso 7 que separa as arestas
Aes

Figura 3.5: exemplo da arvore de Gomory-Hu

No exemplo apresentado acima, o corte minimo que separa os vértices A e G tem
peso 7 uma vez que 7 € o minimo entre {11,7,10}.

A idéia geral consiste em encontrar as arestas da drvore de Gomory e Hu que representam
cortes violados. Assim, a cada iteracdo construimos a drvore de Gomory-Hu,

determinamos o corte minimo que viola a desigualdade de corte e inserimos a
desigualdade de corte no problema.

Dessa forma, a cada iteracdo, uma nova desigualdade de corte € inserida no
problema.
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O algoritmo apresentado em 3.1 verifica se uma solugdo é violada utilizando a arvore de
Gomory-Hu:

var x; /lestrutura que armazena uma solucio
var G; /lestrutura que armazena grafo

var V; /festrutura que armazena veErtices

var E, C; /lestrutura que armazena aresias

var D, /lestrutura gue armazena desigualdades
var x.; /farmazena os custos nas arestas ee £

var 7, 77, T7; /festruturas que arrnazenam arvores

x ¢ solugdo fraciondria de (6) recebida como parfimetro;
Seja G = (V,E) e custos x, nas arestas e € E;;
Seja T = (V.F) uma 4rvore de cortes de Gomory-Hu com pesos nas arestas gh(e);
D «¢; /fconjunto de desigualdades
Para cada aresta e € F faca
Seja 7" e T” as sub-arvores obtidas de 7 pela remog&o da aresta ¢,
Seja C o conjunto de arestas de G ligando vérticesde T e 77;
Seja f, = max {min {r, nue T,ve T"}}
Se f, > gh(e) // encontramos um corte violado
D« Du | dE écd 21}
(]

Pevolva D;

Algoritmo 3.1: exemplo de algoritmo para achar cortes violados utilizando a &rvore de
Gomory-Hu

Além das desigualdade de corte, outro tipo de desigualdades que sdo inseridas no
problema s#o as desigualdades de parti¢io que sdo apresentadas a seguir.

3.4. Desigualdades da Particdao

Nesta sec@o apresentamos as classes de desigualdades de partigio para o nosso problema
de disponibilidade de rede.

Desigualdades de particdo generalizam as desigualdades de corte e aparecem
como inequagtes vélidas para problemas de disponibilidade de redes, estudados neste
documento.

As desigualdades de particdo, sob condicbes adequadas, s3o facetas limnitantes
para o problema de Steiner ¢ para o nosso problema de disponibilidade de redes,
conforme citado por Magnanti € Raghavan [10].

Assim sendo, as desigualdades de particio tomam-se ferramentas importantes
para o estudo objeto deste documento. Em geral, desigualdades de particdo sfo usadas
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junto com as desigualdades de corte e as desigualdades iniciais no algoritmo de Branch &
Cut para resolver problemas como os estudados neste documento.

As desigualdades de particio consideradas no desenvolvimento deste trabalho
foram definidas como:

Dados:
grafo G=(V.E),
W= (V;,...,V;) uma particdo de V,
dWy={{w}le Elue Vyve Vieizgjonde VVn(Veu Vo) # ¢ |.

As designaldades apresentadas em (8) sfo desigualdade de partigdo:

Yx. 2 k sedu,ve Ve, upv, tal que,ue Vyove V,, i#f
Wy
(8) ee
Yxe 2 k-1 caso contrario
e J(W)

As duas inequagles acima indicam que se existern duas ou mais particdes
contendo pontos criticos, entdo a rede deve possuir pelo menos k arestas entre essas
particdes; caso contrario, a rede possui pelo menos (k-1) arestas entre as partigGes.

A figura 3.6, apresentada em [2], representa um exemplo de desigualdade da

lia:
=y

-
/
_w-"'

P =1, V2, 3, 4, Y56} sdo partighes do GrafeG=(V.£)
o e Bestas do code da partigdo

Figura 3.6: exemplo de desigualdade de parti¢do
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No exemplo acima, o problema ¢ particionado em 5 conjuntos sendo que as
linhas tracejadas representam as arestas do corte da parti¢do.

As heuristicas de separagdo para esse tipo de inequagdo tem sido bastante
estudadas e Grotschel, Monma e Stoer [2], provaram que o problema da separagio para a
classe das partigdes de Steiner € NP-Dificil.

O problema agora é determinar as parti¢des cuja desigualdade correspondente
esteja violada por x tal que x € RE. Existem varios métodos heuristicos utilizados para
encontrar as particdes desejadas, desde métodos gulosos até métodos mais otimizados.
Para fins deste trabalho n#o implementamos nenhum método para encontrar
desigualdades de particdo. Porém estudos mais direcionados a este tOpico devem
implementar algoritmos que determinem desigualdades de particdes como exemplificado
em [2] e descrito a seguir:

var P, // estrutura que armazena parti¢cdes

var V; /f estrutura que armazena os vértices do grafo G=(V.E)
var C; /lestrutura que armazena corte minimo

P {V]

Enquante x (&P)) = K(P) faca:
Encontre C' € Ptal que IC N (Ve w Vo)l 2 2;
Se nido encontrou entéio retornar erro;
Sejau,ve C.riwyzler(v)21;
Encontre o corte minimo {5,C\ §) em G[(] separando u e v;
P—(P\NO)U S C\S}

// Onde K.(P) é definido da seguinte forma:
/f Seja:

I KoP)=HCe P: Vo C# 6}l
HEK.c(P)y=l{Ce P:VcC=op}H

/1 K(P)= KoPY+ K,c(P)~1 se Kie(P)S 1
Keo(P) + K.olP) caso contrario

Algoritmo 3.2: heuristica para determinar desigualdades de particio

No algoritmo 3.2, apresentamos uma heuristica para determinacdo de inequagdes
de particdo. Esta heuristica é apresentado por Ferreira ¢ Wakabayashi em [2] e ¢é
conhecida como “heuristica de cortes minimos”. Este método geralmente apresenta bons
resultados, porémn exige alto custo computacional.

Neste algoritmo, as particdes podem ser determinadas utilizando-se a 4rvore de
cortes de Gomory-Hu.

Apresentamos nas segdes 3.2, 3.3 e 3.4 vdrios tipos de ineguacdes que sdo inseridas ao
nosso problema de programacio linear (1). Porém, se por um lado € uma boa estratégia
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inserir o maior nimero de desigualdades antes de iniciar a fase de branching - ja que
nesta fase criamos dois novos problemas a partir de um existente - por outro, quanto
maior o ntmero de desigualdades analisadas, maior o custo computacional necessério.

Para resolver esse paradigma, faz-se necessdrio selecionar de forma criteriosa
quais desigualdades devemos adicionar ao nosso problema. Nio existe uma formula exata
para escolha das desigualdades a serem consideradas; existem apenas recomendagdes que
tém trazido bons resultados, como, por exemplo, escolher desigualdades de classes
diferentes. Outra boa prética quando nossa missdo € procurar inequagdes violadas, €
manter um pool de desigualdades, conforme descrito na se¢éic 2.6.

Como resultado de todas essas consideracdes podemos concluir que implementar um
algoritmo bom para a resolugiio de problemas NP-dificeis nfo é uma missdo ficil e
envolve muitas sofisticagbes. Assim, precisamos analisar cuidadosamente a estratégia
que vamos seguir para alcancar nosso objetivo de maneira satisfatoria.

-

Muitas vezes, a utilizaciio de heuristicas € uma boa estratégia que podemos
utilizar para minimizar custos computacionais ou mesmo para encontrar solucdes vidveis
iniciais que sirvam de base para procura das solucOes 6timas.

O préximo capitulo apresenta com mais detalhes os algoritmos e as heuristicas que foram
utilizadas neste trabalho para encontrar solucBes 6timas para problemas de construcéo de
redes com as caracteristicas apresentadas no decorrer deste texto.
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Capitulo 4
4. Algoritmos e Heuristicas

Neste capitulo apresentamos algumas abordagens heurfsticas para obter soluges de custo
reduzido para o PRR.

Existem vérios métodos heuristicos que podem ser utilizados para construir uma
rede vidve] inicial ou para reduzir o custo de projeto de redes existentes preservando a
sua viabilidade. Abordagens heuristicas tem sido muito utilizadas para resolver uma
variedade de problemas de otimizacio como o problema do caixeiro viajante ¢ o
problema de Steiner.

Dividimos a apresentacdo das heuristicas em duas partes. Na secdo 4.1
apresentamos as heurfsticas de construg@o e na se¢do 4.2 apresentamos as heuristicas de
melhoria.

4.1. Heuristicas de construgao

Nesta secdo apresentamos as chamadas heuristicas de construg@o, ou seja, as heuristicas
que viabilizam uma forma para determinar uma solucéo inicial para o problema.

Por questbes de simplicidade, abordamos o algoritmo desenvolvido por Jain [11]
para obter uma solugio inteira do problema de programac@o linear apresentado em (3.1) e
propomos uma adaptacdo do mesmo para estudar o problema em questao.

Conforme apresentado por Jain [11], arredondamentos baseados em algoritmos de
aproximac@o usam solucdes fraciondrias 6timas do programa linear relaxado - ou seja,
programacio linear sem a exigéncia de integralidade - para obter uma solugio inteira para
o problema original.

O processo empregado por tais algoritmos consiste em primeiro encontrar uma
solucdo Otima para o problema de programagio linear relaxado e, posteriormente, aplicar
processos de arredondamento para converter a solucfio fraciondria obtida, provavelmente
fraciondria, em uma solugdo intejra. Estes arredondamentos s@o realizados até que uma
solucio vidvel seja obtida.

Entre os véarios algoritmos de aproximacfo existentes, escolhemos o algoritmo
proposto por Jain [11] devido a sua simplicidade de implementagdo e por ser o que
apresenta o melhor fator de aproximagdo conhecido para este problema. Outros
algoritrnos de aproximacio podem ser encontrados em [19][11][20]{12].

4.1.1. O Algoritmo de Jain

Jain [11] apresenta uma generalizacdo da técmica de arredondamento para o PRR
resolvendo primeiro o programa linear de forma a obter uma solugdo fracionaria e depois
arredondando iterativamente essa solucéo.

Para este propésito, Jain provou em [11] que qualquer solucdo bésica, ndo inteira,
do programa linear relaxado tem pelo menos uma aresta e, tal que x, € pelo menos %.
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Com base neste resultado, Jain considera o conjunto de todas as arestas que possuem x.
pelo menos ¥ e arredonda seu valor para x,=1 obtendo um novo programa linear. Apds
este arredondamento, obtemos um grafo residual Gy, para o qual a estratégia de
arredondamento se repete. A formulagio do novo programa ¢ descrita a seguir.

Dados:
{ o grafo G = (V.E),

o grafo Gre; = G- Ey, onde Ey={ee E| x,é pelomenos 2 }.

Encontrar x que

minimize 2, c.x.

e€ E(G,)
Sujeito a:
2 x 2 fSH- X1 paraV SV,
26 OGrests) ecE, NS

0<x, £ 1, para V e € E(Gre).

onde:
ASy=max {min{r, n},ue S,ve V\§},
Sgres ()= {{uvie Elue §5,ve V\S}

Se o problema proposto tem solugio, o algoritmo de Jain sempre retorna uma
solucdo vidvel. O seguinte teorema ¢ valido:

Teorema: O algoritmo de Jain € uma 2-aproximagéio para o PRR [11].
4.1.2. A adaptacao do algoritmo

Para fins deste estudo, implementamos uma adaptacio do algoritmo de Jain arredondando

para 1 as arestas ¢ tal que x. € pelo menos Y. Caso nfo existam tais arestas,
arredondamos para 1 as arestas de maior valor fraciondrio.

Optamos por fazer uma adaptagdo do algoritmo de Jain, obtendo a solucdo
fraciondria através do método de planos de cortes. Assim, nfio podemos garantir que
existirdo arestas e tal que x, € pelo menos %.

Essa implementacfo estd representada pelo algoritmo (4.1), apresentado a seguir:
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var x; /festrutura que guarda uma solugfo do problema
var fixo, /lestrutura que armazena o conjunto de arestas maiores que 0.3
var r; /festrutura que armazena custos

x < uma solugdo 6tima para o problema (possivelmente fraciondria)
Enquanto x ndo representa uma solucdo vidvel faca
re-max {xeec E x.<1};
se r > 0.5 entéo r « 0.5,
fixo - {e€ E:x,2r];
x ¢« uma solucdo Stima do problema com a restri¢do adicional x. = 1 V e € fixo

Algoritmo 4.1: adaptagio do algoritmo de Jain

4.1.3. Heuristica de Reducéo

As heuristicas de reducio sdo heuristicas de construcio que consistem em selecionar

algumas arestas promissoras e posteriormente aplicar o algoritmo de Branch & Cut para
o grafo reduzido formado pelas arestas escolhidas.

Para selecionar as arestas promissoras, o algoritmo resolve o programa linear
fracionario e escolhe todas as arestas com valor x, > 0.

As arestas escolhidas sdo removidas e novas arestas sdo escolhidas repetindo-se o
MeEesImo Processo.

Vamos denotar por k-reducBio a heuristica de reducio que escolhe as arestas
promissoras apos k iteragdes.

O algoritmo 4.2, apresentado a seguir, representa a implementaco da heuristica
k-reducdo que foi utilizada para fins deste trabalho:

var P; /1 estrutura que armazena o programa linear relaxado
var i; // auxiliar

var x; // estrutura que armazena solugdes de P

var k; // nimero de iteracdes

Seja P o programa linear relaxado;
1 15 Ees < 05
Enquanto (i < k) e (P é vidvel) faca
Seja x uma solucfo étima fraciondria de P;
Eie—{ee E:x.>0};
Eres ¢ Es U E;
Pe-Pui{x,=0Veec E;};
i—i+1;
Devolva solucio 6tima de (GIE...]).

Algoritmo 4.2: Algoritmo k-reducio
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4.1.4. Heuristica arredondamento probabilistico

A heuristica de arredondamento probabilistico € uma heuristica simples, e bastante
efetiva e pode ser aplicada em cada né ativo. A heuristica fixa algumas varidveis do né
em 1 e, em seguida, o programa linear é resolvido. Esse processo € repetido at€ que uma
solucdo inteira seja encontrada ou até que o programa linear torne-se invidvel. A escolha
das varidveis que serdo arredondadas é feita de forma probabilistica.

Quando utilizamos a heuristica de arredondamento probabilistico, existem
algumas questdes que devem ser levadas em considerag8o como quantas varidveis fixar e
guantas arredondar, quando fazer o arredondamento probabilistico, quantas iteragbes
fazer, etc.

Existem vérias regras que podem ser implementadas para resolver essas questdes.
Por exemplo, em cada iteragio, podemos analisar ¢ nimero de variaveis fracionérias dos
nés em questdo. Se este numero € baixo, o arredondamento probabilistico tem boas
chances de chegar em uma solugdo com valor préximo do fraciondrio. Outra estratégia
utilizada € quanto ao tempo de execucdo, ou seja, o algoritmo € repetido até ser atingido
um tempo méximo de execucgio.

O algoritmo 4.3 apresenta a implementacdo que fizemos para uma chamada da
heuristica de arredondamento probabilistico:

var P; /lestrutura que armazena poliedros

var x: /festrutura que armazena solugdes

varE, E’; /festrutura que armazena arestas do poliedro P
var p., ps. // estrutura que armazena probabilidades

P «- poliedro referente ao né que estd sendo otimizado;
Insira planos de corte em P;
Enquanto P é vidve] e ndo encontrou solucéo inteira faca
Seja x soluglo étima fraciondria de P;
SejaE’ ¢~ {ec E:O0<x.<1};

- e
Seja p, = T x,
x.cE'
Escolha uma aresta fem E’, cada aresta ec E’ com probabilidade p, de ser escolhida;
PePU{x=1}
Insira planos de corte em P

Algoritmo 4.3: heuristica arredondamento probabilistico

A seguir, apresentamos as heuristicas de melhorias que podem ser utilizadas pelo leitor
interessado no assunto para otimizar uma rede j4 existente.
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4.2. Heuristicas de melhoria

Nesta secdo apresentamos as técnicas heuristicas estudadas por Monma e Shallcross [9]
onde s3o apresentadas as formas como o problema de projeto de rede de custo minimo foi
resolvido por eles. A abordagem apresentada por estes autores € bastante ampla e
apresenta, também, heuristicas para vértices e arestas,

Utilizamos, neste trabalho, apenas as heuristicas designadas as arestas. O objetivo de
tais heuristicas € reduzir o custo de uma rede jd existente, preservando a sua viabilidade,
utilizando-se de transformacbes locais que sdo rdpidas e executadas em tempo
satisfatério.

4.2.1. Heuristicas k-OPT

O objetivo das heuristicas k-OPT, k # 1, é diminuir o custo local dos circuitos de um
determinado grafo G que representa a rede original. Para atingir o objetivo proposto, séo
trocadas k arestas de um circuito €, obtido aleatoriamente do grafo G, por outras & arestas
de menor custo, de forma a obter um circuito C’ de custo inferior ao custo de C.

Monma e Shallcross [9] estudaram casos particulares das heuristicas k-OPT, as
heuristicas 2-OPT e 3-OPT, cujo objetivo é diminuir o custo de uma rede trocando,
respectivamente, 2 e 3 arestas por outras de custo inferior.

No exemplo 2-OPT da figura 4.1, s@o consideradas duas arestas x=(u;,v;) €
y=(u2,v;) de um circuito C de uma determinada rede que deseja-se otimizar. Aplicando-se
a heuristica 2-OPT, as arestas x ¢ y sdo substituidas pelas arestas x’=(u;,v2) € y'=(v;,u3)
com o objetivo de se obter um novo circuito C’ com custo menor gue o do circuito C e,
conseqiientemente, obtendo um custo menor para toda a rede:

Circulto € escolhido Circuto C ‘obtido pela aplicagso da
randomicamente heuristica 2-OPT
17} 't
X
a1l a1
%
h
| 2-0PT )
¥
uZ T7g
¥
Fivy ue
X = fid,wi) X' =l v}
¥ a2 vz) ¥= a2}

Figura 4.1: heuristica 2-OPT

De forma andloga, no exemplo 3-OPT da figura 4.2 sdo consideradas trés arestas
x=(u;,vy) € y=(uz,v2), € 7=(u3,v3) de um circuito € de uma determinada rede que deseja-se
otimizar. Aplicando-se a heurfstica 3-OPT, as arestas x, ¥y € z sdo substituidas pelas
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arestas x'=(u;.u3), ¥ =(v;,v2), 2’=(1p,vs) com o objetivo de se obter um circuito €’ com
custo menor que o do circuito C e, conseqiientemente, obtendo um custo menor para toda
a rede:

Circuito Cescolhido Circuito C*obtido pela aplicacéo da
randomicamente heuristica 3-0PT
i

v

v3

uz

uz v2
x=(utyf) X =, L3
Y= (U2 VE) Y= vl v
Z= U3V 'z {u2 v3

Figura 4.2: heuristica 3-OPT

Sem perda de generalidade, as heuristicas k-opt sfo similares as heurfsticas 2-OPT e 3-
OPT, onde o objetivo € trocar k arestas de um circuito C de forma a obter um circuito C’
de custo menor.

A implementag@o de heuristicas desse tipo pode ser feita por algoritmos similares ao
algoritmo 4.4 apresentado a seguir:

var G; /lestrutura que armazena o grafo G que representa a rede
var C, C’;  /lestruturas que armazenam os circuitos do grafo G

Enquanto (¢ possivel otimizar a rede) faca
C = escolha randomicamente um circuito de G;
C’= troca heuristicamente % arestas de C por outras de menor custo
G = substitua o circuito € por C’ no grafo G

Algoritmo 4.4: heuristica k-OPT

Apresentamos até aqui as heuristicas k-OPT para k#1. A heuristica 1-opt € um caso
especial das heuristicas k-OPT, proposto por Monma & Shallcross[9], que considera a
rede inteira ao invés de trabalhar com partes dela. O objetivo desta heuristica € tentar
trocar uma aresta do grafo G que representa a rede por outra de menor custo que ndo
estava no grafo G, porém conservando a viabilidade na nova solugo e reduzindo seu
custo.
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A figura 4.3 apresenta um exemplo da heuristica 1-OPT:

Ve

74
? Soluglc vidvel de menor custo
oltida pela splicagdo da

Solugio vigvel de ums rede hewristica 1.0PT

representada pelo Grafo &

HY

x=(udvi)

Y= il v2)

Figura 4.3: heuristica 1-OPT

No exemplo da figura (4.3), a aresta x = (u;,v;) é substituida pela aresta y = (u;,v2) de
forma que a nova rede obtida € vidvel e de menor custo.

A implementacdo de heuristicas desse tipo pode ser feita por algoritmos similares
ao algoritmo 4.5 apresentado a seguir:

var G, G, /lestrutura que armazena o grafo G que representa a rede
var x, v; flestrutura que armazena arestas
Para (cada né u) faga

Para (todas as arestas incidentes em u) faca
x = tome (u,vy) aresta incidente em u;
¥ = considere (x, v;) de custo menor, uma aresta que nao estava
contida na solugdo vidvel original;
G’ = troque a aresta x pela aresta yem G;
Se G’ é viavel e custo(G) < custo(G’) entio
G =G’ //G’ passaa ser a melhor solucio vidvel conhecida

Algoritmo 4.5: heuristica [-OPT

J4 a viabilidade da nova solugdo pode ser testada pelo algoritmo 4.6, descrito a
seguir:
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var H; Hestrutura que armazena uma solucdo do problema

var Vy; /lestrutura que armazena os vértices da solugéo H
var Ey; /lestrutura que armazena as arestas da solucdo H
var X, ¥; Hestrutura que armazenam grafos

H « uma solugao do problema recebida como pardmetro;
Seja H;, ... H, as componentes conexas de H;
Seexiste He H,i#j talqueve Hieue H;,1r,>0er, >0
Devolva (falso)
Sendo
Seja H’ a componente de H contendo os vértices {ve Vg 1, > 0};
Se existe aresta de corte e € Ej tal que H' - ¢ € desconexo, digamos em
subgrafos Xe Ytalque X Ve de YN Vezd
Devolva (falso)
Senio
Devolva (verdadeiro)

Algoritmo 4.6: algoritmo para testar viabilidade de uma solugdo

Por motivos computacionais, Monma & Shallcross [9] fizeram a escolha do ponto
vz considerando a distdncia do ponto v; ao ponto «, dentro de um espaco delimitado que
eles chamaram de uma janela de tamanho pré-definido.

As heuristicas k-OPT, &#1, visam trocar k arestas por outras k arestas de menor custo,
porém existem outras formas heurfsticas que visam minimizar o custo de uma rede onde a
troca de arestas € feita de forma assimétrica, ou seja, sdo trocadas k arestas por &k’ arestas
de menor custo. Estas heuristicas sfo apresentadas a seguir.

4.2.2. Heuristicas Pretzel e Quetzel

Na heuristica Pretzel, o objetivo € diminuir o custo local de circuitos de um determinado
grafo G, que representa a rede original, trocando uma aresta do circuito C por outras duas
cuja soma possui custo inferior & aresta que foi substituida.

No exemplo da figura 4.4, a aresta x = (u;,v;) do circuito C, € substituida pelas
arestas y = (u;,v2) € 2 = (v, uz) de forma a obter um circuito C’ de menor custo:
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Circuite C escolhide Circuito €' obtido pela aplicagéo

randomicamente da heuristica Pretzel
wif w1 23] wi
X
¥

42 vz
x = {ulvi) x = {ulvd)

y = {viug

Figura 4.4: heuristica Pretzel

A implementacfo de heuristicas desse tipo pode ser feita por algoritmos similares
ao algoritmo 4.7 apresentado a seguir:

var G; /festrutura que armazena o grafo G que representa a rede
var C, (] /lestruturas que armazenam os circuitos do grafo G

Enquanto (€ possivel otimiza¢des da rede) faca
C = escolha randomicamente um circuito de G;
C’= troca heuristicamente uma aresta de C por duas outras de menor custo
G = substitua o circuito C por C’ no grafo G //a solugio deve ser vidvel

Algoritmo 4.7: heuristica Pretzel

Ao contrério das heuristicas k-OPT, a heuristica Pretzel € considerada uma transformacéo
uma vez que a estrutura fundamental do circuito C original ndo € mantida apds a troca
das arestas.

Anéloga a heuristica Pretzel, a heuristica Quetzel € uma transformagéo que age de
forma inversa a heuristica Pretzel trocando duas arestas por uma aresta de menor custo.

O exemplo da figura 4.5, € uma aplicacfio da transformaco Quetzel que substitui

as arestas y = (u;,v2) € 7 = (v, uz) pela aresta x = (u;,v;) obtendo um circuito de menor
Custo:
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Circuito Cescathido Circuito 0 btido pela aplicacéo
randomicamente da heuristica Quetzel

wl ¥ ut el

ul Ve

x = (ol v2) x = (uf vl
y = (Wl ud

Figura 4.5: heuristica Quetzel

A implementacio de heuristicas desse tipo pode ser feita por algoritmos similares ao
algoritmo 4.8 apresentado a seguir:

var G; {/estrutura que armazena o grafo G que representa a rede
var C, C’; /festruturas que armazenam os circuitos do grafo G

Enquanto (€ possive] otimizacdes da rede) faca
C = escolha randomicamente um circuito de G;
C’= troca heuristicamente duas aresta de C uma outra de menor custo
G = substitua o circuito C nvor C' no grafo G //a solucdo final deve ser vidvel

Algoritmo 4.8: heuristica Quetzel

As heuristicas k-opt, pretzel e quetzel sdo intuitivas e conceitualiente simples. Existem
outras heuristicas rnais complexas que também podem ser utilizadas para minimizar o
custo de uma rede. Um exemplo desse tipo de heuristica é a heuristica Degree, porém
esta sO € valida para problemas que satisfazem a desigualdade triangular.

Néo entraremos em detalhes guanto a esta heuristica por se tratar de um caso
particular. Porém sugerimos ao leitor interessado no assunto, a leitura do artigo de
Monma & Shallcross [9] e referéncias 14 mencionadas.

Para fins deste trabalho, implementamos como heuristica de melhoria apenas a heuristica
2-OPT, conforme apresentado na secdo 5. N&o implementamos nenhuma das outras
heuristicas apresentadas por Monma e Shallcross [9]. Porém conforme o estudo realizado
por eles no artigo [9], essas heuristicas tem apresentado bons resultados tanto quando
aplicadas em casos reais, como em redes geradas randomicamente para estudos tedricos
do problema. ‘
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4.3. Heuristicas de construcao nos nds da arvore de Branch & Cut

Como vimos anteriormente, ao construir um algoritmo de Branch & Cut ¢ importante
investir em cada né para evitar o crescimento da drvore ¢ delimitar o problema.

Para atingir tais objetivos existem vérias heuristicas gque podem ser
implementadas. Para fins deste trabalho implementamos a heuristica de arredondamento
probabilistico e a adaptacéo do algoritmo de Jain, conforme descrito a seguir.

4.3.1. Arredondamento probabilistico

Neste trabalho, nés utilizamos a heuristica arredondamento probabilistico, apresentada
anteriormente, em 20% dos nés.

4.3.2. Adaptacao do algoritmo de Jain

Esta adaptag@o simplesmente executa o algoritmo de Jain, considerando as especificacdes
atribuidas ao nd em questéo.

A seguir, apresentamos as implementacSes que fizemos para apoio a este trabalho bem
como os resultados computacionais obtidos por ela.
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Capitulo 5
5. Aplicagdo de Teste

No decorrer deste trabalho desenvolvemos uma aplicago de teste com a finalidade de
analisar os tépicos estudados nesta dissertacdo. A aplicac@o de teste foi construida de
forma simples, apresentando de maneira bédsica as linhas mestras que podem ser seguidas
por empresas, 0u pessoas interessadas no assunto, que enfrentam problemas similares ao
exposto neste trabalho.

Nossa aplicacdo ndo tem a pretensfio de ser uma implementacdo ideal para o
problema. Porém, no decorrer do processo, apresentamos conceitos tedricos que podem
ser implementados em trabalhos futuros, por pessoas interessadas, dependendo da
necessidade de aprofundamento de determinado tépico.

Apresentaremos a seguir a nossa implementagio da aplicacio de teste e, em seguida, 0s
resultados computacionais obtidos pela execucdo da mesma.

5.1. Sobre a aplicacao de teste

A nossa aplicac@o de teste implementa a estrutura do algoritmo de Branch & Cur com
heuristicas simples que s3o apresentadas nessa secao.

A aplicacfo foi construida de tal forma que pudesse ser compilada para execugio
com alguns solvers de programas lineares distintos. O alvo principal foi o pacote
XPRESS e para flexibilizar a utilizacdo de diferentes solvers, usamos a biblioteca
COIN/OSI, desenvolvida por pesquisadores da IBM [4].

A execucdo da aplicac@o consiste em executar a seguinte linha de comando:
sndp.exe <arquivo descritivo da rede> <identificagdo das restrigbes>

O parametro <arguivo descritivo da rede> corresponde ao arquivo contendo o
grafo de entrada que descreve a rede no que diz respeito a quantidade de nds, arestas e
custos de cada aresta. O arquivo de mesmo nome porém com extensao <identificacdo das
restricdes> contérmn as restricdes de conectividade associadas a rede definida pelo arquivo
descritivo. Dessa forma, poderiamos usar diferentes restricdes para a mesma rede.

O exemplo a seguir descreve uma execucdo da aplicacdo de teste executada em
uma amostragem de dados:

sndp.exe gr_50 a

No exemplo, o arquivo gr_50 contém o grafo de entrada e possui o seguinte
formato:
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50 121 (indica que o grafo possui 50 nés e 121 arestas)
50

49 (nomeia cada um dos nds)

48

42 0.8486700

1 36 0.497370

| a4 0.879000 (atribui custos a cada uma das arestas)
37 28 0.340000

Exemplo 5.1: Exemplo de arquivo descritivo do grafo de entrada

Ja o arquivo gr_50.a contém as restricdes de cada né conforme exemplificado a
seguir:

50 (indica que o grafo possui 50 nds)

1 1 (indica que o né 1 € um ponto ordindrio, portanto 1 € Vp)
2 0 (indica que 0 nd 2 € um ponto opcional)

3 0 (indica que o né 3 € um ponto opcional)

4 2 (indica que o nd 4 é um ponto critico, portanto 4 € V¢)

Exemplo 5.2: Exemplo de arquivo descritivo de restricdes aplicado sobre o grafo de
entrada

A aplicaggo de teste I€ os dois arquivos que descrevem o problema e aplica o algoritmo
de Branch & Cut para resolvé-lo conforme representado na figura 5.1:
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l L& arquivos de entrads }

Arquivos vélidos?

]
]

F InicializagBes i
i

{ Insere restrigies iniciais ‘

{ Insere restrigles de corte i

[

Exscuis heuristicas iuclals l

Retorna erro 1———1‘1

obteve solugio methor?

3
N 1

Executa heuristicas de methoria em cima das heuristicas iniciais I

% Executa heuristicas em sima do programa inear oniginal {

obteve solugio melhor?

3
i

N Exgeuta heuristicas de melhoria em cime do programa linear

looping em busca da solugdo ftima j

|

retoma a solugdo lima

Figura 3.1: representacéo do fluxo principal da aplicagdo de teste

A figura 5.1 representa o fluxo principal de execucgo da aplicac@o de teste. Como forma
de simplificar o entendimento da mesma, dividimos o fluxo da aplicacdo em duas partes:

- busca por uma solugéo heuristica inicial
- busca pela solug@o tima do programa linear original

A rotina nomeada como “looping em busca da solugdo dtima” € responsavel pela
segunda parte onde buscamos uma solugio 6tima para o programa linear original.

O fluxo bésico para busca da solugfo 6tima estd representado na figura 5.2:
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Figura 5.2: rotina de procura por uma solugfo étima da aplicacéo de teste
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A figura 5.2 representa o fluxo bésico utilizado pela aplicaglo de teste para procurar por
uma solucio Otima para o programa linear original.

A rotina de insercio de restricGes iniciais utilizada na aplicacio de teste pode ser
representada pelo algoritmo 5.1:

var (; // estrutura que armazena grafos
G « grafo recebido como parémetro;
Se o grafo € nulo retorna (falso);
Para todos os nés do grafo
Se a restri¢cdo do nd for maior que zero // n6 néo € opcional
Identifica todas as arestas adjacentes ao né;

Insere a desigualdade dependendo da restricdio associada ao nd;
Retorna (verdadeiro):

Algoritmo 5.1: inser¢o de restri¢Ses iniciais utilizado na aplicagdo de teste

Para obter as desigualdades de cortes, utilizamos as estruturas de dados union-find
com path compression. O leitor que ndo conhece esses conceitos e estiver interessado em
obter mais informagdes, aconselhamos a leitura do livro [15].

Para encontrar os cortes minimos, tentamos utilizar duas estratégias distintas: uma
através da inclusdo de cortes minimos testando todos os pares de vértices relevantes e
outra, a arvore de Gomory-Hu. No primeiro caso a implementagio ficou muito lenta o
que nos levou a mudar de estratégia passando a utilizar apenas a drvore de Gomory-Hu.

O algoritmo 5.2 representa a rotina que foi utilizada pela aplicacéo de teste para
geracdo de planos de cortes em um determinado né:
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var 1, // estrutura que armazena nos

var P, // estrutura que armazena programa linear

var A; // estrutura que armazena a drvore de Gomory-Hu

Var ncortes; // contador de cortes

var max_u, max_v  // armazena requisitos de conectividade

var U, V; // armazena conjunto de nés

var valorno; // armazena o valor do né gerado pela otimizac&o do programa linear
/! associado

n ¢ vértice recebido por pardmetro;
P « programa linear associado a n;
ncortes - 0,
Faca enquanto € possivel inserir cortes
Se ndo € possivel otimizar P
ncortes < 0; sai do loop;
valorno <« valor do né apés otimizacio de P;
Se o nd ndo € promissor // se leva a uma solugdo invidvel ou de valor
ncortes <— 0; saido loop;  // maior ou igual a solugio j4 existente
A ¢ arvore de Gomory-Hu;

//essa técnica reduz a arvore de Gomory-Hu em duas partes Ue V
Para cada arestae ¢ A

/fatilizando union-find com path compression

Remove a aresta ec A e contrai todas as arestas;

max_u ¢ maximo requisito de conectividade da parte U;
max_v < méximo requisito de conectividade da parte V;
//se existem pontos em partes distintas que precisam ser conectados, temos que
/" inserir uma desigualdade de corte
Semax_u =1 emax_v =1
ncortes ¢ ncortes + 1;

Insere a desigualdade dependendo das restricbes max_u e max_v;
Devolva (ncortes),

Algoritmo 5.2: gerador de planos de corte utilizado na aplicacdo de teste

No algoritmo 5.2, a arvore de Gomory-Hu foi gerada através da adaptacdo de um
algoritmo para geracfio de drvores de Gomory-Hu disponivel em [16].

No algoritmo, a estrutura da 4rvore € representada por ponteiros, que apontam
para 0 nd pai, que s30 armazenados na prépria estrutura do nd. O peso de uma aresta da
arvore € guardada no né filho. A raiz da arvore de cortes € o primeiro nd na lista de nés
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do grafo. Esta implementacdo estd descrita em [17],[18] e foi utilizada neste trabalho
como caixa preta sendo que ndo nos preocupamos com os detalhes desta implementagao.

A rotina de execucdo de heuristicas iniciais consiste em executar as heuristicas k-
reducéo, arredondamento probabilistico e o algoritmo de Jain modificado.

Neste caso, estamos executando quatro heuristicas iniciais:

- Algoritmo de Jain.

- Arredondamento probabilistice.

- 1-reducio, ou seja, heuristica k-redugéo comk = 1.

- 2-redugio, ou seja, heurfstica k-reducio com k = 2.

Inicialmente aplicamos a heuristica de Jain, entdo aplicamos a heuristica de

arredondamento probabilistico e, finalmente, as heuristicas de k-redug@o com uma ¢ duas
iteracOes respectivamente.

Apds a execuglo de cada uma dessas heuristicas, caso seja encontrada uma
solugdo melhor, executamos a heuristica de melhoria 2-OPT para tentar melhorar ainda
mais a solucio encontrada.

Os algoritmos das heuristicas de Jain, arredondamento probabilistico e k-reducfo
ja foram apresentados pelos algoritmos 4.1, 4.3 e 4.2 respectivamente.

No caso da nossa aplicagdo de teste, o algoritmo de arredondamento
probabilistico € executado repetidas vezes durante 10 minutos e a escolha da variavel que
sera arredondada para 1 é feita da seguinte forma: consideramos todas as varidveis
fraciondrias e sorteamos uma delas com probabilidade proporcional ao valor da varidvel
fraciondria. Ou seja, uma varidvel com valor 0,75 tem mais chances de ser sorteada que
urna variavel de valor 0,25.

Todas as heuristicas iniciais sdo executadas com tempo méximo de 10 minutos,
porém a aplicagdo de teste ndo interrompe o processamento de uma resolugdio de
programa linear. Assim, se o tempo limite for atingido neste momento, a aplicacdo espera
o término da resolucdo para interromper a heuristica em questio.

Como heuristica de melhoria, implementamos a heuristica 2-OPT que estd
representada no algoritmo 5.3:
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var H; /festrutura que armazena solugoes

var Vg, /lestrutura que armazena nos

var Ey; /festratura que armazena conjunto de arestas

var blogueador; /lestrutura que armazena arestas blogueadas

var (; Hestrutura que armazena circuitos

vare, €, €2, /festrutura que armazena arestas

H« (Vy,Eg); // a solug@o a ser otimizada recebida como pardmetro

blogueador < ¢,
Enquanto houver circuitos C tal que C ¢ Ey \ bloqueador
Para todo par de arestas ndo adjacentes ¢; e e; de C faca
Seexiste fyefotal que C- ¢, - e +f; +f2écircuito e
peso (e;) + pesolez) > peso (f;) + peso(f,) entdo
C(“*C'E}—eg+f]'§'ﬁ;

Atualize H; /fo conjunto de arestas blogueador
Sejace C; /{ é usado para que apds a otimizacio
blogqueador « blogqueador + ¢, //de um circuito, © mesmo nao seja
Devolva H; flconsiderado para proximas otimizagoes

Algoritmo 5.3: heuristica 2-OPT implementada na aplicacfo de teste

Estipuiamos em 2 horas 0 tempo mdximo para execucdo do aigoritmo de branch
& cut principal e consideramos que todas as solu¢des passaram pela heuristica 2-OPT.

Para fins deste estudo, em cada né da arvore executamos uma heurfstica para tentar obter
uma solucdo vidvel a partir das restricOes desse né. A heuristica utilizada foi a heuristica
de arredondamento probabilistico para 20% dos nds.

Assim, ap6s executar as heuristicas iniciais, a aplicagdo de teste fica em looping na
tentativa de encontrar uma solucao otima para o programa linear original. O looping &
executado enquanto houverem nés ativos ou enquanto o tempo limite de execucdo ainda
nado tiver sido atingido.

A limpeza do pool de desigualdades é feita quando este aumenta ou diminui de 20%
em relaco a dltima limpeza.

Utilizamos este método porque a limpeza do pool de desigualdades ¢ uma operagio
cara e, durante este trabalho, nfio notamos uma melhora significativa de performance
quando o pool € limpo.

O processo de limpeza consiste em percorrer todo o pool e marcar as restri¢des que

ndo sdo mais utilizadas. Depois, a estrutura que armazena o pool € limpa e o programa
linear € atualizado com as restricdes ativas.

O processo descrito € repetido até que uma solugdo 6tima seja encontrada ou até que
o tempo limite de execugdo do programa expire.

Durante o processo, algumas informacdes foram gravadas em arquivos de forma que
viabilizasse a captura dos resultados computacionais que sdo apresentados no préximo
capitulo.
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Uma das informagdes que € gravada € a taxa percentual que indica o quanto estamos
préximos ou ndo da solugiio 6tima. Essa taxa € representada por:

UB

faxa = ﬁ"

Onde:
UB representa a melhor solugio que temos no momento (upper bound)
1B representa a menor solucdo 6tima relaxada (lower bound) entre 0s nés ativos

A seguir, apresentamos os resultados obtidos pela aplicacio de teste descrita acima.
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Capitulo 6

6. Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos pelas implementagdes construidas na
aplicac@o de teste que desenvolvemos no decorrer deste trabalho.

Os resultados aqui apresentados foram obtidos pela execuc@o da aplicacdo de
teste em problemas hipotéticos, disponiveis publicamente.

Todos os testes foram realizados em um computador com 770MB de memoria
RAM e processador del.2GHz.

As tabelas 6.1 e 6.2 descrevem as caracteristicas dos problemas que foram
submetidos & aplicacio de teste, onde cada coluna representa respectivamente:

- NP: nome dado ao problema.

- QTN: quantidade total de nés da rede.
- QNOp: quantidade de nds opcionais.
- QNOr: quantidade de nds ordinarios.
- QNC: quantidade de nds criticos.

Nas tabelas que seguem, 0s grafos densos foram obtidos nos repositdrios TSPLIB e
STEINLIB e os grafos esparsos foram gerados a partir dos grafos densos. Para geracio

dos grafos, utilizamos o seguinte critério: um vértice liga-se aos 10 vértices mais
préximos considerando-se as arestas originais.
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Grafos densos

NP QTN QNOp QONOr QNC
attd8fst_a 139 91 48 0
eil76fst_a 237 161 76 0
Bieri27fst_a 258 131 127 ]
eil10l1fst_a 330 229 101 0
kroA150fst_a 389 239 150 0
Usad8 48 10 24 14
Usa48_a 48 0 34 14
Usa48_b 48 0 24 24
Usad8 ¢ 48 0 15 33
gr_eil51_a 51 0 36 15
gr_eilS1_b 51 0 25 26
gr_eil5l_c 51 0 15 36
st70_a 70 0 51 19
st70_c 70 0 21 49
pri6_a 76 0 56 20
pr76_b 76 0 34 42
pri6_c 76 0 21 35

Tabela 6.1: grafos densos que foram submetidos 2 aplicacfio de teste
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Grafos esparsos

NP QTN QNOp QNOr OQNC
ulyssesl6_spp_a 16 7 6 3
ulysses16_spp_b 16 4 6
usa48_spp_a 48 18 21 9
usa48_spp_ b 48 18 15 15
usad8_spp.C 48 18 i1 19
eil51_spp.a 51 20 22 9
eil51_spp.b 51 20 15 16
eil51_spp_c 51 20 i1 20
berlin52_spp_a 52 23 20 9
berlin52_spp_b 52 20 16 16
berlin32_spp_c 52 20 12 20
st70_spp.a 70 27 29 14
st70_spp_b 70 27 21 22
st70_spp_c 70 27 i3 30
eil76_spp_a 76 30 30 16
eil76_spp_b 76 30 21 25
eil76_spp_c 76 40 13 23
pr76_spp_a 76 30 30 16
pr76_spp_b 76 30 21 25
pr76_spp_c 76 30 13 33

Tabela 6.2: grafos esparsos que foram submetidos & aplicaggo de teste

Como forma de exemplificar o processo, as figuras a seguir representam os grafos
obtidos a partir de cada uma das heuristicas iniciais e o grafo obtido como melhor
solucio do problema usa48 obtida pelo algoritmo de Branch & Cut. Para isso, as figuras
utilizam-se da seguinte nomenclatura:

- quadrados representam pontos criticos.
- circulos representam pontos ordindrios.
- trifngulos representam pontos opcionais.
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A figura 6.1 representa a solucio obtida pela heuristica de Jain no problema
usa48:

Figura 6.1: grafo que representa a solucéo obtida pela heuristica de Jain no problema
usa48
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A figura 6.2 representa a solucfo obtida pela heuristica de arredondamento
probabilistico no problema usa43:

A

Figura 6.2: grafo que representa a soluc@o obtida pela heuristica de arredondamento
probabilistico no problema usa48
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A figura 6.3 representa a solugio obtida pela heuristica 1-reducfio no problema
usad8:

4

i

Figura 6.3: grafo que representa a solugdo obtida pela heuristica 1-redugio no problema
usa48

60



A figura 6.4 representa a solugfo obtida pela heuristica 2-reducdo no problema
usad8:

Figura 6.4: grafo que representa a solucio obtida pela heuristica 2-redugfio no problema
usad8
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A figura 6.5 representa a melhor solugio Otima obtida ao término do
processamento no problema usa48:

r

Figura 6.5: grafo que representa a melhor solugdo étima obtida ao término do
processamento no problema usa48

Em alguns testes realizados, o processo n#o foi concluido devido a consumo

excessivo de memoria. Nestes casos, os dados apresentados estdo identificados com a

marca Y.

O simbolo * que aparece a esquerda de alguns dados significa que a solucdio 6tima
para o algoritmo em questdo foi obtida em tempo inferior a 1 segundo.

Os dados apresentados em negrito representam as melhores solugdes obtidas para
o problema.

As tabelas 6.3 e 6.4 apresentam alguns dados sobre a performance obtida pela
aplicac@io de teste em todos os problemas testados no que diz respeito a cada uma das
heuristicas iniciais. Nessa tabela, cada coluna representa respectivamente:

- NP: nome dado ao problema.
J: heuristica de Jain.
- TJ: tempo, em segundos, obtido pela heuristica de Jain.

- TxJ: taxa percentual que indica o quanto a solug3o obtida pela heuristica de Jain
esta préxima da solucao Gtima.

- AP: heuristica de arredondamento probabilistico.

t
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TAP: tempo, em segundos, obtido pela heurfstica de arredondamento
probabilistico.

TxAP: taxa percentual que indica o quanto a solugdo obtida pela heuristica de
arredondamento probabilistico estd préxima da solucdo otima.

R1: heuristica 1-reduggo.
TRI: tempo, em segundos, obtido pela heurfstica 1-redugéo.

TxR1: taxa percentual que indica o quanto a solugdo obtida pela heuristica 1-
reducdo estd préxima da soluclo Stima.

R2: heuristica 2-reducio.
TR2: tempo, em segundos, obtido pela heuristica 2-reducao.

TxR2: taxa percentual que indica 0 quanto a solug@o obtida pela heuristica 2-
reducio estd préoxima da solugdo 6tima.

Vale lembrar que as heuristicas de construcdc sio executadas no inicio da

aplicacdo de teste e, depois de cada uma delas, € executada a heuristica de melhoria 2-

OPT.

A taxa percentual de cada heuristica € a razao entre o valor obtido pelo respectivo

algoritmo e a menor solugdo Otima relaxada (lower bound) conhecida para o

problema.
Grafos densos

NP I TV | TxJ AP TAP | TxAP R1 TR1 | TxR1 R2 TRz | TxR2
usad8 39886,03 | *1 | 1616 | 2737906 | 616 | 1109 | 3044672 | 19 | ;233 | 2810047 | 610 | 1,138
att48fst_a 36121 *1 [ 1436 | 31652 602 | 1259 34933 | 1389 34933 § | 1389
eil76f5t_a 546 1| 1,560 558 614 | 1594 571 621 | 1,649 5717 602 | 1,649
bierl 27fst.a 115072 | 1317 | 108692 | 712 | 1244 | 114028 | 606 | 1306 | 114028 | 601 | 1,306
eil101fst_a 723 1| 1730 692 14487 | 1,666 683 638 | 1634 683 604 | 1634
kroA150fst_a 29474 31 L6713 | 27426 80 | 1556 28843 615 | 1637 28843 604 | 1637
usad®_a 4833129 | 1 | 1812 | 3328042 | 622 | 1246 | 3441294 | 114 | 1,290 | 3351457 | 614 | 1,256
usad§_b 4148439 | *1 | 1429 | 33347,78 | 607 | 1,148 | 3368715 | 604 | 1,160 | 3347581 | 608 | 1,153
usad8_c 5119344 | *1 | 1389 | 3333955 | 603 | 1,035 | 3360515 6 | 1,043 | 3334349 | 605 | 1,035
gL eilSi_a 517,83 I 71616 | 42590 623 | 1329 | 437,17 608 | 1364 | 424,55 616 | 1325
gr.elsl b 55628 | *1 | L5159 | 43137 608 | LI71 43712 210 | 1,187 | 43895 611 | 1192
zr_eilsl c 567,17 | *1 | 1435 | 43242 603 | 1094 | 43663 8 | 1,105 | 429,83 | 607 | 1,088
st70_2 895,46 1| 1741 | 65303 673 | 1270 | 70725 618 | 1375 | 67072 621 | L1304
St70_c 891,16 1 | 1468 | 66462 638 | 1095 | 65518 92 | 1079 | 660,66 615 | 1089
pri6_a 14105908 | 2 | 1746 | 10035446 | 669 | 1242 | 106137.52 | 625 | 1314 | 10054825 | 643 | 1,245
¥ pr76.b 13676607 | 1 | 1,505 | 10434250 | 621 | 1,148 | 10175042 | 620 | 1,120 | 10269457 | 623 | 1,130
pri6_c 146000,71 | 1 | 1477 | 10464088 | 626 | 1,059 | 10544990 | 166 | 1067 | 103151,38 | 611 | 1.044

Tabela 6.3: comparacdo dos resultados obtidos pelas heurfsticas iniciais ern grafos densos
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Grafos esparsos

NP J T T3 AP TAP | TxaP Ri TRI | TxR1 R2 TR2 | TxR2
berins2_spp_a 770123 *1 1,577 5864,31 610 1,201 604875 &7 1,239 5957.09 606 1.220
berlin52_spp_b 896237 *1 1,545 6192,02 601 LO75 £288,59 3 1,091 £164,54 603 1,570
berlin32_spp_.c 7739.03 *] 1,316 6082,17 600 1.031 615973 7 1,045 6082,17 601 1,031
eil31 spp_a 405,76 *] 1,621 298,39 607 1,192 315,20 25 1,255 360,01 605 1,199
eil51_spp_b 431,43 *1 1515 309,15 600 1,085 320,85 9 1,126 309,33 602 1,086
el 1_spp_c 430,03 *] 1,426 306 600 1,015 321.84 3 1.067 309,46 o8 1,026
ulyssesi6_spp.a 103 *1 1816 56,73 600 1 66,83 *1 1,178 57,17 17 1,008
ulysses10_spp_b 97.24 *1 1,391 69,91 6060 1 74,83 *] 1,070 70,13 i 1.003
usad8_spp_a 3873971 *1 1,607 | 27711,%0 610 115G 30592110 21 1,269 28441,65 603 1,180
usa48_spp_ b 3954472 *1 1,538 | 27402.88 601 1.066 2967422 6 L1s4 | 2731097 602 1,062
usad48_spp_c 40271,16 *1 1,503 | 27368,03 600 1,021 28002,49 4 1.045 27368,03 602 102!
$170_spp_a 762,97 i 1,712 521,72 604 171 335,91 110 1,203 525,23 606 L178
st70_spp.b 782,44 *1 1,611 535,54 601 1,083 545,65 40 1,124 516,09 604 1,063
st70_spp_c 667,42 *i 1,315 326,03 602 1.036 34279 28 1,069 520,38 602 1,026
eil76_spp_a 452,53 i 1.440 396,87 623 1,263 393,12 485 1,251 398,12 612 1,267
eil76_spp_b 596,68 i 1,643 405,72 613 L7 417,87 51 1,158 404,57 607 1,114
ell76_spp_c 513,59 *1 1,323 407,53 608 1,050 417,46 17 1.075 403,86 605 1.040
pri6_spp.a 119010,95 *1 1,711 78994,03 621 1.136 §1455,86 63 L171 79860,12 614 1,148
pr76_spp b 12397207 *i 1,688 | 8076840 LHY 1,100 8348240 35 L,137 80124,02 607 1,091
pri6_spp.c 108561,76 *1 1,362 | 8152932 600 1,023 83533,14 14 1,048 8149178 602 1,022

Tabela 6.4: comparagdo dos resultados obtidos pelas heurfsticas iniciais em grafos

esparsos

Analisando os resultados apresentados nas tabelas 6.3 e 6.4, podemos notar que,

em geral, o algoritmo de Jain apresenta os piores resultados em relacdo & solucdo 6tima.
Isto deve-se ao fato de existir um grande nimero de varidveis fraciondrias de valor pelo
menos %2 na solugio. Neste caso, todas essas varidveis s3o arredondadas para 1, dobrando
o custo associado a estas arestas,

Por outro lado, as heurfsticas de arredondamento probabilistico ¢ 2-reducio

apresentam os melhores resultados. Este resultado pode ser explicado pelos seguintes

fatos:

e Na heuristica de arredondamento probabilistico, os valores das varidveis
associadas a solugfio fraciondria sdo interpretados como probabilidades.
Assim, o conceito bédsico € que quanto maior o valor fraciondrio das
varidveis, maior a chance destas estarem na solugdo étima.

* Na heuristica de k-Reducdo procuramos obter um grafo reduzido
contendo arestas candidatas com maior chance de estarem na solugio
otima. Aqui, o conceito bésico consiste no fato de que as arestas com
valor ndo nulo da solugd@o 6tima fraciondria possuem maiores chances de
aparecerem na solugdo Otima intejra. Dessa forma, a cada passo,
definimos um programa linear para as arestas ndo escolhidas e
escolhemos as pr6ximas arestas que aparecem na solugio 6tima
fraciondria deste programa linear.
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As figuras 6.6 e 6.7, apresentadas a seguir, comparam graficamente os resultados
obtidos entre as heuristicas iniciais em grafos densos e esparsos respectivamente:

Comparacio entre as heuristicas iniciais em grafos densos

13 14 15

Jain

8§ Armedondamento Probabilistic
8 1-Bedugda

2-Redugin

16 17

Figura 6.6: comparagio entre as taxas de proximidade da solu¢o 6tima das heurfsticas
iniciais em grafos densos
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Comparacdo entre as heuristicas iniciais em grafos esparsos

& Jain 17 13 13 =g
8 Aredondamento Probabilistics
2 1-Redugiio
2-Reduglo

Figura 6.7: comparagao entre as taxas de proximidade da solug@o 6tima das heuristicas
iniciais em grafos esparsos

Graficamente € féacil observar que a heuristica de Jain, em geral, apresenta as
piores taxas de proximidade da solugdo otima. J4 as heuristicas de arredondamento
probabilistico € 2-Reducdo apresentam as melhores aproximacdes.
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Ap6s execugdo das heuristicas iniciais, a aplicagio de teste utiliza a melhor solucdo
obtida e submete ao algoritmo de branch & cut. As tabelas 6.5 e 6.6 apresentam o melhor
resultado obtido em cada um dos problemas e o respectivo tempo de execugio.

Nas tabelas 6.5 a 6.9, cada coluna representa respectivamente:
NP: nome dado ao problema.

%0: porcentagem de pontos opcionais no grafo original.

% 1: porcentagem de pentos ordindrios no grafo original.
%2: porcentagem de pontos criticos no grafo original.

MS: melhor solugdo obtida até o limite maximo de execucio de aproximadamente
2 horas.

MLB: melhor lower bound conhecido para o problema.

NN: niimero de nés na arvore de branch & cut no momente que a solugio Stima
foi obtida.

T: tempo em que a solu¢do otima foi obtida.

Tx: taxa percentual que indica o quanto a solugdo dtima obtida, até
méximo de 2 horas, estd préxima da solugdo Gtima.

o limite

Grafos densos

NP | %0 ]| %l | %2| MS MLB | NN T Tx
usad8 21 | 50 | 29 | 27379,06 | 2468396 | 4385 | 02:21:06| 1,109
attd8fst_a 65 | 35 | 0 | 31242 | 25150 | 2001 | 02:10:56 | 1422
cil76fst_a 68 | 32 | 0 546 350 | 181 |02:42:30| 1,560
bier127fst_a 51 | 49 | 0 | 108692 | 87348 | 591 | 02:34:59| 1,444
cil101fst_a 69 | 31 | 0 683 418 41 | 03:36:22 | 1,340
kroA150fsta | 61 | 39 | O | 27408 | 17623 | 191 |02:43:07] 1,552
usad8_a 0 | 71 | 29 | 3325042 | 26676,42 | 4849 | 02:32:11 | 1,246
usa48_b 0 | 50 | 50 | 33347,78 | 29036,29 | 6735 | 02:30:45 | 1,149
usad8_c 0 | 31 | 69 | 33197.92 | 32218,36 | 9213 | 02:20:23 | 1,030
or eil5l_a 0 | 71 | 29 | 42455 | 32048 | 3287 | 02:32:24 | 1.325
or_eil51_b 0 | 49 | 51 | 43137 | 36831 | 4647 | 022429 | 1,171
or_eil51_c 0 | 290 | 71 | 429,83 | 395,13 | 5441 | 02:22:01 | 1,088
St70_a 0 | 73 | 27 | 653,03 | 51421 | 2083 | 02:33:50 | 1.270
St70_c 0 | 30 | 70 | 655,18 | 606,94 | 3933 | 02:23:24 | 1,079
pri6.a 0 | 74 | 26 | 10035445 | 80784,79 | 2189 | 02:35:31 | 1,242
Tpri6_b 0 | 45 | 55 90853,52
pri6_c 0 | 28 | 72 | 103151,38 | 98836,88 | 4101 | 02:23:59 | 1,044

Tabela 6.5: resultados e tempos obtidos em grafos densos
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Grafos esparsos

NP %0 | %l | %2 MS MLB NN T Tx
berlin32_spp_a 38 | 44 | 17 | 586431 | 4883,21 | 8757 |02:21:59, 1,201
berlin32_spp_b | 38 | 31 | 31 | 613664 | 576193 | 12459 | 02:20:16 | 1,065
berlin52_spp_c¢ 38 | 23 | 38 | 6082,17 | 5897,09 | 22593 | 02:21:36 1 1,031
eil51_spp_a 39 | 43 | 18 | 298,39 250,32 | 10247 | 02:20:50 | 1,192
eil51_spp b 39 0 29 | 31 306,35 284,87 | 16677 | 02:20:43 | 1,075
eil51_spp_c 39 ) 22 | 39 306 301,55 | 19521 02:12:00| 1,015
ulyssesl6_spp_a | 44 | 38 @ 19 56,73 56,73 18731 ; 00:17:15 1
ulyssesi6_spp b 25 | 38 | 38 69,91 69,91 231 1 00:10:06 1
usa48_spp_a 38 | 44 0 19 12771190 | 24101,55 | 15925 | 02:20:48 } 1,150
usad8_spp_b 38 | 31 | 31 | 2722998 | 25718,87 | 22291 | 02:21:59 ; 1,059
usad8_spp_c 38 | 23 | 40 | 27368,03 | 26794.21 | 26265 | 02:21:19 | 1,021
st70_spp_a 39 | 41 | 20 | 51981 445,55 | 8137 | 02:22:22 | 1,167
st70_spp_b 39 | 30 | 31 516,09 485,56 | 9639 | 02:21:05| 1,063
st70_spp_c 39 1 19 | 43 5194 507,7 | 11773 ; 02:21:14 | 1,023
eil76_spp_a 39, 3% 21 393,12 | 314,22 | 5315 102:29:20.} 1,251
eil7é_spp_b 39 1+ 28 | 33 | 40457 363,13 | 6533 102:21:33 | 1,114
eil76_spp_c 56 | 17 | 30 | 403,86 388,19 | 8003 | 02:20:54 | 1,040
pr7é_spp_a 39 | 39 | 21 | 78994,03  69544,95 | 5285 | 02:27:07| 1,136
pr76_spp_b 39 | 28 | 33 | 78845,57 1 73441,26 | 8741 | 02:21:13| 1,074
pr7é_spp.c 39 | 17 | 43 | 81236,67 | 79736,77 | 16009 | 02:20:56 | 1,019

Tabela 6.6: resultados e tempos obtidos em grafos esparsos

Analisando os resultados apresentados nas tabelas 6.5 e 6.6, notamos que em

grafos densos que ndo possuem nenhum ponto critico, a taxa percentual de proximidade
da solucdo 6tima € significativamente ruim.

Por outro lado, em grafos densos ou esparsos contendo maior quantidade de

pontos criticos, a taxa percentual de proximidade da solucdo Otima melhora
significativamente.

Este comportamento, deve-se, provavelmente, ao fato de que em casos onde hd
maior incidéncia de prontos criticos, as possibilidades de liga¢do dos pontos da rede
diminuem devido as restri¢des de conectividade associadas ao processo.

Como forma de analisar o comportamento dos algoritmos em grafos com caracteristicas
proporcionais entre vértices ordindrios e criticos, executamos a aplicacdo de teste
comparando problemas onde variamos a porcentagem de ocorréncia desses pontos. As
tabelas 6.7 a 6.9 apresentam os resultados obtidos:
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Grafos densos

NP %1 | %2 MS MLB NN T Tx
usa48_b 50 | 50 3334778 | 29036,29 @ 6735 | 02:30:45 | 1,149
gr_eil51 b 49 431,37 368,31 | 4647 | 02:24:29 | 1,171
Tpr76_b 45 5 90853,52

(Grafos esparsos

NP %1 | %2 MS MLB NN T Tx
berlin32_spp_b 50 50 | 6136,64 | 5761,93 | 12459 | 02:20:16 | 1,065
eil51_spp_b 48 | 52 306,35 284,87 | 16677 | 02:20:43 | 1,075
ulysses16_spp_b| 50 | 50 69,91 69,91 231 1 00:10:06 1
usa48_spp_b 50 50 12722998 | 25718,87 | 22291 | 02:21:59 ; 1,059
St70_spp_b 49 | 52 | 516,09 485,56 | 9639 |02:21:05| 1,063
eil76_spp_b 46 | 54 | 404,57 363,13 | 6533 | 02:21:33] 1,114
pr76_spp_b 46 54 | 7884557 | 73441,26 | 8741 | 02:21:13 | 1,074

Tabela 6.7: resultados obtidos em grafos com 50% de nés ordindrios e 50% de nos
criticos

Grafos densos

NP %1 | %2 MS MLB NN T Tx
usa48_a T1 | 29 | 3325042 | 2667642 | 4849 |02:23:11 1 1,246
gr_eil51_a 71 1 29 424,55 320,48 | 3287 | 02:32:34 | 1,325
st70_a 73 1 27 653,03 514,21 | 2083 | 02:33:50| 1,270
pr76_a 74 | 26 | 100354,45 | 80784,79 | 2189 | 02:35:31 | 1,242

Grafos esparsos

NP %1 | %2 MS MLB NN T Tx
berlin52_spp a | 69 | 31 | 5864,31 | 488321 | 8757 | 02:21:59 | 1,201
eil51_spp_a 71 | 29 298,39 250,32 | 10247 | 02:20:50 | 1,192
ulysses16_spp_a | 67 | 33 56,73 56,73 | 18731 ]00:17:15| 1
usa48_spp_a 70 | 30 | 27711,90 | 24101,55 | 15925 | 02:20:48 | 1,150
St70_spp_a 67 | 33 519,81 445,55 | 8137 |02:22:22 | 1,167
eil76_spp_a 65 | 35 393,12 314,22 | 5315 | 02:29:20 | 1,251
pr76_spp_a 65 | 35 | 78994,03 | 69544,95 | 5285 |02:27:07 | 1,136

Tabela 6.8: resultados obtidos em grafos com 70% de nés ordindrios e 30% de nés
criticos
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Grafos densos
NP 9%l | %2 MS MLB NN T Tx
usa48 37 | 65 | 27379,06 | 24683,96 | 4385 | 02:21:06 | 1,109
usa48_c 31 | 69 | 33197,92 | 32218,36 | 9213 | 02:20:23 | 1,030
gr eil5i_c 20 | 71 429,83 395,13 | 5441 | 02:22:01 | 1,088
st70_c 36 | 70 655,18 606,94 | 3933 02:23:24 | 1,079
pr76_c 28 | 72 1103151,38 | 98836,88 | 4101 | 02:23:59 | 1,044
Grafos esparsos
NP Dol | %2 MS MLB NN T Tx
Berlin52_spp_c | 38 63 6082,17 | 5897,09 | 22593 | 02:21:36 | 1,031
eil51_spp.c 35 65 306 301,55 | 19521 | 02:12:00 | 1,015
usad8_spp_c 37 ¢ 63 | 27368,03 | 26794,21 | 26265 | 02:21:19 | 1,021
St70_spp_c 30 1 70 5194 507,7 11773 | 02:21:14 | 1,023
eil76_spp_c 28 1 72 403,86 388,19 | 8003 | 02:20:54 | 1,040
pr76_spp_c 28 | 72 | 81236,67 | 79736,77 | 16009 | 02:20:56 | 1,019
Tabela 6.9: resultados obtidos em grafos com 30% de nés ordinarios e 70% de nés
criticos

Comparando os resultados apresentados nas tabelas 6.7, 6.8 e 6.9, notamos que a
melhor aproximacgdo da solu¢io otima foi obtida em grafos contendo maior ndmero de

nés criticos. Isto deve-se, provavelmente, ao fato de que as possibilidades de links de
conexdo diminuem conforme aumentamos o niimero de restri¢des.

A figura 6.8, apresentada a seguir, compara graficamente os resultados obtidos em
grafos contendo quantidades proporcionais de pontos criticos e ordindrios:
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Figura 6.8: anélise da proximidade da solucdo étima em grafos contendo quantidades
proporcionais de pontos criticos e ordinérios.

Graficamente € facil notar que conforme diminui a quantidade de pontos criticos, a
taxa de proximidade da solucido tima piora. J4 quando a quantidade de pontos criticos
aurmnenta, a taxa de proximidade da solucdo 6tima melhora.

As tabelas 6.10 e 6.11 apresentam uma comparagio entre as solugdes obtidas pelas
heurfsticas iniciais contra a melhor soluco obtida pelo algoritmo de Branch & Cut em

problemas envolvendo grafos densos e esparsos. Nessa tabela, cada coluna representa
respectivamente:

- NP: nome dado ao problema.

- 8J: solugdo obtida pela heuristica de Jain.

- SAP: solugdo obtida pela heuristica de arredondamente probabilistico.
- SR1: solucgio obtida pela heuristica I-redugfo.

- SR2: solugfo obtida pela heuristica 2-redugio.

- SM: melhor solucfio encontrada pelo algoritmo de Branch & Cut.

Os dados em negrito representam os resultados que apresentam a solu¢@o com methor
aproximacio da melhor solugdo obtida pelo algoritmo de Branch & Cut para o problema.
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(rafos densos

100% nos ordindrios e 0% nds criticos

NP P01l | %2 s SAP SR1 SR2 SM
att48fst_a 100 0 36121 31652 34933 349633 31242
eil76fst_a 100 0 546 558 577 577 546
bier127fst_a 100 0 115072 108692 114028 114028 108692
eill01fst_a 100 0 723 692 683 683 683
kroA150fst_a 100 0 29474 27426 28843 28843 27408

70% nés ordindrios e 30% nds criticos

NP D1 | %2 SJ SAP SR1 SR2 SM
usa48_a 71 29 48331,29 33250,42 3441294 33514,57 33250,42
gr_eil5t_a 71 29 517.83 4259 437,17 424,55 424,55
st70_a 73 27 895,46 653,03 707.25 670,72 653,03
pr76_a 74 26 | 141059,08 | 10035446 @ 106137,52 | 100548,25 | 10035445

50% nés ordindrios e 50% nds criticos

NP %l | %2 SJ SAP SR1 SR2 SM
usa48_b 50 50 41484,39 33347,78 33687,15 33475,81 3334778
gr_eil51_b 49 51 559,28 431,37 437,12 438,95 431,37
Tpr76_b 45 55 136766.,07 104342.5 101750,42 | 102694,57

30% nos ordindrios e 70% nos criticos

NP %1 | %2 SJ SAP SR1 SR2 SM
usa48 37 65 39886,03 2737906 30446,72 28100,47 27379,06
usad48_c 31 69 51193,44 33339,55 33605,15 33343,49 33197.92
gr_eil51 ¢ 29 71 567,17 432,42 436,63 429,83 429,83
st70_c 30 70 891,16 664,62 655,18 660,66 655,18
pr76_c 28 72 146000,71 | 104640,88 1054459 103151,38 | 103151,38

Tabela 6.10: comparacio entre valores obtidos em cada heuristica inicial com a melhor
soluc@o obtida em grafos densos
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Grafos esparsos

T0% nds ordindrios e 30% nds criticos

NP %1 | %2 Sy SAP SR1 SR2 SO
berlin32_spp_a 69 31 7701,23 5864,31 6048.,75 5957,09 5864,31
eil51_spp.a 35 65 405,76 298,39 315,2 300,01 298,39
ulysses16_spp_a | 67 33 103 56,73 66,83 57,17 56,73
usad8_spp._a 70 30 3873971 277119 30591,1 28441,65 277119
st70_spp.a 67 33 762,97 521,72 53591 525,23 519,81
eil76_spp..a 65 35 452,53 396,87 393,12 398,12 393,12
pr76_spp_a 65 35 119010,95 78994,03 1455,86 9860,12 78994,03

50% nés ordindrios e 50% nés criticos

NP %l | %2 SJ SAP SR1 SR2 SO
berlin32_spp_b 50 50 8902,37 6192,02 6288,59 6164,54 6136,64
eil51_spp_b 48 52 431,43 309,15 320,85 309,33 306,35
ulysses16_spp_ b | 50 50 97,24 69,91 74,83 70,13 69,91
usad48_spp_b 50 50 39544.72 2740288 29674,22 27310,97 2722998
st70_spp. b 49 51 782,44 525,94 545,65 516,09 516,09
eil76_spp_b 46 54 596,68 405,72 417,87 404,57 404,57
pr76_spp_b 46 54 | 12397207 80768,4 83482.4 80124,02 78845,57

30% nés ordinarios e 70% nés criticos

NP %1 | %2 SJ SAP SR1 SR2 SO
berlin52_spp_c 38 63 7759,05 6082,17 6159,73 6082,17 6082,17
eil51_spp_c 35 65 430,03 306 321,84 309,46 306
usad48_spp_c 37 63 40271,16 27368,03 28002,49 27368,03 27368,03
st70_spp._c 30 70 66742 526,03 542,79 520,88 5194
eil76_spp._¢ 28 72 513,59 407,53 417,46 403,86 403,86
pr76_spp_c 28 72 | 108561,76 81529,32 83533,14 81491,78 81236,67

Tabela 6.11: comparacio entre valores obtidos em cada heuristica inicial com a melhor
solugdo obtida em grafos esparsos

Analisando os dados apresentados nas tabelas 6.10 e 6.11, observamos gue em
grafos esparsos com 70% dos nés ordindrios e 30% dos nés criticos, na maioria dos
casos, as solugles que mais aproximam-se da solucdo 6tima obtida para o problema, sdo
dadas pela heuristica de arredondamento probabilistico. J4 nos demais casos, os melhores
resultados foram obtidos pela heuristica 2-reducgdo, porém seguidas de perto pela
heuristica de arredondamento probabilistico. Por outro lado, a heuristica de Jain,
apresenta as piores aproximacoes.
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Em grafos densos, em geral, os melhores resultados também sio obtidos pelas
heuristicas de arredondamento probabilistico e 2-redugio.

As figuras 6.9 e 6.10 apresentam graficamente uma visdo comparativa entre as
solucdes obtidas pelas heuristicas iniciais e a melhor solugio obtida pelo algoritmo de
Branch & Cut em grafos densos e esparsos respectivamente. Vale observar que para
facilitar a visualizacdo, os graficos foram construidos com uma amostragem dos dados
obtidos e nfdc com todos os dados apresentados nas tabelas.

Comparaciio das heuristicas com 2 melhor sclugie obtida em grafos densos
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Figura 6.9: comparacio entre as solugdes heuristicas e a melhor solugio obtida pelo
algoritmo de Branch & Cut em grafos densos
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Figura 6.10: comparagdo entre as solugdes heuristicas e a melhor solucdo obtida pelo
algoritmo de Branch & Cut em grafos esparsos

Graficamente € fécil observar que a heuristica de Jain, em geral, apresenta os
piores resultados quando comparadas com a melhor solucdo obtida pelo algoritmo de
Branch & Cut. J4 as heuristicas de arredondamento probabilistico e 2-Redugdo,

apresentam os melhores resnltados.

A seguir, apresentamos as conclusbes gue foram obtidas como resuitado dos estudos

realizados durante este trabalho.
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Capitulo 7
7. Conclusao

No decorrer deste trabalho, estudamos o problema de projeto de redes considerando
condi¢des de conectividade. Nosso enfoque foi direcionado para a topologia da rede
considerando falhas que indisponibilizam conexdes entre os pontos que ligam a rede.

Estudamos diversas técnicas e desenvolvemos uma aplicacdo de teste para testar
alguns dos conceitos envolvidos e sugerir uma linha mestra que pode ser utilizada como
base para pessoas interessadas no assunto. Nesta aplicacdo de teste, implementamos um
algoritmo Branch & Cut exato, um algoritmo aproximado e heuristicas para o problema.

Dada a dificuldade em obter instincias reais, os testes foram executados em
instdncias geradas computacionalmente e em instincias adaptadas de outros problemas

disponiveis em repositorios publicos. Assim, estes testes ndo representam uma
amostragem ideal para problemas reais.

Observando o desempenho do algoritmo exato, verificamos que o uso de cortes de
conectividade ainda nos da limitantes inferiores de baixa qualidade. Como forma de
melhorar esse limitante inferior, € possivel implementar os cortes de partigdo, porém néo
é claro que seu uso ird melhorar o limitante inferior, uma vez que eles sdo bastante
relacionados com 0s cortes de conectividade.

Verificamos também que o algoritmo de aproximagio, com melhor fator de
aproximagdo tedrico para este problema, nos leva a solugdes muito distantes do 6timo.
Por outro lado, este algoritmo nos levou a idéias simples e eficientes como o do
arredondamento probabilistico, que obteve solucdes muito proximas das melhores
solugdes obtidas pelo algoritmo Branch & Cut.

Muitos pesquisadores estdo atuando na 4rea para obter resultados melhores, seja a
partir de heurfsticas ou através de outras abordagens exatas. Diante dos estudos e
conceitos apresentados aqui e dos testes realizados, concluimos que este problema ainda
representa um tOpico de pesquisa que precisa ser mais investigado. Neste ponto,
acreditamos que este trabalho apresenta diretrizes importantes, que podem ser seguidas,
para quem enfrenta problemas desse tipo.
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