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Resumo

Nesta tese apresentamos um algoritmo quase-linear para construir drvores PQR e o es-
quema para clustering de seqiiéncias expressas que foi usado no projeto SUCEST (Sugar-
cane EST project).

Uma drvore PQR é uma estrutura de dados capaz de resolver o problema dos uns
consecutivos e outros problemas, como mapeamento fisico de DNA, reconhecimento de
grafos intervalo, otimizagao de circuitos légicos e recuperagao de dados. As arvores PQR
sd0 uma generalizacao das arvores P(Q) de Booth e Lueker e estdo fundamentadas em pro-
priedades algébricas sélidas. O algoritmo que apresentamos nesta tese se baseia nessas
propriedades e é formado por um conjunto pequeno de padrées que modificam a arvore.
Nosso algoritmo € mais eficiente que o algoritmo quadritico proposto originalmente por
Meidanis e Munuera ao definir as drvores PQR e, embora ndo seja linear como o algo-
ritmo para construir drvores PQ), acreditamos que ele contribui em dire¢éo a uma solugao
definitiva para o problema dos uns consecutivos.

Clustering é o problema de categorizaciao de um conjunto de objetos quando nem o
nimero nem a composicao das categorias é conhecido antecipadamente. Seqiiéncias ex-
pressas ou ESTs (expressed sequence tags) sdo amostras de genes ativos extraidas das
células de um organismo. Em um projeto genoma EST sdo obtidas milhares dessas
seqiiéncias que serao usadas como fonte para investigacées por cientistas interessados
nos processos celulares do organismo. O clustering de seqiiéncias expressas é necessario
para avaliar e reduzir a redundéncia do conjunto de EESTs. Nesta tese apresentamos o es-
quema de clustering usado no projeto da cana-de-agticar, que produziu aproximadamente
300.000 ESTs. O esquema que apresentamos substituiu um esquema pré-existente e se
caracteriza por uma limpeza prévia intensiva dos ESTs e pelo uso de um montador de
genomas para agrupd-los. Acreditamos que este esquema possa ser utilizado em outros
projetos do género.

xvil



Abstract

In this thesis we introduce an almost-linear algorithm for building PQR trees and the
method for expressed sequence tags clustering used in the SUCEST project (Sugarcane
EST Project).

A PQR tree is a structure that can be used to solve many problems, as the consecu-
tive ones problem, DNA physical mapping, interval graphs recognition and data retrieval.
PQR trees are a generalization of Booth and Lueker's PQ trees, and are founded on solid
algebraic properties. The algorithm we present in this work is based on such properties
and is composed by a small set of well-organized patterns. Our algorithm is more efficient
than the quadratic one proposed by Meidanis and Munuera, who defined the PQR trees,
and, although not linear as the algorithm for PQ trees construction, we believe that it
contributes for a definite solution for the consecutive ones problem.

Clustering is the problem of categorizing a set of objects when neither the number
of categories nor the composition of the categories is known. Expressed sequence tags
(ESTs) are samples from active genes extracted from cells of an organism. In an EST
project, thousands of ESTs are produced and used as a source for research. Clustering
ESTs is necessary to reduce the redundancy in the set of sequences. In this thesis we
introduce the method used in the Sugarcane EST Project, that produced almost 300,000
sequences. The method we introduce in this work replaced another one that had problems.
QOur scheme include an intensive trimming of the ESTs and the use of a genome assembler
for the whole set of sequences. We believe that our scheme may be used in other EST
projects.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese & composta por duas partes que cont®m nossas principais contribuigdes ao longo
do doutoramento, que desenvolveu-se ao mesmo tempo que colabordvamos com o Labo-
ratério de Bioinformatica do Instituto de Computacao da Unicamp, entre 1998 e 2002.
Este laboratdrio foi 0 que supriu as necessidades de informética, incluindo sistemas de
software e poder de processamento, dos projetos genoma da bactéria Xylella fastidiosa (o
primeiro projeto genoma brasileiro), da bactéria Xantomonas citri e da cana-de-agicar,
financiados pela Fapesp e levados a cabo pela Rede Onsa, a rede formada por laboratérios
paulistas para seqiienciamento e andilise de dados gendmicos.

Nossa primeira contribuicdo € tedrica: um algoritmo quase-linear para a construcéo
de arvores PQR. A segunda é aplicada: um esquema de clustering de seqiiéncias expressas
que foi usado no projeto genoma da cana-de-agicar (SUCEST - Sugarcane EST Project).

Primeira parte: algoritmo quase-linear para arvores PQR

Dada uma coleg@o de m subconjuntos Cy, Cs, ..., Cy, de um conjunto U de n elementos, o
problema dos uns consecutivos consiste em responder se hd uma permutagio dos elementos
de U que mantém os elementos de cada conjunto C; consecutivos. Se h4 tal permutacao,
entao a colegdo possui a propriedade dos uns consecutivos (P1C).

Muitos problemas podem ser modelados como o dos uns consecutivos: mapeamento
fisico de DNA [31], recuperagio de dados [15], reconhecimento de grafos intervalo [14],
isomorfismo de grafos intervalo {22}, planaridade de grafos [6] e otimizagdo de circuitos
16gicos [13, 17].

O problema dos uns consecutivos foi resolvido com o algoritmo polinomial de Ful-
kerson e Gross [14] em 1965. Em 1976, Booth e Leuker [6] inventaram as drvores PQ,
uma estrutura de dados para resolver o problema e representar todas as permutacdes de
U sujeitas a C1, Cy, ..., Cy, de forma compacta. Eles também apresentaram um algoritmo
linear para construir as drvores PQ. Em 1995, Meidanis e Munuera [23] criaram as drvores



2 Capitulo 1. Introducdo

PQR, uma generaliza¢io das drvores PQ e apresentaram um algoritmo polinomial para
construi-las. Em uma continuagfo desse trabalho publicada em 1998, Meidanis, Porto e
Telles [24] estenderam a teoria algébrica por trds das drvores PQR.

As drvores PQR podem ser usadas para resolver os mesmos problemas que as arvores
PQ, com algumas vantagens. Em primeiro lugar, o fato de que as arvores PQR estdo
fundamentadas em propriedades algébricas solidas. Em segundo lugar, o fato de quando
a colegdo nao tem a P1C, as drvores PQ sdo nulas mas as drvores PQR vao apontar
subcolegoes responsaveis pela falha [24]. Esta caracteristica pode ser iitil quando a colegdo
representa dados que podem conter erros. Esta situacgio é comum na construcgio de mapas
fisicos de DNA, o que faz com que da drvore PQR uma ferramenta com grande potencial
na solucio deste problema em particular. Em terceiro lugar, para construir as drvores
PQR ha um algoritmo recursivo que nao faz casamento de padries na drvore e que reflete
varias propriedades das colecdes e da P1C.

Nesta tese damos mais um passo em dire¢do a uma solugio definitiva para o pro-
blema, apresentando um algoritmo quase-linear para construir 4rvores PQR. Nosso algo-
ritmo estd fundamentado em propriedades tedricas sdélidas das drvores e usa um conjunto
pequeno de padroes bem organizados. O Capitulo 2 apresenta as definigbes relacionadas
as arvores PQR que s30 necessarias nos capitulos seguintes. O Capitulo 3 define as drvores
PQR marcadas e as operactes de reducéo destas arvores que so a base do nosso algo-
ritmo. No Capitulo 4 apresentamos o algoritmo quase-linear para construir arvores PQR,
prova de correcdo, andlise de complexidade e descricdo da implementagdo que fizemos.

Segunda parte: clustering de seqiiéncias expressas de cana-de-agiicar

Uma seqiiéncia expressa ou EST (ezpressed sequence tog) [1] é uma amostra de um gene
ativo retirada aleatoriamente de células de um organismo. Na célula, essa seqiiéncia
dari origem a uma proteina. O interesse dos bidlogos moleculares nessas seqgiiéncias é
o de conhecer as proteinas produzidas pela célula e estudar os processos celulares que
influenciam o organismo em foco. A partir desse conhecimento, tais cientistas tentam
desenvolver terapias para combater doengas que afetam o organismo e também tentam
produzir variedades melhoradas do préprio organismo.

O clustering [11] € um processo de categorizagdo de objetos no qual nem a quantidade
de categorias nem a composicdo das categorias é conhecida antecipadamente. Quando
os objetos sdo seqiiéncias expressas, o clustering é importante para avaliar e reduzir a
redundéncia do conjunto de seqiiéncias que serdo analisadas pelos bidlogos e auxiliar nas
andlises.

Nesta tese apresentamos o esquema de clustering que foi usado no Projeto SUCEST,
que produziu aproximadamente 300.000 seqiiéncias expressas de cana-de-agticar [39]. O
nosso esquema de clustering substituiu um esquema anterior, que vinha apresentando



problemas, durante o andamento do projeto. Em nosso esquema incluimos uma limpeza
prévia intensiva das seqiiéncias e usamos apenas um montador de genomas para produzir
as categorias. A vantagem principal de usar apenas um montador de genomas para ©
clustering é que cada categoria tem wma seqiiéncia consenso, que € uma superseqiiéncia
de todas as outras na categoria. Os pardmetros do nosso esquema foram ajustados com
base em testes com os dados reais do projeto SUCEST. Nés acreditamos que esse esquema
possa ser usado em outros projetos genoma do mesmo tipo. No Capitulo 5 apresentamos
uma sintese sobre clustering, explicamos em mais detalhes as caracteristicas principais
dos ESTs e citamos os principais métodos ja utilizados para o clustering de ESTs. Esse

capitulo serve de introducdo ao Capitulo 6 que apresenta o esquema de clustering do
Projeto SUCEST.



Capitulo 2

Propriedade dos Uns Consecutivos e
Arvore PQR

Neste capitulo apresentamos a definicdo de drvore PQR, uma estrutura de dados capaz
de armazenar todas as solugbes possiveis para o problema dos uns consecutivos. Também
apresentamos outras definigdes e propriedades relacionadas & drvore que serdo usadas ao
longo desta tese. A maioria delas vem do trabalho de Meidanis, Porto e Telles [24].

2.1 Propriedade dos Uns Consecutivos

Chamamos um conjunto de conjuntos de colecao e denotamo-lo usando maitsculas ca-
ligraficas, como C. O conjunto poténcia do conjunto U ¢ formado por todos os sub-
conjuntos de U e é denotado P(U). Um conjunto A C U é trivialse A =0, |A] =1 ou
A=U.

Uma permutacao de um conjunto U, {U| = n, é uma bijegio o : {1,2,...,n} — U.
Um conjunto A C U é consecutivo em « se todos os elementos de 4 aparecem em «
consecutivamente. Uma colegdo A é consecutiva em « se cada um dos conjuntos de
A é consecutivo em a. Por exemplo, seja U = {a,b,¢,d,¢, f} e seja o = fdeach uma
permutacdo dos elementos de U. O conjunto 4 = {d, ¢, a,e} é consecutivo em «, mas o
conjunto B = {f,e, b, c} ndo é.

Uma colegdo C € P(U) possui a propriedade dos uns consecutivos (P1C) se
existir uma permutacdo o de U em que C seja consecutiva. Se existe tal permutagao
ela é valida para C. A propriedade dos uns consecutivos € caracterizada em matrizes
bindrias [14], colegdes de conjuntos [23], grafos bipartidos [37] e conjuntos de intervalos
sobre a reta real [10}.

O problema dos uns consecutivos consiste em verificar se uma colegio possui a P1C.
No caso de colegdes de conjuntos, o tamanho de uma insténcia para o problema é n+m-+r,
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onden=|Ul,m=[Cler=Y 4ecld|
Para uma colegido que possui a P1C podemos definir o conjunto de todas as per-
mutagdes que verificam a propriedade:

Definicaoc 1 O conjunto de todas as permutacées de U wvdlidas para uma eolecdo C é

Valid(C) = {a : o € vilida para C}.

2.2 Arvore PQR

Uma drvore PQR T ¢ uma 4rvore enraizada, de aridade varidvel, na qual a ordem relativa
dos filhos de um né importa, que tem quatro tipos de nos — P, Q, R e folhas — e que
deve obedecer as seguintes restrigoes & sua estrutura interna:

» As folhas estao em bijecao com os elementos de um conjunto U.
e Cada n6 P tem pelo menos dois filhos.
e Cada né Q tem pelo menos trés filhos.
» Cada né R tem pelo menos trés filhos.

Na Figura 2.1 temos dois exemplos de arvores PQR. No exemplo, nés P sdo representados
por circulos, nds QQ por retdngulos e nés R pela letra R circunscrita.

Figura 2.1: Exemplos de drvores PQR.

Uma arvore PQR pode ser transformada em outras drvores equivalentes a ela. As
transformacoes de equivaléncia a seguir podem ser aplicadas a uma arvore PQR:

e PermutacOes arbitrarias dos filhos de um né P.
¢ Reversao dos filhos de um né Q.

¢ Permutacdes arbitririas dos filhos de um né R.



2.2. Arvore PQR 7

Dadas duas arvores PQR 7" e T”, elas sdo equivalentes, 7’ = T", se e somente se
uma delas puder ser transformada na outra pela aplicacdc de zero ou mais transformagoes
de equivaléncia. Duas drvores PQR equivalentes, T" e T", aparecem na Figura 2.2.

Al T"

Figura 2.2: Arvores PQR equivalentes.

Uma permutagao das folhas de uma arvore PQR pode ser obtida através da sua
fronteira:

Definicao 2 ([24]) A fronteira de uma drvere PQR T ¢ a permutacdo do conjunto U
obtida pela leitura das folhas da drvore da esquerda para a direita.

Na Figura 2.2, a fronteira da drvore PQR T” é febdaeghij. O conjunto de todas as
fronteiras de uma &rvore é o conjunto Compat{T):

Definicao 3 ([24]) Dada wma drvore PQR T, o conjunto de todas as fronteiras de
drvores eguivalentes ¢ T, chamadas permutacoes compativeis, €

Compat(T) = {o: « € a fronteira de T e T' =T}

Arvores PQR com apenas um no interno recebem nomes especiais. S80 as drvores
P-total, Q-total e R-total:

Defini¢cao 4 Uma drvore P-total, Q-total ou R-total € uma drvore PQR em que todas
as folhas sdo filhas da raiz que é, respectivamente, do tipo P, @ ou R. Uma drvore P-total
também € chamada de Arvore universal.
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As drvores PQR sio uma generaliza¢do das drvores PQ de Booth e Lueker [6]. Assim
como suas antecessoras, as arvores PQR sfo capazes de representar todas as permutagoes
vélidas para uma colegdo C C P(U) que tem a propriedade dos uns consecutivos, através
das fronteiras de drvores equivalentes. Quando C nfo tem a P1C, a drvore PQ ¢ nula,
mas a arvore PQR nao é e os nés R fornecem informacgéo sobre as subcolecdes de € que
estdo obstruindo a propriedade [24].

2.3 P1C e Arvores PQR

Para toda colecao C podemos construir uma arvore PQR, T tal que

1. se L tem a P1C, entdo T ndo terd nenhum no R e as fronteiras de drvores equivalentes
a T serfo permutacoes validas para C e

2. se C ndo tem a P1C, entdo T terd pelo menos um nd R.

Por outro lado, toda arvore PQR T corresponde a uma colegdo C que terd a P1C se e
somente se T nio tem nés R.

Estas propriedades sio formalizadas através das colecdes C e Compl(T). Estas
colegbes sao as mais importantes para caracterizar as arvores PQR e para mostrar a
correcao dos algoritmos para construi-las.

2.3.1 A coleciao C

A colegdo C é obtida a partir de uma cole¢io C C P(U). Ela contém todos os conjuntos
de P(U} que podem ser obtidos a partir dos conjuntos em € pela aplicagdo de certas
operagOes que preservam a consecutividade.

Definicao 5 ([24]) Dada uma colecdo C C P(U), a colecio C é a menor colecio que
contém os conjuntos em C e os conjuntos triviais contidos em U e que € fechada pelas
sequintes operacoes:

1. intersecao: AN B.
2. uniao nao disjunta: AW B = AU B desde que ANB # .

3. diferenca nao contida: A§ B = A\ B desde que B € A.

Algumas propriedades de C que serdo tteis ao longo do texto estao agrupadas no
préximo lema.
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Lema 6 ([24]) Sejo C wna colegdo de conjuntos. Entdo

6 (
cc
=

o 0y

2.3.2 A colecao Compli(T)

A colegdo Compl(T) é uma cole¢do obtida a partir de uma drvore PQR 7T, tomando-se
conjuntos de folhas descendentes dos nés de 7. Esta colegio é fechada pelas operacoes 1,
2 e 3 acima.

Antes de apresentar a definicio de Compl(T') vamos definir conjuntos e colegdes de
folhas descendentes de nds de uma arvore PQR.

Defini¢do 7 ([24]) O conjunto de folhas descendentes de wmn ndé v em uma drvore
PQRT é

Descr(v) ={a €U : v € ancestral de a em T'}.

Para um conjunio A de nés,

Descr(A) = | J Descr(v).

vEA

Definicao 8 A colegdo de conjuntos de folhas descendentes de um né w em T,
Dr(w), € definida assim:

1. Se w € uma folha entdo
Dr(w) = {{w}}.
2. Sew € um nd P entdo
Dr{w) = {Descr(w)}.
3. Sew € um nd Q entdo
Dr(w) = {Descy(A) : A € um conjunto de filhos consecutivos de w}.
4. Sew € um nd R entdo

Dr(w) = {Descr(A) : A é um conjunto qualquer de filhos de w}.
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Definicao 9 Dada uma drvore PQR T, a cole¢cgo Compl(T) é

U DT(U) U {@}

vénddeT
Para ilustrar, a colegdo Compl(T") da 4rvore na Figura 2.2 é

{0,

{a},{b}, {c}, {d}, {e}. {F}. {9} {n}. {i}, {7}
{a,b,¢,d,e, f,9,h, 4,7},
{f,e,b,d,a,e,9},{f,¢c,b,d,a},{a,e, g},

{fv c, b? d}y

{f,c,b},{f,c},{c,b},{f,b},

{e,9}}

2.3.3 Relacio entre P1C e Arvores PQR
O préximo teorema define uma drvore PQR para uma colecao C.
Teorema 10 ([24]) Para toda colegcgo C C P(U) eriste uma drvore PQR T tal que

Compl(T) = C.

Os dois préximos teoremas relacionam colegoes, drvores PQR e permutagoes validas.
Eles mostram que o conjunto de permutacées validas para uma colecdo C que tem a P1C
é armazenado pela drvore PQR que tem Compl(T) igual a C.

Teorema 11 ([24]) Se uma drvore PQR T ndo tem nés R entdo

Valid{ Compl(T)} = Compat (T').

Teorema 12 ([24]) Sejam C wm colecGo que tem a PI1C e T uma drvore PQR. Se
Compl(T) = C entdo

Valid(C) = Compat(T').
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2.4 QO algoritmo de Meidanis e Munuera

Um algoritmo para construir arvores PQR pode ser de dois tipos: off-line e on-line. Um
algoritmo off-line processa todos os conjuntos em C de uma tnica vez e constrdi a arvore.
Um algoritmo on-line comeca com uma arvore universal e adiciona os conjuntos em C um
a um, obtendo arvores intermedisrias para as subcolegdes processadas.

Um algoritmo on-line pode ser vantajoso para as arvores PQR porque possibilita
backtracking & medida que a arvore é construida e em conjunto com a detecgio de nés R
pode determinar uma boa estratégia para lidar com erros nos dados que fazem com que
uma colecao nao tenha a P1C.

O algoritmo de Booth e Lueker para construir drvores PQ [6] é on-line e tem com-
plexidade O(n + m + r). Para cada conjunto, o algoritmo colore alguns nds da arvore e
depois casa e substitui padrées, que levam em conta o tipo e a cor dos nés. Se a colegio
C nao tem a P1C, o algoritmo de Booth e Lueker retorna uma arvore nula.

O algoritmo de Meidanis e Munuera [23] para construir drvores PQR ¢é off-line,
recursivo e tem complexidade O((m + n + r)*n?) [34]. A cada chamada recursiva, o
algoritmo divide a colegdo em duas, de tal forma que uma parte esta relacionada a uma
subéarvore completa da drvore que estd sendo construida e a outra parte ao restante da
arvore. Para dividir a colegéo o algoritmo escolhe um conjunto de folhas que descende de
um né da arvore. Conjuntos desse tipo sio que estio na interseciio entre as colecdes C e
C+. A colecio C é definida abaixo.

Definicao 13 Dois conjunios A e B sdo ortogonais, 4 L B, se
¢« ACB ou
e B C A ou entdo
e ANB=0.

Dado um conjunto A e uma colegdo C, dizemos que A € ortogonal o C, A L C, quando
A L B para todo B € C. Da mesma forma, dizemos que duas colecées C e D sdo
ortogonais, C L. D, quando A L B paratodo AcC e BeD.

Definicao 14 Dada uma colecio C C P(U), a colecdo CL €
Ct={A:AePU),ALC)
Algumas propriedades da colecdo C1 aparecem no préximo lema.

Lema 15 ([24]) Pare toda colegdo C,

C+=CL=C"
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O préximo lema mostra que todo conjunto de folhas que descendem de um né v de
urma drvore PQR T para uma colegio C é um conjunto em ¢ NC*.

Lema 16 ([24]) Para qualguer nd v de uma drvore PQR T,
Descr(v) € Compl(T) N Compl(T)* .

Por outro lado, qualquer conjunto em Compl(T) N Compl(T)* € da forma Descr(v) para
algum név de T

Para exemplificar, sejam
U = {a:b}cad:e7f:gah}3
C={{e, g}, {b f}.{a,b,e, f},{c.d, g, h}}.

Fazendo

T = {07 U, {a}, {6}7 {c}> {d}= {6}! {f}: {g}v {h}}
Obtemos

C=CuUTU{{abye,f g}.{cdeg,h} {abf},{cdh}}

Ct=TU{{b f}.{c,d},{c,h},{d, R}, {a,b, f}, {c.d,h}},

CnCr=Tu{{b f}.{a,b, f},{c,d, h}}.
Uma drvore para essa colecdo aparece na Figura 2.3a. Na Figura 2.3b aparece uma arvore
para

U= {a,b,(:,d,e,f,g,h}

C'= {{a,d},{a,h},{d,h},{f,g},{c,b,f}}.

Figura 2.3: Arvores PQR para (U,C) e (U,C').

O algoritmo de Meidanis e Munuera aparece na Figura 2.4. A cada chamada recur-
siva, um conjunto X € CNC* é usado para particionar a colecio C e construir duas novas
subinsténcias:
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Fungao PQR{U,C)
Se existe um conjunto ndo-trivial X em C NCL entdo
T, « PQR(U/X,C/X);
Ty + PQR(X,C A X);
Retorne T} com a folha X substituida por T3;

Senao
Escolha
C contém apenas conjuntos triviais: Retorme Né-PU));
Existe permutacio o vilidaem £:  Retorne Nd-Q(a);
Sendo: Retorne Ng-R(U);
fim

Figura 2.4: Algoritmo recursivo para a construgio de darvores PQR.

1. A subinsténcia formada pelo par (U/X,C/X), onde

U/X = U\X)u{z},

A/X=Ase XNA=0ou{Ad\X)U{z} caso contrario,
C/IX={A/X:4eCe(X CAouXnA=0},

z é um elemento que néo pertence a U.

Esta subinstincia vai dar origem & drvore cujo conjunto de folhas é (U \ X) U
{z}, onde z é uma nova folha e representa a subdrvore determinada pela outra
subinstancia.

2. A subinstancia formada pelo par (X,C A X), onde
CAX={4:AeC,AC X}
Esta subinstancia vai dar origem a uma subdrvore completa cujo conjunto de folhas
éxX.
Por exemplo, sejam

U= {a,b,c,d}e,f},
C = {{a’7 C, 8, f}? {ba C) d: e, f}: {a’? b; d}: {6: f}> {C, e}})
X ={ce f}.

Entao,

(U/X,C/X) = ({av b,d,z},{{a,z}, {b d,z}, {a? b, d}})
(X,CAX) = ({c,e; f}, {{e; [} {e.e}))
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Quando todos os conjuntos na intersecao C M Ct de uma instincia sio triviais,
dizemos que a colegio € prima. Nesse caso a insténcia vai dar origem a um inico no pai
de todas as folhas de U. Se C tem apenas conjuntos triviais, o né é do tipo P. Sendo, ele
¢ do tipo  se houver uma permutacio vilida para C ou R caso contririo.

Para encontrar conjuntos em C NC*, Meidanis e Munuera sugerem dois métodos. O
primeiro € encontrar unides de componentes conexas do grafo de sobreposigdes estritas de
C. O segundo é encontrar classes de equivaléncia da relagio de gémeos em C, quando todas
as unides de componentes conexas do grafo de sobreposigoes estritas de C sdo triviais. O
teste para verificar se hd uma permutagio vilida quando a colegdo é prima pode ser feito
com base no proprio grafo de sobreposigoes estritas. Os detalhes sobre estes procedimen-
tos e a prova de que a decomposicdo das instancias funciona podem ser encontrados no
trabalho de Meidanis, Porto e Telles [24].



Capitulo 3

Arvore PQR marcada

Neste capitulo definimos a drvore PQR marcada e apresentamos um conjunto de operagoes
para transformé-la. Estas operagdes compoem nosso algoritmo quase-linear para construir
arvores PQR.

3.1 Definicoes

Deste ponto em diante vamos usar a seguinte notagio: dado um né v de uma drvore PQR
T, o simbolo v serd usado para representar tanto o né quanto o conjunto

v = Deser(v).

A seguir apresentamos a defini¢do de drvore PQR marcada e de ancestral comum mais
baixo nessa arvore.

Definicao 17 Uma arvore PQR. marcada pelo conjunto S é wma drvore PQR com
nds pretos, cinzas e brancos (nds sem cor) respeitando as sequintes restrigces:

o Todo né v tal que v C S € preto.
e Todo né v tal que v L 5 € cinza.

e Todondvital guevnS=0 ouS Cv € branco.

Definicdo 18 O ancestral comum mais baizo de todos 0s nds pretos de wma drvore PQR
marcada é denotado LCA.

No préximo lema apresentamos uma caracterizacio da marcacfo de uma drvore
PQR com base na cor dos filhos dos ndés.

15
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Lema 19 Uma drvore PQR € marcada se e somente se as seguintes condigdes se verificam
stmultaneamente:

Toda folha é preta ou branca.

]

Se todos os filhos de um nd sao brancos entdo ele € branco.

Se todos o0s filhos de umn nd sdGo pretos entdo ele é preto, exceto se € ancestral de
todas as folhas pretas, caso em que € branco.

Caso contrdrio € cinza.

A colecdo T, definida a seguir, é uma colecio importante nas provas dos teoremas
deste e do préximo capitulos. Ela serd usada para demonstrar que o nosso algoritmo para
construir drvores PQR ¢ correto.

Definicao 20 Seja T uma drvore PQR marcada pelo conjunto S. A colecio T €

T = Compl(T) U {S}.

A partir deste ponto usaremos indistintamente as expressbes marcar e pintar ou
marcado e pintado para nos referirmos as agdes e aos nds de uma arvore marcada.

3.2 Operacoes de Reducao

Nesta secao apresentamos um conjunto de operagoes de reducao que transformam as
arvores PQR marcadas e mostramos que cada uma dessas operagdes, ao receber como
entrada uma arvore PQR marcada 7', produz uma arvore PQR marcada 7" tal que
T’ = T". As operagdes siio: Preparar o LCA, Preparar né P, Mover filhos para né cinza,
Mover filhos para o LCA, Transformar né Q em R, Reverter o LCA e Reverter nd cinza.

O algoritmo para construir arvores PQR do Capitulo 4 é formado por composicgoes
destas operagtes. As operacles serdo usadas para remover os nés cinzas de uma arvore
PQR marcada, fundindo-os a outros, e para ajustar o LCA ao final do processamento.

Nas figuras que ilustram as operagbes vamos adotar as seguintes convenc¢des: um
né que possa ser de mais de um tipo na operacdo sera representado por um triangulo.
Os nos poderdo ser rotulados por letras. As cores preta, cinza e branca serdo aplicadas
diretamente aos nds. Um nd que possa ser, ao mesmo tempo, de mais de um tipo e de
mais de uma cor na operacao seréd representado apenas por uma letra.
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3.2.1 Preparar o LCA

Esta operacao ¢ aplicada quando o LCA é um né P. Ela agrupa os filhos pretos do LCA
em um novo né P.

Entrada: Uma drvore PQR marcada 77 e um né w de 77, tal que w é c LCA e
é do tipo P.

Algoritmo:

Funcio Preparar.o.LCA(T', w)
Sejam m;, ..., M, os filhos pretos de w.
Se x > 2 e x < naimero de filhos de w entio
Crie um novo né P pintado de preto e rotulado m.
Torne ma, ..., m, filhos de m,
Torne m filho de w.

Saida: Uma srvore PQR marcada T" tal que TV =T7.

Lema 21 Seja T’ uma drvore PQR marcada com um nd w satisfazendo as restrigdes do
entrada da operacic “Preparar o LCA”. Aplicando a operacdo, obtemos uma drvore PQR
marcada T tal que T' = T".

Prova: Se w tem no maximo um filho preto ou todos os filhos dele sdo pretos, entdo a
operagdo nao modifica 77, Caso contréario, 7’ recebeu apenas um novo né m do tipo P
com mais de dois filhos e w ficou com pelo menos dois filhos. Entdo 7" é uma arvore
PQR.

Para ver que a coloragdo de 7" é vilida basta observar que:

e O né m é preto e o conjunto m é igual a my Ums U ... Um, e portanto m C S.
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o O conjunto w nao foi modificado.

Vamos mostrar que 77 = T". Por definicio

T = Compl(T") U{S}.

Como w foi o tnico né afetado pela operagio e Dy (w) = Do+ (w), por construgio

T7 = Compl(T") U {S} U Dyu(m).

Entdo 77 C T". Para provar que 7”7 C T, como Dr«(m) = {m} basta mostrar que
m € T'. Se w nao tem filhos cinzas, entdo

m=2_S.
Caso contrério, sejam ¢, . .., ¢, os filhos cinzas de w. Entéo podemos construir

m=8%c ¥ ... ¥e,

3.2.2 Preparar né6 P

Esta operacdo € aplicada a um né P cinza filho do LCA. Ela agrupa os filhos pretos e
brancos desse né P, criando novos nés P.

Entrada: Uma arvore PQR marcada 77 e um né v de 77, tal que v é cinza, do
tipo P e filho do LCA.

Algoritmo:
Funcao Preparar_nd.P{T",v)
Sejam my, ..., m, os filhos pretos de v.
Sejam di,. .. ,d. os filhos brancos de v,

Se z > 2 entao
Crie um novo né P pintado de preto e rotulado m.
Torne ma, ..., m, filhos de m.
Torne m filho de v.
Se z > 2 entdo
Crie um novo 16 P sem cor e rotulado d.
Torne dy, ..., d, filhos de d.
Torne d filho de ».
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Saida: Uma 4rvore PQR marcada 7" tal que 77 = T".

Lema 22 Seja T’ uma drvore PQR marcada com nés w e v satisfazendo as restrigées da
entrada da operacdo “Preparar no P”. Aplicando a operagdo, obtemos uma drvore PQR
marcada T” tal que T' = T7.

Prova: Se v tem no maximo um filho preto e no maximo um filho branco entio a operacdo
nio modifica 7”. Sendo 7" recebeu apenas novos nés do tipo P com mais de dois filhos. O
né v ficou com pelo menos dois filhos porque, sendo cinza, nem todos os seus filhos eram
pretos e nem todos os seus filhos eram brancos. Entdo 77 é uma drvore PQR.

Para ver que a coloracdo de 77 é vélida basta observar que:

¢ O ndé m € preto e o conjunto m € igual a m, Umo U... Um, e portanto m C 5.
e O né d ébranco e o conjunto d é igual a dy, Ud,U...Ud, e portantodN S = 0.
e Ao final da operagdo v continua ndo ortogonal a S.

Vamos mostrar que 17 = T". Por definicio

T = Compl(T") U {S}

Como v foi o tnico né afetado pelo algoritmo e como Dy (v) = Dpr{v), por construgio

T = Corgl T U ST U ) U D@,

Entdo T C T". Para provar que 7" C T7, como Dyn(m) = {m} e Dy (d) = {d}, basta
mostrar que m € 7' e d € T'. Se v nio tem filhos cinzas podemos construir

m =1 NS,
d=v3}§5.
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Caso contréirio, sejam ¢y, ..., ¢, os filhos cinzas de v. Entao podemos construir

m={wNS){a¥ ... §q,
d:v§5§01§ 5{('3,

3.2.3 Transformar né P em Q

Esta operagéo transforma um nd P cinza filho do LCA em um né Q. Depois da aplicagao
desta operagio, pode ser que um nd Q fique com dois filhos, contrariando a definicio de
arvore PQR. Poderiamos contornar este problema com um nimerc maior de operagoes e
subcasos nas demonstracoes das propriedades das operacdes que ja existem. No entanto,
optamos por modificar ligeiramente a definicdo de drvore PQR e aceitar nés Q com dois
filhos, primeiro porque as transformagoes de equivaléncia e o conjunto Descy para um né
P com dois filhos e para um né Q com dois filhos sao iguais e depois porque esta operacéo
serd usada em composicbes que fardo com que nds Q com dois filhos sejam fundidos a
outros.

Nas operagOes a seguir, vamos considerar entdo que as drvores PQR obedecem as
seguintes restrigoes 4 sua estrutura interna:

o As folhas estdo em bijecdo com os elementos de um conjunto U.
e Cada né P tem pelo menos dois filhos.
e Cada né Q tem pelo menos dois filhos.
e Cada né R tem pelo menos trés filhos.
e que as transformagdes de equivaléncia que podem ser aplicadas a uma arvore PQR sao:
o Permutactes arbitrarias dos filhos de um n6 P.
e Reversio dos filhos de um né Q.
o Permutagoes arbitrarias dos filhos de um nd R.

¢ Troca do tipo de um né com dois filhos.

Entrada: Uma arvore PQR marcada 7" e um né » de 77, tal que v é um filho
cinza do LCA, do tipo P, com no méximo um filho preto e no maximo um filho
branco.
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Algoritmo:

Fungao Transformar-né.P.em Q(T",v)
Seja m o filho preto de v, se houver.
Seja d o filho branco de v, se houver.

Sejam ¢, ... ,cy 0s filhos cinzas de v, se houver.
Transforme v em um né Q com os filkos na seguinte ordern:
My Clynns,Cy,d

Saida: Uma 4rvore PQR marcada T" tal que T? = T7.

Lema 23 Seja T' uma drvore PQR marcada com nés w e v satisfazendo as restricoes

da entrada da operagio “Transformar né P em Q7. Aplicando a operagao, obtemos uma
érvore PQR marcada T" tal que T' =T7.

Prova: E facil ver que 7" é uma érvore PQR com coloracio valida.
Vamos mostrar que 7’ = 1". Por defini¢io

T7 = Compl(T") U {S}.
Como v foi o tinico né afetado pela operagio e como D (v) € Dz« (v), por construgdo

‘TT o= Compl(T’) U {S} U DTH (’U)

Entéo 7' € T". Para provar que T” C T é suficiente mostrar que todo par de filhos
consecutivos de v estd em 7. Podemos construir

mUa=((vNS)Yey ... 3e)va,
mUcagUce={{tNS)Yay ... ¢)dc e,

mUcgU...Ug=mNS)de ... Wey,
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GUd=((v]S) e g ... Rga)de,
U Ud=((v85)8al ... )18y,

crU...UgUd=@w{S)¥ea .. . We,.

Por fim, se y > 2, podemos construir

U =(mUaU...UgUem)N{(aUeanU...Ueg Ud),

para todo 1 < ¢ < y — 1, o que conclui a prova. |

3.2.4 Mover filhos para né cinza

Nesta operacdo um filho cinza do LCA passa a ser o pai dos seus irmaos pretos e cinzas.
Antes de apresentar a operacdo, definimos ordens especiais para os filhos de nds Q que
s30 usados nesta e na préoxima operagoes.

Definicio 24 Um ndé w do tipo Q e com filhos rotulados vy ...v; da esquerde para a
direita, estd em ordem adequada se

e vy € preto ou
e uy € cinza e vy € branco ou cinza ou
e vy € branco e v; € branco.

Um né w do tipo @ com filhos rotulados vy ... v; da esquerda para a direita, estd em
ordem adequada em relagao ao seu filho v; se

e i =1 ew € branco ou
o 1 <i<tew;. €preto ou

o 1 <i<tewv.y €cinza e vy € branco ou cinza ou

1<i<tev_q €branco e vy € branco ou

e =1 ¢ v, € preto ou cinza.

Entrada: Uma arvore PQR marcada 7' e n6és w e v de 77, tais que w é o LCA
do tipo P com no méaximo um filho preto e v é um filho cinza de w que ¢ do tipo
Q em ordem adequada ou do tipo R.
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Algoritmo:

Funcao Mover_filhos.para nd_cinze(T, w,v)
Seja m o filho preto de w, se houver.
Sejam ¢;,..., ¢y os filhos cinzas de w, se houver, excluido v.
Sejam fi,..., f os filhos de v rotulados da esquerda para a direita.
Torne os filhos prefo e cinzas de w filhos de v, de tal forma que os fithos de v
fiquem na seguinte ordem:
Cly--- :%:msfh-- -:ft
Pinte v de branco.
Se w tem apenas um filho entao
Se w é araiz de T’ entdo
Torne v a raiz de T,
Senao
Substitua w por v.
Remova w de T7.

Saida: Uma drvore PQR marcada 7" tal que 77 =T".

TI
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Lema 25 Seja T’ wma drvore PQR marcada com nds w e v satisfazendo as restrigies da
entrada da operacdo “Mover filhos para né cinza”. Aplicando a operagdo, obtemos uma
drvore PQR marcada T" tal que T/ =T".

Prova: E facil perceber que T” é uma arvore PQR, j4 que w é removido quando fica com
apenas um filho. Para ver que a coloracio de 7" continua vélida basta observar que

1. O nd v passa a ser o LCA, ja que § C v, e entdo é pintado de branco.
2. Se w n&o é removido de 77, continua verdade que S C w, e w continua branco.

3. O pai de w, se existir, é branco em 7" porque contém S. A remocio eventual de w
nio muda esta situacao.

Vamos mostrar que 77 = T7”. Por definicio

T’ = Compl(T") U {S}.

Os ndés w e v foram os Unicos nés afetados pela operagio. Além disto, se w nao é
removido de 77, como w é do tipo P, Dy (w) = Dy (w). Caso contrario, Dy (w) = Dy (v).
Finalmente, como a ordem relativa dos filhos de v ndo mudou e v é um né Q ou R,
Dr(v) € D (v). Logo, por construgio

T" = Compi(T’) U {S} U D (v).
Entdo 7 C T7. Resta mostrar que 77 C T'. Para tanto, é suficiente mostrar que

1. se v é um n6 Q e m = 0 entdo os conjuntos

cUciyy
e, U fy

estdo em 1" para 1 < i <y — 1. Caso contririo, se m # @, ento os conjuntos

¢ Uiy
ey Um
mU fi
estioem T paral<i<y—1le
2. se v é um nd R todo conjunto formado por um par de fithos de v estd em 77.

Sao esses os fatos que demonstraremos agora.
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v é do tipo Q Vamos supor primeiro que v é um né Q e demonstrar que {¢;Uc;y1) € T,
1<i<y—1. Sey>2, podemos construir

U Um=(S8v8a g ... Rc1Rape & ... Rey) Weo W oy,
cUcip = (U Um) ] S ey,

Agora vamos mostrar que se m = @ entdo (c, U f1) € T". Sdo trés as possibilidades
para fi:

1. f1 é preto: Como f, é preto e v é cinza, v tem algum filho que é cinza ou branco.
Ent3o o conjunto

A=foU...Uf

néo estd contido em S e podemos construir
cyUfi=(S8ea1y ... §¢1 § A) Wy,
2. f1 é cinza: Como v esta em ordem adequada, f; é cinza ou branco. Entéo o conjunto
A= frU...Uf

nao esti contido em S e podemos construir
GU=(S8ay ... g8 4)¥e, W fi.

3. fi é branco: Como v estd em ordem adequada, f; é branco. Seja f; um filtho cinza
ou preto de v. Os conjuntos

A=fiU...Uf
B=hHhU...Uf;

sfo tais que B € (AU S) e entdo podemos construir

GUA=((Syerk ... o)W A) 3 B) e,
Se m # @, entdo podemos construir

gUm=(S58cy ... §g-1R8v)Wey.

Ainda resta mostrar que se m # @ entdo (m U f;) € T'. Séo trés as possibilidades para

fi:
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1. fi é preto: Como v ¢ cinza, ele tem pelo menos um filho que é branco ou cinza.
Entédo o conjunto

A= foU...Uf
néo esta contido em S e podemos construir
mUfL=58¢§ ... 8¢ 8 A
2. f1 é cinza: Como v estd em ordem adequada, f; é cinza ou branco. Sabemos que
A=fU...Uf

nao estd contido em S e podemos construir

mUfi=(Sqcry ... xey RA) 8 fr.

3. f, é branco: Como v estd em ordem adequada, f; é branco. Seja f; um filho cinza
ou preto de v. Entao os conjuntos

A=fHU...Uf,
B=fU...Uf,

sao tais que B € (AU S) e entdo podemos construir,
mUfLi={(S¥a§ ... y¢)¥ Ay B.

v é do tipo R Agora vamos supor que v é um né R e mostrar que todo conjunto
formado por um par de seus filhos est4d em T’. Por argumentos similares aos usados
quando v é um n6é Q (permutando os filhos de v se necessirio) podemos mostrar que os
conjuntos

cy UCpya,
ey U fi

paral <k <y-—1estdo em 1’ se m = { e os conjuntos

¢k U Crs1,
¢y Um,
mU fi
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para 1l < k < y—1 estdo em T" se m # 0.
Por hipodtese os conjuntos

fi U f;

estao em 1’ paratodo1<i<tel <j <t
Se m = ( entao podemos construir

U Ufi=(uUh)Y(fiUf),
U fi=(UAUMRAUS

para todo 2 < 7 < t onde j € qualquer indice diferente de 1 e i. Sabemos que j existe pois
um né R tem pelo menos trés filhos. Caso contrario, se m # @, podemos construir

mU filfi={mUfL)¥(fLUfi),
mU fi=(mUfLUR)YR{fLUS),

ey UmU fi=(mU f;) ¥ (¢, Um),
qUfi=(gUmUf) R (mUf;)

para todo 2 < ¢ <t onde, novamente, j # 1,7. Podemos construir também

-1 U ey U fi= (g U fi) ¥ (cp1 Uy)
G U fi = (g1 U U fi) R (U fy)

cy—2 Ucy—1 U fi = (g1 U fi) ¥ (Gy-1 U cye2)
cy—2U fi= (g2 U1 U fi) § (-1 U fj)

61U02Uf5:(02Uf37)li§(C1 UCQ)
61Ufi=(61U62Ufi)§(62Ufj)

Finalmente, se m # @ podemos construir

ceUmU fi= (U fiyw (mU f;),
cgcUm={(aUmUf)&(LiUf)

para todo 1 < k < y, o que conclui a prova. |



28 Capitulo 3. Arvore PQR marcada

3.2.5 Mover filhos para o LCA

Nesta operagdo um filho cinza do LCA perde seus fithos, que sao transferidos para o LCA,
e depois € removido da arvore.

Entrada: Uma drvore PQR marcada 77 e nés w e v de 77, tais que w é o LCA
do tipo Q em ordem adequada em relagdo a seu filho v ou dotipo Reond v é
do tipo Q em ordem adequada ou do tipo R.

Algoritmo:
Fungio Mover.filhos_para_ o . LCA(T’, w, v}
Sejam vy, ...,%;s 0s filhos de w rotulados da esquerda para a direita.
Sejam fi,..., fi os filhos de v; rotulados da esquerda para a direita.
Torne fi,..., f: filhos de w, de tal forma que v;—; e f1 sejam

vizinhos e gue a ordem relativa dos filhos de »; seja mantida.
Remova v; de 17,
Se wéumné Q e v; éum nd R entao

Transforme w em um né R.

Saida: Uma drvore PQR marcada 7" tal que 7' = T".

V1 Vi1 f1 fi Vit1 Vs

TI Tﬂ

Lema 26 Seja T' uma drvore PQR marcada com nds w e v; satisfazendo as restrigées

da entrada da operacio “Mover filhos para 0 LCA”. Aplicande a operagdo, obtemos uma
érvore PQR marcada T" tal que T" =T7.

Prova: E ficil ver que 7" é uma drvore PQR e que a coloracio de 7" é vilida.
Vamos mostrar que T’ = T%_ Por defini¢o

T = Compl(T") U {3}
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Como w e v; foram os dnicos nos afetados pela operagio e w € nd Q ou R, entao
Dy (v;) C Drr{w) e Dy (w) C Dpn(w). Logo, por construgdo

T7 = Compl(T"y U {S} U Dgn(w),
Entdo T? C T". Para mostrar que 17 C 77 vamos considerar os tipos de w e ;.

w e v; sao do tipo Q Para mostrar que Dy (w) C T devemos mostrar que todos os
pares de filhos consecutivos de w em 7" estio em T,
Vamos comegar supondo que 2 < i < s — 1. Nesse caso os conjuntos
Vi1 U Y
v; U Vg

ij...Ufk

estdo em 1" para 1 < j < k < t. Vamos supor que v;_; é preto ou cinza, considerar as
possibilidades para f; e mostrar que (v;_1 U f,) € T":

1. v;-1 € preto ou cinza e f; é preto: Como v; é cinza, fi; tem pelo menos um irmao
branco ou cinza. Entéo o conjunto

B = f2 U...uy ft
nao estd contido em S e podemos construir
Vi1 U fi = ((('Uz'...]_ L ’U,‘) M S) 5{ B) 1.

2. v;_1 € preto ou cinza e f; é cinza: Como v; esta em ordem adequada, f; é cinza ou
branco. Entdo o conjunto

B = f2 U...u ft
nao estd contido em S e podemos construir

viea U fi = (i Uw)NS) 8§ BYWuy 1 W 1.
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3. v;—1 é preto ou cinza e f; € branco: Como v; é cinza e estd em ordem adequada, ele
tem um fitho preto ou cinza de indice 7 < ¢. Entdo os conjuntos

B=fiu...Uf;,
Cmng...Uft

550 tais que C € B U S e podemos construir
vy U f1 = ((((’Ui_; U ?)1') N S) o] B) & C) oy,

Agora vamos supor que v;_; é branco. Neste caso, por conta da ordem adequada, v;41
também é branco. Vamos considerar as possibilidades para f; e mostrar que (f; Uviy1) €
T

1. vy é branco e f; é preto: Como v; é um né Q em ordem adequada, f; também
é preto. Como v; € cinza, ele tem um filho f; que € cinza ou branco. Entdo os
conjuntos

Bﬂij...Uff,
C=fiu...Ufi

sao tais que C € (v \ S) U B e podemos construir
ff Ut = (((’Uf L U‘H—E) a} S) ke B) &1 C.

2. v;41 € branco e f; é cinza: Como v; é um né QQ em ordem adequada, f; é preto ou
cinza. Entdo podemos construir

frlvg = (v Uvi) § S) R (fU. ..U fr1)) W fi

3. v;41 é branco e f; é branco: Como v; € cinza, ele tem um filho f;, com j < ¢, que é
cinza ou preto. Entao podemos construir

ftUvig = ((viUv1) 8 S) R (f1U.. U fiq)
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Até este ponto mostramos que quando v;_; é preto ou cinza entdo (v;_,Uf;) pertence
a T" e mostramos que quando v;;; é branco entio (f: U viy1) pertence a T?. Vamos
complementar estes casos agora. Se

v U Upast,
FiU fien.
Vi-1 U fl:

paral <k <s-1el<j<t—1estdoem T, entdo podemos construir

fruvim = W Uva) R (i U)W (LU ) W.. W (fia U fro1)).
E se

U U Upys,
f.’i U fj+1:
fe U v,

piral <k <s—1lel<j<t—1estioem 7', entdo podemos construir

v Ufi= (Ui Uw) 8 (U L) E ... (fier U fi) W (ft Uue)).

Se i = 1, como w estd em ordem adequada em relacdo a v;, entdo v, € branco e
podemos usar argumentos analogos aos usados quando v;.; € branco para mostrar que
(feUw) €T". Esei =s, v,.1 é preto ou ¢ cinza e podemos usar argumentos anslogos
aos usados quando v;_; é preto ou é cinza para mostrar que (v, U fi) € TV,

w é do tipo Q e v; é do tipo R Neste caso, w é um né R em 7. Precisamos mostrar
que Dy« (w) esta contido em T, e para isso é suficiente mostrar que os todos os conjuntos
formados por pares de filhos de w estdo em 7.

Podemos reordenar os filhos de v; livremente sem alterar D (v;). Entdo se colocar-
mos os filhos de v; em uma ordem compativel com uma ordem adequada de um né Q,

podemos, da mesma forma que no caso anterior em que v; é do tipo Q, concluir que os
conjuntos

vim1 U fy
fiUvin

estao em T’ (ressalvando os casos ¢ = 1 ou i = s).
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Entdo, como todo par de filhos de v; pertence a 1" e ele tem pelo menos trés filhos,
podemos construir

ViU f =((0ia Uf) W (LUK R(AUA)

para todo 1 < k <t onde ! é um indice diferente de 1 e de k,
Vi U e = (U)W (LU fe)) R (LU D)

para todo 1 < k£ < ¢ onde, novamente, [ # ¢,k. Além disso,

o U fi = ((vi-1 U fe) ¥ (vim1 Uvia)) § (vi1 U fi)
Vieg U fio = (vim2 U fi) ® (vima U vi—3)) § (w2 U fi)

v1 U fio = (02U fo) ® (o1 Uwa)) & (e U fi)

Viga U fi = (vt U fi) W (Vi1 U vige)) ] (034 U fi)
Vipz U fr = ((vip2 U fi) W (Vig2 Uvigs)) & (viga U fr)

v, U fk = ((vs—l U fk) < ('Us—-l Uvs)) & ('U.s—l U fi)
para todo 1 < k < ¢, onde ! é escolhido convenientemente,e
O Utn = (0 U fi) & (0, U fx)) 8 (e U fi)

para todo 1 <m < n < s, com m,n # ¢ onde k e ! sdo escolhidos convenientemnente.

w é do tipo R Neste caso podemos usar o0 mesmo raciocinio usado no caso em que w
é um né Q e v; é um ndé R para mostrar que Dy« (w) C T". W

3.2.6 Transformar né Q em R

Esta operagio transforma um né Q que tenha filhos pretos separados por filhos brancos
em um né R.

Entrada: Uma drvore PQR marcada 7" e um né w de 77, tal que w é o LCA
do tipo Q, ndo tem filhos cinzas e dois dos seus filhos pretos tém pelo menos um
irmao branco entre eles.
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Algoritmo:

Fungao Transformar-né.Qem R{T' w)
Transforme w em um né R.

Saida: Uma drvore PQR marcada 7" tal que T =T7.

TLELT

Sl e
PR Sl e A}

TI T!!

Lema 27 Sejo T' uma drvore PQR marcada com nds w e v satisfazendo as restrigbes
da entrada da operacao “Transformar né @ em R”. Aplicando a operagdo, obtemos uma
drvore PQR marcada T" tal que T" = T".

Prova: E claro que 7" é uma srvore PQR e que a coloragio de 7" é vélida.
Vamos mostrar que 1’ = 17, Por definicéo

T = Compl(T") U {S}.

Uma vez que w foi o vinico né afetado pela opefagéo e Dy (w) C D (w), por construcgio

T7 = Compl(T") U{S} U Dr» (w).

Entdo 7" C T”. Resta provar que 77 C T'. Para tanto é suficiente mostrar que todos os
pares de filhos de w estdo em T.

Sejam f; e f; os filhos pretos ndo-consecutivos de w mais proximos. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que ¢ < j. Se f; e f; sd0 os tnicos filhos pretos de w, entdo

fivf; =S

Sendo sejam dj, ..., d; os filhos brancos entre f; e f;. O conjunto
B = f;Ud;Ud; U fj,

pertence a 7" e entdo podemos construir
fiuf;=BnS.

Dado que f; U f; pertence a 7", por argumentos semelhantes aos usados no Lema 26
podemos concluir que todos os pares de filhos de w estdo em 1. (W}
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3.2.7 Reverter o LCA

Esta operacdo reverte o LCA, deixando-o em ordem adequada em relagdo a um de seus
filhos cinzas.

Entrada: Uma drvore PQR marcada 7" e nds w e v de 77, tais que w é o LCA
do tipo Q e v € um nd cinza filho de w.

Algoritmo:

Funcio Reverter.o_LCA(T,w,v)
Se w nfo estd em ordem adequada em relacio a v entao
Reverta w.

Saida: Uma arvore PQR marcada 77 tal que 77" = T".

O lema a seguir é imediato pois 77 e T” so equivalentes.

Lema 28 Sejo T' uma drvore PQR marcada com nés w e v satisfazendo as restrigdes da
entrada da operacdo “Reverter o LCA”. Aplicando a operacdo, obtemos uma drvore PQR
marcada T" tal que T =T".

3.2.8 Reverter no cinza

Esta operacdo reverte um né Q cinza, colocando-o em ordem adequada.

Entrada: Uma drvore PQR marcada 77 e um né v de 7", tal que v é do tipo Q
g é filho do LCA.

Algoritmo:

Funcao Reverter_né.cinza(T',v)
Se v nio estd em ordem adequada entao
Reverta v.

Saida: Uma drvore PQR marcada T” tal que 77 = T7.
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O lema a seguir é imediato pois 7" e T” sdo equivalentes.

Lema 29 Sejo T' uma drvore PQR marcada com nés w e v satisfazendo as restrigées

da entrada da operacdo “Reverter né cinza”. Aplicando a operagio, obtemos uma drvore
PQR marcada T tal que T" = T7.



Capitulo 4

Algoritmo Quase-Linear para
Construir Arvores PQR

Neste capitulo apresentamos um algoritmo quase-linear para construir drvores PQR, a
prova de correcdo, a andlise de complexidade, a descri¢do da nossa implementacdo e um
breve histérico das nossas tentativas durante o desenvolvimento do algoritmo.

4.1 Algoritmo

Nosso algoritmo para construir drvores PQR é on-line. Depois de construir uma arvore
P-total, ele processa um conjunto de C = {S), ..., S;,} de cada vez e modifica a drvore de
tal forma que ao final do processamento do conjunto S;, a arvore resultante é uma arvore
PQR para {51,...,S:}.

O algoritmo PQR, na Figura 4.1, recebe como entrada um conjunto U e uma colecao
de conjuntos C C P(U). O primeiro passo do algoritmo é a construcdo de uma arvore
P-total T tendo como folhas os elementos de U. Depois, a drvore T é modificada por
chamadas & fungdo Adicionar, uma para cada conjunto em C.

Funcio PQR(U,C)
Construa uma arvore P-total T tendo como folhas os elementos de U
Para todo conjunto S € C faga
Adicionar(T, S).
Retorne T.

Figura 4.1: Algoritmo para construir arvores PQR.

37
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A funcido Adicionar, na Figura 4.2, recebe como entrada uma arvore PQR T e um
conjunto S C U e faz o seguinte:

1. Marca a arvore de acordo com o conjunto S: a Fungdo Marcaer, na Figura 4.3,
é uma adaptacio do algoritmo de Booth e Lueker [6] para encontrar o LCA. Ela
visita alguns nds da arvore duas vezes, comecando pelas folhas em S. Na primeira
visita ela conta, para cada né interno v, quantas arestas incidentes a v pertencem
a algum caminho de v a uma folha em S. Na segunda visita ela usa a informagao
armazenada na visita anterior para determinar quantas folhas em S descendem
de cada né interno visitado. Além disso, o algoritmo marca os nés da arvore de
acordo com a Definigdo 17 (Pégina 15). O algoritmo para marcar e encontrar o
LCA pode ser bem mais simples que o que apresentamos aqui, mas para garantir
a complexidade que desejamos (Secdo 4.3) foi preciso lancar mio de uma solugéo
mais sofisticada.

2. Elimina os nds cinzas da arvore: enquanto a arvore tiver nos cinzas, a Fungao Re-
duzir, na Figura 4.4, executa um conjunto de operacgoes de redugio de drvores PQR
marcadas (Pagina 16 e seguintes) cujo efeito é eliminar um né cinza filho do LCA.
As operagdes executadas dependem do tipo do LCA e do filho cinza considerado.

3. Ajusta o tipo do LCA: a Fungdo Ajustar, na Figura 4.5, ajusta o tipo do LCA depois
que todos os nos cinzas foram removidos ou quando nioe houve nés cinzas.

4. Desmarca os nos: a Funcio Desmarcar na Figura 4.6 visita e desmarca os nos
afetados pelos passos anteriores.

Funcao Adicionar(T, S)
w = Marcar{T,S).
Reduzir{T,w).
Agustar(T,w).
Desmarcar(T, 5).

Figura 4.2: Algoritmo para adicionar um conjunto S a uma arvore PQR 7.

Na Figura 4.7 aparece um exemplo da adicdo do conjunto S = {g, h, m} em vérios
passos que ilustram as operagoes feitas pela funcdo Adicionar.
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Fungio Marcar(T,5)

fila F =0

passou_da_raiz = (.

Para todo né v em S faga
v.yisitade = 1.
adicionar.ao.fim{F,v).

Enqguanto |F|+ pessou_da_raiz > 1 faca
n6 v = retirar.do.inicio(F).
né p = pai(v).

Se p entao
p.caminhos_pertinentes = p.caminhos_pertinentes + 1.
Se p.visitede == () entdo

p.visitado = 1.
adicioner_ao_fim(F, p}.
Senao
passou.da_raiz = 1.

né w = null.
F=0
Para todo né v em S faga
adicionar_ao_fim(F,v).
Enquanto {F} > 0 faga
né v=retirar.do_inicio(F).
né p=pai(v).
Se v é folha entdo
p.caminhos_pertinentes = p.caminhos_pertinentes — 1.
p.folhas_pertinentes = p.folhas.pertinentes + 1.
v.cor = preto.
Adicione v 3 lista de filhos pretos de p.
Senao
Se v.folhas_pertinentes == {S| entdo
Retorne v.
Senao
p.caminhos_pertinentes = p.caminhos.pertinentes — 1.
p.folhas.pertinentes = p.folhas_pertinentes + v.folhas_pertinentes.
Se todos os filhos de v s30 pretos entao
v.cor = preto.
Adicione v 3 Hsta de filhos pretos de p.
Sendo
v.00T = cinza.
Adicione v & lista de filhos cinzas de p.
Se p.caminhos_pertinentes == (} entao
adicionar.ao.fim(F, p).

Figura 4.3: Algoritmo para marcar uma arvore PQR e encontrar o LCA. A notagéo v.x
indica uma varidvel z associada ao nd v.
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Funcie Reduzir{T,w)
Enguanto bouver filho cinza v de w faga
Escolba w:
né P:
Escolha v
né P: Preparar_nd. P(T,v).
Transformar-né.P_em.Q(T,v).
né Q: Preparer_o.LCA(T, w).
Reverter-ni.cinza(T,v).
Mover_fithos_para.nd_cinze(T, w, v}.
né R: Preparar.o_LCA(T, w).
Mover. filhos..para.nd_cinza(T, w, v).
fim
ndé Q:
Escolha v:
né P: Preparar.ni_P(T,v).
Transformar-nd_P_em.Q(T,v).
né Q: Reverter_o.LOA(T,w,v).
Reverter_nd_cinza(T, v).
Mover_filhos.para_o. LCA(T, w, v).
né R: Mover_filhos_paro.o.LCA(T, w, v).
fim
né R: :
Escolha v
né P: Preparar.né_P(T,v).
Transformar.nd_P.em_Q(T,v).
né Q: Mover_filhos_para.c LCA(T, w, v).
n6 R: Mover_filthos_para_o.LCA(T,w, v).
Bm
fim

Figura 4.4: Algoritmo para remover os nds cinzas de uma arvore PQR.

Fungao Ajustar(T,w)
Se w ¢ um né P entao
Preparar.o.LCA(T,w).
Se w € um nd Q e os fithos pretos de w ndo sdo consecutivos entao
Transformer.né_Q.em. R(T,w).

Figura 4.5: Algoritmo para ajustar o LCA.
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Funcace Desmarcer(T, S)
fila F =@
Adicione os nésem S a F.
Enquanto |F| > 0 faga

n6 v = retirar.do_inicio( F).

nd p = pai(v).

Se v.folhas_pertinentes > 0 entio
v.caminhos.pertinentes = (.
v.folhas_pertinentes = Q.
v.cor = branco.

Esvazie a lista de filhos pretos de v.
Esvazie a lista de filhos cinzas de ».

Se p.folhas.pertinentes > 0 entio

adicionar_ao_fim{F, p).

Figura 4.6: Algoritmo para desmarcar uma arvore PQR.

4.2 Corregao

Agora vamos mostrar que a fungio Adicioner modifica uma drvore PQR para refletir a
adicio de um conjunto S corretamente. Mais formalmente, vamos mostrar que quando
a funcgio Adicionar recebe como pardmetros uma arvore 7' e um conjunto S, a arvore
resultante 7" é tal que

Compl(T") U {S} = Compl(T").
Teorema 30 A drvore PQR T" resultante da execucdo de Adicionar(T’,S) € tal que
T =177

Prova: A funcdo Adicionar executa quatro funcées. A fungdo Marcar ndo altera a estru-
tura da arvore. As funcgOes Adicionar e Ajustar, que removem os nés cinzas e ajustam o
LCA, sdo composigoes das operagbes de reducio de drvores PQR marcadas que, como ja
foi demonstrado pelos Lemas 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28 e 29, mantém inalterada a colecio
T’. A funcido Desmarcar também nio altera a estrutura da arvore. |

Teorema 31 A drvore PQR T" resultante da execucdo de Adicionar(T",S) € tal que

S € Compl(T").
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Prova: Vamos supor primeiro que apds a marcacio, 77 ndo tem nds cinzas e verificar
quais transformacoes a fungio Ajustar provoca na arvore. Seja w o LCA. Se w é um nd
preto entdo Ajustar ndo faz nada. Se w é um né branco, vamos considerar o seu tipo:

e Se w é do tipo P, entdo os seus filhos pretos sao agrupados em um novo né P.

¢ Sew € um né Q e todos os seus filhos pretos sdo consecutivos, entdo a funcao Ajustar
nao faz nada. Caso contrario w é transformado em um né R.

e Se w é um né R entdo a fungdo Ajustar ndo faz nada.

Em todos os casos S € Compl(T") apés as transformacdes.
Agora vamos supor que 7" tem nés cinzas apds a marcagdo. Entdo por construcio
vemos que:

e Se w € um ndé P na primeira iteragdo da funcio Reduzir, entdo seu filho preto e seus
filhos cinzas sao transferidos para um filho v de w, sendo que v € cinza e do tipo
Q ou R. O né v passa a ser 0 novo LCA e permanece nessa condigio até o fim do
algoritmo.

¢ Se w é um n6 Q ou R na primeira iteragao da fungio Reduzir, entdo ele serd o LCA
até o fim do algoritmo.

e Exceto pelo caso em que w € do tipo P na primeira itera¢io, em todas as iteracoes
da repeticdo um né cinza v € removido da drvore e os filhos de v sdo incorporados
a w.

E facil perceber que, ao final da funcio Reduzir, todo né cinza fitho de w foi removido
da arvore e w é o pai de todos os nés pretos maximais que existiam na drvore inicial 7".
Se w é um ndé Q e todos os seus filhos pretos sdo consecutivos, a fun¢do Ajustar ndo faz
nada. Caso contrario, w serd transformado num né R. Se w é um né R entdo Ajustar ndo
faz nada. Em todos os casos S € Compl{T"). 0

Teorema 32 A drvore PQR T" resultante da ezecugdo de Adicionar(T’,5) é tal que
Compl{T") U {S} = Compl(T").
Prova: Se T' = T" entdo
Compl(T'y U {S} = Compl(T") U {S}.
Mas como S € Compl(T”) temos
Compl(TYU{S} =T" =T" = Compl(T") U {S} = Compl(T") = Compl(T")
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hijk hijk

marcar a rvore e
encontrar o LCA

remover nos ¢inzas

bede g__@f

hijk ijk
remover n6s cinzas ajustar o LCA

bede g_ﬁl_f_z_

ijk ijk

bede gmlh

desmarcar a arvore

Figura 4.7: Adicdo do conjunto S = {g,h,m} & arvore PQR que aparece no alto, a
esquerda. Embaixo de cada drvore esta a operagdo que foi aplicada a ela, transformando-
a na proxima da seqiiéncia.
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4.3 Complexidade

Nesta se¢io vamos calcular a complexidade do nosso algoritmo através de uma andlise
amortizada pelo método da fungdo potencial. Para simplificar as anilises vamos conside-
rar as quatro operacoes de reducao otimizadas que aparecem na Figura 4.8. Essas
operagdes sdo equivalentes aos casos P-P, P-Q/R, Q/R-P e Q/R-Q/R na funcio Reduzir.
Observe que quando os filhos brancos de um né v do tipo P sdo isolados (casos P-P ¢
Q/R-P), o né que passa a ser o pai de tais filhos brancos é o préprio né v, isto ¢, os nds
pretos e cinzas s2o movimentados, mas os nds brancos nio.

Durante a andlise vamos considerar que a arvore PQR é representada da seguinte
maneira:

1. A cada né esté associado um conjunto finito de varidveis. Essas variaveis armazenam
informacoes que caracterizam o tipo e o estado de cada né na drvore, e elas sio
criadas e inicializadas quando o né é criado.

2. A cada n6 estd associado um apontador usado para encontrar o pai dele, de acordo
com o seguinte regra:

e Todos os filhos de né P apontam diretamente para o seu pai.

e Para nés Q e R uma estrutura de conjuntos disjuntos [9] é usada para imple-
mentar a relagdo “pai”: um dos filhos de um né Q ou R aponta para o seu pai
e os demais apontam para um de seus irmaos.

e Na raiz da arvore, esse apontador é nulo.

3. A cada né estd associada uma lista duplamente encadeada L de apontadores para
os seus filhos.

4. A cada n6 estao associadas duas listas duplamente encadeadas: uma de apontadores
para nés na lista L que apontam para filhos pretos e outra de apontadores para nos
em L que apontam para filhos cinzas.

5. Cada né v mantém urn apontador para o nd da lista L no seu pai que aponta para
ele mesmo (v).

Uma representacdo grifica da estrutura aparece na Figura 4.9, onde o né w é pai
dos nés 7, s,t,u e v e filho do né z. Na figura, o apontador do item 5 aparece rotulado
como indice.

As listas em cada né da arvore sdo duplamente encadeadas com duas cadeias de nds,
como ilustrada na Figura 4.10. Uma posicdo da lista é composta por um né na cadeia de
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Figura 4.8: Operagdes de reducio otimizadas. As 4rvores iniciais (7”) estdo & esquerda e
as arvores finais (1) estdo a direita.
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pai

indice

fithos cinzas 1.

Figura 4.9: Representagao das estruturas associadas a um nd interno da arvore PQR. O
né w € filho do nd z e pai dos nés 7, s,¢,u e v, e estd na mesma situagdo em relaco a x
que o né ¢t em relagdo a w, isto é, apontando diretamente para o seu pai.

cima e por um noé na cadeia de baixo. A cadeia de cima é a que é sempre referenciada, isto
é, apontadores para posigoes da lista sdo referéncias a noés da cadeia de cima. A cadeia
de cima é usada para avancar em diregio ao fim e a cadeia de baixo é usada para avancar
em diregdo ao inicio da lista. O dado armazenado em cada posicdo da lista pode estar no
nd na cadeia de cima ou no né da cadeia de baixo.

Usando estas estruturas somos capazes de:

e Substituir um dos filhos de um né por outro né em tempo constante.
¢ Reverter a ordem dos filhos de um né em tempo constante.
e Unir as listas de filhos de dois nés em tempo constante.

¢ Implementar balanceamento e compressio de caminhos em conjuntos disjuntos [9]
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Inicio Fim

Figura 4.10: Lista duplamente encadeada com duas cadeias de nés.

(operagoes Make-set, Union e Find) para encontrar o pai de um n6 e fundir dois nés
em tempo médio O(a(iC|, |U])}, onde & € o inverso da func¢io de Ackerman.

A partir deste ponto vamos calcular a complexidade do nosso algoritmo através dos

seguintes passos:

1.

Mostraremos que o numero de operagoes realizadas pela funcio Reduzir é limitado
assintoticamente pelo nimero de nés movimentados por ela (Tecrema 33).

Depois mostraremos que o ndmero total de nés movimentados pela funcdo Reduzir
¢ limitado assintoticamente pelo nimero de nos pretos e cinzas que descendem de
nds em algum caminho de uma folha preta ao LCA (Teorema 34).

Em seguida vamos mostrar que o numero de operagbes realizadas pela funcao
Adicionar(T", S} é limitado assintoticamente pelo ndmero de nés movimentados
por ela e pelo tamanho do conjunto S (Teorema 35).

. Entdo, através de uma funcio potencial adequada vamos mostrar que o nimero

amortizado de nés movimentados pela operagdo Adicionar(T",S) ¢ limitado assin-
toticamente por [S]| (Defini¢io 36 e Teoremas 37 e 38).

Finalmente, vamos calcular o custo total para construir uma drvore PQR {Teo-
rema 39).

Antes das andlises, vamos apresentar a notacio que utilizamos. Vamos denotar o

nimero de ndés movimentados pela fungio Reduzir ao processar a arvore 7" durante a
adicdo do conjunto S como mov(T7,S). Para um né v de uma drvore PQR marcada,
vamos denotar como F,, M,, C, e D,, respectivamente, o conjunto de todos os filhos de
v, 0 conjunto de fithos pretos de v, o conjunto de fithos cinzas de v e o conjunto de filhos
brancos de v.

Teorema 33 O nimero de operagoes realizado pela funcdo Reduzir € O(mov(T",S)).
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Prova: As outras operagoes realizadas pela funcdo sdo criacdo, destruicdo, reversio,
marcagao, desmarcacdo de nés e operagbes Find e Union.

®

As folhas nunca sao marcadas ou desmarcadas pela funcio.

Nés internos sdo criados sem filhos. Entdo a criagdo de um né sempre é seguida de
movimentagoes para adicionar os filthos dele.

Nos internos sao destruidos apenas quando estdo sem filhos. Entao a destruigdo de

um né sempre é precedida de pelo menos uma movimentacio para remover 0s filhos
dele.

Uma tdnica reversao de um né Q ou um par de reversdes consecutivas sempre sdo
seguidas de pelo menos uma movimentagio.

A marcagdo acontece quando um novo nd P recém-criado é pintado de preto.

A desmarcacdo ocorre quando todos os filhos marcados de um né P sdo movimen-
tados, ou entdo quando um nd Q cinza é pintado de branco, caso precedido de pelo
menos uma movimentagao.

A transformagio de um né v do tipo P em Q) obriga a um ajuste dos apontadores dos
filhos, 0 que equivale a operacdes Make-set. Nessa situacdo o né P tem no méximo
um fitho preto e no méximo um filho branco. Depois da transformagdo alguns nos
podem ser movimentados para v (PP) ou o né v pode ser unido ao seu pai (Q/R-
P). O ajuste dos apontadores dos fithos cinzas ¢, .. ., ¢, de v serdo sucedidos pelas
movimentacoes dos fithos de ¢y, ..., ¢, quando eles forem removidos.

Toda operagio Find é seguida de pelo menos uma movimentagao.

Uma operagdo Union precede a fusdo de um né Q ou R a um de seus filhos que
também ¢é do tipo Q ou R. Entio toda operacao Union é acompanhada de uma
movimentacgao.

Entdo o nimero de operagdes realizado pela func¢do Reduzir é O(mov(T", S)). £

Teorema 34 O nimero total de nds movimentados pela fungdo Reduzir é tal que

mov(T',S) < |My|l+|Cyl+1+
Yo (M +IC)) +

v né P cinza

> 1

v né Q/R cinza

ondew é o LCA.
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Tipo do LCA | Tipo de v Movimentagoes
P P |Moy} + [Co| + [ M|+ |Cy| + 1
P Q/R |My| + [Cy| +1
Q/R P M|+ |G|
Q/R Q/R 1

Tabela 4.1: Limites superiores no niimero de movimentac¢des em cada combinagdo de tipo
de LCA e n6 cinza na fungio Reduzir.

Prova: Na Tabela 4.1 estdo o nimero maximo de movimentagoes de nds para as quatro
operagoes otimizadas. Ao final de cada operacdo, v sempre deixa de existir ou é desmar-
cado. Entdo cada né cinza é processado uma tnica vez. O LCA é do tipo P no maximo
na primeira iteragdo e entdo entra no calculo apenas uma vez. O

Teorema 35 O nimero total de operacdes realizado por Adicionar(T",S) € igual a
O(S| + mov(T, 5)).

Prova: Booth e Leuker [6] chamam de prunned(T”, S) a subdrvore formada por todos os
nés pretos, todos 0s nos cinzas e pelo LCA e mostram que para marcar a arvore e encontrar
o LCA precisamos realizar O(|prunned(1”, S)|) operagdes. Como {M,| + |C,| = 1 para

todo né cinza, entdo |prunned(T”,S)| = O(mov(T’,S)). Para desmarcar a drvore sdo
suficientes O(|S]) visitas. Para reduzir os nés cinzas e ajustar o LCA sdo suficientes
O(]S|) operagdes. 0

Definicao 36 O potencial de uma arvore PQR T é
pot(M)= > (bl-1+ > |K]

vnd Pde T vnd G/Rde T

Teorema 37 Dadas duas drvores PQR T e T" tais que
T" = Adicionar(T", S),

o diferenca de potencial Apot(T”,S) = pot(T") — pot(T") satisfaz
Apot(T',S) < |Cul+1+

> (G = 3 lul) -

v né P cinza uECy

> 1

v ndé /R cinzag
onde w € 0 LCA.
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Prova: O LCA é do tipo P no maximo uma vez e nesse caso ele cede seus filhos cinzas e

preto a um né Q cu R. Entéo a variagio de potencial causada pelo LCA do tipo P quando
ele tem algum filho branco é

ICul +1
ou, quando ele tem algum filho preto ou cinza, é

Cul +1= (3 ul - 1).
uEFy
Se o LCA é Q ou R ele ndo causa variacio de potencial.
Todo né P cinza v cede seus fithos a um n6 Q ou R depois de agrupar seus filhos
pretos e brancos em nés P, entdo a variagdo de potencial causada por cada um deles é

1Col = > lul.

ucCy

Todo n6é Q ou R cinza v cede seus filhos a um né Q ou R e entao a variagdo de
potencial causada por cada um deles é

~1. O

Teorema 38 Dada uma drvore PQR T’ e um conjunte S C U,
mov(T", S) + Apot(T',S) < 3|S| + 2.
Prove: Dos teoremas anteriores,

mov(T,S) + Apot(T,S) < |My[+|Cul+1+
> (M+IG)H+

v ng P cinza

> 14 |Cpl + 1+
v nd @/R cinze

2 (G =X kb -

v né P cinzg ugCy

> 1

v nd Q/R cinza
< | Myl +2|Cyf +2 +

S (M| +2C) = 3 ful)

v nd P cinza %ECy

|My| +21Cul+2+ > |M,]

v nd P cinza

IA

< 3|5 +2.
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A dltima desigualdade se justifica pelas seguintes razdes:

Mo+ 3 M < IS

v né P cinze

ja que My UU 6 Peinze Mo € uma unido disjunta contidaem S e

‘Cwi = Z 1

u&Cyy
< z lun S|
u&h,
= | U @n$)
ueChy
= (U wns|
’UGC‘w
< st
j& que os conjuntos de C,, sao disjuntos. 0

Teorema 39 O custo de PQR(U,C) ¢
custo(PQR(U,C)) = O(sa(s, s)).
onde s=m-+n-+r.

Prova: Seja Tp a arvore P-total e T; a drvore resultante da adicdo de S; a T;_,. Do
Teorema 38,

T m m
Zmov(ﬂ_l,Si)+ZApot(Ti_;,S Z 315 + 2).
=1

f=1 =1

Substituindo,

S mov(T,S) < —(pot(Tr,) — pot(Tp)) + 3r + 2m
Sec

< pot(Ty) + 3r + 2m
< n+3r+2m

Construir 7, custa O{n). As tnicas operagdes que nio podem ser feitas em tempo
constante sao as operagoes sobre conjuntos disjuntos. Como o niimero maximo de opera-
cOes desse tipo esta limitado pelo nimero total de operagdes, entdo
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S custo(T, S) = O(n+ > mov(T, S)a(s, s))
sec sec

= Ofsa(s,s))
que é o custo de PQR(U,C). O

Considerando um computador com palavra de 64 bits, 4rvores com até 2% nés podem
ser processadas usando apontadores de uma palavra de tamanho. Neste caso o valor de
« nio passa de 4 e nosso algoritmo pode ser considerado linear em s. Arvores maiores
possivelmente acarretardo o acréscimo de um fator log, s, ou até mesmo uma poténcia
desse fator, ao custo do nosso algoritmo, por conta do tamanho dos apontadores.

4.4 Implementacao

Nosso algoritmo foi implementado em C++, com a estrutura de classes que aparece no
diagrama UML pa Figura 4.11. A lista de filhos foi implementada como um template.

4.5 Historico

Nossas primeiras tentativas para obter um algoritmo linear para as arvores PQR foram
na direcio de construir um grafo de sobreposices estritas, como sugere o algoritmo de
Meidanis e Munuera, mais eficientemente.

Uma dessas tentativas foi o grafo de pisar. O grafo de pisar é construido pro-
cessando os conjuntos de uma colegdo em ordem crescente de tamanho, acrescentando
arestas orientadas para indicar quais conjuntos pisam (isto é, tém sobreposi¢io) nos ou-
tros. Depois de construir o grafo de pisar podemos obter o grafo de sobreposicdes estritas
para a colegdo. Por exemplo, consideremos a seguinte colecdo C de subconjuntos de
U= {a,b,c,d,e f,g, h,i} ordenada por tamanho:

{d, g}

{a,b, ¢}

{e, f.g}

{d, h,i}
{d,9,h, i}
{d.e,f,q,h,i}

Usando cada conjunto da colecdo para pisar sobre os elementos de U na ordem em
que estao numerados, obteriamos a marcacdo abaixo e o grafo na Figura 4.12.

[>T R SO VL
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par_tree
node
pgr_node leaf

Y

par_behavior

PARIAN

p_behavior ¢ _behavior r_behavior

Figura 4.11: Modelo de classes da implementacio das drvores PQR. No diagrama, a linha
ligando duas classes significa associagio, a seta significa heranga e o losango significa
agregagcao.
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O grafo de pisar nao foi uma boa solugdo porque nao podiamos diferenciar entre
conjuntos contidos e sobrepostos estritamente, e as idéias para contornar esse problema,
acrescentando mais informagao ao grafo de pisar ou construindo outros grafos auxiliares,
eram muito caras.

Uma outra estrutura que idealizamos foi a que chamamos de drvore de componen-
tes. Essa arvore representava as componentes conexas do grafo de sobreposicoes estritas
em seus nos, que eram modificados pelos conjuntos em C. Depois que todos os conjun-
tos eram processados, a arvore de componentes era transformada em uma arvore PQR.
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Figura 4.12: Grafo de pisar para a colego C.

Algumas propriedades dessa estrutura foram enunciadas, mas o algoritmo néo deu ne-
nhuma evidéncia de que era linear porque a conversao entre os tipos de arvores nio era
fcil. Para ilustrar, a Figura 4.13 mostra uma operacao de compressao de uma arvore de
componentes. A operagao se assemelha aquelas feitas no algoritmo que apresentamos nas
secbes anteriores, com a diferenca que os elementos na arvore s&o componentes conexas
do grafo de sobreposicbes estritas para C.

Figura 4.13: Compressio da componente 3 em relacio a G.

A idéia seguinte foi a do algoritmo que chamamos de algoritmo de compressao. Ele
marca a arvore da forma como marcamos agora, mas o processamento comeca nas folhas
e avanca até o LCA. O problema da abordagem é que o ntimero de casos é muito grande
e alguns deles sdo complicados porque tém que levar em conta os tipos e cores de varios
nés simultaneamente.

Mesmo com essas limitacoes tentamos mostrar que esse algoritmo era correto através
das operagdes que chamamos de transformagdes atomicas. Uma transformacio atdmica
foi definida como uma modificacio de uma arvore T para uma drvore 7' com as seguintes
propriedades:
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1. Compl(T) C Compl(T")
2. Compl(T) # Compl(T")

3. Se existe T” tal que Compl(T) C Compl(T") C Compl(T") entdo T" = T ou
™ =1

Alguns exemplos de transformages atdmicas aparecem na Figura 4.14.

AR 2™ AR

Figura 4.14: Exemplos de transformagdes atomicas em drvores PQR.

Imaginamos ser possivel obter um algoritmo para construir arvores PQR compondo
operagles atOmicas, mas avaliamos que calcular a complexidade de tal algoritmo n&o seria
facil.

Da juncdo do algoritmo de compressao e com as operagdes atdmicas construimos o

algoritmo que apresentamos nesta tese.



Capitulo 5

Clustering de Sequéncias Expressas
de Cana-de-Aciicar

Seqiiéncias expressas ou ESTs (do inglés Ezpressed Sequence Tags) sio amostras de molé-
culas geradoras de proteinas extraidas das células de um organismo. Estas amostras sao
seqiiéncias das letras A, C, G e T que representam DNA. No Projeto SUCEST (Sugarcane
EST Project), que produziu quase 300.000 ESTs de cana-de-agticar, havia a necessidade de
formar grupos de seqiiéncias expressas semelhantes para avaliar a redundéancia do conjunto
e para obter segiiéncias mais longas com base nas sobreposicoes entre elas. Nossa tarefa foi
reformular o esquema de clustering do projeto durante seu andamento, para que atendesse
melhor as necessidades dos bidlogos que usam os dados como fonte para pesquisas sobre
a planta.

Neste capitulo apresentamos uma sintese sobre clustering em geral, wm processo
de categorizacdo de objetos no qual ndo hd conhecimento prévio do nimero nem da
composicao das categorias onde os objetos serao colocados. Esse problema aparece em
vérias dreas, como medicina, arqueologia, biologia e outras, e ji foi bastante estudado.
Textos como o de Anderberg [3], o de Sokal e Sneath [32] e o de Everitt [11] exploram o
assunto em mais profundidade, com exemplos de algoritmos e aplicagoes.

Apresentamos ainda alguns conceitos de biologia molecular que serido necessarios
para compreender o Capitulo 6, que apresenta o esquema de clustering adotado no pro-
jeto SUCEST. Tais conceitos sio apresentados de forma simplificada e omitindo muitos
detalhes que estdo além do escopo desta tese. Todos eles sdo discutidos em profundidade
em varios textos, como Lehninger [26], o de Voet e Voet [40] e o de Lewin [20]. Revisamos
ainda alguns esquemas de clustering para EST's que aparecem na literatura, para dar uma
visdo geral sobre as abordagens que j4 foram usadas para atacar o problema na prética.

o7
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5.1 Categorizacao

De acordo com Anderberg [3], classificacio, reconhecimento de padrdes e clustering séo
processos de atribuir objetos com um ou mais atributos a uma categoria. O que diferencia
esses processos € o conhecimento acerca das categorias:

e Na classificacao as categorias sdo estabelecidas e seus atributos essenciais sao co-
nhecidos antecipadamente.

¢ No reconhecimento de padroes a estrutura das categorias ndo é bem conhecida, mas
conhece-se amostras de objetos de cada uma delas. Essas amostras serdo usadas
para estimar a informagio que falta sobre as categorias.

e No clustering o nimero de categorias e a composi¢do das categorias sao desconhe-
cidos. As categorias serdo determinadas a partir dos atributos dos objetos.

QOutros nomes, como identificagio, discriminacio, aprendizado supervisionado, taxo-
nomia numérica, andlise de clusters, aprendizado nio-supervisionado, particionamento e
botriologia também sao usados para esses processos. Nomes diferentes aparecem em &reas
de aplicacdo diferentes, que incluem biologia, medicina, psicologia, arqueologia marketing
e biologia molecular [19, 3, 11].

Apesar de ser de lingua estrangeira, o termo clustering serd usado nesta tese tanto
para referenciar o processo quanto o resultado do processo de categorizacao. Usaremos os
termos categoria e grupo indistintamente para nos referirmos aos agrupamentos de objetos
produzidos pelo clustering.

5.1.1 Clustering

Métodos de clustering tentam categorizar um conjunto de objetos de forma que a recu-
peracio de informagao seja eficiente e que possamos generalizar e inferir caracteristicas
dos objetos a partir da categoria onde ele foi colocado. Sendo assim, objetivos diferen-
tes podem levar a categorizagoes diferentes. Os objetos podem, também, ndo admitir
particionamento porque s&o muito distintos uns dos outros, ou podem formar uma tnica
categoria porque sdo indistinguiveis. Em poucas palavras: “qualquer classificacdo é a
divisao de pessoas, objetos ou individuos em grupos baseada num conjunto de regras —
ela ndo é verdadeira ou falsa e deve ser julgada principalmente pela utilidade dos seus
resultados” [3].

Os métodos numéricos de clustering surgiram para tentar tornar a tarefa de cate-
gorizacdo mais objetiva. N&o obstante, métodos subjetivos e ad-hoc podem ser usados
tanto para uma analise preliminar dos dados como para categoriza-los. Um exemplo do
emprego da visualizagio é o trabalho de Gilbert et alii [16].
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Sneath e Sokal [32] argumentam que, de um modo geral, as operagbes que compdem
um processo de clustering sao as seguintes:

1. Objetos e suas caracteristicas sdo selecionados e armazenados.

2. Opcionalmente as similaridades ou dissimilaridades entre objetos sao calculadas.
3. Um método é escolhido e categorias sdo construidas.

4. Generalizagoes sao feitas sobre os dados.

Algumas precauctes devem ser tomadas para a selegiao dos objetos e para o cilculo
das similaridades entre eles. Em primeiro lugar, se eles sao a amostra de uma populacao,
a escolha deve ser cuidadosa para que grupos pequenos na populacio sejam representados.
Depois, suas caracteristicas, também chamadas de varidveis, devem ser selecionadas com
o cuidado de evitar aquelas com grande poder discriminativo mas pouco relevantes aos
objetivos do clustering. O tipo e a escala das variaveis devem ser levados em conta e
ajustados se necessirio.

Feita a selegcdo dos objetos, registradas as caracteristicas que interessam e calculadas
as semelhancas entre eles, teremos a entrada para o clustering. Sao essencialmente dois
os tipos de entrada:

1. Uma matriz de caracteristicas, n X p, onde as linhas representam n objetos, cada
um deles com p caracteristicas (varidveis).

2. Uma matriz de similaridades (ou dissimilaridades), n x n, onde S;; contém o valor
da similaridade entre os objetos ¢ e j.

Uma matriz de caracteristicas pode ser construida a partir de uma matriz de similari-
dades através de escalonamento multidimensional [19]. Uma matriz de similaridades pode
ser obtida a partir de uma matriz de caracteristicas aplicando-se equacgées que relacionem
as varidveis [3].

5.1.2 Métodos de Clustering

Um método de clustering € um procedimento que vai receber uma matriz de caracteristicas
ou de similaridades como entrada e vai devolver uma categorizagdo dos objetos. Algumas
escothas vao influenciar a definicdo do problema, a forma da resposta e a implementagio
do algoritmo. Algumas dessas escolhas sio:

s Admitir ou ndo sobreposicio das categorias.

o Produzir ou ndo uma hierarquia de categorias que refinam outras do nivel anterior.
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Produzir categorias dos objetos, das varidveis ou de ambos.

Processar os objetos um a um ou em conjunto.

Processar as variaveis uma a uma ou em conjunto.

o Ser ou nfo adaptativo, isto €, ser capaz ou ndo de adaptar pardmetros e algoritmos
com base em resultados obtidos em uma ou mais aplicacdes anteriores do método.

Na literatura hd vérios tipos de métodos de aplicabilidade geral para clustering. A
maioria sao particionantes. Neste caso o problema € encontrar uma partigao dos objetos,
isto é, uma divisdo de todos os objetos em grupos sem sobreposicio. O nimero de
particoes de um conjunto de n objetos em g grupos pode ser caleulado pela férmula [11]

1.4 ; .
=3 (-1 ( g )z”.
g‘ e} ?

Nas secbes seguintes vamos falar brevemente sobre os tipos principais de métodos.
Everitt [11] apresenta exemplos de aplicagfio de varios deles.

Métodos Gulosos Um exemplo de algoritmo guloso que recebe como entrada uma
matriz de similaridades é o seguinte [19}: O algoritmo escolhe um objeto ¢ e cria um
grupo contendo esse abjeto. Depois acrescenta todo objeto que nio pertence a nenhum
grupo e que tem similaridade com ¢ maior que um certo limiar ¢ ao grupo que contém .
Esses passos sio repetidos até que todos os objetos sejam colocados em algum grupo.

Este algoritmo produz uma particdo dos objetos. Relaxando a condigdo de ndo
pertencer a nenhum grupo, obtemos uma versdo do algoritmo que produz categorias com
sobreposigao.

Métodos Hierarquicos Um método hierdrquico constréi particbes sucessivas dos n
objetos da entrada. Pode ser aglomerativo ou divisivo:

e Métodos aglomerativos: Um método aglomerativo produz partigoes P, Pp1,..., P
em seqiiéncia, onde P, consiste de n grupos unitarios e P; consiste de um tinico grupo
com n elementos. A cada passo do algoritmo, o par de grupos mais similar é unido.
H4 vdrias maneiras de calcular a similaridade entre dois grupos, por exemplo, a
ligagdo simples, que é a maior similaridade entre um par de objetos tomados de dois
grupos distintos, e a ligacdo média do grupo, onde a similaridade entre dois grupos
é definida como a média das stmilaridades entre todos os pares formados com um
elemento de cada grupo.
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o Métodos divisivos: Um método divisivo produz partigbes na ordem inversa de um
método aglomerativo: P,...,F,_1,F,. A cada passo do algoritmo, um grupo é
dividido em duas partes mais homogéneas possivel. H4 definigbes de medidas de
homogeneidade sobre as varidveis da matriz de caracteristicas e sobre matrizes de
similaridade.

Normalmente uma representa¢io grafica é construida para a hierarquia de partigdes.
Essa representagdo, chamada dendrograma, é parecida com uma drvore bindria enraizada
onde as folhas representam as n partigGes unitérias, cada né interno uma fusdo ou fissdo
de um grupo e a raiz representa a particio com um tnico grupo.

Uma dificuldade nesse método é determinar o niimero de grupos que é o resultado
final da classificagio, exceto quando o que se deseja € a hierarquia completa. Ha méfodos
numéricos para tentar determinar o ndmero ideal de grupos. Outra opgao é determiné-lo
visualmente, com a ajuda do dendrograma.

Métodos Otimizantes

A idéia bésica desses métodos é:

1. Definir uma func¢fo que mapeia cada particao de n elementos em g grupos em um
numero real que indique a qualidade dessa particéo.

2. Maximizar essa funcéo.

Como o nimero de partigdes de n objetos em g grupos é grande, um algoritmo de
otimizacao € usado para buscar a solugio 6tima. Um algoritmo simples é o que, a partir
de uma particdo inicial, escolhe a melhor troca de um tnico objeto de uma particao para
outra e executa essa troca para melhorar o valor da funcdo até que nao seja mais possivel
melhorar.

Nesses métodos normalmente € preciso escolher uma particao inicial, que pode afe-
tar a partigdo final {19]. O ndmero de grupos na particdo inicial também deve ser es-
cothido, e novamente, isso pode ser feito de maneira subjetiva ou usando algum critério
numérico [11}.

Métodos probabilisticos

Esses métodos supdem que 0s objetos sdo a amostra de uma populacio. Eles sdo ade-
quados gquando considera-se que os dados contém g grupos, e que para uma dada ca-
racteristica, cada grupo tem uma funcgao de densidade condicional, que nio é conhecida.
Conhece-se apenas a funcio de densidade para a amostra, que é uma superposicao das
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fungbes de cada grupo, chamada de mistura de distribuicoes de densidades. As distri-
buigdes normais sao as mais usadas.

Os grupos sao formados com base nos valores méximos de probabilidade estimados
de que cada individuo pertenca a um grupo. Para isso, tanto o nimero de grupos como
os parametros das densidades de cada um devem ser estimados.

Outros Métodos

Além dos métodos citados até agora, hé outros dos quais destacamos: a busca de densi-
dade, a analise modal e o clustering fuzzy.

A busca de densidade vé os objetos como pontos no espago métrico, procura por
regices de alta densidade e considera cada regido como um grupo.

Na andlise modal imagina-se esferas de raio R ao redor de cada ponto do espago.
As esferas sao classificadas como densas ou nao-densas, dependendo do nimero de pontos
que contém. O raio R é aumentado gradativamente e uma esfera densa € unida a outra
em fungdo de alguma métrica, como distancia entre os centros.

No clustering fuzzy, depois que o nimero de grupos é determinado, a cada objeto
sdo atribuidos graus de pertinéncia a cada um dos grupos. Um particionamento pode ser
obtida a partir de um clustering fuzzy atribuindo cada objeto ao grupo a que ele tem
maior grau de pertinéncia.

5.1.3 Validacao de Clustering

Validagao de clustering é a avaliagio dos resultados da aplicagdo de um método de clus-
tering [19, 41]. Consiste na escolha de um critério de validagio e na avaliagio de indices.
Os trés tipos de estruturas produzidos por um método de clustering podem ser avaliados:
hierarquias de partigdes, parti¢des e grupos.

Os critérios de validagao, isto &, as estratégias de validagao dessas estruturas podem
ser de trés tipos:

¢ Critérios externos: A estrutura € comparada com algum conhecimento prévio sobre
0s dados, por exemplo, um particionamento pré-existente.

¢ Critérios internos: A estrutura é avaliada usando apenas os préprios dados, por
exemplo, medindo a similaridade média dos grupos obtidos.

e Critérios relativos: Duas estruturas sdo comparadas para determinar qual delas é
melhor em algum sentido.

Um indice para validagao mede a adequagdo da estrutura obtida por um método
de clustering, isto é, se a estrutura fornece informacio verdadeira sobre os dados e se
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reflete caracteristicas reais dos dados. Uma forma de definir indices para validacdo de
clustering é através de testes de hipdteses estatisticas. Além de testes estatisticos podem
ser empregados procedimentos ad hoc, bem como verificagbes visuais.

5.2 Expressed Sequence Tags

Proteinas sao moléculas que tém varias fungdes e estdo envolvidas em quase todos os
processos dentro de uma célula, como reproducgio, respiragio, defesa e movimentagio.
Por isso, cientistas que estudam os processos celulares tém um grande interesse nessas
moléculas.

Uma proteina é uma cadeia de moléculas chamadas aminodcidos. Existem 20
aminodcidos diferentes. Embora toda proteina tenha uma estrutura tri-dimensional e sua
funcdo seja determinada em parte por essa estrutura, no escopo deste texto podemos
pensar em uma proteina como uma cadeia linear das letras A, C, D, E, F, G, H, I, K, L,
M,N,PQR,S5T V,WeY.

Uma célula é capaz de produzir proteinas usando o seu DNA como molde. O con-
junto de todo o0 DNA de um organismo é chamado de genoma. O DNA é um agrupa-
mento linear de moléculas chamadas de nucleotideos ou bases. As quatro bases que
compoem um DNA normal sdo adenina, citosina, guanina e timina. As extremidades
livres do DNA sio diferencidveis; uma delas chamada de 5 e a outra de 3’. Podemos
pensar entao no DNA como uma cadeia linear das letras A, C, G e T, como no exemplo
abaixo.

5" ACCTGGATCAGCGCATAGATAACGAG 3’

Em estado natural, o0 DNA forma uma estrutura chamada de fita dupla: duas
cadeias de bases complementares e invertidas se mantém juntas através de pontes de
hidrogénio. Na fita dupla, a extremidade 5 de uma fita emparelha com a extremidade
3’ da outra, uma base A emparelha com uma base T e uma base C emparelha com uma
base G, como no exemplo abaixo.

5’ ACTGAACATTCGTTCGAGG &
3" TGACTTGTAAGCAAGCTCC &’

Uma fita pode ser obtida a partir da outra complementando-se as bases e invertendo-
se a fita. Técnicas laboratoriais permitem separar as duas fitas de um DNA, obtendo DNA
fita simples, e permitem obter DNA fita dupla a partir de DNA fita simples.

Para construir uma proteina, estruturas especializadas na célula sdo capazes de usar
o DNA como receita, no processo chamado traducio. Um esquema, chamado cddigo
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genético, associa cada sequéncia de trés bases a um aminoécido, como no seguinte exem-
plo:

DNA AGIATTGGCAATCGATGCAAA
proteina S I 6 N R C K

Nem todo o DNA em uma célula codifica protefnas, apenas os trechos chamados
de genes. Os genes de eucariotos (organismos superiores, cujas células tém nicleo) nor-
malmente tém a seguinte estrutura: (i) primeiro vém seqiiéncias de bases que permitem
que a maquinaria celular reconheca o gene e regule sua atividade, é a regido promotora,
(ii) depois se alternam seqiiéncias de bases que sdo usados na codificacdo da proteina, os
éxons, e seqiiéncias de bases que nio usados na codificagdo da proteina, os introns e
(iii) depois vern uma regido que marca o fim do gene.

Para construir uma proteina, a maquinaria celular faz os seguintes passos no interior
do nicleo da célula (Figura 5.1):

e Transcricao: Copia o gene desde o primeiro até o dltimo éxon, em uma molécula de
RNA chamada de RNA mensageiro {(mRNA), no processo chamado transcricao.
O RNA é similar ao DNA em estrutura, mas no lugar da base timina (T) aparece a
uracila (U) e naturalmente ele é uma fita simples, ndo uma fita dupla como o DNA.

¢ Adicgao de poli-A: Acrescenta entre 100 e 250 bases A ao final de um ou mais éxons
no mRNA. Essa regifo é chamada poli-A.

e Remocdo de introns e éxons: Remove os introns e alguns éxons do RNA. Em con-
junto com as regides poli-A (o primeiro éxon que contém poli-A normalmente é o
iltimo que permanece no mRNA} a remocdo de éxons permite que um gene dé ori-
gem a proteinas diferentes, mecanismo chamado expressdo diferencial (alternative
splicing).

Depois desses passos, o mRNA deixa o niicleo da célula e é usado como fonte para
produzir uma proteina, no processo chamado tradugao. Um mRNA pronto para ser
traduzido em proteina é chamado de transcrito ou seqiiéncia expressa.

5.3 Projetos EST

Para conhecer as protefnas produzidas em uma célula podem ser usados dois métodos. O
primeiro é obter a seqiiéncia de todo o DNA da célula e depois encontrar os genes nessa
seqiléncia diretamente. As duas dificuldades principais desse método sa@o, primeiro, o
tamanho dos genomas de eucariotos, o que ainda representa um desafio para a tecnologia
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Figura 5.1: Seqiiéncia de transformacgdes, no interior da célula, para a construgio de
mRNAs a partir de um gene. A figura ilustra como um mesmo gene pode ser transcrito
varias vezes e dar origem a varios mRNAs diferentes.

de seqiienciamento atual. O humano, por exemplo, tem 3 bilhdes de bases. O da cana-
de-agicar, 930 milhdes de bases. Outra dificuldade ¢ identificar os genes, seus éxons e
introns a partir da seqiéncia de bases de todo o DNA de um organismo superior.

O segundo método é coletar moléculas de mRNA e seqilencid-las diretamente. A
seqiéncia de um mRNA obtida através desse método é chamada de EST [1], do inglés
ezxpressed sequence tag. Aplicando o cidigo genético ao EST obtém-se a seqiiéncia da
proteina que é produzida pela célula. Uma vantagem desse método é a rapidez com que
os dados sdo obtidos. Uma desvantagem desse método é que, como a coleta é aleatoria,
a probabilidade de que mRNAs mals escassos sejamn amostrados é pequena e mRNAg
abundantes provavelmente ser@o amostrados varias vezes.

Un projeto EST ¢é um tipo de projeto genoma que tem como objetivo amostrar
varios mRNAs de células de um organismo de interesse e produzir ESTs a partir deles,
Um projeto EST tipico produz entre 50 mil e alguns milhdes de seqiiéncias. A producio
de ESTs passa por varias fases em laboratdrio:

e [nicialmente as células sdo preparadas em cultura.

e As células sdo rompidas, o material resultante passa por filtragens e lavagens e boa
parte do RNA que tem poli-A presente nas células é separado. Além de mRNA,
existem na célula outros tipos de RNA, como RNA ribossomal (rRNA) e RNA
de transporte (tRNA), que ndo sdo usados como moldes de proteinas.
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Figura 5.2: Obtencio de DNA fita dupla a partir de RNA.

(Os RNAs sfo processados por reagentes e enzimas e obtém-se uma molécula hibrida
que tem uma fita de DNA e outra de RNA. Apds algumas outras reagdes que degra-
dam o RNA, obtém-se DNA fita simples e depois DNA fita dupla. Esse DNA é cha-
mado de DNA complementar (cDNA} e tem seqiiéncia equivalente & do mRNA
(Figura 5.2). Neste ponto do processo tem-se um grande ndmero de moléculas de
DNA fita dupla diferentes.

Uma reagdo adiciona seqiiéncias adaptadoras as duas pontas de cada cDNA,
como ilustrado na Figura 5.3. Estas seqiiéncias sdo curtas e possuem um sitio de
restricdo (veja nos itens abaixo). O ¢cDNA nesse ponto possui um sitio de restrigao
diferente em cada ponta.

As moléculas de DNA com seqiiéncias adaptadoras sao colocados em solugéao junta-
mente com vetores de clonagem. Um vetor de clonagem é uma molécula de DNA
que contém, além de outros aparatos, um ou mais genes que conferem resisténcia
a certos antibidticos e sitios de restricio {normalmente os mesmos sitios que os das
seqiiencias adaptadoras).

Duas enzimas de restrigdo sgo adicionadas a solucgdo contendo os cDNAs e os vetores
de clonagem. Uma enzima de restri¢io corta moléculas de DNA sempre em locais
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Figura 5.3: Passos para inserir um fragmento de DNA em um vetor de clonagem. Os
sitios de restricao ilustrados sdo das enzimas Notl e Sall.
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onde exista uma seqiiéncia fixa, especifica da enzima. Por exemplo, a enzima EcoRI
corta a sequéncia

.. .GAATTC. ..
...CTTAAG. ..

criando duas pontas:
R ¢ AATTC. ..
...CTTAA G...

Um sitio de restricao é um ponto no DNA que tem a segiiéncia de bases que uma
enzima de restri¢ao corta.

Uma reagao faz com que as pontas livres dos DNAs e dos vetores de clonagem (recém
cortadas pela enzima de restri¢iio) se juntem. Essa reacio produz DNAs agregados
a vetores. Chamamos um DNA nessa situagio de inserto. Uma parcela dos vetores
se une novamente sem nenhum inserto. Apesar dos sitios de restricao diferentes nas
duas pontas, alguns insertos entram invertidos no vetor e alguns vetores recebem
mais de um inserto. Nesse caso chamamos este inserto de inserto quimérico.

O vetor € inserido em uma bactéria. As bactérias que contém o vetor de clonagem sdo
selecionadas pela aplicacdo de um ou mais antibiéticos e separadas individualmente.
Neste ponto tem-se entio varias bactérias individualizadas, cada uma delas contendo
um vetor de clonagem.

Cada bactéria selecionada é colocada em meio de cultura e se reproduz. Ao se
reproduzir, ela copia o vetor de clonagem como se fizesse parte do seu préprio
material genético. Tem-se entdo vérias colénia de bactérias, onde todos os milhoes
de individuos de cada coldnia tem uma cépia do mesmo vetor de clonagem.

As bactérias de cada colénia sdo rompidas, lavadas e filtradas separadamente. As
milhGes de copias dos vetores de clonagem sio isoladas.

Cada conjunto de milhdes de copias de um inserto € preparado e seqiienciado uma
tnica vez. Normalmente o seqiienciamento comeca um pouco antes do inicio do
inserto. O seqiienciamento pode ser feito na diregdo 5 ou na diregéo 3.

O seqiienciamento produz um arquivo especial chamado cromatograma para cada

inserto. Cada arquivo ¢ processado e a interpretacao do arquivo gera uma segiiéncia que
tem entre 300 e 1.000 bases. E comum que a interpretagdo do cromatograma forneca

também, para cada base, uma medida da precisio da com que ela foi lida, chamada

qualidade da base. Phred [12] é um dos programas que interpreta um cromatograma e
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produz as seqiiéncias de bases e suas qualidades. A qualidade phred ¢ de uma base é
definida como

g = —10 x log;y(p),

onde p é a probabilidade de erro estimada para a base. Assim, uma base com probabilidade
de 107 de estar errada recebe um valor de qualidade 30.

Em um projeto EST sfo produzidos varios ESTs de células de um organismo. Nor-
malmente sdo0 escolhidas células de tecidos diferentes e em condigbes variadas para a
producao de ESTs, porque células de tecidos diferentes e células do mesmo tecido mas em
condigdes diferentes expressam conjuntos de genes diferentes. Dé-se o nome de biblioteca
a uma combinagado tecido/condigio que originou os ESTs de um projeto. Por exemplo, em
um projeto EST de guarand pode ser produzida uma biblioteca de raiz cultivada em solo
acido, ou uma biblioteca de caule sadic e outra de caule quando a planta esta infestada
por uma doenca.

Por conta das técnicas de laboratério atuais, os ESTs possuem certas caracteristicas
gue fazem com que seja importante tomar cuidado ao processa-los e utilizd-los como fonte
de informacao:

e ESTs normalmente t&m entre 300 e 1.000 bases. As bases tém qualidade varidvel
ao longo da sua extensdo. Normalmente as pontas tém qualidade mais baixa.

o ESTs tém poli-A ou poli-T, muitas vezes longos e de alta qualidade.

e ESTs tém trechos das seqiiéncias adaptadoras e do vetor que foram usados na clo-
nageim.

e Pode ter havido contaminaciao em alguma etapa do processo, e entdo podem ser
produzidos ESTs que ndo representam seqiiéncias expressas do organismo que esta
sendo investigado.

e Pode haver seqiiéncias de RNA ribossémico no conjunto de ESTs.

e ESTs podem ser sofrer derrapagem. Este é um fendmeno de seqilenciamento que
acontece principalmente quando hé poli-T ou poli-A longos na molécula de mRNA.
O resultado é que a seqiiéncia produzida apresenta varios trechos com bases ecoadas
(veja o Capitulo 6).

» Pode haver seqiiéncias originadas do seqiienciamento de insertos quiméricos.
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Vale ainda reforgar que o conhecimento atual sobre os processos celulares € incom-
pleto; varios mecanismos ainda sdo desconhecidos ou pouco compreendidos. A experiéncia
pratica demonstra também que quase sempre néo é possivel enquadrar processos biolégicos
em modelos exatos e que devemos sempre contar com excegoes, falsos positivos e falsos
negativos em nossas analises e algoritmos.

5.4 Clustering de ESTs

Em um projeto EST podem ser vérios os objetos para o clustering:
1. Agrupar ESTs que vieram do mesmo transcrito.

2. Agrupar ESTs que vieram do mesmo alelo (Alelos sdo genes do mesmo organismo
que tém seqiiéncias muito proximas, isto é, que diferem em poucas bases, e que
teoricamente deveriam dar origem & mesma proteina.)

3. Agrupar ESTs que vieram do mesmo gene.
4. Agrupar ESTs de genes da mesma familia.

Agrupar ESTs do mesmo transcrito permite avaliar a redundéncia durante o anda-
mento de um projeto EST e decidir quando parar a produgéo de ESTs de cada biblioteca
ou finalizar o projeto. Também é possivel produzir uma montagem dos ESTs em um grupo
(veja abaixo), obtendo uma seqiiéncia mais longa e de melhor qualidade, e eventualmente,
a seqiiéncia completa do mRNA. Agrupar os ESTs que vieram do mesmo gene permite
identificar genes do organismo e os transcritos que foram produzidos a partir dele.

Na literatura ha descricdes de varios esquemas de clustering de ESTs. Os autores
defendem as vantagens e desvantagens de cada método, as vezes comparando-os com
outros usados por grandes institutos de pesquisa, como NCBI (www.ncbi.nlm.nih.gov) e
TIGR (www.tigr.org). Antes de descrever brevemente alguns deles, vamos definir alguns
termos.

Programas de montagem ou montadores sio programas que recebem como
entrada um conjunto de seqiiéncias de DNA e, em fungdo das sobreposicbes entre elas,
produzem contigs, isto é, grupos de seqiléncias que tém sobreposigio, e uma seqiiéncia
consenso para cada contig, que € uma superseqiiéncia de todas as que fazem parte do
contig. Exemplos desses programas sao CAP3 [18], phrap [29] e TIGR assembly [33].
Normalmente esses programas permitem definir parametros para o seu funcionamento,
com¢ o ndmero minimo de bases em uma sobreposicdo aceitdvel de duas seqiiéncias,
a quantidade aceitdvel de bases divergentes em uma sobreposigio e outros. Em geral
montadores sdo feitos para montar seqiiéncias do genoma de um organismo, e ndo ESTs.
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Usados para agrupar ESTs, existe uma tendéncia de que eles produzam contigs quiméricos.
Por outro lado, é desejavel ter uma seqgiiéncia consenso para cada grupo porque isso facilita
a realizacao de buscas baseadas em similaridade.

Um alinhamento local entre duas seqiiéncias r e s é formado por uma subcadeia
de 7 e uma subcadeia de s que, depois de receber a insercao de zero ou mais buracos em
posigdes arbitrarias, quando colocadas uma sobre a outra tém o mesmo tamanho. Para
a comparagdo de seqliéncias o que interessa sfo os alinhamentos locais em que as colu-
nas coincidem bastante, ou seja, subcadeias de r e s que sfo bastante semelhantes. O
algoritmo exato para encontrar alinhamentos locais entre duas seqiiéncias r e s tem com-
plexidade O(|r].|sl). O programa SWAT [36] implementa o algoritmo exato e o programa
cross-match [36] implementa algumas otimizagGes para tornd-lo mais rdpido. Para um
grande volume de seqiiéncias, sfo usadas as heuristicas BLAST {2] e FASTA [28], mais
rapidas que o algoritmo exato e bastante sensiveis.

TIGR Gene Indices [30] é o esquema de clustering usado pelo instituto TIGR. E um
esquema incremental. Primeiro, os novos ESTs passam por uma limpeza para remocio
de vetores, contaminantes e seqiiéncias de baixa qualidade. Em seguida, os consensos dos
blocos da versdo anterior sdo adicionados ao conjunto. Depois, os mRNAs (nfo proveni-
entes de ESTs) e trechos codificantes de genes completos depositados no banco de dados
de seqiiéncias Genbank (www.?) s&o adicionados ao conjunto. Todas as seqiiéncias sdo
comparadas entre si usando BLAST. Seqiiéncias suficientemente similares sdo colocadas
no mesmo grupo. As segiiéncias que formaram os consensos da versao anterior sdo adicio-
nadas aos respectivos grupos. Cada grupo é montado pelo montador CAP3. Os consensos
obtidos sao montados em conjunto para eliminar redundéncias. Ao final, cada grupo é
formado pelos contigs obtidos na montagem.

Unigene [5] é o esquema de clustering usado pelo NCBI. O primeiro passo é uma
limpeza dos ESTs para remover vetores, contaminantes, elementos repetitivos, RNA mi-
tocondrial e RNA ribossomal. Depois os mRNAs (ndo provenientes de ESTs) e trechos
codificantes de genes completos depositados no banco de dados de seqiiéncias do NCBI
sao comparados entre si. As que sfo suficientemente similares formam os grupos inici-
ais. O conjunto de ESTs é comparado com os genes usando uma variagdo do algoritmo
BLAST chamada MegaBLAST (www.ncbi.nlm.nih.gov) e pares suficientemente similares
sao adicionados aos grupos. Qualquer EST que ligue dois grupos iniciais sao descarta-
dos. Depois, qualquer grupo gue nio contenha pelo menos uma seqiiéncia com poli-A
ou pelo menos dois ESTs seqilenciados na extremidade 3’ sdo descartados. Em seguida
os ESTs que ndo pertencem a nenhum grupo sao comparados novamente com 0s grupos,
com critérios mais relaxados. Finalmente, os grupos unitarios sao comparados com o0s
outros grupos e colocados no grupo que contém a seqiiéncia mais similar.



O algoritmo JESAM [27], usa indexacio para construir os grupos. Primeiro ele
constréi uma tabela de hash usando todas as subseqliéncias de 12 letras que nio se so-
brepbem de todos os ESTs. Depois remove as entradas de baixa complexidade (por
exemplo, poli-A, poli-C, poli-G e poli-T) e entradas muito abundantes. Depois, para cada
EST, desliza uma janela de tamanho 12 do inicio até o seu fim, em passos de uma base,
e recupera as posicoes de todas as ocorréncias das janelas nos outros ESTs. Em seguida
ele constr6i um alinhamento para as seqiiéncias. Depois os alinhamentos sao pontuados e
os que atingem boa pontuagao sdo armazenados. Finalmente os grupos séo formados por
todas as seqiiéncias que estdo juntas em algum alinhamento.

O algoritmo d2_cluster [7] é uma variante de clustering hierdrquico aglomerativo. A
entrada para o algoritmo é uma lista de n seqgiiéncias rotuladas de 0 a n — 1. No inicio
hé n blocos unitérios. O algoritmo percorre a lista de seqiiéncias de 0 a n — 1 e compara,
na i-ésima iteragdo, a seqiiéncia ¢ com todas as de rétulo j < 4. Se a distincia entre
as seqiiéncias ¢ e j € menor que um certo limiar, os blocos que as contém sao unidos. A
distincia entre duas seqiiéncias é definida como o tamanho da maior subseqiiéncia comum
com pelo menos I% de identidade entre as bases.

O método CRAW (8] particiona as seqiiéncias usando um método guloso similar ao
que citamos na Se¢do 5.1.2. Usa a semelhancga entre as extremidades de um EST e o
consenso de um grupo para decidir se ela serd adicionado ao grupo ou néo.

O método STACK [25] é usado para categorizar ESTs humanos disponiveis em
bancos de dados publicos. Primeiro, os ESTs sio divididos em conjuntos de acordo
com os tecidos de onde se originaram. Depois as partes dos ESTs que tém semelhanca
com contaminantes conhecidos so mascaradas, isto é, tém suas bases substituidas por
“x”. O algoritmo d2.cluster é usado em cada conjunto de ESTs. Cada grupo obtido
pelo d2_cluster é montado pelo montador phrap e o melhor consenso resultante de cada
montagem (com base no nimero de ESTs e nas colunas do alinhamento) é escolhido
como representante do grupo. Por fim, os representantes e os ESTs de grupos unitérios
séo ligados se sao originados do mesmo inserto.

No projeto da cana-de-actlicar usamos apenas ¢ montador CAP3 para produzir o
clustering, como veremos no préximo capitulo, onde consideraremos também algumas
limitagdes dessa abordagem.



Capitulo 6

Trimming and clustering sugarcane
ESTs *

Guilherme P. Telles and Felipe R. da Silva

Abstract

The original clustering procedure adopted in the Sugarcane Expressed Sequence Tag
project (SUCEST) had many problems, for instance too many clusters, the presence
of ribosomal sequences, etc. We therefore redesigned the clustering procedure en-
tirely, including a much more careful initial rimming of the reads. In this paper the
new trimming and clustering strategies are described in detail and we give the new
official figures for the project, 237,954 expressed sequence tags and 43,141 clusters.

* Publicado em Genetics and Molecular Biology, volume 24, pdgs. 17-23, 2001
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6.1 Introduction

The Sugarcane EST project (SUCEST) produced 291,689 expressed sequence tags
(ESTs) [1]. In the pipeline of the project it was important to cluster together sequences
from the same transcript molecule and to obtain a representative sequence for each group.
Clustering was important to evaluate the redundancy of the set of ESTs during library
production and sequencing, and at the end of the project. Clustering also produces a
smaller set of sequences which facilitates investigation of the data by biologists and com-
puter scientists [35].

As in any other EST project, the raw SUCEST sequences sometimes contained
unwanted segments like polyadenylation (poly-A), regions with low base quality, fragments
from vectors and adapters, and slippage. Some reads may also came from ribosomal RNA
or contaminant DNA. Such segments are unwanted because they introduce similarity
between ESTs that has no relevance for clustering, and removal of such segments is
essential to cluster correctly.

Trimming and clustering procedures were established at the beginning of the project
in July 1999, but the amount of data grew each day and it soon became clear that the
trimming and clustering procedures were both not good enough. SUCEST data-users
were pointing out many problems when we designed and implemented new trimming and
clustering procedures.

A trimming procedure is essentially the task of searching ESTs for unwanted regions,
identifying them and then deciding whether to remove the unwanted region or to discard
the entire EST. Trimming has already been described for UniGene (www.ncbi.nlm.nih.gov
/UniGene), TIGR Gene Indices [30] and STACK [25)].

In the SUCEST project, clustering was always performed using a fragment assembler
for the whole set of ESTs. This is different from the procedure used by Unigene, TIGR
Gene Indices, JESAM [27] and STACK which use some kind of pairwise comparison to
estimate distance between ESTs, build clusters and then, if ever, assemble the clusters sep-
arately. In its first version, SUCEST clustering scheme produced 81,223 clusters (41,582
singletons) while the current version has 43,141 clusters (16,838 singletons).

In this paper we describe trimming in detail, because it had a major influence on
the work performed by the assembler at the clustering stage. We have also compared
the results of different assemblers for our set of ESTs before we decide in favor of the
CAP3 program [18]. Although we had confidence in the fragment assemblers comparison
performed by Liang et al. {21}, three issues motivated us to produce our own comparison
routines. Firstly, we wanted to examine the assembly results for our particular set of
ESTs, secondly, we were using ESTs quality data and, thirdly, we used parameters for the
assemblers that differ from the default ones. We also introduce the trimming and cluster-
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ing procedures early in the project. Our intention in this paper is not to emphasize our
improved results but to show the remarkable effect that ‘noise’ (i.e. unwanted sequences)
can have on clustering.

6.2 Methodology and Results

Clone libraries were prepared as described by Vettore et al. {38] and sequenced by ABI 377
(Applied Biosystems) machines. After being processed by the phred base-calling program
(version 0.980904.e, www.phrap.org) and by the phd2fasta program (version 0.990622.d,
www.phrap.org), ESTs were stored as fasta and quality files in the 5’ to 3’ orientation.
These files contained 291,689 sequences with an average length of 864.5 +186.3 bases.
The average number of bases with a phred quality value greater than 20 per read was
399.5 +151.3. The programs were run on an 8 GB RAM AlphaServer ES40 (Compaq)
with 2 processors at 667 MHz executing the OSF1 operating system (version 4.0G).

6.2.1 Trimming

An EST set may contain unwanted sequences made up of poly-A fragments, vector and
adapter fragments, low quality ends, ribosomal RNA, contaminant DNA and slipped se-
quences. When clustering the sequences to produce groups of transcripts, these unwanted
sequence introduce irrelevant relationships between reads. Trimming is the removal of
such regions from ESTs or the removal of entire ESTs from the set.

Trimming refined the reads in several steps, using the blastall program (version
10/31/2000, www.ncbi.nlm.nih.gov) that implements the BLAST algorithm {2], the
cross-match program (version 0.990319, www.phrap.org), the SWAT program (version
0.990319, www.phrap.org) and ad hoc pattern-matching programs written in Perl (ver-
sion 5.6.0, www.cpan.org). Parsers (programs that do some kind of interpretation on data
based on its syntactical structure) for the output of these programs were written in Perl,
and bash (version 2.04.0(1), www.gnu.org) scripts were used to filter, build histograms
and summarize data. Some regions, like poly-A, were searched several times, each time
with a different recognition criterion. Trimming was tuned to keep as much as possible
from each sequence.

The trimming scheme is summarized in Figure 6.1. The first step was the re-
moval of ribosomal RNA sequences, and for this the ESTs were compared against 185
rRNA from Zea mays (GenBank AF168884), 5.8S rRNA from Platanus occidentalis (Gen-
Bank AF162215) and 265 rRNA from Lambertia inermis (GenBank AF274652) using the
BLAST program. The choice of these rRNA sources was based on the similarity between
them and sugarcane rRNA. A match with an e-value less than 107° was the threshold to
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discard a read, a total of 8,473 reads being removed in this step.
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Figure 6.1: Overview of trimming procedure. White-headed arrows indicate the number
of reads discarded in each step, with the percentage of total shown in parenthesis.

The next step was vector and adapter sequence masking, using the cross_match
program that replaced bases with an X if they were very similar to vector and adapter
sequences used in the clone libraries. This was followed by removing the vector and
adapter sequences themselves from the reads by deleting the regions marked with an
X. The actual treatment given to these ambiguous regions depended on where the X-
regions were found and how many there were, an X-region being a contiguous masked
sub-sequence in a read.

Classes were devised based on the analysis of histograms of the lengths of X-regions,
distance of the X-region from the 5’ and 3’ ends and on the analysis of the number of
ESTs falling into each class. These classes were as follows:

1. Class 1. There were two distinct X-regions in the read, this being what is to be
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expected as the result of sequencing a clone with a small insert. In this case only
the sequence between the X-regions was kept.

2. Class 2. There were more than two X-regions in the read, probably because of a
low-quality vector. In this case we did not change the read.

3. Class 3. There was only one X-region of no more than 300 bases that was less
than 50 bases away from the 5 end. This was the case when the region from the
X-region down to the 5’ end probably consisted of vector sequences extending from
the sequencing priming site to the cloning site. In this case we removed the X region
together with the 5" end.

4. Class 4. There was only one X-region with more than 300 bases that was less than
50 bases away from the 5’ end. In this case the clone probably had no insert so we
discarded the whole read.

5. Class 5. There was only one X-region of at most 300 bases that was 51 to 300 bases
from the 5’ end. In this case it was hard to decide what the insert was so the read
was not changed.

6. Class 6. There was only one X-region with more than 300 bases that was 51 to 300
bases from the 5’ end. This probably occurred when the X-region and the 3’ end
consisted of a vector sequence after the cloning site. In this case we removed both
the X-region and the 3’ end.

7. Class 7. There was only one X-region of any length and it was at least 300 bases
away from the 5’ end. In this case we again removed both the X-region and 3’ end
because the deleted region probably consisted of a post cloning-site vector sequence.

While removing X-regions any poly-A fragment close to them was also removed. A
poly-A fragment was considered to be any region that scored at least 8 when aligned with
a probe sequence of As (adenines) only. The scoring scheme added 1 for a match and
-2 for a mismatch, gaps were given a high penalty (-8) because they should not occur.
The poly-A had to be at most 10 bases away from X-regions. Alignments were performed
using the SWAT program. Depending on the reading direction a poly-A can be read as
poly-T, so a poly-T probe was used as well. The removal of X-regions discarded 7,780
sequences.

The next step was quality-trimming, for which a window of 20 bases was slid over
every sequence in the set. Starting at the 3’ end, the window was slid one base at a
time, dropping the extreme base until 12 or less bases in the window had a quality value
below 10, the process being repeated for the 5’ end. After quality-trimming, X-regions
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not further than 10 bases away from an end were removed. Quality-trimming removed
1,708 sequences from the set.

The quality-trimming thresholds were chosen as follows. A subset of 10,000 SUCEST
sequences was randomly selected on the basis of (i) high similarity (BLASTX e-value below
10~%") with protein sequences in the NCBI nr database (www.ncbi.nlm.nih.gov), (ii) the
length of the matching nr sequence was enough to cover the EST and (iii) the region of
similarity did not extend to the end of the EST. By using these criteria we had matches
showing a region of similarity that could, potentially, extend to the end of an EST. Cases
where the region of similarity did not extend to the end of the EST may have been due
to the low quality of the EST sequence.

The exact point where the region of similarity ended, the ‘BLAST hit end’ (BHE),
was recorded for each EST in the set and then the set went through the quality-trimming
procedure with varying values for the length of the window, quality threshold and number
of bases below threshold. Obviously, high quality thresholds and low numbers of bases
produced shorter reads. The difference between the trimmed position (TP) and the BHE
(TP-BHE) was calculated and averaged. The results for a 20-base quality window are
shown in Figure 6.2. The square in the figure indicates the selected threshold values and
shows that, on average, 43 bases after the BLAST hit end were kept.
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Figure 6.2: Distribution of the number of bases kept at the 3’ end with a quality window
size of 20, with respect to the best BLAST hits against nr (see text). The square and the
bullet indicate the values used in the new and old trimming procedures, respectively.

The next step was slippage-trimming, slippage being a sequencing artifact [4] which
produces ‘echoed’ bases in sequences, i.e. for one occurrence of a nucleotide in the template
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the chromatogram shows several peaks (q.v. Figure 6.3). Although bases sometimes
appeared with high ‘background noise’ (e.g. bases 215-230), generally the intensity of the
echoed peak was such that the base caller incorrectly assigned a high quality value for the
fake bases (e.g. bases 175-205) and this prevented quality-trimming of these artifacts.

Figure 6.3: Consed (www.phrap.org) trace window of a slipped read. The background of
the base letters indicates their phred quality. Darker colors correspond to lower qualities.
The numbers above the letters show their position in the read.

A method to identify slipped reads based on the sequence of the read was devised,
this method being able to find reads having many regions with repetitive bases (echoed
regions). The product of echoed regions lengths {with at least 5 bases) was evaluated for
each sequence. Echoed regions larger than 10 bases contributed 10 to the product only.
Sequences with a product greater than 10° and echoed regions covering more than 26%
of its length were discarded completely. This was the procedure adopted in most cases
when slippage was caused by a long poly-A sequence at the 5’ end of the read. But when
a long poly-A at the 3’ end was increasing the product only the poly-A (together with
the remaining 3’ sequence) was discarded. The threshold for poly-A identification in this
situation was an alignment with a score of at least 160. These thresholds were determined
by varying the parameters for echoed region recognition, evaluating the products, and
looking at several chromatograms in many product ranges. Slippage-trimming removed
15,621 reads.

The next step in the trimming procedure was another poly-A/T removal round,
where poly-A/T scoring at 280 and over was removed from sequences. Smaller poly-A /T,
scoring at least 30 and less than 20 bases away from one of the ends was also removed.
This step removed 2,006 reads.

The final step was to remove any read with less than 100 bases or with less than 50
bases having phred quality greater or equal to 20. A total of 18,147 reads fell in this case.
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At the end of all the steps described above, 237,954 reads were left with an average
length of 641.6 £139.8 bases {152.5 Mbp in total). The average number of bases with a
phred quality greater or equal to 20 per read was 397.8 £120.1.

In contrast, the trimming method formerly used in the SUCEST project was simpler.
That method started with only one round of very restricted poly-A removal, searching for
12 or more consecutive As adjacent to the vector. The final step was quality-trimming
using the same scheme as above with a window length of 20, quality equal to 15 and the
number of bases equal to 8. For the reads used in the quality window experiment this
combination of thresholds discarded 137 bases from the reads on average (relative to the
BHE) as shown in Figure 6.2. This method applied to the original set of SUCEST reads
resulted in 261,609 reads with average length of 512.1 +114.8 bases. The average number
of bases with a phred quality greater or equal to 20 per read was 392.4 =128.3,

BLAST was used to compare the ESTs from the original set of reads in the SUCEST
database with the genomes of Xylella fastidiosa, Xanthomonas citri, Escherichia coli and
other potential laboratory contaminants that could have been present in the libraries. A
match of at least 100 bases and more than 90% identity resulted in the read being marked
as probably resulting from contamination. A total of 114 EST's were thus marked. Because
there were so few maiches, and the difficulty of deciding whether or not marked ESTs
really were the result of contamination, these ESTs were not removed by either of the
trimming procedures.

6.2.2 Clustering

For the SUCEST project it was necessary to estimate the redundancy of the clone libraries
as they were sequenced, which could be achieved by joining similar transcripts into clus-
ters. Clustering results allowed project coordinators to decide when to stop sequencing
any particular library.

Fragment assemblers were used for clustering. A fragment assembler is a program
that takes a set of reads and their qualities as input, builds groups based on the overlaps
of reads and creates a consensus sequence for the reads in each group.

Reads processed by the old trimmer were assembled using the phrap program{version
0.990319, www.phrap.org) with the arguments set to predetermined values (penalty -15,
bandwidth 14, minscore 100, shatter_greedy} which made it more stringent and with qual-
ity data. This assembly, cailed ‘old-trim’, produced 81,223 clusters {41,582 singletons).

To cluster the reads trimmed by the new procedure, three different assemblies were
performed and compared. Phrap was used with two sets of arguments, the default ar-
guments (phrap-d assembly) and the more stringent arguments listed above {phrap-hs
assembly). The CAP3 program was used with its default arguments. Quality data was
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Tclustersize || phrap-hs | X [ phrapd | X | CAP3 | X phrap-hs | common || old-trim |
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Table 6.1: Cluster sizes distribution for CAP3, phrap-d and phrap-hs assemblies by the
new trimming procedure. The ‘X’ columns indicate the number of equal clusters between
two assemblies, while the ‘common’ column shows the number of clusters equal in the
three assemblies. The number of clusters obtained with the original trimming procedure
are shown in the ‘Old-trim’ column. Cluster sizes represent the number of expressed
sequence tags (ESTs) in a cluster.

used for every assembly. Table 1 shows the cluster size (number of ESTs in a cluster)
distribution for the assemblies, as well as the number of equal clusters between them.
Equal clusters are those with the same reads.

Two tests were performed for the assemblies. The first verified ‘internal consistency’
by checking every cluster with two or more reads for discrepant reads. To be discrepant, a
read base must both disagree with the consensus base and have less than a 2% probability
of being miscalled by the phred program. An x% discrepant read is a read with at least
x% discrepant bases. Figure 6.4 shows the proportion of x% discrepant reads in each
assembly, for values of x varying from 30 to 90 in steps of 10.

The second test verified the ‘external consistency’ of the assemblies by comparing the
consensi produced by a given assembly to each other using BLAST. Percentage identity
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Figure 6.4: Distribution of discrepant reads among the assemblies. As discrepant reads
can only be calculated for clusters of two or more reads the number of reads belonging to
such clusters in each assembly is shown in parentheses in the legend.

was evaluated for end-overlaps of 200 or more bases found between two clusters, and
Figure 6.5 shows a plot of the percentage of clusters having an identity of more than
75% with other clusters in a given assembly with respect to the total of possible overlaps
within that set of clusters.

6.3 Discussion

The trimming procedure described in this paper discarded 53,735 SUCEST reads, 18.4%
of the total. In spite of this large number, it is worth noting that 16% of the discarded
sequences were ribosomal RNA and 34% were smaller than 100 bases. We cannot exclude
the possibility of that we have discarded useful reads with this procedure, but we tried to
avoid this as much as possible. It is also obvious that not every artifact has been removed.
For example, counting how many reads have a sub-sequence of at least 30 consecutive
adenines in the output of the trimming procedure found 711 reads. Moreover, trimming
is not a light computational task, taking 8.3 hours to process all the SUCEST reads.
Nevertheless, the influence of the quality of trimming on the final clustering is re-
markable. For instance, it is hard to accept that the number of singletons in the old
assembly are uniquely expressed sugarcane genes, and 81,223 was an unreasonably large
number of clusters. Good trimming also shortened the CPU time required for cluster-
ing, the phrap program took 9.2 hours to build the phrap-d assembly and 6.5 hours for
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Figure 6.5: Plot of external consistency test results. For a given assembly with n clusters
the number of overlaps detected was divided by n{n—1)/2, which is the maximum number
of possible overlaps for n clusters.

phrap-hs assembly, while the CAP3 program took 77.1 hours. To assemble the old set of
trimmed reads, phrap took 5 times more time than it spent to produce phrap-hs, while
CAP3 ended abnormally when fed with that data-set.

We have used a fragment assembler for the whole set of ESTs in the SUCEST
database and, consequently, the biological definition of ‘one cluster, one gene’ cannot be
used. A SUCEST cluster can be better defined as ‘a set of very similar transcripts’.

Building consensus sequences for clusters is useful in several respects. Firstly, elect-
ing a representative sequence for each cluster results in a smaller set of sequences to work
with. Secondly, the portions of representative sequences covered by more than one read
are more accurate than the reads themselves. Thirdly, representative sequences may be
longer than individual reads, increasing their usefulness. This third point was confirmed
by the fact that 33% of representative sequences with homologous genes in other organisms
were actually full-length sequences [38].

However, chimeras may result from assembling ESTs and a further problem is that
using a fragment assembler for clustering will put alternatively spliced forms of genes into
different clusters. But in a dodecaploid organism like sugarcane it is especially difficult
to distinguish alleles of genes from very conserved multigene families based on similarity.

The assembly produced by the CAP3 program was taken as the ‘official’ clustering
for the SUCEST project. This decision was based on the result of the internal and
external consistency tests, where the CAP3 assembly outperformed both the phrap-hs
and phrap-d assemblies. Internal consistency shows that the CAP3 assembly has a lower
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incidence of discrepant reads in clusters when compared to the other assemblies. External
consistency reveals that the CAP3 program produces fewer redundant clusters, i.e. two
or more clusters that probably should be condensed to a single cluster. Unfortunately, we
performed no comparisons of our results with those that would be produced using some
other method described in the literature. This is an interesting investigation to perform
in the future.

The trimming and clustering procedures described in this paper hide a large amount
of computational time and human work spent looking at the data, testing insights, ad-
justing parameters, and designing the pipeline. There are no ‘magic numbers’. We believe
that these guidelines may be used in some other EST projects, although using these proce-
dures with different data sets may require some adjustments. The need for many cycles of
adjustment and testing is a natural consequence of the nature of the noise present in ESTs,
the limitations posed by technological issues and the lack of a complete understanding of
the biological processes occurring within cells.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese apresentamos nossas contribuicdes na forma de duas ferramentas que podem
ser usadas em projetos genoma.

Apresentamos um algoritmo quase-linear para construir arvores PQR. Nosso algo-
ritmo nioc é uma simples extensiao do de Booth e Leuker: ele estd fundamentado em
propriedades tedricas sélidas das arvores e usa um conjunto menor de padrdes, melhor or-
ganizados que os padroes das arvores PQ. A prova de corregdo também estd fundamentada
na teoria e a nossa analise amortizada usa uma funcao potencial simples. Acreditamos
que nosso algoritmo contribui significativamente em diregao a uma solucao definitiva para
o problema dos uns consecutivos.

Apresentamos também um esquema para o clustering de ESTs de cana-de-agucar.
O esquema inclui uma limpeza inicial intensiva dos ESTs, que permitiu usar um mon-
tador de genomas para todo o conjunto de seqiiéncias. Cada grupo que foi gerado pelo
nosso esquema tem uma seqgiiéncia consenso e potencialmente representa um transcrito.
Acreditamos que esse esquema possa ser usado em outros projetos do mesmo tipo, depois
de um ajuste adequado dos pardmetros.
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