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Resumo

Autdmatos Temporizados sao uma generalizacao de w-Autdmatos, e de Autdmatos Fi-
nitos por conseqiiéncia, interpretados sobre palavras infinitas temporizadas, onde a cada
simbolo estd associado um tempo de ocorréncia. O problema da universalidade, dizer se
um dado autdmato aceita todas as palavras, é PSPACE-completo para automatos deter-
ministicos; mas é altamente indecidivel quando n3o-determinismo irrestrito é permitido.
Mais precisamente, universalidade para automatos temporizados ndo-deterministicos é
ITi-dificil e o exato grau de indecidibilidade do problema ainda estd em aberto na litera-
tura.

Nesta tese definimos trés subclasses de autdématos temporizados nao-deterministicos,
modificando a sintaxe dos autdmatos, de modo a impor restricbes ao ndo-determinismo e
permitir a determinacio do exato grau de indecidibilidade para universalidade. Para as
duas primeiras classes, que séo de interesse independente, mostramos que o problema da
universalidade é IT}-completo. Para a terceira, é I1%-completo. Também estabelecemos os
relacionamentos de expressividade entre as classes e mostramos que todas sio subclasses
préprias de autématos temporizados nao-deterministicos. Estes resultados mostram que
qualguer que seja o grau de indecidibilidade do problema em aberto na literatura, ele serd

surpreendente do ponto de vista da expressividade das classes.
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Abstract

Timed Automata are a generalization of w-Automata, and of Finite Automata as a con-
sequence, interpreted over infinite timed words, where each symbol is associated to an
occurrence time. The universality problem, whether a given automaton accepts every
word, is PSPACE-complete for deterministic automata; but becomes highly undecidable
when unrestricted nondeterminism is allowed. More precisely, universality for nondeter-
ministic timed automata is I1}-hard and the exact degree of undecidability is still open in
the literature.

In this thesis we define three subclasses of nondeterministic timed automata, mo-
difying the syntax of the automata, in order to impose restrictions on the nondetermi-
nism and allow the determination of the exact degree of undecidability for universality.
For the first two, which are of independent interest, we show that the universality pro-
blem is IIi-complete. For the third one, universality is IT%-complete. We also establish
the relationships between these classes; and show that all three are proper subclasses of
nondeterministic timed automata. These results show that whatever the degree of unde-
cidability of the open problem may be, it will be surprising from the point of view of the

expressiveness of the classes.
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Capitulo 1
Introducao

Esta tese trata da questdo da determinacgéo do grau de indecidibilidade para o problema
da universalidade de autdématos temporizados ndo-deterministicos. Essa questao foi colo-
cada em 1994 por Alur e Dill /4], no artigo em que os primeiros resultados na teoria de
autdomatos temporizados foram estabelecidos. Naquele artigo, o problema é demonstrado
T13-dificil e os autores relatam que ele resistiu a tentativas de ser demonstrado ITj-completo
[4, pag. 217]. Colocando de uma maneira intuitiva, os resultados desta tese pretendem
mostrar, por um lado, que nd3o surpreende que o problema tenha resistido e, por outro
lado, que qualquer que seja o grau de indecidibilidade, ele serd surpreendente do ponto
de vista da expressividade dos autdmatos.

Definigbes rigorosas para autématos temporizados, para o problema da universali-
dade e para as hierarquias de classificacao de indecidibilidade, aparecerdao no Capitulo 2.
O objetivo desta introdugdo é, de modo geral, apresentar e discutir o problema intui-
tivamente; e, em particular, responder as perguntas: por que universalidade? por que
néo-determinismo? e por que classificar problemas indecidiveis? A intencgdo nio é tanto
justificar de forma objetiva a relevancia do tema, e sim, apresentar a motivacdo pessoal
do autor em estudar este problema. Esta introducdo trard, também: uma explicacdo dos

resultados; referéncias a trabalhos relacionados; e a organizacao do restante da tese.

Dominio do tempo. Autématos Finitos tradicionais sdo interpretados sobre palavras
finitas. Quando interpretamos autématos finitos sobre palavras infinitas temos os chama-
dos w-Autdmatos [15]. Autdmatos Temporizados ( Timed Automata [4]) sdo w-autébmatos

interpretados sobre palavras infinitas temporizadas, onde a cada simbolo estd associado



2 Capitulo 1. Introducgdo

um tempo de ocorréncia. Sintaticamente, o autémato possui um ndmero finito de relégios
e as transigOes possuem restricbes para os valores de cada reldgio e podem zerar o seu va-
lor. O autdémato, assim, tem algum poder para medir a disténcia de tempo entre simbolos
da palavra.

Uma das motivagdes originais para a definicdo de autdmatos temporizados foi a mo-
delagem e verificacdo de sistemas de tempo-real. Neste contexto, do ponto de vista de
aplicacles prédticas, hd na literatura muita discussdo sobre o dominio do tempo a ser
adotado. Certos sistemas e propriedades precisariam de dominio denso, com tempos de
ocorréncia reais, ou racionais; para outros, bastaria um dominio discreto, com tempos de
ocorréncia inteiros, ou multiplos de um certo valor racional. Algumas referéncias para
esse debate sdo 126, 7, 9, 34, 17]. Do ponto de vista tedrico, o dominio discreto ndo é
muito rico, porque simplifica quase todos os problemas de decisdo. A situacio é mais
interessante no dominio denso, que é o considerado nesta tese. Nesse caso ndo hd uma
distincia minima entre dois simbolos e uma palavra pode conter, num intervalo unitario
de tempo, um numero arbitrario de simbolos. Essa possibilidade é um dos fatores que
dao ao autémato poder demais. Como veremos no Capitulo 2, um autémato temporizado
nao-deterministico é capaz de determinar se uma palavra temporizada ndo codifica uma
computacgdo infinita de uma méquina de Turing, algo que uma maquina de Turing nio

pode fazer.

Universalidade. Dois problemas de decisdo sao, geralmente, usados para caracterizar
a complexidade computacional de uma classe de autématos. A universalidade, dizer se
um autdmato aceita todas as palavras, e a ndo-vacuidade (non-emptiness), dizer se aceita
pelo menos uma palavra. A universalidade, como é intuitivo, é geralmente mais complexa
que a ndo-vacuidade. Isso é um reflexo direto da analogia entre autdmatos e légicas. O
problema da universalidade em autdmatos corresponde ao problema da validade em l6gica,
assim como ndo-vacuidade corresponde & satisfatibilidade. Essa analogia é discutida em
[48] para w-autématos e em [51] para autématos temporizados. Boa parte da teoria de
autbmatos surgiu, de fato, como ferramenta para solugdo dos problemas de decisio de
16gicas. Por exemplo, dada uma férmula da légica em quest&o, obtemos um autémato

equivalente, tal que o autdémato € universal se e somente se a férmula é valida.

E costume dizer que uma dada légica é decidivel, quando a validade nessa 16gica é



decidivel. Essa é uma das razoes pelas quais o problema da universalidade é um caracte-

rizador natural da complexidade computacional de uma classe de autématos.

Nao-determinismo. O interesse por formalismos ndo-deterministicos pode ser expli-
cado de vérias maneiras. No caso mais notério, a teoria de NP-completude, podemos dizer
que méaquinas de Turing ndo-deterministicas polinomiais sdo interessantes simplesmente
porque elas caracterizam uma classe de problemas de decisio de muito interesse prético
e permitem a obten¢do de evidéncias de sua complexidade computacional relativa.

No caso do uso prético de autdmatos para descrigdo de propriedades em verificacfo de
programas ou sistemas, muitas vezes o formalismo deterministico e o ndo-deterministico
caracterizam a mesma classe de propriedades ou linguagens, ou seja, sfo igualmente ex-
pressivos; mas pode ser muito mais simples para uma pessoa descrever certas propriedades
de forma nao-deterministica, além de, geralmente, ser possivel fazé-lo com autdématos con-
sideravelmente menores.

Essa facilidade de descri¢do aparece também, em esséncia, naquela que consideramos
ser a justificativa mais interessante para a atencio ao nao-determinismo: o fato-dele ser
uma importante ferramenta no desenvolvimento de uma teoria. Um exemplo préximo é na
teoria de w-autdématos [15]. Demonstrar o fechamento por complementa¢do numa classe
de w-autématos deterministicos é trivial, porém o fechamento por projecio é complicado.
J4 para w-autématos ndo-deterministicos ocorre o contrario, fechamento por projecéo é
trivial e por complementacdo é complicado. O caminho mais simples para obter as duas

demonstragtes pode ser demonstrar a equivaléncia das duas classes.

Hierarquias de indecidibilidade. Como o problema da universalidade é trivialmente
redutivel ao problema de incluséo de linguagens—basta testar a inclusdo de um autdmato
universal contra o autdmato em questdo—inclusdo de linguagens também ¢é indecidivel.
Em verificacdo de sistemas usando autdmatos, a inclus@o de linguagens é o principal
problema de decisao: o sistema é modelado por um autdmato e a propriedade a ser
verificada é expressa por outro autdmato. O sistema satisfaz a propriedade se a linguagem
do primeiro autdmato esta contida na do segundo.

A impossibilidade de se encontrar um algoritmo para inclusdo de linguagens para
autématos ndo-deterministicos traz a atencdo da literatura para subclasses de autématos

temporizados, 0 mais expressivas possivel, mas com universalidade e inclusdo de lingua-
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gens ainda decidiveis. Exemplos dessas subclasses sdo autdmatos temporizados deter-
ministicos [4], autdmatos temporizados do tipo relégio de evento [5] e autdmatos tem-
porizados abertos e fechados [45]. O foco nesses trabalhos é modificar a sintaxe ou a
semdantica dos autématos de modo a encontrar a fronteira da decidibilidade. A questéo,
porém, ¢ que os algoritmos que resultam para essas subclasses ndo sio, por nenhum
critério razoavel, eficientes na pratica. Universalidade para autdmatos deterministicos,
por exemplo, é PSPACE-completo; os algoritmos sido exponenciais ou duplamente expo-
nenciais, e pouca esperanga hé de se encontrar um algoritmo eficiente para o problema,
quando considerado em toda a generalidade. O malor valor desses trabalhos, na nossa
opinido, para a aplicagao pratica de verificacdo, é na identificagdo de propriedades interes-
santes sobre autdmatos temporizados, que eventualmente possam ser usadas na obtengdo
de métodos heuristicos e estruturas de dados para a implementacdo de ferramentas de
uso pratico, efetivamente eficientes para casos especificos. Nao é possivel argumentar que
devemos prestar atencao em autdmatos deterministicos porque sao decidiveis e devemos
esquecer os nao-deterministicos porque sao indecidiveis. No restante desta subsecio, e
na tese como um todo, pretendemos sustentar a argumentagao de que a classificacido de
problemas indecidiveis pode ser tao boa fonte de propriedades interessantes quanto a

classificagao dada pela fronteira da decidibilidade.

a, {Z} ezl

8 b, {z} 9 3

bx>5

Figura 1.1: Dois automatos: o primeiro € universal e o segundo nao

Os detalhes sobre a representacfio dos autdmatos, usada ao longo da tese, serdo dados
no Capitulo 2. Para a Figura 1.1, que aparece aqui com o objetivo de motivar a discussao,
notamos apenas que “{z}” significa que o relégio x é zerado na transigdo. A figura mostra
dois autématos semelhantes: o primeiro é universal, aceita todas as palavras, e o segundo
nao. Uma palavra que contenha um simbolo a seguido por um &, 3 segundos depois,

seguido por outro a, 1.5 segundos depois, nao seré aceita pelo segundo autdmato.



o

Abrindo um parénteses, vale a pena ja destacar um ponto aqui, que é absolutamente
obvio, mas, por isso mesmo, importante. Apenas a sintaxe distingue os dois automatos
e um computador, munido de um algoritmo A, tem apenas a sintaxe do autdmato como
fonte de informacao para determinar se ele é ou nao universal. Essa observagao sobre a
sintaxe serd, na verdade, mais importante para os capitulos seguintes. Aqui, a questio é
que ndo pode existir tal algoritmo A4, mas ainda € possivel classificar a complexidade do

problema usando a mesma nocdo de algoritmo.

As hierarquias para classificagdo da indecidibilidade podem ser explicadas, intuitiva-
mente, da seguinte forma. Considere, ao invés de um algoritmo A, um algoritmo para-
metrizado uniformemente por um nimero natural, A(7). Esse algoritmo parametrizado é,
na verdade, uma familia infinita de algoritmos, {A(1),.4(2),...}. Cada um deles recebe
como entrada a descrigdo do autdmato, sempre para, e responde sim ou ndo. Poderiamos
agora perguntar se existe um algoritmo parametrizado A(z), tal que, para cada autémato,
existe um natural n tal que A{n) responde sim se e somente se 0 autdmato for universal.
Se existisse, a universalidade estaria na classe dos problemas que admitem um algoritmo
do tipo In.A(n), a classe LY. A chamada hierarquia aritmétice é obtida estendendo essa
idéia para parametrizagdes por mais de um nimero natural e considerando o nimero de
alternéncias de quantificadores necessario para o problema. Por exemplo: Vn.A(n) define

a classe TI9; InVm.A(n,m), a classe £; ¥n3mA(n,m), a classe I13; e assim por diante.

A hierarquia analitica, que serd também apresentada rigorosamente no préximo capi-
tulo, contém propriamente a hierarquia aritmética e € definida usando a mesma idéia, sé
que parametrizando os algoritmos por fungdes naturais, um recurso bem mais poderoso.
Por exemplo: 3fVnA(f,n), para funcio f e natural n, define a classe £}; VfInA(f,n), a
classe IT}; Vf3g¥n.A(f, g,n), a classe I1}; e assim por diante.

A questdo € que o objeto basico na classificacio pelas hierarquias de indecidibilidade
continua sendo o que conhecemos por algoritmo. A diferenga é que raciocinamos com
familias de algoritmos e, no caso de problemas que exigem quantificagido sobre fungdes
para serem resolvidos, raciocinamos com computacdo e estruturas de dados infinitas e
nao finitas. Apesar dessas diferencas, o exercicio de encontrar, digamos, um algoritmo
polinomial para um problema que sabemos ser decidivel é, em esséncia, o mesmo do
de encontrar, digamos, um algoritmo II] para um problema que sabemos possuir um

algoritmo T13.
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Para finalizar, vale a pena citar a experiéncia do verificador de sistemas hibridos
HYTECH [23], que acrescenta valor & argumentacfio acima. Nessa tese, autématos tem-
porizados sdo vistos como generalizaces de w-autématos. Eles, entretanto, na literatura
de verificagdo, costumam ser mais vistos como especializagdes de Autdmatos Hibridos
[22], que sdo o formalismo usado no HYTECH. Para autématos temporizados, universali-
dade e inclusdo de linguagens sdo indecidiveis mas nao-vacuidade e alcangabilidade, que
também s8o problemas relevantes para verificacdo, ainda sdo decidiveis (embora PSPACE-
completos). Para autdématos hibridos, porém, qualquer problema de decisdo néo trivial,
relevante para verificacado, é indecidivel. Os procedimentos de verificagio do HYTECH
n&o garantem terminacdo. Quer dizer, o procedimento pode, provadamente, nunca pa-
rar. Fica a critério do usudrio decidir o momento de interromper a verificagdo, embora,
em geral, o consumo de memoria seja um limitante ainda mais sério. O que ocorre ¢
que muitos sisternas e propriedades podem ser verificados eficientemente com o0 HYTECH.
Exemplos como esses reforcam a intuicio de que, para a pratica de verificagdo, a fronteira
da decidibilidade, saber o que estd em II9 N X%, n3o tem importincia maior do que a

fronteira entre 1} e II}.

1.1 Os Resultados

Na secdo anterior apresentamos algumas motivacoes gerais para o tema da tese, dentro
daquela visdo tradicional na qual resultados tedricos so uma das fontes primdrias de
conhecimento para a obtengdo de resultados praticos. Nos capitulos seguintes, porém,
o desenvolvimento seguird a motivacao, somente tedrica, apresentada a seguir. Com ela
poderemos expor, mais propriamente, a relevancia dos resultados da tese.

A Secdo 2.3.1 mostra que o problema da universalidade para autdmatos temporizados
nao-deterministicos possui um algoritmo IT5 trivial. Esta é a melhor cota superior para o
problema. A melhor cota inferior é I13-dificil, dada por [4]. Restam quatro possibilidades
para o grau de indecidibilidade do problema, ilustradas na Figura 1.2:

1. Possui algoritmo I} e, portanto, é IIi-completo;
2. Nio possui algoritmo I3, mas possui algoritmo T1;

3. Nio possui algoritmo I, mas também nao é II3-dificil;
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4. E I13-dificil e, portanto, I1i-completo.

1
2

IIi-completo
N

11 S —=TTL.completo
I

Figura 1.2: As quatro possibilidades para o grau de indecidibilidade de problema

Das quatro possibilidades, a segunda e a terceira seriam as mais surpreendentes. Isso
por causa de um fenbmeno [46, pag. 331] que se observa nas hierarquias: problemas defi-
nidos naturalmente, como a universalidade, por oposi¢dao a problemas mais artificiais, sédo
geralmente completos para alguma classe das hierarquias. Por esta razdo, autématos tem-
porizados seriam de um interesse especial caso a universalidade ndo fosse, provadamente,
completa para nenhuma classe das hierarquias.

O outro fendmeno [46, pag. 331] que nos interessa é que, quase sempre, quando um
problema é demonstrado completo para alguma classe nas hierarquias, é possivel obter
uma cota superior trivialmente e o complicado é demonstrar a cota inferior. Note que
afirmar isso é diferente do que afirmar simplesmente que € geralmente mais complicado
demonstrar cotas inferiores do que superiores. Em analogia, podemos lembrar que hd
algoritmos, cotas superiores, bastante complicados na literatura; mas que, geralmente,
numa demonstracdo de NP-completude, mostrar que o problema pertence & NP é trivial
e o mais complicado é a NP-dificuldade.

Quando a universalidade para autématos temporizados, que é T1;-dificil e que se espera
ser completa para algum nivel, resiste as primeiras tentativas de solugdo trivial por um
algoritmo [T}, surge naturalmente a suspeita de que possa ser IIi-completa. No nosso
caso, o problema resistiu a tentativas em todas as diregées. Evidentemente, nao fazemos
qualquer argumentacdo sobre a ndo-trivialidade das nossas abordagens. A Secio 2.4

apresenta alguma discussdo sobre as tentativas de elevar a cota inferior e de baixar a
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cota superior para o problema. Em especial, a Secdo 2.4.1 traz um interessante contra-
exemplo para a generalizacdo de uma tradicional construcio da teoria de w-autdmatos,

arvores Safra [47], na tentativa de obter um algoritmo 3 ou IT}.

A questdo que esta tese responde surgiu durante a tentativa de demonstraciao da
equivaléncia efetiva entre autdmatos temporizados nio-deterministicos e algum outro for-
malismo no qual fosse mais ficil demonstrar a ITi-completude para universalidade. O
ponto é que existe uma relacdo direta entre a complexidade computacional de problemas
de decisdo, como a universalidade, de um dado formalismo e a sua expressividade. Quer
dizer, quanto mais expressivo um formalismo, mais complexo é (ou se espera ser) deci-
dir & universalidade. N&o hd uma métrica que se possa usar para medir a diferenca de
expressividade entre dois formalismos, mas podemos, mesmo assim, colocar a pergunta:
Sera possivel definir um formalismo, provadamente menos expressivo do que autématos

temporizados ndo-deterministicos, cujo problema da universalidade seja IIi-completo?

Olhando a questdo sobre essa Otica da expressividade podemos dizer que, daquelas
quatro possibilidades, a tltima seria muito surpreendente porque I1l3-completude é o grau
de indecidibilidade do problema da universalidade para dois formalismos que s&o prova-
damente mais expressivos, e intuitivamente mutto mais expressivos, do que autématos
temporizados nao-deterministicos: w-Méquinas de Turing ndo-deterministicas [14] e w-

autdmatos infinitos recursivos [50].

Ao contrario dos trabalhos da literatura citados na segdo anterior, nossa atencdo se
voltou para subclasses de autdmatos temporizados, o menos expressivas possivel, mas com
o problema da universalidade ainda ITi-completo. Obtivemos duas subclasses préprias,
incomparaveis por expressividade, que chamamos autdmatos temporizados: Quase Deter-
ministicos e Marcadores de Passo. Além dessas, outras duas subclasses préprias tornam a
figura final do relacionamento de expressividade entre as classes, no Capitulo 5, um tanto
mais interessante: autdmatos temporizados Finais e Zeredos. A classe de autdmatos
finais também & incompardvel por expressividade com as duas primeiras classes, mas
tern universalidade TIj-completa. A classe de autématos zerados é superclasse prépria
de autébmatos marcadores de passo, ainda intuitivamente bem menos expressiva do que
autdmatos nao-deterministicos, mas ja resistiu a tentativa de obtengdo de um algoritmo

I1} para universalidade.

Com essas classes podemos ver que, do ponto de vista da expressividade, mesmo a pri-
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meira daquelas quatro possibilidades, ser o problema da universalidade para autdmatos
temporizados nao-deterministicos II}-completo, serd uma situagio surpreendente e in-
teressante. Vale a pena ressaltar que a completude para as classes das hierarquias de
indecidibilidade define o grau mais refinado (1-degree) de recursividade. Dois proble-
mas IT}-completos sdo isomorfos recursivamente [46]; sdo o mesmo problema, & menos
de uma mdquina de Turing. Em outras palavras, sendo o problema da universalidade
para autématos néo-deterministicos ITj-completo, haverd uma méiquina de Turing, um
algoritmo, que uniformemente, dado um autdémato nao-deterministico qualquer como en-
trada, produz um autdémato, por exemplo, quase deterministico, que € universal se e
somente se 0 autdmato da entrada também o é. Dessa maneira, um formalismo é mais
expressivo do que o outro mas, intuitivamente, a razao para levar em conta a diferenca
entre eles nao podera ser a complexidade da universalidade, que € efetivamente a mesma.

Os resultados desta tese foram publicados, de forma resumida, em [42]. Nas conclusoes
desta tese, Capitulo 6, retomaremos essa argumentacao intuitiva. Para finalizar esta sec¢ao,
listamos abaixo os teoremas que consideramos os resultados mais relevantes da tese, tanto
pela importéncia que tém nessa argumentacao, quanto pela dificuldade que nos impuseram

pessoalmente:

1. Autbmatos quase deterministicos sdo subclasse prépria de autématos nio-determi-

nisticos, Teorema 2;

2. Fechamento por interse¢do de autdmatos temporizados marcadores de passo, Teo-

rema B;
3. O conceito de marcacdo de passo levando a um algoritmo I17, Teorema 8§;

4. Se uma linguagem ¢ aceita por um autdmato marcador de passo e por um autdmato

final, entdo ela também é aceita por um autdémato quase deterministico, Teorema 12.

1.2 Trabalhos Relacionados

Sobre especificamente o grau de indecidibilidade do problema da universalidade para
autématos temporizados nés nio conhecemos nenhum outro trabatho, com excecao do

artigo inicial de Alur e Dill [4]. Sobre o grau de indecidibilidade para outros problemas de
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decisdo hé, de nosso conhecimento, trés artigos [8, 12, 36]. Todos tratam do problema da
alcangabilidade para generalizacées de autdmatos temporizados. Sobre esses trabalhos vale
a pena comentar dois aspectos. O primeiro é que todos os problemas e variactes estudados
nesses artigos sao completos e para alguma das quatro classes dos dois primeiros niveis
da hierarquia analitica: £}, IT3, T e TI. Isso confirma um terceiro fendmeno observado
a respeito das hierarquias: o fato de que problemas naturais, geralmente, estio nos dois
primeiros niveis [46, pag. 383].} O segundo aspecto é que todas as cotas superiores sao
triviais e merecem pouquissima atengao nos artigos.

Sobre a teoria de autébmatos temporizados, é interessante citar os trabalhos seguintes
que, embora nao tratem da complexidade de problemas de decisdo, estudam aspectos
interessantes: a caracterizacdo através de expressoes temporizadas [13]; o poder de ex-
pressividade de transigdes silenciosas (transiges £) [11]; lemas de iteragdo para autématos

sobre palavras finitas [10]; e analogias com linguagens w-regulares [28].

1.3 Organizacao da Tese

O capitulo seguinte é, até a secdo 2.3.2, ainda introdutério, exceto pela secio 2.3.1, que
mostra como o problema pode ser facilmente localizado na classe TI;. Ele apresenta
a sintaxe e semantica de autdmatos temporizados, introduz as hierarquias aritmética e
analitica, e reproduz a demonstragio de ITi-dificuldade para o problema da universalidade.
Em seguida, discute algumas dificuldades para localizd-lo precisamente na hierarquia e,
em especial, mostra que arvores Safra nao podem ser, ao menos néo trivialmente, genera-
lizadas para a obtencdo de um algoritmo IT;. Neste capitulo optamos, por uma questio
de estilo, por n&o incluir uma exposicao detalhada sobre as teorias de autéomatos tempo-
rizados, computabilidade, hierarquias, w-autdmatos e arvores Safra.

Na seqiiéncia, o niicleo da tese é composto por trés capitulos que definem e discutem:
autbmatos quase deterministicos, Capitulo 3; autdmatos marcadores de passo, Capitulo 4;
e autdématos finais, Capitulo 5. O foco principal nesses capitulos é a determinacao do grau
de indecidibilidade para a universalidade e as demonstracoes de que as respectivas classes

sao subclasses préprias de autdmatos ndo-deterministicos. No Capitulo 3, além disso, hi

'De fato, hé quem sugira que isso possa ser explicado por uma aparente limitacio da mente humana
em raciocinar com duas ou mais alternincias de quantificadores sobre estrutyras infinitas.
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uma se¢ao sobre a variagdo da condigdo de aceitagao e os subseqientes efeitos na expres-
sividade e na universalidade. Esse estudo nao trouxe novidades e, por isso, nao é repetido
nos capitulos seguintes. Entretanto, permanece interessante como documentacgio. O
Capitulo 5 estabelece ainda o relacionamento de expressividade entre as classes, apresen-
tando a figura final dos resultados. Finalmente, nas conclustes, Capitulo 6, a discussdo

intuitiva sobre os resultados é retomada.
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Capitulo 2

Automatos Temporizados e

Universalidade

Autdmatos Temporizados (AT) [4] sdo interpretados sobre, ou aceitam, palavras tempo-
rizadas infinitas. Uma palavra temporizada p, sobre um alfabeto finito de simbolos £, é
um par (5,7) onde & = 105 --- é uma seqiiéncia infinita de simbolosde L, e F =17y -~ -
é uma seqliéncia estritamente crescente de tempos de ocorréncia 7; € R.q', satisfazendo
a propriedade, ou condigio, de progresso: para todo f existe j tal que 7; > . Oca-
sionalmente, a0 considerar uma seqiiéncia 7, vamos nos referir ao tempo de ocorréncia
7o. Nesses casos, estaremos sempre assumindo 75 = 0. O conjunto de todas as palavras

temporizadas, ou linguagem universal, sobre um alfabeto T é denotado por Tt

Exemplo 1 A seqiiéncia (a, 3.1)(b,6){a, 6.2)}(b, 7.5) representa um prefixo finito de uma
palavra temporizada sobre o alfabeto {a, b}. O

2.1 Autdématos Temporizados

Informalmente, AT sdo a generalizagdo natural de w-autdmatos para o dominio temporal.
O autdmato possui um namero finito de reldgios, cujos valores crescem com derivada 1 com

a passagem do tempo. Cada transigao do autdémato é anotada com uma restricao sobre os

'R e Q denotam os conjuntos dos nimeros reais e racionais, respectivamente; R e R>p denotam os
reais maiores e maiores ou iguais a zero, respectivamente. O mesmo vale para os racionais. N denota o
conjunto dos niteros naturais {0,1,2,... }.

13




14 Capitulo 2. Autdématos Temporizados e Universalidade

valores de cada relégio e uma trajetdria pode tomar uma transicdo apenas se os reldgios
satisfizerem a sua restricao. Uma transicio pode, ainda, zerar o valor de um conjunto
de reldgios apds ser tomada. Nas restrigdes, é importante notar, o valor de um relégio
pode ser comparado apenas contra constantes racionais e nao contra o valor de outros
relégios. Mais precisamente, dado um conjunto finito X de relégios, uma restrigdo de
reldgio & sobre X ¢ definida indutivamente pela gramética § := z < ¢|z > ¢| =61 | 61 Ads,
onde z € X ece Q.- O conjunto de todas as restricbes de relégios sobre X ¢ denotado
por &{X). Com isso podemos definir a sintaxe bésica dos autdmatos temporizados: uma

tobela temporizada é uma tupla T = (¥, Q, Qo, X, T}, onde
e ¥ ¢ um alfabeto finito de simbolos;

e (} é um conjunto finito de lugares;

Qo C @ é um conjunto de lugares iniciais;
e X é um conjunto finito de reldgios;

TCQxXxQxZx®X)x2* é um conjunto finito de transi¢des. Para a transicio

{g,¢',a,8,)\) do lugar ¢ para o lugar ¢’ sobre o simbolo de entrada a, & define
a restricdo a ser satisfeita e A define o conjunto de relégios a serem zerados. Nos
chamamos de Const(7'), o conjunto de todas as constantes que aparecem em alguma

restricao em 7.

Uma interpretagdo de reldgio para X é uma funcdo de X em Ryy. Um estado de T
temn a forma (g, v), onde ¢ é um lugar e v é uma interpretacdo de reldgio para X. Para
t € R, nds escrevemos v + ¢ para a interpretacao de reldgio que mapeia cada reldgio x em
v(x) +t. Uma interpretacéo de relégio v para X satisfaz uma restrigio de relégio ¢ sobre
X se ¢ é satisfeita quando cada reldgio x é substituido por v(z) em 4.

Uma segiiéncia de estadosr de T é representada por um par (G,7), onde § = gog1g2 - - -
¢ uma seqléncia infinita de lugares de () e T = vy, --- € uma seqiiéncia infinita de
interpretagdes de relégio para X. Uma seqgiiéncia de estados r = (¢,7) de 7 € uma

trajetéria de T sobre uma palavra temporizada p = (G,7) se

e gy € Gy, e 1y(z) = 0 para todo z € X;
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e para todo ¢ > 1, existe uma transicio e = {g;—1,¢;, 04,0, A) € T tal que, (¥ju1 + 75 —
Ti—1) satisfaz &, e v;(x) = 0 se z € A, caso contrdrio () = v;_1(z) +7; — T;.1. Esta

transicao e é chamada de a -ésima transicéo de 7.

Um autémato Bichi temporizado (ABT) A é uma tupla (Z,Q,Qe, X, T, F), onde
(¥, Q, Qo, X, T) é uma tabela temporizada e F C Q € o conjunto de lugares de aceitacio,
ou lugares finais, de 4. Dada uma trajetéria r = (g, 7) sobre uma palavra temporizada
p = (&,7), seja inf{r) o conjunto de lugares que ocorrem infinitas vezes em 7, inf(r) =
{s€ @ |Vidj(j >, s=gq;)}. A trajetéria r é de aceitagdo se inflr) N F # 0. Finalmente,
a linguagem aceita por A, L{A), é o conjunto de todas as palavras temporizadas p € Tt
tais que A possui uma trajetoria de aceita¢do r sobre p. Note que, da maneira como
foi definido, um ABT é ndo-deterministico, pode possuir incontiveis trajetdrias sobre
uma mesma palavra temporizada. A palavra é aceita se pelo menos uma trajetéria for
de aceitacao. Usaremos fonte caligrafica, ABT, para designar a classe, ou conjunto, de
linguagens aceitas por algum ABT. O mesmo valerd para as subclasses de ABT definidas

daqui por diante.

Figura 2.1: Expressando a propriedade de resposta limitada convergente com ABT

Exemplo 2 O ABT A; na Figura 2.1 expressa a propriedade, ou linguagem, de resposta
limitada convergente: “simbolos a e b se alternam e, a partir de um instante, a diferenca
de tempo entre um ¢ e o b subseqiiente é sempre menor do que 2 unidades” [4]. Nas
figuras, os lugares iniciais sao indicados por uma seta sem origem, os lugares de aceitagio
por um circulo duplo e as transigdes sdo anotadas com “g, d, A”, de forma que, se omitidos,
§ = true e A = §; se o estiver omitido significa que hd uma tal transigdo para cada simbolo
em £. A linguagem aceita por Ay é {({ab)*,7) | ZVi[(J = ©) = (72 < mj-1 + 2)1}
Dado o prefixo de palavra temporizada definido no Exemplo 1, dois possiveis prefixos
finitos de trajetérias de Aq sobre ele sdo: (¢1,0)(ge, 3.1)(¢1,6)(g2,6.2)(q1, 7.5) e (g1, 0)(ge,

31)(‘?1:6)(‘]316)(@"43 13) g
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Determinismo. Dada uma tabela temporizada 7 = (£, Q, @, X, T), um lugar g € Q
& deterministico se dadas quaisquer duas transi¢bes distintas sobre ¢ mesmo simbolo,
{q,q1,0,61, A1) e {g,G2,0a,89, Aa) em T, 6; A §, nio é satisfativel. Um conjunto B C Q
de lugares € deterministico se todos os lugares em R sdo deterministicos. Um ABT
(£,Q,Q0, X, T, F) é deterministico (ABTD) se |Qs] = 1 e @ é deterministico. Essa res-
tricio implica na propriedade de que todo ABTD tem, no maximo, uma trajetéria sobre
qualquer palavra. Em alguns momentos serd interessante garantir que o autdémato tera,
pelo menos, uma trajetoria sobre qualquer palavra, o que é implicado pela definigdo se-
guinte. A tabela temporizada 7 é dita completa se dado gualquer estado (g, v) e qualquer
simbolo ¢ € X, existe uma transi¢io (¢, ¢, a,d:, A1) € T tal que v satisfaz §;. Note que
dado um ABT (ABTD) qualquer, podemos sempre obter um outro ABT (ABTD) com-
pleto, que aceita a mesma linguagem. Basta criar um novo lugar, ndo final, com uma
transicdo irrestrita para si mesmo e criar, para cada lugar original e para cada simbolo,
uma transigdo para este novo estado. Para ABT, essas transicdes sdo irrestritas; para
ABTD, as restrigbes devem ser a negagao da disjuncdo das restricoes das transiges, sobre

o mesmo sfmbolo, do estado em questao.

Segmentos e Concatenacao. Usaremos as seguintes defini¢coes naturais para segmen-

tos e concatenacdo de palavras temporizadas. Dada uma palavra temporizada p = (3, 7):
e 0 seu prefixo finito de tamanho 4, ¢ > 1, é denotado por p;;

® o, ¢ > 1, denota a palavra temporizada que é o sufixo de p, da posigdo i em
diante, com os tempos de ocorréncia ajustados. Mais formalmente, py) = (o, 7)

! .
onde 0 == Oppi1, Ty = Teaim1 — Tim1, £ 2 1;

o dados também j, k£ > 0, p;;x; denota a palavra temporizada finita que é o segmento
de p da posigdo j até a posicdo k, inclusive: pjx = pj_;,; onde o' = ppy). Se k < 4,

entao pj;y € a palavra temporizada vazia.

Por fim, dada uma palavra temporizada finita p de tamanho 7 e uma palavra temporizada
p, " = p- ¢ denota a concatenagdo delas, quer dizer, pf = p e pf,,) = p'. Defini¢des
analogas a essas valem também para seqiiéncias de estados finitas, segmentos e conca-

tenacdo de seqiiéncias de estados.
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2.2 Hierarquias Aritmética e Analitica

Nesta secdo nds abordamos sucintamente algumas defini¢cdes e propriedades das hierar-
quias aritmética e analitica. Uma introdugdo abrangente sobre as hierarquias pode ser
encontrada em [46]. Qutras boas referéncias sdo [44, 31]. Vale a pena citar, também, uma
aplicagdo recente e muito interessante das hierarquias na teoria de NP-completude [32].

Uma relagao H C N¥ & recursiva se existe uma médquina de Turing (MT) que, para
qualquer entrada (x1, 23, . . . , Z), sempre pdra, aceitando se e somente se {(zy, Za,...,Tz) €
H. Cada nivel das hierarquias possui uma classe existencial e outra universal. A pri-
meira classe existencial da hierarquia aritmética é denotada por ¥%. Um conjunto, ou
problema, S C N pertence a I se existe uma relacdo recursiva H C N? tal que
S = {z € N{3nH(n,z)}. Usaremos a notagdo simplificada H{zy,zo,..., ;) para in-
dicar {x,%s,...,2;) € H, como nesta definicio anterior. A primeira classe universal é
denotada por TI}. Um conjunto S C N pertence a II° se existe uma relacdo recursiva
H C N? tal que S = {r € N|VnH(n,z)}. Com essas definicdes, S € I1? se e somente se
S € %9 onde S é o complemento de S. As classes L0 e TI? sdo, exatamente, as classes de
conjuntos recursivamente enumerdveis e co-recursivamente enumeraveis, respectivamente.
Sua intersegdo A = LINTI? ¢ a classe dos conjuntos decidiveis, ou recursivos.

Os niveis seguintes da hierarquia aritmética sao obtidos considerando a alternancia de
quantificadores, mas ndo aparecerio nesta tese. Damos duas definigbes como exemplos. A
classe existencial do segundo nivel, £, é obtida com ZnVYmH (n, m, z) e a classe universal
do terceiro nivel, 113, com VndmVoH(n, m,0,z).

A hierarquia analitica é definida sobre relagbes recursivas ndo apenas entre nimeros
naturais, mas entre nimeros e funcdes naturais. A defini¢io a seguir usa o conceito
tradicional de MT com ordculos, que é mais simples. Entretanto, é possivel definir a
hierarquia com MT comuns, sem oraculos [46]. Seja F o conjunto de todas as fungbes de
N em N. Uma relagio H C F7 x N? § recursiva se existe uma MT com j oraculos que,
para qualquer entrada (z:,z»), usando ordculos fi, fa, ..., f;, sempre péra, aceitando se
e somente se {fi, fa,..., fj, z1,72) € H. Note que a MT néo possui oriculos fixos, como
no conceito de computacgao relativa a oraculos. Os orédculos, ou fungdes, nesse caso, sao
também parémetros de entrada.

Um conjunto S C N pertence a ¥} se existe uma relacdo recursiva H C F x N? tal

que S = {z € N|3fVnH(f,n,z)}, onde f é uma varidvel de fungdo e n uma varidvel
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numérica. As classes I}, ¥} e I} sio definidas analogamente, com VfanH(f,n,z),
3fVe3InH(f, g, n,z) e Vf3gVnH(f, g,n,x), respectivamente, onde f e g sdo varidveis de

funcao.

2
rd EO
Decidivel X. X ------ Aritmético X X - Analitico
* ‘\__/H -completo /
: Hg IT}-completo
: v ’ IT}-completo

1
. ITy ,
I}

Figura 2.2: Topologia das Hierarquias Aritmética e Analitica

A Figura 2.2 apresenta a topologia das hierarquias. As seguintes propriedades, que

valem também para a hierarquia analitica, merecem nota:

e Os Teoremas das Hierarquias [46] mostram que elas ndo colapsam. Para todo n,

20 N T12 é subclasse propria de £° e de T2, e é superclasse prépria de ©9_, UTIS_;

e Existem conjuntos completos para todas as classes, segundo a definicdo seguinte.
Dados dois conjuntos A, B C N, A pode ser reduzido a B, A <,,, B, se existe uma
funcdo recursiva f: N — N, tal que z € 4 se e somente se f(z) € B. Seja € C 2%,
Um conjunto S C N é C-dificil se para todo R € C, R <,, S. Por fim, S é C-completo
se § é C-dificil e § € C;

e Um conjunto S é L2-completo (dificil) se e somente se S é TI2-completo (dificil);

o As intersegdes A2 = 2 NTIC ndo possuem conjuntos completos. Para todo S € AL,
existe S* € Al tal que §' £, S
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2.3 Universalidade

Um ABT A é universal se L{.4) = £'. A maneira mais natural de refinar a defini¢io de

universalidade, e que se aplica genericamente a qualquer tipo de autémato, é
Para tode palavra p, eriste uma trajetéria de aceitacdo de A sobre p. (2.1)

A se¢do seguinte ird mostrar como obter, trivialmente, um algoritmo I1; diretamente a
partir dessa defini¢do natural. N&o se pode excluir, é claro, a possibilidade de que a
universalidade tenha alguma outra definicdo, talvez fazendo uso de alguma propriedade
especifica de AT, que se revele uma melhor abordagem para a solucido da questdo do
seu grau de indecidibilidade. Veremos, porém, que essa abordagem natural revela uma
questdo de fundo pelo menos tio interessante quanto a original. E sobre essa questdo de

fundo que, efetivamente, as subclasses definidas nos capitulos seguintes ir&o tratar.

2.3.1 U,,. pertence a I1}

Seja By, By, ... uma indexacio recursiva de todos 0s ABTs. Por isso queremos dizer: B; é
um ABT, para todo 7; para todo ABT A, existe i tal que B; == A; e existe uma MT que,
dado um natural n qualquer, escreve na fita uma descricdo de B, e para. Note que a sintaxe
de um ABT pode ser descrita finitamente sem problemas, pois todas as constantes nas
restrigdes de relogio sdo racionais. A existéncia de uma indexagéo recursiva é essencial para
a obtencao de cotas superiores nas hierarquias, para problemas sobre qualquer formalismo.
Isso pode parecer 6bvio, mas merecerd ser mais discutido nos préximos capitulos. O
problema da universalidade, visto agora como um subconjunto dos naturais Uspr C N,

pode ser refinado como
Uspr = {z € N [Vp & Z* (3r[r é uma trajetéria de aceitagio de B, sobre p])}. (2.2)

O primeiro passo na direcdo de refinar essa definigdo até um algoritmo I3 é notar que
basta considerar somente palavras temporizadas racionais. Seja I™* C X' definido como

" = {(F,7) € ' | 7; é racional, para todo 7 > 1}.

Lema 1 Seja A = (X,Q,Q0, X, T, F) um ABT. Dada p = (5,7) € I!, eziste ¢/ =
(0, 77) € T tal que p € L{A) se e somente se f/ € L(A).
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Prova. A palavra p' pode ser definida indutivamente exatamente como na prova do
Teorema 3.17 em [4]. Com essa definicio, para toda trajetéria de 4 sobre p haverd uma
trajetoria de A sobre p/ que segue as mesmas transigbes, e vice-versa. Repetimos aqui a
definicdo para efeito de completude. Seja £ < 1 uma constante racional tal que para todo
c € {Const(T) U {1}} existe um natural m, tal que ¢ = me. Se 7; = 7; + me para algum
0 < j < i e algum natural m, tome 7; = 7} + me. Caso contrério, escolha um racional 7/
tal que (77 — 7;) < me se e somente se (7; ~ 7;) < e para todo 0 < j < ¢ e para todo

natural m. Tal escolha é sempre possivel. O
Com isso, temos
Uwpr = {2 € N |Vp € " (3r[r é uma trajetéria de aceitagio de B, sobre p])} (2.3)

e podemos agora substituir, naturalmente, o quantificador universal sobre palavras tem-
porizadas racionais, da definicio (2.3), por um quantificador universal sobre uma funcéo
natural. Para isso, seja ¥ = {ag,01,...,04-1} 0 alfabeto do autdmato. Definimos duas
funcbes d; : F — ¥ e dy : F — Q¥ tal que: para toda f € F, do2(f) é uma seqiiéncia
estritamente crescente de tempos racionais (a condicdo de progresso serd verificada no
algoritmo); e dada qualquer (7,7) € X7, existe uma f € F tal que d1(f) = T e
do{f) = 7. A definicdo faz 01 = a5(0) (mod k): T2 = Gf(3) (mod &), € assim por diante; e
no={f()+1/(f(2)+1), m =7+ (f(4)+1)/(f(5) + 1), e assim por diante. Dada
f €F, sejadi(f}) =7 e da2f) =7, onde para todo ¢ > 1

® 07 = Qf(3(i~1)) (mod k}» €
o n=r+{[(fB(I -1+ 1))+ 1/[(fB3(-1)+2)) + 1]}
De maneira similar, para seqiiéncias de estado do autémato, considere funcdes ds; e dy

para codificar seqiliéncias de lugares e seqiiéncias de interpretacoes de reldgio.

Teorema 1 U,gr € I13.

Prova. Considere uma MT, Mpg,, com um ordculo. My, aceita um dado par (i, j) € N?
se e somente se 7; > 4, onde 7; é obtido com consultas ao ordculo de acordo com d». Seja
H, C FxN? uma relacdo tal que {f,1,j} € H se e somente se My, , com ordculo f, aceita
o par (i, j). Considere outra MT, My,, com dois ordculos que, dada a tupla (i, j, z) € N3,

executa a seguinte segiiéncia de passos:
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1. Se j < i, entdo rejeita;

2. Consulta o primeiro oriculo, de acordo com d; e do, obtendo a palavra temporizada

finita p = (7,7);;

3. Consulta o segundo ordculo, de acordo com ds e dy, obtendo a seqliéncia de estados

finita r = (g, 7);;
4. Obtém a descricdo do autdmato B, = (&, Q, Qo, X, T, F), a partir de z;

5. Verifica se r é uma trajetdria finita de B, sobre p, ese g; € F. Se sim, entdo aceita;

sendo rejeita.

Tome H, C F? x N3 como sendo a relacdo tal que (f, 9,4, J,z) € H, se e somente se My,

aceita a tupla (7, j, z), com ordculos f e g. Temos entdo que

Usando o algoritmo de Tarski-Kuratowski [46], podemos encontrar automaticamente uma

relacdo recursiva H, a partir de Hy e Hy, tal que Uspr = {2 |V f3gVn H{f,g,n,2)}. O

Apresentamos agora a questdo de fundo & qual nos referimos anteriormente. Dois
pontos merecem atencdo na definicio (2.4). O primeiro é que as varidveis de fungéo f
e g codificam, respectivamente, palavras temporizadas e trajetérias do autdomato. Quer
dizer, os quantificadores sobre fungdes no algoritmo I1; séo interpretados sobre palavras
e trajetérias, exatamente como na definicdo natural (2.1). O segundo ponto é que o
predicado entre colchetes é aritmético, usa apenas quantificadores sobre ndmeros e ndo
sobre fungbes. Ele afirma, dadas a palavra temporizada codificada por f e a trajetéria
codificada por g, que “g é de aceitacdo e que ¢ mesmo sobre a palavra f, quando f
respeita a condi¢do de progresso”. Na préxima secdio, veremos que Uupe é TIi-dificil, o
que significa, entre outras coisas, que o quantificador universal sobre fun¢io nfo pode ser
evitado; quer dizer, qualquer algoritmo para o problema terd um quantificador universal
sobre func¢fo. Se fixamos essa abordagem natural que interpreta a funcéo do quantificador
universal como codificadora de palavras temporizadas, a questio de saber se o problema
da universalidade tem ou ndo um algoritmo TI} se reduz & questdo de fundo: dada a

palavra temporizada codificada por f, é possivel afirmar, usando apenas quantificadores



22 Capitulo 2. Autdmatos Temporizados e Universalidade

sobre numeros, que “existe um trajetoria g, que g é de aceitacdo e que € mesmo sobre a
palavra f, quando f respeita a condicfo de progresso”? E ou nio possivel prescindir do
quantificador existencial sobre funcéo?

Essa questdo merece, também, ser elaborada & luz da discussio intuitiva ensejada na
Introducio. Um algoritmo parametrizado, dada a palavra codificada por f, a cada vez
que é executado, d4 um nudmero finito de passos e péra. E claro, a cada execucéo ele
pode, consultando o ordculo, “enxergar” apenas um prefixo finito da palavra. Ele pode,
também obviamente, simular todas as possiveis trajetédrias finitas do autémato sobre o
prefixo finito da palavra que enxerga. A questdo, entdo, € saber se existe algum conjunto
de informacoes finito que, sendo produzido pelo algoritmo a cada execucgao a partir do
que ele enxerga, possa, através de quantificacdo sobre ndmeros, afirmar que “existe uma
trajetoria g de aceitacdo sobre f7. Em outras palavras, é possivel afirmar que existe a
trajetéria infinite a partir de algum conjunto de informagdes finifo? Arvores Safra sio,
justamente, uma estrutura de dados finita que responde afirmativamente a essa questao
para w-autdmatos, mas que falha para ABTs, como serd visto na secdo 2.4.1. Também,
os capitulos 3 e 4, do ponto de vista dessa discussio, mostram é possivel obter restri¢Ges
sintaticas simples sobre a definicio de ABT que impoOem restricbes as trajetdrias dos
autématos, de forma que é possivel obter facilmente tal estrutura de dados finita. Mas

essa facilidade, nesses casos, traz consigo a redugéo da expressividade dos autématos.

2.3.2 U,,. ¢ IIj-dificil

Em [19], o problema de decidir se uma MT n&o-deterministica possui uma computagio
infinita, sobre a fita vazia, que visita o estado inicial da mdquina infinitas vezes, é de-
monstrado Ti-completo. No artigo de Alur e Dill [4], o complemento de um problema
equivalente a esse é reduzido A universalidade de ABTs, estabelecendo que Uygr é T15-
dificil. Vamos rever essa reducio.

Uma MT de 2 contadores nao-deterministica M consiste de uma seqiiéncia de k ins-
trugdes e dois contadores, C' e D. H4 6 tipos de instrugdes (nfo é necessdrio, nesse caso,
uma instrugao de parada): (a) incrementar C e pular ndo-deterministicamente para ins-
trucdo z ou y; {b) decrementar C e pular ndo-deterministicamente para instrucdo z ou
y; (¢) se C = 0 pular para a instrugdo z, caso contrario pular para instrugéo y; (d), (e) e

(f) sdo analogas &s anteriores, trocando C por D. Uma configuracdo de M é uma tupla



2.4. Dire¢des de Investigacdo 23

(i,¢,d), onde ¢ e d sdo os valores correntes dos contadores, e ¢ € a instrugdo a ser execu-
tada. Uma computacde de M é definida, de forma tradicional, como uma seqiiéncia de
configuragbes consecutivamente relacionadas comegando com (1,0,0). Uma computagio

é recorrente se a instrugao 1 é executada infinitas vezes. Defina a linguagem temporizada

L sobre o alfabeto {b,bs,..., bk, 1,02} tal que (3,7) € L se e somente se:
1. 7= b0 af b,a%a® . .., onde (i1, ¢1,dy)(ig, Ca, dp) . . . € uma computacio recorrente
de M;

2. Para todo j > 1:

(a) by; ocorre no tempo j;

(b) se ¢j+1 = ¢;, entdo para todo a; no tempo ¢ € (j, 7 + 1) existe um a; no tempo
t+1;

(¢) se ¢j41 = ¢; + 1, entdo para todo a; no tempo ¢ € (j + 1,7 + 2) existe um oy

no tempo ¢ — 1, exceto para o ultimo ai;

d) se ¢ju1 = ¢; — 1, entdo para todo a; no tempo t € (j,j + 1) existe um a; no
3 7

tempo t + 1, exceto para o ultimo aq;

(e) as mesmas condigdes de (b), (c) e (d), trocando a; por as, e ¢ por d.

A linguagem L nido pode ser aceita por um ABT, mas a linguagem complementar, L,
sim. Ela é uma disjuncio de virias linguagens temporizadas simples, que podem todas
ser aceitas por ABTs?. A unido disjunta de todos esses ABTs é universal se e somente se

M ndo possui uma computagao recorrente [4].

2.4 Direcoes de Investigacao

Para completar a revisao de resultados da teoria de ABTs faltou abordar as propriedades
de fechamento das duas classes ja vistas. As classes AB7 e ABT D sio fechadas por unido
e intersecdo, mas ndo por complemento [4]. Para AB7 D, os problemas de ndo-vacuidade,
universalidade e inclusdo de linguagens sio PSPACE-completos [4]. Para ABT, como

vimos, ndoc-vacuidade é PSPACE-completo, mas universalidade e inclusdo de linguagens

?Na secdo 3.3 serdo dados exemplos dessas linguagens e seus respectivos autdmatos, para o caso quase
determinfstico.
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sdo indecidiveis, estdo em IT} e sdo IIi-dificeis. A Figura 2.3 ilustra o relacionamento de
expressividade entre essas classes, trazendo ainda a complexidade da universalidade. Ela

aparece aqui para efeito de comparacéo com a figura final no Capitulo 5.

(ABT (113, T -dificil) B

ABTD (PSPACE-completo)

Figura 2.3: Relacionamento entre as classes de ABT

As quatro possibilidades, j& mencionadas na Introducfo, para o grau de indecidibili-

dade de Uy, estdo indicadas na Figura 2.2:
1. Possui algoritmo II}; portanto é ITi-completo; |
2. Nao possui algoritmo I}, mas possui algoritmo 23;
3. Nao possui algoritmo I}, mas também ndo é I13-dificil;
4. B TIi~dificil; portanto é ITi-completo.

O problema esté provadamente dentro de II; e fora de =} (por ser ITi-dificil). A seguir
apresentamos alguma discussdo, novamente ainda intuitiva, sobre algumas abordagens na
tentativa de baixar a cota superior ou elevar a cota inferior do problema. A secdo 2.4.1,
entretanto, apresentara mais rigorosamente uma dessas abordagens.

Um ABT nio é capaz de simnular uma computacéo de uma MT de dois contadores.
Para fazer isso, ele precisaria, por exemplo, de relégios com derivadas distintas e possibi-~
lidade de comparacgdo de valores entre relégios [24]. Note que na redugdo da segdo 2.3.2
0 autdmato € universal se ndo existe uma computacio de uma certa MT. Ele aceita toda
palavra que ndo codifica uma computacio da MT. Mas, essencialmente, a palavra tempo-
rizada € que traz a computagio da MT. O aparente poder de simulacéo do autémato vém,

na verdade, da palavra. De uma certa forma, no que se refere a simulagio da computacio
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da MT, o autdmato é passivo na reducfo. Isso também pode ser colocado da seguinte
forma. A complexidade que o conjunto de trajetérias nao-deterministicas do autémato
apresenta, sobre uma dada palavra, vem da complexidade da palavra e nio da aparente
capacidade de computacio do autdémato por seus proprios meios. Essa observagdo é im-
portante numa tentativa de se obter uma reducio similar & da secio 2.3.2, mas para

13-dificuldade, como discutido a seguir.

Nos artigos [14, 50], onde é demonstrada a I1}-dificuldade da universalidade para w-MT
nao-deterministicas e w-autématos infinitos recursivos, a abordagem nao € por redugao
a partir de outro problema j4 I1}-dificil, mas diretamente por uma reducdo genérica a
partir de um problema II3 qualquer. Se um conjunto estd em II3, entdo ele possui um
algoritmo, ou definicio, do tipo {z € N|Vf3g¥nH(f,g,n,2)}. Naquelas redugoes, a
funcio f € codificada na entrada, ou melhor, pela palavra infinita no caso de w-autématos,
e pelo conteido da fita infinita de entrada no caso de w-MT. A entrada é reservada
exclusivamente para codificar a fungio f. As computacdes nao-deterministicas da w-
MT e as trajetérias nao-deterministicas do w-autdmato, cabe o papel de codificar, ou
representar, a fungdo g. O algoritmo funciona, intuitivamente, da seguinte forma. Dada
a fita de entrada, a w-MT simula todas as possiveis computagdes da MT My (a MT
subjacente & relagdo recursiva H) na tentativa de identificar a existéncia da funcio g.
A simulacio é feita de forma parametrizada, como ja foi discutido, mas o fato é que a
informagao da fita de entrada apenas codifica f e ndo é usada para estimular a simulagio
realizada pela w-MT. De uma outra maneira, nessa abordagem de redugéo, a entrada deve
estar livre para codificar a funcéo f, e a existéncia da funcdo ¢ tem que ser verificada
pela simulagdo de My, pelo formalismo em questdo, por seus prdprios meios. Por essa
razdo, definitivamente, uma generalizacao trivial dessas idéias para o caso de ABTs esta
descartada. Evidentemente, essa ndo é a unica abordagem para tentar mostrar a II}-
dificuldade de U,pr, porém podemos considerar, sempre intuitivamente, que qualquer

outra solugdo seria, em algum sentido computacional, equivalente 3 essa.

Soa bem mais simples uma tentativa de demonstrar a Zl-dificuldade de U,y+, redu-
zindo a partir de conjuntos do tipo {x € N{3fVnH(f,n,z)}. Isso seria uma maneira
de demonstrar que o problema nio pode possuir algoritmo ITI;. Em comparagio com a
reducéo da Secfo 2.3.2, precisariamos obter um ABT que fosse universal se e somente se

aquela MT possui uma computacao recorrente. O que parece dificultar essa tentativa €
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uma obviedade, a natureza “universal” da quantificagdo na definicdo do problema da uni-
versalidade. Depois do problema resistir a diversas tentativas, ficou a seguinte impressio:
se o problema pudesse ser demonstrado ¥:-dificil, poderia também ser demonstrado I13-
dificil; se fosse possivel obter um algoritmo X3, seria possivel também obter um algoritmo
11}, Nos dois casos, o quantificador existencial parece inécuo para Usp-.

Os capitulos seguintes suportam a argumentacao de que seja qual for o grau de indeci-
dibilidade de U,gr, ele serd surpreendente do ponto de vista da expressividade temporal.
A direcio de investigagao foi definir subclasses de AB7 e nao superclasses, o que também
poderia trazer propriedades interessantes sobre ABTs e nova luz sobre o problema. A

razdo da escolha é a conjectura que fazemos:

Conjectura 1 Se U,,, € completo para alguma classe, entdo é I11-completo.

2.4.1 Arvores Safra e Autématos Temporizados

Uma leitura desta sec@o pode ajudar o entendimento da dificuldade envolvida na questo
central da tese, e pode ajudar a colocar em perspectiva os resultados dos capitulos se-
guintes. Porém, o que serd visto aqui ndo serd usado naqueles capitulos; seu maior valor
é como documentacio.

Arvores Safra sio uma construcio usada para obter um w-autdmato deterministico
{(do tipo Rabin) equivalente a um dado w-autémato nao-deterministico do tipo Biichi. A
definicdo da drvore, que ndo € muito simples, e uma excelente explicagdo intuitiva do seu
funcionamento, podem ser encontradas em [47, 48]. A defini¢do da drvore para ABT,
que consideramos, é a mesma que a usada em [47, 48], igualando o que é chamado de
“state” naqueles artigos ao que chamamos de estado aqui. Nesta se¢do nos limitaremos a
apresentar um contra-exemplo, um ABT e uma palavra temporizada, tal que o algoritmo
[T} natural usando drvores Safra falha. Apontaremos a propriedade que leva A falha, sem
contudo entrar nos detalhes da definicfo da drvore que, na verdade, nao sdo importantes;
daremos apenas alguma intuicio sobre as drvores.

Cada estado do w-autémato obtido na construcéo é uma arvore Safra numa forma
normal. Cada né de uma arvore Safra é um subconjunto dos estados do w-autdmato
original, e pode estar colorido de branco ou de verde. O autémato obtido tem um nimero

finito de estados, essencialmente, porque a altura da arvore € limitada, na definicdo, pelo
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nlimero de estados do autdmato original, que é finito. No autémato deterministico ob-
tido, cada palavra possui apenas uma trajetoria, que podemos imaginar como sendo uma
seqiiéncia infinita de arvores Safra. A trajetéria € de aceitagio se existe um nd, cha-
mado de recorrente, que é colorido de verde infinitas vezes na seqiigncia. Um algoritmo
I} para U,gr, usando arvore Safra, ndo precisaria construir um novo autémato. O que
ele aproveitaria da construcido é a funcio de transicdo que transforma uma arvore em
outra, dado o simbolo seguinte e seu tempo de ocorréncia. O algoritmo teria a forma
{z e N|\Yf{(Vi3iH,(f,i,7)) = GpViFjH(f.p,1,j,2)) ] }, onde f codifica a palavra tem-
porizada, o natural p indica um né da arvore e a MT My aceita se j > ¢ e a j-ésima
arvore de Safra de B, sobre a palavra codificada por f possui o né p colorido de verde.
A drvore é definida de forma que o limite na sua altura implica na existéncia de
tal né recorrente. No caso de ABT, o espaco de estados é incontivel, portanto ndo ha
em principio um limite para a altura da arvore e nem, consegiientemente, a garantia da
existéncia de um né recorrente. Entretanto, isso é um resultado a se demonstrar. De fato,
para que nio haja um né recorrente, um ramo da arvore tem que crescer indefinidamente,
sendo infinito no limite. A intuicdo é que a seqiiéncia de drvores Safra procura ir podando
as ramificagbes nas trajetorias de aceitagdo para tentar chegar a uma situacdo em que as
trajetérias que restam “parecem” ser todas de aceitacdo. Esse é o momento em que um
né é colorido de verde. Esse procedimento € repetido recursivamente para todos os nos.
Apresentamos agora a propriedade que leva i falha. Seja A = (£,Q,Q, X, 7, F) um
ABT e p uma palavra temporizada. Primeiro notamos que dois estados distintos (g, v)
e (¢',V') s8o considerados eguivalentes, se ¢ = ¢' e para todo z € X, v(z) = V'(z) ou
v(z) > b e /(z) > b, onde b é a maior das constantes em Const(7). O autémato no é

capaz de diferenciar dois estados equivalentes. A propriedade é a seguinte:

e Toda trajetéria de aceitagdo r = (g, 7) de A sobre p é tal que:

— A trajetéria r bifurca infinitas vezes, pelo nio-determinismo de A, em tra-
jetérias que ndo sdo de aceitagdo; quer dizer, para todo i, existe j > 7 tal que
existe uma trajetéria 77, que ndo é de aceitagio, e que é igual a r até a posi¢ao

J> ou seja, r} = r;;

— Essas trajetérias so todas disjuntas (nunca duas confluem); quer dizer, se

o # p, para todo k, k > o e k > p, o estado na k-ésima posiciao da trajetéria
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r? n&o é equivalente ao da trajetéria r?.

Dizemos que uma trajetéria r = (§,7), no instante {ou posi¢io)} i, estd no lugar £,
se ¢; = £. O fato de que o espaco de estados de um ABT ¢é incontdvel ndo é suficiente
para mostrar facilmente que essa propriedade anterior pode ser satisfeita. Para ver isso,
notamos que o numero de lugares e de transi¢cées no ABT é finito, de forma que a propri-
edade implica que para todo ¢, haverd um j > i, tal que para todo k& > j, havera algum
lugar ¢ tal que pelo menos ¢ trajetérias estardo dentro de #; no instante k. Para que
essas trajetdrias ndo confluam, os reldgios precisam manter valores menores ou iguais &
b. Para isso, como o tempo diverge, é preciso haver transigdes que zeram relégios, e essas
transigOes, intuitivamente, ndo podem ser tomadas simultaneamente por duas trajetdrias,
caso contrario as trajetorias acabardo confluindo em algum instante posterior. A questio
¢ a seguinte: é possivel garantir que duas trajetdrias nunca irdo confluir, sabendo que o
numero de trajetdrias aumenta monotonicamente e sem limite, que toda trajetéria pre-
cisa tomar, infinitas vezes, transicdes que zeram reldgios, e que o niimero de transigoes,
.relégios e lugares € finito? '

Por algum tempo julgamos que o algoritmo poderia funcionar, porque aguela propri-
edade ndo pode ser satisfeita em algumas situagoes. Por exemplo, se o alfabeto possui
apenas um simbolo. Entretanto € possivel encontrar um contra-exemplo, apresentado a

seguir, com dois simbolos, um relégio, dois lugares e cinco transigdes.

O Contra-exemplo

A Figura 2.4 apresenta 0 autdmato Agsa. Listamos abaixo algumas propriedades desse
autémato que podem ser verificadas sem dificuldade. Em seguida definiremos a palavra

temporizada p = {T,7) que completa o contra-exemplo.

o Agra 6 universal. Toda palavra possui trajetdria de aceitagfo pela transicdo do

lugar 1;
o Agra € completo. Nenhuma trajetéria termina por impossibilidade de transitar;
¢ O lugar 2 é deterministico, portanto nenhuma nova trajetoria é criada no lugar 2;

e A inica transigéo que zera o relégio z, no lugar 2, é a da direita; portanto a inica ma-

neira de duas trajetorias confluirem, se tornando uma s6, é tomando essa transicdo
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no mesmo instante. Note, também, que uma trajetdria, no instante que transita
do lugar 1 para o lugar 2, ndo pode confluir com alguma trajetéria que ja esteja
no lugar 2, porque ela chega com z zerado e todas as outras tomam, no mesmo

instante, a transicao de baixo, que néo zera z.

Figura 2.4: Contra-exemplo para o algoritmo I} baseado em &rvores Safra

A seqiiéncia de tempos de ocorréncia 7 é dada pela série harménica tradicional, ou
seja, Ti = Ti-1 -+ 7, que é divergente. A seqiiéncia de simbolos T ¢ do tipo (a*h)“ e os
primeiros dez simbolos s@o ababaaabaa. A Figura 2.5 ilustra as trajetérias finitas de Agpa
sobre py; 10 Apbs o décimo simbolo, as trés trajetérias no lugar 2 possuem os seguintes
valores aproximados para o relégio x: 0,211111; 0,845635 e 0,336111.

Uma nova trajetdria serd criada a cada vez que ocorrer um simbolo . O objetivo
é definir o restante de p de forma que nenhum par de trajetérias tome a transicdo da
direita simultaneamente. O primeiro-fato importante a observar é garantido pela série
harmonica. Como o reldgio s6 é zerado no instante em que ocorre um simbolo, a diferenca
entre os valores de x para duas trajetdrias distintas no lugar 2 é sempre maior do que
0 tempo até a ocorréncia do proximo simbolo. Com isso, apés um simbolo b, podemos
adicionar quantos simbolos a forem necessarios antes de escolhermos adicionar o préximo
b, porque hi a garantia de que somente uma trajetéria por vez poderd tomar a transicéo
da direita (somente uma trajetdria terd seu relégio com valor maior do que 1).

Falta ver que sempre serd possivel adicionar o préximo b. A adi¢do de um b faz todas
as trajetdrias no lugar 2 tomarem a transigdo de baixo, que nao zera os relégios. O risco é
que, no g seguinte, duas trajetérias poderiam ser for¢cadas a tomar a transicdo da direita.
Porém, note que se ha £ — 1 trajetdrias distintas no lugar 2, se ordenarmos as trajetorias
pelo valor do reldgio «, havera sempre pelo menos um intervalo de tempo, entre os valores

1

de z na ordenagéo, de tamanho pelo menos ¢. Dessa forma, primeiro adicionamos a’s
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L
2k

série harménica possibilita. Depois adicionamos a’s até que a trajetdria cujo valor de «

até que a diferenca de tempo entre os simbolos da palavra seja menor do que o que a
definia o limite superior daquele intervalo mencionado seja aquela com o maior valor de z.
Feito isso, o proximo simbolo pode ser um b que, garantidamente, apenas uma trajetdria

tomara a transicdo da direita no a seguinte.

P Trajetérias de Agqprs sobre p
reeeemee?™

Estados todos distintos
apds cada simbolo:

Vm(i 3 j = " # v7)

]
t
¥
1

Figura 2.5: Trajetorias de Agag, sobre p
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Restricio Sintatica. Note que neste autdmato Agg, 0 lugar 2 e suas transigbes sao
indteis, ou desnecessarios; nenhuma trajetdéria de aceitacdo passa por ele. A mesma
linguagem, £, seria aceita se o removéssemos. Chamemos informalmente esse lugar e
suas transigbes, nesse caso, de elementos de sintaxe indteis. A pergunta que surge disso é
a seguinte. A propriedade que leva & falha do algoritmo baseado em arvores Safra pode
ser satisfeita somente quando o autémato possui elementos de sintaxe intteis? De outra
maneira, seria possivel satisfazer aquela propriedade obrigando que cada uma das infinitas
trajetorias que bifurcam da trajetéria de aceitacdo passem infinitas vezes por elementos
de sintaxe da frajetéria de aceitagdo?

Nao foi possivel responder afirmativamente & nenhuma das duas perguntas. Note
que se elementos de sintaxe indteis fossem necessirios, ento existiria um algoritmo IT}
da forma {z € N|Vf[(ViZjH\(f,i,7)) = (ZpIr3mvi3jH(f,p,r,m,i,5,z))]}, onde r
codificaria os elementos de sintaxe (lugares, transicGes ou mesmo apenas certas restrigoes
de relégio) que o algoritmo passaria a desconsiderar, a partir do instante m, na simulagéao

das drvores Safra de B, sobre a palavra codificada por f.
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Capitulo 3
Automatos Quase Deterministicos

Neste capitulo apresentaremos automatos temporizados quase deterministicos. A proprie-
dade essencial de autdmatos quase deterministicos, que se aplica genericamente a qualquer

tipo de w-autémato, é a seguinte:

Propriedade 1 Se uma trajetéria do autdomato € de aceitagdo, entdo ela contém um

numero finito de transicdes nao-deterministicas.

O conceito de quase determinismo foi introduzido na teoria de w-autdmatos [16, 47]
como uma maneira de se obter melhores cotas superiores para um problema de veri-
ficagdo probabilistica, onde um passo dos algoritmos é a construgio de um autémato
deterministico equivalente a um nio-deterministico. Para w-autdmatos, é possivel obter
um autdomato equivalente, quase deterministico, muito menor do que o deterministico,
e resolver a verificagdo probabilistica sobre ele com custo menor. Por causa dessa equi-
valéncia, do ponto de vista de expressividade, quase determinismo ndo é muito rico para
w-autdmatos. A situacio é mais interessante para ABT. Na secdo 3.1 mostraremos que
a classe de linguagens quase deterministicas é subclasse prépria de ABT. Depois disso,
veremos que podemos obter um algoritmo 1} para essa classe que ainda é I13-dificil.

A propriedade 1 pode ser forgada com a restricdo sintdtica natural seguinte. Para
uma tabela temporizada (£,Q,Q, X,T) e um conjunto S C @), seja Reach(S) C Q o
conjunto de todos os lugares s € () para 0s quais existe uma seqiiéncia si, Ss,..., Sk,
k> 1, tal que s; € S, s, = s e para todo 1 < i < k existe {s;,8141,0,9,A) em 7. Um
ABT (£,Q,Q, X, T, F) é quase deterministico (ABTQD) se Reach(F) é deterministico.

33
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Dois exemplos de ABTQDs sido os autdématos Ay e A; das Figuras 2.1 ¢ 3.1. O ABT A4,
da Figura 3.1 ndo é um ABTQD.

a,{z} o, {z} o
“"ﬂ'ﬂ‘ Gu-Bang
Aa o, {2}

Figura 3.1: Exemplo de quase determinismo e ndo-determinismo

Impor restri¢es sintédticas simples & defini¢cdo de ABT tem a vantagem de trazer, auto-
maticamente, dois resultados desejaveis para nossa argumentacao: a classe de linguagens
aceitas pelos autématos restritos é uma subclasse de ABT; e fica garantida a existéncia de

uma indexacio recursiva para os autématos restritos, o que sera discutido mais a frente.

Propriedades de Fechamento. A classe AB7 QD possui a mesma robustez de ABT
em relagdo a propriedades de fechamento. Ela é fechada por unifo e interse¢do, mas nio
por complemento. Dado um conjunto {C;,Cs, ... ,Cp} de ABTQDs, Ufm L{C;) é aceita
pela unido disjunta de C;,Cs,...,Cy, que é um ABTQD. Para ﬂf___l L{C;), nés notamos
simplesmente que a construgio do produto de [4, p. 197], usada para mostrar o fechamento
por intersegao para AB7T, quando aplicada sobre Cy,Cs, ..., Ck, gera outro ABTQD. Para
o ndo-fechamento por complementagio, notamos que o complemento da linguagem L{A,)
(Figura 3.1) ndo pode ser aceito sequer por um ABT. A demonstragdo € similar & do
Teorema 2. Intuitivamente, um ABT nao pode afirmar que nao existe um par de simbolos
separados por uma distdncia de exatamente uma unidade de tempo, porque possui um
nimero finito de relogios e pode haver qualquer nimero de simbolos num intervalo de
uma unidade de tempo. Veja discussdo relacionada em [4] e uma prova alternativa para
isso em [30].

Em [4] o ndo-fechamento por complementagdo de AB7 é obtido com uma demons-
tracao diferente, que vale a pena ser repetida aqui como exemplo do uso da classificacao
de problemas indecidiveis no desenvolvimento de uma teoria. A IT}-dificuldade de U,s;
implica na I1}-dificuldade do problema da inclusdo de linguagens. Dados ABTs C; e Cs,
L(Cy) € L(Cs) se e somente se L(C;) N L(C5) = @. Suponha que ABT ¢ fechada por

complementacio. Entdo, podemos mostrar facilmente que L(C;) € L(C;) se e somente
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se existe .4 tal que L(C;) N L{A) # 0 e L{C;) N L(A) = 0, tomando A como o autémato
que aceita m Mas entdo, como ABT ¢ fechada por intersecdo e ndo-vacuidade é
decidivel, ¢ como o conjunto de todos os ABTs tem uma indexacdo recursiva By, B, .. .,
o complemento do problema da incluséo de linguagens seria recursivamente enumeravel,
estaria em % 3k[L{C)) N L{B;) # O A L(Co) N L(By) = 0]. Mas isso é uma contradicao,

porque o complemento de um problema IIi-dificil ndo pode estar em 9.

3.1 Expressividade

O ABTQD A4, na Figura 3.1, aceita toda palavra temporizada sobre {a} tal que existe
um par de a’s separados por uma diferenca de exatamente uma unidade de tempo, quer
dizer, L(A;,) = {(a*,7) | 3i3j[(¢ < j)A(1; = 7: +1)]}. Embora L{4,) possa ser aceita por
um ABTQD, ela ndo pode ser aceita por um ABTD [4]. A razao intuitiva também é que,
como o numero de a’s que podem ocorrer num intervalo unitério é ilimitado, um ABTD
precisaria de um ndmero ilimitado de reldgios para reconhecer corretamente tal par de @’s.
Como um ABTD nio pode reconhecer um tal par, um ABTQD nio deve, intuitivamente,
ser capaz de reconhecer um ndmero infinito desses pares, caso contrario ele teria que
fazer isso deterministicamente a partir de um certo ponto. Ocorréncias infinitas desses
pares, entretanto, séo reconhecidas trivialmente pelo ABT 4, da Figura 3.1: L{A4;) =
(e, 7) [VEFiFi[lk <i< j)A (=7 + 1)}

Teorema 2 L{A;) € ABTQD.

Prova. A demonstragdo é por contradicio. Assuma que B = (£,Q,@o, X, T, F) é um
ABTQD e que L(B) = L{A;). Nés primeiro escolhemos um palavra temporizada especial
0 € L(As) e consideramos uma trajetéria qualquer de aceitagio r2 = (g2, 12) de B sobre
p*; depois nés perturbamos p* de acordo com 72, obtendo p®, e mostramos que B possui
uma trajetéria 73 = (g%, %) sobre £°, tal que ¢° = ¢>. A contradigdo é estabelecida quando
notamos que ps € L(As).

Seja n = |Reach(F)| e k = |X|. Seja Cp uma constante natural tal que Cp > 1 e
Cp > ¢ para toda constante ¢ € Const(T). Seja € < 1 uma constante racional tal que

para todo ¢ € Const(T) U {1} existe um natural m, tal que ¢ = me.
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z
20
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i | ] I tempo
¢ Cr Cye Cp4i f?-f-l Cylde
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Figura 3.2: Construindo a palavra p?

Para construir p° nés definimos duas palavras temporizadas finitas. Seja p° a seqiiéncia

el =
nE+L +0) 441, onde

de (nk+1) a’s igualmente espagados entre Cp e Cg+¢, ou seja, p’ = (a
70 = Cp + ui, para g = £/(nk + 2). A parte superior da Figura 3.2 ilustra p°. Dado um
lugar £ € Reach(F) e uma interpretagdo de relégio v, como Reach(F') é deterministico,
existe no méximo uma trajetéria finita (§,7)nee1 de B sobre p° tal que (go,v0) = (€, 1);
e, como ha k relégios, no minimo ((n — 1)k + 1) transicdes nesta trajetdria sdo tais que
nenhum reldgio é zerado pela dltima vez nelas. Além disso, como o valor de qualquer
relégio é maior que Cp quando o primeiro a ocorre, exatamente a mesma seqliéncia de
transicOes serd tomada para qualquer v, quando £ é fixo. Assim, existe um indice fixo j,
1< j < {nk+1), tal que para todo £ € Reach(F) a para todo v, nenhum relégio é zerado
pela tltima vez na j-ésima transicdo da trajetéria sobre p°, comegando em (£, v).

Agora, seja p' = (a™*%,71) 40 onde 7} = 70 para 1 < i < (nk+ 1), e 7L, =
77+ 1. Entéo, p* = (a*, 72) é a concatenacdo infinita de p', como ilustrado na Figura 3.2.
Formalmente, para todo ¢ > 0, sejam ¢ e i™ < {nk + 2) dois naturais tais que i =
i (nk+2)+i®. Com isso, 77 = %7}, , + 7. Note que, quando ™ > 1, o i-ésimo simbolo
de p? corresponde a um dos nk + 1 simbolos sniciais do prefixo p'. Quando ™ =0, o
i-ésimo simbolo de p? corresponde ao simbolo final de p*, que estd casado (separado por
uma distincia de exatamente 1 unidade de tempo) do j-ésimo simbolo de p'. Claramente,
p* € L(Ay). Obtemos p3, agora, perturbando p?.

Seja r? = (¢2,2%) uma trajetéria de aceitacio de B sobre p?. H4 ao menos uma tal
trajetoria porque nés propusemos L{B) = L{As). Seja f o menor natural tal que f™ =0
e q?f ¢ Reach(F). Note que 72 é deterministica da f-ésima transigao em diante. Também,
para qualquer natural ¢, se ¢ > f e ™ = 0, entdo para todo relégio z,  ndo é zerado pela

iiltima vez na (i -+ j)-ésima transicdo de r?. Quer dizer, ou x nio ¢ zerado na (i + j)-ésima
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transi¢do de 2%, ou, se for, entdo x é zerado na (i + j')-ésima transigio de r?, para algum
j', j < 7 < nk + 2. Informalmente, esta propriedade faz a trajetéria r* ser insensivel a
pequenas perturbagGes nos tempos de ocorréncia 77, parai > f e ™ = (.

Seja p* = (a¥,73) definida fazendo 77 = 77 — u/2 se i > f e ™ = 0, caso contrario
72 = 72, Assim, p® ¢ L(As). Nds podemos supor, sem perda de generalidade, que B é
completo. Seja r° = (¢3,13) a trajetéria de B sobre g° tal que (¢f,?) = (¢?, ) para
todo 4, 0 < i < f. Note que ha exatamente uma tal trajetdria, pois p; é igual a p, até o
f-ésimo simbolo, B é completo e r* tem que ser deterministica da f-ésima transigio em
diante.

3

Nés argumentamos que r® e 72 seguem exatamente a mesma seqiiéncia de transicdes,

o que implica ¢* = ¢*. A prova é por indugéo em 7. Para 7 > f, se a g-ésima transicdo de
r® é igual a g-ésima transicdo de 72 para todo ¢ < 7, entdo a i-ésima transicio de r3 e r?

sdo iguais. Seja n(h), h € {2,3}, uma abreviagdo para v ,(z) + 78 — 7_,. H4 dois casos:

1. {simbolos inicias) Se i™ > 1, entdo para todo z € X, ou 5(2) > Cg e 7(3) > Cg,
ou, (2) < egen(3) <eg;

2. (simbolos casados em p*) Se ™ = 0, entdo para todo z € X, ou 7(2) > Cj e
7(3) > Cp, ou para todo natural m: (i) n(2) < me se e somente se 7(3) < me e; (ii)
n{(2) > me se e somente se 1(3) > me. Lembre que qualquer constante em Const(7'}
é da forma me, para algum m, e que qualquer restrigdo bésica é da forma z < ¢ ou

T > ¢, para algum ¢ € Const(T).!

Os dois casos implicam que, para qualquer restrigdo de relégio § em T, (v +73—75,)
satisfaz 0 se e somente se (v?_, + 77 — 72, ) satisfaz §. Portanto, as i-ésimas transicdes de

r3 e de r? serdo idénticas. |

3.2 U, Pertence a II}

Seja A um ABTQD. Dado um oraculo para uma funcio f codificando a palavra tempori-
zada racional p, se hd uma trajetéria de aceitagio r = (§,7) de A sobre p, entdo, se é dado

um prefixo finito de r, (§,7);, tal que g; € F, entdo, como Reach({F) é deterministico, o

1A situagiio 17(2) = n(3) = me estd coberta por este caso mas, na verdade, ndo pode acontecer, por
causa da magnitude da perturba¢io introduzida em g°.
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restante de r € determinado unicamente por p; e pode ser construido parametricamente
por consultas ao oriculo. Como nds podemos codificar seqiiéncias de estados finitas
como nimeros naturais, podemos obter um algoritmo IT} para universalidade, Ussrqn, de
ABTQD.

Teorema 3 U,prop € 111,

Prova. Seja Ay, A;,... uma indexacgfo recursiva de todos os ABTQDs. Seja d; uma
funcdo mapeando nlimeros naturais em seqiiéncias de estados finitas. Considere uma MT,

Mpy,, com um oraculo, que dada a tupla (p, i, j, z) € N*, tem o seguinte comportamento:
1. Se 7 <1, entao rejeita;
2. Decodifica p de acordo com ds obtendo r = (g, 7);;
3. Se k # i, entdo rejeita {que dizer, se p ndo codifica uma trajetéria de tamanho i);
4. Obtém a descrigdo do autémato A, = (¥, Q, @y, X, T, F), a partir de z;

5. Consulta o oraculo, de acordo com d; e dy (as funcbes definidas na pdgina 20),

obtendo a palavra temporizada finita p = (7, T)x;
6. Se r ndo é uma trajetéria de A, sobre p, ou ¢ € F, entio rejeita;

7. Consulta o oraculo novamente, de acordo com d; e dy, obtendo a palavra tempori-

zada finita p' = (07, 7")p4;. Observe que p é um prefixo de p';

8. Constréi a tnica trajetéria v’ = (g, v')r4; de A, sobre p, tendo r como prefixo

(suponha, sem perda de generalidade, que 4, é completo);
9. Se q;,; € F, entdo rejeita, caso contririo aceita.

Temos que Uyprqp = {2 |V [ (Vi3 Hi(f,1,7)) = SpVi3dj Hs(f,p,%,7,2)) ]}, onde Hy éa
relagio definida na pagina 20 e H; a relacdo cuja MT subjacente é My,. O
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3.3 Upe 6 III-dificil

A mesma reducio da Secio 2.3.2 se aplica a ABT QD, sem dificuldade. A linguagem L é
aceita pela unido disjunta dos seguintes ABTQDs (os nomes vém de [4]): Ag, Ainie, Arecur
para as condicdes de contorno; e A4;, 1 <1¢ < n, um autdbmato para cada instrugio de M.
Nas descri¢des seguintes, considere uma palavra temporizada (7,7) em L. Os autdmatos
sd0 dados pela uniao disjunta de varias componentes, ilustradas separadamente; por exem-
plo, A 6 a unifo disjunta de Al;,, A2, e A3 ..

A Figura 3.3 traz os autdmatos para as condicbes de contorno. Recorde que, na
linguagem L, a computacdo da méquina M é codificada pela seqiiéncia de configuragdes,
b aSlad b, a?a? ..., onde os b;; ocorrem nos tempos inteiros, e o numero de a;’s e az’s

codificam os valores dos contadores C' e D), respectivamente:
o A} afirma que nao hd um simbolo §; no tempo j, para algum j > 1;
o A2 afirma que o intervalo (j,7 + 1) ndo é da forma aja}, para algum j > 1;
o Ay, afirmaquecuoy #Fbhoun #loumn <2

o Aoy afirma que o; = by para um nimero finito de j > 1.

r<l z>1 .
4 WS (&) Ami‘.fw.'.__. : ]
5bi=x = 1, {x}

<2

Figura 3.3: Autdmatos para as condig¢bes de contorno
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Dos 6 tipos de instrugdes, nds consideramos apenas trés, pois para os demais usariamos
técnicas semelhantes. Suponha que a instrucdo 6 é do tipo (d), “incrementar D e pular
nao-deterministicamente para instrucdo z ou y“, comz = 11 e y = 5. As Figura 3.4 e 3.5

trazem o automatods:
o A} afirma que, para algum j > 1, 0; = bg ndo hd um by, nem um bs no tempo j+1;
e Aceitando quando os a;’s ndo estdo casados:

~ A2 afirma que hd um bg no tempo ¢, depois um a; no tempo ' € (t,t+ 1), e
nao hd um e, no tempo ¢ + 1;

— A% e Aj afirmam que hd um bg no tempo ¢, um a; no tempo ¢’ € (t+1,¢+2),
e nao ocorre ¢; no tempo t’ — 1;

e Aceitando quando 0s a»'s ndo refletem incremento:

~ A2, omitido na Fig. 3.5, é anslogo a A? trocando a; por ap;

— A% afirma que ha um bg no tempo t, e para o Gltimo as no tempo t’ € (t+1,t+2)

h4 um a, correspondente no tempo t' — 1;

— Al afirma que hd bs no tempo ¢, um a» no tempo t' € (¢ +1,t + 2) que ndo é

o ultimo em ({ + 1,¢ + 2), e ndo hd um g, no tempo ¢’ — 1.

Suponha que a instrugdo 10 é do tipo (b}, “decrementar C e pular ndo-deterministi-

camente para instrucao z ou %", com z = 9 e y = 2. Para o autémato .4;5, nds temos:
o Al é andlogo a Ajg trocando bg por by, by por by, bs por bo;
o Aceitando quando os ay’s nao estdo casados:

— A2, A3, e Al sdo andlogos a A3, A2 e Aj, respectivamente, trocando bs por

byo, a1 por as;
s Aceitando quando os a;’s nao refletern decremento:

~ A3, e A%, sdo andlogos a A3 e Aj trocando bg por byg;

— Al,, na Figura 3.6, afirma que ha um by no tempo ¢, e o dltimo a; no tempo

t' € (t,t+ 1} tem um a; correspondente no tempo ' + 1;
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Al Q - —h B
6 o bg, {z} @ biy A —bs, = 1 @Q

S

Ly, L =1
8 bg, {x} \‘32} a1,z < 1, {z}

r<ive>1

AZ o bs, {z} qz -a1, 1 < 1, {:r;l g1, =1 ”» Q

{y}
e Q
O e O rrawre G rersverss ON)

Figura 3.4: Aceitando quando 0s ¢;’s nao estdo casados

. .
As —u—@ bs:{ﬂ:} 8“2:$<1:{z} % ag,% = 1 @ s @D
{v}
-—*‘*8 bs, {7, ¥} Q z < 1,{z} Qaz,y>1/\z<lf\ az @Q

Figura 3.5: Aceitando quando o0s ay’s nédo refletem incremento

— A%, na Figura 3.6, afirma que ha um & no tempo ¢, um a; no tempo ¢ €

(t,t+ 1) que ndo é o Wtimo em {¢,¢ + 1), e ndo hd um @, no tempo ' + 1.

Suponha que a instrugdo 31 é do tipo (f), “se D = 0 pular para a instrugdo z, caso

contrdrio pular para instrucdo 3", com z = 8 e y = 22. Para o autoémato Aj;, nds temos:

¢ Aceitando quando a{’s ou a»’s nao estdo casados:

—~ Os autdmatos A3, A%, ..., A%, sdo andlogos, respectivamente, a A2, A3, A7,

A%y, A3, e Al trocando by por bg, bsy por big;

o Al,, na Figura 3.7, afirma que ha um b3; no tempo ¢, depois nenhum a em (¢,2-1),

e nao ha um by no tempo t + 1;
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AL 8b10,{z} &w“l’{ﬁl@ = 8‘”’WQ

-3,y = 1

AB
1°_-=—(‘q;§bm,{z} Ugamm{y} @ SIS )

y<ivy>1i

Figura 3.6: Aceitando quando os a;’s nao refletem decremento

a3
A 8 b, {7} 8 “er=l (@)
a1 2
Af g b3, {z} g 2 g i AR @
N S 2/ 4 Q

Figura 3.7: Aceitando quando o desvio estd incorrefo

o A% na Figura 3.7, afirma que hd um b3; no tempo ¢, depois pelo menos um a, em

(¢,£+1), e ndo ha um by no tempo ¢ + 1.

3.4 Variando a Condicao de Aceitacao

No artigo de Alur e Dill [4], somente as condi¢bes de aceitagio do tipo Biichi (B) e Muller
(M) foram estudadas. Esses dois tipos sdo geralmente considerados o menos expressivo
e 0 mais expressivo, respectivamente. Num artigo anterior dos mesmos autores [3], eles
sugerem a investigacdo dos outros dois tipos mais comuns, Rabin (R) e Streett (S), no-
tando que eles poderiam definir classes intermedidrias de linguagens temporizadas para o
caso deterministico. Nesta secdo nds propomos definigoes para automatos temporizados
quase deterministicos do tipo Rabin e Streett, mostrando que esses tipos de condicéo
de aceitacdo ndo definem novas classes além daquelas ji definidas pelos tipos Biichi e
Muller. As definigdes propostas seguem o espirito das definigGes correspondentes para
w-autdmatos.

Um autémato (Muller| Rabin|Streett| Bichi) temporizado A € uma tabela temporizada
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(¥,Q, Qo, X, T) junto com uma condigdo de aceitagdo, cuja sintaxe e seméntica® sio dadas
pela Tabela 3.1.

sintaxe semantica quase deterministico se
M|FcCa? inf(r) e F VC € Fld(C})]
R | {(L, Uy}, | Flinflry) N L; # 0 A | Vi[d(Reach(L;)) Vv
L, U, CQ inf{r)NU; = §] d{Reach(T7;)) ]
S {(Li, U}, | Vilinflr) N L; = @ v | 3i[d(Reach(L;)) A
L;,U; CQ infrynU; # 0] d(Reach(U;}]
Bl FCQ inflryNnF #£0 d(Reach(F))

Tabela 3.1: Autdmatos Temporizados Quase Deterministicos

Um condicéo do tipo Bilichi pode ser vista como um caso especial tanto de uma do
tipo Rabin quanto de uma do tipo Streett, tomando simplesmente os conjuntos de pares
{(F,0)} e {(Q, F)}, respectivamente. As condi¢Bes Biichi, Rabin e Streett podem ser
transformadas numa condigao Muller simplesmente tomando exatamente os subconjuntos
que satisfazem a condigao dada. Por exemplo, para passar da condiggo Rabin para Muller
fazemos F = {C € Q| (CNL; #0ACNU; = 0)}. Essas observagdes mostram que
AMT = ART = AST = ABT, pois AMT = ABT [4].

A dltima coluna da Tabela 3.1 traz as definicdes para AMTQD, ARTQD, ASTQD,
onde d(S5) significa que o conjunto § C @ é deterministico. Essas restricbes puramente
sintaticas forcam a Propriedade 1, na pagina 33.

Na teoria de w-autdématos, a classe do tipo Biichi deterministico é uma subclasse
prépria da classe do tipo Muller deterministico. Portanto, em qualquer transformacéo de
um w-autémato deterministico do tipo Muller num w-autémato do tipo Biichi equivalente,
serd “introduzido ndo-determinismo”, como na transformacio tradicional dada em [4, pig.
199]. Na verdade, essa transformacio tradicional introduz quase determinismo, como pode

ser visto na generalizacio dada pelo teorema a seguir.

Teorema 4 AMTD C ABTQD.

2A notagio para a sintaxe e seméntica nesta tabela vem de [47].
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Prova. Seja A = (X,Q,Q, X, T, F) um AMTD. Como ABT QD é fechada por unido, nds
podemos supor que | F| = 1. N6s construimos um ABTQD equivalente A' = (2, @, @), X',
T, F). Seja C = {¢;1,¢2,...,cx} 0 unico conjunto em F. Entdo, A’ consiste de k41 clpias
de A numeradasde 0 a k: Q' =Q x {0,1,...,k}, Q) = {(g5,0)}, onde g é o tnico lugar
em (o, e X' = X. Informalmente, como ilustrado na Figura 3.8 para um exemplo em
que k =3, a c6pia 0 é idéntica & A, com a adigéo de transicbes ndo-deterministicas, com
origem em C, para a copia 1. Depois de transitar ndo-deterministicamente para a cépia
1, uma trajetoria é obrigada a circular deterministicamente pelas copias restantes, sem
retornar 4 cépia 0. Nas cdpias 1 a k, hd somente transigbes com origem em C, sendo que
uma transicdo com origem em ¢; passa para a copia i + 1 (em ¢ volta & cépia 1). Isso

garante a satisfagdo da condicdo Muller, fazendo a condicdo Biichi ser F' = {(¢:. k)}.

Cépia 0 Cépia 1 Coépia 2 Cépia 3

Figura 3.8: Construcéo para transformar Muller deterministico em Biichi quase deter-
ministico

Formalmente, o conjunto de transi¢oes é definido como segue: {g,¢',a,0,A) € T"se e

somente se hd (s,5,0,0,A) € T, ¢ = (5,1), ¢ = (&, 7), e
1. {dentro da cépia 0) i = j = 0; ou
2. (dacépiaOparaal)seC,deC,i=0ej=1;ou

3. (dentro de cada cépia maior que 0) s € C, € C, s #¢; e 1= j; ou
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4. (dacépiakparaal)s=c¢,seC,i=kej=1;0u
5. {(dacépiaiparaai+1)s=¢,s5e€C,1<i<k~lej=1+1. 0
Corolario 1 AMTQD = ART QD = ASTOD = ABTQD.

Prove. Usando uma construcio similar 4 do Teorema 4 para mostrar que AMT QD C
ABT QD; e notando que as condicbes Biichi, Rabin e Streett podem ser transformadas

em condigdes Muller preservando o quase determinismo. |

Coroldrio 2 AMTD ¢ ABTQD.

Prova. AMTD C ABT QD pelo Teorema 4, mas AMT D é fechado por complementacio

[4] e ABT QD néo é. A inclusio prépria segue dai. =
classe uniao | intersecao | compl. || ndo-vacuidade | universalidade
AMT fechado | fechado | aberto || PSPACE-co. | I3, IT}-dificil
ART fechado | fechado | aberto || PSPACE-co. | II3, ITi-dificil
AST fechado | fechado | aberto | PSPACE-co. | II3, Il;-dificil
ABT fechado | fechado | aberto || PSPACE-co. | ITj, ITj-dificil

U
AMT OD || fechado | fechado aberto PSPACE-co. H%»complete
ARTOD | fechado | fechado | aberto || PSPACE-co. | IIj-completo
AST QD | fechado | fechado aberto PSPACE-co. | ITi-completo
ABT QD | fechado | fechado | aberto || PSPACE-co. | II}-completo
U
AMTD fechado | fechado | fechado || PSPACE-co. | PSPACE-co.
ARTD | fechado | fechado | fechado | PSPACE-co. | PSPACE-co.
ASTD fechado | fechado | fechado || PSPACE-co. | PSPACE-co.
U
ABTD fechado | fechado | aberto | PSPACE-co. | PSPACE-co.

Tabela 3.2: Um sumadrio de resultados na teoria de ATQD

Resta considerar autdmatos deterministicos. No que se segue, nés suporemos automa-
tos completos. ABTD é uma subclasse propria de AMTD [4] e seria interessante verificar
se ARTD e ASTD ficam propriamente entre elas. O préoximo teorema mostra que este

nao é o caso.
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Teorema 5 AMTD = ARTD = ASTD.

Prova. Primeiro notamos que as condigbes Rabin e Streett sio complementares para
autdmatos deterministicos. Assim, ARTD = ASTD. Como AMTD é fechada por
complementacdo, é suficiente mostrar que dado um AMTD A = (£,Q,Q0, X, T, F),
nés podemos obter um ARTD A’ = (£,Q, @), X', T', P) equivalente. Como pode ser
mostrado que ARTD é fechado por unido, nés podemos assumir que [F| == 1. Seja
C = {cg, ¢1,...,Ce—1} 0 lnico conjunto em F. Entdo, A’ consiste de k£ cépias de A, como
segue. @ = Qx{0,1,....k~1}, Q@ = {(40,0}}, onde ¢ ¢ 0 tinico lugarem Qp e X' = X.
O conjunto de transicoes é definido de modo que qualquer trajetéria passa da cdpia ¢ para
a copia (i + 1) (mod k) sempre que alcan¢a um lugar ¢;. Nés definimos (g,¢’,a,d, A) em
T' se e somente se hi {s,5,a,6,A\) €T, ¢=(s,i), ¢ = (¢, ), e

1. {dentro de cada copia) i =j e s # ¢;; ou
2. (da c6pia ¢ para a copia (i +1) (mod %)) j={i+1) (mod k) e s = ¢;.
Seja.D = {(c2 i) |O <1<k —1}. A condigdo Rabin é P = {({(c,0)},Q \ D)}. O

A Tabeia 3.2 sumariza alguns dos resultados na teoria de AT; o que aparece em negrito
é resultado das discussoes e teoremas desta tese. O simbolo | significa inclus@o prépria.
E interessante notar que numa tabela aniloga para w-autdmatos, todas as classes iriam

colapsar em AMD, com excecio de ABD.

3.5 Autoématos de Trajetorias Contaveis

No inicio deste capitulo dissemos que uma restrigio sintatica simples tem a vantagem de
trazer automaticamente uma indexacio recursiva para a classe definida. A questio aqui
¢ que no exercicio de encontrar cotas superiores nas hierarquias, s vezes consideramos
definigbes de classes que ndo sdo efetivas no sentido de implicar numa indexag&o recursiva.
A indexag8o recursiva parece ser um problema menor nesse exercicio. Porém, pode ser
um problema sutil e merece discussao.

O objetivo desta se¢do € apresentar um exemplo extremo de subclasse de AB7T, ma-
tematicamente bem definida, mas que nfo é, pelo menos ndo trivialmente, efetivamente
definida de forma a implicar uma indexagdo recursiva. O interesse nessa classe vem do

fato de que é possivel mostrar, sem dificuldade, gue:
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o Ela é, como ABT, fechada por unifo e intersegio;

¢ E uma superclasse de AB7 @D, embora ndo tenhamos conseguido mostrar se é igual

a ABT QD ou a ABT, ou se estd propriamente contida entre essas duas classes;

s Se ela possui uma indexacio recursiva, entao hd um algoritmo Li para o problema
da universalidade. Note que uma subclasse de AB7, com algoritmo Z3i, também

seria um resultado muito interessante para o argumento desta tese.

Notamos primeiro que, intuitivamente, ¢ nio-determinismo de um ABT é de grau
finito e fixo, quer dizer, em qualquer trajetéria sobre qualquer palavra, na ocorréncia de
um simbolo, 0 autdmato pode ter, digamos, de 1 até no maximo k opgdes de transi¢des a
tomar. Considerando uma ordenacao fixa das transigoes, podemos caracterizar completa-
mente uma dada trajetéria pelo lugar inicial, e pela seqiiéncia de opgles que o autdomato

escolhe. Chamamos essa seqiiéncia de opgoes de uma guia para a trajetoria.

Dado um ABT A4 = (3,Q,Q, X. T, F), seja k£ o nimero maximo de opgdes néo-
deterministicas que A pode ter; e seja A = {1,2,...,k}. Chamamos um conjunto C C A¥
de completo para A se, para toda p € L{A), existe £ € A¥, tal que £ é uma guia para uma
trajetoria de aceitacdo de A sobre p. O autémato A é de trajetdrias contdveis (ABTTC)
se existe um C C A¥, C é completo para A e C é contdvel. Por exemplo, todo ABTD é
um ABTTC, fazendo C = {1¥}; hd uma sd guia para qualquer trajetéria sobre qualquer
palavra. Todo ABTQD também é um ABTTC, pois toda palavra aceita pelo autdémato
possui uma guia da forma «1¥, onde o« € A*. A questao é: dado um ABT, como saber

efetivamente se ele ¢ um ABTTC?

Note que um tal conjunto C' é um conjunto contavel de conjuntos contaveis, portanto
pode ser codificado em uma 1nica funcdo natural. Desse modo, se a classe ABTTC pos-
sui uma indexag&o recursiva, entdo possui um algoritmo I} para universalidade, induzido
claramente pela definicio: Upprre = {z|3fVe [ (VidjHi(g,4, 7)) = (3n3gVidjH(f, g, n,
4,1,7,2)) 1}, onde a fungdo f codifica um tal conjunto C, g codifica as palavras tempori-
zadas, n e g codificam, respectivamente, qual guia de C usar para g, e em qual lugar My

deve iniciar a simulacdo da trajetdria.
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3.5.1 Nao-determinismo Finito

Voltando & classe ABT QD, como vimos, o algoritmo II} para sua universalidade foi
possivel porque os autématos tém que fazer um ndmero finito de transicbes nio-determi-
nisticas ao aceitar uma palavra. A linguagem L(A:) exige, pelo Teorema 2, um ndimero
infinito de transicGes nao-deterministicas. Caberia a pergunta: o uso finito do nio-
determinismo é necessario para um algoritmo TI}? Qu serd possivel definir uma classe
que inclua L{A») e tenha universalidade I1i-completo? O préximo capitulo define e dis-

cute, justamente, uma classe que responde afirmativamente a segunda pergunta.



Capitulo 4
Automatos Marcadores de Passo

A propriedade essencial que define autdmatos marcadores de passo, que se aplica generi-

camente a qualquer tipo de w-autbmato, esta ilustrada na Figura 4.1:

Propriedade 2 (1) Se g é um lugar final que aparece infinitas vezes em alguma trajetéria
do autémato sobre uma dada palavra p, entdo {(2) qualquer trajetéria finita do autdmato,
sobre um prefixo finito de p, que termine no lugar ¢, é prefixo de alguma trajetéria (3)

do autémato sobre p, na qual ¢ aparece infinitas vezes.

? 7
\———uﬂw—u——
y A g é’)‘
E v £
.@ """" {""‘\ N Cq (1)
i AN
3 z
g T N o N
™y 2

Figura 4.1: Tlustracio da propriedade para marcacio de passo

Essa propriedade, que permitird a obtencao de um algoritmo I1} para universalidade,

pode ser forcada por uma restri¢do sintdtica, como ilustrado na Figura 4.2: toda transicao

49
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com origem num lugar final ndo possui restrigdo sobre os reldgios, zera todos os relégios,
e tem como destino um lugar onde héd pelo menos uma transicio, com as mesmas carac-

teristicas, com destino no mesmo lugar.

OX
O~0

Figura 4.2: Restri¢io sintdtica para autdmatos marcadores de passo

Um ABT A = (£,Q, Qs, X, T, F) é marcador de passo (ABTMP) se para toda (¢, ¢, a,
5, M) eT,se g€ F,entdo 6§ = true, A = X eparatodo b € I, (¢,¢,b,true,X) €T e
{¢',q', b, true, X} € T. Dois exemplos de ABTMP s&o os préprios A; e A; da Figura 3.1.

Lemas de Iteracao. Uma trajetdria de um autdmato marcador de passo pode fazer um
ndmero infinito de transicoes nao-deterministicas. Por isso, 0 autémato pode verificar,
como A, faz, que uma dada palavra possui infinitos pares de simbolos separados por um
intervalo unitdrio. Intuitivamente, porém, o autdmato ndo tem “controle” sobre o que
ocorre entre cada uin dos pares que ele identifica. Isso é o que, em esséncia, permitird um
algoritmo II; para universalidade.

Sejam A = (£,Q,Qo, X, T, F) um ABTMP e p € L(A4). Os lemas seguintes podem

ser provados sem dificuldade:

Lema 2 Seja r = (§,7) uma trajetdria de aceitacdo de A sobre p. Seju g € F M inf(r)
e quaisquer ¢ < j, tal que ¢; = ¢; = ¢q. Entdo a seguinte trajetéria v’ de A também
€ de aceitagdo sobre p, com q € inf(r'): v = (¢",V), onde g, = g1 € v, = vju1 se

i+1<k<j+1; caso contrdrio ¢, = g € v, = V.

Figura 4.3: Autdmato marcando passo
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Quer dizer, conforme ilustra a Figura 4.3, a trajetdria v’ é igual a r até a i-ésima
transicdo, depois pula para g;41 e fica nesse lugar “marcando passo” até o (j + 1)-ésimo
simbolo de p, e depois segue igual a r. Esse lema dé, potencialmente, novas trajetérias de
aceitacdo para a mesma palavra p, a partir da trajetéria r. Os préximos lemas, que serdo
usados mais a frente para demonstrar que certas linguagens nao pertencem a ABT MP,
ddo novas palavras em L(A) a partir da trajetdria 7. Note que, quando o autémato estd
marcando passo, ele é, na verdade, insensivel aos simbolos e seus tempos de ocorréncia.

Dessa forma, podemos alterar a palavra p, preservando a pertinéncia em L{A).

Lema 3 Seja k tal que eriste uma trajetéria r = (g,7) de A sobre p, tal que & €
F ninf(r). Entao para todo v € TY, se Yk = P, entdo para todo i > k, existe § > i
tal que Y51 - P+ € L(A).

De forma mais geral, temos o Lema da Iteracio, onde T denota o conjunto de todas

as palavras temporizadas finitas:

Lema 4 (Lema da Iteragdo) Se L € ABT MP, entdo para toda p € L, existe k e l,
k <1, tal que para qualquer v € T#, py - v - pu+y € L.

4.1 Propriedades de Fechamento

A classe ABT MP é fechada por unido, mas ndo por complementagdo. Os mesmos argu-
mentos para ABT @D, no inicio do Capitulo 3, se aplicam neste caso. Para fechamento
por intersecdo, entretanto, € necessdria uma versao modificada da construcao do pro-
duto, que na sua forma tradicional ndo gera necessariamente um ABTMP. O teorema
seguinte descreve essa nova construcao e é um exemplo interessante de como a restrigio
de marcagio de passo reduz a complexidade do conjunto de trajetdrias de um autdomato

sobre uma dada palavra temporizada.

Teorema 6 ABT MP ¢ fechada por intersecdo.

Prova. Sejam Ay = (£,0Q1, 001, X1, T3, F) e Ay = (E, Q2, Qop, X2, T3, F2) dois dados
ABTMPs. Assumimos, sem perda de generalidade, pois ABT MP ¢é fechada por unido,
que |Fi| = |F3| = 1. Sejam p € F} e s € F5. Dada p € L{A4;) N L(A,), tome quaisquer

duas trajetorias de aceitacio r! = (g%, 1) e r2 = (¢2,17), de A4, e A,, respectivamente,
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sobre p. Entdo, haverd dois lugares p’ € Q1 e 8’ € (Jo, tal que p e p’ aparecem consecuti-

vamente infinitas vezes em ¢!, e s e s’ aparecem consecutivamente infinitas vezes em ¢2.

A construgio abaixo dard um ABTMP Apy que aceita exatamente as palavras para as

quais hé tais trajetérias com p’ e . O ABTMP que aceita a intersegdo L(A4;) N L(Ap)

pode ser obtido com a uniéo de varias dessas construges, uma para cada possivel par de

lugares p' € @1 e s’ € Qs

OO QRO -
— O - -

Ox; Y2
O

- componente A4y

Figura 4.4: Intersecio de ABTMP

Agora, como ilustrado na Figura 4.4, seja ¢ um indice tal que ¢; = pegl,, =p. Seja

j > i um indice tal que ¢ = segiy,, = s ek >jtal quegf =pegi,, =p. Os

indices j e k existem, pois os pares p e p/, e s e &', ocorrem infinitas vezes em r

respectivamente.

187‘2,

Como A; pode marcar passo em P/ entre quaisquer duas ocorréncias do par pp’ em r',

o autémato produto tradicional terd uma trajetoria r = (¢,7) sobre p, onde ¢; = {9/, s)

e ¢j41 = (p,¢'). Nessa trajetdria, a componente A, da trajetéria r estd imitando r2.
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A componente A; imita r* até a posicio 7, marca passo no lugar p’ até a posicio k,
depois continua seguindo 7!; veja ilustragio na Figura 4.4. Repetindo infinitas vezes essa
mesma seqiiéncia de argumentos, para novos indices ¢, j e k a cada vez maiores do que
os anteriores, podemos ver que o produto tradicional terd uma outra trajetdria v sobre
p onde o par (p/, s){p', &) ocorre infinitas vezes. Como (p/, s') possui, por construcio, um
“loop” sem restri¢des, o produto tradicional, embora ndo sendo um ABTMP, pode, de

fato, marcar passo entre quaisquer duas ocorréncias do par {7/, s){p/, &') em 7'

Copia 0 Cépia 1 Cépia 2

Figura 4.5: Tlustracdo do autémato produto para intersecio

Essa observagao leva & construgdo desejada. Ela é composta por trés cépias do produto
tradicional, como ilustrado na Figura 4.5. Uma trajetoria pode passar da cépia 0 para a
cépia 1 apds a componente A; passar pelo lugar p. Para toda transicio, na cépia 1, com
destino no lugar (p', s}, hd uma transi¢io equivalente para a cdpia 2, onde o lugar {p’, s

aparece como o unico lugar final da construgdo. A,y = (£,Q,Q0, X, T, F), onde:

¢ Q=01 xQ2x{0,1,2}

QO = {(a?b)0> 1 ac Qlo € b € Q2{)};

e X = X, UX,, unido disjunta;

F = {(P’?S:' 2)};



54 Capitulo 4. Autématos Marcadores de Passo

e = {{a,b1),{d,V,7), 0,8, A) € T se e somente se:

~ {(da copia 2 para a cépia 0) e = {(p/,5,2), (9, ¢',0),0, true, X), c € I;
— (a, CLI, a, 51,A3_> e Tl: (b,b’,a, 52, Ag) € Tg, A= Al U )\27 (5 = 51 A 52, [

* (dentro da copia 1) i =i = 1; ou

(

# {dentro da cépia 0) i =7 = 0; ou
(da cépia O paraacépial) a=p,i=0ei =1; ou
(

F'a

dacépia lparaacépia2)i=1,7=2,d =p el =s. O

4.2 Expressividade

Como tradicionalmente em Teoria de Linguagens Formais, o Lema 4, da Iteracio, é uma
ferramenta poderosa para mostrar que certas linguagens nao pertencem a classe AB7 M7P.
A marcagio de passo nesse tipo de autébmato provoca, intuitivamente, um corte ortogonal
© na seqiiéncia crescente de expressividade dada"por ABTD, ABTQD e ABT. Linguagens
conceitualmente bastante simples ndo podem ser aceitas por ABTMPs. Um exemplo
extremo é {(a*,T)|Vi, 7; = i}, uma tnica palavra com ¢’s espagados regularmente pelo
intervalo unitario. O Lema da Iteracdo pode ser aplicado diretamente nesse caso. Essa
linguagem, entretanto, pode ser aceita por um ABTD. Abaixo damos outro exemplo,
mais interessante, que esta, como serd discutido no Capitulo 5, fora da unido ABT QD U
ABT MP.

br<1 bhao<l br<l

bz < 1,{y} a,z=1{z} brx<lAy=1

2,% = 1,{.’5,‘9’}

g,z = 1,{z,y}

& ba<l

bhae<l

Figura 4.6: ABT MP é subclasse prépria de ABT
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4.3. U,prup é l}-completo

Considere 0 ABT A} da Figura 4.6. Além de a’s regularmente espagados pelo intervalo
unitario, ele afirma que em cada par de intervalos consecutivos hd um par de ¥s também
espagados por uma unidade de tempo. Rigorosamente, a linguagem que ele aceita é
LAY = {(7 € (4Ta)*,7)|Vi[(n e N & 0; = a) A (T, ; = ) A(FjTk, 21 < 7; <
2+ 1, 7, = 77+ 1) ]}. Novamente, uma aplicacdo direta do Lema da Itera¢do demonstra

o teorema seguinte.

Teorema 7 L(A;) ¢ ABTMP.

4.3 U,,.. € [l;-completo

Considere o seguinte procedimento paramétrico para verificar se um ABT A possui uma
trajetdria, sobre uma dada palavra temporizada p, que passa infinitas vezes por um dado
lugar final s: consultando um ordculo que codifica p, simule, por busca em largura, todas
as possiveis trajetorias finitas de A sobre p até alguma trajetéria finita r; alcancar um
estado da forma (s, —); depois simule, em largura, todas as possiveis trajetérias finitas
de A sobre o restante de p, tendo r; como prefixo, até alguma trajetdria 7, alcancar um
estado da forma (s, —); e assim por diante. Se um estado da forma (s, —) for alcangado
infinitas vezes, entdo declare p € L{A), caso contrario declare p ¢ L(A). Claramente, esse
procedimento sempre acerta quando declara p € L{A); porém, pode errar quando declara
p & L(A).

A demonstracao do teorema seguinte mostra que, para ABTMP, esse procedimento

sempre acerta, nos dois casos, e leva a um algoritmo I1; para universalidade.

Teorema 8 DTABTMP « H%.

Prova. Seja Ap, A1,... uma indexacdo recursiva de todos os ABTMPs. Considere uma
méquina de Turing My, com um ordculo que, para {s,i,j,z) € N* tem o seguinte

comportamento:
1. Constrdél A, = (T, Q. @, X, T, F);
2. Se s € F, entdo rejeita;

3. Consulta o ordculo, de acordo com d; e d,, obtendo a palavra temporizada finita

p= (533 ;F)J‘;
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4. Faz § = {{g, ) |q € Qo}, onde 1y(x) = 0 para todo = € X;
5. Faz k& = 0;
6. Para £ variando de 1 a j executa:

o Faz §' = {{¢',) | existe (q,v} € S e existe (¢,¢, 04,6, A) € T tal que, (v+7—

Te—1) satisfaz 4, e /() = 0 se z € A, caso contrério V'(z) = v(z) + 75 — Tp_y;

e Se hd algum (s,—) € S, entdo faz k =k +1 e faz S = {{s,1%)}, onde (s,1°) é

o primeiro {s, —) em S, para alguma ordem fixa; caso contréario faz § = ',
7. Se S tem apenas um (s, —) e k =i, entdo aceita; caso contrério rejeita.

Temos que Usgrye = {2 |Vf [ (Vi3] Hi(f,4,7)) = (sVi3j He(f, 5,1,7,2)}]}. Se f codi-
fica uma palavra temporizada, quer dizer, se Vi 3j H1(f,4,7), e vale As Ve 37 Ha(f, 5,4, 7, 2)
entdo claramente, a pa,Iavra' é aceita por A.. Para a outra direcio, se A, tem uma tra-
jetéria de aceitacdo r = (g,7) sobre a palavra temporizada p codificada por f, entdo s
pode ser qualquer lugar em inf{r) N F. Seja £ o primeiro natural tal que g¢ = s. Ent3o,
certamente, vale Hy(f,s,1,7,z), para algum £ < £. Para efeito de indugdo, precisamos
mostrar que para ¢ > 1, se existe j tal que Hy(f,s,1,7, %), entdo a existéncia da trajetéria
r implica que haverd, necessariamente, um j' tal que H,(f,s, i+ 1,j', z).

Seja 7 = (¢, ¢'); a trajetéria seguida por My, para a tupla {(f,s,7,7,2). Considere
qualquer m e n, j < m < n, tal que g, = ¢, = 5. Entdo A, possui a seguinte trajetéria

7" sobre pryp 77 = (E’T, V"), onde
» (antes da marcagio) ¢, =g, e v) = v, se 0 <k < j;
o (marcacdo de passo) ¢ = gmi1 €V =tmp1 se j+1<k<m+1;
e (depois da marcagdo) ¢ = g e v} = v, caso contririo.
Portanto, ha §', j < i < n, tal que Hy(f,s,i+ 1,7, 2). ]

A TIi-dificuldade de Usprye também é um coroldrio da TIj-dificuldade de U,py, pois,
assim como no Capitulo 3, todas as linguagens temporizadas necessarias para a redugio
podem ser aceitas por ABTMPs. Todos os autématos da Secdo 3.3 sdo, também, ABTMPs

ou podem ser transformados facilmente em ABTMPs. A dnica excecio é o autdmato
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Arecur, ctja linguagem nao pode ser aceita por um ABTMP. Ela afirma que a computacao
da maquina de Turing de dois contadores néo é recorrente. Entretanto, esta linguagem é,
na verdade, desnecesséria na reducgio. A questdo da recorréncia era importante no artigo
(19], porém o problema de decidir se uma méquina de Turing nfo-deterministica tem uma
computacgio infinita (ndo necessariamente recorrente), sobre a fita vazia, também pode

ser demonstrado £i-completo, com a mesma técnica de [19].

4.4 Autdématos Zerados

O Lema da Tteragdo para ABTMP ndo tem exatamente a forma tradicional desse tipo
de lema; ele é uma espécie de “super” lema da iteragdo. A palavra temporizada tem
segmentos que podem ser substituidos por gualquer outro segmento e ndo apenas por
produtos do préprio segmento. Nesta secio apresentamos a definicdo de uma superclasse
prépria de ABT MP, autdmatos zerados, que admite apenas um Lema da Iteracdo na
forma tradicional. Com esse lema podemos mostrar facilmente que essa classe ainda é
subclasse prépria de ABT. O ponto de interesse aqui é que j4 ndo conseguimos obter um
algoritmo TI! para universalidade. E um exemplo de classe, intuitivamente bem menos
expressiva do que AB7T, mas que ainda apresenta as mesmas dificuldades nas tentativas
de obtencdo de um algoritmo I13.

Toda trajetéria de um autdmato zerado, apés passar por um lugar final, tem to-
dos os seus relégios zerados. Quer dizer, o autdmato, apds passar por um lugar fi-
nal, perde a meméria sobre os tempos de ocorréncia de simbolos passados. Um ABT
A=(E,Q,QyX,T,F) é zerado (ABTZ) se para toda (g.¢,a, §,A) € T, se ¢ € F, entdo
A = X. Claramente, todo ABTMP é um ABTZ. Os exemplos anteriores, Agp, Asafra, A1,
Ay e Aj, nas paginas 15, 29, 34, 34 e 54, respectivamente, sdo todos ABTZs.

O Lema da Iteracdo para ABTZ tem a seguinte forma e pode ser demonstrado sem
dificuldade:

Lema 5 (Lema da Iteragao) Se L € ABT Z, entdo para tode p € L, existe k e l,
k <, tal que para qualquer n 2 0, pg - g3y - pus+1) € L.

Expressividade. Assim como AB7 M7P, a classe ABT Z nio inclui linguagens que po-

dem ser aceitas trivialmente por ABTDs. Um exemplo é a linguagem aceita pelo autdmato
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bx <1,{z}

oy =1,{y}
Figura 4.7: Autémato deterministico aceitando linguagem fora de ATBZ

da Figura 4.7. Além de a’s regularmente espacados por intervalos unitarios, entre cada in-
tervalo hd um 6. Mais ainda, a distancia entre dois b’s consecutivos é sempre menor do que
1. Isso forga a distdncia entre um a e o b seguinte ser estritamente decrescente. Formal-
mente, a linguagem aceita é {((ba}*,7) | Vi[ (1o = YA (1 € N = 0; = b)A(Tig2—7i < 1)}
Uma aplicacdo direta do Lema 5 mostra que essa linguagem ndo pode ser aceita por um
ABTZ. Qualquer escolha de k, ! e n > 1 levard a uma palavra fora da linguagem.

A linguagem L(A}), da Figura 4.6, estd fora da unido ABT QD U ABTMP. No
préximo capitulo apresentaremos a definicdo de autématos finais, que inclui essa lingua-
gem e foi motivada pelo autémato 45. Embora ndo esteja contida na unifio ABT QD U
ABT MP, a classe de linguagens aceitas por autématos finais possui universalidade IT%-
completo, ou co-recursivamente enumerdvel completo. Ela é um exemplo de classe cujo
grau de indecidibilidade da universalidade é o menor possivel, entre os completos para

algum nivel das hierarquias.

Figura 4.8: Lg pertence a ABT Z

No Capitulo 5 veremos que a classe definida aqui nesta segio, ABT Z, pode aceitar
linguagens fora da classe de autématos finais e fora da unido ABT QD U ABTMP. Un
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exemplo é a linguagem do autémato 4, apresentado na Figura 4.8, que serd definida
no Capitulo 5. Para finalizar, notamos também que esta classe ABT Z é fechada por
unido, mas nao por complementagao; e que nao conseguimos demonstrar o fechamento

por intersecdo. Note que a técnica utilizada no Teorema 6 € initil neste caso.
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Capitulo 5

Automatos Finais e o

Relacionamento entre as Classes

Note que o autémato A5, na Figura 4.6, possui a seguinte caracteristica: nenhuma tra-
jetéria pode ficar circulando infinitamente em qualquer dos lagos simples do autémato;
antes de uma unidade de tempo, a trajetdria ¢é for¢ada a trocar de lugar, ou entéo terminar
finitamente. Com isso, vale para aquele autémato a seguinte propriedade, que também se

aplica genericamente a qualquer tipo de w-autémato:

Propriedade 3 Qualquer trajetéria é de aceitagao.

hhr<1 hr<l boo <1

Ay _,. b.r <1,{y} 8 a,z=1,{z} 8{9@
. a,z:l,{x,g}

Figura 5.1: Os autdématos Aj e Aj; sdo equivalentes

Note ainda que, para qualquer autdmato que possua essa propriedade, podemos obter

um outro autémato equivalente transformando todos os lugares em finais, como exempli-

61
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ficado na Figura 5.1. Chamamos um ABT A = (£,Q,Q, X, T, F) de final (ABTF) se
F = Q. A classe ABT F é, como as outras, fechada por unido e por interse¢do, mas nio

por complemento. Os argumentos sdo similares aqueles apresentados no Capitulo 3.

Nesta secao veremos que ABTF € subclasse prépria de ABT e que Upre 6 TI5-
completo. Esses resultados foram obtidos antes que percebéssemos que, na verdade, a
interpretacdo mais precisa para a propriedade 3 é de que a condigdo de aceitagdo do
autémato € inécua. O autdmato aceita uma palavra se existe uma trajetoria sobre ela,
simplesmente. Esse tipo de autémato temporizado sem condicao de aceitacio é chamado
em [25] de tirmned sefety automata. Naquele artigo, e também em [29], a indecidibilidade da.
universalidade, mas ndo seu grau, jd havia sido estabelecida, assim como a expressividade

da classe em relagéo a ABT.

O valor do novo resultado, mostrando que Usgre ¢ I1%-completo, é que a “alta” in-
decidibilidade da universalidade para ABT, ABT7T QD e ABT MP nio vem unicamente
da combinagio entre o nao-determinismo e a temporizacdo dos autébmatos, mas de uma
combinagdo desses fatores com as condigdes de aceitagio. A diferenca entre um ABTF
e um ABT estd apenas na condicdo de aceitacio, mas a complexidade da universalidade
salta de completa para o primeiro nivel da hierarquia aritmética para dificil para o pri-
meiro nivel da hierarquia analitica. Por que ocorre esse grande salto? Uma explicacio
intuitiva é que a presenca de condigoes de aceitacdo faz com que o autémato possua um
mecanismo para diferenciar dois tipos de trajetérias infinites. Um autdémato com @ = F,
na esséncia, ¢ capaz apenas de diferenciar entre trajetdrias finitas e infinitas. A diferenca
entre a hierarquia aritmética e a analitica é, justamente, a quantificacio {que também

pode ser pensada como um mecanismo de diferenciagio) sobre fungdes infinitas.

Os diversos tipos de condigdes de aceitagdo, para autdmatos do tipo w, surgiram
ndo apenas como uma maneira de forcar a passagem das trajetdrias do autdémato por
certos conjuntos de lugares, ou como uma forma de expressar propriedades do tipo safety
e liveness [21]; as condicBes de aceitacdo também sio, assim como o ndo-determinismo,
uma ferramenta que facilita a modelagem de propriedades gerais. Como ja foi comentado,
e serd mostrado em seguida, a classe autdmatos temporizados sem condicdo de aceitagio,
igual a ABTF, é menos expressiva do que ABT. Os artigos {25, 29] mostram que, para
essa classe menos expressiva, todos os tipos de condigoes de aceitagao, Biichi, Muller,

Rabin e Streett, podem ser simulados usando a temporizacio dos autdmatos. Quer dizer,



63

reldgios e restrigdes nas transi¢des podem ser usados para forgar, por exemplo, que todas as
trajetdrias passem infinitas vezes por determinado lugar. Com isso, esses artigos, e alguns
outros artigos da literatura, defendem a tese de condi¢les de aceitagdo sdo inuteis para
formalismos do tipo w temporizados nao-deterministicos. Porém, para concordar com essa
tese, é preciso aceitar a redugfo na expressividade dos autématos. Para motivagoes de
aplicagdo prética, talvez a expressividade de ABT F seja suficiente, e podemos concordar;
mas, do ponto de vista tedrico, a tese é apenas mais uma possibilidade interessante. Essa
discussdo € um exemplo da relacdo entre expressividade e complexidade de problemas de

decisso.

Expressividade. Note que mesmo com o nio-determinismo, o conjunto de trajetérias
de um autdomato temporizado qualquer, sobre uma dada palavra, toma a forma de uma
arvore em que cada né pode ter no maximo digamos, como na discussao da Secdo 3.5,
k filhos. Portanto, se uma palavra ndo é aceita por um ABTF, entdo deve haver um
momento a partir do qual nenhuma trajetdéria pode prosseguir. Isso é uma aplicagdo
direta da idéia conhecida como Kénig Lemma. Com isso, podemos provar sem dificuldade
o seguinte lema que, apesar de n&o ser da forma de um lema de iteracdo, € também uma

ferramenta poderosa para mostrar que certas linguagens nio estio em ABTF.

Lema 6 Se L pertence a ABTF, entdo para toda p & L, existe n, tal que para toda
vEZ, ppm -7 € L.

Considere o autdmato da Figura 5.2, sobre o alfabeto ¥ = {a}. Ele aceita toda
palavra em que 0s a’s estao espagados por pelo menos uma unidade de tempo e na qual

hi infinitos pares de o's espagados exatamente por uma unidade de tempo. Formalmente:
L{Ag) = {(a*,7) [Vi[ (i — s 2 DA (F), >4, i — 7= 1) |1

Figura 5.2: ABT F é subclasse prépria de ABT
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Teorema 9 L{Ay) ¢ ABTF.
Prova. Por contradigio. Assuma que B= (£,Q,Qo, X, T, F) é urn ABTF e que L(B) =

L(A4). Considere a palavra temporizada p* = {(a”,7?), onde para qualquer i, 77 = 2i.
Assim, p* ¢ L(B).

Aplicando o Lema 6 a L{B) e p?, existe n tal que para todo v € TF, ,o[zm] -y & L(B).
Mas tome qualquer p € L{A4). Por construcao de p?, nés temos pfm] -p € L{A4), uma

contradigéo. a

5.1 U,... éII}-completo

Para mostrar a pertinéncia de U,zrr em II? precisamos notar apenas que, pelo Lema 6,
dado um ABTF 4 e uma palavra p, se para todo ¢ existe uma trajetéria de A sobre py 4,
entdo tem que existir uma trajetdria infinita de A sobre p, e que sera de aceitagio pois A
é um ABTF.

Teorema 10 U, ;- € 119

Prova. Seja Ay, Az, ... uma indexacgfo recursiva de todos os ABTFs. Seja dg uma funcéo
mapeando niimeros naturais a palavras temporizadas finitas. Considere uma maquina de

Turing My, que, dada uma tupla {i,z) € N?, tem o seguinte comportamento:
1. Decodifica i de acordo com dg obtendo p = (7,7 );
2. Obtém A, = (T, Q, Qo, X, T, Q) a partir de z;

3. Simula A, sobre p. Se existe uma trajetéria de A, sobre p, entao aceita; caso

contrario rejeita.

Entdo U,prr = {2| Vi Hs5(%, z)}, como é facil verificar. o

Informalmente, podemos dizer que a I}-dificuldade de U, a7, Usprgp € Usprur € devida
ao fato de que estes autdématos podem reconhecer qualquer palavra temporizada que ndo
representa uma computacdo infinita de uma madaquina de Turing de 2 contadores. Ja
um ABTF nao tem essa capacidade, pois Uspre € H?. Entretanto, um ABTF pode
reconhecer qualquer palavra que ndo representa uma computacdo finita de uma maquina

de 2 contadores.
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Teorema 11 UABTP é H?"d@f’ifCZl

Prova. Para qualquer C € X, existe uma relagfo recursiva H¢ tal que C = {z €
N{3n Hec(n,z)}. Dado =z € N nés construimos um ABTF A, tal que A, é universal se e
somente se z ¢ C.

Seja M, uma méaquina de Turing (nfo necessariamente ndo-deterministica) que péra,
sobre a fita vazia, se e somente se £ € C. Esta méquina precisa apenas simular My,
sobre (i, z) para valores crescentes de 4, parando se My, aceita para algum 4. Aqui, My,
é a méquina subjacente & relagio He.

A méquina M, pode ser simulada por uma méquina de Turing de 2 contadores, como
descrito na Se¢do 2.3.2, com a adicao de um tipo de instrugdo: (g) pare. Uma computagio
finita desse tipo de maquina é uma seqiiéncia finita de configuracgoes relacionadas termi-
nando numa configuragdo com a instrugdo “pare”. Assuma, sem perda de generalidade,

que somente a tltima instrugio da méquina, a k-ésima instrugdo, é do tipo (g). Defina

a linguagem temporizada L sobre o alfabeto {b;, ba,...,bs. a1, 0} tal que (5,7) € Lse e
somente se:
1.7 = bila'{laff‘b,-za?ag?...bina‘{’”ag"...., e (i1, c1,di) (g, o, ds) .. (in, Cp,dy) é uma

computacao finita de M, (assim, ¢, = k);

2. para todo j < n, condigdes (a) a (d), como na Secdo 2.3.2, valem.

A} 8 bs, {z} Q"ai=$<17{$}Qa1,x=1
/ ./ @3

A Q Az Q“ﬁanz<ix{$}Qa1,z= Qb
6 O==-0O O~=—=0——00

Figura 5.3: Um ABT e um ABTF que cumprem a mesma fungéo na prova de cota inferior
para universalidade

Da mesma forma que na Secdo 3.3, pode ser mostrado, sem dificuldade, que a linguagem
L pode ser definida como uma disjuncdo finita de linguagens temporizadas que podem

todas ser aceitas por ABTFs. Como um exemplo, a Figura 5.3 repete o autémato A2,
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da Figura 3.4, que é usado para verificar que “0s a;'s ndo estdo casados”. A linguagem
aniloga para ABTF, aceita pelo autémato A3, é {(7,7) | HZjTkI, i < j <k <l 05 =
b, 05 # ay, 7, —1; <1, 0 =@y, T~ 7; =1, 0, = by }. Note que ndo poderiamos simples-
mente transformar todos os lugares de A3 em finais; isso tornaria o antdémato universal.
Todos os demais autdmatos sdo de natureza similar e sdo andlogos aos automatos da
Secao 3.3. O

5.2 Relacionamento entre as Classes

As classes ABTQD, ABTMP e ABTF séo todas incompardveis, duas a duas. A
inica dependéncia é expressa pelo teorema abaixo, que mostra que ndo ha linguagens
em (ABTMP N ABTF)\ ABT QD. Para qualquer outra combinagio, a Se¢do 5.2.1
apresenta uma linguagem. O relacionamento entre as classes estd ilustrado na Figura 5.4,
que tambéml indica a complexidade do problema da universalidade, sumarizando os resul-

tados desta tese.

(ABT (I3, I-dificil) M
22 H (— ] . PR -
ABTF (H{-completo) ; ;
(ABTQD (I1l-completo) : ) :
ABTD (PSPACE-completo) ) ! l
_____________________________ - i
; !
1 4 J l:
; 4 J |
- ! Wy l
I
: Y ABT MP {Il}-completo) !
1
'\\ ABTEZ (I}, TO-dificl) |
e J

Figura 5.4: Relacionamento entre as classes de ABT

Teorema 12 Se L € (ABTMP N ABTF), entdo L € ABTQD.

Prova. Seja A; = (X, Q1, Qpy, X1, 11, F1) e Ay = (£, Qa, Qpy, Xo, To, F3) respectivamente
um ABTMP e um ABTF, tal que L{4,) = L(A4») = L. Seja G = {¢ € Fi| existe
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p € L(A;) e existe uma trajetéria r = (g,7) de A, sobre p, tal que Vi3], j > ¢, ¢; = ¢}.
Nés mostraremos que para 0 ABTQD A abaixo temos L(A) = L. O ABTQD A4 estd
ilustrado na Figura 5.5. Ele é obtido da mesma tabela temporizada de A;, com a adigéo

de um 1dnico estado final, como indicado. Mais rigorosamente, A = (£, Q, Qgy, X1, T, F):

Ay A

Figura 5.5: L(A) = L{A;), ABTQD A e ABTMP A4,, se L(4,) € ABTF

o = U{gs} (unido disjunta);

o F={g};
o T="{{g,4.0,8, )| [(g,¢,a,0, ) € Th]VI¢ = g AX = X1Aé = trueng € GU{gs}]}.

Por construcgdo de A, podemos verificar sem dificuldade que, se p € L(A;), entdo p € L(A).
Veremos agora a outra direcéo.

Note que qualquer trajetoria de aceitacao de A tem que passar ao menos uma vez por
um lugar em G. Assim, se p € L(A), entdo podemos encontrar uma trajetéria r = (g,7)
de A sobre p tal que existe um m para o qual ¢,, € G. Mas note que 7y é, entdo, uma
trajetéria finita de A; sobre pry .

Como g, € G, por definicio existe g/ € L(A;) e existe uma trajetéria v’ = (¢, /) de
A, sobre p', tal que Vidj, j > 4,¢; = gn. Seja m' o menor natural tal que ¢/, = gn.
Veja a ilustragdo na Figura 5.6. Agora seja ¢ = prim] - fly)- Como A; tem a trajetéria
™ = o m] -r%’m,) sobre p”, temos p" € L{A1).

Agora nés argumentamos que p € L(A;). Suponha, para efeito de contradigdo, que
p & L{A;). Como L{A,) = L{Az), e A2 é um ABTF, pelo Lema 6, existe n, tal que
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AN ;
" AS——e—o——

Figura 5.6: Demonstracio de que (ABT MP N ABTF) C ABTOD

para todo v € X%, prn -7 € L(A1). Se n < m, entdo nds j& temos uma contradicdo,
pois p" = pra - Plngim - pfm,). Se n > m, entdo, como Py, = Pﬁ,m}: pelo Lema 3,

existe £ > n, tal que p” = pug - Py, € L(A;). Novamente uma contradigdo, pois

p’w = p[l’n} * P[n+1,f] ) p;:2+1} B
Lo 1L [ Lo [ Ly | La | L3 | Le | L7 | Ls | Lo | Lo
ABTF v/ v AR
ABTMP | V V|V X -
ABTD |/ v VAN,
ABTQD | V|V VA Y LY

Tabela 5.1: O catédlogo de linguagens temporizadas

5.2.1 Catalogo de Linguagens

A lista seguinte apresenta uma linguagem temporizada para cada intersecdo ndo-vazia de
classes na Figura 5.4. A Tabela 5.1 indica com uma marca “,/” exatamente as classes
nas quais cada linguagem esta contida. Para cada linguagem, uma prova de que ela ndo
estd contida numa determinada classe, quando indicado na tabela, pode ser obtida, sem
dificuldade, com uma combinagdo das idéias apresentadas nas provas dos Teoremas 2, 7 e

9. Por serem repetitivos, detalhes desses argumentos sdo omitidos. Para cada linguagem, é
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possivel encontrar um ABT para cada classe indicada na tabela, que a aceita. A figura 5.7

d4 cinco exemplos, onde L{A4;) = L;, L; como indicado na lista. Os outros autdmatos sao

similares.
{z}
v K Ko
SN
{z}
Ay
r <1 z=2 {z}
Al Q:{:{Z{y} 8$<2/\y«_18
Az
a,z= 1,{x}
Figura 5.7: Alguns exemplos de ABT
e Ly = X" (linguagem universal);

o Ly ={(a*,7)|Fi3j, j >4, ;=7 +1};

Ly ={(a*,P)IVEHTZ), j>i>k, 75 =7 +1};

Ly={F € (ttaT)Vi [ (n eN®a=a)A(T], 5 =933k, 2i<7<
2i+1, ie=71;+1) |h

L4 e {(a‘”?"f)l\dl {T’H_;_ - =>1A 3], j > ?:? Tig1 = T = 1 ]}’
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Ls = {(7 € (a+b)*, 7|3V, j>i= ;= b;

Li={(ce(tTa),T)Vi|(neNSo=a)AEG), s =0AF3k, k>j>4 7 =
T+1, oj =0 =0}

Lr={(z € (") PV, > i, oy = ak
Ly = {{a“,7)}Vi, 7 = i};
Lg = {(awv?:)lgzajr Ti=T; + 1, Ty < 2},

Lo = {(a*,T)|[FiF], 75 = 7+ 1, 75 <YAFil(n = DAY, § 2 i = 750 = 73+2))]}



Capitulo 6
Conclusoes

O problema da Universalidade para Autématos Biichi Temporizados N&o-deterministicos
é indecidivel mas resiste a uma caracterizacao simples do seu grau de indecidibilidade. Por
um lado, essa classe de autématos parece ndo ter, como foi discutido na Introducio e nos
capitulos anteriores, expressividade suficiente para que seu problema da universalidade
seja [1i-completo. Por outro lado, como resultado desta tese, tem mais expressividade do
que algumas subclasses que sdo [1}-completas. Essa idéia de relacionar a complexidade
do problema da universalidade com a expressividade dos autématos estd ilustrada na
Figura 6.1, para o caso de ABTQD. A situacio € interessante pois intnitivamente se
espera que o problema seja completo para a classe I3 ou para a classe I1}, ao mesmo
tempo que se espera gue a curva na figura seja estritamente crescente.

Nio hd, como ja dissemos, uma métrica para a expressividade, nem uma proposta de
tornar essa argumentagdo mais rigorosa. O que podemos afirmar é que a curva ndo pode
ser decrescente!. Mas ndo hd, em principio, impedimento para que o grau seja o mesmo
para duas classes de expressividade distintas e compardveis. E possivel produzir, por
exemplo, uma superclasse prépria da classe ABT QD, com universalidade T1}-completo.
Poderiamos tomar uma linguagem L qualquer fora de ABT QD (portanto L ndo poderia
ser a linguagem universal), encontrar um autémato A; que a aceite e definir uma nova
classe de autémato: ABTQD+ L, composto de todos os ABTQDs mais A;. Essa su-

perclasse trivial teria universalidade I1}-completo. Contra essa abordagem de produzir

'E preciso, também, assumir que a transformagio entre os formalismos é efetiva, ou seja, que o
problema da universalidade para o menos expressivo pode ser efetivamente reduzido ao problema da
universalidade para o mais expressivo.

71
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Complexidade da Universalidade

[Ii-completo -

T} -completo .

PSPACE- -
completo

Expressividade

ABTD ABTQD ABT w-MT
rec. w-aut.

Figura 6.1: Expressividade versus Complexidade da Universalidade

classes triviais estariam: a possibilidade de que nao fossem robustas como as definidas
nesta tese, no sentido de ndo apresentarem as mesmas propriedades de fechamento de
ABT; e a dificuldade de conciliar uma tentativa de extensio da classe, adicionando talvez
uma familia infinita de automatos para buscar a robustez, com a necessidade de man-
ter a capacidade de indexacdo recursiva e a Ili-completude da universalidade. Outra
alternativa seria considerar, por exemplo, a unido ABT QD U ABT M'P como sendo uma
nova classe. Certamente essa unido € superclasse prépria tanto de AB7 QD quanto de
ABT MP. Porém, nenhuma nova linguagem seria acrescentada e restaria o exercicio de

demonstrar a robustez da classe unido.

A nossa investida mails promissora de obter uma superclasse propria mais geral e
razosvel, ainda I1}-completa, para alguma das classes apresentadas, foi a classe ABT Z.
Como vimos, porém, esbarramos na dificuldade de obter um algoritmo I1}. A mesmas
dificuldades encontradas para AB7 j4 se apresentam para AB7T Z, uma subclasse prépria.
De qualquer forma, qualquer saida para o problema em aberto resultard numa figura,

similar & Figura 5.4, bastante interessante.
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Temporizagao faz realmente a diferenca? Na literatura, pelo menos quando a mo-
tivacdo € alguma aplicacdo pratica, ha discusses sobre a natureza e necessidade da tem-
porizagdo explicita. Boas referéncias para essa discussdo sdo [6, 7]. Quer dizer, a pergunta
¢ se o tempo nao é apenas mais uma varidvel do sistema que, na verdade, nio adiciona
uma dimensio de natureza diferente. No caso do nosso problema da universalidade vale
a pena notar o seguinte. Nenhuma das trés restriges sintdticas que deram origem &s
classes ABT QD, ABT MP e ABT F é de natureza, ou de motivacao, temporal. Elas se
aplicam a qualquer tipo de w autémato. S6 que, para ABT em particular, e combinando
com a parte temporizada dos autématos, provocaram uma simplificacdoe na estrutura das
trajetorias dos automatos sobre as palavras, que permite a obtencao de algoritmos para
as hierarquias. Poderia ser levantado o argumento de que talvez seja exatamente isso
que falta as tentativas de resolver a questdao em aberto. Talvez a consideracdo de al-
gum aspecto particular da estrutura temporizada dos autématos € que seria a chave para
solucionar a questdo. Nossa experiéncia, porém, pelo menos intuitivamente, indica que
a esséncia do problema ndo esti na parte temporizada dos autématos. Ou melhor, a
temporizacio certamente ¢ necessdria para a complexidade da estrutura das trajetorias
dos autématos, mas a todo instante a questdo parece se apresentar mais como sendo um
problema geral de Sistemas de Transigio Infinitos e ndo algo especifico. Colocando de
outra forma, uma solugdo para a questio em aberto, na nossa opinido, estaria baseads
em propriedades gerais de sisternas ndo-deterministicos mais do que em guestdes sobre

tempo-real.

Histérico e Referéncias Adicionais. A idéia inicial do projeto desta tese era traba-
lhar com verificagao de Sistemas Hibridos Probabilisticos. No inicio, estudamos boa parte
da literatura sobre sistemas hibridos e de tempo-real, sobre verificagdo probabilistica e
também alguns algoritmos e ferramentas préaticas disponiveis. No decorrer desse estudo
é que surgiu e veio para o primeiro plano a questio que foi deixada em aberto no artigo
de Alur e Dill [4], que acabou se tornando o centro da tese. O interesse por essa questdo
aumentou com o tempo; e comecamos a perceber e explorar subclasses interessantes de
ABT, com o propésito de atacar a questdo.

Nesse interim, a componente probabilistica do projeto, de motivacao pratica, foi dei-

xada em segundo plano. O que concluimos com o estudo dessa componente é que a adicdo
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de probabilidades a sistemas hibridos, e mesmo a sistemas de tempo-real, aumenta em
demasia a complexidade computacional da verificacdo. Além disso, a comunidade de ve-
rificagdo parece ainda estar concentrada em resolver os problemas que surgem na pratica
para sistemas nao-probabilisticos.

Entretanto, antes de desviar a atengdo da parte probabilistica, obtivemos alguns re-
sultados, também de relevancia primordialmente tedrica, sobre a verificacio de Sistemas
de Tempo-Real Probabilisticos contra propriedades modeladas com ABTs. O apéndice A
traz a versiao Relatério Técnico de um artigo que foi publicado em [43]. A ligagdo deste
trabalho com a tese apresentada € o ndo-determinismo. Neste artigo a esséncia também
é contornar o nao-determinismo para decidir se o sistema probabilistico exibe ou nido um
certo comportamento. A idéia central do algoritmo, reldgios genéricos, pode ser esten-
dida para a verificagdo ndo-probabilistica, que recai, como foi comentado na Introducgéo,
no problema da Inclusdo de Linguagens. O apéndice B traz um relatério técnico com

detalhes dessa extensao.
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Abstract

In [2], Alur et al. presented an algorithm for the problem of verifying deter-

ministic timed automata specifications of probabilistic real-time systems given as

generalized semi-Markov processes; and posed the question of the verification of

nondeterministic specifications. We give a partial answer to the question, extending

their method so that processes, with a fairly acceptable restriction, can be tested

against any timed automaton. These include, for instance, real-time models of di-

gital circuits where the key property is that the delay distributions have non-zero

lower bounds.
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A.1 Introduction

Techniques for automatic verification of timing properties of non-probabilistic real-time
systems have already been widely studied [7, 4, 28] and applied to practical problems. In
many cases, however, one may want to consider the probabilistic behavior of a physical
system—in these cases, the best a verification method can do is to say that the system
satisfies the property with probability one. Typically, system models based on state-
transition graphs can account for probabilities either only in the discrete transitions, or
also in the delays of the events triggering the discrete transitions. In the latter case, when
there are continuous probability distributions in the delays, there are, at least, three
approaches.

In {1}, Alur et al. presented a model-checking algorithm for timed computation tree lo-
gic (TCTL) formulas, where the existential and universal path quantifiers are interpreted
as “with positive probability” and “with probability one” respectively, so that the verifi-
cation is qualitative (in what concerns probability bounds). The system model defines a
generalized semi-Markov process.

Recently, Kwiatkowska et al. [33] proposed a procedure to check systems, given by a si-
milar model, against formulas of the probabilistic timed computation tree logic (PTCTL),
which is a version of TCTL where the path quantifiers are amended with quantitative
probabilistic bounds, so that the verification is quantitative, although (unavoidably) ap-
proximative.

‘These logics, however, are purely propositional, and do not have the counting ability,
for example, of the popular timed automata (TA) formalism [28]. There are certain
interesting properties that can be specified by TA, and such that TCTL or PTCTL cannot
describe. An example is the convergent bounded response property: “two events ¢ and b
alternate and eventually always the time difference between a and the next b is less than
or equal to 2 seconds” [4, 2|. Thus, in [2], Alur et al. extended their previous method
to the verification of deterministic TA specifications, which can express the convergent
bounded response property, for instance; and posed the question of the verification of
nondeterministic TA specifications. Besides the fact that nondeterminism facilitates the
specification of properties and gives rise to, potentially, smaller models, the interest in this
question also stems from the fact that nondeterministic TA are strictly more expressive

than deterministic TA [4]. Unfortunately, the probabilistic verification problem, which is
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commonly solved by complementing the specification, resembles the language inclusion
problem, which is undecidable for nondeterministic TA [4]. Nondeterministic TA are not
closed under complementation {4], so that one must resort to some other technique to cope
with the nondeterminism in the specification. For instance, in the discrete time domain,
where the system is a Markov chain and the specification an w-automaton, Courcoubetis
and Yannakakis [16] solved a more general problem with the usual subset construction.
But, for TA, it was not clear in [2] how one could apply such a construction, and also
carry through the probabilistic analysis.

In this paper, we show that a subset construction on the states (location plus valua-
tion for the clocks) of the automaton admit the definition of the integral parts/order of
fractional parts equivalence relation over the set of states, so that the method in [2] can be
extended in a uniform way until the point where only probabilistic information are left. At
this point, the method constructs a graph, over which the probabilistic analysis is done.
When we apply the subset construction, for some instances, this graph is infinite, and
the method cannot be applied—the process and the automaton may synchronize is such
a way that an unbounded amount of information is needed for the method to succeed.
Nevertheless, we show that for fairly acceptable restrictions on the process model, the
graph is guaranteed to be finite, in such a way that the powerful nondeterministic timed
automata formalism can indeed be used to specify properties. For example, if there is a
bound on the number of events generated by the process, in a time interval of unit length,
then our method guarantees that it can be tested against any TA, be it deterministic or
nondeterministic.

The paper is organized as follows. Section A.2 explains the system model of probabi-
listic real-time processes. In Section A.3 we review the specification formalism of timed
automata and define the probabilistic verification problem. Section A.4 presents the cons-
truction, gives an example for which the method cannot be used, and shows that most

practical instances are solvable. Section A.5 concludes with some final remarks.

A.2 The System Model

Our system model is inspired on the one defined in [2], and we use the same notation.

Informally, the system moves probabilistically through a finite set of states S according
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to a sequence of discrete events. The sojourn time in a state and the event triggering
the probabilistic transition are chosen in such a way that it defines a generalized semi-
Markov process [49] over the set S. We first give the formal definition and then discuss

the operation of the process.

Definition 1 We say that a probability distribution is bounded if it has support on a
bounded interval {1, %], #; and % in Q {the set of non-negative rational numbers), and
probability density function f, such that, if ¢; = ¢, then f(¢;) = 1 (discrete probability
distribution), and if ¢; <13, then f:f f(t)dt = 1 (continuous probability distribution).

We denote by D the set of all bounded and exponential distributions. The algorithm
needs only trivial modifications to treat bounded distributions with support of k& bounded

intervals, for any k in N (the set of natural numbers).

Definition 2 A real-time probabilistic process M is a tuple (S, E, act, fo, next, dist),

where
. ‘..S' is a finite set of states;

e E ig a finite set of basic events. The set of all nonempty subsets of F is denoted by
A. An element a € A is called an event of M;

e aoct: § — A is a function associating a set of basic events to each state, the active
basic events of a state;
o fo: 8~ [0,1] is a initial distribution function such that ), . fo(s) = 1;

e nert : S X A x .S — [0,1] is a probabilistic transition function. For every state s

and every a € A, Yo next(s, a,8) = 1;

dist + E — D is a function associating each basic event z € E to a probability

distribution in D. Given dist, we denote by E, and E, respectively, the set of
basic events with exponential distribution, and the set of basic events with bounded
distributions; and distinguish two functions, { : By, — Q and u : By — Q, giving
the lower and upper bounds of the distributions, respectively. We call z € Ey, a

fized-delay basic event if [, = u,, and a variable-delay basic event if [, < u,. Let
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acte(s) = act{s)NE, and act,(s) = act{s)NEy. Also, we write f, for the probability

density function associated to an exponential or variable delay basic event z.

The process works as follows. Each basic event 2 € E has an associated clock, also
referred to as x. The process starts in some state s such that fy{s) > 0. For each
x € act(s), a value d, is randomly and independently chosen from the distribution dist(x)
and the clock z is set to —d;. The values of all the clocks increase with the real time
until some clock reaches 0, when, then, a state transition occurs. Let a € A be the
set of basic events reaching value 0 in s. The process moves to some state s such that

next(s, a,s’) > 0. The reading of the clocks in act(s’) are obtained as follows:

o Let old(s,a, ) = act(s’) N (act(s) \ a). The basic events in old(s, a, §') are active in

s and s'—the value of their clocks is not modified;

o Let new(s,a,s’) = act(s’) \ old(s,a,s’). Bach clock = in new(s, a, s) is set to —d,,

where d_ is, again, randomly and independently chosen from dist(z).

Example 1 Consider the process M, in Fig. A.1, where act(s,) = {a,c}, aci(sy) =
{b} and act(s3) = {d}. It models two concurrent basic events a and ¢, with uniform
distribution between 0 and 4, and between 1 and 3, respectively. The process starts in
state s; and, if a happens before ¢, then the process goes to s, with probability 1; ¢
is no longer active and a response basic event b is scheduled with uniform distribution
between 1 and 2. If ¢ happens before a in s;, then, with probability 0.2, ¢ is simply
rescheduled; and with probability 0.8, the process goes to s3, and a response basic event
d is scheduled with uniform distribution between 0 and 1. Also, when b happens in s,
with a small probability, the process goes to s3. Note that, the probability that a and
¢ happen simultaneously is zero. Two basic events can happen at the same time only if

they are fixed-delay. O

The process is not Markov because non-exponential distributions can be associated to
the delays, and is not semi-Markov because not even at the transition times the Markov
property holds, since not all events in act(s) are rescheduled when the process enters s.
We see that M indeed defines a generalized semi-Markov process over S because we can
retrieve the Markov property by allowing a generalized notion of state. A generelized

state of M has the form (s,v), where s € S and v is a mapping from act(s) to the
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Figura A.1: A real-time probabilistic process M;

non-positive reals, that is, a particular reading for each active clock, which we call a clock
interpretation for E. If we now let the state space be the space of all generalized states,
then we have a Markov process Y. For ¢ € R (the set of non-negative real numbers), we

write v + ¢ for the clock interpretation which maps every clock z to v{z) + ¢.

A.3 Timed Automata and the Verification Problem

Timed automata were proposed in [4] as a formalism for the verification of real-time
systems. Informally, a timed automaton is an w-automaton together with a finite set of
clock variables whose values increase with the real time. Every transition of the automaton
has a constraint on the values of the clocks and can be taken only if the clocks satisfy the
constraint. In addition, a transition may reset some of the clocks. As we will see, timed

automata accept timed words instead of w-words.

Definition 3 A timed word p over a finite alphabet ¥ is a pair (o, 7) where
e 0 = 0102--- is a sequence of symbols ¢; € ¥ (an w-word over ¥};

® 7 =TTy -- 1S an strictly increasing sequence of time values ; € R, 7; > 0, satisfying
the progress property: for every ¢ € R, there is some 7 > 1 such that 7; > ¢. Given

¢ € R, we write ¢- 7 for the sequence obtained from 7 by multiplying every 7; by c.

In a timed word (o, 7), the time value 7; is interpreted as the occurrence time of the
event o;. For example, the following is the initial prefix of a timed word p, over {a,b}:
(a,3.1) — (b,6) — (a,6.2) = (b,7.5) = ---.
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Definition 4 Given a finite set X of clock variables, a clock constraint § over X is defined
inductively by ¢ := = < ¢|e¢ < z|-6|6; A dy, where z € X and ¢ € Q. The set of all
clock constraints over X is denoted by ®(X).

Definition 5 A timed (Bichi) autornaton A is a tuple (Z, Q, Q, X, T, F"), where
s ¥ is a finite alphabet;
e () is a finite set of locations;
e (Jp C Q is a set of start locations;
o X is a finite set of clocks;

e T CQx@QxIx2%xP(X) is a set of transitions. For a transition (g,¢,a, ), d)
from location ¢ to location ¢, on symbol @, ¢ gives the constraint to be satisfied and

A the set of clocks to be reset;
e F C @ is aset of accepting locations.

The operation of the antomaton .4 is obtained by defining runs of A over timed words.
For this, let a clock interpretation for X be a mapping from X to R, that is, a particular
reading of the clocks in X. A generalized location of A has the form (g, ), where ¢ € Q
and v is a clock interpretation for X. For ¢ € R, we write v + ¢ and 7 - v, respectively,
for the clock interpretation which maps every clock z to v(z) + ¢ and to ¢ - v(z). A clock
interpretation v for X satisfies a clock constraint § over X iff § evaluates to true when each
clock z is replaced by v{z). Given a transition {(g,¢’,q, A,d) and a generalized location

{q,v), the transition is said to be enabled if v satisfies é.

Definition 6 A runr = (g,7), of a timed automaton A over a timed word p = (g, 7) is

an infinite sequence of generalized locations of the form

T : {qo, V) % {q,1) “?-* (g2, vo) {f‘* T
1 2

satisfying:

o Initiation: gy € Qp, and vp(z) = 0 for all z € X;
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As

Figura A.2: A nondeterministic timed automaton A,

o Consecution: for all ¢ > 1, there exists {(g;—1, ¢, i, Ai, 0;) € T such that (v_y + 7 —
7;—1) satisfies §;, and y;(z) = 0 if z € A; and v;(z) = vj_1 + 73 — 73_; otherwise
{rp = 0, by definition).

Given a run r = (g, 7) over a timed word p = (o, 7), let infir) be the set of locations
such that g € inf{r) iff ¢ = ¢; for infinitely many ¢ > 1 in . The run r over p is called
an accepting run iff inf{r) N F # 0. Finally, the language accepted by A is L{A) =

{(o,7) ] A has an accepting run over (o, 7)}.

Example 2 The automaton A, in Fig. A.2 expresses the convergent bounded response
property mentioned in the introduction. The single clock z is reset only in the transitions
from ¢; to g; and from g4 to g3. The transition from g¢; to ¢4 is the only one with a
clock constraint different than frue. Note that the automaton is nondeterministic, since
the transitions from ¢, to ¢z and from ¢; to ¢, which are on the same symbol, can be
simultaneously enabled.

The language accepted by A, is L(A,) = {({ab)*,7)| there is i such that for all j >
i, (roj < Tgj~1+ 2)}. The following are the two possible initial prefixes of runs of A, over

ps (z{d) means z = d):
(g1, 2{0)) ?al-? (g2,2(3.1)) “‘“Z—> {g:,x(6)) 5—2? (g2, 2(6.2)) ‘;bj {q, z(7.3)) -,
{g1,2(0)) "i‘* (g2, 2(3.1)) ‘-Z'") {q1,2(6)) ‘;‘27" (g3, z(0)) _7% (qa, z(1.3)) -+~ .
EE

We note that timed Biichi automata have the same expressiveness as timed Muller
automata [4]. In [2], Muller acceptance condition was used instead, since determinis-
tic timed Muller automata are strictly more expressive than deterministic timed Biichi

automata.
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A.3.1 The Verification Problem

An instance of the verification problem is composed by a process M describing the proba-
bilistic system, and a timed automaton 4 giving the specification. A particular behavior
of the process M is described as a timed word over A, which gives the sequence of events
and their occurrence times. From now on, we assurmne that the set of events A of M equals
the alphabet X of the timed automaton 4. Let ¢ denote the set of all timed words over
Y. The process M induces a probability measure' over ¥*. We say that M satisfies
A iff L(A) has measure 1 in the probability measure induced by M. In other words,
the verification problem is to decide, whether or not, the probability that M exhibits a
behavior accepted by A equals 1.

As an example, if we add dummy transitions for the basic events ¢ and d {of the
process M) in the automaton A, ({g,¢,£,9, true), for all ¢ € Q, £ € {¢,d}), the process
M, satisfies A,.

A.3.2 Restriction to Integer Constants

Let ¢ be a positive real constant. Given a timed automaton .4, let A° denote the auto--
maton obtained by multiplying all the constants appearing in all the clock constraints of

A by ¢. There exists a one-to-one correspondence between the runs of .4 and the runs of
A®: given a timed word p = (o, 7), (¢,7) is a run of A over p iff (¢,c-7) is a run of A°

over {g,c- 1) [4].

Given a process M, let M® denote the process obtained by replacing the function dist
by dist®, such that dist® replaces the functions I by I°, u by u®, and, for every variable
delay and exponential basic event x, the function f; by f5; where [°, «° and f are defined,
respectively, as: IS =c- Iy, uS = ¢ - uy and fE(2) = fi(t/c)/c. These definitions guarantee
that, given any interval [¢), ¢}, ff}" f=(tydt = [ c:f f5(t) dt. In particular, [ fo(t)dt =
fgg f&(t) dt = 1. Thus, we can obtain the probability measure induced by M°® on ¥ from
the one induced by M simply mapping each timed word (o, 7) to (o, ¢- 7). The following

lemma holds.

Lemma 1 M satisfies A off M® satisfies A°. U

A formal definition of a similar probability measure can be found in [33]
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The invariance under multiplication by a constant shows that we can restrict our
attention to instances with integer constants. Given a process M and an automaton 4,
we can choose ¢ to be the least common multiple of the denominators of all constants
appearing in the clock constraints of 4 and all constants in the ranges of the functions !

and u of M, and then, use M° and .4° instead, which have only integer constants.

A.4 The Algorithm

Let M be a real-time probabilistic process, and let A be a timed automaton, both with
integer constants. We assume that from every location ¢ € @ of A and every clock
interpretation v, there is an edge {(¢,d’, a, A, 8}, for every a € I, for some ¢, A and §,
such that v satisfies 8. This can be achieved by a simple transformation: add a dummy
location gg to Q and, then, transitions (g, g, a, X, true), forall a € ¥, and all ¢ € Q. The
set F remains unchanged. Clearly, L(A) is not altered.

In order to cope with the nondeterminism in A, we use the standard idea of a subset
construction, applied on the genei‘&iized locations of 4. As in [2], given Y, we define an
extended Markov process Y™* that simulates the runs of .4 over the behavior of M. The
process Y* records in its states, in addition to the state of ¥, a finite set of generalized
locations of A. Let A be the set of all generalized locations of A and let 23?1% denote the
set of all finite subsets of A. Then, a state of Y™ has the form (s, v, p), where {s,v} is a
state of ¥ and p € 24, . The states of Y* are updated as follows:

o Initial states: all states of the form (s,v,p), where fy(s) > 0 and for all z €
act(s), v{z) is according to the probability distribution dist(z} and p = {{g,v)|¢q €
Qg and v(z) =0for allz € X };

o Time-passage states: if Y = (s,v,p), such that for some clock z € act(s), v(z) =

H

—& < 0 and v(y) < v(z) for all y € act(s), then, for all 0 < &’ < g, Y3,

{s,v+ £, 7}, where p/ = {{g, V') | there is {g, ) € p such that v/ =v +£'};

e Transition states: consider Y* in a state (s,v,p), such that v(z) = 0 for some
z € act(s). Let a = {z|v(x) = 0}. The process moves to some state {s',v’,p'},

where
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— nezt(s,a,s) > 0;

— Forallz € old(s,a,s'), v'(z) = v(z). For all z € new(s, a, s'), v'(x) is according
to dist(z);

— ¢ = {{¢, V') | there is {¢,v) € p and there is {¢,¢,a, A,8) € T such that v sat-
isfies 6 and /(z) = 0 if z € X and '(z) = v(z)} otherwise}.

The Markov process Y* induces the same probability measure as ¥ over ©*. A par-
ticular behavior p of Y* is a function from R to the state space of Y*, defined according
to the above rules. In the next section we will introduce the idea of a generic clock and
define the traditional (integral parts/order of fractional parts) equivalence relation on the
states of Y. Later on we will see that for most practical processes M, the equivalence
relation allows us to analyze the process Y* with the very same method of [2] and decide

the verification problem for any timed automaton A.

A.4.1 Generic Clocks

Consider Y* in a time-passage state (s, v, p), where |p| = n. In the next state (s, v+¢’,p'),
(p'| is still n. If Y* is in a transition state, where |p| = n, then, in the next state, |p| can
be as high as kn, where k is the degree of nondeterminism of A, that is, the maximum
number of transitions, on the same symbol, that can be simultanecusly enabled. But
note, however, that the number of distinct values in the ranges of the functions v in all
generalized locations of p’ is, at most, one more than the number of distinct values in p.
This possible additional distinct value is zero, and it corresponds to all the clocks that
were reset by the transition.

Let ¢4 be the greatest constant appearing in the clock constraints of A. Let 1 be
a special symbol representing any value in the interval (ca,oc). By definition, 1> c4.
Given a set p of generalized locations of .4, we define the set R, C [0, c4] U {1} as follows:
let R, = {d|thereis {g,v) € p, such that d = v(x) < ¢4 for some z € X}. If there is
{g,v) € p, such that v(z) > c4 for some z € X, then R, = R U {1}, otherwise R, = R,,.
In order to formalize the equivalence relation on the states of Y*, we think of each value
in R, as being represented by a generic clock. We create a set of generic clock variables,
C, = {e1,¢2,..., g, } for p. We define also the bijective function 7, : C, — R, as the
unique function such that n,(c1) < n7(c2) < -+ < Mpgg,)). Given two sets p and p' of
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generalized locations of A, if |R,| = |Ry|, then we interpret the two sets Cp and Cp as
being the same set of generic clock variables.

The function 7, induces, for each {g,v) € p, a function yx: X — C, that associates to
each clock € X the generic clock which holds “the value v(z)”, that is, u(x) = ;' (v(2))
if v(z) < cq and p(z) = n;(1) otherwise. The generalized location {(g,v) is, then,
represented by a pair {gq, u), which we call a position of A. Note that two different
generalized locations can be associated to the same position. This is because all values
greater than c4 are mapped to T. For a set of generalized locations p, we define the set
of positions of A as P, = {{g, ) | (g, u) represents some (g,v) € p}.

Example 3 Suppose ¢4 = 4 for a timed automaton A with Q@ = {g1,¢2,.-.,¢0}, and
consider the following set of generalized locations of A:

z1{3.1) :{2.9) x1(2.9) 7:(4.8)
b= (qu :1‘.‘2(4-1) )! <Q3s -’S2(5} )7 (qs, 32(7“} } )7 <q53 [ 32(2‘2) )} T
x3{2.9} x3{1.3) z3{1.3) £3(2.9}

Then Cp - {C}_;CZ; .- ‘JCG}J

es {1}
Z‘E’g)i} w1(eq) xi{ca) ] [ z1{cs) z:1(cs)
Ty = 04(2'9) and Pp = { (g2, z2{cs) 3. (g3, xa{cs} ):{gs. | =2 (es) h{gss | xalee) |} .
62(2:2} xz(es) ENEY) J za{cr) z3{cs)
£1 (1-3)

0

Given a state (s,v,p) of Y*, we define the clock vector £,y as the mapping &g,y -
act(s) UC, — RU{T}, induced by v and 7, that is, for each z € act(s), & (x) = v(z),
and for each ¢ € Cp, & up)(c) = Mp(c). A generic clock ¢ € C, is said to be irrelevant
t0 &y if Esup)(€) =1, and relevant otherwise. Note that at most one generic clock is
irrelevant to a clock vector. The set of relevant generic clocks is denoted by C;,el. We are
now ready to define the traditional [4, 2, 17] equivalence relation ~ over the set of all
clock vectors.

Given a number ¢ € R, [t] denote the greatest integer smaller than or equal to 1, and
fr(t) = ¢ — |t] is the fractional part of £. Define & ~ & iff:

e domain: the domains of £ and & are equal. Let act denote the set of active basic

events and let C denote the set of generic clocks in & and &';
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e irrelevant clock: for each z € C, £(z) =1 if &'(z) =T
o cxponential bosic events: for each x € actN E, £(x) = 0 iff £'(x) = 0;

o relevant clocks and bounded basic events: Let E* = (act Ey) U C™. (1) for each
z € E*, |&(z)] = [€(x)] and fr(&(x)) = 0 Hf fr('(2)) = 0; (2) and for each pair
¢ and y in E*, fr({(z)) < fr(£(y)) if fr(¢'(z)) < &{f'(y)) and fr(é(2)) = fr(E(y)) iff
fr(¢'(z)) = (€' (y)).

Finally, we can define the equivalence relation over the set of all states of Y* as an

extension of the relation ~ for clock vectors.

Definition 7 Consider a process M, a timed automaton 4, and the associated Markov

process Y*. We define {(s,v,p) ~* {s',v',p') iff:
o 5=

® sy ™ S o)
[ ] Pp = Ppr

The relation ~* preserves enough information to decide which event A will deliver
next and, when it occurs, which transitions of .4 will be enabled. In order to achieve
this, the relation ~ records, for each generic clock (condition (1)), the interval from
I¢ = {[0,0],(0,1),(1,1], (1,2),..., [ca, ca), (1)} where the clock is contained. Note that
any two clocks in the same interval satisfy the same set of clock constraints. For the basic
events, the intervals are from I° = {[~u,, —u,],...,(=2,-1), [-1,~1],(~1,0),[0,0]},
where u, is the greatest value in the range of the function u. To correctly update this
information, the relation also records (condition (2)) the order of the fractional parts.
Nothing is needed, however, for clocks whose values are greater than c4, since all of them
satisfy the same set of clock constraints. For exponential events, we need only the intervals
I® = {(~00,0),[0,0]}, because of the memoryless property of these distributions. Thus,
an equivalence class can be specified by a tuple of the form [s, C, P, int., int,, inte, Fr],

where:
e s€5;

o C=10,0,.. .,Cx } is a set of generic clocks;
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e P is a set of positions of A;
e int, : C — I° gives the interval of each z € C;

inty : acty(s) — I® gives the interval of each = € acty(s);

inty © acte(s) — I° gives the interval of each z € act.(s);

Fris an ordering for the fractional parts of the clocks in E* = acty(s) U C™. It has
the form? Fr: 0o fr(z:) o fr(zs) ¢ -- - o fr{zjp-;) < 1, where ¢ € {=,<} and z; € E*.

Also, tnt. and Fr are such that ¢; < ¢ < -+ < ¢xg.

Note 1 Throughout the paper we use the following schematic representation for equiva-

*

lence classes in ~™:
c4(1)
c(—~1,0)
03(2,3}
is, a{—2,~1) P
c1(0, 1)
cz(1}
b{woc, )

Each clock z is annotated with its interval (we write z{c) as a shortcut for z[c,¢}).
Between brackets we construct a stack of the relevant generic clocks and the bounded
basic events. The stack gives the order of the fractional parts, such that the clock on the
top has the greatest fractional part. If there is an irrelevant clock then we put it abovg

the stack. If there are exponential basic events we put them under the stack.

Remark 1 The number of equivalence classes of ~* is not finite, since there is no bound
on the number of generic clocks in the set C'. However, it is important to note that the
number of equivalence classes with at most A generic clocks s finite. Let Vi denote
the set of all equivalence classes with exactly K generic clocks, that is, |C]| = K. The
following bound holds {compare to [2, 4]):

x| 8 €
Vil < 21911 . (9¢ 4 +2)1°1 -3 lacty(s) UG- gzug+{)’facfb( ). glackiol

m @  °sS 3 @ (5)

where the factor (¢) refers to the number of possible:

2This notation comes from [17].
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(1) sets of positions of A;

(2) combinations of intervals for relevant generic clocks;
(3) orders of fractional parts;

(4) combinations of intervals for bounded events;

(5) combinations of intervals for exponential events.

A.4.2 The Graph G

Let V denote the set of all equivalence classes of ~*. If we project the states of the process
Y* onto their equivalence classes, we get a projected process Y? over V. By projecting
the states of a particular behavior p of ¥*, we can obtain an w-word p, over V, giving
the sequence of equivalence classes visited by the behavior p.

The process Y? is not Markov. However, given that Y? is in a state v € V, we can
effectively compute the set of states {v' € V| there is a positive probability that the next
state will be v'}. Thus, we can define an oriented graph G whose vertex set is a subset of
V" and such that there is an edge vv' iff there is a positive probability that the next state
will be ¢/, given that the present state is v. The set ¥} of initial vertices of G is composed

by all the vertices of the form [s, C, P, int,, int,, int,, Fr], where:

o fo(s) > 0;

o C ={c} and int.{¢;) = (0);

P = {{g,n) g € Qo}, where u is defined as: for each z € X, p(zx) = ¢1;

o for every z € acl(s), int.{z) = (—oc,0);

for every fixed-delay basic event z € acty(s), inty(z) = (—Iy);

for every variable-delay basic event = € acty(s), inby(x) = {—¢, —(c — 1}), where
ceN I +1<e<uy;

for any two variable-delay basic events x and y in acet,(s), fr(z) # fr{y).
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A state [s, C, P, int,, inty, int,, Fr] of Y7 is called transient iff for some z € act(s) UC™,
we have fr(z) = 0. The graph G is defined inductively, from the initial vertices, by the
following rules that define the edge relation of G.

Rules. The edges are grouped in five different types:

1. Consider Y? in a transient vertex [s, C, P, int, inf, inte, Fr], such that for each z €
act;(s), int;(z) # (0), i € {b,e}, and for each z € C, int(z) # (c4). Then, with
probability 1, the next vertex will be [s, C, P, int,, int,, int,, Fr'], where:

e for each z € C, int{z) = (¢,e + 1) if int(z) = (c) for some ¢ € N, and
int.(z) = int.(z) otherwise;

o for each z € acty(s), inf,(x) = (—¢, —(c—1)) if inty(x) = (—c) for some ¢ € N,
and inf,(x) = ink,(z) otherwise;

e in this case, Fr: 0 = fr(z;) o2 fr(za) 03 - - 0= fr(zjg+} < 1. Then, F¥ : 0 <
fr{z,) o2 fr{ze) 03 - - - o frlz) ) < 1.

For example:

b(—1,0} b{~1,0)
c3(2,3) c3(2, 3}
s, | a(=2,-1) | B} —PEL . g1y | L P).
e1(0,1) c1(0, 1}
Cz(l) 62(1,2)

2. Consider Y7 in a transient vertex [s, C, P, int, inty, inle, Fr|, such that for each z €
act;(s), inti(z) # (0), 1 € {b, e}, and there is y € C, such that int.(y) = (c4). Note

that there can be only one such y. Then, there are two cases:

(a) there is no irrelevant generic clock. Then y=c|¢|, and, with probability 1, the
next vertex will be [s, C, P, int., int],, int,, Fr'], where:
o int{y) = (1), and int (x) = int.(z) for each z € C, = # y;
o for each z € ach(s), infy(z) = (~¢, ~(¢c ~ 1)) if inty(x) = (~c) for some
¢ € N, and inf,(z) = int,{x) otherwise;
e in this case, Fr: 0 = fr(y) oz fr(zs) 03 - - - oy fr(z)p+)) < 1. Then, F : 0 <
fr(zs) 03 - -~ o fr{z-) < 1.
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For example, suppose ¢q = 4:

b~1,0) e3{t)
) b(=1,0)

5, | oa{=2,-1) | ,p] EeR@)l o 6‘2(2;3) I
{0, 1} H=a =
es{4), (1) (0D
of~1,0}

(b) there is an irrelevant generic clock. Then y=c¢cj~1, and, with probability I,
the next vertex will be [s,C’, P’ int., in#],, int,, Fr' ], where:
L Cl = {017 Co;-40, CiC[—l};

int{y) = (1), and int(z) = int.(z) for each z € C', z # y;

for each z € acty(s), int(z) = (—¢,—(c — 1)) if inty(z) = (~c) for some
¢ € N, and int,(x) = inty(x) otherwise;

in this case, |P'| < |Pl. P' = {{q, '} | there is (g, u} € P such that for ev-
ery z € X, either y'(x) = u(x) or u'(x) = ¢ and plr) = ¢}

in this case, Fr: 0 = fr(y) oo fr{z2) o3 - - - o|p~ fr(zig+)) < 1. Then, F¥ : 0 <

fI‘(.’fg) 3 Qg fr(miEﬂ) < 1.

For example, let ¢4 = 4 and X = {z,y}:

ca{t)
b(—1,0)
; e2(2,3) x{cy) x{cs) z{cs)
[ > a{-—2,—-1} 7{‘(@221: y(cz} ])7@'47{ y(c;} ]}7(?%{ y(cl} ])}}
e31{0, 1)
C3(4)
1 type 2(b)
ea(t)
b(—1,0)
s | e2,3) ,{m,[ =) ]M%[ wies) ])} ‘
a(~2,~1) v{cz) y(e1)
¢1{0,1)

3. Consider Y? in a nontransient vertex [s, C, P, int,, inty, inte, Fr|, such that |E*] > 1.
Then, with positive probability, the next vertex will be [s, C, P, int, int,, int,, F¥' ],

where:
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e foreach y € C, mntl{y) = (c+ 1} if int(y) = (¢,c+ 1), for some ¢ € N and for
every x € E*, fr(z) < fr(y). Otherwise, int (y) = int.(y);

e for each y € acty(s), it (y) = (—(e — 1)) if inty(y) = (—¢, —(¢c — 1)), for some
¢ € N and for every z € E*, fr(z) < fr(y). Otherwise, int)(y) = inf,(y);

e in this case, Fr: 0 < fr(z) os fr{zs) o5 - -op fr{ans) < fr{y) = fr(yn) =--- =
fr(yn) < 1. Then, F¥ : 0 = fr(y1) = fr{ys) = - -~ = fr(yn) < fr(z1) 02 fr(x2) 03

ceroprfr{zgy) < 1.

For example:

cs(t) ca(t)
b(~1.0), e2(0,1) c3(2,3)
c3(2.3) type 3 . a{—2,~1}
[5’ a{-2,—-1) o o (0, 1) ’
3 (O= 1) b(a}: '32(1)
c{~00, 0] ef—oe, 0)

4. Consider Y7 in a nontransient vertex [s, C, P, int, inty, int, Fr]. Then, for each y €
act,(s), there is a positive probability that the next vertex will be [s, C, P, int., int,,

inty, Fr], where:
o it (y) = (0), and int(z) = (~00,0) for every z € act,(s), z # y;

For example:

ca{t) ca(t)
B(1,0%¢2(0,1) b{—1,0),¢2{0,1)
. 3(2,3) N type 4 c3(2, 3)
i85, g(-—-Q,-—-—l) ,PJ - [3, a(_2’_1} 7P} .
e1{0,1) c1(0,1)
e(—0c,0) &(0)

5. Consider Y? in a transient vertex v = [s, C, P, inf, inty, int,, Fr] such that ja| > 0,
a={z|z € act;(s) and int;(z) = (0), ¢ € {b,e}}. Then, a state transition occurs is
M. We need a few definitions.

Given a position {g,u) € P, let the clock interpretation v, over X be defined as:
v{z) = (I +u)/2, where l = u = c if inf.(u(z)) = (¢),and I =cand u = c+ 1 if
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int.(u(z)) = (c,c + 1}, for some ¢ € N. We say that u satisfies a clock constraint §
iff v, satisfies d.

We say that v is reseting iff there is (g, u) € P and {g.¢',a, A, §) € T such that y sa-
tisfies 6 and |A| > 0. This means that a new generic clock will be needed to represent
the value 0 in the next state. Define D C {1,2,...,|C|} as D = {3| there is {g, u) €
P such that, for some 2 € X, u(z) = ¢; and there is {g,¢,a,A,d) € T such that
z & A and p satisfies 0}, that is, D containg the indices of all generic clocks whose
values will still represent some clock in the next state. Let d be the unique function
d:{1,2,...,|D|} — D satisfying d(1) < d(2) < --- < d(| D).

Then, there is a positive probability that the next vertex will be any vertex [¢/, C", P,

int,, int),, int,, Fr' |, where:

s nert(s,a,s’) > 0;

o C"={c1,0s,...,cn}, where N = |D|+1if v is reseting and N = | D| otherwise;

o P = {{¢,pf) ] thereis (g, u) € P and {q,¢.a,\,0) € T such that p satisfies
8, and for each z € A, ¢/(z) = ¢, and for each z € A, p/(x) = ¢;, and p(z) =

cqi—1) if v is reseting, and u{r) = ¢y otherwise};

e if v is reseting then in#.(c;) = (0), and for 2 < ¢ < N, int {¢;) = int,(cq—1))-
Otherwise, for 1 < ¢ < N, int (¢;) = nt(cau));

e for each = € old(s, a,s) N act;(s), intl(z) = int;(z), ¢ € {b,e};

e for each z € new(s,qa,s'):

— if ¢ € act,(s"), ity {z) = (—o0, 0);

—~ if z € acty(s’) and is fixed-delay, int, (z) = (~1;);

— if £ € acty(s') and is variable-delay, int, (2} = (—¢, —(c—1)), where ¢ € N,
L+1<e<uy;

o Let C° = C'\ {¢} if v is reseting, and C° = C’ otherwise. Let O =
(old(s,a,s') N acty,(s')) U C°. Given a clock z € O, if v is reseting, then,
o(z) = cqi-1y if 2 = ¢; and o(z) = x if x & C°. Otherwise, o(x) = cqy f z = ¢
and o(z) =z ifx & C°.

Fr’ is such that:
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— for any two clocks z and y in O, fr{x) < fr(y) in F iff fr(o(z)) < fr(o(y))
in Fr and fr(z) = fr(y) in FY iff fr(o(z)) = fr{o(y)) in Fr.

— for any two variable-delay z and y in new(s, a, s), fr{x) # fr(y), and for
any variable-delay z € new(s, a,s’) and y € O, fr{z) # fr(y).

As an example, consider Y7 in the following state and suppose that there are
two edges {q1, ¢2, a, {x},8;) and {g:,¢g3,¢,0,02) enabled, that nezt(s,a,s’) = 1, and
acl(s’) = {b,c}, ¢ € act(s') and [, =1 and u, = 2:

c2(2, 3)

. b{—3, -2} z(e1) N
18y C1(0,2) 7{<q11{ y(C'},} })}E M
a(0)

Then Y? moves, with positive probability, to each state of the form

—
c3(2, 3)
—

r, | 5D ,{(qz,{ we) ]),(% [ #lea) ])}3 ,
— y{es) y{es)
c2(0, 1)

JE—
L (D)

where the arrows indicate the four possible places for ¢(—2, —1). a

Note that the definition of & implies that, if there is no edge between v and v/, then,
the probability that the next state will be ¢/ given that the present state is v, is zero. The
argument that, indeed, for each edge of G, this probability is positive, also comes from
the definition for edges of the types 1, 2 and 5. For the types 3 and 4, the argument is

straightforward and is given in the proof of the following lemma in [2].

Lemma 2 (Lemma 2 in [2]) For each vertezx v € V, the set of behaviors p of Y* such
that v appears on p,, has positive probability iff there is a finite path in G from some
verter vy € Vj; to v. N

To solve the verification problem, nevertheless, we need to analyze the ergodic behavior
of Y*. A strongly connected component W C V of G is called a bottom strongly connected
component (b.s.c. component) of G iff for every v € W, if there is an edge vv/, then
v' € W. The method in [2] relates the ergodic behavior of ¥* to the b.s.c. components of

G. Every b.s.c. component must satisfy a certain condition, and the algorithm, in order
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Figura A.3: An instance for which G is infinite

to verify this condition, must visit every vertex of the component. Thus, if G is not finite,
the method cannot be applied. We now give an example of an instance for which G is
infinite. In the next section, we show that for most interesting practical instances, G is
finite. Then, in Sect. A.4.4, we will resume the presentation of the algorithm, for these

instances for which we can give a guarantee of the finiteness of G.

Example 4 Consider the instance in Fig. A.3. The process M has a single basic event a
with uniform distribution between 0 and 1. Every particular behavior of M is characteri-
zed by a timed word p = (o, 7) such that ¢ = a¥ and 7;—741 < 1,7 > 0. The specification
A is the traditional [4] example of a noncomplementable timed automaton. It accepts
the language L{A) = {(a”,7)| there are ¢ > 1 and j > i such that (v; = ; + 1}}. Note
that, since A cannot be complemented and the class of languages defined by deterministic
timed automata is closed by complementation, there is no deterministic timed automa-
ton accepting L(A). Clearly, M does not satisfy A. The probability that a particular

behavior of M satisfies the condition (7; = 7; + 1) is zero.

If we try to construct the graph G, we encounter the following infinite sequence of
vertices beginning in the unique initial vertex. The label 6 + a in the arrows represents a
time passage plus the state transition in M, that is, actually, between any two consecutive

vertices in this sequence there are two other vertices corresponding to the passage of time.
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The number of relevant generic clocks needed to keep track of all the possible runs of
A over this behavior of M is not bounded, because the clock r is reset, in each run, at
different times, so that we need to add one generic clock for each time. In addition, the
process can schedule the basic event a arbitrarily close to zero in the interval (-1, 0}, such
that no generic clock becomes irrelevant. But note that this infinite sequence only exists
in G because the process can generate arbitrarily many events in a finite time interval.
We show, in the next section, that this is a necessary condition for G to be infinite.

This problem is somehow expected, since the fact that the automaton can cycle arbi-
trarily many times in g, without reseting x, before passing to gs, is precisely one of the

reasons why this automaton is not complementable [4]. O

A.4.3 Instances with Finite @G

One may argue that a system model which can generate arbitrarily many discrete events
in a finite interval of time is not realistic, since this is not physically realizable. In
addition, allowing this property in the model may drastically affect the complexity of
the decision problems~-it is an essential property in the proofs of the undecidability

results about nondeterministic timed automata [4, 27]. Indeed, nondeterministic timed
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automata has been recognized as oo expressive—to the point where the important (for
automatic verification) problem of language inclusion is undecidable |[5]. There has been
much discussion about the adequacy of the various models {see [28] for a start). We will
not pursue this discussion here. We show that our use of generic clocks to “encode” the
nondeterminism of the automaton suffices to decide the verification problem for processes
M satisfying the following (K-transitions) assumption: there is a constant K € N such
that at most K state transitions can happen, in M, in a time interval of unit length.
Thus, one can use the full expressiveness power of nondeterministic timed automata to
specify properties as long as the process satisfies this assumption.

This assumption is commonly adopted in an important application of real-time ve-
rification techniques: the analysis of digital circuits [34, 9, 35]. For instance, in [9, 35]
a timed automaton model for asynchronous circuits is proposed. Every logical gate is
followed by a delay element constraining, between lower and upper bounds, the rising
and falling (which are the discrete events) of the digital signals. The lower bound is a
positive constant, such that any cycle in the model takes at least k& time units to com-
. plete, for some positive constant k, and so the assumption is met. It is worth noting
that the K-transitions assumption does not affect the dense time assumption. In fact, one
of the results in [9] is that cyclic circuits in that model, which meets the K-transitions

assumption, in general, do not admit discretization.

Lemma 3 G is infinite iff, for every k € N, k > 0, o verter with ezactly k generic clocks

18 reachable from some initial vertez.

Proof 1 The “if” part is trivial. For the other direction, recall that every initial vertex
has exactly one generic clock, and that the number of vertices with at most k generic
clocks is finite. Thus, if G is infinite, for every I € N, a vertex with more than [ generic
clock is reachable. But, by definition, if there is an edge v2', and v has m generic clocks,
then ¢’ has, at most, m+1 generic clocks. This means that a vertex with n generic clocks

is reachable only if a vertex with n — 1 is also reachable. O

Recall the rule for edges of type 5 in G. Given the transient vertex v = [s,C, P, int,,
inty, inte, Fr], we defined a set D containing the indices of the generic clocks in C which
represent at least one clock z € X, in some position of A, which is not reset by the

transition. We say that a generic clock ¢; survives the transition if 1 € D. Tts value will
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be represented, in the next state, by a generic clock ¢;, such that j is, at most, i + 1
(7 = i+1 exactly in the case when all generic clocks ¢, b < ¢, survive the transition and,
in addition, v is reseting). We say that ¢; survived the transition when it represents some
clock z € X, in some position of .4, which was not reset by the last transition. Extending
this discussion for more than one transition, we see that the index of a generic clock gives
a lower bound on the number of transitions that it has survived, and the following lemma
holds.

Lemma 4 Consider a generic clock ¢; in any vertex v of G. Then, in any finite initial
path of G ending in v, the generic clock ¢; survives for, at least, the last 1 — 1 transitions.
[

This lemma has also the following interpretation: if a vertex v has & generic clocks,
then any finite behavior of M ending in v has, at least, one run of 4 over it, such that

some clock z € X is not reset in this run, for, at least, the last k¥ — 1 transitions.
Theorem 1 If M satisfies the K-transitions assumption, then G is finite. -

Proof 2 Since M satisfies the K-transitions assumption, we can find a constant N such
that any sequence of N transitions in M takes more than ¢4 time units. Assume that a
vertex v with N + 2 generic clocks is reachable in G from some initial vertex. Then, eng
is relevant in v, by definition. But this is a contradiction, since Lemma 4 implies that
cy4+1 survives at least the last N transitions, so it cannot be relevant. Since no vertex

with N + 2 generic clocks can be reached, G is finite by Lemma 3. 2

Remark 2 The K-transitions assumption is a sufficient but not necessary condition for
the finiteness of G. The process may have a cycle where the lower bound of all basic events
is zero, but this cycle may not “synchronize” (as it did in Example 4) with a similar cycle
in A, where some clock is never reset. Also, clearly, if A happens to be such that every
clock is reset in every cycle, then G is finite for any M.

A.4.4 Ergodic Components and Recurrent Vertices

We now finish the presentation of the algorithm. This final part is a combination of the

method in [2] and the results of [16, Section 4]. From now on, assume that G is finite and
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let Vg be its set of vertices (Vi is a finite subset of V). Every b.s.c. component of G is
classified as either accepting or rejecting, so that M satisfies A iff all b.s.c. components
of G are accepting.

Given a particular behavior p of Y*, let inflp,) C Vi be the set of vertices of G
appearing infinitely often in p,. The main result in [2], which applies directly to our

construction, is the following:

Lemma 5 (Lemma 3 in [2]) Let W C V; be a set of vertices of G. Assume that the
process Y™ starts in some state (s,v,p) € v, for some v € W. The set of behaviors p of

Y'* such that inflp,) = W has positive measure iff W is a b.s.c. component of G. 0

We discuss the difficulty behind this lemma. In the discrete time model [16], where the
system is given as a Markov chain and the specification as an w-automaton, the analogous
lemma follows trivially from this property: if a vertex v is visited infinitely often by the
process, then, each vertex v/, such that there is an edge vv/, is also visited infinitely often.
This is because, if there is an edge from v to ¢/, then the probability that the next vertex
will be v’ given that the present vertex is v is not only positive, but is a positive constant.

In our case, this does not hold. Recall the example for edges of type 5:

c2(2. 3}
_o | p=s-2) alen) 1\),
v=|$, 1(0,1) :{(qla |: vics) })}
a(0)
l type 5
c3(2,3)

v = (s, :E:; :;; (e z(e1) (g z{c2) xS
iV 3 1 24 y(cs) s \Y3s y(cs) .
e2{0,1)

¢1{0}

If the process Y7 is in v, then the probability that the next vertex will be ¢/ is positive,
but its exact value depends on the difference [fr{c;) — fr(b)] in v. There is no a priori
guarantee that, if the process visits v infinitely often, then it will visit v’ also infinitely
often, because the difference [fr(cy) — fr(b)] could comverge to zero.

Given a vertex v = [s, C, P, int., iny, int,, Fr], consider the set E* = act,(s)UC™. We
say that a visit of Y7 to v is d-separated iff, for every pair z and y in E*, if fr(z) # fr(y)
then |fr(z) — fr(y)] > 8. We will need the following two facts, which are demonstrated in

the course of the proof of this Lemma 5:
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Fact 1 Consider a vertez v such that there is the edge vv'. There exists a positive € and
a positive 0" such that, for any d-separated visit of YP to v, the probability that the next

state will be o §'-separated visit to v, is bounded from below by .

Fact 2 Given any particular behavior p of Y™, if inflp,) = W, then for each v € W,

there is a positive &,, such that p makes infinitely many J,-separated visits fo v.

Lemma 5 gives the relationship between the ergodic behavior of Y* and the b.s.c.
components of G. In order to classify these components, we need some definitions. A
vertex v € V, v = [s,C, P, int, inty, int,, Fr], is called a unit vertex, iff [P} = 1. A unit
vertex [s, C, {{g, u)}, int, inty,, inte, Fr] is said to be accepting iff ¢ € F. We say that a

unit vertex v is contained in a vertex ¢ € V ifl

e Given two states of Y*, {s,v,p) € v and {¢,7/,p/) € ¢/, there is (¢, /) € p’ such
that, (s, v,p) ~* {s',v/, {{¢, '} }). That is, informally, there is a position in v’ such
that we can obtain v from ¢/ by deleting all the other positions (and modifying the

set of generic clocks accordingly).

For exampie, v is contained in v":

c2{2, 3)

— (s c{—2,-1) x{cy)
v=s, b(—3, ~2) ={(93;{ yca) :i)}}

€1 (G= 1}

63(2, 3)

e(—2,-1)
v =Is, | b(~3,-2) ={(qz,l *{er) ]):(%: [ alez) })}1 -
62(0,1) ¥(cs) y(c3)
C](O)
Given a unit vertex v € V| let G, denote the graph obtained inductively from » by

applying the same rules for the edge relation of G. It is important to note that, if v is

contained in some vertex of G, then (, is guaranteed to be finite.

Definition 8 A unit vertex v € V is called recurrent iff, the graph G, has a b.s.c.
component M such that there is a vertex v € M, and v is contained in ©'. We associate
with a given recurrent unit vertex v, a finite path «, of G,, going from v to some vertex

in M {any such path).
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Finally, a b.s.c. component W of G is accepting iff some vertex v € W contains an

accepting recurrent unit vertex v. Otherwise, it is rejecting.

Lemma 6 (Analogous to Lemma 4.1.2. in [18]) Let W C Vi be an accepting b.s.c.
component of G. Any behavior p of Y™ such that inflp,) = W is accepted by A with
probability one.

Proof 3 (Outline) Given a particular behavior ¢’ of Y*, consider the sequence p;, =
vi1vp -+ - of vertices of G traversed by ¢. We construct a run of A for ¢ by fixing finite
segments of the run, repeating the following procedure: choose an index ¢ and a position
{g, ) in v;. By the definition of Y*, any finite behavior of Y* traversing vvy---v; has
an initial finite run r of A4 ending in a generalized location (g, v), for some v. We fix this
finite run by deleting all the other positions in v;, obtaining a unit vertex u, and letting
the process Y* continues from the vertex wu. .Tha,t is, the remaining sequence v;v; 4142 - - -
is projected on the graph G,, yielding a new sequence g, = uuguz - -- of vertices of G,,.

As W is accepting, there is a vertex v € W containing an accepting recurrent unit
vertex v = [s, C, {{g, p) }, int., inty, inte, Fr], such that G, has a b.s.c. component M, and
there is a vertex v” € M, and v is contained in v”. The idea is to construct an accepting
run for the behavior p repeating the location g infinitely many times.

Consider the finite path v, = vvavz- -+ v, in G, (from Definition 8). If Y™ is in
a Jd-separated visit to v, then, by applying Fact 1 repeatedly, the probability that the
process Y * follows the path -, is bounded from below by a positive constant . Also, as
v is contained in v, a §-separated visit to v’ can be viewed as a d-separated visit to v.

Now, consider the sequence p, = v1ve---. By Fact 2, for infinitely many 7 > 1, the
visit of the behavior p to v; is a d,--separated visit to v'. Since these are also d,/-separated
visits to v, then, with probability one, there is a finite index n, such that v, = ¢, and,
if we project the sequence v,v,.1--+ on G, the process Y* follows the path =, and is
absorbed by the b.s.c. component M. Thus, we fix the first finite segment of the accepting
run by choosing v, and deleting positions in v’ so as to obtain v.

The remaining sequence vptn41 - - - 1S projected on G,, and the new sequence is v, - - -,
that is, vvavs - - -¥}y,| - --. But now, we can apply Lemma 5 and Fact 2 on the graph G,
(with v” playing the role of v') and repeat the procedure infinitely many times. Since every

time the procedure is repeated, we can fix the finite segment of the run with probability
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one, the whole run is constructed with probability one. O

Lemma 7 (Analogous to Lemma 4.1.3. in [16]) Let W C V5 be o rejecting b.s.c.
component of G. Any behavior p of Y™ such that inflp,) = W is rejected by A with
probability one.

Proof 4 (Outline) If no vertex v € W contains an accepting unit vertex v, then by
Lemma 5, clearly, p is rejected by A with probability one. Suppose there is an accepting
unit vertex v = [s,C, {{q, u) }, ink, inty, ints, Fr] contained in some vertex v’ of W. The
idea is to show that, for every such v, the probability that .4 has a run over p repeating
g infinitely often is zero.

By applying Lemma 5 to the graph G,, v is contained in the vertex v; of any sequence
vuve - -+ of Gy, for only finitely many ¢ > 1, since any such sequence is eventually
absorbed by some b.s.c. component of G, and v is not recurrent. Hence, the probability
that a behavior of ¥*, traversing the sequence v vs--- in Gy, has a run of A repeating
¢ infinitely often is zero.

Now, consider the sequence g, = vv2---. By Lemma 5, for infinitely many ¢ > 1,
v; = v'. But, for any such u;, if we fix the first finite segment of the run by choosing v;,
then the probability that a run with this initial segment repeats ¢ infinitely often is zero

by the last paragraph. O

Putting everything together we have the following theorem, giving the algorithm:

Theorem 2 Given a real-time probabilistic process M and a limed automaton A, such
that the graph G s finite, M satisfies A iff, for every b.s.c. component W of G, there is

at least one vertex v' € W, such that v' contains a recurrent accepting unit vertez v. [0

A.5 Conclusions

In this paper, we presented an extension to the method in [2], for the verification of
deterministic timed automata specifications of real-time probabilistic processes, giving a
partial answer to the question about the verification of nondeterministic timed automata
specifications. Our construction gives a semi-decision procedure, which is guaranteed to

finish, for instance, when there is a bound on the number of events that the process can
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generated in a finite interval of time. This assumption is frequently adopted in practical
applications of verifications techniques [34, 9, 35]. Hence, the very expressive formalism of
nondeterministic timed automata can be used to specify properties for these probabilistic
processes.

The method is quite expensive, as can be seen in the bound on the number of equiva-
lence classes with K generic clocks in Section A.4.1. In particular, it is doubly exponential
in the number of clocks of the automaton, and exponential in the number of locations of
the automaton. Nevertheless, it has been shown, in similar contexts [18, 23], that heu-
ristic methods and symbolic techniques can sometimes yield useful implementations for
such expensive (or undecidable, for that matter) problems. Thus, one direction for future
work is the development of such methods and techniques for the probabilistic verification
problem.

Another direction is, of course, the theoretical question of the decidability of the
general verification problem, which remains open. From this theoretical point of view, it
is interesting to note that, given an arbitrary process M and an arbitrary automaton A, -
such that the procedure does not finish, the present method can be used to decide the
verification problem for a modified process M., which can be arbitrarily “close” to M.
First note that the exact form of the probability density functions of the basic events is
not relevant, since we are doing qualitative probabilistic verification. Given any rational

constant £, we obtain M, from M by:
¢ replacing the lower bound [, of every bounded basic event z, such that [, = 0, by &;

¢ shifting every exponential distribution to the right by . The algorithm can be easily
modified to deal with shifted exponential distributions.

Now, we use the transformation of section A.3.2 to get only integer constants; and then
use the instance composed of M, and A, for which the procedure is guaranteed to finish.
Moreover, the behavior of M, approaches the behavior of M when ¢ tends to zero; and

yet, for any ¢ > 0, the problem is decidable.
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A Semi-decision Procedure for Testing Language
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Abstract

We give a new semi-decision procedure for testing language inclusion of nonde-
terministic timed automata (NTA). Using this procedure, we show that the language
generated by a progressive timed automaton can be tested for inclusion against the
language generated by any NTA. This adds to the known decision procedures con-
cerning NTA. In practice, many timed automata models of actual physical systems
are progressive, including models of asynchronous digital circuits. This allows us to
retain the full expressiveness of NTA to specify real-time properties. Interestingly
enough, the semi-decision procedure is also a reduction of the language inclusion
problem for NTA to the language inclusion problem for nondeterministic effective

infinite-state w-automata.
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B.1 Introduction

Timed automata (TA) were proposed in [4] as a formalism for the verification of real-time
systems. The formalism has been extensively studied and applied to practical problems
(see [{13] for various references). In the general verification problem, the system and the
specification (the desired property) are modeled as TA, so that the problem reduces to tes-
ting language inclusion, which is undecidable for nondeterministic timed automata (NTA)
[4]. One solution, frequently proposed in the literature, is to use, for the specification, a
less expressive formalism, in such a way that the problem becomes decidable. Two such
formalisms are deterministic TA [4] and event-clock TA [5]. On the other hand, the notion
of nondeterminism facilitates the specification of properties and gives rise to, potentially,
smaller models. For these reasons, the investigation of more powerful decision procedures
for NTA is a problem of considerable interest.

In this paper, we give a new semi-decision procedure for testing language inclusion of
arbitrary NTA. The procedure generalizes the region graph [4] used to solve the emptiness
problem. It consists of a subset construction over a parallel composition of the two auto~
mata. The composition is guided by the system model automaton, and the two automata -
synchronize through a set of common generic clocks. The undecidability manifests itself
in the fact that the system and the specification may synchronize in such a way that an
unbounded number of generic clocks is needed. However, we can show that the language
generated by a progressive TA can be tested for inclusion against the language generated
by any NTA. In practice, many TA models of actual physical systems are progressive, so
that the full expressiveness of NTA can be used to specify real-time properties. These
include models of asynchronous digital circuits [9, 35].

In [51], a monadic second-order logic £d is defined and shown to be equally ex-
pressive to TA. It is shown that progressive formulas of E? are effectively closed under
complementation, establishing that validity is decidable in this case. This gives a decision
procedure for the universality problem of progressive timed automata, since [51] also gives
effective translations between such formulas and timed automata. Our result concerning
progressive automata, Section B.4, gives a decision procedure for testing validity of E(g)
formulas of the type ¢; = ¢o, for progressive ¢; and any ¢s.

In addition, the semi-decision procedure presented here can also be viewed as a re-

duction of the language inclusion problem for NTA to the language inclusion problem for
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nondeterministic effective infinite-state w-automata [50]. This can be used to show that
the language inclusion problem and the universality problem for NTA are in TI3.

The paper is organized as follows. In Section B.2 we review the formalism of TA.
Section B.3 presents the generalization of the region graph, and gives an example for
which the semi-decision procedure does not terminate. In Section B.4 we consider the
progress condition under which the procedure will always terminate. Section B.5 discusses
the problem reduction to infinite-state w-automata, and Section B.6 concludes with some

final remarks.

B.2 Timed Automata

Informally, a timed automaton is a finite-state w-automaton (see Section B.4) together
with a finite set of clock variables whose values increase with the passage of time. Every
transition of the automaton has a constraint on the values of the clocks and they can be
taken only if the clocks satisfy the constraint. In addition, a transition may reset some
of the clocks. TA accept timed words instead of w-words. A tirned word p, over a finite
alphabet of symbols X, is a pair {0, 7) where: ¢ = 0103 --- is a sequence of symbols o; € &
{an w-word over X); and 7 = 7375 - - - is an strictly increasing sequence of time values 1; € R
(the set of non-negative real numbers), 7; > 0, satisfying the progress property: for every
t € R, there is some ¢ > 1 such that 7; > ¢. In a timed word (o, 7), the time value 7;
is interpreted as the time when event ¢; occurs. Given a finite set X of clock variables,
a clock constraint 6 over X is defined inductively by § = z < ¢|c < z| =668 A b,
where £ € X and ¢ € @ (the set of non-negative rational numbers). The set of all clock
constraints over X is denoted by ®(X).
A timed Biichi automaton A is a tuple {X,Q,Qy, X, T, F), where

e I is a finite alphabet of symbols;
e () is a finite set of locations;
e (Jp C () is a set of start locations;

e X is a finite set of clocks;
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e TCQxQxIx2%x®(X) is a set of transitions. For a transition {g, ¢, a, A, 5}
from location g to location ¢, on symbol a, ¢ gives the constraint to be satisfied and

A gives the set of clocks to be reset;
e F C @ is a set of accepting locations.

The language accepted by A is obtained by defining runs of A over timed words. For
this, let a clock interpretation for X be a function from X to R, that is, a particular
reading of the clocks in X. A generalized location of A has the form (g, v), where g € Q
and v is a clock interpretation for X. For¢ € R, we write v+t for the clock interpretation
which maps every clock z to v(z} +¢. A clock interpretation v for X satisfies a clock
constraint ¢ over X iff § evaluates to true when each clock z is replaced by v(z).

A run 7 of A over a timed word p = (0,7), Is a pair (§,7) where: 7= q1¢--- is a
sequence of locations in ¢J; and ¥ = 1114 - - is a sequence of clock interpretations for X;

satisfying:
. Initz“atéon: g € Qp, and vo{z) = 0 for all z € X;

e Consecution: for all i > 1, there exists {g;.1, ¢, 0, A;, 8;) € T such that (v;_; + 7, —
7;-1) satisfies §;, and yi{z) = 0 if x € A and vi(x) = vo1 + 7 — Ti-1 otherwise
(79 = 0, by definition}.

Given a run 7 = (¢,7) over a timed word p, let inflr} be the set of locations of A
such that ¢ € inf(r) iff ¢ = ¢; for infinitely many ¢ > 1. The run r over p is called
an accepting run iff infir) N F # (. Finally, the language accepted by A4 is L(4) =
{(0,7)|.A has an accepting run over (o, T)}.

One natural way to define the verification problem is to model both the system and
the specification (the desired property) as TA. Throughout the paper, A; and A; always
denote the TA giving the system and the specification, respectively. The system satisfies
the specification iff L(A4;) C L({A,). For deterministic’ A,, the language inclusion problem

reduces to testing emptiness of L{A4;) N L{As), which is decidable {4].

1A timed automaton is said to be deterministic iff (1} |Jo] = 1, and {2) given any two transitions
{q1,90,21,A:,61) and {(g2,qh,a2,h2,62) in T, if ¢1 = g2 and a1 = as, then §; A &2 is unsatisfiable. The
interesting property of every deterministic timed automaton is that they have at most one run over every
timmed word.
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The emptiness problem for a TA A reduces to searching for a special cycle in a so called
region graph, which is constructed from an equivalence relation on the set of generalized
locations of 4 [4]. In the next section, we define a generalization of this region graph,

which can be used, in many cases, to decide the language inclusion problem for NTA.

B.3 The Subset Construction Region Graph

Let A; = (T, @1, Qo1, X5, T3, F1) and Ay = (T, Q2, Qog, X2, o, Fo). As in [4], we assume,
without loss of generality, that all the constants in all the clock constraints of ,4; and
A, are integers. We also assume that A; and A, are disjoint, except for the alphabet X.
Since we cannot complement 4, in general [4], in order to cope with the nondeterminism
we use the standard idea of a subset construction, applied on a parallel composition of the
generalized locations of A; and A;. We will not formally define the parallel composition
or the subset construction. These concepts will be implicitly used in the definition of a
graph G over which the semi-decision procedure is obtained. The composition is guided
by Aji, that is, we take care of only the timed words which have some run of A; over it.
This is because L(A;) C L{Ay) iff every timed word that has an accepting run of A; over
it, also has an accepting run of A, over it.

Let A; and A, denote, respectively, the set of all generalized locations of .4; and A,.
The basic mathematical object used, from now on, is what we call a composite pair for
A; and A, which has the form (p, s), where p is a finite subset of A;, and s is a finite
subset of As. We denote by P the set of all composite pairs for A; and As.

B.3.1 Generic Clocks and the Equivalence Relation

The set P is uncountable. As in [4], we define an equivalence relation ~ over P from
which we obtain the graph G. Tt will turn out that the number of equivalence classes
in ~ is countable, but it is not finite. However, for many interesting instances of the
language inclusion problem, G will be finite, a fact that will guarantee termination of the
procedure. In order to define the equivalence relation, we need to introduce the idea of a
generic clock. We start with the following discussion.

Consider a finite timed word ¢ = {0y, 71) = (03, 72) = --- — (03, 7;). Let (p,, s,) be a
composite pair, where p, = {{g, v} | there is a finite run (go, vg) ~* {g1, 1) = (go, n) —
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-+ =3 {g,v) of Ay over g}; and let s, be defined in the same way for A,. Also, let
D,y = {t € R|t is in the range of some clock interpretation in p, or in s,}. The
composite pair (p,,s,) records enough information to determine the future behavior of
A, and A over any timed word having g as a prefix. Now consider another finite timed
word ¢ = (o],7]) — (05,73) = - -+ = {041, 7{41), such that ¢’ has ¢ as a prefix. Then,
Ipy| can be as high as k; times |p,|, where ki is the degree of nondeterminism?® of A;. The
same is true for |sy|, ks and |s,|. It is interesting to note, however, that |Dy, s | is, at
most, [Dp, 5] + 1.

Let o denote the greatest constant appearing in the clock constraints of .4; and As.
A value t € R is called relevant if ¢ < «, and irrelevant otherwise. The above discussion
motivates the definition of a generic clock. Informally, given a composite pair (p, 5), we
interpret each relevant value in Dy, 5y as being held by a generic clock; and all the irrelevant
values in Dy, 5, as being held by a single generic clock. The traditional equivalence relation
over the set of clock interpretations [4] is, instead, applied over the set of generic clock

interpretations. Let us formalize these notions.

Generic Clocks.

Let 1 be a special symbol representing any value in the interval (@, oc). By definition,
1> «. Given a composite pair (p, s), we define the set Ry, o) € [0,0]U {1} as follows: let

'ps) = 1d € R|d € Dy and d is relevant}. If there is an irrelevant value in Dy, then
Ry = Ry, ,, U {1}, otherwise Ry ) = R}, ,,. We create a set of generic clock variables,
Ciosy = {€1.¢2,. ., Or,, o1} for (p,5). The generic clock interpretation 1y, ) is defined as
the unique bijective function ny,s : Cpp.s) = Rip,sy satisfying np s(c1) < g (c2) < -+ <
Nip,s) (€] R(p,s)l), that is, the generic clock ¢; holds the i-th smaller value in Ry, . A generic
clock ¢; is said to be irrelevant to g, o if Ny 0 (c:) =1, and relevant otherwise. Note that
at most one generic clock is irrelevant to a clock interpretation.

Given two composite pairs (p, s) and (p', s}, if | Rip,5)| = | Ry, ¢y|, then we interpret the
two sets Clp5 and Cppy o as being the same set of generic clock variables. The function
Tip,s) induces, for each {(g,v) € p, a function p : X7 — Cp that associates to each
clock z € X; the generic clock which holds the value v(z), that is, u({z) = n&;)(u(a:))

2The degree of nondeterminism of a timed automaton (I,Q, G, X, T, F) is the cardinality of the
greatest set £ C T such that all transitions in E originate in the same location, are on the sarme symbol,
and the conjunction of their clock constraints can be satisfied.
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if v(z) < o and ufz) = n(;,;)(ﬂ otherwise. The generalized location (g,») is, then,
represented by a pair (g, u}, which we call a position of 4;. Note that two different
generalized locations can be associated to the same position. This is because all values
greater than « are mapped to 1. For a composite pair (p, s), we define the set of positions
of A; as Py = {{(¢, u) | (g, p) represents some (g, ») € p}. Similarly, we define the set
Sip,sy With respect to A,.

The Equivalence Relation.

Now we define the equivalence relation ~ over the set of composite pairs (compare to [4]).
Given a number ¢t € R, |¢] denotes the greatest integer smaller than or equal to ¢, and
fr(t) = ¢t — [t] denotes the fractional part of ¢. Define {(p, s) ~ (p/, s} iff:

o same set of generic clocks: Cpp ey = Crp oy;
e same sets of positions: Py g = Py oy, and Sy = Sy ey
o equivalent generic clocks interpretalions:

— irrelevant clock: for each z € Cip g, Np5) (2) = T iff oy (2) =1
~ relevant clocks:

« for each z € Cpp 5y and relevant to 1.5y, (M0 (2)] = [ (2)] and
r(np,e(z)) = 0 if fr(ng ¢ (z)) = 0;

x for each pair z and y in Cp 5, both relevant to 7y, fr{ng.q(z)) <
fr(np,.5 () H fr(nw o (2)) < frlngs @), and fr{ng.s(z) =
fr (e, () W I (g o) () = T (g o (¥))-

The relation ~ records, for each generic clock, the interval from {{0,0],(0,1),[1,1],
(1,2),..., [, ], (1)} where the clock is contained. Note that any two clocks in the same
interval satisfy the same set of clock constraints. To correctly update this information,
the relation also records the order of the fractional parts for the relevant clocks. Nothing
is needed, however, for clocks whose values are greater than «, since all of them satisfy
the same set of clock constraints. We refer the reader to [4] for a detailed discussion about
this equivalence relation. In the sequel, we write [{p, s)] for the equivalence class to which
{p, s) belongs.
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We finish this section noting that the number of equivalence classes of ~ is not finite,
since there is no bound on the number of generic clocks. However, it is important to
note that the number of equivalence classes with at most K generic clocks is finite. Let
Vi denote the set of all equivalence classes with exactly K generic clocks. The following

bound holds (compare to [4]):

[Vi| < 21@IKZE 5 ol@lKXl o o0+ VK« K1

B.3.2 Time Successors and the Graph G

Let 1 denote the set of all equivalence classes of the relation ~ over P. We define now the
subset construction region graph G = (V, E). Its vertex set V is a subset of IIp x {1,2}.
The reason why we need two copies of each equivalence class will be clear soon. G has a
unique initial vertex (vg,1), and each edge is labelled with one symbol from T U {>}. The
new symbol & represents a passage of time. Any edge from a vertex {—, 1) goes to a vertex
(—,2), and it has label ». Any edge from a vertex (—, 2) goes to a vertex {—, 1), and it has
label q, for some @ € £. Thus, the graph G is bipartite. The edge relation is defined in such
a way that the graph is “deterministic”, in the following sense: let a run of G be an infinite
sequence of the form: (vg,1) = (v1,2) <% {12, 1) <2 - -, such that, for all i > 0, there
is an edge from {v;, —) to {vi41, —) with label o;41. Given a timed word p = (o, 7), there
exists, at most, one run {vp, 1) — {(v1,2) = (vg,1) = {(v3,2) =25 (vg,1) = --- of
G, such that, for every ¢ > 1, the following holds: [(p,,,s,.)] = ve;, where p; is the finite
timed word (o, 71) — (02, 72) — - -~ — (03, 73). We refer to this run as the run of G over
the timed word p. The undecidability of the inclusion problem manifests itself in the fact
that G may be an infinite graph. In Section B.4 we give some sufficient conditions for &
£0 be finite. Once G is finite, we show how one can obtain two Biichi w-automata B; and
B, such that L(B,) C L(Bs) iff L( A1) C L(A3). Thus, the problem will be reduced, in
this case, to language inclusion of w-automata.

The graph G is constructed inductively, from the initial vertex, by the definition of the
edge relation. As in [4], we use the convenient notion of a time successor of an equivalence
class to define the edge relation. In order to obtain an effective computational procedure,
instead, one should define a representation for the equivalence classes and define the edge
relation directly between the vertices. This can certainly be done, although with the cost

of considering many different cases in the definition of the edge relation.
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Time Successors.

Let v be an equivalence class. Consider a composite pair {p,s) in v. Given ¢ € R,
let {p,s) + ¢ denote the composite pair obtained from {p,s) by replacing every clock
interpretation v in p or in s, by » + £. An equivalence class v’ is a time successor of v
iff, given (p, s} in v, v/ = [{p, s) + 1], for some ¢t € R, ¢ > 0. Any equivalence class v has
finitely many time successors, since the number of generic clocks in any time successor
of v is, clearly, smaller than or equal to the number of generic clocks in v. In particular,
for any ¢, and £, both greater than &, [(p, s) +t1] = {p, s} + t2], which is an equivalence

class with only one irrelevant generic clock.

The graph G.

The graph G has a unique initial vertex {v,, 1), where vy = [{py, So)] and po = {{g,v5) |¢ €
Qo:}, and vy is the clock interpretation which maps each z € X; to zero. The same
definition applies to so with respect to A;. Note that, in fact, {pg, s¢) is the unique
_composite pair in vg. A vertex (v, 1) has an edge with label > to a vertex (¢/,2) iff v" is a

time successor of v. A vertex (v,2) has an edge with label a € T to a vertex (v/,1) iff:

e Given a composite pair {p, s} in v, the following conditions hold:

1. Given a generalized location (g,v) in p, there is a transition (g, —, a,—,d) in
T3, such that v satisfies §; and

2. v = [{p/, s")], where:

~p = {{¢",V)| there is {¢,v) in p, and {g,¢,a,,é) in Ty, such that v
satisfies 4, and for each z € X3, v(z) = 0 if z € A, and V(z) = v(z)
otherwise};

~ 8 = {{(¢',v")| there is {g,v) iv s, and {g,¢,a, ), ) in T3, such that v
satisfies J, and for each 2 € Xy, ¢ {z) = 0if 2 € A, and V' (x) = v(x)

otherwise}.

Note that there is at most one edge out of a vertex (v, 2) for each symbol in £, and
that there may be a vertex (v,2) such that there is no edge out of (v, 2). But, the initial

vertex and condition 1. guarantee that for every vertex {v,1) € V, the A;-component is
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Figura B.1: An instance for which G is infinite

nonempty, that is, p is nonempty for every composite pair {p, s) in v. On the other hand,
the Ay-component may be empty. We now give an example of an instance for which G is

infinite.

Example of Infinite G.

Consider the instance in Fig. B.1. The automaton A4; is the traditional example of a
noncomplementable NTA [4]. Clearly, L(A;) € L{Az). Consider the following finite
timed words g; = (a,1 — 1/2') = {(a,1 ~1/2%) — (2,1~ 1/2}) = -« = (a,1 — 1/2}),
¢ > 1. The problem occurs because g; has ¢ + 1 different finite runs of A, over it, and
the clock z is reset at distinct times for each run. Hence Dip,. 50 has 1+ 1 distinct
and relevant values, so that [{p,,,Ss)] has ¢ + 1 generic clocks. For any ¢ > 1, there
is a timed word p;, having p; as a prefix and such that 4, has a run over p;. Thus, if

we try to construct G we will need an infinite sequence of distinct vertices of the form:
<UD: 1> i} (": 2) "E‘+ (Kpgw 391)]3 1) “E“} <""': 2) . q(p,@z: 5@2)]7 1) '"'i“} Tt

B.4 Progressive Automata

In the above example, the automaton A, has runs over timed words where an arbitrary
number of events can happen in a time interval of unit length. Allowing this property in
the system model may drastically affect the complexity of the decision problems—it is an
essential property in the proofs of the undecidability results about NTA {4, 27]. One may
argue that a system model which can generate arbitrarily many discrete events in a finite
interval of time is not realistic, since this is not physically realizable. In fact, many TA
models of actual physical systems satisfy the property that there is a constant K such that
at most K discrete events can happen, in any run, in a time interval of unit length. We say

that these TA are progressive. For instance, in [9, 35] a TA model for asynchronous circuits
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is proposed. Every logical gate is followed by a delay element constraining, between lower
and upper bounds, the rising and falling (which are the discrete events) of the digital
signals. The lower bound is a positive constant, such that any cycle in the model takes
at least %k time units to complete, for some positive constant £, and so, the automata are
progressive; see also [34, 51] where this same discussion occurs in similar formalisms. It is
worth noting that the progress requirement does not nullify the dense time assumption.
In fact, one of the results in [9] is that cyclic circuits in that model, in general, do not
admit discretization.

We can show that when the system model 4, is progressive, the graph & is finite for
any nondeterministic Ap. Thus, one may use the full expressive power of NTA to specify

real-time properties.
Theorem 3 If A, is progressive, then G is finite.

Proof 5 (OQutline) From the definitions, if there is an edge from a vertex {v,2), where
v has n generic clocks, to a vertex {¢v/, 1}, then ¢/ has, at most, n -+ 1 generic clocks. Since
the number of equivalence classes with at most k£ generic clocks is finite, then G is irfinite
iff, for every natural £ > 0, G has a vertex (v, 1), where v has exactly k generic clocks.
Let N be a constant such that for every timed word that has a run of A, over it,
any sequence of N events takes more than « time units. This constant exists since A;
is progressive. Assume that G has a vertex {v,1), where v has N + 2 generic clocks.
By definition, there are N + 1 relevant generic clocks in v. We can show, also from the
definitions, that the relevant generic clock holding the greatest value in v represents some
clock, in some finite run of A; or .4y, that is not reset by the last N transitions, for all
finite timed words such that the run of G over them ends in (v, 1). This is a contradiction

to the fact that this generic clock is still relevant. O

We finish this section noting that the progressiveness of 4; is a sufficient but not
necessary condition for the finiteness of G. As an example, consider the instance of
Fig. B.1. If we remove the command z := 0 from the transition from ¢; to ¢ in Ay,
the graph G becomes finite, in spite of the non-progressiveness of 4,. Another sufficient,
although hardly acceptable, condition for the finiteness of & is that every clock be reset,

at least once, in every cycle of 4; and A,.
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B.4.1 Obtaining the w-Automata.

In [4], given a timed automaton .4, an w-automaton B is obtained from the region graph
R(A), such that L(A) = 0 iff L(B) = 0. To this end, a correspondence between the runs
of A and the runs of R(.A) is established through the concept of a progressive run of RB(.A).
This correspondence readily generalizes to our subset construction.

For a given equivalence class v, we define the set P, of positions of A4, as being equal
to the set Py, for some composite pair (p,s) € v (by definition, the set of positions of
Aj is the same for every composite pair in ¢). The same definition holds for S,, with
respect to .. Consider an edge from a vertex (v, 2) to a vertex (v/,1) with label a, for
some ¢ € 2. This edge naturally induces a relation between the positions in P, and the
positions in P,. We say that a position (g, i) in P, is a-linked to a position {¢’, ¢') in Py
iff:

o {q,u) represents some generalized location (g, v), and (¢, i) represents some gene-
ralized location (g',+'); and there is a transition {g,¢’,a, A,d) in T3, such that: v
satisfies 9, and for each z € X4, V{z) =0 if 2 € A, and V/(z) = v(z) otherwise.

Also, consider an edge from a vertex {v,1) to a vertex (2,2} with label >. We say that a

position {g, u) in P, is >-linked to a position (¢, /) in P, iff:

e (g, u) represents some generalized location (g, v), and {¢', »'} represents some gene-

ralized location {(¢/,2'); and, for some t € R, t > 0, (¢, V") = (g, V) + 1.

Analogously, we can define the “linked” relation between the positions in 5, and S},
with respect to 4y. Given a run r = (ug, 1) -2 {v1,2) 5 (v5,1) =5 -+ of G, let an
A;-run of r be an infinite sequence mgmymy - - - of positions of A;, such that, forall 7 > 0,
m; € P,,, and m; is o,4;-linked to m;41. In a position m = (g, u), the function y maps
each clock z in X7 to a generic clock ¢; which is contained in exactly one interval from
{[0,0],(0,1),{1,1].(1,2),. ..., a], (1) }. We already known, by the definition of G, that
every timed word that has some run of A, over it, has a run of G over it. In a timed word
p, time diverges, so that if r is the run of G over p, then, in every A;-run of r, every clock
z in X, is either reset (mapped to [0, 0]} infinitely often, or, after some time, it increases

without bound (is continuously mapped to (1)} {4]. Such A;-runs are called progressive.
Call a run of G progressive iff it has a progressive A;-run. The correspondence states
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that, for every progressive run r of G, we can find a timed word p such that 7 is the run of
G over p [4]. Then, clearly, either all A,-runs of r are progressive, or none is progressive.

We treat first the case where A; is known, in advance, to be progressive. In this
case, all runs of G are progressive. Afterwards, we discuss how to treat any A4;. Assume
that A4; is progressive. Given a run r of &, consider the set R, of timed words R, =
{p|r is the run of G over p}. We have |R,| > 1 {by the above discussion). We say that a
position (g, 1) is A;-accepting iff ¢ € Fi. A run r = {(vg,1) <=5 (v1,2) 25 (v,1) 25 .-
of G is Ay-accepting iff there is an 4;-run mgomyms - - - of 7, such that for infinitely many
1 > 0, m; is A,-accepting. The same definitions hold with respect to .4,. Then, either all
timed words in R, are accepted by .A; or all timed words in R, are rejected by A4,. The
same holds for A,. Finally, the language inclusion problem reduces to verifying that, for
every run r of GG, if r is A;-accepting, then r is Aq-accepting.

We need to cope with a known difficulty of applying a subset construction to a Biichi
automaton. Consider a run r = {(up, 1) < (v1,2) =5 (25, 1) 25 -+~ of G. We cannot
say that r is Aj-accepting if, for infinitely many ¢ > 0, there is a .A;-accepting position
in P,,. We refer the reader to [47] for a solution to this difficulty, in the context of w-
autornata. As we will see, instead of trying to solve this directly on G, we will consider
a nondeterministic image® of G (somehow undoing the subset construction), so that the
obtained w-automata will be nondeterministic and the mentioned difficulty is deferred to

the algorithms for the language inclusion problem for nondeterministic w-automata.

w-Automata.

A Biichi w-automaton B is a tuple (A, Q,Qo, T, F), where
s A is a finite alphabet of symbols;
e () is a finite set of states;
e Jp C @ is a set of initial states;
o T'C Q x @ x A is a set of transitions;

o F C (Jis a set of final states.

®This is inspired by the deterministic image of a nondeterministic automaton [15].
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Figura B.2: The idea of a nondeterministic image

A run r of B, over an w-word ¢ = 0102---, is an infinite sequence ryrira--- of states,
such that 7o € Qg, and for all ¢ > 1, (ry.1, 7y, 0;) € T. A run r is said to be accepting iff,
for infinitely many ¢ > 1, r; € F'. The automaton B accepts an w-word ¢ iff there is an

accepting run of B over o. The set L(B) of w-words accepted by B is its language.

The Nondeterministic Irnage.

The nondeterministic image encodes the runs of G in the alphabet of the w-automata.
Let P = {m! m e P, for some (v, —) € V} be the set of all positions of 4; in G. Then,
By = (A, Q1,Q0y, 1, Fi) and By = (A, Qz, Qoo, Tz, Fa), where A = {S U {p}} x V. For
B;, we have the following definitions: @, = V x P; Qy; = {{ve,1},m)|m € P, }
71 = {{{{v,3),m), (v, 5),m), {0, (v, )y Im € P,, m' € Py, there is an edge from (v, 1)
to (v/, ) with label o, and m is o-linked to m’}; Fi = {{{v,1),m) |m is Aj-accepting}.
For B,, the same definitions hold, changing S for P, A, for A;, and S, for P,. See Fig. B.2
for the idea of the image, where part (a) represents the graph G and part (b) the obtained
w-automata. Then, the following theorem holds. Its proof is based on the correspondence

between runs of .4; and Ay, and runs of G; and on the correspondence between runs of
G and runs of B; and Bs:

Theorem 4 L{A;) C L{Ay) iff L(By) C L{Bs). ]

Non-progressive A;.

In this case, there may be a run r of G, such that |R,| = 0. The definition of acceptance for
runs of G need to be changed. Now, a run r = (vp, 1) =5 {v1,2) — (v9,1) -5 --- of G
is A;-accepting iff there is an A;-run mymyms - - - of r, such that for infinitely many ¢ > 0,

m; is Aj-accepting; and for every clock z € X3, for infinitely many ¢ > 0, m; = {g;, ;)
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and y; maps z to {0,0] or to (1).

From the automaton B;, one can easily obtain an new automaton C, that accounts for
this new condition, in a standard way. If X; = {z1,22,..., 25}, then {; is made of n + 1
copies of By. The new state space is V x P x {1,2,...,n+1}. While reading an w-word,
the control starts in the first copy, and jumps to the second copy as soon as it gets in a
state {{v,1),{g, 4),1), where p maps z; to [0,0] or to (7). This process repeats for every
clock until the control reaches the last copy. Then it jumps back to the first copy, as soon
as it gets in a state ({(v,1), m,n+1), where m is A;-accepting. The new set of final states

is {{{v,1},m,n+ 1) |m is A;-accepting}.

B.5 Effective Infinite-State w-Automata

The semi-decision prdcedure presented above can be viewed as a reduction of the language
inclusion problem for NTA to the language inclusion problem for nondeterministic effective
infinite-state w-automata [50]. An infinite-state w-automaton B = (A, Q,@,.T,F) is
effective if the sets A, Q, @y, T and F are all recursive. That is, the sets may be infinite,
but they are enumerable, and there is a Turing Machine Mp that takes as input four
integers w, z, ¥ and z, always halts, and accepts the input iff: r c Aifw =1Lz Qi
w=2z€Qyifw=3; (z,y,2) € Tifw=4; and z € F if w = 5 [50]. The machine M3
can itself be encoded as an integer #B, the inder of B.

Given any two NTA A; and A2, we can easily derive, from the semi-decision procedure,
two indexes #B; and #B,, for two nondeterministic effective infinite-state w-automata
B, and B,, respectively, such that L{A4;) C L(A,) iff L(B;) C L(B,). This shows* that
the language inclusion problem and the universality problem for NTA are in II3, since
the language inclusion problem for nondeterministic effective infinite-state w-automata
is known to be TI}-complete [50] (we refer the reader to [46] for an introduction to the
analytical hierarchy). The current complexity lower bound for the language inclusion
problem and the universality problem for NTA is I1j-hard [4]. The exact position of these

undecidable problems in the analytical hierarchy is an interesting open problem.

4This result can also be shown directly by a II} predicate form once we remind that for every timed
word we can find another timed word with rational occurrence times {4], which is equivalent for the
purpose of language inclusion; such that timed words can be “paired” with functions from N to N,
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B.6 Conclusions

In this paper, we presented a generalization of the region graph for NTA, which leads
to a semi-decision procedure for testing language inclusion of NTA. We showed that TA
models of real-time systems, satisfying a progress requirement, can be tested against any
NTA. Interestingly enough, the semi-decision procedure is also a reduction of the language
inclusion problem for NTA to the language inclusion problem for nondeterministic effective
infinite-state w-automata.

The method is expensive, as one should expect for the presence of nondeterminism in
the specification. However, from a practical point of view, there is no difference between
the previous algorithms for testing language inclusion for deterministic specifications and
the procedure presented here (or, for that matter, the semi-decision procedure for reacha-
bility of hybrid automata [23]). Thus, one direction for future work is the development of
heuristic methods and symbolic techniques that might expedite a useful implementation
for the language inclusion problem.

Another direction'is the interesting theoretical question about the exact position of
'the language inclusion problem and the universality problem for NTA in the analytical
hierarchy. They are TI3-hard [4], and belong to II} (as a corollary of Section B.5).
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