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Resumo

Investigamos uma variante do problema de localizagdo e roteamento com relagao de muitos-
para-muitos concentradores que consiste em particionar o conjunto de vértices de um grafo
em ciclos contendo exatamente um concentrador cada e determinar um ciclo adicional inter-
ligando todos os concentradores. Qualquer vértice do grafo pode ser um concentrador; faz
parte do problema determinar quais vértices devem ser concentradores. Esse problema tem
aplicagoes praticas relevantes em areas como transporte urbano e redes de computadores.

Desenvolvemos uma heuristica baseada em busca local com operagoes de inser¢ao, remo-
¢ao e troca de vértices. Solugdes iniciais sao geradas de maneira aleatoria, e suas vizinhancas
sao exploradas a fim de obter melhores solu¢des. Além disso, elaboramos um algoritmo
exato com estrutura de branch-and-cut para a formulagdo em Programacao Linear Inteira
proposta. Restri¢oes de capacidade e eliminacao de caminhos sdo adicionadas como planos de
corte, com algoritmos de separagao baseados em arvores de corte minimo e nas componentes
conexas de um grafo suporte.

Diversos experimentos computacionais mostram a capacidade de resolucao do algoritmo
exato para instancias pequenas e da heuristica para instancias pequenas e médias. Sao
comparados também os desempenhos para outras variantes do problema.

Palavras-chave: Localizacao e roteamento; Localizacado muitos-para-muitos; Algoritmo

Branch and Cut; Busca local; Problema de roteamento de veiculos
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Abstract

We investigate a variant of the many-to-many hub location-routing problem which consists
in partitioning the set of vertices of a graph into cycles containing exactly one hub each and
determining an extra cycle interconnecting all hubs. Any vertex of the graph can be a hub; it
is part of the problem to determine which vertices should be hubs. This problem has relevant
practical applications in areas such as urban transportation and computer networks.

A local search based heuristic that considers add/remove and swap operations is devel-
oped. Initial solutions can be generated at random, and their neighborhoods are explored
in order to get better solutions. Also a branch-and-cut approach that solves an integer for-
mulation is investigated. Capacity and path elimination constraints are added in a cutting
plane way, so the separation algorithms are based on the computation of min-cut trees and
in the connected components of a support graph.

Many computational experiments over several instances adapted from literature show the
problem-solving capability of the exact algorithm for small instances and of the heuristic for
small to medium-sized instances. We also compare the performance of other variants of the
problem.

Keywords: Location-routing; Many-to-many hub location; Branch and Cut; Local

search; Vehicle routing problem
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Capitulo 1
Introducao

Otimizacao Combinatéria é uma area da Teoria da Computacao que trata de problemas em
que se deve minimizar ou maximizar uma funcdo sob um conjunto de restri¢des, em um
dominio finito. Nessa area, encontram-se os problemas de roteamento, que consistem em
encontrar, em um grafo, trajetos com determinadas propriedades minimizando a quantidade
de arestas ou soma de seus custos, que podem representar distancia percorrida, tempo ou
combustivel gasto, por exemplo. Eles estao entre os mais estudados da area. Isso se deve ao
fato de tais problemas terem diversas aplicagoes praticas na industria e em servigos, como
transporte, logistica, circuitos elétricos e redes de computadores.

Nesse contexto, estao inseridos dois problemas computacionais famosos: o Problema do
Caixeiro Viajante e o Problema de Roteamento de Veiculos. O primeiro consiste em visitar
exatamente uma vez cada vértice de um grafo e retornar ao local de origem, minimizando a
distancia percorrida. O segundo, em encontrar trajetos, todos originados e terminados em
um mesmo ponto e que, combinados, passem por cada vértice exatamente uma vez, com o
menor comprimento ou custo possivel.

Esses problemas sao importantes por alguns motivos. Primeiro, porque sao de enunciado
relativamente simples. Segundo, sendo N P-dificeis, ndo existem métodos exatos de resolveé-
los eficientemente. Terceiro, porque possuem muitas aplicagoes em areas como transportes,
eletronica e redes de computadores. E, por fim, porque servem de base para intimeros outros
problemas mais especificos.

Em transporte de carga, concentradores sao instalagoes especiais que servem como pon-
tos de conexao entre origens e destinos, nos quais os produtos oriundos das origens sao
consolidados e redirecionados para seus respectivos destinos. Essa estrutura de rede tem
seus beneficios, por exemplo quando um destino recebe produtos de diversas origens (caso
muitos-para-um), ou uma origem provém um produto para diferentes destinos (caso um-

para-muitos), ou ainda quando muitas origens fornecem produtos para varios destinos (caso
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muitos-para-muitos). Nessas situagoes, as rotas que vao até os destinos sao utilizadas para
transportar produtos que serao consolidados e reenviados por rotas interligadoras (com li-
gagoes entre concentradores) para concentradores finais, e depois encaminhadas por esses
concentradores finais até os destinatarios que eles atendem. Por isso, recebe o nome de Pro-
blema integrado de Localizacao e Roteamento com transporte entre concentradores e relacao
de Muitos-para-Muitos — LRCMM. A Figura 1.1 ilustra o caso em que os produtos dos cli-
entes ny, ny e ng sdo enviados (uma seta indica o fluxo entre vértices) para seus respectivos
concentradores e, destes, usando a rota interligadora, sao transportados até o concentrador

hs, que atende o cliente ny.

Neste trabalho, investigamos o caso muitos-para-muitos com as seguintes hipéteses: qual-
quer vértice é candidato a ser concentrador na rede; o nimero de concentradores necessarios
¢ dado na entrada; cada cliente é atendido por exatamente um concentrador e precisa estar
em exatamente uma rota local, para que a coleta e a entrega ocorram simultaneamente; em
cada concentrador comeca e termina apenas uma rota local que sirva dois ou mais clien-
tes (estudamos também, separadamente, o caso em que rotas locais podem atender um ou
mesmo nenhum cliente); as capacidades dos concentradores sao ilimitadas, mas qualquer rota
local possui um niimero méaximo de vértices, dado na entrada; os concentradores devem estar
em uma rota circular interligadora. Ha também um fator de desconto « utilizado na rota
interligadora devido a transporte em massa — veja O’Kelly (1987). O objetivo é minimizar o
total dado pela soma dos custos das arestas interligadoras, considerando o fator de desconto,

mais os custos das arestas regulares.

O LRCMM possui diversas aplicagoes praticas. Uma area imediata de aplicagao é a de
transporte urbano. Considere que os ciclos regulares (ou rotas locais) sao rotas de 6nibus
internas de cada bairro, enquanto que o ciclo de interligacdo é uma via expressa (seja uma
avenida de alta velocidade com poucos pontos de parada, seja um outro meio de transporte
como trens leves ou metro, ou mesmo um corredor de 6nibus, o que torna o sistema acessivel a
muito mais cidades). Deseja-se fazer um sistema de transporte, como o descrito, minimizando
o custo de implantacao das vias. Uma caracteristica interessante é conectar quaisquer dois
pontos da cidade usando no maximo dois transportes regulares e um expresso, o que torna a

vida dos passageiros menos complicada.

Outra aplicacao interessante do LRCMM ocorre em redes de computadores. Neste caso,
temos varias redes locais interligadas por uma rede global, todas elas com topologia em anel.

Podemos querer minimizar o custo de instalacao ou a laténcia na transmissao de dados.



1.1. Atividades Realizadas

11

R —
18

concentrador
hs’

cliente
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\ n7z
N4 /

aresta interligadora

ciclo regular (rota local)

Figura 1.1: Ilustracao de solucdo do LRCMM.

1.1 Atividades Realizadas

Neste trabalho, estudamos abordagens para o Problema integrado de Localizacao e Rote-

amento com transporte entre concentradores e relagao de Muitos-para-Muitos (LRCMM),
tanto de modo exato quanto heuristico. Para tanto:

o desenvolvemos e implementamos heuristicas de construgao e de melhoria para usar em
uma busca local;

o elaboramos uma formulagao em Programagcao Linear Inteira;
e criamos e implementamos métodos de cortes especificos;
e pesquisamos e adaptamos métodos de cortes de problemas similares, e

e implementamos o método exato Branch-and-cut usando o framework do Gurobi.
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1.2 Organizacao do Texto

O Capitulo 2 mostra uma visdo geral de problemas similares que levaram a elaboracao do
LRCMM, bem como algumas técnicas frequentemente utilizadas para resolvé-los, algumas
das quais foram implementadas neste trabalho.

O Capitulo 3 traz a maior parte do conteiido do trabalho. Primeiro, define notagoes
e nomenclatura usadas ao longo do texto. Depois, descreve o problema a ser estudado e
define-o através de uma formulagao em Programacao Linear Inteira. Em seguida, apresenta
cortes validos que podem ser usados para fortalecer a formulagdao, com informacoes sobre
a implementacao de algoritmos de separacao para encontra-los. Descreve, ainda, a imple-
mentacao de uma solugdo exata para o problema, utilizando a técnica de Branch-and-cut,
incluindo as diversas rotinas de separagao implementadas para encontrar desigualdades. Por
fim, explica a abordagem heuristica para a resolucao do problema, apresenta o algoritmo
utilizado e ilustra seu funcionamento.

O Capitulo 4 apresenta os resultados computacionais decorrentes da execugao do algo-
ritmo exato e da heuristica, bem como a discussao dos resultados obtidos.

Finalmente, o Capitulo 5 faz as consideracoes finais e aponta possiveis caminhos para

futuros desdobramentos deste estudo.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Técnicas de tratamento de problemas dificeis

Nesta secao, apresentamos conceitos basicos de Otimizacado Combinatoéria e mostramos como
funcionam algumas técnicas exatas de resolucao de problemas N P-dificeis, tais como Pro-
gramacao Linear Inteira, Planos de Corte, Branch-and-bound e Branch-and-cut. Mostramos

também o que sao heuristicas e meta-heuristicas, o motivo de utiliza-las e alguns exemplos.

2.1.1 Otimizacao Combinatodria

Podemos definir um problema de Otimizacao Combinatéria como a tarefa de encontrar o
ponto de maximo ou de minimo global de uma fungao (fungdao objetivo), sob um certo conjunto
de restrigoes, e cujas variaveis pertencem a um dominio finito enumeravel. Uma solucao vidvel
é uma atribuicao de valores as variaveis de modo que todas as restri¢des sejam satisfeitas. O
valor da solugdo é o valor da func¢ao objetivo para uma dada valoragdo. Por fim, uma solug¢do
otima é uma solucao viavel cujo valor é melhor ou igual ao de qualquer outra solucao viavel.

Como consequéncia de possuir dominio finito enumeravel, todo problema de Otimizagao
Combinatoria admite um algoritmo exato do tipo “forca bruta” que enumera todas as solugoes
viaveis e encontra, se existir, alguma que seja 6tima. Entretanto, o nimero de solugoes viaveis
pode crescer muito rapidamente com o tamanho da entrada. Por isso, na pratica, é necessario

encontrar meios para diminuir o espaco de busca, como algumas das técnicas a seguir.

2.1.2 Programacao Linear Inteira

Programacao Linear é uma forma de modelar problemas de otimizacdo com restri¢oes e
funcao objetivo lineares (polindémios de primeiro grau). Se considerarmos também que as

variaveis devem ser inteiras, trata-se de uma modelagem em Programacao Linear Inteira
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(PLI). E uma maneira muito 1til de analisar problemas de Otimizacao Combinatéria. En-
tretanto, o problema geral de PLI é NP-dificil, ao contrério de Programacao Linear, para o
qual existem algoritmos de tempo polinomial conhecidos, conforme explicado por Dasgupta
et al. (2008). Por isso, uma estratégia frequente é relaxar as restrigoes de integralidade das
variaveis, permitindo valores fracionarios. Nesse caso, o problema resultante é a relazacao do
problema original. O valor 6timo dessa relaxagao é um limitante dual (ou seja, limitante in-
ferior para problemas de minimizacao, e superior para maximizagdo). Em alguns problemas,
os limitantes obtidos pela relaxacao sao muito bons, mas, em outros, sdo de praticamente
nenhuma utilidade. O valor de qualquer ponto da regiao viavel é um limitante primal para

o problema.

2.1.3 Branch-and-bound

Como descrito por Doig et al. (1960), Branch-and-bound é uma estratégia geral de desenvol-
vimento de algoritmos exatos (que garantem encontrar uma solu¢ao étima) para problemas
de otimizacao combinatoria. Trata-se basicamente de uma versao aprimorada do método
Backtracking de enumerar todas as possiveis solugoes, fixando o valor de uma variavel a mais
a cada ramificacdo da arvore de possibilidades. O método Branch-and-bound traz uma signi-
ficativa vantagem: utiliza limitantes superiores e inferiores para eliminar grandes porc¢oes de
solugoes candidatas, sem precisar testar cada uma delas. Desse modo, sua execucao costuma
ser bem mais rapida do que a de um algoritmo completamente “forca bruta”, ainda que nao

possua garantias tedricas de ser mais rapido, no pior caso.

Em um problema de minimizagao, um limitante superior (primal) é dado pelo valor da
melhor solug¢do conhecida no momento. O limitante inferior (dual) para um dado né é,
naturalmente, menor ou igual ao valor de todas as solugoes que podem vir a ser geradas por
esse no. Portanto, se o limitante superior global for menor que o limitante inferior de um
dado nd, nenhuma solugao gerada a partir do né podera resultar em uma solugao melhor
que a ja conhecida. Logo, pode-se descartar esse n6 e, com isso, evita-se ramificar a arvore

e gerar mais possibilidades para serem testadas.

Uma das principais maneiras de encontrar limitantes duais em algoritmos de Branch-
and-bound é utilizando uma formulacao em Programagao Linear Inteira para o problema em
questao e relaxando suas restrigoes de integralidade, transformando em uma formulagao de
Programacao Linear. Dessa forma, pode-se rapidamente resolver o problema relaxado e, por

meio de bons limitantes, descartar o ramo atual.
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2.1.4 Planos de Corte

Em problemas de otimizacao, uma técnica para reduzir o espaco de busca consiste em aplicar
sucessivamente novas restrigoes na formulacdo matematica do problema. Essas restri¢oes,
chamadas planos de corte, sao normalmente desigualdades lineares. Para serem corretos, os
cortes nao podem eliminar solucoes viaveis. Para que a melhora do algoritmo seja substancial,
é desejavel que cada corte descarte uma parte grande do espago de busca.

Em Programacao Linear Inteira, isso consiste inicialmente em resolver a relaxacao linear
do problema. Se a solugao 6tima da relaxacgao possuir apenas variaveis com valores inteiros,
tem-se uma solucao viavel do problema original e seu valor deve ser comparado ao limitante
primal para possivelmente melhora-lo. Caso contréario, deve-se separar a solugao atual, isto €,
elimina-la do espago de solugoes viaveis por meio de uma nova restrigao linear. Essa restricao
nao pode remover solugoes viaveis do problema original, caso contrario, haveria risco de
descartar solugoes melhores, inclusive as 6timas. Este processo é repetido até que a solucao
da relaxacao do problema satisfaca todas as restrigoes do problema original, incluindo as de
integralidade. Nesse ponto, tem-se uma solugao 6tima do problema original. Mais detalhes

sobre o assunto sao dados por Mitchell (2002).

2.1.5 Branch-and-cut

A técnica de Branch-and-cut combina ideias de Branch-and-bound e de planos de corte. E
usada para resolver problemas de Programacgao Linear Inteira. Baseada no Branch-and-
bound, encontra uma solucao 6tima para a relaxacao linear do problema, isto ¢, uma solucao
que satisfaz todas as restrigoes do problema, exceto possivelmente as restri¢oes de integrali-
dade das variaveis. Se esse valor for pior — ou igual — que o da melhor solucao viavel conhecida
até o momento, esse né pode ser descartado, acelerando o processo, ja que nao levara a uma
solugao vidvel com valor melhor. Sendo, um ou mais planos de corte (restrigoes) sao adicio-
nados ao modelo. Essas restri¢oes sao violadas pela solu¢ao 6tima fracionaria atual, mas nao
pelas solucoes inteiras viaveis. Pode ocorrer de ndo conhecermos um corte para adicionar ao
modelo, embora a solucao atual seja fracionaria.

Nesse caso, particionamos o espaco de busca em dois, de modo a descartar a solucao da
relaxacao atual, sem descartar solugbes inteiras, o que é conhecido como ramificar (branch)
a arvore de enumeracao. Repete-se o processo até nao mais existirem tais restrigdes que
possam ser adicionadas. Se a execucao do algoritmo chegar a esse ponto sem ter podado
o ramo, entdo temos uma solucao vidvel inteira (pois ndo ha mais restrigoes que separem a
solugao da relaxacao linear) com valor melhor que o atual melhor (j4 que o ramo atual nao foi

podado) e, portanto, podemos atualizar o valor do limitante primal. O processo continua até
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que nao existam mais nos a serem explorados, o que significa que a melhor solu¢ao conhecida
até o momento ¢é 6tima. Note que todas as solugoes viaveis, ou seja, todos os nos da arvore

de possibilidades foram testados, direta ou indiretamente. E devido a essa garantia que o

algoritmo é dito exato, ja que prova que uma solucao viavel é étima.

2.1.6 Heuristicas

Em muitos problemas, métodos exatos que os solucionem sao desconhecidos, ou muito dificeis
de implementar ou, mais frequentemente, tém execucao extremamente lenta. Nesses casos,
pode ser interessante recorrer a métodos computacionais conhecidos como heuristicas, com o
intuito de obter rapidamente boas solug¢oes vidveis para esses problemas.

Sao métodos que nao garantem encontrar a solugdo 6tima, nem oferecem garantias sobre
a diferenga (ou razao) entre o valor de uma solugao viavel encontrada e o valor das solugoes
6timas. No caso geral, podem nem sequer garantir que encontrarao uma solugao viavel para
o problema. Mesmo com todas essas incertezas, podem ser muito uteis ao serem usadas
isoladamente quanto em conjunto com métodos exatos como Branch-and-cut.

Conforme explicado por Rothlauf (2011), podemos classifica-las em duas categorias: heu-
risticas de construgdo, que sao aquelas usadas para encontrar uma solucao inicial para um
problema, e heuristicas de melhoria, que sao usadas para encontrar uma solucao melhor a
partir de outra solucao dada.

Meta-heuristicas sao estratégias gerais (isto é, nao especificas para o problema abordado),
feitas para guiar o processo de busca por boas solugoes em um problema de otimizacao.
Existem diversas classes famosas de meta-heuristicas, dentre as quais podemos citar Busca
Local, Busca Tabu, Simulated Annealing, além de Algoritmos Genéticos.

Algoritmos Genéticos sao inspirados no processo biolégico de selecdo natural e foram in-
troduzidos por Fraser (1957). Solugoes vidveis (em geral, ndo étimas) para o problema sao
formadas aleatoriamente e compoem a populagao inicial. Cada solucao da populagao é um
individuo com um certo valor (fitness) de fungao objetivo. A elite de uma dada populacao é
um conjunto das melhores solugoes (individuos com maiores fitness em problemas de maxi-
mizagao ou menores em problemas de minimizagdo). Uma operagao de selegio corresponde
a escolher individuos da elite da populagdo. A ideia de Algoritmos Genéticos consiste em
iterativamente criar uma nova geracao de individuos a partir da geracao anterior, aplicando
operagoes de selecao e de modificagdo. As modificacoes podem incluir mutacoes aleatérias na
estrutura genética de individuos; inversoes na ordem de subsequéncias de coédigo genético; e
cruzamentos entre dois individuos, de modo que cada novo individuo contenha subsequéncias
dos genes de seus ancestrais. Dessa forma, espera-se que boas caracteristicas sejam mantidas

ao longo das geragoes, tendendo a melhorar o valor da melhor solugao conhecida.
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Uma outra meta-heuristica, que por sua vez é baseada em Algoritmos Genéticos, é a
BRKGA (Biased Random-Key Genetic Algorithms). Sao necessarias duas rotinas auxiliares,
o codificador e o decodificador, para converter solugoes viaveis para vetores de nimeros reais
entre 0 e 1, e vice-versa. Para fazer um cruzamento, sdo sorteados dois individuos, sendo
um deles da classe dos melhores individuos da populacdo (a elite) e outro do grupo restante
(ou da populagao geral). Como a elite é menor que a nao-elite, um dado individuo da elite
possui maior probabilidade de ser selecionado do que um dado individuo da néo-elite. Além
disso, é dado um parametro global, entre 0,5 e 1, representando a probabilidade de uma
caracteristica do filho ser herdada do pai pertencente a elite. Dessa forma, é esperado que
as boas caracteristicas tendam a permanecer nas geracoes seguintes. Para mais detalhes,

consulte Gongalves e Resende (2011).

2.2 Publicacoes relacionadas

2.2.1 Problemas de roteamento

De modo geral, problemas de roteamento consistem em encontrar um conjunto de trajetos em
um grafo de modo a atender demandas de clientes, dentro de certas restricbes. Um trajeto
é uma sequéncia de vértices em que cada par de vizinhos é ligado por uma aresta. Se ele
comeca e termina no mesmo vértice, é chamado de ciclo. Caso contrario, ¢ um caminho.
Esses conceitos serao definidos mais formalmente na segao 3.2.

Em 1735, o matemaético suico Leonhard Euler deu inicio ao estudo de Teoria dos Grafos
ao resolver o Problema das Sete Pontes de Konigsberg, o qual consiste em encontrar um
caminho que passe exatamente uma vez em cada aresta de um determinado grafo — na versao
original, o grafo foi construido a partir das pontes (arestas) ligando porgoes de terra (vértices)
na cidade de Kénigsberg (Prissia), atual Kaliningrado (Russia) — e que pode ser considerado
o principio do estudo de problemas de roteamento.

Ja no Século XX, houve um grande aumento no interesse por essa area. Intimeros artigos
foram publicados abordando problemas em grafos, muitos deles relacionados a roteamento.
O problema mais fundamental que aqui citamos ¢ o classico Problema do Ciclo Hamiltoniano
(Hamiltonian Cycle Problem — HCP), nomeado em homenagem ao matematico irlandés W.
R. Hamilton. Esse problema consiste em decidir, dado um grafo G, se existe um ciclo que
visite todos os vértices exatamente uma vez — veja Thomason (1978). Em certas situagoes, a
dificuldade nao consiste em determinar a existéncia de tal ciclo (por exemplo, se o grafo for
completo), mas sim em encontrar, dentre os ciclos que satisfazem essa condigao, aquele cujo

custo total (a soma dos custos de suas arestas) é minimo. Nesse caso, trata-se do Problema do
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Caixeiro Viajante ( Traveling Salesman Problem — TSP), um problema que vem sendo muito
estudado ha décadas. O estudo dele originou diversas técnicas de abordagem de problemas,
tanto gerais quanto especificas. Isso permitiu que fossem resolvidas instancias muito maiores
do que as de outros problemas N P-dificeis. Atualmente, a maior instancia ja resolvida possui
85.900 vértices. Esse problema ¢é tao importante que é tema central de diversos livros, tais
como os escritos por Lawler (1985), Applegate et al. (2007) e Cook (2011), além de uma

grande quantidade de artigos e outras publicacoes.

Enquanto o Problema do Ciclo Hamiltoniano e o Problema do Caixeiro Viajante sao
exemplos de problemas focados nos vértices de um grafo, existem também problemas rela-
cionados as arestas. O Problema do Ciclo Euleriano é a versao analoga do Problema do
Ciclo Hamiltoniano para arestas, ou seja, deve-se decidir se existe um ciclo que visite todas
as arestas do grafo apenas uma vez; ao contrario daquele, este problema pode ser resolvido
em tempo polinomial. Um problema similar de otimizacao é o Problema do Carteiro Chinés
(Chinese Postman Problem — CPP), o qual consiste em encontrar o ciclo de menor custo que
visite (uma ou mais vezes) todas as arestas de um grafo nao-orientado. Em uma variante
deste, o Problema do Carteiro Rural (Rural Postman Problem — RPP), precisa-se encontrar
um ciclo hamiltoniano (isto é, que passe por todos os vértices) de custo minimo que visite

todas as arestas de um dado subconjunto das arestas do grafo.

Um outro problema especialmente conhecido é o Problema do Roteamento de Veiculos
(Vehicle Routing Problem — VRP), cujo objetivo é minimizar o custo total de um conjunto
de ciclos, todos eles passando por um dado vértice especial (chamado depdsito), de modo que
cada um dos outros vértices do grafo (os clientes) pertenca a exatamente um ciclo. Existem
muitas variantes deste problema, incluindo versées com multiplos depésitos (Multi-Depot
Vehicle Routing Problem — MDVRP); com restri¢oes de tempo na entrega do produto para
cada cliente ( Vehicle Routing Problem with Time Windows — VRPTW); com diferentes pontos
de coleta e entrega para cada produto (Vehicle Routing Problem with Pickup and Delivery
— VRPPD); e com capacidades de clientes a serem atendidos por cada veiculo (Capacitated
Vehicle Routing Problem — CVRP). Nesta tltima, cada cliente possui uma demanda por
um determinado produto e, em cada ciclo, a soma das demandas de seus clientes nao pode
ultrapassar a capacidade maxima do veiculo. Esta ultima é a versao classica enunciada no

trabalho seminal de Dantzig e Ramser (1959).

O Problema de Localizacao de Instalagoes (Facility Location Problem) consiste em de-
terminar os melhores locais para abertura de instalagoes a fim de atender a demanda por
um certo produto ou servigo. Por exemplo, uma rede de supermercados deve escolher onde
construira seus centros de distribuicdo de modo a armazenar e enviar os produtos para as

lojas de maneira eficiente. Diante disso, problemas de localizagao e roteamento (Location-
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Routing Problems) sdo aqueles que misturam os dois tipos de problema, geralmente exigindo
a determinacao da localizagao de depdsitos e, em seguida, algum roteamento a partir deles.

Esse é o caso do problema que estudamos.

2.2.2 Problemas relacionados ao LRCMM

Aqui apresentamos uma lista de problemas relacionados ao LRCMM, todos eles N'P-dificeis,
em uma ordem tal que cada um seja baseado em seu antecessor, com algumas restri¢oes
adicionais. Todos referem-se a suas versoes em grafos nao-orientados.

Um problema bem menos famoso, e que pode ser considerado derivado do TSP e do VRP,
é aquele em que ha um conjunto dado de depdsitos, cada um dos quais deve pertencer a um
ciclo diferente, e os vértices dos ciclos devem formar uma particao do conjunto de vértices do
grafo. Esse problema é denominado Problema do Caixeiro Viajante Multiplo com Multiplos
Depositos (Multi-Depot Multiple Traveling Salesman Problem — MDMTSP) e foi estudado
por Chan e Baker (2005) e Benavent e Martinez (2011).

Existem ainda variagoes de outras naturezas, tais como limita¢do no nimero de vértices
(ou na soma dos comprimentos das arestas) de cada ciclo; restrigdes de janela de tempo;
custos diferentes para usar cada vértice como depdsito; entre outras.

Suponha que, além de multiplos ciclos disjuntos, queremos encontrar ainda um outro ciclo
que interligue-os, isto é, cada vértice do ciclo interligador pertence também a exatamente um
ciclo regular. Para complicar, ndo é dado na entrada o conjunto de depdsitos (vértices que
pertencem ao ciclo interligador); descobri-lo faz parte da busca pela solugao 6tima.

A fim de tornar o problema mais adequado a aplicagoes praticas, decidimos introduzir
uma restricdo quanto ao nimero maximo de vértices de cada ciclo regular. Essa cardinalidade
maxima é uma constante inteira C', dada na entrada. Esse aspecto é andlogo ao de um VRP
de capacidade de veiculos C e clientes com demanda unitaria. No exemplo que usamos
de transporte urbano, isso corresponde a proibir que um o6nibus faga inimeras paradas ao
longo de seu trajeto, o que prejudicaria sua mobilidade. Essa restricao tem por consequéncia
positiva evitar que a solu¢do 6tima seja composta por varios ciclos regulares pequenos, um
tnico ciclo regular grande (contendo todos os demais vértices) e o ciclo interligador. Nesse
caso, o problema torna-se muito parecido com o TSP, precisando (grosso modo) apenas
decidir os ciclos pequenos e depois resolver o TSP para o ciclo regular grande, o que nao
seria interessante.

Além disso, as arestas do ciclo interligador sao de natureza diferente das outras arestas,
representando, em geral, vias mais rapidas. Portanto, foi introduzido um pardmetro o para
multiplicar o custo de uma aresta na solucao se ela for interligadora. O valor o é um fator

racional constante, dado na entrada. Em principio, pode parecer natural escolher valores de
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«a > 1, pois a aresta interligadora seria mais cara para ser construida, por exemplo, no caso de
meios de transporte expressos, como trem. No entanto, como toda viagem entre dois bairros
envolveria o uso do transporte expresso, este seria muito mais utilizado, tendo um fator de
ocupacao muito maior e, por isso, a longo prazo é mais barato. Por isso, foram considerados
valores de o entre 0 e 1. Esse raciocinio esta alinhado com o critério utilizado em outros
artigos da area.

Dessa forma, temos o Problema integrado de Localizacao e Roteamento com transporte
entre concentradores e rela¢gio de Muitos-para-Muitos — LRCMM (Many-to-many location-
routing with inter-hub transport). A entrada do problema consiste de um grafo métrico G
de n vértices, uma funcao c. de custo nas arestas, e trés constantes: a capacidade C, o fator
«a e o numero de concentradores k. As Figuras 2.1 e 2.2 s@o exemplos de solucgoes viaveis
para o LRCMM, com n = 29, k = 8, C' = 5 e a = 1, para as duas versoes analisadas:

respectivamente, sem e com ciclos degenerados (ciclos com menos de trés vértices).

Muitos problemas relacionados, derivados do Problema de Roteamento de Veiculos, pre-
determinam, na entrada do problema, um ou mais vértices que serao depositos. No nosso
caso, essa determinagao faz parte do problema, o que torna-o muito mais dificil. Em algumas
instancias que demoram horas para serem resolvidas, se tomarmos da solucdo final quais os
depositos e passarmos essa informagao para o resolvedor, a execugdo do programa passa a
ser feita em poucos minutos, o que mostra a importancia dessa decisao. Além disso, pelo
fato de termos depdsitos nao pré-determinados, muitos cortes conhecidos do Problema de
Roteamento de Veiculos deixam de ser aplicaveis ou, quando o sdo, precisam ser adaptados,

as vezes perdendo bastante forga, como mostrado no Capitulo 3.

Este nosso estudo resultou na publicagdo de um artigo no congresso LISS 2014 — Inter-
national Conference on Logistics, Informatics and Services Sciences. O artigo apresenta o
problema e alguns dos resultados computacionais obtidos. Além disso, estamos elaborando
também um outro artigo a ser enviado para uma revista cientifica, com comparagoes de
desempenho de algumas heuristicas para esse problema.

Recentemente, foi publicado um artigo por de Camargo et al. (2013) estudando um pro-
blema semelhante, em termos de ser um problema de localizacao e roteamento com circuito
interligando os depésitos. E mais geral que o nosso problema em alguns aspectos: permite
ciclos com um unico cliente; aceita multiplos ciclos em cada depédsito; e recebe na entrada
a demanda de cada cliente e o custo de abrir um depdsito em um dado vértice. Por outro
lado, tem um ponto que facilita substancialmente: a entrada ja define o papel de cada vér-
tice (cliente ou depdsito). Sao dados na entrada um conjunto de clientes e um conjunto de
candidatos a depositos. Isto é, um programa que resolva esse problema deve decidir quais

candidatos serao de fato dep6sitos, mas nenhum dos candidatos (escolhido ou nao) terd qual-
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Figura 2.1: Exemplo de solucao sem ciclos degenerados.

Figura 2.2: Exemplo de solugao com ciclos degenerados.

13
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quer demanda e, além disso, todos os vértices do conjunto de clientes serdo necessariamente
clientes. Esses fatos possibilitam o uso de cortes mais variados e mais fortes, como mostrado

mais adiante.

Ainda mais recentemente, foi publicado por Rodriguez-Martin et al. (2014) um artigo de
localizacdo e roteamento de vértices com concentradores, porém com uma fungao-objetivo
mais sofisticada, incorporando custos das rotas, custos de abertura de concentradores e custos
do fluxo enviado entre pares de vértices. O programa por eles implementado foi capaz de

resolver a maioria das instancias de até 50 vértices dentro do tempo limite de duas horas.

Na perspectiva de problemas de localizagao e roteamento, como analisados por Lopes et al.
(2013), temos um problema de localizagao e roteamento com rela¢do de muitos-para-muitos
com um subconjunto de K vértices (os concentradores) organizados em um circuito interno
tal que, para cada concentrador, ha um ciclo local contendo clientes que sao servidos por ele.
O objetivo é minimizar o custo total de todas as rotas, localizar os concentradores e atribuir
clientes a concentradores com as seguintes restricoes: todos os concentradores precisam estar
conectados, isto é, ha uma aresta entre todo par de concentradores; coleta e entrega podem
nao acontecer ao mesmo tempo, entao um cliente pode ser visitado mais de uma vez; veiculos
tém capacidade e rotas sao restringidas por um tempo limite de viagem; depdsitos podem

ter mais de um ciclo; e nao ha fator de desconto a.

Portanto, observando a literatura, nés abordamos uma variante do Problema de Loca-
lizagdo e Roteamento com concentradores e relagdo muitos-para-muitos — LRCMM (Many-
to-many hub location-routing problem) que foi proposto por Nagy e Salhi (1998) e possui
aplicagoes na industria de carga, incluindo transporte de pacotes, passageiros, aplicacoes
postais, e industria de bebidas — veja Kuby e Gray (1993) e Lin et al. (2012) — e em sistemas
de telecomunicagao, como em Wang et al. (2006). Note que o LRCMM ¢é N'P-dificil j& que
possui dois subproblemas N P-dificeis: Problema de Localizacao de Instalacoes e Problema
do Caixeiro Viajante, como mostrado por Garey e Johnson (1979).

O artigo de Nagy e Salhi (1998) abordou o problema com uma heuristica que resolve
um problema de localizagao usando um método de adicionar/remover/deslocar, aprimorado
com uma rotina de Busca Tabu, mas observando possiveis rotas desses concentradores resol-
vendo um problema de roteamento de miltiplos veiculos de maneira heuristica, realizando
uma inter-relagdo precisa entre localizacao e roteamento. Também foram apresentadas uma
formulacao inteira e uma discussao de como ela pode resolver outros problemas relacionados,
mas nenhum resultado experimental foi apresentado. Ao mesmo tempo, somente um exemplo

ilustrativo foi resolvido com a heuristica e os proprios autores comentam sua lentidao.

Observando a recente taxonomia de problemas de localizacao e roteamento de acordo com

Lopes et al. (2013), apenas quatro trabalhos foram publicados sobre o LRCMM, incluindo o
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estudo preliminar feito por Nagy e Salhi (1998). Bruns et al. (2000) consideraram o LRCMM,
porém sem resolver explicitamente o problema de roteamento. Ao invés disso, propuseram
uma aproximacao que reduz o problema original para um simples problema de localizagao e
que busca localizar os concentradores e alocar-lhes clientes. Esta estratégia foi usada pelos
autores a fim de fornecer solugoes para os correios da Suiga sob diferentes cenarios. Wasner
e Zaipfel (2004) consideraram um estudo de caso real dos correios da Austria modelado
por uma formulagao nao-linear, mas resolvido com uma abordagem paralela com diferentes

rotinas de busca local combinadas com lagos de feedback para diminuir o custo da solucao.

A estratégia primeiro determina o niimero e localizagao dos concentradores e atribui areas
postais a cada um deles, de modo que os custos dos concentradores podem ser obtidos. De-
pois, rotas de coleta e entrega sao determinadas para os concentradores, e entao o custo da
solucao é calculado. Lagos de feedback servem para diminuir o custo da soluc¢ao reatribuindo
areas postais para os concentradores, combinando rotas, e alterando o nimero e localizacao
dos concentradores. Além disso, na variante deles do LRCMM, clientes podem atender dire-
tamente outros clientes, ou seja, pode haver uma aresta entre um par de clientes. Ademais,
é considerado um concentrador central pelo qual passa todo o trafego entre concentradores,

e coleta e entrega ocorrem no mesmo instante.

Embora o trabalho de Karaoglan et al. (2012) pareca relacionado a problemas de lo-
calizagdo e roteamento com relacdo de muitos-para-muitos na classificacdo de Lopes et al.
(2013), tal trabalho considerou o problema de localizagdo e roteamento com restri¢oes de
coleta e entrega simultdneas nas quais nao sao permitidas rotas entre concentradores. Em
ultimo caso, pode ser considerado um caso especial do LRCMM no qual nao ha rotas entre

concentradores, embora sem uma contribuicao especifica a este.

No artigo de Cetiner et al. (2010), o LRCMM é resolvido com um procedimento de
duas fases. As localizagoes dos concentradores sao determinadas bem como as alocacoes
de clientes a concentradores e, entao, rotas sao calculadas. O procedimento alterna entre as
fases atualizando os concentradores e as rotas a fim de reduzir os custos totais. Experimentos
com o correio turco e instancias da literatura mostraram a competitividade desse algoritmo.
Nessa variante do problema, a coleta e a entrega ocorrem juntas quando um cliente ¢ visitado,

e clientes podem ser atendidos por mais de um concentrador.

Recentemente, de Camargo et al. (2013) propuseram uma extensa formulagao inteira
para o LRCMM que combina modelos do problema de localizagdo de concentradores de
alocagao tnica e do problema do caixeiro viajante. Sua formulacao usa varidveis inteiras
de quatro indices combinadas com varidveis continuas de cinco indices, mas uma vez que
as variaveis sao fixadas, surgem dois subproblemas simples. Esta caracteristica permite que

seja aplicada a decomposicao de Benders, de modo que instancias com até 100 vértices sejam
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resolvidas, embora tenham sido reportados resultados para apenas uma instancia com 100
vértices e exigiu aproximadamente 46 horas de processamento. Além disso, os resultados sao
concentrados em instancias com até 50 vértices e para diferentes valores de «, limitado a
duas horas de tempo de computacao. Relataram que, a medida que a aumenta, o niimero
de concentradores diminui e o tempo para resolver as instancias aumenta.

Para outras variantes de problemas de localizacao e roteamento, o leitor pode seguir
a classificagdo recente apresentada em Lopes et al. (2013), além das pesquisas feitas por
Min et al. (1998) e por Nagy e Salhi (2007) apresentando novas tendéncias para futuros
trabalhos. Heuristicas para o problema de localizagao e roteamento foram desenvolvidas por
Yu et al. (2010), Nguyen et al. (2012), Mehrjerdi e Nadizadeh (2013) e Zarandi et al. (2013),
respectivamente, para os casos com capacidade, com dois niveis, com demandas fuzzy e com
janelas de tempo combinadas com parametros fuzzy.

Uma outra variante foi introduzida por Andrade et al. (2013) chamada Problema do Cai-
xeiro Viajante Multiplo com k depésitos interligados, que visa problemas de telecomunicacao,
com o desenvolvimento de um Algoritmo Genético de Chaves Aleatérias Viciadas (Biased
Random-key Genetic Algorithms — BRKGA) usando rotinas de busca local que combinam
operagoes de troca e otimizagao de subciclos. Outros estudos, como os de Belenguer et al.
(2011), Contardo et al. (2012) e Contardo et al. (2013), consideram abordagens exatas que
combinam branch-and-bound com algoritmos de planos de corte, tal qual nés apresentamos

a seguir, mas para a variante capacitada do problema de localizagao e roteamento.



Capitulo 3

Localizacao e Interligacao de
Concentradores com Roteamento de

Veiculos

3.1 Introducao

O Problema de Localizagdo de Concentradores com Roteamento de Veiculos (LRCMM) é

uma generalizagdo do CVRP em que existem k depoésitos e eles formam um ciclo adicional.

Dados um grafo de n vértices e um inteiro k, o objetivo é formar k ciclos de vértices, além
de um ciclo adicional (interligador) formado por um vértice de cada um deles, de modo a
minimizar a soma das arestas escolhidas. H& também os parametros de entrada «, que é um
fator nos custos das arestas do ciclo interligador, e C, que representa o nimero maximo de
vértices de cada ciclo local (nao se aplica ao ciclo interligador, pois este possui exatamente k

vértices).

Trata-se de um problema N P-dificil. Uma maneira de se provar isso, supondo a versao
que permite ciclos com menos de trés vértices, é fazendo a seguinte reducao a partir do TSP:
dada uma instancia do TSP com n vértices, use-a como entrada do nosso problema junto
com os parametros k = n, « = 1 e C' = 1. Nessa soluc¢ao, devido ao limite do nimero de
vértices (capacidade), cada ciclo regular consistird de apenas um concentrador sem clientes.
O ciclo interligador, com k = n vértices, serd necessariamente a solucao do TSP original.
Desse modo, se houver um algoritmo de tempo polinomial que resolva o LRCMM, temos um
algoritmo de tempo polinomial para o TSP. Logo, o LRCMM ¢é N P-dificil.

17
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3.2 Notagao e nomenclatura

Seja G = (V, E) um grafo simples, completo, nao-orientado, com conjunto V' de vértices
(IV| = n) e E de arestas. Estas ultimas correspondem a pares de vértices, possivelmente
ordenados. Neste trabalho, tratamos apenas de arestas ndo-orientadas. Apesar disso, é
mantida a notacao (u,v) para as arestas. Com isso, (u,v) e (v, u) referem-se & mesma aresta.

Define-se uma funcao ¢ : E — QT, tal que ¢, representa o custo da aresta e. Dado subgrafo
G’ de G, denotamos por V(G’) e E(G’) seu conjunto de vértices e de arestas, respectivamente.

Um ciclo C é um subgrafo de G cujos vértices V(C) podem ser ordenados como vy, ..., v
de forma que {(vs, V(i mod t)+1),1 <@ <t} = E(C). Um ciclo é dito degenerado caso possua
menos de trés vértices.

Analogamente, um caminho P é um subgrafo de G cujos vértices V(P) podem ser or-
denados como vy, ..., v, de modo que {(v;,vi41),1 < i <t} = E(P). Portanto, o subgrafo
(V(P), E(P)U (v1,v;)) é um ciclo. Os vértices vy e v; sdo ditos extremidades de P, enquanto
que os demais sao ditos vértices internos a P.

O conjunto de todos os caminhos que ligam o vértice ¢ ao vértice j sera denotado por P;;,
enquanto o conjunto de todos os caminhos no grafo sera denotado por P, considerando que
o contexto sera claro a respeito de qual o grafo ao qual os caminhos pertencem.

Um grafo G' é completo se todo par de vértices distintos esta ligado por uma aresta, isto
é, (i,j) € E(G),Vi,j € V,i # j. Diz-se que um grafo completo G satisfaz a desigualdade
triangular (ou que é métrico) quando ¢, vy + Cww) = Cuw); Y, v, w € V(G).

Conjuntos S, ..., S, sdo ditos disjuntos dois a dois (ou mutuamente disjuntos) se S;NSy =
0, Ve, t' € {1,2,....,r},t # t'. Consequentemente, dizer que dois subgrafos sdo vértice-disjuntos
significa que eles nao possuem vértices em comum. O termo aresta-disjuntos é andlogo para
arestas.

Uma particdo de um conjunto S é uma colecao Si, ..., .S, de subconjuntos de S, nao-
vazios, mutuamente disjuntos, e cuja uniao corresponde a todos os elementos de S, isto é,
SiU...UsS. =8.

Para um subconjunto de vértices S C V, denotamos por S seu complemento em relacao
aV,ouseja, S =V -8, e dizemos que o par (S, ?) é um corte de GG. O conjunto de
arestas da fronteira de S (arestas com exatamente uma extremidade em S) serd denotado
por ¢ (S). Formalmente, 6 (S) = {(i,j) € E|i € S,j ¢ S}. Quando o conjunto S é unitario,
simplificamos ¢ ({v}) para d (v).

Especificamente para o LRCMM, o ciclo que intercepta todos os outros ciclos sera cha-
mado de ciclo interligador, enquanto os outros serdo chamados de ciclos regqulares. Por

extensao, os adjetivos interligador e reqular também serao usados para vértices e arestas que
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pertencam a ciclos dos respectivos tipos. Os vértices interligadores poderao ser chamados de
depdsitos ou de concentradores (hubs), de acordo com a nomenclatura utilizada na literatura
em problemas similares.

Um subgrafo de G é vidvel se possui as propriedades desejadas das solugoes do problema,
isto é, se suas arestas formam exatamente k ciclos mutuamente disjuntos, passando por
todos os vértices de G, cada um com no maximo C' vértices; e um outro ciclo, este contendo
exatamente um vértice de cada um dos outros ciclos.

Em uma formulacao de Programacao Linear, chamamos de valora¢io uma atribuicao es-
pecifica de valores para cada varidavel da formulagdo. Uma wvaloragcdo vdlida é aquela que
satisfaz todas as restrigdes do problema, exceto possivelmente a otimalidade da fun¢ao obje-
tivo. Sendo assim, um problema de minimizacao consiste em encontrar uma valoragao valida
cujo valor da fungao objetivo ¢ minimo, isto é, uma solucao étima do problema.

Ao longo do texto, usamos os termos inequacdo e desigualdade como sinénimos, indicando

sempre uma relagdo de maior-ou-igual (>) ou de menor-ou-igual (<).

3.3 Definicao do problema

A entrada do LRCMM possui a seguinte forma: sao dados um grafo G = (V, F'), uma funcao
c: E — Q" de custo das arestas de (G, um racional «, e inteiros k e C.

Uma solugao viavel geral consiste de k£ + 1 ciclos contidos em G: um ciclo interligador
1, dado por depdsitos ty,ts, ..., tx, € k ciclos requlares Cy, ...,Cy. Para simplificar a notacao,
escrevemos C; em vez de C;,. Cada deposito ¢t; € I pertence a C; e a nenhum outro ciclo
regular. Os ciclos regulares Cy,...,C; formam uma particao de V. Cada ciclo regular tem
cardinalidade no maximo C'.

O custo F(x) de uma solucao viavel « é dado pela soma dos custos ¢, das arestas de seus
ciclos, com fator a para as arestas do ciclo interligador. O problema consiste em encontrar
uma solucao viavel de custo minimo.

Para este estudo, foi considerada a versdao do problema em grafos métricos, com ciclos
regulares de capacidade méaxima dada por um parametro de entrada C'. Consideramos prin-
cipalmente a versao em que todos os ciclos devem ser nao-degenerados, ou seja, devem ter
pelo menos trés vértices (um concentrador e dois clientes). A formulagao para a versao com
ciclos degenerados também ¢é apresentada, bem como resultados experimentais.

Problemas similares, como em Lysgaard et al. (2004), permitem que clientes possuam
diferentes demandas. No LRCMM, fizemos uma simplificacdo ao considerar que todos os
clientes tém a mesma importancia (equivalente a usar demanda unitaria para os clientes).

Isso nos permite usar, sem perdas significativas na dificuldade do problema, entradas padrao
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da TSPLIB, conjunto descrito por Reinelt (1991) de instdncias para o Problema do Caixeiro

Viajante.

3.4 Formulacao em Programacao Linear Inteira

Esta formulacdo, para a versao do problema sem ciclos degenerados, possui trés conjuntos
de variaveis, todas binarias. O primeiro conjunto, dado pelas variaveis z., para cada aresta

e € F, define se uma aresta ¢ interligadora:

1 se a aresta e é interligadora,
Te =
0 caso contrario.
O segundo conjunto, dado pelas variaveis y,,, para cada vértice v € V| indica se um vértice

¢é concentrador:

1 se o vértice e é concentrador,
Yy = o
0 caso contrario.

Por fim, o terceiro conjunto, formado pelas variaveis z., para cada aresta e € E, define se

uma aresta é regular:

1 se a aresta e é regular,
Ze =
0 caso contrario.
Dadas essas varidveis, apresentamos a seguir uma formulagdo para o problema e, em

seguida, explicamos cada restricao:

minimizar Y ¢, (axe + 2) (3.1)
eck

sujeito a:

veV
Y ze=2 YweV (3.3)
e€d(v)
> ze=2y, YwevV (3.4)

e€d(v)
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Tet2.<1, VeeFE (3.5)
Yo (wetz)>2,SCV, |8 >1 (3.6)
e€d(S)
Yo re>2(yity;—1), Vi, jeV, SCV, [Sn{ij}|=1 (3.7)
e€d(9)
Y.zt D, w<I|V(P)|,VijeV, i#j PePy (3-8)
ecE(P) veV(P)
X (1—w)
Yooz =2 2Ny VSV, S| > 2 (3.9)
ecé(9) ¢-1 i€S
re €{0,1}, Ve € E (3.10)
g€ {0,1}, VieV (3.11)
2. €{0,1}, Ve € E. (3.12)

A restri¢ao (3.2) fixa a quantidade de depdsitos na solugdo. As restrigoes (3.3) sdo as
restrigoes de grau para todos os vértices (como as do TSP) e fazem com que cada vértice
tenha exatamente duas arestas regulares incidentes. Analogamente para as restrigoes (3.4)
em relacao as arestas interligadoras, quando o vértice é um depésito; caso contrario, nao sao
permitidas tais arestas. As restrigoes (3.5) indicam que uma mesma aresta nao pode ser
regular e interligadora.

Para a eliminagao de subciclos, também temos duas classes de desigualdades: as do tipo
(3.6) asseguram que o grafo todo seja conexo, ao garantir a existéncia de pelo menos duas
arestas em qualquer corte, enquanto que as do tipo (3.7) atuam de modo similar, porém
apenas nos depdsitos e nas arestas interligadoras. Quando pelo menos um dos vértices é
regular, a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita.

As duas classes restantes de restrigoes sao a de desigualdades de concentrador tnico por
ciclo (3.8) e a de desigualdades de capacidade (3.9). Como estes dois tipos sdo consideravel-
mente mais sofisticados que os outros, estudamos cada um deles em uma sessao dedicada.

Nesta formulacao existem duas varidveis (uma z e uma z) para cada aresta, além de uma
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varidvel y para cada vértice. Portanto, o ntimero total de variaveis é 2| E|+|V| = n(n—1)+n =
n?. O ntmero de restrigoes inseridas antes do comeco da execucao do algoritmo branch-and-
cut é de |E| para as restrigoes (3.5); |V| para cada uma das classes (3.3) e (3.4); e 1 do tipo
(3.2), totalizando |E| +2|V|+1 = @ +2n+1 = % Todas as outras classes de
restrigoes sao inseridas a medida que se tornam necessarias.

Note que, pelas restrigoes (3.4), podemos substituir y, por % > ecs(v) Te €m todas as outras
restrigoes. Isto eliminaria todas as variaveis y, o que poderia agilizar um pouco a resolucao
do programa linear. Entretanto, preferimos aqui manter essas variaveis para facilitar o en-

tendimento por parte do leitor.

3.4.1 Desigualdades de concentrador tinico por ciclo

Esta classe de desigualdades tem por finalidade evitar que um ciclo regular passe por dois

depositos, sejam eles interligados ou nao. A situacao que queremos evitar é ilustrada na
Figura 3.1.
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Figura 3.1: Exemplo de configuragao eliminada por uma restri¢ao (3.8).

A ideia da desigualdade é eliminar todo caminho cujas extremidades sejam depositos e

cujas arestas sejam todas regulares. Aqui demonstramos que elas de fato funcionam.
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Proposigao 3.1. As desigualdades (3.8) eliminam todos os casos em que a intersec¢io entre
o conjunto de vértices do ciclo interligador e o de um outro ciclo tenha pelo menos dois

elementos.

Demonstragao. Suponha que um ciclo interligador possua dois depodsitos em um mesmo ciclo
regular. Dentre os depositos desse ciclo regular, sejam 7 e 5 dois deles consecutivos no ciclo
regular. Logo, eles estao ligados por um caminho P € P;; formado totalmente por arestas
regulares, sendo que suas duas extremidades (i e j) sdo depédsitos e todos os seus vértices

internos sao regulares. Portanto:

Yoozt Y oy =|E@)|+2=[V(P)|+1>[V(P)],
ecE(P) veV(P)

0 que nao é possivel de acordo com as desigualdades (3.8). [

Proposicao 3.2. Se um subgrafo de G ndo satisfaz todas as restrigoes (3.8), entdao eziste
alguma restricao (3.8), ndo satisfeita por ele, da sequinte forma: uwm caminho P com depésitos

em suas extremidades; todos os vértices internos requlares; e todas as arestas requlares.

Demonstra¢io. Dado um subgrafo de G, considere todas as restrigoes (3.8) nao satisfeitas

por ele, ou seja, tais que

Yooze+ > = |V(P)|+ 1L (3.13)

e€E(P) veV(P)

para algum caminho P € P. Dessas desigualdades, tome aquela com caminho P mais
curto (em caso de empate, escolha qualquer uma). Sejam i e j as extremidades de P, ou
seja, P € P;;. Nessa desigualdade, o vértice ¢ deve ser um depdsito e seu vizinho 7 em P
ser regular; caso contrario, poderiamos remover ¢ e obter um novo caminho, menor que o
minimo, que violasse a desigualdade, pois do lado esquerdo subtrairiamos z;; +y; < 1, e do
lado direito subtrairiamos 1, mantendo o sinal a desigualdade. O mesmo raciocinio vale para
o vértice 7.

Além disso, todos os vértices internos de P sao regulares. Suponha por absurdo que
um vértice interno h de P seja deposito. Como o caminho P é minimo, os subcaminhos
de P ligando 7 a h e h a j, denotados aqui por P, e P,; devem satisfazer suas respectivas

desigualdades (3.8). Logo, as duas inequagoes a seguir sao validas:

Yoozt D w S|V (Pa)l

eEE(Pih) UEV(Pih)
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Z Ze+ Z yv§|V(Phj)|

e€E(Py;) vEV (Phy)

Somando-as, temos:

ozt Dyt <|V(P)|+1

ecE(P) veV(P)

Absurdo, pois contradiz (3.13). O

Proposicao 3.3. As desigualdades (3.8) nao eliminam subgrafos de G que queremos que

sejam vidvers.

Demonstragio. Se um subgrafo de G é eliminado por alguma restrigao (3.8), entdo, pela
Proposigao (3.2), ele possui um caminho de arestas regulares ligando dois depédsitos. Como
nos subgrafos viaveis os depdsitos sao desconexos exceto pelo ciclo interligador, entao de fato

o subgrafo em questao é inviavel e corretamente descartado. O

3.4.2 Desigualdades de capacidade

Esta classe de desigualdades é adaptada de Lysgaard et al. (2004). A inequagdo naquele
artigo, convertendo-se a notagao e considerando demanda unitaria, possui a forma
> zeEQ{gW,VSCV,\SIEZ (3.14)
e€d(S)
e significa que, em qualquer conjunto de clientes, o nimero de ciclos passando por seu inte-
rior deve ser suficiente para que todos sejam visitados, respeitando a capacidade dos ciclos.
Funciona da seguinte maneira: se cada ciclo possui capacidade C' e hé |S| clientes, entdao ha

4. S .
no minimo [%W ciclos, cada um com pelo menos duas arestas no corte. Portanto, o total de

151
C

No caso do LRCMM, ha algumas dificuldades adicionais. Nao se sabe de antemao quais

arestas no corte é pelo menos 2 [ W, o que origina a desigualdade (3.14).

vértices sdo depdsitos. Portanto, o nimero de clientes em S passa a ser > (1 —y;) em
vez de |S|. Isso ja impossibilita o arredondamento para cima ([ ]), uma Vleezsque ela iria
conter variaveis e tal operacao nao é permitida em Programacao Linear. O que a equacao
(3.14) considera capacidade de um veiculo (o nimero de clientes que ele pode atender), nds
consideramos a capacidade (cardinalidade méxima) de um ciclo; logo, trocamos C' por C' — 1.

Por fim, note que a auséncia de definigao antecipada da finalidade (cliente ou depdsito)
de cada vértice traz mais uma complicagdo: para cada depdsito que o conjunto S vier a

conter, um depdsito externo a menos serd necessario para atender aos clientes em S, o que



3.4. Formulacao em Programacao Linear Inteira 25

corresponde a duas arestas a menos na fronteira de S. Por isso, subtraimos 2 > y; do
membro direito da inequagao e, desse modo, foi obtida a inequagao (3.9). Infelizmelne%, essa
inequagao é bem menos apertada que a inequagao (3.14), pois as duas modificag¢oes (remogao
do arredondamento e subtragdo de termos nao-negativos no lado menor da desigualdade)

pioram sua eficacia.

3.4.3 Corretude da formulacao

Nesta subsecao, argumentamos a fim de mostrar que a formulacao apresentada define corre-
tamente o problema, ou seja, que ela de fato aceita todos os subgrafos de G' que queremos
que sejam viaveis e rejeita todos os outros. Queremos que cada valoragao viavel corresponda
a exatamente um subgrafo de G viavel, e vice-versa.

Primeiro, considere uma valoracio viavel qualquer. E fdcil obter o subgrafo correspon-
dente, basta tomar todas as arestas e tais que z. + 2. = 1. Ele é vidvel, de acordo com a
definigdo, pois: possui exatamente k depositos, por (3.2); todos eles pertencem a um tnico
ciclo (interligador), de acordo com (3.4) e (3.7), e (3.5) garante que nenhuma aresta seja
regular e interligadora. J& (3.3) faz com que o conjunto V' esteja particionado em ciclos, e
garante que cada depdsito pertenca a exatamente um ciclo. Além disso, como essa restricao
exige duas arestas regulares em cada deposito, ¢ impossivel que haja ciclos degenerados, pois
estes ocorreriam em depoésitos com apenas uma ou nenhuma aresta regular.

Por (3.6), a solugao é conexa. Como os ciclos regulares sao disjuntos, todos eles estao
ligados pelo ciclo interligador, que, tendo k vértices, consegue ligar no méaximo k ciclos. Por
(3.8), existe no maximo um depdsito por ciclo; logo, o nimero de ciclos é no minimo o nimero
de depositos, k. Portanto, o nimero de ciclos regulares é necessariamente igual a k, cada um
com exatamente um depdsito. Cada ciclo regular possui no maximo C' vértices, de acordo
com (3.9).

Considere agora um subgrafo de G vidvel qualquer. Para obter a valoracao que a ele
corresponde, procedemos da seguinte maneira: para todos os vértices ¢ que possuem mais
de duas arestas incidentes, y; = 1; para todas as arestas e = (i, ) que liguem vértices com
y; = y; = 1, temos z, = 1; para todas as demais arestas, z. = 1; por fim, todas as varidveis
restantes tém valor zero. Note que ha uma tnica valoragdo que pode ser obtida.

Essa valoragao é vélida. A desigualdade (3.5) é trivialmente satisfeita, pois s6 foi fixado
z. = 1 nas arestas em que nao ocorre r. = 1 e que, portanto, possuem z, = 0. A desigualdade
(3.3) é satisfeita porque fixamos z, = 1 para todas as arestas dos ciclos disjuntos (e s6 para
elas) e todo vértice pertence a um deles. Similarmente, a desigualdade (3.4) é satisfeita pois,

por construgao, todo vértice ¢ com y; = 1 pertence ao ciclo interligador e, portanto, possui
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exatamente duas arestas (digamos, (i,4') e (i,4”)) com valor z;; = x;» = 1, enquanto que
toda aresta incidente a qualquer vértice ¢ com y; = 0 possui x, = 0.

As restricoes 3.7 sao facilmente satisfeitas se nao ocorrer y; = y; = 1, pois o lado direito
da inequacao seria nao-positivo. No outro caso, o conjunto S deve conter exatamente um
entre os dois vértices considerados. Como ambos pertencem a um mesmo ciclo de arestas e
com x. = 1, ha duas dessas arestas que cruzam a fronteira de S, satisfazendo a inequagao.

Como o subgrafo vidvel é conexo e todo vértice tem pelo menos dois vizinhos (de acordo
com (3.6)), entdo, qualquer que seja o conjunto S, havera duas arestas cruzando sua fronteira,
satisfazendo (3.6).

A equagdo (3.2) é imediata, j& que o subgrafo possui k ciclos regulares, cada um com
exatamente um vértice em comum com o ciclo interligador, e todos esses vértices (e apenas
eles) possuem valor 1 em sua variavel y, correspondente.

A Proposigao (3.3) ja trata das inequagoes (3.8), enquanto que as do tipo (3.9) sdo
explicadas na secao 3.4.2.

Por sua vez, as restrigoes (3.10), (3.11) e (3.12) sdo naturalmente satisfeitas.

3.4.4 Versao do problema com ciclos degenerados

Durante nosso estudo, foi considerada a possibilidade de aceitar ciclos degenerados nas so-
lugbes: ciclos com apenas um cliente, ou seja, uma unica aresta regular ligada ao deposito,
sendo utilizada para os dois sentidos da viagem que atende o cliente; e ciclos sem cliente, ape-
nas com o depésito. A inclusao desses casos permite potencialmente obter solugoes melhores.
Do ponto de vista pratico, uma solugdo dessas pode ou nao ser aceitavel, dependendo da
aplicagao. Por exemplo, é possivel construir uma estagao de metrd bem no centro da cidade,
sem linhas de 6nibus passando por ela, pois, sendo numa regiao suficientemente densa, bene-
ficiaria muitas pessoas que morassem ou trabalhassem a uma pequena distancia da estacao,
de modo que pudessem caminhar até seu destino. Por outro lado, para aplicagoes de rede,
pode nao fazer sentido implantar uma central de distribuicdo de dados em uma regiao que

nao possua usuarios.
Uma solugao viavel para o caso com ciclos degenerados é dada na Figura 3.2. Veja que ha
depositos isolados; depdsitos com um tunico cliente; e depdsitos com pelo menos dois clientes.
Para permitir ciclos degenerados, sao necessarias algumas mudangas na formulagao. As

restricoes 3.3 mudariam de

Z Ze=2,YwevV
e€d(v)
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Figura 3.2: Solugao viavel apenas no problema que aceita ciclos degenerados.

para

Y z <2, VwelV.
e€d(v)

Isso permitiria muito mais possibilidades de valores fracionarios nos nés da arvore de Branch-
and-cut. Pior: mesmo considerando apenas valores inteiros, sao criados outros casos permi-
tidos. Poderia ocorrer de um vértice regular vir a nao ter arestas (estar totalmente isolado),
o que s6 seria evitado apds a inser¢ao das restrigdes (3.6), computacionalmente muito mais
trabalhosas de encontrar, como explicado na sec¢ao 3.5.2. Além disso, poderia também haver
um caminho de arestas regulares ligando dois vértices, cada um com exatamente uma aresta
regular (Y .e500) 2e = 1), sendo resolvido somente ao adicionarmos novas restrigoes do tipo
(3.8), em caso de dois depdsitos, ou (3.6), caso contrario. Ambas sdo também muito mais
custosas de encontrar, como serd mostrado nas secoes 3.5.3 e 3.5.2, respectivamente.

Aqui apresentamos a versao completa da formulacao que permite ciclos degenerados:

minimizar Y ¢ (aze + 2. + 2w,) (3.15)
eell

sujeito a:

Y=k (3.16)

veV
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> (ze+2w.) <2, YveV
e€d(v)

Z Te = 2Y,, YO EV
e€d(v)

Tet+ 2ze+w, <1, VeeFE

Z (Te + 2o +2we) >2, SCV, [S]>1
e€d(S)

Z erQ(yi"i‘yj_l)? Vi7jEMSCV7 ‘Sm{Z,j}‘:l
e€d(9)

S ozt Y w<|V(P)|, Vi, jeV,i#j PePy

ecE(P) veV(P)
Z (1 —wi)
Yo (et 2w) >25 2Ny VSV, S| >2
e€s(S) ¢-1 icS

We §y1+y]7 \V/G: {Zvj} € E

Ze+we+yi+yj§27 VG:{Z,j}EE

r.€{0,1}, Vee E

yi€{0,1}, VieV

ze €4{0,1}, Ve e E

we € {0,1}, Ve € E.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Nota-se a inclusao de uma variavel w, para cada aresta e € FE, representando o uso da

aresta I/ em um ciclo de cliente tinico. Dizemos que uma aresta com w, = 1 é uma aresta

dupla. A funcao objetivo passa a conter o termo 2c,w, para adicionar o custo de ida e de volta

dessas arestas. As restrigoes inseridas ou alteradas em relagao a formulagao da se¢ao anterior
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sdo aquelas que aqui envolvem varidveis do tipo w. As restrigoes (3.3) foram alteradas de:

Z Ze=2, YweV
e€d(v)
para (3.17):

> (ze+2we) <2, Vo eV,
e€d(v)

pois agora cada vértice pode possuir duas arestas comuns ou uma aresta dupla, ou mesmo
nenhuma, ja que agora admitimos concentradores sem clientes. As desigualdades (3.5), dadas
por

Te+2.<1, VeeF,

transformam-se nas (3.19):
Te+ 2o +we <1, Ve€e FE,

para manter a propriedade de cada aresta s6 poder ser de um tnico tipo. Como qualquer

solugao viavel deve ser conexa considerando todos os tipos de arestas, a restri¢ao (3.6):

Z (5176+Ze)227 SCV, |S| >1
e€d(S)

passa a ser (3.20):

> (wetze+2w)>2, SCV,|S]>1.
e€d(S)

Da mesma forma, o termo 2. da inequacao (3.9):
> (1—wu)

Yo on 2 23y, VSV, |S] > 2
ecs(9) ¢—1 i€S

é trocado por z. + 2w, em (3.23):

> (=)
Yo (et 2w) >25 2Ny VSV, S| >2
ecs(S) ¢-1 i€S

porque as arestas que atendem os clientes podem ser regulares ou duplas.

As restri¢oes que nao possuem correspondentes da formulacdo anterior sdo de dois tipos:
as (3.24) impedem que existam arestas duplas entre dois clientes, enquanto as do tipo (3.25)

significam que dois concentradores s6 podem estar unidos por aresta interligadora.

Neste trabalho, focamos na versao sem ciclos degenerados. Entretanto, as explicagoes
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sobre rotinas de separacao e detalhes de implementagao aplicam-se facilmente também a

versao com ciclos degenerados, com pouca ou até mesmo nenhuma modificacao.

3.5 Rotinas de Separacao

Nesta secao, explicamos mais detalhes de cada restrigao, incluindo os algoritmos de separagao
para aquelas que sao adicionadas ao modelo durante a execugao do programa. Denotamos
aqui por (Z,7, z) a solu¢do 6tima da relaxacao, e por G* = (V, E*) o grafo suporte de G, com
E*={e€ E|Zz > 0}.

3.5.1 Restricoes de Conectividade de Depésitos

As restrigoes do tipo (3.7) garantem que todo par de depdsitos seja ligado por um caminho
de arestas interligadoras. Em outras palavras, como todo depdsito possui exatamente duas
arestas interligadoras, as restricbes mencionadas eliminam a possibilidade de essas arestas
formarem subciclos. Como existe uma quantidade exponencial dessas restrigoes, elas nao
podem ser adicionadas todas no comego da execuc¢ao do programa. Dessa forma, para serem
adicionadas conforme necessario, ¢ utilizado um algoritmo de separacdo para detectar se
alguma delas foi violada.

Este algoritmo faz uso da sub-rotina implementada por Dezsé et al. (2011) para encontrar
a arvore de Gomory-Hu do grafo, a qual representa o corte minimo entre todos os pares de
vértices. Ainda que seja mais eficiente do que rodar o algoritmo de corte minimo para cada
par de vértices do grafo, essa sub-rotina pode ser pesada demais para ser executada diversas
vezes em grafos grandes. Entretanto, como nossas instancias sao de tamanho reduzido devido
a outros aspectos da dificuldade do problema, o tempo gasto para encontrar a arvore de
Gomory-Hu ¢é desprezivel em relagdo ao tempo total. Os parametros da rotina GomoryHu
sao um grafo e a funcao de capacidade de suas arestas. O retorno é uma funcao m que
associa, a cada aresta do grafo, as arestas do corte minimo entre suas extremidades, com m
denotando o valor do corte.

O algoritmo adiciona ao modelo a restricdo de conectividade de depdsitos mais violada.

O funcionamento do Algoritmo 1 é mostrado em mais detalhes a seguir.

3.5.2 Restricoes de Conectividade de Vértices

Similares as inequagoes (3.7), as restrigdes do tipo (3.6) garantem que a solu¢ao como um

todo serd conexa, desconsiderando se cada aresta é regular ou interligadora. O algoritmo
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Algorithm 1: Separacao das desigualdades de conectividade de depésitos.
Entrada: Grafo G; solugao fracionaria z.
Saida: Nenhuma.
1.1 m <+ GomoryHu(G, x).
1.2 para cada e=(i,j) € E(G) faca
1.3 L Ve < 2(y; +y; — 1) —m(e).
1.4 € ¢ € € E(G) | ve € maximo.
1.5 se v, > 0 entao

Eem(emaz)

1.6 L adicionar Restricao ( > T > 2ty — 1))

utilizado é similar ao Algoritmo 1, porém adiciona todas as restrigoes de conectividade de

vértices violadas, como mostra o Algoritmo 2.

Algorithm 2: Separagao das desigualdades de conectividade de vértices.
Entrada: Grafo GG; solucdo fracionaria z e Z.
Saida: Nenhuma.
2.1 m < GomoryHu(G,z + Z).
2.2 para cada e=(i,j) € E(G) faga
2.3 se m(e) < 2 entao

2.4 adicionar Restricao ( Yo Tet Ze 2 2>.

eem(e)

3.5.3 Desigualdades de concentrador tinico por ciclo

Estas sao as desigualdades da forma

Yo ze+ D>, W <|V(P)|, Vi,jeV,i#j, PePy
ecE(P) veV(P)

Como sao obrigatorias para a formulacao estar correta, a rotina de separacao deve ser
capaz de encontrar uma desigualdade violada sempre que lhe for apresentada uma solucao
que satisfaca o restante das restrigoes. A rotina de separacao é executada também na solucao
da relaxacao do problema, na esperanca de encontrar bons cortes cedo. Entretanto, quando
as variaveis possuem valores nao-inteiros, nao é obrigatério encontrar um corte existente, ja
que esse conjunto de valores nao sera considerado uma solu¢do do problema original.

E escolhido um vértice i com valor de §; méximo (desempate aleatério) e a partir dele

é feita uma busca em largura no grafo suporte G* para encontrar caminhos a partir de ¢
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que atinjam outros vértices com valores de y elevados. Se é encontrado um caminho cuja
desigualdade correspondente é violada, esta é inserida no modelo e a busca é interrompida.
Implementamos também uma outra rotina de separacao; esta, porém, nao garante encon-
trar cortes. Sua finalidade é possibilitar mais uma tentativa de descobrir restri¢oes violadas
em situacoes em que a rotina anterior tenha sido infrutifera e o passo seguinte seria a ramifi-
cacao. Como esta rotina é bem mais pesada, é usada somente em tltimo caso. Nesta rotina
também comegamos com um vértice ¢ com valor de y; maximo, mas, ao contrario da anterior,
usamos backtracking para enumerar todos os caminhos que possuem i em uma extremidade.
Em cada caminho P parcial, é conhecido o valor atual d da violagao da desigualdade, isto é,
d=Ycepwr) Ze + Lvev(p) Yo — |V (P)|. Inicialmente, quando o caminho s6 contém o vértice
1, a violacao é d = y; — 1 < 0. Para evitar colocar desigualdades que tenham impacto muito
pequeno, s6 colocamos as que possuem d > 0.5. Se, ao contrario, em algum caminho tiver-
mos d < —1, consideramos que dificilmente um caminho gerado a partir dele tera violacao
suficientemente grande e, por isso, nao sao considerados, ou seja, esse ramo do backtracking

¢ podado. Isso evita que a rotina torne-se excessivamente pesada.

3.5.4 Desigualdades de capacidade

Embora a forma apresentada

50w
Z Ze 2 Qﬁ—zzyi

ecd(S) €S

da inequagao (3.9) remeta mais diretamente a sua origem no artigo Lysgaard et al. (2004),

podemos manipula-la algebricamente para obter a forma equivalente

(C=1) > z>2]5]-2C> y.

e€d(S) €S

Computacionalmente, esta tltima forma tem a vantagem de ter um somatoério a menos e,
principalmente, evitar divisdoes de ponto flutuante, que seriam uma fonte de imprecisoes nos
calculos. Por isso, é a versao que de fato foi implementada.

A separacao das desigualdades da classe original é N'P-dificil como demonstrado por
Augerat et al. (1995) e Naddef e Rinaldi (2001). Como a nossa versao ¢ mais geral, em que
cada vértice pode ou nao ser depésito, decidimos implementar uma heuristica de sep<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>