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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema da arvore geradora com muitas folhas (PAGMF).
Este problema pode ser usado como abstracao para diversos problemas praticos e sabe-
se que é NP-dificil. Estudamos, implementamos e executamos testes para algoritmos
aproximados e exatos para o PAGMF e para um caso particular que considera apenas
grafos cibicos. O principal objetivo do trabalho foi verificar o comportamento pratico
dos algoritmos estudados. Para as instancias testadas, em geral, o algoritmo guloso apre-
sentou melhores resultados para o PAGMF e o algoritmo 2-aproximado teve os melhores
resultados para os grafos ctuibicos.
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Abstract

In this work we study the maximum leaf spanning tree problem (MLSTP). This problem
can be used as an abstraction for many practical problems and is known to be NP-hard.
We studied, implemented and executed tests for approximate and exact algorithms for the
MLSTP and for a particular case that considers only cubic graphs. The main objective
of this study was to investigate the practical behavior of the algorithms studied. For the
tested instances, in general, the greedy algorithm showed better results for the MLSTP
and the 2-approximate algorithm had the best results for cubic graphs.
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Capitulo 1

Introducao

Dado um grafo conexo G, o problema da arvore geradora com muitas folhas (PAGMF)
é encontrar uma arvore geradora de G com numero maximo de folhas. O PAGMF é
NP-dificil [13] e APX-dificil [12].

Uma das maneiras de lidarmos com problemas dificeis é usar algoritmos de apro-
ximacao, que sao algoritmos que produzem uma solugao viavel com uma certa garantia
de qualidade. Diversos algoritmos aproximados para o PAGMF foram desenvolvidos e
neste trabalho fizemos um estudo tedrico de alguns deles. Os fatores de aproximacao dos
algoritmos estudados aqui sao determinados por uma analise de pior caso.

Frequentemente o comportamento empirico de um algoritmo ¢ melhor do que suge-
rido pela andlise de pior caso. Um exemplo classico é o algoritmo para programacao
linear simplex que apesar de ter complexidade exponencial é muito utilizado porque na
pratica sao raros os casos que tomam essa complexidade. Neste trabalho investigamos o
comportamento na pratica, em relacao a qualidade das solugoes geradas, de algoritmos
aproximados para o PAGMF e um caso particular.

O PAGMF tem aplicagbes em areas como projeto de sistemas distribuidos, layout de
circuitos e redes de sensores sem fio. Por exemplo, considere um grafo modelando uma
rede de computadores, onde os vértices correspondem a computadores e as arestas as
conexoes entre computadores que permitem a comunicacao direta de um com o outro.
O objetivo é projetar uma rede em forma de arvore. Considere que os computadores
nao-folhas tém a capacidade de processamento reduzida pelo trabalho de roteamento de
mensagens. Neste caso, a solugao do PAGMF poderia fornecer uma solugao razoavel.

1.1 Organizacao do Texto

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos defini¢oes
e notagoes basicas que serao utilizadas no decorrer do trabalho. Apresentamos conceitos
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basicos de otimizag¢ao combinatoria e algoritmos aproximados. Prosseguimos introduzindo
alguns conceitos e notagoes de grafos. Finalmente apresentamos alguns casos particulares
para o PAGMF e um problema relacionado.

Nos Capitulos 3 e 4 apresentamos algoritmos aproximados para o caso geral do PAGMF
e para grafos cubicos respectivamente. Apresentamos uma analise da complexidade dos
algoritmos e de suas razoes de aproximacao.

No Capitulo 5 apresentamos uma formulagao para o PAGMF usando Programacao Li-
near Inteira e descrevemos os experimentos feitos, detalhes de implementacao e os resulta-
dos obtidos. A formulacao apresentada foi proposta por Lucena, Maculan e Simonetti em
[20] e obteve os melhores resultados em média comparadas com duas outras formulagoes
descritas no mesmo artigo. Além disso apresentamos dois métodos de separagao para um
conjunto exponencial de desigualdades validas para o modelo.

Finalmente, no Capitulo 6 concluimos o trabalho com uma discussao dos resultados
obtidos e sugestoes de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

Neste Capitulo apresentamos defini¢oes e notagoes basicas que serao utilizadas no decorrer
do trabalho. Definimos conceitos basicos de otimiza¢ao combinatoria e algoritmos aproxi-
mados, onde a principal referéncia é o livro de Carvalho et al. [4]. Introduzimos também
alguns conceitos e notagoes de grafos. Por fim, apresentamos alguns casos particulares
para o PAGMF e um problema relacionado.

2.1 Otimizacao Combinatéria

Um problema de otimiza¢do consiste de: um conjunto de instancias, um conjunto finito
Sol(I) de solugoes vidveis para cada instancia I, e uma funcao que atribui um ntmero
val(S) a cada solugao viavel S. O ntmero val(S) é o valor de S. Para cada instancia [
de um dado problema associamos um numero natural (/) que representa o tamanho da
instancia.

Em um problema de minimizag¢ao estamos interessado em encontrar uma solucao viavel
S* tal que val(S*) seja minimo, enquanto em um problema de maximiza¢do queremos
encontrar uma solugao vidvel S* tal que val(S*) seja maximo. Neste caso chamamos S*
de solugdo dtima. Denotamos por opt(I) o valor de uma solugdo étima, isto é, opt(l) =
val(S*) para alguma solugdo 6tima S* do problema.

Como o conjunto Sol(1) é finito, um algoritmo possivel para resolver um determinado
problema de otimizagao é verificar o valor de val para cada solugao viavel da instancia na
busca do melhor. Mas, em geral, existe uma quantidade exponencial em (I) de solugoes
viaveis e portanto teriamos um algoritmo invidavel na préatica. Para alguns problemas de
otimizacao combinatoéria, algoritmos polinomiais sao conhecidos, mas para muitos outros
nao.



2.2. Algoritmos de Aproximacao 4

2.2 Algoritmos de Aproximacao

Entendemos por algoritmo eficiente um algoritmo cujo consumo de tempo é polinomial
em funcao do tamanho da entrada. Segundo a teoria da complexidade, nao existe um
algoritmo eficiente que resolva um problema NP-dificil a menos que P = NP. Ao lidar
com um problema NP-dificil temos que sacrificar alguma das caracteristicas: garantia de
encontrar uma solucao 6tima, garantia de tempo de execugao, ou a capacidade de resolver
instancias grandes.

Para um problema de otimizacao combinatoria, algoritmos de aproximagcao sao algo-
ritmos que produzem uma soluc¢ao viavel em tempo polinomial e com uma certa garantia
de qualidade. Essa nao é necessariamente uma solug¢ao 6tima para o problema. Os algo-
ritmos de aproximacao sao diferentes de heuristicas, pois garantem encontrar uma solugao
cujo valor tem uma relacao pré-estabelecida com o valor 6timo.

Considere um problema de otimizacao em que val(S) > 0 para toda solugao vidvel
S. Seja A um algoritmo que devolve uma soluc¢ao vidvel A(I) de I para toda instancia
viavel I do problema. Dizemos que A é a-aproximado ou que é uma «a-aprorimac¢do para
o problema se para toda instancia [

val(A(1)) < aopt(I)
se o problema ¢é de minimizacao e
val(A(I)) > aopt([)

se o problema é de maximizacao. O fator a é um ntmero que pode depender de [ e é
chamado de razao de aproximacdo. No caso de problemas de minimizacao temos o > 1.
Para problemas de maximizagao temos 0 < o < 1.

Um esquema de aproximac¢do para um problema de otimizagao é um algoritmo A que
recebe um ntmero racional positivo € e uma instancia I e devolve uma solucao viavel
A(e, I) com um erro de no maximo &, ou seja,

val(A(e, 1)) < a(l +¢€)opt(1)
se o problema é de minimizagao e
val(A(e, I)) > a1l —e)opt(I)

se o problema é de maximizacdo. Assim podemos definir a taxa maxima de erro do
algoritmo escolhendo . Dizemos que A é um esquema de aproximagao polinomial (PTAS)
se 0 algoritmo é polinomial para todo € fixo. A classe de problemas NPO é uma extensao
da classe NP para problemas de otimizacao. A classe APX é formada pelos problemas
em NPO para os quais existe uma a-aproximacao polinomial para alguma constante a.
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Uma AP-redu¢ao de um problema de otimizacdo () a um problema de otimizacao
Q' é um terno (f,g,) onde f e g sdo algoritmos que executam em tempo polinomial
e f é um numero racional positivo tais que: f recebe um racional positivo § e uma
instancia I de @, e devolve uma instancia f(0,) de @)'; g recebe um racional positivo 0,
instancia I e um elemento S” em sol(f (9, 1)), e devolve ¢(6,1,5") em sol(I); e para toda
instancia I de @, todo niimero racional positivo 4, e todo S em sol(f (9, )), vale que se
(1 =06)OPT(f(6,1)) < wal(f(6,1),5") < (1+6OPT(f(6,1)) entao (1 — B6)OPT(I) <
val(I,9(5,1,5")) < (14 B5)OPT(I).

Um problema Q em NPO é APX-dificil se todo problema em APX pode ser AP-
reduzido a (). Considerando que P # NP, dizer que um problema é APX-dificil é
o mesmo que dizer que nao existe um esquema de aproximacgao polinomial para esse
problema. Para maiores detalhes sobre as classes de complexidade APX e APX-dificil
veja [4].

2.3 Grafos

Nesta segdo apresentamos alguns conceitos basicos da teoria de grafos. Supomos que
o leitor tem relativa familiariadade com esses conceitos, de modo que, nosso objetivo
principal é estabelecer a notagdo que serd usada. A terminologia adotada, com algumas
excegoes, ¢ a mesma usada por Bondy e Murty [1].

Um grafo G = (V, E) consiste de um conjunto nao vazio V' de elementos chamados
vértices e um conjunto E de arestas. Uma aresta é um par nao ordenado de elementos
distintos de V. O conjunto de vértices de um grafo G é denominado V(G), e o conjunto
de arestas é denominado F(G).

Se a = {u,v} é uma aresta, dizemos que a incide a u e v, que u e v SA0 seus ertremos
e que u e v sao adjacentes. Algumas vezes, para simplificar notacdo, denotamos uma
aresta {u,v} por uv. O grau d(v) de um vértice v é o nimero de arestas incidentes a v.
Denotamos por V;(G) o conjunto de vértices de grau i em G, e por Vi(G) o conjunto de
vértices de grau pelo menos ¢ em G. Um vértice com grau igual a 1 é chamado de folha.
Um grafo G é k-regular se d(v) = k para todo v € V.

Se S é um conjunto de vértices de um grafo G = (V, E), denotamos por A(S) o
conjunto das arestas de G com ambos os extremos em S e por 0(.5) o conjunto das arestas
de G com um extremo em S e o outro em V\S. Um conjunto da forma 6(5), onde S e
V\'S nao sao vazios, é chamado de corte.

Um grafo H = (W,Y) é um subgrafo de G = (V,E) se W CV e Y C E. Neste caso,
dizemos que G contém H. Se |W| = |V| entdo dizemos que H é um subgrafo gerador de
G. Se F' C F, entao o subgrafo de G com conjunto de arestas F' e vértices consistindo dos
extremos das arestas de F' é o subgrafo gerado ou induzido por F' e denotado por G[F.
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Se M C V, entao o subgrafo de G' com vértices M e conjunto de arestas A(M) é chamado
de subgrafo de G induzido por M e denotamos por G[M].

Um passeio em G é uma sequéncia finita nao vazia P = vy, vy, ..., v, tal que, para
todo 1 < i <k, v;_1 e v; sdo vértices adjacentes de G. Se os vértices em P sdo distintos,
entao P é chamado de caminho. Um ciclo C' = vy, vy, ..., v € um passeio onde vy = vy,
k > 2 e os vértices vy, vy, . .., vp_1 sao distintos. Um grafo é aciclico se nao contém ciclos.

Dois vértices u e v de G estao conectados se existe um caminho que comeca em u e
termina em v. Um grafo é conexo se possui um caminho entre quaisquer dois de seus
vértices. Denominamos componentes os subgrafos conexos maximais de um grafo. Um
grafo aciclico e conexo é chamado de drvore. Grafos aciclicos nao necessariamente conexos
sao chamados de florestas. Seja G um grafo conexo. Uma subarvore de G' é um subgrafo
conexo e aciclico de G.

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois sub-
conjuntos X e Y, tal que, cada aresta tem um extremo em um vértice de X e o outro em
um vértice de Y.

Um grafo orientado D = (V, A) consiste de um conjunto nao vazio V' de vértices e um
conjuntos A de arcos. Um arco é um par ordenado de elementos de V. O conjunto de
vértices de um grafo orientado D é denominado V (D), e o conjunto de arcos é denominado
A(D). O grau de saida de um vértice v é o ntimero de arcos ij de G tal que i = v. O
grau de entrada de v é o nimero de arcos 75 de G tal que j = v. Uma drvore orientada
enraizada em s é um grafo orientado conexo, aciclico, onde o vértice s, que é chamado de
raiz, possui grau de entrada igual a zero e existe um caminho de s para todos os outros
vértices da arvore.

2.4 Casos Particulares

Nesta se¢ao apresentamos alguns casos particulares do PAGMF encontrados na literatura.
Um dos casos particulares foi proposto por Storer [25] e considera o PAGMF apenas em
grafos cubicos, ou seja, grafos em que todos os vértices tém grau igual a 3. Sabe-se que
o problema é NP-dificil [15] para grafos cubicos e recentemente Bonsma mostrou que
¢ APX-dificil [2]. Para essa variacdo do problema, o trabalho de Lorys e Zwoniak [17]
mostra um algoritmo de razdao de aproximacao 7/4. Em Correa, Fernandes, Matamala e
Wakabayashi [6], os autores apresentam um algoritmo 5/3-aproximado. O resultado foi
melhorado por Bonsma e Zickfeld [3] para 3/2. Os trabalhos de Lorys e Zwoniak [17] e
Bonsma e Zickfeld [3] sdo apresentados com mais detalhes no Capitulo 4.

Uma variagao para grafos bipartidos também tem sido estudada. Considere um dado
grafo bipartido G = (V, E) e dois conjuntos de vértices que particionam G, digamos X e
Y. O problema de encontrar uma arvore geradora tal que o niimero de folhas contidas em
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X é maxima foi proposto por Rahman e Kaykobad [22]. Li e Toulpise [16] mostraram que
o problema é NP-dificil. O trabalho de Focus e Monti [11] considera grafos k-regulares
bipartidos. Eles provam que o problema é NP-dificil para qualquer £ > 4 e apresentam
um algoritmo guloso cuja razdo de aproximagio é 2 — 2/(k — 1)?. Também mostram que
para grafos ciibicos bipartidos o algoritmo tem razao de aproximagao 2 e incluindo uma
etapa de otimizacgao local a razao de aproximacgao melhora para 1, 5.

Tem-se outro caso particular ao considerar apenas grafos orientados. Nesse caso o
que se procura é uma arvore orientada enraizada em s com o numero maximo de fo-
lhas. As folhas sdo os vértices que possuem grau de saida igual a zero. Drescher e Vetta
[8] apresentam um algoritmo O(v/OPT)-aproximado para esse caso. Daligault e Tho-
massé [7] apresentam um algoritmo de aproximagao com fator de aproximagao igual a 92.
Schwartges, Spoerchase e Wolff [23] mostraram dois algoritmos aproximados com fator de
aproximacao de 4 e 2 para grafos orientados aciclicos.

2.5 Problema do conjunto conexo dominante minimo

Um problema relacionado ao PAGMF ¢é o Problema do Conjunto Conexo Dominante
Minimo (PCCDM). Um conjunto de vértices de um grafo é dito dominante, se todo
vértice que nao esteja no conjunto é adjacente a algum vértice do conjunto. O conjunto
é dito conero quando induz um subgrafo conexo. O PCCDM consiste em encontrar um
conjunto conexo dominante com o menor ntmero possivel de vértices.

A partir de um conjunto conexo dominante minimo S, pode-se computar de maneira
eficiente uma arvore geradora com ntimero maximo de folhas. Basta encontrar uma arvore
geradora T" de G[S], e adicionar os vértices que nao estao em S como folhas de 7. Além
disso, dado uma arvore geradora com ntimero maximo de folhas 7', um conjunto conexo
dominante minimo S é facilmente calculado. O conjunto S é definido pelo vértices em T’
que nao sao folhas.

Isto mostra que do ponto de vista de otimizacao ambos problemas sao equivalentes.
Note, entretanto, que os resultados sobre a inaproximabilidade deles sao bem distintos.
Nao existe algoritmo de aproximagao constante para o PCCDM a menos que NP C
DTIM E(n©Ueg log m)) [14].



Capitulo 3

Algoritmos Aproximados

Neste capitulo apresentamos algoritmos aproximados para o PAGMF. Na primeira secao
apresentamos um algoritmo baseado em otimizacgoes locais e provamos sua razao de apro-
ximagao de 5. Na secao seguinte apresentamos um algoritmo guloso com razao de apro-
ximacao 3 e complexidade de tempo quase linear. Na tultima se¢ao mostramos um algo-
ritmo 2-aproximado com a melhor razao de aproximacao conhecida.

3.1 Algoritmo 5-aproximado

Nesta se¢ao apresentamos algumas defini¢oes e um algoritmo 5-aproximado proposto por
Lu e Ravi em [18] com complexidade de tempo de O(n?).

O algoritmo encontra uma &arvore geradora inicial e faz mudancas locais enquanto
aumenta o numero de folhas na arvore geradora resultante até que nao seja possivel
melhorar a solugdo. As mudancas locais trocam arestas que estdo na arvore por arestas
que nao estao na arvore. Variando o ntmero de arestas que podem participar de cada
operacao de mudanca local é possivel ter uma série de algoritmos de aproximacao.

3.1.1 Definicoes

Seja G um grafo conexo e T uma arvore geradora de G. No resto do capitulo supomos que
G tem mais de um vértice. Um vértice interno de T é um vértice de Vo(T). Um vértice
de grau alto de T é um vértice de V3(T). Uma folha de T é especial se ela é adjacente
em 71" a um vértice de grau alto de 7. Uma folha de 1" é normal se ela nao é especial.
Usamos Vig(T) para denotar o conjunto de folhas especiais de T, e Vin(T') para denotar
o conjunto de folhas normais de 7. Usamos camy(u,w) para denotar o caminho que
conecta v e v em T'. Dizemos que v é coberto em T por uma aresta uvw em E(G)\E(T)
se v # u, v # w e v estd em camp(u, w).
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Um 2-caminho de T é um caminho maximal em T que contém apenas vértices de
Vo(T). Um 2-caminho P de T é curto se |V(P)| = 1; caso contrario ele é longo. Usamos
Pc(T) para denotar o conjunto de 2-caminhos curtos de T', e Pp(T) para o conjunto de
2-caminhos longos de T

pm—————
o’ S~

0l D

~,

2@
O

U2 U7

Figura 3.1: Exemplo de folhas normais e especiais, vértice coberto e 2-caminhos.

Na Figura 3.1 apresentamos uma arvore 7' para exemplificar algumas das defini¢oes.
As arestas escuras pertence a arvore, e a aresta pontilhada pertence a E(G)\E(T). Os
vértices vy e vy sao exemplos de folhas especiais. Ja os vértices vg e vg sdo folhas normais.
O vértice v é coberto pela aresta v,vg € também é um 2-caminho curto. Os vértices v; e
vg pertencem a um 2-caminho longo.

Uma regiago de T' é¢ um componente conexo do subgrafo de T" obtido pela remocao de
todos os vértices em Pp (7). Uma regiao de T é especial se ela contém uma folha especial
de T. Uma regiao é normal se nao é especial. Sejam R e R’ duas regioes distintas de 7. O
2-caminho longo de T" que conecta R e R’ em T, se existir, ¢ chamado de 2-caminho longo
incidente a R ¢ R'. O ntmero de 2-caminhos longos incidentes a uma regiao de T é o
grau da regiao. Uma regiao é interna se tem grau pelo menos dois. Uma regiao é externa
se nao ¢ interna. Usamos R;p(7T") para denotar o conjunto de regioes especiais de T" que
tem grau i, e R;n(T) para denotar o conjunto de regides normais de 7' que tem grau i.
Sejam Rp(T) e Ry(T') os conjuntos de regides especiais e normais de T' respectivamente.
Na figura 3.2 a regiao R; ¢é interna especial e as regioes Ry e R3 sao externas normais.

R:

R
e 2
"

.
. Priae
RRL LT i R3

Figura 3.2: Exemplo de regioes.

A seguir destacamos algumas relagoes referentes aos conjuntos que definimos. Seja G
um grafo conexo e 7' uma arvore geradora de (G. Limitando o nimero de vértices de grau
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maior do que ou igual a 3 pelo niimero de folhas em 7', temos a seguinte inequacao:

Va(T)| < [Vi(T)] - 2. (3.1)

Por defini¢ao, sabemos que 2-caminhos sdao adjacentes a folhas normais ou a vértices
em V3(T). Entao temos a seguinte inequagao:

|PL(T)| + | Po(T)] < [V5(T)| + [Vin (T)] — 1. (3.2)

O numero de regices de T' é exatamente igual a um mais o ntimero de 2-caminhos
longos de T'. A soma dos graus das regides é duas vezes a quantidade de 2-caminhos
longos de T'. Ou seja,

|PL(T)| = |[Re(T)| + [By(T)| - 1, (3.3)
2|PL(T)| = ;ummml + |Rin(T)]). (3.4)

Cada regiao especial de T' tem pelo menos uma folha especial. Entao

[Re(T)| < [Vie(T)|. (3.5)

3.1.2 Algoritmo

Seja G um grafo conexo e T uma arvore geradora de G. Seja e uma aresta de T e €
uma aresta de E(G)\E(T). Se T" =T — e + ¢ ainda é uma arvore geradora de G, entdo
chamamos de I-mudanca a troca das arestas e e €/, e denotamos por (e,e’). Uma 1-
mudanca (e, ¢’) para T' é uma I-melhoria se o nimero de folhas de 7" é maior do que o de
T. Uma 1-drvore localmente dtima (1-ALO) de um dado grafo G é uma arvore geradora
de G que nao admite uma 1-melhoria.

Entrada: G um grafo conexo

Saida: T uma 1-ALO de G

1 inicio

2 encontre uma arvore geradora 17" de G;

3 enquanto eziste uma 1-melhoria (e,€e') para T faga
4 ‘ T:=T—e+¢€.
5 fim
6 fim

Algoritmo 1: ArvorelLocalmenteOtima (G)

O Algoritmo 1 usa 1-mudanca, tem custo de tempo O(n') e razio de aproximagao
5. Ele comeca com uma arvore geradora arbitraria, que pode ser encontrada em tempo
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O(n?), onde n ¢é igual ao nimero de vértices de G. Entao enquanto for possivel, aplica
1-melhorias até encontrar uma arvore 1-ALO. O custo para verificar se existe uma 1-
melhoria é O(n?). A troca das arestas de T' pode ser feita em tempo constante. O
nimero maximo de iteracoes do lago é n, uma vez que cada iteracao aumenta o ntimero
de folhas de T', e T pode ter no maximo n — 1 folhas. Portanto o custo do algoritmo ¢é de
O(n*) para obter uma 1-ALO.

Resta mostrar que o Algoritmo 1 tem razao de aproximagao 5. Antes disso, precisamos
de alguns fatos. Apresentamos trés propriedades de arvores localmente Otimas. Essas
propriedades estao ilustradas na Figura 3.3, onde as arestas escuras sao da arvore 7.

P1 Seja ww uma aresta em F(G)\E(T), onde u é um vértice interno de 7. Entao
camr(u,w) nao contém dois vértices consecutivos em Vo(7').

P2 Seja u uma folha normal de T e seja w um vértice interno de T. Entao a aresta uw
nao esta em E(G)\E(T).

P3 Seja uw uma aresta em E(G)\E(T), onde u e w sao vértices internos de 7. Entao
camyp(u, w) nao contém nenhum vértice de Vo(T)).

viola P1 viola P2 viola P3

Figura 3.3: Propriedades de 1-ALO.

Essas propriedades sao de facil verificagdo e omitimos suas provas.

Lema 3.1. Seja T uma 1-ALO de um grafo G. Seja T' uma drvore geradora de G. Entdo
todo 2-caminho de T contém no mdximo quatro folhas de T'.

Prova. Suponha por contradi¢ao que um 2-caminho P de T' tem mais de quatro folhas de
T’. Sejam vy, vy, v, v}, € vh cinco folhas de 7" em ordem ao longo de P. Seja () um caminho
mais curto em 7" de v a um vértice em V(7") — V(P). Seja u um extremo de @, tal que
u # v. Seja w o vértice mais préximo de u em ). Veja a Figura 3.4. Note que w esta
em P e a aresta uw pertence a E(T")\E(T'). Por P3 sabemos que E(T")\E(T) nao tem
aresta incidente a dois vértices distintos de P. Entao w estd em camyp(vq, v)) — {ve, v]}.
Isto contraria a 1-otimalidade por P1. O

Mostramos a seguir que |Vi(7")| < 10|Vi(T)| para qualquer 1-ALO T de G e qualquer
arvore geradora 7" de GG. Temos que
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---------------
~n
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Figura 3.4: Prova do Lema 3.1.

Vi(T")] Vi(T") N VA(T)| + VA(T") 0 Va(T)] + [VA(T) 0 V(T
(VA(T)| + VA(T") 0 Va(T)] + [Vs(T)]
Vi(T)| + A(| Po(T)] + [PL(T)]) + [Va(T)]
Vi(D)] + 4(IVan (T)] + [V5(T)]) + [Va(T)]

(T

)l

onde a primeira igualdade vem das defini¢oes de V;(T) e Vi(T), a segunda desigualdade

VANVANRVANR VAN

10[Vy
segue do Lema 3.1, a terceira desigualdade segue de (3.2) e a tltima desigualdade de (3.1).

3.1.3 Garantia do fator de aproximacao das 1-ALO
Nesta subse¢ao provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Seja Ty uma 1-ALO de um grafo Gy e Tj uma drvore geradora de Giy.
Entio |Vi(T)| < 5|Vi (To).

Para provar o teorema anterior aumentamos Gy e Ty como segue. Para toda folha
normal v de T adjacente a um 2-caminho curto, subdividimos a aresta de T} incidente a
v e inserimos um pseudo-vértice de grau 2 nesta aresta.

Lema 3.3. Seja Gy um grafo e Ty uma 1-ALO de Gy. Sejam G e T as versoes aumentadas
de Gy e Ty, respectivamente. Entao T é uma 1-ALO de G.

Prova. Suponha por contradi¢ao que 7' nao é uma 1-ALO de . Entao existe uma 1-
melhoria para 7" que envolve a adicao de uma aresta e que pertence a E(G)\E(T). J& que
Ty ¢ uma 1-ALO de Gy, um pseudo-vértice v deve ser coberto por e em 7. Para cobrir
v, e deve ser incidente a uma folha normal de T, adjacente a v. Por P2 sabemos que o
outro extremo de e também é uma folha de Ty. Porém, uma aresta incidente a duas folhas
nao pode participar de uma 1-melhoria. Contradi¢ao com a existéncia de uma 1-melhoria
para T'. Logo, T' ¢ uma 1-ALO. ([

Dizemos que T é uma 1-ALO aumentada de G se T e G sao versoes aumentadas de Ty
e Gy, onde Ty é uma 1-ALO de G. Note que por definicao uma 1-ALO aumentada nao
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tem folha normal adjacente a 2-caminho curto. Entao toda 1-ALO aumentada T tem a
seguinte propriedade:

Vin(T)| = |[Run(T)| < |Rn(T)]. (3.6)

O seguinte lema garante que se provarmos que o fator de aproximagao de uma 1-ALO
aumentada é cinco, entdo o Teorema 3.2 segue do Teorema 3.5.

Lema 3.4. Seja Ty uma 1-ALO de Go. Sejam G e T as versoes aumentadas de Go e T,
respectivamente. Entao |Vi(T)| = |Vi(To)| < [Vi(T§)| < [VA(T*)| onde T§ € uma drvore
geradora com niumero mdximo de folhas de Gy e T™ é uma drvore geradora com nimero
maximo de folhas de G.

Prova. A igualdade é verdadeira porque o aumento nao altera o nimero de folhas em
To. A desigualdade |Vi(Tp)| < |Vi(1y)| segue da defini¢ao de Tj. A tltima desigualdade
também ¢é verdadeira. Basta observar que temos uma arvore geradora de G direto da
versao aumentada de T com pelo menos |V (T7)| folhas. O

Segue do lema que
VT )]
Vi(To) — VA(T)

Entao para provarmos o Teorema 3.2 é suficiente provar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Seja T uma 1-ALO aumentada de G, onde G é um grafo. Entao |Vi(T")] <
5|Vi(T)| para qualquer drvore geradora T' de G.

Para o resto da se¢ao suponha que 7' é uma 1-ALO aumentada de G. Seja T" uma
arvore geradora de G. Uma regidao R de T é invdlida em T" se ou (i) R é uma regido
especial de T' e cada folha especial de 7" em R é uma folha de 7", ou (ii) R é uma regiao
interna normal de T'. Uma regidao de T' é vdlida em T" se ela nao é invéilida em T".

Lema 3.6. Seja T uma 1-ALO aumentada de G. Seja T' uma drvore geradora de G.
Entao o nimero de folhas de T que estdo em 2-caminhos longos de T é no mdximo

A[Rp(T)| = 2r + 3[Vin(T)| — [Van (T) N VA(T)],
onde r € o nimero de regioes especiais de T que sao invalidas em T".

Antes de mostrar a prova do Lema 3.6, que é complicada, mostraremos como usé-lo
para provar o Teorema 3.5.
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Prova do Teorema 3.5. Seja r o nimero de regioes especiais de T que sao invalidas
em 7. Entao ha |Rg(T)| — r regides especiais de T" que sao validas em 7”. Por definigao,
cada regido especial de T' que é valida em 7" tem pelo menos uma folha especial de T' que
nao é folha de 7". Entao ha pelo menos |Rg(T')| — r folhas especiais de T' que nao sao
folhas de T". Logo

Vi(T") N Vip(T)| < Vip(T)| — (1Re(T)| - 7). (3.7)
Segue-se que

Vi(T")] [VA(T") N VA(T)] + [VA(T") N Va(T)| + [VA(T7) 0 Va(T))

(Vi(T") 0 A(T)| + [VA(T") 0 Va(T) | + [Vs(T)]

VI(T") N Vip(T)| + [Vi(T") 0 Vin (T)| + [VA(T") NV (Pe(T))] +

Vi(T") N V(PL(T)| + [V5(T)]
(
(

)
)
)
)
(Vi(T") N Vig(T)| + [Vi(T") N Vin (T)| + | Pe(T)| +
)
)
(

IIA I

IN

V(T NV (PL(T)] + [V5(T)]

VA(T") N Vi (T)] + [Vi(T") 0 Vin (T)| + [Pe(T)] +
(A[Re(T)| —r+3[Vin(T)] — [Vin (T) N VA(T")]) + [V5(T)]
VA(T") N Vip(T)| + |Po(T)| +

4Rg(T)| =+ 3|[Van(T)| + |V5(T)]

Vie(T)| = (|Re(T)| —r) + |[Pc(T)] +

A Rp(T)| —r + 3[Vin(T)] + [V5(T)] )
[Vie(T)| + [Po(T)| + 3[Re(T)| + 3|[Vin (T)] + [V3(T)]
3\Vip(D)| + [Po(T)| + [Re(T)| + 3[Vin (T)| + [V5(T)]
[Pe(T)| + [Re(T)] + 3[Vi(T)| + [V5(T)] )
[Pe(T)| + [PL(T)| = [Rn(T)| + 1+ 3[VA(T)] + [V3(T)]
[Va(T)| + [Vin (T)] = |Rn(T)| + 3|VA(T)| + [V5(T)]
2|V5(T)| + 3[Vi(T)|

5IVi(T)],

IN

IN

IAIAN NN A

onde as igualdades e desigualdades podem ser obtidas da seguinte maneira. Temos a
primeira igualdade das definicdes de V; e V;. A primeira desigualdade por [Vi(T") N
V3(T)| < |V5(T)|. A segunda igualdade por Vi(T) = Vig(T) U Vin(T) e Vo = V(Po(T) U
Pr(T)). A terceira desigualdade segue do Lema 3.6. A quarta desigualdade segue de
(3.7). A quinta desigualdade segue de (3.5). A sexta desigualdade segue de (3.3). A
sétima desigualdade segue de (3.2). A oitava desigualdade segue de (3.6). A ultima
desigualdade segue de (3.1). O

Na préxima subsecao apresentamos uma prova para o Lema 3.6.
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3.1.4 Custo de Regioes e 2-caminhos Longos Deficientes

Seja R uma regiao de T'. O custo de R em T", denotado por custor(R), é definido como

2 se R é uma regiao especial de T’
custor/(R) = { 0 se R é uma folha normal de T e folha de T”

1 caso contrario.

A seguir apresentamos uma versao refinada do Lema 3.1 onde o limite para |V;(T") N
V(PL(T))| é melhor do que 4|P(T)|.

Lema 3.7. Seja T uma 1-ALO aumentada de G. Seja T' uma drvore geradora de G.
Seja P um 2-caminho longo de T incidende as regices R e R' de T. Entdo P tem no
mdzximo custor(R) + custor/(R’) folhas de T".

Seja G, T, T', P, Re R como definido no Lema 3.7. Um 2-caminho longo P é deficiente
em 1" se custor/(R) + custor(R') > 2, e P tem no maximo custor(R) + custor(R') — 2
folhas de T".

O lema seguinte relaciona o nimero de regides invalidas e a quantidade de 2-caminhos
longos deficientes.

Lema 3.8. Seja T uma 1-ALO aumentada de G. Seja T' uma drvore geradora de G.
Seja k o numero de regices de T que sao invdlidas em T'. Entao existem pelo menos k—1
2-caminhos longos de T distintos que sdo deficientes em T".

Agora apresentamos a prova do Lema 3.6.

Prova do Lema 3.6. Seja d(R) o grau da regiao R de T. Seja k igual ao nimero de
regides de T' que sao invalidas em 7" e [ = > custor(R)d(R).
RERp(T)URN (T)
Dos Lemas 3.7 e 3.8 temos que o numero de folhas de 7" que estdo em 2-caminhos
longos de T' é no méximo | — 2(k — 1). Vamos mostrar que [ — 2(k — 1) é no maximo

4|Rp(T)| — 2r + 3|Vin(T)| — [Vin (T) 0 VA(T)].
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Assim,
I = > custop(R)d(R) + > custor (R)d(R)
ReRE(T) ReRN(T)—(Ran(T)NVA(T"))
= > 2R+ Y dR)- > d(R)
RERE (T) ReERN (T) RER\N (T)ﬂvl (T’)
= 2> ilRip(T)|+ >_i|Rin(T)| — [Van (T) N VA(T")]
i>1 i>1
= 2) i|Rip(T)| + 23 i|lRin(T)| = > il Rin(T)| = [Vin (T) N VA(T")]
i>1 i>1 i>1
< APL(T)| = Y ilRin(T)] — [Vin(T) N VA(T")]
1>1
= 4(|Re(T)| +|Rn(T)| = 1) = D i[Rin(T)| = [Van (T) N VA(T")], (3.8)
1>1

onde a primeira igualdade vem das defini¢oes de [ e custor(R), a segunda é obtida ao
substituir os custos das regioes especiais por 2 e separar o segundo somatoério, a ter-

ceira ao substituirmos > d(R) por Y i|R;(T)|, a quarta igualdade ao adicionarmos
RER(T) i>1

Y i|Rin(T)| — X i|Rin(T)], a desigualdade segue de (3.4) e a tltima igualdade segue de
i>1 i>1

(3.3).

Por definicdo uma regido R de T' ¢ invélida se (i) R é uma regiao normal interna de
T, isto é, R € Ry(T) — Rin(T) — Ron(T), ou (ii) R é uma regiao especial de T que é
invalida em 7". Logo

20k =1) = 2(|Rn(T)| = |Ran(T)| = [Ron (T)| + 7 — 1)

> 2(|BRn(T)| = |Ran(T)| +1 = 2)
2|Rn(T)| — 2|Rin(T)| + 2r — 4, (3.9)

onde Ron(7T") < 1. Combinando (3.8), (3.9) e (3.6) temos

[ —2(k—1) < 4|Rg(T)|+2|Ry(T)| - Z;iIRm(T)I — [Vin(T) N VA(T") |+
2|Rin(T)| — 2r B
4 Rp(T)| + |Rin(T)| = [Vin(T) N VA(T")| + 2| Run (T)| — 2r

I IA

4|Rp(T)| — 2r + 3|Vin(T)| — [Vin (T) 0 VA(T")],

onde a primeira desigualdade é obtida de (3.8) e (3.9), a segunda substituindo 2| Rx(T")| —
> i|Rin(T)| por |Rin(T)| e a tltima igualdade segue de (3.6) ao substituir |Ryx(T")| por
i>1

[Vin (T)]. 0

A seguir provamos os Lemas 3.7 e 3.8.
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3.1.5 Prova do Lema 3.7

Sejam 7" uma 1-ALO aumentada de G e T" uma arvore geradora de GG. Seja P um 2-
caminho longo de T incidente as regides R e R’ de T. Queremos mostrar que P tem no
maximo custor:(R) + custor(R’) folhas de T".

Sejam i = custor:(R) e j = custoT’(R’). Suponha por contradi¢do que P tem mais
de i + j folhas de T". Sejam vy, ..., v;,v,vy,...,0; as i + j + 1 folhas ao longo de P em
ordem de R para R’

Se ¢ = j = 0, sabemos que R e R’ sao folhas de T” e folhas normais de T'. Segue que
T é um caminho. O vértice v é folha de 7" mas é vértice interno de 7', logo deve haver
alguma aresta em 7" — T”. Por P2 e P3 sabemos que a tnica possibilidade de aresta em
T —T' é a aresta incidente a R e R’. Isso contraria o fato de que 7" é uma arvore geradora
de G.

Agora analisamos o caso em que j > 1. Seja () um caminho em 7”7 de v a um vértice
em R'. Seja u o vértice mais proximo a v em @ tal que u nao estd em P. Seja w o
vértice mais proximo de u em camgs(u,v). A aresta uw estd em T'—T" e w estd em P.
Os vértices vy, ..., v;, 01, ..., v} sao folhas em T”, entao nao estao em Q. Por P3 sabemos
que nao existe aresta em T — T" que é incidente a dois vértices de P. Logo, w estd em
camr(v;, v}).

Vamos mostrar que u nao estd em R’. Suponha por contradigao que u estda em R’
O vértice w estd em camr(v;, v]). Logo uw cobre v}. Por P2 e P3 sabemos que u deve
ser folha especial de T'. Portanto, R’ é uma regiao especial de T', que implica que j = 2.
Como uw cobre v} e v}, a 1-otimalidade de T" é contrariada por P1. Entdo u nao estd em
R

Mostramos agora que u nao estd em R. Suponha por contradicao que u estd em R.
Pelas mesmas razoes anteriores sabemos que @ = 0. Da defini¢ao de custor(R) sabemos
que R, que é u, é folha de T". Isto contraria o fato de u ter grau maior do que um porque
uestd em ), e u # v e u #v'. Logo u nao estd em R.

Claramente u nao estd em nenhuma regiao de 7" que nao seja R ou R', pois uw cobriria
todos os vértices de algum 2-caminho longo de T', e assim a 1-otimalidade de T é violada
por P1. Além disso, por definicdo u nao esta em P.

Segue que u deve estar em algum 2-caminho longo de 7' diferente de P. Portanto, u
e w sao vértices internos de T'. Isto implica que ¢ = 0, pois do contrario uw cobriria vy
ou v}, e assim a l-otimalidade de T" é contrariada por P3. Porém, i = 0 significa que R
é uma regiao normal externa que tem apenas uma folha normal de T'. Portanto, uw é
forgada a cobrir v]. Logo a 1-otimalidade de T" é contrariada por P3.

Para o caso em que ¢ > 1, uma contradi¢ao pode ser obtida de maneira similar ao caso
em que j > 1. Portanto, P tem no méaximo ¢ + j folhas de 7" e o lema esté provado. [J
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3.1.6 Prova do Lema 3.8

Seja T uma 1-ALO aumentada de G. Seja T” uma arvore geradora de G. Seja k o niimero
de regides de T' que sdo invalidas em T7’. Queremos mostrar que existem pelo menos
(k — 1) 2-caminhos longos de T" distintos que sao deficientes em 7".

Para k < 1, a prova é trivial. Portanto, suponha que k£ > 2. Sejam R;, ..., R as
k regides de T que sao invélidas em 7”. Vamos identificar (k — 1) 2-caminhos longos
distintos, denotados por P, ..., P._1, de T que sao deficientes em T".

Seja R uma regiao de T'. Seja adj(R) o subconjunto méaximo de V(P(T)) tal que
cada vértice em adj(R) é extremo de uma aresta de 7" que ¢ incidente a um vértice de R.

Afirmacao 1. Seja R uma regido de T' que é invalida em 7”. Seja u um vértice de
grau alto em R, e w um vértice que nao estd em adj(R) U R. Entao camy (u,w) tem
uma aresta de 7" que é incidente a um vértice de adj(R) e um vértice que nao esta em
adj(R) U R.

Prova. Seja P' = camq (u, w). E claro que P’ tem uma aresta v'w’ tal que u' pertence a
adj(R) U R e w' ndo pertence a adj(R) U R. Queremos mostrar que v’ pertence a adj(R).
Para isso, primeiro mostramos que «’' é um vértice interno de T,

Por defini¢ao de regioes invalidas, R ou é uma regiao normal interna de 7" ou é uma
regiao especial de T' que é invalida em T”. Ja que T' é aumentada, R nao tem folha normal
de T. Por defini¢ao, adj(R) tem apenas vértices internos de 7. Portanto, v’ ndo é uma
folha normal de T'.

Como R é invalida em T”, uma folha especial de T' em R, se houver, deve ser uma
folha de T". Sabemos que P’ nao tem folha especial de T' em R, ja que u nao é uma folha
de T e w nao pertence a R. Portanto, ' ndo é uma folha especial de T'. Entao u’ é vértice
interno de 7.

Suponha por contradigdo que u’' pertence a R. Como existe camr(u',w’), entdo a
aresta u'w’ cobre um vértice de adj(R). Por P3 sabemos que w’ é uma folha de 7". Assim,
w’ pertence a uma regiao de T diferente de R. Isto contraria a l-otimalidade de T por
P1, ja que u'w’ cobre todos os vértices de algum 2-caminho longo de 7. Entao u’' nao
pertence a R. Portanto u’ pertence a adj(R). O

E facil verificar que cada regido interna R; tem pelo menos um vértice interno de
T. Seja v; um vértice interno de T que pertence a R; para todo 1 < i < k. Seja
P! = camp (v, vg), para todo 1 <i < k — 1. Claramente, vx nao pertence a adj(R;) U R;
para todo 1 < i < k — 1. Pela Afirmacao 1, sabemos que P/ tem uma aresta incidente
a um vértice em adj(R;) e um vértice que nao pertence a adj(R;) U R;. Seja u;w; uma
aresta, onde u; pertence a adj(R;) e w; nao pertence a adj(R;)UR;, a aresta em P/ tal que
u; é o vértice mais préximo de v; em P/. Seja P; o 2-caminho longo de 7" que contém u;.



3.1. Algoritmo 5-aproximado 19

Queremos mostrar que P;, para todo 1 < i < k — 1, sd@o 2-caminhos longos de T distintos
e sao deficientes em T".

Afirmacao 2. Para todo 1 <i < k — 1, P, é deficiente em 7". Além disso, P; # P,
paratodo 1 <j #i<k—1.

Prova. Ja que u; # v;, u; # vy, e u; estd em camp (v, vy ), sabemos que u; nao é folha
de T'. Seja R a outra regiao de T incidente a P;. Seja w o vértice mais proximo a u; em
camp(u;, vg) tal que w ndo pertence a P;. Seja uw a aresta em camq (u;, w). Note que u
pertence a P;, e que cada vértice em camq(u;, u) nao é folha de T".

Sabemos que w nao esta em uma regiao de T que nao seja R ou R;, ja que do contrario
uw cobriria os vértices de algum 2-caminho longo de 7', e assim a 1-otimalidade de 7" seria
contrariada por P1.

Queremos mostrar que w pertence a adj(R)UR. Por contradi¢ao, suponha o contrario.
Se u = u;, entao w;w; = uw e w = w;. Ja que w nao pertence a P; por definicdo de w
e w; nao pertence a adj(R;) U R; por definicdo de w;, sabemos que w nao pertence a
adj(R;) U R; U P;. Por hip6tese, w nao pertence a R. Logo, w estd em algum 2-caminho
longo de T" diferente de P;,. Mas uww cobre ou um vértice que pertence a adj(R;) ou um
vértice que pertence a P;. Isto contraria a 1-otimalidade de T por P3.

Se u # w;, entdo u nao pertence a adj(R;) U R;. Sabemos que w nao pode pertencer a
um 2-caminho longo de T' diferente de P;, ja que do contrario uw cobriria ou um vértice
que pertence a P; ou um vértice que pertence a adj(R), o que contraria a 1-otimalidade de
T por P3. Ja que w nao estd em P, por definicdo, entao s6 pode estar em alguma regiao
de T'. Porém, w s6 pode pertencer a R; ou R, do contrario cobriria algum 2-caminho
longo. Por hipdtese, w nao pertence a adj(R) U R, entao ele pertence a R; e uw cobre u;.
Por P2 e P3 sabemos que w é uma folha especial de T', e que R; é uma regido especial
de T. Ja que R; é invéalida em 71", w é uma folha de T”. Isto contraria o fato de que w é
vértice interno no camy (v, vy), j4 que w # v; e w # v Entdo w pertence a adj(R) U R.

Por definicao de regides invalidas, sabemos que custor/(R;) > 1. Vamos provar a
deficiéncia de P; mostrando que o custor(R) > 1 e o ntimero de folhas de 7" em P; é no
maximo custor(R) — 1 para os dois casos seguintes.

O primeiro caso é quando w pertence a adj(R). J& que w ndo pertence a P;, w estd em
algum 2-caminho longo diferente de P,. Por P3 sabemos que u pertence a adj(R), ja que
do contrario o vértice em P; N adj(R) seria coberto por uw. Ja que u pertence a adj(R) e
u pertence a P;, P, ndao tem folha de T”. Agora basta mostrar que custor(R) > 1. Ja que
w pertence a adj(R) e w nao pertence a P;, entdo o grau de R é pelo menos 2. Portanto,
custor(R) > 1, j& que R nao é uma regiao normal externa.

O segunto caso é quando w pertence a R. O vértice w estd no interior do camqy (v;, vg),
entao w nao é folha de 7". Portanto, sabemos que custor(R) > 1.
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Se u pertence a adj(R), entao P, nao tem folha de 7", e assim P; é deficiente em 7". Se
u nao pertence a adj(R), entdo uw cobre algum vértice de adj(R). Segue por P2 e P3 que
w ¢ uma folha especial de T'. Portanto, R é uma regiao especial de T, e custor(R) = 2.
Agora basta mostrar que P; tem no maximo uma folha de 7”. Suponha por contradi¢ao
que P; tem duas folha de T". Ja que todos os vértices que pertencem ao camr(u;, u) nao
sao folhas de T”, entao as folhas de T" que pertencem a P; sdo cobertas por uw. Veja a
Figura 3.5. A l-otimalidade de T é contrariada por P1, j4 que u é um vértice interno.
Entao os caminhos P;,1 <1i < k — 1, sao deficientes em T".

R R

Figura 3.5: Ilustragao da demonstragao da afirmagao 2 no caso que w € R e u & adj(R).

Agora vamos mostrar que P;,1 < i < k — 1, sao distintos. Suponha por contradi¢ao
que P, = P; para algum 1 < i # j < k — 1. Sabemos que F; ¢ incidente a R; e F;
¢ incidente a R;. Ja& que R; # R;, sabemos que P; ¢ incidente a R; e IR;. Portanto,
R ¢ invélida em 7", j4 que R = R;. Como mostramos antes w pertence a adj(R) U R.
Portanto w # u; e w # vg. O vértice w nao é folha de 7" ja que pertence ao camqs (u;, vg).
Sabemos por definicdo que R nao tem folha normal de T' e toda folha especial de R, se
existir, é folha em 7. Logo, w é vértice interno de 7. Assim, u;, o tnico vértice em
P;Nadj(R), deve ser igual a u, ja que do contrario uw cobriria u;, e a 1-otimalidade de T
seria contrariada por P3. Segue que u; estd em P;, e u; estda no camy (u;, vy). Trocando
R; e R;, pelas razoes anteriores sabemos que u; estd em P; e u; estd no camy (u;, vg).
Mas isto contraria o fato de 7" ser uma arvore geradora de GG. Logo P;,1 <i < k—1, sao
distintos. O

3.2 Algoritmo 3-aproximado

Nesta se¢ao apresentamos um algoritmo guloso proposto por Lu e Ravi em [19] com razao
de aproximacgao 3 e complexidade de tempo quase linear.

O algoritmo encontra uma floresta F' de G e adiciona arestas a F' para construir
uma arvore geradora T de . A chave para o algoritmo é a maneira que a floresta
F é construida. A seguir apresentamos algumas definigdes que usaremos nesta sec¢ao.
Em seguida descrevemos o algoritmo e fazemos uma analise da complexidade de tempo.
Finalmente, apresentamos uma prova da razao de aproximacao.
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3.2.1 Definicoes

Seja G um grafo conexo. Uma subdrvore de G é ndo trivial se tem mais de um vértice.
Seja T' uma subarvore nao trivial de G. Podemos observar que

Va(T)| < [Vi(T)] - 2. (3.10)

Seja T uma subarvore de G. Dizemos que T é frondosa se V3(T) é ndo vazio e todo
vértice em V5(T) é adjacente a exatamente dois vértices de Vi(T). Veja um exemplo de
subarvore frondosa na Figura 3.6. Uma floresta F' de GG é frondosa se F' é composta de
subarvores frondosas disjuntas de G. Dizemos que F' é frondosa maximal se F' nao é
subgrafo de outra floresta frondosa de G.

M) M)
(A2 2

Figura 3.6: Exemplo de subarvore frondosa.

3.2.2 Algoritmo

Dado um grafo conexo G, o algoritmo encontra uma arvore geradora 1" de G em dois
passos. No primeiro, obtém uma floresta frondosa maximal F' de G e no segundo, adiciona
arestas a F' para construir uma arvore geradora T de G.

A seguir apresentamos uma maneira de calcular uma floresta frondosa maximal. Na
execugao do algoritmo S(w) representa a subarvore de F' que atualmente contém o vértice
w. O grau do vértice w em F' é igual a d(w). A varidvel d’ é o ntimero maximo de arestas
adjacentes a v que podem ser adicionadas a F' sem criar ciclos. Se d’' + d(v) é maior ou
igual a 3, entao adicionamos as d’' arestas a F' e unimos as subarvores incidentes a estas
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arestas.
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1

2
3
4
5

© o N o

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24

Entrada: G um grafo conexo
Saida: F' como uma floresta frondosa maximal de GG
inicio
Seja ' um conjunto vazio.
para todo vértice v em G faga
S(v) := {v}.
d(v) := 0.
fim
para todo vértice v em G faga
S = 0.
d = 0.
para todo vértice u adjacente a v em G faga
se u & S(v) e S(u) ¢ S’ entao
d:=d+1.
Inserir S(u) em S’
fim
fim
se d(v) +d > 3 entao
para todo S(u) em S’ faga
Adicionar a aresta uv a F'.
Unir S(v) e S(u).
Atualizar d(u) := d(u) +1 e d(v) := d(v) + 1.
fim
fim

fim

fim

Algoritmo 2: FlorestaFrondosaMaximal (G)

Usando a estrutura de dados de union-find para as operacoes de conjuntos, para

referéncia veja o livro do Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [5], podemos encontrar uma

floresta frondosa maximal usando o Algoritmo 2 em tempo O((m + n)a(m,n)), onde n é

igual ao ntiimero de vértices e m ao nimero de arestas.

O segundo passo que ¢ adicionar arestas a F' para construir uma arvore geradora de G

é trivial e pode ser feito em tempo O(m+n). Logo a complexidade de tempo do algoritmo
6 O((m +n)a(m, n)
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3.2.3 Garantia da razao de aproximacao
Nesta subse¢ao provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.9. Seja F' uma floresta frondosa maximal de G. Seja T uma drvore geradora
de G tal que F' é subgrafo de T'. Entao

VA(T")] < 3[Vi(T)]
para qualquer drvore geradora T de G.
Os trés lemas seguintes sao usados para provar o teorema anterior.
Lema 3.10. Seja T uma subdrvore frondosa de G. Entao |V(T')| < 3|Vi(T)| — 5.

Prova. Ja que T ¢ frondosa, todo vértice em Vo(T') ¢é adjacente a exatamente 2 vértices
em V3(T). Considere a subérvore onde cada vértice em Vy(T) é substituido por uma
aresta e as folhas sao retiradas. Veja na Figura 3.7 um exemplo de uma &arvore frondosa
T antes e depois da retirada das folhas e substituicao dos vértices em V5(T") por arestas.
Portanto, o nimero de vértices de grau 2 em T é no maximo o nimero de vértices da
subarvore resultante menos um, ou seja,

Va(T)| < [V5(T)| — 1. (3.11)

antes depois

Figura 3.7: Exemplo de arvore frondosa antes e depois da retirada das folhas e substitui¢ao
dos vértices em V5(T') por arestas.

Assim,

V(T)| [Vi(T)] + [Va(T)| + [V3(T))|
< V()] +2|vs(T)| — 1
< VA +2((T) -2) -1

= 3Vi(T)] -5,

onde a primeira igualdade vem das definicées de Vi(T) e V;(T), a primeira desigualdade

e
segue de (3.11) e a segunda desigualdade segue de (3.10). O
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Seja I uma floresta frondosa maximal de GG. Sejam T7, ..., T} as subarvores frondosas

disjuntas de F'. A seguir, apresentamos trés propriedades de F'. Na Figura 3.8 (adaptada
de [19]) podemos observar cada uma das propriedades. As linhas escuras sdo arestas de

I e as linhas pontilhadas sdo arestas de G — F.

T T Ts

0N
.
R

L
traaugans®

0
EEmjEEsEEEEsEEEEEEEEEEREEEEEE

Figura 3.8: Um exemplo de floresta frondosa maximal representado pelas arestas escuras.

As linhas pontilhadas sao as arestas restantes de G.

Propriedade 1. Seja w um vértice de V5(T;). Entdo os vértices adjacentes a w em
G pertencem a T;.

Demonstracao. Suponha por contradicao que w ¢é adjacente a v em G, tal que v nao

pertence a T;. A aresta wv pode ser adicionada a F', entdo a maximalidade de F' ¢é
O

contrariada.
Propriedade 2. Seja w um vértice de T;. Sejam w; e wq dois vértices distintos

adjacentes a w em G. Se w; nao pertence a F', entao wy pertence a Tj.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que w; e wy nao pertencem a F. Ja que w
pertence a T; sabemos que o grau de w em 7T; é pelo menos 1. Assim, w; e wy podem ser
adicionados a F', contradicao com a maximalidade de F. Entao w, pertence a F. Agora

suponha por contradicao que wq pertence a Tj, j # ¢. Ja sabemos que o grau de w em 7T;
¢é pelo menos 1, entao w, e as arestas ww; e wwsy podem ser adicionadas a F', contradicao

com a maximalidade de F'. Portanto ws pertence a T;. O

Propriedade 3. Seja w um vértice que nao pertence a F. Se w é adjacente a dois

vértices que nao estao em F', entdo o grau de w em G é 2.
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Demonstracdo. Suponha por contradi¢ao que w tem grau > 3. Entao w deveria pertencer
a F, contradicao com a maximalidade de F'. O

O vértice 1 é um exemplo de w da propriedade 1. O vértice x5 é um exemplo de w
da propriedade 2. Os vértices x3 e x4 sao exemplos de w da propriedade 3.

Lema 3.11. Seja F' uma floresta frondosa mazximal de G que é composta por k drvores
frondosas disjuntas Ty, ..., T, de G. Entdo

V(T < [V(EF) -k +1
para qualquer drvore geradora T' de G.

Prova. Primeiro vamos mostrar que |V (F)—Vi(T")| > I+k—1, onde ! = |Vi(T") =V (F)|.
Depois disso a prova do lema é trivial.

Seja v; um vértice que pertence a %(7}) para todo ¢ = 1,...,k. Para todo i =
1,...,k —1, seja u; o vértice em T; que é o mais distante de v; em camp (v, vg). Seja
vy, ..., v 08 Vértices distintos em Vi(T") — V(F). Para todo j = 1,...,1, seja uj o vértice

em F' que é mais proximo de v; em camg: (v}, vg). Queremos mostrar que os vértices
Upy ..., Ug—1, U}, ..., u; sdo distintos e que pertencem a V(F) — Vi (T").

Pela definigao de u;, sabemos que em camy (u;, vx) apenas o vértice u; pertence a T;.
Segue pela propriedade 1 que u; pertence a V;(T;). Portanto, w; # v; e u; # vg. Assim,
u; nao pertence a Vi(T"), j4 que u; tem grau maior do que 1 em 7". Entdo wu; pertence
a V(F)—Vi(T"). Além disso, como T, ..., T} sdo disjuntas e u; pertence a T; para todo
i=1,...,k—1, sabemos que uq, ..., ux_1 sdo (k—1) vértices distintos em V (F") — Vi (T").

Por definicio v; nao pertence a V(F) e u) pertence a V(Tj.) para algum T}, que
!/
J
pertence a V1(7}.), entdo u} # vy. Logo u/; ndo é folha em 71", jé que é vértice interno em

contém uj, entdo uj # v}. Sabemos que uj e v} sao vizinhos em G. Pela propriedade 1 u]
camy: (v}, vy). Entao u; pertence a V/(F) — Vi(T"). Agora vamos mostrar que u, ...,
sao distintos.

Suponha por contradi¢do que u; = u, para algum j # j'. Seja P = camq/(u},v}) e
P’ = camp (ufy,vi). Seja w o vértice em V(P) N V(P') que é mais préximo de vj. J4
que vj ndo pertence a P', existe um vértice w; no camyr (w, v};) tal que ww; é uma aresta
de P. J4 que v}, ndo pertence a P, existe um vértice wy em camg(w,v},) tal que ww, é
uma aresta de P’. Claramente, w; e wy ndo pertencem a F e w; # wy. Veja na Figura
3.9 uma ilustracao onde as linhas escuras sao arestas e as linhas tracejadas representam
caminhos entre seus extremos. Segue pela propriedade 2 que w nao pertence a F, o que
implica que w # w;. Portanto, w pertence a V3(@G) e o fato de F ser frondosa maximal é
contrariado pela propriedade 3. Entao u}, ..., u] sdo distintos. Agora vamos mostrar que

u;Fujparal <i<k—-lel<j<l
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Uj W1
Q'"" w ui = u’
w2

vy

Figura 3.9: Ilustracao de w, wy e ws.

Suponha por contradigio que u; = u} para algum i € {1,...,k—1} e j e {1,...,1}.
Seja P = camq/(ui, vx) e P = camp (uf,v}). Seja w o vértice em V(P) N V(P') mais
préximo a vi. Ja que v} nao pertence a P, existe um vértice w; no camsgr (w, vé) tal que
ww; é uma aresta de P. J4 que vy ndo pertence a P’ existe um vértice we no camT” (w, vy,)
tal que wwy é uma aresta de P'. Claramente, w; # wy e por definicao de uj sabemos

que w; ndo pertence a F. Por defini¢do de v} e u; sabemos que w = u; = u; e que w

j
pertence a T;. Mas pela propriedade 2 temos que w nao pertence a 7;, contradicao. Entao

ULy .oy Up—1, Uy, ... up sdo [+ k — 1 vértices distintos que pertencem a V (F') — Vi (T7).
Logo,
\V(F)-=Vi(T)| > l+k-1
V(F) = V(T > MW(T) - V(F)|+k—1
V() = V()N V(T > [Vi(T)] = [Vi(T) N V()| + k=1
V(F) > |Vi(T)]+ k-1
Vi(T)| < [V(F)[—k+1,

onde a segunda desigualdade vem da defini¢ao de [ ao substituir [ por |Vi(T") — V(F)| e
a terceira desigualdade é obtida a partir do fato de que |A — B| = |A| — |A N B|, para
quaisquer conjuntos A e B. O

Lema 3.12. Seja F' uma floresta de G que tem k drvores nao triviais disjuntas. Seja T’
uma drvore geradora de G tal que F' é um subgrafo de T'. Entao |Vi(T)| > [VA(F)|—2(k—
1).

Prova. A intuicao da prova é que as arvores de F' podem ser conectadas até formarem
uma arvore geradora da seguinte maneira. Iterativamente adicionando uma aresta inci-
dente a duas arvores desconexas. Cada adi¢do de aresta aumenta o grau de no maximo
duas folhas dessas arvores. Seja F” a floresta de GG obtida de F' pela adicao de uma aresta
e que pertence a T — F'. Seja kK o ntimero de subdrvores nao triviais disjuntas de F”.
Vamos mostrar que

(VI(F)| = 2(K" = 1) = [VA(F)| = 2(k = 1). (3.12)
O lema segue por indug¢ao, ja que o numero de subarvores nao triviais disjuntas em T

¢ 1. Para provar (3.12) temos que analisar os trés casos a seguir que representam as
combinagoes de extremos da aresta e.
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Primeiro se e nao incide a nenhuma subarvore nao trivial de F', entao a adigdo de e
forma uma nova subdrvore com dois vértices. Assim k' =k + 1 e |Vi(F')| = |Vi(F)| + 2.
O segundo caso € se e incide a exatamente uma subarvore nao trivial de F', entao k' = k
e [Vi(F")| > |Vi(F)|. Por fim, se e incide a duas subarvores de F, entdo k' = k — 1 e
Vi(F")| > |[Vi(F)| — 2. A equagdo (3.12) se mantém vélida para todos os casos, entao
VA(T)| > [Va(F)| — 2(k — 1). 0

Agora podemos provar o Teorema 3.9.

Prova do Teorema 3.9. Suponha que F' tem k subarvores frondosas disjuntas 7;, 1 <
1 < k. Pelo lema 3.10 sabemos que

VR = ¥ V(T
< (R -5k

Assim,

Vi(T)] < [V(F)] -k +1
< 3|Vi(F)| -5k —k +1
< 3(Vi(T)| +2(k — 1)) — 6k + 1
= 3Va(T)[ -5
< 3IVi(T)],

onde a primeira inequacao vem direto do lema 3.11, a segunda pelo lema 3.10 ao substituir
|[V(F)| por 3|Vi(F)| — 5k e a terceira pelo lema 3.12 ao substituir Vi(F) por |V4(T)| +
2(k—1). O

3.3 Algoritmo 2-aproximado

Nesta se¢ao apresentamos um algoritmo proposto por Solis-Oba em [24] com razao de
aproximacao 2.

O algoritmo é baseado no algoritmo de Lu e Ravi apresentado na secao 3.2. Primeiro
encontra uma floresta frondosa F' de GG usando regras de expansao e atribuindo prioridade
as regras. Em seguida adiciona arestas a F' para construir uma arvore geradora 17" de G.
A seguir apresentamos o algoritmo e uma analise da complexidade de tempo. Em seguida
algumas definicoes que usaremos nesta secao e finalmente uma prova que o algoritmo é 3-
aproximado. Solis-Oba apresenta uma prova de que o algoritmo é 2-aproximado em [24].
Aparentemente, ndo hd um consenso entre os pesquisadores se a prova da garantia de
aproximacao esta correta. Assim, optamos por nao apresentar sua prova aqui. Preferimos
mostrar uma prova de que o algoritmo ¢ 3-aproximado.
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3.3.1 Algoritmo

Seja G um grafo conexo. O algoritmo contr6i uma floresta F' com (k + 1) &rvores T;,i =
0,...,k, e depois conecta as arvore de F' e os vértices que nao pertencem a F' para formar
uma arvore geradora 1" de G.

Descrevemos a seguir como a floresta F' é construida. A construcao de toda arvore
T; comeca pela escolha de um vértice de grau pelo menos 3 que sera a raiz da arvore. A
raiz é adicionada a T; como vértice interno e seus vizinhos sao adicionado como folhas.
Enquanto for possivel as regras de expansao sao aplicadas as folhas para aumentar a
arvore. Definimos as duas regras usadas a seguir:
Regra 1. Se uma folha x tem pelo menos 2 vizinhos que nao pertencem a F', entdo esses
vizinhos sao incluidos em T; como filhos de x. Veja a Figura 3.10.
Regra 2. Se uma folha = tem apenas um vizinho y que nao pertence a F' e y tem pelo
menos 2 vizinhos que nao pertencem a F', entao y é adicionado a T; como filho de x e os
vizinhos de y que nao pertencem a F' sao adicionados a T; como seus filhos. Veja a Figura
3.11.

T

@ - @

Figura 3.10: Ilustracao da regra 1, onde j > 2.

T

Q,
@ ®

Figura 3.11: Ilustracao da regra 2, onde j > 2.

Sao definidas prioridades para as expansoes como a seguir. A regra 2 quando y tem
exatamente 2 vizinhos que nao estao em F' tem prioridade 1. Todas as outras expansoes
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tem prioridade 2. Na construcao de 7T;, se duas folhas de T; podem ser expandidas,
entao a folha com a expansao de maior prioridade é expandida primeiro. Apresentamos
o algoritmo a seguir.

Entrada: G um grafo conexo
Saida: T uma arvore geradora de G

1 inicio

2 F =g

3 1= 0;

4 enquanto eziste um vértice v com grau pelo menos 3 em G faga

5 Construa uma arvore 7; com raiz v e os vizinhos de v como folhas;

6 enquanto pelo menos uma folha de T; pode ser expandida faga

7 Seja x uma folha de T; que pode ser expandida com uma regra de

prioridade mais alta;

8 Expanda z;

9 fim

10 F:=FUT;

11 Remova de G todos os vértices em Tj;

12 1 =1+ 1

13 fim

14 Conecte as arvores em F' e todos os vértices que nao estao em F' para formar
uma arvore geradora 7.

15 fim

Algoritmo 3: Arvore (G)

E f4cil ver que cada passo do algoritmo pode ser executado em tempo polinomial. Além
disso, os lagos interno e externo executam no maximo O(n) vezes, onde n é o nimero de
vértices de GG, pois cada vértice pode ser expandido no maximo uma vez e ao término da
construcao de cada arvore T; os vértices de T; sao removidos de GG. Logo o algoritmo tem
complexidade de tempo polinomial. Para detalhes de implementacao consulte a secao
5.2.2.

3.3.2 Definicoes

Sejam F' e T produzidas pelo Algoritmo 3, onde F' = {7, T3, ..., Ty} é a floresta e T é a
arvore geradora de um grafo G.

O vértice interno y adicionado pela regra de expansao de prioridade 1 é chamado de
vértice preto. Para uma arvore T; que pertence a F', denotamos por B(T;) o conjunto de
vértices pretos em T; e por V(T;) os vértices que pertencem a T;. O conjunto de vértices
pretos em F' é denotado por B(F') e o conjunto de vértices de F' é denotado por V (F).
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Chamamos de vértices exteriores os vértices de GG que nao pertencem a F'. Denotamos
por X o conjunto de vértices exteriores. Um vértice exterior nao pode ser adjacente a
um vértice interno de alguma arvore 7T; porque quando um vértice x ¢ expandido todos
os seus vizinhos que nao pertencem a F' sao adicionados a T;.

@OOO O@O

Figura 3.12: Exemplo de uma floresta F' construida pelo Algoritmo 3.

Na Figura 3.12 temos um exemplo de uma floresta com duas arvores produzida pelo
Algoritmo 3. A arestas escuras sao arestas de F' e as pontilhadas de E(G)\E(F). A
arvore Ty tem 7 folhas e T tem 6 folhas. Os vértices v, e vy sao exemplos de folhas de F.
Os vértices v3 e vy sa0 vértices pretos e vs e vg sao exemplos de vértices exteriores.

3.3.3 Garantia da razao de aproximacao

Nesta subsecao provamos que o Algoritmo 3 ¢é 3-aproximado apresentando um limite
superior para o numero de folhas de qualquer arvore geradora e um limite inferior para o
nimero de folhas de uma arvore T produzida pelo Algoritmo 3.

Mostraremos que a floresta F' tem a propriedade que exatamente 2k folhas sao mortas
para conectar as (k+1) arvores e formar a arvore geradora T'. Para conectar as arvores de
I sao mortas 2k folhas e o nimero de folhas nao é alterado ao conectar cada componente
conexo de G[X] que nao foi usado para conectar arvores de F'. Esses fatos nos permitem
mostrar um limitante superior para o nimero de folhas em qualquer arvore geradora de
G em termos do nimero de vértices em F.

Lema 3.13. Seja G' = (V' E’) o grafo formado pela contragio de toda drvore T; em F
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a um unico vértice e removendo as arestas multiplas entre pares de vértices. Todo vértice
exterior tem no mdximo grau 2 em G'.

Prova. Suponha por contradi¢do que existe um vértice exterior v que tem grau pelo
menos 3 em G'. Considere 3 vizinhos de v. Note que esses 3 vizinhos de v ndo podem ser
vértices exteriores porque o Algoritmo 3 teria escolhido v como raiz de uma nova arvore.
Logo, pelo menos um vizinho de v pertence a F'. Seja T; a primeira arvore construida
pelo algoritmo que contém um vizinho u de v. Note que pela constru¢ao de G’ os outros
2 vizinhos considerados de v nao pertencem a 7;. Ja que v é adjacente a pelo menos
dois vértices que nao estdo em F entao o Algoritmo 3 expandiria u pela regra 2 e v seria
adicionado a T;, contradi¢ao com o fato de v ser vértice exterior. O]

Lema 3.14. Seja u uma folha de alguma drvore T; de F'. Se u € adjacente a dois vértices
v, w que nao pertencem a T;, entdo v e w sao folhas da mesma drvore T; de F'.

Prowva. Primeiro vamos mostrar que v e w nao sao vértices internos em F. Suponha por
contradicao que v é vértice interno em alguma arvore Tj. Se o algoritmo constrdéi a arvore
T; antes da arvore T;, entao u deveria ter sido colocado como filho de v em Tj. Se T; ¢
contruida primeiro, entdo a folha u deveria ter sido expandida e teria v como seu filho.
De qualquer forma, u e v estariam na mesma arvore, uma contradi¢do. Entdo, v ndo é
vértice interno de F'. O mesmo vale para w.

A seguir faremos uma andlise dos possiveis casos restantes. Os vértices v e w nao
podem ser ambos vértices exteriores, porque se fossem entao o vértice u teria sido expan-
dido, mas u é folha em T;. Pelo menos um de v, w deve ser folha em F'. Seja v uma folha
de alguma arvore Tj. Mostraremos que w nao pode ser vértice exterior e nem pertencer
a uma arvore Ty, tal que k # j.

Suponha que w ¢ um vértice exterior. Se o algoritmo constréi a arvore 7 antes da
arvore T;, entdo v teria sido expandido e u seria seu filho. Se 7T; é contruida primeiro,
entao u teria sido expandido e v seria seu filho. Em ambos os casos u e v estariam na
mesma arvore, uma contradicdo. Entao, w nao é um vértice exterior. Logo, v e w sao
folhas em F'.

Suponha que w pertence a uma arvore Ty, tal que k& # j. Veja a Figura 3.13. Por
definicao de w sabemos que k # i. As arvores T;, T e T}, foram contruidas pelo Algoritmo
3 em alguma ordem. Se T; foi a primeira a ser construida, entdo u seria expandido e v e
w seria seus filhos em T;. Se T} foi construida primeiro, entao v seria expandido e u seria
seu filho em Tj. Se Ty, foi a primeira, entdo w seria expandido e u seria seu filho em 7.
Sabemos que u nao estd na mesma arvore de v ou w. Entao v e w pertencem a mesma
arvore T}. O

Corolario 3.15. Qualquer drvore geradora de G tem no mdximo |V (F)| — 2k folhas.
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T T} T

Figura 3.13: Ilustracao da prova do Lema 3.14.

Prova. Sejam T* uma arvore geradora de G e F* a floresta induzida por 7% em V(F').
Seja z o ntimero de vértices exteriores que sao folhas em 7, ou seja, z = [V(X) NV (T%)].
Um limitante para o nimero maximo de folhas de T é |V (F)| + z. Pelos lemas 3.13 e
3.14, qualquer maneira de conectar as arvores de F™* deve matar pelo menos 2k folhas de
F*. Além disso, pelo lema 3.13 para conectar cada vértice exterior que é folha em T
exatamente uma folha de F** ¢ morta. Logo Vi(T™) < |V (F)|+z—2k—z = |V(F)|-2k. O

Agora mostramos um limitante inferior para o niimero de folhas em uma floresta F' e
provamos que o Algoritmo 3 é 3-aproximado.

Lema 3.16. Para qualquer drvore T; de F', |Vi(T;)| > 3+ |B(T;)| + (|V(T;)| — 3| B(T;)| —

4)/2.

Prova. A raiz de T; tem grau pelo menos 3. Entao quando adicionada a T; tera pelo
menos 3 filhos. A aplicagdo da expansao de prioridade 1 mata uma folha e adiciona 2.
Logo, aumenta 1 folha por aplicacio. B aplicada |B(T})| vezes. Os outros (|V(T})| —
3|B(T;)| —4) vértices de T; sao adicionados por expansoes de prioridade 2. Note que toda
aplicacao da regra 1 tem prioridade 2. Uma aplicacao da regra 1 adiciona pelo menos 2
vértices a T; e mata uma folha. Uma aplicacdo da regra 2 de prioridade 2 adiciona pelo
menos 4 vértices a T;, sendo que um deles nao sera folha, e mata uma folha. Logo, as
expansoes de prioridade 2 aumentam o niimero de folhas de T; em pelo menos metade do
numero de vértices adicionados a T; por elas. O

Lema 3.17. O Algoritmo 3 é 3-aproximado.

Prova. Sejam T uma arvore geradora construida pelo Algoritmo 3 e T™ uma &arvore
geradora com numero maximo de folhas. Sabemos que o niimero maximo de folhas mortas
para conectar as arvore de I’ é igual a 2k. Assim, o numero de folhas de T' é pelo menos



3.3. Algoritmo 2-aproximado 33

a soma do numero de folhas de cada arvore T; menos 2k. Temos que:

ViT)| = X V(T - 2
(V)| = [B(F)| +2(k+1))/2 -2k
(V(F

)| = [B(F)| =2k +2)/2,

v v

onde a segunda desigualdade vem do Lema 3.16.

Assim,

|V (F)| -2k

V-5 25122

(VI =|BUI)|=2k)+2| B(F)|
\V(F%\E\B(f)lf%

IAIA

2+ VBT
2| B(F)|

IN

2+ 1k 1 3|B(F)|—|B(F)|—2k

2+ sirin

3,

onde a primeira desigualdade segue do corolario 3.15 e do lema 3.16, a segunda desi-
gualdade multiplicamos por 2/2, adicionamos 2|B(F)| — 2|B(F')| ao numerador, sub-
traimos 2 do denominador e rearranjamos os termos, a primeira igualdade dividimos
2(|V(F)| — |B(F)| — 2k +2) por |V(F)| — |B(F)| — 2k + 2, a terceira desigualdade subs-

k
tituimos |V (F')| por 4k + 3| B(F)|, pois |V (F)| > X |V(T;)| > 4k + 3| B(F)|, ja que cada
=0

1=
arvore tem uma raiz com pelo menos 3 filhos e cada aplicacdo da expansao de prioridade

1 adiciona 3 vértices, a segunda igualdade rearranjamos os termos, a ultima desigualdade
2|B(F)]
2[B(F)[+2k

IN

substituimos por 1. O



Capitulo 4

Algoritmos Aproximados para
Grafos Cibicos

Neste capitulo apresentamos algoritmos aproximados para o PAGMF para grafos ctbicos.
Grafos ctibicos sao grafos onde todos os vértices tém grau 3. Na primeira se¢ao apresenta-
mos um algoritmo guloso com razao de aproximacao 7/4. Na se¢ao seguinte apresentamos
um algoritmo 3/2-aproximado que possui a melhor razao de aproximagao conhecida para
essa classe.

4.1 Algoritmo 7/4-aproximado

Nesta se¢ao apresentamos um algoritmo 7/4-aproximado proposto por Lorys$ e ZwoZniak
[17]. O algoritmo constréi uma floresta F' usando algumas regras para adicionar novos
vértices. Entao conecta as arvores de F' e os vértices que nao pertencem a floresta para
formar uma arvore geradora de G.

4.1.1 Algoritmo

No primeiro passo o algoritmo constroi uma floresta F' de G' usando trés regras. A regra
1 coloca na arvore T; dois vértices u; e us que na<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>