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Abstract

In this project, we study the Maximum k-Subset Intersection problem (kMIS). Given an
integer k, a ground set U and a collection S of subsets of U, the kMIS problem is to
select k distinct subsets S7, S, ..., Sk in & whose intersection size [S; NSy N -+ N S| is
maximum. The kMIS problem is NP-hard and hard to approximate and occurs in areas
of applications such as computational biology and data privacy. To the best of our knowl-
edge, no exact method was proposed to solve this problem.

In this work, we introduce five integer linear programming formulations for the pro-
blem, three using a simple Branch-and-Bound method and two using a Branch-and-Cut
method. We also present a greedy heuristic and a metaheuristic GRASP developed in
order to generate good lower bounds. The heuristic GRASP developed was able to find
solutions very close to the optimal ones. Furthermore, we introduce a very efficient pre-
processing procedure to reduce the size of the input. Computational experiments were
performed in order to analyze the performance of the integer linear programming models
in question, showing that the Branch-and-Cut models performed better.
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Resumo

Neste projeto, nés estudamos o Problema da Maxima Interse¢ao de k-Subconjuntos (KMIS).
Dado um inteiro k, um conjunto base U e uma cole¢ao S de subconjuntos de U, o problema
EMIS consiste em selecior k£ subconjuntos distintos S7, 55, ..., S, em S cujo tamanho da
intersegdo de |S; N Sy N ... N S| seja maxima. Trata-se de um problema N P-dificil e
dificil de ser aproximado que ocorre em aplicagdes de areas como biologia computacional
e privacidade de dados. Até o nosso conhecimento, nenhum método exato foi proposto
para resolver este problema.

Neste trabalho, introduzimos cinco formulagoes de programacao linear inteira para o
problema, sendo trés baseadas no método de Branch-and-Bound e duas no método de
Branch-and-Cut. Além disso, uma heuristica gulosa e uma meta-heuristica GRASP fo-
ram desenvolvidas com o intuito de gerar bons limitantes inferiores. A heuristica GRASP
desenvolvida foi capaz de encontrar solu¢des muito préximas da solucao 6tima. Ademais,
introduzimos um método muito eficiente de pré-processamento para reduzir o tamanho da
entrada. Experimentos computacionais foram realizados de forma a analisar o desempe-
nho dos modelos de programacao linear inteira em questao, demonstrando que os modelos
baseados no método de Branch-and-Cut obtiveram melhores resultados.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de otimizacao combinatoria ocorrem em diversas situacoes praticas do dia
a dia, como por exemplo em areas de logistica de transporte e distribui¢ao, alocacao
de recursos, entre outras. Problemas de corte e empacotamento e do caixeiro viajante
sao dois exemplos de problemas classicos e muito bem estudados em otimizacao com-
binatoria. Novas variantes destes problemas surgem a medida que aplica¢bes exigem
restrigoes adicionais ou relaxam algumas restri¢des do problema. Em particular, neste tra-
balho estamos interessados em uma variante do Problema de Subconjunto de Intersecao
Maéxima [Clifford and Popa(2011)], denominado o Problema da Maxima Intersegao de
k-Subconjuntos (kMIS).

O kEMIS é definido do seguinte modo: dada uma cole¢ao {51, ..., S,} de n subconjuntos
sobre um conjunto finito de elementos {ey,...,e,}, e um inteiro positivo k, o objetivo
é selecionar exatamente k subconjuntos cujo tamanho da intersecao destes subconjuntos
seja maxima. Utilizando a terminologia de teoria dos grafos, o problema pode ser descrito
da seguinte maneira: dado um grafo bipartido G = (V = LUR, E), em que L representam
os subconjuntos, R os elementos e uma aresta liga um vértice ¢ associado a S; € L a um
vértice j correspondente a e; € R se e somente se e; € 5;, o objetivo ¢ encontrar uma
biclique (um subgrafo bipartido completo) B, subgrafo de G, tal que |V(B)NL| =k e
|V(B) N R| seja méxima.

Na Figura 1.1 é mostrado o grafo bipartido referente a instancia do problema em
que k = 2, L = {51,55,53,5} e R = {1,2,3,4,5}, onde S; = {2,3}, Sy = {1,2,3},
S3=41,2,3,4,5} e Sy = {2,3,5}.

A motivagao inicial para investigar o kMIS origina-se de sua aplica¢ao no controle de
dados de pacientes em hospitais [Vinterbo(2002)]. Seja L o conjunto de pacientes de um
hospital e R um conjunto de dados dos pacientes. Para evitar que dados divulgados de
pacientes nao possam ser utilizados para identifica-los, é permitido revelar algum dado
somente se k pacientes possuam este mesmo dado, de maneira que k seja grande o su-



Figura 1.1: Para k = 2, a solucao 6tima é obtida com os subconjuntos S, e S3, dada por

{1,2,3}, ou S5 e Sy, dada por {2,3,5}.

ficiente para garantir a preservagdo da privacidade. Com isto, o objetivo do problema
torna-se em encontrar k pacientes que possuam a maior quantidade possivel de dados em
comum.

Em [Nussbaum et al.(2010)Nussbaum, Pu, Sack, Uno, and Takeaki], uma aplicagao do
EMIS na andlise de DNA Microarray ¢ mencionada. Dados de Microarray sao usualmente
apresentados como uma matriz bidimensional em que as linhas representam genes e as
colunas condigoes de teste. Cada entrada [i,j] da matriz bindria representa o nivel de
expressao de um dado gene ¢ sobre uma determinada condi¢ao j. Para melhor entender
processos biolégicos de uma célula, bidlogos geralmente tentam encontrar relagoes en-
tre subconjuntos de genes e subconjuntos de condi¢oes. Contudo, esta andlise se torna
inviavel de ser realizada sem a utilizacao de recursos computacionais. Este problema
pode ser modelado como uma instancia do problema kMIS de forma que L é o conjunto
de genes e R o conjunto de condicoes, e o objetivo é selecionar k genes que possuam o
maior nimero de condi¢bes em comum.

Neste trabalho, a seguinte aplicacdo para o kMIS foi considerada: cada vértice em L
representa um artista musical (cantor, banda, etc...), e cada vértice em R representa uma
pessoa, de modo que existe uma aresta ligando um vértice j € R a um vértice 1 € L se a
pessoa j é fa do artista musical 2. O objetivo do problema ¢é encontrar um conjunto de k
artistas musicais (para fazer parte de um show de rock, por exemplo) com o maior ntimero
de fas em comum, o que permite a realizagao de um show em que as pessoas gostem da
maioria das bandas escolhidas.

A proposta desta dissertagdo é investigar o KMIS do ponto de vista algoritmico.
Mais precisamente, deseja-se avaliar a adequabilidade de algoritmos exatos baseados em
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técnicas de Programacao Linear Inteira (PLI) e de heuristicas como algoritmos Gulosos
e Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) para resolver o problema.
Além da motivacao oriunda das aplicagoes praticas ja mencionadas acima, a direcao de
pesquisa escolhida nesta dissertacao se justifica pelas seguintes razoes. Primeiramente, o
problema foi provado ser N'P-dificil por Vinterbo [Vinterbo(2002)] e recentemente Xa-
vier [Xavier(2012)] demonstrou que o problema ¢ dificil de ser aproximado. Ademais,
nao foi encontrado na literatura nenhum trabalho onde tenha sido feito um tratamento
algoritmico do problema, nao havendo, portanto, qualquer previsao sobre para qual ta-
manho de instancia se pode resolvé-lo na pratica.

O restante deste capitulo é dedicado a apresentacdo da terminologia e de conceitos
basicos a serem utilizados no decorrer desta dissertacao. Na Secao 1.1 fazemos uma breve
revisdo bibliogréfica de problemas relacionados com o EMIS. Na Secao 1.2 caracteriza-
mos um problema de Programacgao Linear (PL) e sua diferen¢a para um problema de
Programacao Linear Inteira (PLI). Na Secao 1.3 apresentamos o algoritmo de Branch-
and-Bound (B&B), um dos principais algoritmos usados para resolver problemas de oti-
mizacao combinatoéria e PLI. Na Secao 1.4 sao apresentados alguns resultados basicos de
teoria poliedral com o intuito de se avaliar a forca das desigualdades utilizadas em um
modelo de PLI. Na Se¢ao 1.5 descrevemos o algoritmo de planos de corte, outro método
muito utilizado para resolver problemas de PLI. Por fim, na Secao 1.7 apresentamos a
organizacao do texto restante desta dissertacao.

1.1 Problemas Relacionados

Nesta se¢ao é feita uma revisao dos trabalhos anteriores que apresentam problemas re-
lacionados ao AMIS. Segundo nossa pesquisa bibliografica, foi [Vinterbo(2002)] o pri-
meiro a citar este problema na literatura. Em relacao a complexidade computacio-
nal, em [Vinterbo(2002)] e [Xavier(2012)] é demonstrado que o problema é N'P-dificil
e em [Xavier(2012)], é também demonstrado que o problema é inaproximavel, de modo
que o kMIS nao admite algoritmo ﬁ—aproximado, sendo N o tamanho da entrada e €
uma constante. Para provar a complexidade do problema, [Xavier(2012)] realiza uma
redugdo a partir do problema Maximum Edge Biclique (MEB), provado ser N'P-dificil
por [Peeters(2003)]. O problema MEB ¢ definido do seguinte modo: dado um grafo bi-
partido G = (L U R, E), o objetivo do problema é encontrar uma biclique B, subgrafo
de G, que possua cardinalidade maxima de arestas. A Figura 1.2 exibe uma instancia do
problema MEB.

Uma ideia natural para resolvermos o problema MEB ¢é resolvermos o kMIS, para
k=1,2,...,|L|, e retornarmos a solugdo que possuir o nimero maximo de arestas. Este

processo nos leva intuitivamente a solucao 6tima do problema MEB. Nota-se também que
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Figura 1.2: Instancia do problema MEB em que os vértices em cinza representam a maior
biclique presente no grafo.

o problema kMIS é um caso particular do problema MEB com a restricao adicional de
que [V(B)NL| = k.

Em [Acufia et al.(2014)Acuna, Ferreira, Freire, and Moreno] sdo propostas formulagoes
em programacao linear inteira para o problema MEB. A partir das formulagdes pro-
postas sao realizados experimentos computacionais utilizando instancias provenientes de
aplicacoes em bioinformatica e instancias geradas aleatoriamente.

Em [Nussbaum et al.(2010)Nussbaum, Pu, Sack, Uno, and Takeaki| é apresentado um
algoritmo para o problema MEB no caso especial onde G = (LUR, E) é um grafo convezo
em R (G é dito ser convero em R se existir uma ordenacao de vértices em R tal que, para
qualquer vértice v € L, os vértices adjacentes a v sdo consecutivos em R). O algoritmo
apresentado possui complexidade O(m log® m log log m) em tempo e O(m) em espaco,
onde m = |E].

Em [Alexe et al.(2004)Alexe, Alexe, Crama, Foldes, Hammer, and Simeone| e
[Dias et al.(2005)Dias, de Figueiredo, and Szwarcfiter|, os autores apresentam algoritmos
exponenciais capazes de gerar todas as bicliques maximais de um grafo G, tornando assim
possivel encontrar uma solucao para o problema MEB através de uma simples busca pela
biclique de maior niimero de arestas. Contudo, optamos por estudar o problema através
de modelos de programacao linear inteira em virtude que testes preliminares mostraram
resultados superiores dos modelos PLI em relacao aos algoritmos exponencias que geram
todas as bicliques maximais de um grafo. Dado o estreito vinculo entre o kMIS e o
MEB, veremos no Capitulo 2 trés modelos de PLI para o kMIS baseado nas formulagoes
discutidas em [Acuna et al.(2014)Acuna, Ferreira, Freire, and Moreno.
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1.2 Conceitos Basicos de Programacao Linear Inteira

O problema de programacao linear consiste em maximizar ou minimizar uma funcao linear,
denominada de fungao objetivo, sobre uma regido no espago descrita por um conjunto
de desigualdades também lineares, chamadas restricoes do problema. Uma instancia do
problema de programacao linear (PL) pode ser descrito da seguinte maneira:

Maximize cx
sujeito a Az < b, (1.1)
r € R} (1.2)

onde A é uma matriz m por n, ¢ um vetor linha n-dimensional, b um vetor coluna
m-dimensional e  um vetor coluna n-dimensional de variaveis. Adicionando a restricao
de que as varidveis em x devem assumir valores inteiros, ou seja, x € Z, temos entao
uma instancia do problema de problema de programagao linear inteira (PLI). Como as
solucoes do PL devem satisfazer um sistema linear, sabemos que o conjunto de solugoes
viaveis forma um poliedro.

O problema de PLI é mais dificil que o problema de PL, visto que uma instancia
do problema de PL pode ser resolvida por algoritmos polinomiais, como por exemplo o
método dos pontos interiores [Karmarkar(1984)], enquanto o problema de PLI é N'P-
dificil.

Seja P um conjunto de pontos de coordenadas inteiras que sao viaveis para um modelo
de PLI. A envoltéria convexa de P é definida como o menor poliedro que contém todos os
pontos de P. A Figura 1.3 mostra um exemplo em que os pontos em cinza representam
solugoes viaveis para um problema, sendo o menor poligono que contém todos os pontos em
cinza a envoltoria convexa e o poligono externo uma formulacao valida para o problema.
Uma formulagao valida é aquela que contém todos os pontos em P e nao contém nenhum
ponto inteiro externo a P.

Um dos algoritmos mais utilizados para se resolver problemas de PLI é o algoritmo
de Branch-and-Bound (B&B), que se vale da relaxacdo linear do problema para gerar
sucessivos limitantes superiores e inferiores para o problema até que os dois atinjam o
mesmo valor, chegando assim a uma solucao 6tima do problema. A relaxacao linear de
um problema de PLI corresponde a substituicao das restri¢oes de integralidade, x € Z7,
por restricoes x € R}, gerando assim seu problema em PL correspondente. Esta trans-
formacao é conveniente, pois vimos que PLs podem ser computados em tempo polinomial,
o que permite calcular rapidamente limitantes duais para o problema que se quer resolver.
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Figura 1.3: Envoltéria convexa e formulacoes validas de um problema.

1.3 Método de Branch-and-Bound

Como dito anteriormente, o paradigma de B&B é um dos principais métodos para resol-
vermos problemas de otimizacao combinatéria, sendo comumente utilizado na resolugao
de modelos de PLI. Considere o seguinte problema:

z =max{cx:x € S} (1.3)

Seja S = S U...US, uma decomposi¢ao de S em conjuntos menores, 2z’ = max{cx :
r € Sy} parap =1,...,cez=max,z’. O algoritmo baseia-se na observagao de que a
enumeracao das solugoes inteiras do conjunto S possui uma estrutura de arvore. Podemos
considerar, por exemplo, um modelo que possui uma variavel inteira x;, e uma variavel
bindria xo, tal que 1 < 1 <3 e 0 < xy < 1. A Figura 1.4 exibe a enumeracao de todas
as solugoes para estas variaveis.

A estrutura da Figura 1.4 pode ser vista como uma arvore onde inicialmente o conjunto
S é decomposto nos subconjuntos S; = {z € S : 23 =1}, S ={r € S : 2, =2} e
Sy ={x€S:x =3} entdo Sijp={r €S :22=0},e 511 ={x €5 :2y=1}, e assim
por diante. Os nos folhas representam todas as solugdes enumeradas, possuindo 6 delas
no total: (3 possiveis valores de 1) x (2 possiveis valores de z3).

A ideia principal do algoritmo de branch-and-bound consiste em minimizar o cresci-
mento da arvore de enumeracao, a medida que esta é construida, através da realizacao de
podas em nés em que se é possivel saber previamente que estes nao nos levarao a uma
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Figura 1.4: Exemplo de arvore completa de enumeracao.

solucao 6tima do problema. Isto é desejavel pois a construcao da arvore de enumeracao
completa é normalmente invidvel devido ao ntimero exponencial de solugoes. Seja ZP e
2P um limitante superior e inferior para z,, entao temos que os valores de Z = max, z% e
z = max, 2P representam limitantes superiores e inferiores em z, respectivamente.

Podemos podar um né da arvore de enumeracao se este estiver em algum dos trés
casos descritos em 1.3.1, 1.3.2 ¢ 1.3.3.

1.3.1 Poda por Otimalidade:

Analisando a arvore de enumeracao da Figura 1.5, podemos observar que o limitante
superior e inferior em S5 sao ambos iguais a 10, o que implica que S, pode ser podado,
visto que conhecemos uma solugao de custo 10 e a melhor solugao possivel para Sy também
possui valor 10.

1.3.2 Poda por limitante:

Na arvore de enumeracgao da Figura 1.6, temos que a solu¢ao de maior custo em Sy possui
no maximo o valor 15, enquanto analisando o n6 S verificamos que ja é conhecida uma
solucao de ao menos custo 18. Logo, o n6 S; pode ser podado.
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Figura 1.6: Exemplo onde o n6 S; pode ser podado da arvore por limitante.

1.3.3 Poda por inviabilidade:

Dada a desigualdade 1021 +5x5 < 9 e a arvore de enumeracao da Figura 1.7, se x; assumir
o valor 1 temos que a desigualdade é violada. Logo, podemos podar o n6 Sy da arvore
de enumeracao, visto que todas as solucoes provenientes deste né nao sao solugoes viaveis

do problema.

Figura 1.7: Exemplo em que o n6 Sy pode ser podado da arvore.

Em um dado momento da execugao do algoritmo, os nos da arvore que nao estao
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podados sdao chamados de noés ativos. O algoritmo encerra sua execuc¢do quando nao
existem mais nés ativos na arvore, retornando assim uma solugao de valor 6timo z do
problema.

1.4 Conceitos da Teoria Poliedral

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos basicos de teoria poliedral a serem utilizados
durante o decorrer desta dissertacao. Inicialmente formalizamos conceitos como dimensao,
face e faceta de um poliedro e em seguida descrevemos dois métodos para se avaliar a forca
de uma desigualdade.

1.4.1 Conceitos Basicos

DefiniA§A$o 1.1. Um conjunto de pontos x',...,z" € R™ é linearmente independente
se a tnica solugdo para Yr_ azx; =0 € a; = 0 para todo i € {1,...,p}.

DefiniA§A$o 1.2. Seja A wma matriz de dimensdo m X n, o posto de A corresponde ao
nimero de linhas (ou colunas) linearmente independentes.

DefiniA§A$o 1.3. Um conjunto de pontos z',...,zP € R™ é afim-independente se a
tnica solugdo para Y8 a;x; =0, 37 1 a; =0 € a; =0 para todo i € {1,...,p}.

DefiniA§AS$o 1.4. Seja P = {x',2%,..., 2P} um conjunto de pontos em R™. A envoltéria
conveza de P ¢ dada por:
P

p
conv(P)={>_auz":> o, =1,2" € Py €R,,i=1,...,p} (1.4)

=1 =1

DefiniA§A$o 1.5. Um poliedro P C R ¢ dito ser mondtono se e somente se para todo
r € P etodoy e R} comy < x, tem-se que y € P.

DefiniA§A$o 1.6. Uma desigualdade mx < my € vdlida para um poliedro se todos os
pontos deste poliedro a satisfazem.

DefiniA§A$o 1.7. Um conjunto D C R™ possui dimensio d se a cardinalidade de
todo subconjunto mazximal de vetores afim independentes em D é n+ 1. Se dim(D) =
dim(R™) = n, dizemos entdao que D possui dimensdo cheia.

DefiniA§AS$o 1.8. Seja (A=,b™) o conjunto de igualdades de um poliedro P C R". A
dimensao de P ¢é dada por dim(P) =n — posto(A=,b7).
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DefiniA§A$o0 1.9. Se 1z < 1y e px < po sdo duas iqualdades vdlidas para um poliedro
P, dizemos que mx < my domina pur < g se existir u > 0 tal que ™ > up e my < upg.

DefiniA§A$o 1.10. Seja ax < ay wma desigualdade vdlida para wm poliedro P. O
conjunto F' = {x € P : ax = o} € chamado de face de P (dizemos que a desigualdade
axr < «q define face F em P). Uma face € dita ser propria de F # () e F # P. Se
dim(F) = dim(P) — 1 entao F é dita ser uma faceta de P.

A importancia de se conhecer facetas de um poliedro P advém do fato de que, um
sistema linear minimal descrevendo P deve conter exatamente uma desigualdade linear
para cada faceta de P. Pela defini¢ao acima, percebe-se que a dimensao de uma faceta é
a maior possivel para uma face qualquer. Assim, associa-se a for¢ca de uma desigualdade
a dimensao da face associada. Nesse sentido, as desigualdades definidoras de facetas sao
as mais fortes que se pode obter, de modo que uma desigualdade que define faceta nao
¢ dominada por nenhuma outra. O sucesso do método de Branch-and-Cut, utilizado na
resolucao de problemas de PLI, é ligado a utilizacdo de desigualdades fortes.

Um dos métodos mais usuais para se caracterizar se uma desigualdade define faceta
para um certo poliedro P deriva da propria definicao de dimensao. E o denominado
método direto, que consiste em exibir exatamente dim(P) vetores afim-independentes
que satisfacam a inequacao na igualdade. Nesta dissertacao, utilizamos o método direto
em todas as provas de caracterizacao de facetas.

Contudo, encontrar pontos afim-independentes para caracterizar que uma desigual-
dade define uma faceta pode ser uma tarefa dificil. Neste caso, outro método muito
utilizado na literatura para definir se certa inequacao define uma faceta é o método indi-
reto. O método indireto baseia-se no Teorema 1.1.

Teorema 1.1. Seja (A=,b7) o conjunto de igualdades de um poliedro P C R" e seja
F={x¢e€ P:mx=my} uma face prépria de P. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1. F é uma faceta de P.

2. Se A\x = Ay para todo x € F, entdo

(X, XNo) = (am + vA=, amy 4+ vb™) para algum o € Ry e algum v € RIA™]

Todavia, em casos em que o poliedro P nao possui dimensao cheia o método indireto
pode apresentar dificuldades, visto que uma faceta pode ser definida por um nimero
infinito de hiperplanos. Devido a isto, quando o poliedro nao possui dimensao cheia opta-
se geralmente por estudar o poliedro monétono P’ O P, no qual toda solu¢ao 6tima de P
é também uma solucao 6tima de P’, sendo P’ de dimensao cheia.
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1.5 Algoritmo de Planos de Corte

A ideia do algoritmo de planos de corte é adicionar desigualdades que removam pontos
nao-inteiros do poliedro correspondente a relaxacao linear do modelo de PLI associado ao
problema que se quer resolver. Com a adi¢ao de sucessivas desigualdades validas, ocorre
um fortalecimento desta relaxacdo na medida em que, a cada desigualdade adicionada,
o poliedro da relaxacao reduz de tamanho, aproximando-se iterativamente da envoltoria
convexa das solugoes inteiras. Um algoritmo de B&B que utiliza-se da adi¢ao de planos de
corte para remover solu¢oes nao-inteiras do problema ¢ denominado de Branch-and-Cut.

Seja P o conjunto de solucoes viaveis de um problema de PLI, F um conjunto de de-
sigualdades fortes com respeito a conv(P) e uma rotina, denominada rotina de separagao,
cujo objetivo é determinar se existe alguma desigualdade em F que seja violada por um
ponto que nao esteja em conv(P). A ideia do algoritmo de B&C é baseada na utilizagao
do método de B&B, de modo que a cada né da arvore de enumeracao é executado um
algoritmo de planos de corte.

Seja s a solucao 6tima obtida pela relaxacao linear do né i na arvore de enumeracio.
Temos entdo que se s’ contém elementos fraciondrios, podemos utilizar a rotina para en-
contrar uma desigualdade valida em F que a solucdo s’ ndo satisfaca. Em caso positivo,
a desigualdade violada ¢é inserida na formulacao e a relaxacao linear do né é resolvida
novamente. Este processo pode ser repetido enquanto for possivel encontrar uma desi-
gualdade valida que corte a solucao fracionaria obtida pela relaxacdo linear de um né
ou enquanto a adi¢ao desta desigualdade esteja melhorando consideravelmente o limi-
tante superior do problema. Caso nenhuma desigualdade seja adicionada, escolhe-se uma
varidvel fracionéria em s’ para a realizacao do branching na arvore de enumeracao.

A Figura 1.8 mostra um exemplo de uma desigualdade que remove o ponto nao-inteiro
r* da solugdo mantendo todos os pontos inteiros viaveis do problema.

Decidir se uma desigualdade representa um plano de corte em alguns casos ¢ um
problema N P-dificil. Na prética, sao utilizadas familias de desigualdades validas e, ao
verificarmos que o ponto obtido pela relaxacao de um noé nao é inteiro, verificamos através
de uma heuristica se o ponto viola alguma desigualdade valida desta familia.

1.6 Notacoes e Definicoes

Nesta se¢ao, introduzimos as notagoes e defini¢oes utilizadas nesta dissertacao.

Seja G = (V, FE) um grafo bipartido e L e R as duas partes da biparticao de V
(ouseja, V=LUR, LNR =0e E C L x R). Por simplicidade, dizemos que G é
(L, R)-bipartido e, dada uma aresta {u,v} € E, supomos, por conveng¢io, que u € L,
v € R e escrevemos uv (sem chaves, ou seja, o rétulo a esquerda corresponde ao vértice
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Figura 1.8: Exemplo de um plano de corte removendo a solu¢ao 6tima nao-inteira da
relaxacao linear.

em L, e o vértice a direita corresponde ao vértice em R). Dado um subgrafo B de G,
denotamos seu conjunto de vértices por Vg, seu conjunto de arestas por Ep e dizemos
que B é um grafo (Lp, Rg)-bipartido, em que Lg = Vg N L e Rg = Vg N R. Dado um
subconjunto de vértices S C V', o subgrafo de G induzido por S é o grafo G' = (V', E'),
tal que V! = S e £ = {uww € E | u € V'ev € V'}. Dado um vértice u em V,
seja N(u) = {v € V | {u,v} € E} o conjunto de wvizinhos de u e N(u) o conjunto de
vértices que nao sao vizinhos de u na parte oposta da biparti¢ao (ou seja, se u € L entao
N(u) = R\ N(u), caso contrario N(u) = L\ N(u)). Dado um subconjunto S de V,
N(S) = Nues N(u) é o conjunto de vizinhos que todos os vértices em S tem em comum.
Denotamos por F = {{u,v} |u € L e v € N(u)} o conjunto de arestas que faltam para
G se tornar um grafo bipartido completo. Dizemos que B é uma biclique se uv € Ep,
para todo u € Lg e v € Rp. Denotamos por x(B) o vetor incidéncia de B, em que
x(B) € {0,1}VI'e x(B), = 1 se e somente se u € V. Para todo u € V, denotamos por
B, a biclique que contém apenas o vértice u e seja B = {x(B,) € {0, 1}/LI+El | 4 € V1.

Dada uma insténcia (G, k) do kMIS, denotamos por opt(G, k) o valor 6timo da fungao
objetivo para aquela instancia.
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1.7 Organizacao do Texto

Os capitulos restantes desta dissertacao estao organizados da seguinte maneira. O Capitulo
2 descreve os algoritmos exatos desenvolvidos para o kMIS. O estudo poliédrico reali-
zado na Secao 2.4 teve como objetivo estudar desigualdades fortes para o problema. As
heuristicas apresentadas no Capitulo 3 foram desenvolvidas para o problema com o intuito
de fornecer bons limitantes inferiores iniciais para os modelos de PLI, visto que bons limi-
tantes iniciais podem levar a um maior nimero de podas na arvore de B&B, agilizando
assim a resolucao de instancias do problema. Além disso, utilizamos o valor da solucao
heuristica para gerar o modelo de cliques descrito na Secao 2.5. Devido aos bons resulta-
dos obtidos pelas heuristicas desenvolvidas, em muitos casos a dificuldade em se resolver
o problema concentra-se em provar a otimalidade de uma solugao e nao em encontra-la.
A formulacao descrita na Secao 2.6 foi motivada com o intuito de produzir limitantes
capazes de provar de maneira mais rapida a otimalidade de uma solug¢ao. Apresentamos
também na Se¢ao 3.3 dois pré-processamentos utilizados nas instancias com o intuito de
reduzir o tamanho da entrada do problema.

No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados experimentais das heuristicas e dos
algoritmos exatos desenvolvidos. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos comentarios sobre
o trabalho realizado nesta dissertacao, suas contribuicoes e direcoes de trabalho futuro.



Capitulo 2

Métodos Exatos

Neste capitulo, apresentamos as formulagoes de PLI desenvolvidas para o kMIS. Ini-
cialmente, apresentamos nas Secoes 2.1 e 2.2 duas formulagoes baseadas em PLI para
o problema MEB descritas em [Acuna et al.(2014)Acuna, Ferreira, Freire, and Moreno],
denominadas (MEB V) e (MEB L), e mostramos como ¢ possivel adapté-las para o kMIS.
Na Secao 2.3 introduzimos uma nova formulagao de PLI para o kMIS. A Se¢ao 2.4 é dedi-
cada a realizagao de um estudo poliédrico do problema, de modo que apresentamos uma
formulagao ligeiramente diferente e descrevemos uma classe de desigualdades que define
faceta para este politopo. Por tltimo, introduzimos na Sec¢ao 2.6 uma nova formulagao
iterativa baseada em PLI para o kKMIS.

2.1 Formulacdo (MEB V) adaptada para o kMIS

Para a formulacdo (MEB V), as seguintes variaveis sao definidas:

1. = quantidade de vértices vizinhos de u que pertencem a solugao, caso u também
pertenca a solugao, e 0 caso contrario, sendo que u € L.

1, caso o vértice u seja escolhido para estar na solugao, sendo que u € V'
Zy =
0, c.c

A seguir, apresentamos a formulacao (MEB V).

14
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1
Maximize z Z Yu

u€lL

sujeito a  z, + 2, < 1, Vu € Le Vv e N(u) (2.1)
Yu < |N(u)|2y, Yu e L (2.2)
Yu <Y 2, Yu € L (2.3)

vEN (u)

> zu=k (2.4)
u€l
Yu = 0, Vu € L (2.5)
2 €10, 1}, Yu eV

A restricao (2.1) assegura que caso um vértice u € L seja escolhido, nenhum vértice
de v € R que nao seja vizinho de u pode ser selecionado e vice-versa. A restricao (2.2)
forca que a quantidade maxima de vértices vizinhos de u € L pertencentes a solugao
seja |N(u)|, caso u tenha sido selecionado, e 0 caso contrario. A restrigdo (2.3) previne
que Y, seja maior que a quantidade de vértices vizinhos de u que foram escolhidos. A
restri¢ao (2.4) foi adicionada & formulagao original e assegura que k vértices em L sejam
escolhidos para a solucao; em outras palavras, a quantidade de subconjuntos escolhidos
no problema kMIS é igual a k, em concordancia com a especificagao deste problema. As
restrigbes (2.6) sdo restrigoes de integralidade. Note que a integralidade das variaveis
z associada a forma da fungdo objetivo e a restricao (2.2) ja garantem a integralidade
das variaveis y. Para estas, apenas por completude, impomos somente a restricao de
nao-negatividade (2.5). A fun¢do objetivo visa maximizar a quantidade de elementos
na intersecdo das vizinhancas dos subconjuntos escolhidos. Na formulagdo (MEB V),
existem O(|V]) varidveis e O(|L||R|) restri¢oes. A formulagdo (MEB L) descrita a seguir
corresponde a uma modificacdo da formulacao (MEB V) para reduzirmos a quantidade
de variaveis bindrias para O(|L|).

2.2 Formulacdo (MFEB L) adaptada para o KMIS

Para a variante da formulacdo (MEB L) utilizada para o problema kMIS, sao utilizadas
as mesmas variaveis descritas na formulacao mostrada em 2.1, exceto que as variaveis z
sao definidas apenas para os vértices de L e as varidveis y apenas para os vértices em R.
Note que na formulagdo (MEB V) as variaveis y eram definidas apenas para L.
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1
Maximize — Z Yo

k veER

sujeitoa  yy < Y 2, YveR (2.7)

u€N (v)

Yo < (1 — 2,)|N(v)], Vu € L, Vv € N(u) (2.8)
dz=k (2.9)
uel
Yo 2 0, YveR (2.10)
2, € {0, 1}, Vue L (2.11)

A restri¢ao (2.7) forga que y, ndo seja maior que a quantidade de vértices vizinhos
de v que foram escolhidos. A restricao (2.8) assegura que, caso um vértice u € L seja
escolhido, nenhum vértice v € R que nao seja vizinho de u possa ser escolhido. A restricao
(2.9) corresponde a mesma restri¢ao da formulagao da Secao 2.1, for¢cando que k vértices
em L sejam escolhidos para a solucao, satisfazendo assim a restricdo para o problema
EMIS em que k subconjuntos devem ser selecionados. As restrigoes (2.11) sdo restri¢oes
de integralidade. Note novamente que a integralidade das varidveis z ja garantem a
integralidade das variaveis y, de modo que apenas por completude, impomos somente a
restricao de nao-negatividade (2.10).

2.3 Formulacao MagrgsTa

Nesta se¢ao apresentamos uma nova formulacao para o kMIS. As varidveis utilizadas na
formulacao estao definidas abaixo:

1, caso o vértice 7 seja escolhido para estar na solucao, sendo que 7 € R
xT; =
0, c.c

y { 1, caso o vértice j seja um dos k subconjuntos da soluc¢ao, sendo que j € L
j —=
0, c.c
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Com isto, o modelo fica sendo:

Maximize Z T;

i€R
(IP1) sujeitoa > y; =k (2.12)
jeL
i +y; <1, Vj e L, Vie N(j) (2.13)
x; € {0,1}, Vie R (2.14)
y; € {0,1}, viel (2.15)

A restrigdo (2.12) forca que k subconjuntos sejam escolhidos. A restrigdo (2.13) as-
segura que e; nao pode estar na intersegao caso S; tenha sido escolhido quando e; ¢ S;.
As restrigdes (2.14) e (2.15) forgam integralidade das varidveis. A fungdo objetivo visa
maximizar a quantidade de elementos selecionados.

2.4 Estudo Poliédrico do Politopo do kMIS

Nesta se¢ao, tomando como ponto de partida a formulagao (IP1) da se¢ao anterior e su-
pondo conhecido um limitante primal, derivamos um novo modelo PLI para o kMIS. O
poliedro correspondente a envoltéria convexa deste novo modelo ¢ monétono. Como men-
cionado anteriormente, esta caracteristica é conveniente para o estudo facial do poliedro,
tornando mais simples as demonstragoes dos resultados. Com isto, nesta secao, fazemos
esta investigacao na qual, além de mostrar que algumas restricoes do modelo monétono
definem facetas, também obtivemos uma nova classe de facetas que terminaram por nos
conduzir a uma formulagdo ainda mais forte para o kMIS.

2.4.1 Problema £MIS mondtono

Face a maior dificuldade em se provar facetas quando um poliedro ) definido pela en-
voltéria convexa do problema de PLI nao tem dimensao cheia, é pratica usual optar por
estudar a qualidade das desigualdades para um poliedro monétono ' O @, no qual toda
solucao 6tima de @ é também uma solugao 6tima de (', sendo este tltimo de dimensao
cheia. Assim, seja Prp1(G, k, \) = conv{x € RVl|z satisfaz (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15)}.
Devido a restrigao de igualdade (2.12), o politopo associado a Pip1(G, k, \) ndo possui
dimensao cheia. Como resultado, por conveniéncia técnica, optamos por fazer a inves-
tigacao facial do politopo associado a formulagao monétona do problema kMIS, o qual
pode ser descrito simplesmente substituindo-se a igualdade em (2.12) por uma restri¢ao
de forma “<”. Contudo, para tornar o texto mais consistente com a implementa¢ao com-
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putacional que foi feita nesta pesquisa e que sera apresentada mais adiante, esta discussao
serd realizada considerando a existéncia de um limitante primal conhecido.

Assim, suponha que temos um limitante inferior A para opt(G, k). Seja L£() o conjunto
de pares de vértices de L que possuem no maximo A — 1 vizinhos em comum, ou seja,
L) = {{u,v} € L : |N(u) N N(v)] < A}. Analogamente, para um inteiro ¢, nos
definimos R(t) = {{u,v} € R : |N(u) N N(v)| < t}, isto é, como o conjunto de
pares de vértices de R cuja intersecao da vizinhanga é menor do que t vértices. Seja
F(t,\) = L(N) UR(t) U E. Note que, por construcao, qualquer um dos pares em F(k, \)
nao pode fazer parte de qualquer solu¢ao 6tima do kMIS. Seja, entdo, G’ um grafo de
forma que todo par de vértices contido em F(k, \) possui uma aresta entre si. As Figuras
2.1(a) e 2.1(b) mostram um exemplo de transformacao do grafo G de uma instancia do
EMIS quando k =2 e A = 1 para o grafo G'.

(a) Exemplo do problema kMIS (b) Grafo G’ construido através do exem-
plo da Figura 2.1(a)

Figura 2.1: Exemplo de transformacao de uma instancia do kMIS para o grafo G'.

Introduzimos a seguir uma formulacdo mondétona para uma variante ligeiramente di-
ferente do problema kMIS, denotada por kMIS()\), em que consideramos apenas solugoes
vidveis que nao contém pares em F(k, A). Como todas as solugoes dtimas sao preservadas,
a formulagao (IP2) pode ser usada para encontrar uma solugao 6tima para o kMIS. As
variaveis utilizadas nesta formulacao sdo as mesmas variaveis descritas para a formulacao

MARESTA -
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Fungao Objetivo  max > x; + (|R| +1) D> y;

i€R jeL
(IP2) sujeitoa Y y; <k (2.16)
jeL
>y + > <1, Y{u,v}eF(k AN (217)
j={u,v}NL i={u,v}NR
z; € {0, 1}, Vie R (2.18)
y; € {0,1}, Ve L (2.19)

A restricao (2.16) forga que no méximo k subconjuntos sejam escolhidos. A restrigao
(2.17) assegura que apenas solugoes que nao contém pares em F(k,\) sejam escolhi-
das. As restrigoes (2.18) e (2.19) sdo restrigoes de integralidade. Com rela¢ao a fungao
objetivo, temos que cada subconjunto que pertence a uma solucao étima gera um au-
mento em |R| + 1 unidades em seu valor. Como no maximo |R| elementos podem fazer
parte da solucao 6tima, temos que sempre ¢ mais vantajoso adicionar um subconjunto
ao invés de inserir elementos na solu¢do. Uma vez que o nimero maximo de subcon-
juntos que podemos adicionar é igual a k, toda solu¢ao 6tima contera uma biclique de
k subconjuntos que maximize o nimero de elementos nesta biclique, exatamente como
requerido na solugao do problema da formulagao original. Seja Prp2(G, k, \) = conv{z €
RVl | o satisfaz (2.16), (2.17), (2.18) e (2.19)}. O Teorema 2.1 demonstra que o poliedro
monotono Prpo (G, k, \) possui dimensao cheia. Porém, antes de enuncié-lo ¢é interessante
observar os fatos relatados no proximo paréagrafo.

Seja G' = (V',E') o grafo obtido por V! = V e E' = F(k,\). Note que toda
solugao viavel do kMIS corresponde a um conjunto independente ou estavel em G, isto
¢, um subconjunto de vértices nao adjacentes dois a dois. Porém, o contrario nao é
verdadeiro, pois os conjuntos estdveis em G’ com mais de k vértices em L nao cor-
respondem a uma solucao viavel do KMIS. Deste modo, uma pergunta natural seria:
quais propriedades do politopo do conjunto independente correspondente a G’ valem para
Pip2(G, k, A)? Noés exibimos uma resposta parcial para esta pergunta mostrando que al-
gumas desigualdades, como as desigualdades de cliques e de nao-negatividade, que sao
conhecidas por representarem facetas no politopo do conjunto independente, também des-
crevem facetas para Pipo(G, k, \). Para uma pesquisa mais aprofundada nos algoritmos
de B&C para o problema do Conjunto Independente Maximo, como também do estudo
poliédrico do chamado politopo do conjunto independente, nos referimos ao trabalho de
[Rebennack et al.(2012)Rebennack, Reinelt, and Pardalos].

Teorema 2.1. Pipo(G, k, ) possui dimensao cheia.
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Prova 2.1. Note que, para todo u € V, temos que x(B,) € Pp2(G, k,\). Além disso, o
vetor nulo também pertence a Pipa(G, k, X). Estes |V|+ 1 vetores sio afim-independentes
e, como Prpa(G,k,\) C RVl temos que Pipa(G, k, \) possui dimensdo cheia. ]

Agora, suponha que (x1,v1), (z1,y2) e (y1,y2) sejam trés pares em F(k,\). Neste
exemplo, podemos observar que a desigualdade z1+y; +y2 < 1 é valida para Pipo(G, k, A),
visto que nenhum par das trés variaveis pode estar simultaneamente com valor um em uma
solucao vidvel. Com isso, podemos concluir que a desigualdade (2.17) nao define faceta
para Prpa(G, k, \), visto que ela é dominada pela desigualdade z1 + y; + y2 < 1. Para
verificar este ultimo fato, basta ver que somando-se as desigualdades (2.17) associadas
aos pares (z1,y1), (z1,92) € (y1,y2) chega-se a desigualdade valida x1 + y; + y2 < % que,
pela Defini¢ao 1.9, é dominada por z1 + y; + y2 < 1.

De forma genérica, podemos observar que toda clique C' € G’ corresponde a uma
desigualdade valida para a envoltéria convexa das solugoes inteiras de (IP2). Quando
a clique C' é maximal, a desigualdade 2.20 define faceta para Pip2(G,k, A), como serd
demonstrado no Teorema 2.2:

> yu+ Y. 3, <1,para toda clique C € G (2.20)

ueCNL veCNR

No exemplo da Figura 2.1(b), tomando-se k = 2 e A = 1, temos as seguintes desigual-
dades de cliques maximais:

y1+ a1 <1
Y1 +y2+r2 <1
Y1+ w2+ a3 <1

Y2+ a4 <1

r3t+ 14 <1

ys + w3 <1

Teorema 2.2. Para toda clique mazimal C' em G', temos que a desiqualdade Y-, conr Yu~+
> vecnr Ty < 1 define faceta para Prpo(G, k, \), sempre que k > 2.

Prova 2.2. Seja C' uma clique mazimal em G' ¢ F = {x € Pp2(G, k, N) | Cuecnr Yu +
> vecnr Tv = 1}. Note que, para todo u € C, temos que x(B,) € F. Se C =V entdio a
prova estda completa. Suponha entio que C' # V. Como C € maximal, dado um vértice
u € V\ C, existe ao menos um vértice p(u) em C, tal que {u,dp(u)} ¢ F(k,\), caso
contrdario, a clique ndo seria mazximal. Para todo uw € V' \ C, seja B, o subgrafo de G
induzido por {u, p(u)} e seja B = {x(B,) € {0,1}V! | u € V'\ C}. Analogamente, para
todo u € O, seja B, = {u} e seja B = {x(B,) € {0,1}VI | u € C}. Note que todos
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vetores de B e B estao em F. Com isto, a matriz quadrada M composta pelos vetores
B U B possui inversa e estas podem ser escritas como:

I A I —A
M = nxn Mfl _ nxn
( 0 Imxm> ¢ ( 0 Ime>’
onden = |C| em = |V|—|C|. Como posto(M) = |V| entio temos que os vetores em BUB

sao afim independentes. Logo, dim(F) = |V|—1 e F é uma faceta de Ppa2(G, k,\). O

Nas discussoes que se seguem, ao nos referimos a propriedade de uma desigualdade
ser faceta, estaremos nos referindo ao poliedro mondtono, a menos que seja explicitado o
contrario.

2.4.2 Outras desigualdades que definem facetas
Teorema 2.3. A desigualdade trivial x; > 0 define uma faceta em Pipa(G, k, A).

Prova 2.3. Seja u um vértice em V e seja F = {x € Pipa(G, k,\)|x, = 0}. Note
que, para todo v € V' \ {u}, temos que x(B,) € F, exibindo assim |V| — 1 pontos afim-
independentes. Como o vetor nulo estd em F', temos entdo |V'| pontos afim-independentes
na face e concluimos que F' define faceta em Pipa(G,k, N). ]

Teorema 2.4. A desigualdade trivial y; > 0 define uma faceta para o problema mondétono.

Prova 2.4. Seja u um vértice em L e seja F' = {x € Ppo(G, k,\)|y, = 0}. Note
que, para todo v € V '\ {u}, temos que x(B,) € F, exibindo assim |V| — 1 pontos afim-
independentes. Como o vetor nulo estd em F, temos entdo |V | pontos afim-independentes
na face e concluimos que F' define faceta em Prpa(G, k, N). ]

2.5 Formulag¢oes de PLI com Cliques (Mcriquk)

Utilizando a desigualdade de clique descrita em (2.20), temos entdo a seguinte formulagao:

Funcdo Objetivo  max Z T

1ER
sujeitoa > y; =k (2.21)
JjeL
> yut+ Y. w, <1, para toda clique C' € G’ (2.22)
ueCNL veCNR
x; € {0,1}, Vie R (2.23)

y; €{0,1}, VieL (2.24)
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Devido ao ntmero exponencial de restrigoes representadas pela desigualdade (2.22),
uma possivel alternativa para se chegar a um modelo compacto para o problema ¢ gerar-
mos cliques para a formulacao inicial de forma que toda aresta do grafo G’ esteja contida
em ao menos uma clique. Isto é valido pois como toda aresta do grafo G’ estd contida em
uma clique, temos entao que toda desigualdade no formato x; +y; < 1, para todo j € L

e 1 € N(j), é dominada pela restrigdo Y ,conr Yu + Dvecnr Lo < 1, para alguma clique
C € G’'. Com isto, podemos aplicar um algoritmo de B&C, como descrito na Secao 2.5.1,
para acrescentarmos, em tempo de execugao, as novas restricoes de clique que vao sendo
violadas pela solucao 6tima das relaxagoes lineares.

No nosso caso, utilizamos o Algoritmo 1 descrito por [Nemhauser and Sigismondi(1992)]
para gerar o conjunto de cliques iniciais da formulacao.

Algoritmo 1: Método CLQ

1 inicio

2 Seja CLIQUE um conjunto vazio.

3 para cada cada aresta {i,j} no grafo faga

4 C« 0.

5 se a aresta {i,7} ¢ CLIQUE entao

6 C <+ CU{ij}.

7 para todo vértice v € V' \ {ij} faca
8 se v for adjacente a todo vértice em C' entao
9 L | C+Cu{v}
10 CLIQUE <« CLIQUE U {C}

11 retorna CLIQUE

2.5.1 Meétodo de Branch-and-Cut

Dada uma solucao fracionaria x’ da relaxagao linear, encontrar uma desigualdade de
clique violada por esta solucao equivale a encontrar uma clique de peso méximo no
grafo, onde o custo de cada né corresponde ao valor da varidavel correspondente. Visto
que encontrar uma clique de peso méaximo é em geral um problema NP-dificil, em
[Nemhauser and Sigismondi(1992)] é proposta uma heuristica gulosa para esta tarefa.
A heuristica procura encontrar uma clique cuja solu¢ao da relaxacao linear do modelo
M aresTa esteja violando alguma das desigualdades de clique, ou seja, a soma das varidveis
dos vértices da clique é maior que 1.

A heuristica foi utilizada como parte de um algoritmo B&C, verificando-se em cada
n6 da arvore de B&B se existe alguma desigualdade violada. Caso alguma desigualdade
seja violada, a desigualdade ¢ adicionada ao modelo e o0 né é executado novamente. Dado
um grafo G’ = (V, E), escolhendo um né inicial v, o algoritmo remove de G’ todos os
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vértices que nao sao vizinhos de v e marca o vértice v como utilizado. Este processo é
repetido recursivamente até que todos os vértices restantes em G’ tenham sido marcados.
A selecao do né v inicial é realizada através de dois critérios:

1. Escolher a varidvel !, associada a v, que minimize {|z} —1/2|:0 < z] < 1}.

2. Escolher a variavel x, associada a v, que maximize {z] : =) < 1}.

O critério (2) é aplicado apenas quando (1) ndo consegue encontrar uma desigualdade
de clique violada.

2.6 O Problema kMIS Inverso

Nesta secao, estudamos o problema “inverso” ao kMIS, denominado de zMIE, onde o
objetivo é encontrar a maior quantidade de subconjuntos cuja a intersecao contenha ao
menos z elementos.

Isto foi feito porque a resolucao do zMIE permite que sejam calculados limitantes
duais para o kMIS. O motivo para tal é que, se a maior quantidade de subconjuntos cuja
intersecdo ¢ composta de ao menos z elementos for menor do que k, isto implica que
nao existe uma solucao para o kMIS de valor z. Caso o tamanho da intersecao destes
subconjuntos seja maior ou igual k£, podemos concluir que existe uma solugao para o kMIS
de valor z.

Com isto em mente, foi desenvolvido um algoritmo iterativo através do calculo de
limitantes duais via zMIE, que, eventualmente, levara a uma solucao 6tima para o kMIS.

A ideia do algoritmo baseia-se em, através do valor A obtido por uma solugao heuristica
para o kMIS, fixarmos inicialmente z = A+1 e resolvermos o problema zMIE, com o intuito
de verificar qual o nimero maximo de subconjuntos para o qual a intersecao tem tamanho
nao inferior a este valor z. Este valor de z é incrementado em uma unidade até que a
maior interse¢ao de z elementos seja menor do que k, de forma que podemos concluir que
nao existem k subconjuntos cuja intersecao seja composta de z elementos, levando assim
a uma solucao 6tima para o kMIS de valor z — 1.

A seguir, apresentamos a formulacao PLI desenvolvida para o problema zMIE.
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Maximize Z Yi

ieL
sujeito a Z ;> 2z (2.25)
jER
> yut+ Y. w, <1, para toda clique C' € G’ (2.26)
ueCNL veECNR
x; € {0, 1}, Vie R (2.27)
y; € {0,1}, vieL (228

As seguintes etapas descrevem a execuc¢ao do algoritmo, referido como MyrgraTIVO:

1. Se durante a execug¢ao do modelo PLI para o problema zMIE o melhor limitante
dual for menor que k, entdao podemos encerrar sua execugao, visto que é impossivel
encontrar uma solucao para o KMIS que possua k subconjuntos e cuja intersecao
contenha z elementos. Assim, temos que a solucao 6tima para o kMIS é de z — 1

elementos.

2. Se durante a execucao do modelo PLI para o problema zMIE encontramos uma
solugdo primal viavel com ao menos k subconjuntos, podemos concluir entao que
existe uma solucao que contém £ subconjuntos e no minimo z elementos para o kMIS.
Devido a isso, executamos entao novamente o modelo PLI de modo a encontrar a
maior quantidade possivel de subconjuntos cuja intersecao tenha pelo menos z <
z + 1 elementos. Repetir a regra 2 até a regra 1 ser satisfeita.



Capitulo 3

Métodos Heuristicos

Como mencionado na Segao 2.4, é necessario obter o valor de uma solucao primal para
gerarmos desigualdades de cliques para o modelo de PLI. Além disso, bons limitantes
inferiores iniciais podem gerar um maior nimero de podas na arvore de B&B, facilitando
assim a resolucao de instancias do problema. Neste sentido, descrevemos nas Segoes 3.1
e 3.2 duas heuristicas desenvolvidas para o kMIS.

3.1 Heuristica Gulosa

Uma estratégia simples e que obtém bons resultados para uma variedade de problemas
de otimizac¢ao combinatéria sao os denominados algoritmos gulosos. Varios problemas
classicos da literatura como o algoritmo de Kruskal [Kruskal(1956)] e de Prim [Prim(1957)]
para encontrar a arvore geradora minima, o algoritmo de Dijkstra [Dijkstra(1959)] para
encontrar o caminho minimo entre dois vértices de um grafo, e o algoritmo de Huffman
[Huffman(1952)] que consiste em um método de compressao de simbolos, sao resolvidos
de maneira exata através de algoritmos gulosos de complexidade polinomial.

O algoritmo guloso é um método iterativo que, a cada iteragdo, mantém uma lista
de candidatos C' que podem ser adicionados a soluc¢ao parcial S’ do problema obtida na
iteragao anterior. A partir desta lista, o algoritmo faz uso de uma fun¢ao c(e) que mede
o custo incremental de adicionarmos o elemento e € C' a solugao parcial. Para problemas
de maximizagao, o elemento €’ tal que ¢™** = max.cc\s ¢(e) ¢é inserido na solugao parcial
do problema. O algoritmo encerra sua execu¢do quando uma solugao vidvel é obtida.

Para o KMIS, seja L’ o conjunto composto pelos subconjuntos que compoem a solugao
parcial do problema. A ideia do algoritmo guloso desenvolvido consiste em, a cada
iteragao, incluir na solu¢do um subconjunto s € L\ L', tal que (N.cr e) N N(s) seja
maxima. Este procedimento é realizado até que k£ subconjuntos estejam na solucao, como
apresentado no Algoritmo 2.

25
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Algoritmo 2: Heuristica Gulosa para o kMIS.
Data: Grafo G (L,R)-bipartido, inteiro k
Result: Limitante primal para o kMIS

1 inicio

2 Seja F < R.

3 L'+ 0.

4 enquanto |L'| < k faca

5 Selecionar um subconjunto de s € L\ L’ de maneira que (N.cz ) N N(s)

seja maxima.

6 E <+ ENN(s).
7 L'+ L' +s.

8 fim

9 return L/

10 fim

No Algoritmo 2, temos inicialmente que a solucao parcial é composta de todos os R
elementos e nenhum subconjunto (linhas 2 e 3). O lago da linha 4 é executado k vezes,
de modo que a cada iteragdo, um subconjunto s € L\ L' tal que (N.czre) N N(s) seja
maxima é escolhido para fazer parte da solucao (linha 5) e em seguida os elementos e
subconjuntos que fazem parte da solugdo parcial sdo atualizados devido a insercao de s
na solucao (linhas 6 e 7). Por fim, a linha 9 retorna os k subconjuntos que fazem parte da
solucao. Em relacao a complexidade computacional, observa-se que no corpo do laco da
linha 4 é necessario calcular a intersegiao da solugao parcial com todos os |L’| subconjuntos
restantes, o que leva um tempo de O(|L||R|). Dado que o lago itera k vezes, temos que a
complexidade assintética do algoritmo é dada por O(k|L||R]).

3.2 GRASP

Um método heuristico mais sofisticado que a heuristica gulosa pode ser obtido por meio de
uma meta-heuristica GRASP [Feo and Resende(1989)]. O GRASP também é um algo-
ritmo iterativo no qual cada iteragao é composta de duas etapas: construcao e busca local.
A fase de construcao é responsavel por encontrar uma solucao viavel para o problema,
enquanto a fase de busca local é composta por uma busca na vizinhanca da solucao encon-
trada pela fase da construcao, até que um méaximo local seja encontrado (considerando um
problema de maximizagdo). O Algoritmo 3 descreve o funcionamento do GRAS P baésico,
acrescido de uma estratégia de intensificagdo, chamada de Path-Relinking. Nesta ultima,
explora-se o espaco de solugoes em busca de um caminho que conecte duas solugoes previ-
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amente fixadas, com o intuito de encontrar solugoes intermedidrias boas e que ainda nao
foram exploradas. No Algoritmo 3, temos que na linha 5 é gerada uma solugao viavel para
o problema. Na linha 6, é feita uma busca na vizinhanga da solugdo gerada até que seu
maximo local seja encontrado e na linha 7 o procedimento de Path-Relinking é executado.
A linha 8 é responsavel por verificar qual é a melhor solugdo (no sentido de custo) entre
a solucao gerada e a melhor solucao e salva-la. O processo é repetido por Iteracoes vezes
e o algoritmo retorna a melhor solu¢ao na linha 10.

Algoritmo 3: Meta-heuristica GRASP

1 inicio

2 141

3 MelhorSolucao + .

4 enquanto i < Iteracoes faga

5 Solucao <+ Construcao()

6 Solucao < Busca_Local(Solucao)

7 Solucao <— Path — Relinking(Solucao)

8 Salvar_Solucao(Solucao, M elhorSolucao)
9 11+ 1

10 retorna MelhorSolucao

Em cada iteragdo da fase de constru¢ao uma lista restrita de candidatos (LRC'), com-
posta pelos elementos e € C' com maior custo incremental ¢(e) e que ndo fazem parte da
solugao parcial do problema, é construida, de modo que o elemento a ser incorporado a
solucao parcial C” é escolhido de forma aleatéria entre os elementos da LRC. O tamanho
da LRC é um fator relevante para conseguir um balanco entre a qualidade da solugao e
o tempo de execucao do GRASP. O tamanho da lista é associada com um parametro
a € [0,1], que indica o quao aleatério ou guloso o algoritmo serd, sendo formada pe-

max mzn) max]

los elementos e cujo custo incremental c(e) € [¢™" + a X (<™ — ™M) ™) em que

M — maxeecner ¢(€) € ™" = mingee\er ¢(e) representam o valor do maior e do menor

c
custo incremental, respectivamente, no caso de problemas de maximizacao.

Em [Prais and Ribeiro(2000)] é mostrado que utilizar um tnico pardmetro « mui-
tas vezes dificulta a busca por uma solucao de boa qualidade. Um dos métodos mais
empregados para a escolha do pardmetro o com o intuito de obter boas solugoes ¢ o
chamado GRASP Reativo [Prais et al.(1998)Prais, Ribeiro, Celso, and Ribeiro|, em que
a cada iteracdo da fase de construcdo um possivel valor o é escolhido a partir de um
conjunto de possiveis valores. Seja X = {0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0} o
conjunto de possiveis valores de . Inicialmente, a probabilidade de que cada valor de «
ﬁ. A ideia do GRASP Reativo é atualizar as probabilidades
conforme as iteragoes sao realizadas, de maneira a favorecer os valores de a que levarem a

melhores solugoes. Seja z* a melhor solu¢ao encontrada até o momento e seja A; a média

seja escolhido é de p; =



3.2. GRASP 28

dos valores da solu¢ao quando z; é escolhido. As probabilidades de cada valor x; € X sao
atualizadas a cada iteracao conforme a equacao:

i z*
bi = mqi, onde ¢; =

aw i (3.1)

Para o kMIS, a ideia da fase de construcao consiste em a cada iteragdo desta, adicionar
a solugao o subconjunto s escolhido aleatoriamente a partir da LRC'. O processo é repetido
até que k subconjuntos facam parte da solucao, finalizando assim a fase de construcao. O
Algoritmo 4 descreve o funcionamento da fase de construgao com a utilizacao do GRASP
Reativo para o KMIS. Com relacao a complexidade computacional da fase de construcao,
temos que a cada uma das k iteragoes do lago da linha 3 (a solu¢ao nao esta completa até
que k subconjuntos fagam parte dela), para a construgdo da LRC, é necessario realizar a
intersecao da solugao parcial com todos os subconjuntos restantes, ou seja, os subconjuntos
que nao fazem parte da solugao, a fim de obter os custos incrementais de cada subconjunto
a solugao parcial, levando assim um tempo de O(|L||R|). Além disso, dado que a lista LRC
é composta apenas dos elementos com maior custo incremental, é necessario que todos os
custos incrementais sejam ordenados, o que custa O(|L|log|L|). Como o lago é repetido
k vezes, temos entdo que a complexidade do procedimento é O(k|L|(log|L| + |R])).

Algoritmo 4: Fase de Construgao

1 inicio

2 Solucao + 0.

3 enquanto a solucao nao estiver completa faga

4 Selecionar um valor de c.

5 Construir a LRC com base no valor de «.

6 Selecionar aleatoriamente um subconjunto s da LRC.

7 Solucao <+ Solucao + s

8 Atualizar e reavaliar o custo incremental dos candidatos remancescentes.
9 para todo valor de x; € X faga

10 L Atualizar a probabilidade de x; ser selecionado.

11 retorna Solucao

A fase de busca local é composta em uma busca na vizinhanca da solucao encontrada
pela fase de construcdo, até que um maximo local seja encontrado. Seja S a solugao
obtida pela fase de construcao e S o conjunto de todos os subconjuntos que nao fazem
parte da solugdo, ou seja, S = L\ S. A vizinhanca da solucdo S é obtida através da
remocao de um subconjunto s € S e da adicdo de um subconjunto s’ € S a solucdo S.
Assim, a cada iteracdo o procedimento visa encontrar uma solucao S’ vizinha a S tal que
N(S") > N(S). O procedimento encerra sua execu¢ao quando nao existir uma solugao S’
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vizinha a S que satisfaca essa propriedade. O Algoritmo 5 descreve o funcionamento da
fase de busca local para o kKMIS.

Existem alguns critérios para a escolha do vizinho S’ de S na fase de busca local, como
por exemplo a escolha do melhor vizinho (em relagdo ao custo da solugao), de um vizinho
escolhido aleatoriamente ou do primeiro vizinho encontrado S” de S tal que N(S") > N(S).
Devido ao maior tempo gasto para se encontrar o melhor vizinho, optamos por utilizar a
abordagem do primeiro vizinho encontrado.

Algoritmo 5: Fase de Busca Local

1 inicio

2 Seja S a solucao obtida pela fase de construcao.

3 enquanto ezistir um vizinho S' de S tal que ((S’) > N(S) faca
4 L S+ 5

5 retorna S

Uma estratégia geralmente utilizada em conjunto com a meta-heuristica GRASP é o
chamado Path-Relinking. O Path-Relinking foi originalmente proposto em [Glover(1996)]
como uma estratégia de intensificacao para explorar o trajeto que conecta um par de
solugdes (z,y), de modo que z é uma solucao étima local obtida apds a realizacao da busca
local de toda iteracdo do GRASP e y é uma solugao elite selecionada aleatoriamente
de um conjunto E de tamanho Max_Flite de solugoes elites, que corresponde a um
conjunto composto das melhores solugoes (de maior custo) encontradas até o momento
pelo algoritmo. Seja x; a solucao inicial e x, a solugao alvo, compostas pela solug¢ao obtida
pela busca local e uma solucao elite, respectivamente. E construido um caminho pelo
espaco de solugoes que conecta a solugao inicial até a solucao alvo, gerando assim varias
solucoes intermediarias a cada movimento executado. Estes movimentos sao realizados
de forma a inserir atributos na solucao atual que estao presentes na solucao alvo. No caso
do kMIS, este movimento é realizado de forma a trocar um subconjunto que faz parte da
solucao por um que nao faz. A principal ideia deste procedimento é que boas solucoes
possuem caracteristicas a serem compartilhadas, e que dentre as solugoes intermedidrias
geradas durante o caminho pode-se encontrar solucées boas ainda nao exploradas.

Inicialmente o conjunto de solucgoes elites esta vazio. A ideia é manter no conjunto
solucoes boas e diversificadas, sendo cada 6timo local obtido na fase de busca local um can-
didato para ser inserido se este for suficientemente diferente de todas as outras solugoes
atualmente no conjunto. Se o conjunto E nao estiver cheio, entdo o candidato é sim-
plesmente inserido no conjunto. Se o conjunto E ja contiver Max_FElite elementos e o
candidato a ser inserido no conjunto for melhor que o pior (no sentido do custo da solugao)
candidato que estiver no conjunto, entao uma possivel estratégia corresponde a trocar a
solucao candidata com a pior solugao contida no subconjunto. Outra estratégia que tende
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a diversificar mais o conjunto é de substituir a solugdo contida no conjunto mais similar
com a solu¢ao candidata, ou seja, a solucdo com menor diferenga simétrica, dentre to-
das as solugdes do conjunto com custo pior que a solugao candidata. Esta estratégia foi
adotada para os testes computacionais do GRASP.

O procedimento de path-relinking é realizado apés a fase de busca local, definindo-se
quem serd a solucdo inicial x; e a solucao alvo x, entre a solu¢do x obtida pela fase de
busca local e uma solu¢ao y do conjunto £ escolhida aleatoriamente.

Em [Ribeiro et al.(2001)Ribeiro, Uchoa, and Werneck] é observado que o procedimento
atinge melhores solug¢ées quando a solucao inicial é melhor do que a solucao alvo, pois a
vizinhanga da solucao inicial é mais cuidadosamente explorada, o que proporciona uma
investigacao mais detalhada da vizinhanca da regido mais promissora. Apds isso, é com-
putada a diferenca simétrica A(z;, x,) entre a solugdo z; e x,, que corresponderd ao
conjunto de movimentos necessarios para a soluc¢ao z; atingir a solucao x,. Em cada
etapa, o procedimento verifica todos os movimentos m € A(x, z,) a partir da solugdo =
atual e seleciona o movimento com maior beneficio em termos de custo, ou seja, o movi-
mento que maximiza a fun¢ao f(z@m), no qual x @ m representa a solugao resultante da
aplicacao do movimento m a solugdo x. O melhor movimento m* é realizado, produzindo
entao a solucdo x @ m*. O procedimento termina quando a solucao z, ¢ atingida, ou seja,
quando A(z,z,) = 0. O Algoritmo 6 ilustra o funcionamento do Path-Relinking para o

EMIS.

Algoritmo 6: Path-Relinking
1 inicio

2 | [T e max{f(z), fza)}

s | 2 argmaz{ f(es), f(za)}
4 T 4

5 enquanto A(x,z,) # 0 faga
6

7

8

9

m* < argmaz{f(x ®m):m € N(x,z,)}
Az ®dm* x,) + Az, xq) \ {Mm*}
T—xchHm*

se f(x) > f* entao

10 L f*« f(x)

11 ¥4z

12 retorna x*

3.3 Pré-processamento das Instancias

Nesta secao, descrevemos os pré-processamentos realizados nas instancias com o intuito
de reduzir o tamanho da entrada. Ou seja, o objetivo do pré-processamento ¢ reduzir o
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nimero de vértices do grafo de entrada de maneira a permitir que se resolva a instancia
mais rapidamente. Assim, foi desenvolvido um pré-processamento visando remover sub-
conjuntos e elementos das instancias. Dado que L(A) = {{u,v} C L : |[N(u)NN(v)| < A}
eR(t) = {{u,v} C R : |[N(u)NN(v)| < t}, temos entdo os seguintes pré-processamentos:

1. Para todo vértice u € L, seja L,(A) ={v € L | {u,v} € L(N)} o conjunto de vértices
de L que nao podem estar simultaneamente com u em qualquer solugao viavel de
Pip2(G, k, N). Todo vértice de u em L com |N(u)| < A ou com |L| — |L,(N)] < k
pode ser removido de G.

2. Para todo vértice v em R, seja R,(k) = {w € R | {v,w} € R(k)} o conjunto de
vértices de R que nao podem estar simultaneamente com v em qualquer solugao
vidvel de Pipa(G, k, \). Similarmente, todo vértice de v em R com |N(v)| < k ou
com |R| — |R,(k)| < A pode ser removido de G.

3. Repetir os passos 1 ou 2 enquanto for possivel reduzir o tamanho da instancia,
visto que novos vértices de “grau baixo”’podem aparecer no grafo resultante do pré-
processamento.

Repare que o procedimento acima pode ser reaplicado toda vez que um novo limitante
inferior A’ for encontrado, de modo que A" > \.

As Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 exibem um exemplo com um grafo antes do pré-processamento,
apos a realizacao da etapa 1 e apods a realizacdo da etapa 2, respectivamente, para uma
instancia do problema onde k£ = 2 e a solugao primal obtida por uma heuristica qualquer
possui valor igual a 3.

No exemplo da Figura 3.1, temos que Lg1(A) = {S2}, Lsa2(A) = {51, 53,54}, Lgz(\) =
{52} e Lsa(\) = {S2}. Pelo passo 1, observa-se que o subconjunto S2 pode ser removido,
visto que |L| — [Lg2] =4 —3 < 2 ou |[N(52)] = 2 < 3, resultando assim no grafico da
Figura 3.2. Para este ultimo, podemos verificar que Rg1(k) = {E5}, Rpa(k) = {E5},
Res(k) = {E5}, Rea(k) = {E5} e Rps(k) = {E1,E2,E3, E4}. Através do passo 2,
nota-se que o elemento E5 pode ser retirado, pois |R| — |[Rgs(k)] =5—4 =1 < 3 ou
|IN(E5)| =1 < 2, como mostra o grafico da Figura 3.3.
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Figura 3.2: Grafo G resul- Figura 3.3: Grafo G resul-
Figura 3.1: Grafo G origi- tante da poda de subcon- tante da poda de elementos
nal. juntos (etapa 1). (etapa 2).



Capitulo 4

Avaliacao Experimental

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos através dos algoritmos
exatos e das heuristicas desenvolvidas. O capitulo encontra-se dividido em trés secgoes,
de modo que na Secao 4.1 descrevemos os experimentos preliminares realizados para as
heuristicas, na Secdo 4.2 os experimentos preliminares para os algoritmos exatos e, por
fim, na Secao 4.3 apresentamos os experimentos finais. Para a avaliacdo experimental
foram utilizadas instancias geradas aleatoriamente como também instancias obtidas pelo
dataset disponibilizado em www.dtic.upf.edu/ocelma/MusicRecommendationDataset/
lastfm-1K.html (Gltimo acesso em Dezembro de 2013) por Celma em seu trabalho sobre
recomendagoes de musicas [Celma(2008)]. O dataset foi obtido através da LastEM (www.
last.fm) e é composto de 176.948 bandas, 992 ouvintes e 19.150.868 pares de ouvinte-
banda (arestas) indicando o gosto musical de usuérios até Maio de 2009.

Analisando o grau de distribuicdo dos vértices representando as bandas, observamos
que este obedece uma power law [Newman(2005)]. Como consequéncia, existem poucas
bandas com um nimero alto de ouvintes e a maioria dos vértices representando as bandas
possuem grau proximo de zero.

A partir do dataset descrito, foram geradas 6 classes de instancias contendo 50, 70, 90,
110, 130 e 150 bandas. As bandas fazem o papel de vértices em L, enquanto os ouvintes
sao associados aos vértices em R. Uma aresta existe entre um vértice representando
uma banda v e um ouvinte v se v é fa da banda u. Para gerar uma instancia com n
bandas, selecionamos as 2n bandas mais ouvidas e aleatoriamente escolhemos n bandas
dentre elas. O ntimero de ouvintes e arestas para cada classe de bandas sao exibidos na
Tabela 4.9. Para cada classe foram geradas 10 instancias e cada instancia foi testada com
k= 2,3,4,5,6,7, resultando em um total de 360 instancias. Estes valores de k foram
escolhidos em vista que um show musical geralmente possui um ntimero baixo de bandas.
Além disso, como pode ser visto na Figura 4.12, independentemente do modelo, conforme
o valor de k aumenta, o tempo de execugao também cresce. Porém, apds um intervalo, o
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Giafo C;; Grafo G Grafo Gy,
50 | 50 L R L R
60 | 60 30 60 180 30
70| 70 30 90 150 30
20 | =0 30 120 120 30
90 | 90 30 150 90 30

100 | 100 30 180 60 30

Tabela 4.2: Instancias do Tabela 4.3: Instancias do

Tabela 4.1: Instancias do arafo Gy, arafo Gy,.

grafo G

tempo de execucao diminui conforme o valor de k£ aumenta.

As instancias aleatérias foram geradas utilizando o modelo classico de grafo proposto
por Erdos e Renyi [Erdos and Renyi(1960)], em que todo grafo composto por V' vértices
e E arestas tem probabilidade igual de ser gerado, e através do modelo proposto por
Gilbert [Gilbert(1959)], em que toda aresta ocorre independentemente, com probabilidade
p, 0 < p < 1. Foram gerados 3 tipos de instancias, de tal modo que, no primeiro, o
nimero de subconjuntos seja igual ao ntimero de elementos (Gy), no segundo, o niimero
de elementos seja maior que o nimero de subconjuntos (Gg.) e, finalmente, no terceiro, o
ntimero de subconjuntos seja maior que o numero de elementos (Gys). As classes descritas
nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 foram geradas para os grafos Gy, G4 € Gy, respectivamente.

Para cada classe foi gerado um conjunto de 10 instancias aleatérias, sendo metade
utilizando o modelo de grafo descrito por Erdos e Renyi e metade o modelo descrito por
Gilbert, totalizando 1440 instancias, considerando os grafos Gy, Gg. € Gg4s. As instancias
geradas foram dividas em grupos de acordo com a densidade e a quantidade k de subcon-
juntos que devem ser selecionados. Os valores de k foram divididos em faixas de tal forma
que ele é considerado baixo quando 0.1|L] < k < 0.3|L|, médio quando 0.4|L| < k < 0.6|L|
e alto quando 0.7|L| < k < 0.9|L|. Analogamente, a densidade do grafo é considerada
baixa quando 0.1| | < densidade < 0.3| E|, média quando 0.4|E| < densidade < 0.6|E| e
alta quando 0.7|E| < densidade < 0.9|E|. No total, realizando a combinagao dos grupos
de densidade e de valores de k, as seguintes classes de instancias foram geradas:

A classificagdo das instancias em grupos teve por objetivo a possibilidade de identificar
de que forma os parametros afetam o desempenho dos algoritmos propostos.

Como resolvedor de PLI, utilizamos o IBM CPLEX 12 em monoprocessamento, com
todas as heuristicas e todas as rotinas de plano de corte desligadas (com excessao da rotina
de Cliques, utilizada nos modelos Mcrique € MiteraTivo). Inicialmente, a separagao de
desigualdades de cliques foi realizada através da heuristica descrita na Secao 2.5.1. Con-
tudo, experimentos preliminares mostraram resultados superiores utilizando a rotina de
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Classe | Densidade k .
- : Classe | Densidade k
Chw baixa baixo —
- —- Chna média alto
Com baixa médio .
- (@ alta baixo
Cha baixa alto S
— . Coum alta médio
Cob média baixo S NI Tt
Crm média médio aa

Tabela 4.4: Classes de instancias geradas. Tabela 4.5: Classes de instancias geradas.

geracao de planos de corte de clique disponiveis no CPLEX. Os codigos foram desenvol-
vidos na linguagem C' + + e executados em uma maquina Intel(R) Xeon(R) @2.40GHz
com 8GB de memoria RAM.

Testes preliminares foram efetuados com o intuito de estabelecer parametros que levas-
sem a um bom desempenho computacional tanto do GRAS P quanto dos algoritmos exatos
desenvolvidos. Tais experimentos foram conduzidos em um conjunto de 330 instancias,
sendo 270 aleatérias e 60 geradas a partir do dataset da LastFM. Para cada instancia foi
fixado um tempo maximo de execugao de 300 segundos.

4.1 Parametros do GRASP

O primeiro teste consistiu em estabelecer um limite para a quantidade de iteragoes realiza-
das pela meta-heuristica GRASP. Para isto, as instancias foram executadas arbitrando-se
inicialmente um limite de 5000 iteragoes. Com base nos resultados obtidos, foi observado
que, em média, o GRASP atinge a melhor solucdo para as instdncias em aproximada-
mente 500 iteracoes. Logo, decidimos fixar o nimero de iteragbes do GRASP em 500.

O segundo teste consistiu em verificar se a etapa de busca local e o path-relinking
trazem melhorias no valor da solucao obtida na fase de construcao da meta-heuristica.
Foi constatado que em aproximadamente 10% das instancias a busca local e o path-
relinking encontram uma solucao melhor do que aquela produzida pela fase de construcao
do GRASP. Além disso, notamos que na maioria das instancias a solucao obtida pela
fase de construcao s6 é melhorada pelas etapas de busca local e path-relinking caso seu
valor seja de pelo menos 0.8\, sendo A o custo da melhor solugao gerada até o momento.
Logo, com o intuito de diminuir o tempo de execu¢ao da meta-heuristica GRASP e ainda
manter a qualidade das solugoes obtidas, optamos por realizar as etapas de busca local e
path-relinking em uma iteracao apenas se o custo da solucao obtida pela fase de construgao
for de pelo menos 80% do valor da melhor solucdo A alcancada pelo GRASP até aquela
iteracao.
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4.2 Parametros dos modelos de PLI

Como mencionado na Se¢ao 1.3, bons limitantes inferiores iniciais podem reduzir o cresci-
mento da arvore de enumeragao, diminuindo assim o espaco de busca das solugoes. Com
isto em mente, o primeiro teste consistiu em verificar se a inicializacao da formulacao
M aresTa com o valor da solucao da meta-heuristica GRASP melhora o desempenho do
modelo em relacao a inicializagdo do modelo M argsTa com o valor da soluc¢ao heuristica
do algoritmo guloso. Com base nos resultados, o modelo MagrgsTa inicializado com o
valor da meta-heuristica GRASP foi possivel resolver de maneira exata 262 instancias,
enquanto o modelo resolveu 259 instancias através da heuristica gulosa. Além disso, em
26.36% das instancias, o GRASP levou a limitantes inferiores melhores que a heuristica
gulosa, enquanto nas instancias restantes ambos forneceram o mesmo limitante inferior.
Com relagdo ao tempo de execugao, nao houve diferenca significativa entre os dois ca-
sos. Com base nestas observagoes, optamos por inicializar os modelos de PLI com a
meta-heuristica GRASP desenvolvida.

Testes preliminares também foram conduzidos com o objetivo de avaliar o desempenho
do CPLEX ao receber como entrada os modelos (MEB V), (MEB L) e Margsta. Estes
testes mostraram um desempenho superior do modelo M agrgsTa, que foi 34 vezes mais
rapido que o modelo (MEB L) e 41 vezes mais rdpido que o modelo (MEB V).

Com relacao aos modelos Mcrique € Margsta, foram realizados testes com o intuito
de se verificar a forca dos mesmos no que diz respeito aos limitantes superiores por eles
produzidos. Seja LP o valor da relaxacao linear de um modelo M e LB do melhor

limitante inferior encontrado entre ambos os modelos. Para verificarmos a forca deste
LP-LB
“Ir >
Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 exibem o gap de integralidade médio e o desvio padrao das

modelo M, analisamos o gap de integralidade, calculado por em cada caso. As
instancias para todas as classes de instancias aleatérias e da LastFM.

Como era de se esperar, através das figuras, podemos verificar que a relaxacao linear
do modelo Mcrique produz limitantes superiores mais apertados que o modelo MargsTa,
principalmente quando consideramos as classes Cyp,, Crim € Clq.

Por tltimo, para os modelos Mcrique € MiteraTivO, foram conduzidos testes para se
verificar o modo como a realizacdo do procedimento de branching em diferentes variaveis
afeta o desempenho do resolvedor. Foram efetuados testes fazendo o branching de 3
maneiras distintas: apenas nas varidveis correspondentes aos subconjuntos (Bs), apenas
nas variaveis correspondentes aos elementos (Be) e em ambas as variaveis (Ba).

As Figuras 4.5 até 4.10 mostram o comportamento do modelo My 1qur para as classes
de instancias com a realizacao dos trés tipos de branching para o grafo G,. Os graficos sao
exibidos utilizando a abordagem performance profile [Dolan and Moré(2002)], de forma
que o “Fator de Performance”representa a razao entre o tempo de execucao de determinado
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Gap (%)
Gap (%)

Cbb Cbm Cba Cmb Cmm Cma Cab Cam Caa Cbb Cbm Cba Cmb Cmm Cma Cab Cam Caa

Classe Classe

B Cliques I Arestas M Cliques " Arestas

Figura 4.1: Gap de integralidade para as Figura 4.2: Gap de integralidade para as
instancias Gp. instancias Ge.

120 L

10

100

90

80

70

60

Gap (%)

50

Gap (%)

%0

30

20

A0 LestFM
Cbb Cbm Cba Cmb Cmm Cma Cab Cam Caa Classe
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Figura 4.4: Gap de integralidade para as
Figura 4.3: Gap de integralidade para as instancias da LastFM.
instancias Ggs.
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tipo de branching contra o menor tempo de execugao entre todos os tipos de branching.
Cada ponto (z,y) no grafico representa a porcentagem y de instancias cujo fator de
performance seja menor ou igual a z.

Através da porcentagem de instancias resolvidas e de seu tempo de execucdo, foi
determinado para cada grupo qual tipo de branching sera empregado para cada modelo.
Nas classes onde nao ocorreram diferencas significativas no comportamento dos branching,
arbitramos aleatoriamente o tipo de branching a ser efetuado. Como pode ser observado na
Figura 4.5, para a classe Cy,, em 50% das instancias o B, superou os demais e, além disso,
resolveu 90% das instancias com fator de performance aproximadamente 3, enquanto o B,
superou os demais em 40% das instancias e resolveu 80% delas com fator de performance
proximo a 4, levando assim a escolha do B,. Com base nestes resultados, nas Tabelas 4.6
e 4.7 exibimos o tipo de branching que ficou decidido para cada classe para os modelos
Mcrique € MiteraTIvVO, Tespectivamente, para todos os tipos de grafo. Como visto na
Tabela 4.6, o tipo de branching varia muito dependendo da classe e do tipo de grafo.
Denotamos através de um trago (-) as classes em que o pré-processamento foi capaz de
remover a maioria dos vértices das instancias, visto que nao houve diferenca significativa
no comportamento dos branching para estas classes.

Nao foi possivel constatar um padrao na escolha do branching para todas as classes,
contudo, os resultados fazem sentido de certa forma. Tome como exemplo a classe C,y,
em que os trés tipos de branching ocorrem conforme cada tipo de grafo. Para o grafo
Gy, 0 B, é adotado pois o nimero de subconjuntos é igual ao nimero de elementos e,
além disso, o tamanho da intersecao é semelhante ao valor de k, o que torna as duas
variaveis importantes para a realizacao do branching. Para o grafo G, devido ao ntimero
de subconjuntos ser baixo e o grafo possuir mais elementos do que subconjuntos, o que
indica que o tamanho da intersecao é grande, o B, é escolhido. Por tltimo, em virtude do
grafo G 45 possuir um nimero maior de subconjuntos do que elementos e valor da intersec¢ao
ser na maioria dos casos menor que o tamanho de subconjuntos, o B, foi selecionado.

Para as instancias da LastFM e para ambos os modelos, o branching Bs foi melhor, o
que pode ser explicado devido ao baixo nimero de bandas em comparac¢ao ao nimero de
ouvintes e pelos baixos valores de k estabelecidos.

4.3 Avaliacao Experimental

Uma vez feito o ajuste de parametros descrito na secdo anterior, deu-se inicio aos testes
finais visando avaliar a eficiéncia do pré-processamento desenvolvido e o desempenho do
resolvedor PLI com os modelos Mcrique € MiteraTivo. As Secoes 4.3.1 e 4.3.2 exibem os
resultados dos modelos para as instancias da LastFM e aleatérias, respectivamente. Por
fim, a Secao 4.3.3 apresenta um resumo dos resultados observados durante este capitulo.
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Inicialmente, medimos o impacto do pré-processamento na remocao de vértices das instan-
cias. Para todo o conjunto de instancias da LastF'M, exibimos na Tabela 4.8 a porcentagem
média e o desvio padrao, entre parénteses, de ouvintes, bandas e arestas removidos pelo
pré-processamento, separado pelos diferentes valores de k. Na Tabela 4.9, é exibido o
nimero médio e o desvio padrao de ouvintes, bandas e arestas do grafo, antes e apds o
pré-processamento, separado pelas diferentes classes de instancias.

Como exibido na Tabela 4.8, para 2 < k < 4, o pré-processamento remove a maioria
dos ouvintes e arestas. Para todos os valores de k avaliados, a porcentagem de ouvintes
removidos foi muito maior do que a porcentagem de bandas removidas. Como pode ser
observado, a eficiéncia do pré-processamento reduz conforme o valor de £ aumenta. Isto
pode ser explicado pelo fato de que um aumento no valor de k£ leva a uma redugdo no
valor de A (o valor da solugdo encontrada pelo GRASP).

Na Tabela 4.9, podemos observar que apesar do aumento do nimero de bandas, o
nimero de ouvintes, bandas e arestas permanece quase o mesmo apos o procedimento do
pré-processamento. Este fenomeno é explicado pelo fato que, como mencionado anterior-
mente, existem poucas bandas com um alto nimero de ouvintes e a maioria dos vértices
que representam as bandas possuem grau proximo de zero. Com isso, mesmo se selecio-
narmos um alto nimero de bandas, a maioria delas sera removida pelo pré-processamento
devido ao seu baixo nimero de ouvintes. De fato, para grafos gerados com até 4000 ban-
das, foi visto praticamente o mesmo nimero de ouvintes, bandas e arestas no respectivo
grafo pré-processado, comparando com os valores reportados na Tabela 4.9.
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Modelo MCLIQUE
Classe | Gy | Gge | Gys
Chp Ba | Be | Bs
Com - - -
Cha - Be | Bs
Cib Ba | Be | Bs
Crm Be | - -
Cina - Be | Be
Cuw Ba | Bs | Be
Cam Be | Be | Be
Cua Be | - Be

Tabela 4.6: Escolha do branching realizado em cada grupo para o modelo Mcrique.

Modelo MitgraTIvo
Classe | Gy | Gge | Gas
Chp Ba | Bs | Be
Cbm - B -
Cha - Bs | Be
Cob Bs | Bs | Be
Crm Ba | - -
Crna - Be | Bs
Cou Be | Bs | Be
Com Be | Be | Be
Caa Be | - Ba

Tabela 4.7: Escolha do branching realizado em cada grupo para o modelo MirgraTIvO-

Uma vez constatada a importancia do pré-processamento, retornamos a nossa atengao
para a escolha do modelo PLI. Para cada instancia foi estabelecido um tempo méaximo de
1800 segundos (30 minutos) de execugao. Na Tabela 4.10 apresentamos a porcentagem
de instancias resolvidas de maneira 6tima para cada modelo e, para aquelas em que isto
nao ocorre, exibimos os gaps obtidos como definido a seguir. Para o modelo Mc¢riquE,
seja LP o valor da relaxacao linear e sejam LB e UB os valores do melhor limitante inferior
e superior encontrados durante a execucao do CPLEX, respectivamente. Os valores na

coluna “Gap de Integralidade” sao dados por == x 100 enquanto os da coluna “Gap
UB—LB
UB

através das iteragoes se existem solugoes de determinado valor A, limitamo-nos a exibir

Final” sao calculados por x 100. Devido ao modelo MirgraTIVO apenas comprovar
a porcentagem de instancias resolvidas de maneira étima com este modelo. A coluna“%
Otimos” mostra a porcentagem de instancias resolvidas de forma exata.

Conforme se vé na Tabela 4.10, ambos os modelos resolveram o mesmo ntmero de
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Porcentagem Removida

k Bandas Ouvintes Arestas

2 483 (4.2 97.7  (0.9) 97.2  (0.8)
3 184 (9.3) 84.8 (10.0) 80.5 (11.2)
4 98 (2.0) 64.3 (15.7) 57.9 (14.2)
5 84 (1.9) 444 (22.9) 403 (18.9)
6 75 (12 24.8 (20.8) 24.6 (16.2)
TTT (1) 10.7 (13.2) 14.7  (10.1)

Tabela 4.8: O efeito do pré-processamento para diferentes valores de k.

instancias levando-se em conta a restricao de tempo imposta. A principal diferenca entre
os modelos ocorre no tempo de resolucao das instancias, como mostra a Figura 4.11,
no qual apresentamos um diagrama de caixa do tempo de execuc¢ao do CPLEX com
os modelos Mcrique € Mirerativo, considerando unicamente as instancias resolvidas
por ambos os modelos. A parte inferior e superior do diagrama de caixa representam o
primeiro e o terceiro quartil, respectivamente, e o risco dentro da caixa corresponde ao
segundo quartil (a mediana). Os whiskers, as extremidades das linhas que se estendem
verticalmente das caixas, sao calculados da seguinte maneira: o maior valor menor que
g3 + 1,5 X (g3 — ¢q1) para a extremidade superior e o menor valor maior que ¢; — 1,5 X
(g3 — q1) para a extremidade inferior, em que qi, ¢2 € g3 s@o o primeiro, segundo e terceiro
quartil, respectivamente. Todo outlier, ou seja, todo ponto nao incluso entre os whiskers,
¢ desenhado como um circulo pequeno.

Como visto na Figura 4.11 e na Tabela 4.10, para k < 3, ambos os modelos resolveram
todas as instancias em menos de 2 minutos. Para todos os valores de k, podemos observar
que o modelo Mcrique ¢ mais rdpido que o modelo MirgraTivo. Independentemente
do modelo, conforme o valor de k aumenta, o tempo de execucao também cresce. Toda-
via, conforme exibido na Figura 4.12, ap6s um intervalo, o tempo de execucao diminui

Grafo Original Grafo Pré-Processado
Bandas Ouvintes  Arestas Bandas Ouvintes Arestas
50 967 (2) 23191 (505) 30 (19) 793 (136) 13889  (8420)
70 974 (2) 30112 (558) 41 (26) 820 (160) 17787 (10351)
90 975 (2) 36616 (510) 44 (31) 820 (151) 18346 (11784)
110 977 (1) 42788 (308) 43 (34) 821 (144) 18178 (12356)
130 982 (1) 48001 (697) 47 (37) 818 (154) 18993 (13133)
150 982 (1) 53495 (768) 43 (36) 806 (151) 17812 (12931)

Tabela 4.9: O efeito do pré-processamento para diferentes ntimeros de bandas.
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Gap de Integralidade Gap Final % Otimos Encontrados
kE Mcrique Mcrique Mcrique  MiteraTivo
2 00 (0.0 0.0 (0.0) 100.0 100.0
3 00 (0.0 0.0 (0.0) 100.0 100.0
4 114 (9.8) 0.0 (0.0) 100.0 100.0
5 293 (8.4) 0.0 (0.0) 100.0 100.0
6 40.3 (6.2) 83 (1.2) 96.6 95.0
7 469 (5.1) 14.1 (5.3) 70.0 71.6

Tabela 4.10: Porcentagem de instancias resolvidas de maneira 6tima e os gaps para as
instancias da LastF'M.
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Figura 4.11: Comparacao dos tempos de execucao dos modelos Mcrique € MiterATIVO-

conforme o valor de k aumenta. Isto bate com o esperado para um algoritmo de forca
bruta que testaria ('i |> combinagoes de escolha de k subconjuntos, pois para valores de k
pequeno e muito grande, o nimero de combinagoes é baixo.

4.3.2 Instancias Aleatorias

Para as instancias aleatorias descritas nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, exibimos na Tabelas
4.11, 4.12 e 4.13 a porcentagem de subconjuntos, elementos e arestas removidos pelo pré-
processamento, separado pelas diferentes classes, para os grafos Gy, Gy e Ggs. Como
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Figura 4.12: Comportamento do tempo de execucao em funcao do valor de k para uma
instancia que |L| = 50.

se vé, o pré-processamento se mostra eficaz na tarefa de remocao de vértices e arestas
das instancias. Em cerca de 45% das classes o pré-processamento remove em média
mais de 50% das arestas das instancias. Além disso, para cerca de 19% das classes o
pré-processamento elimina mais de 98% das arestas, chegando em determinados casos a
resolver completamente o problema.

Conforme exibido anteriormente para as instancias da LastFM, a Tabela 4.14 exibe os
gaps de integralidade, dualidade e a porcentagem de solugoes 6timas obtidas por ambos
os modelos apenas para o grafo G;, em virtude do comportamento similar dos modelos
para todos os tipos de grafo (G, Gge € Gys).

De modo geral, para todo o conjunto de instancias aleatérias (incluindo os grafos
Gb, Gae € Ggs), 0 modelo Myrgrativo foi superior ao modelo Mcrique, resolvendo 1418
instancias, enquanto o modelo Mcrique resolveu 1383, de um total de 1440 instancias
geradas aleatoriamente.

Com relacao ao tempo de execuc¢ao, analisando as instancias que ambos os modelos
conseguiram resolver, o resolvedor com o MrgraTivo foi aproximadamente 1.15 vezes
mais rapido do que com o Mcrique. Com relagao a heuristica GRASP, um dado inte-
ressante de se notar é que, em 93% das instancias, o valor da solu¢ado encontrada pelo
GRASP foi 6timo, confirmando assim a eficiéncia da nossa meta-heuristica. Para as
instancias em que o GRASP nao atingiu a solugdo 6tima, o gap médio entre a solugao
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Porcentagem Removida

Classe  Subconjutos Elementos Arestas

Ch 15.7 (34.2) 39.8 (39.2) 35.7 (38.2)
Com 96.9 (14.3) 99.8  (1.3) 99.7  (1.8)
Cha 100.0  (0.0) 100.0  (0.0) 100.0  (0.0)
Cb 0.0 (0.0 0.0 (0.3) 0.0 (0.2
Cm 8.8 (26.0) 48.4  (35.0) 45.6  (35.1)
Cia 92.7 (24.6) 99.6  (1.6) 99.5 (1.9)
Cuw 0.1  (0.5) 0.0 (0.0) 0.1 (0.4)
Caum 0.0 (0.0) 0.0 (0.0) 0.0 (0.0)
Cha 8.4 (27.9) 43.8 (36.9) 42.6  (36.7)

Tabela 4.11: O efeito do pré-processamento para as diferentes classes no grafo G.

Porcentagem Removida

Classe  Subconjuntos Elementos Arestas

Chp 21.3 (37.4) 49.3  (39.3) 43.4  (39.2)
Com 83.3 (33.6) 99.3 (1L.7) 98.9 (2.9)
Cha 50.3  (50.2) 50.2  (50.2) 50.4  (50.1)
Cb 0.0 (0.0 25.1 (28.5) 21.4  (26.0)
Crm 59.3  (46.2) 91.5 (20.3) 90.2 (21.9)
Cina 6.1 (16.6) 02 (1.3) 6.0 (15.9)
Cuw 0.0 (0.0 16.7 (29.6) 15.8 (28.6)
Cam 1.7 (12.9) 68.4 (35.7) 66.6 (35.8)
Cha 0.0 (0.0 94.2  (0.0) 929 (0.0

45

Tabela 4.12: O efeito do pré-processamento para as diferentes classes no grafo Gg.

6tima e a solu¢ao heuristica foi de aproximadamente 30%, sendo que destas instancias,
aproximadamente 65% possuem densidade alta, o que nos leva a concluir que o GRASP
produz melhores resultados para grafos pouco densos.

4.3.3 Resumo dos Resultados

Como visto, os modelos baseados no método de Branch-and-Cut apresentaram resultados
superiores dos modelos Magrgsta, (MEB V) e (MEB L), que sao baseados apenas no
método de Branch-and-Bound. Através da Tabela 4.6, também foi possivel verificar que
dependendo do tipo de classe de instancias, a escolha da varidvel para branching é um
fator muito relevante para a resolucao de uma instancia, visto que essa escolha pode afetar
significativamente o desempenho do resolvedor. Por fim, através dos testes computacionais
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Porcentagem Removida

Classe  Subconjuntos Elementos Arestas

Ch 35.9 (44.2) 52.9 (43.2) 50.7 (43.1)
Com 98.9 (8.5) 99.9 (0.9) 99.8 (1.2)
Cha 50.1 (50.3) 50.0 (50.4) 50.0 (50.4)
Conb 11.8 (28.7) 31.4 (39.8) 30.6 (39.2)
Cnm 83.6 (36.9) 88.2 (28.8) 87.9 (29.5)
Cina 1.2 (5.1) 0.0 (0.0 1.1 (4.8)
Cawp 3.9 (18.2) 15.9 (33.6) 15.7 (33.3)
Coum 52 (22.0) 20.1 (34.7) 19.8 (34.4)
Caa 0.0 (0.0 0.0 (0.0 0.0 (0.0)

Tabela 4.13: O efeito do pré-processamento para as diferentes classes no grafo Ggs.

Gap de Integralidade Gap Final % Otimos Encontrados
k Mecrique Mecrique Mcrique  MiteraTIVO
Chp 13.0 (23.8) 0.0 (0.0 100.0 100.0
Cop  79.8 (12.9) 15.5 (29.1) 78.3 100.0
Com 3.7 (12.4) 0.0 (0.0) 100.0 100.0
Cw 609 (25.2) 30.0 (30.0) 41.7 65.0
Com  72.8 (15.9) 0.0 (0.0) 100.0 98.3
Coa  13.3 (19.6) 0.0 (0.0 100.0 100.0

Tabela 4.14: Porcentagem de instancias resolvidas de maneira 6tima e os gaps para as
instancias do grafo Gy,

realizados com os modelos Mcrique € Miterarivo, foi observado que para as instancias
da LastFM, o modelo Mcriqug foi superior ao modelo Mirgrarivo, enquanto para as
instancias aleatorias, o modelo MyrgraTivo produziu resultados melhores que o modelo

Mcrique-



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, foram propostos cinco modelos de programacao linear inteira e duas
heuristicas para o problema da Maxima Intersecao de k-Subconjuntos, que até entao
nao havia sido tratado de maneira algoritmica na literatura.

Das formulagoes desenvolvidas, Mcrique € MireraTivo, baseadas no método Branch-
and-Cut, atingiram os melhores resultados. Uma vez calculadas pelo CPLEX, elas foram
capazes de resolver instancias de tamanho relativamente grande, como demonstrado pe-
los experimentos computacionais realizados tanto em instancias geradas aleatoriamente
quanto em instancias vindas de uma aplicacao real.

Com relagao as heuristicas propostas, foi observado que a meta-heuristica GRASP
obteve resultados superiores aos da heuristica gulosa, sendo capaz de atingir a solucao
6tima em cerca de 93% das instancias e tendo um gap médio de cerca de 30% em relacao
ao valor 6timo das instancias restantes. Além disso, foi introduzido também um efetivo
procedimento de pré-processamento para reduzir o tamanho da entrada de instancias
que, em alguns casos, conseguiu resolver o problema completamente. O bom desempenho
obtido pelo pré-processamento foi alcancado em grande parte devido a boa qualidade das
solugoes produzidas pelo GRASP.

Através deste trabalho de mestrado, financiado pela FAPESP (projeto: 2012/08298-
6), foram publicados dois artigos, sendo o primeiro em um simpdsio nacional e o se-
gundo em um internacional ([Bogue et al.(2013)Bogue, de Souza, Xavier, and Freire| e
[Bogue et al.(2014)Bogue, de Souza, Xavier, and Freire|, respectivamente).

Uma possibilidade para trabalhos futuros seria estudar o politopo Prpo com o intuito
de descobrir mais desigualdades que definem facetas. O ponto de partida natural para
essa pesquisa seria investigar as desigualdades definidoras de facetas do problema do
conjunto independente que, como visto, estd intimamente relacionado ao kKMIS. Outra
possibilidade seria desenvolver algoritmos exatos que nao sao baseados em técnicas de
programacao linear inteira, como Programagcao por Restrigoes. Por fim, seria interessante
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descobrir se existem classes de grafos onde o problema possa ser resolvido de maneira
exata em tempo polinomial. Como mencionado na Secao 1.1, se o grafo de entrada é
convexo entao o kMIS pode ser resolvido em tempo polinomial. Assim, é possivel que o
mesmo ocorra para outras classes de grafos relevantes.
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