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Resumo

Neste trabalho estudamos diversos problemas de escalonamento considerados NP-dificeis. As-
sumindo a hipétese de que P % NP, sabemos que nio existem algoritmos eficientes para
resolver tais problemas. Uma das abordagens consideradas para tratar tais problemas € a de
algoritmos de aproximacao, que sao algoritmos eficientes (complexidade de tempo polinomial)
e que geram solugSes com garantia de qualidade. Nos tltimos anos surgiram diversas técni-
cas para o desenvolvimento de algoritmos de aproximacio. Neste trabalho, apresentamos um
estudo de algumas das técnicas envolvidas no desenvolvimento de algoritmos de aproximacio,
que sdo exemplificadas através de problemas de escalonamento de tarefas em méquinas. Imple-
mentamos alguns dos algoritmos estudados e fazemos uma comparacio de seus desempenhos
através de instincias geradas computacionalmente. Além disso, propomos duas heuristicas para
os problemas considerados e mostramos que estas obtém melhores resultados na prdtica com as
instincias utilizadas. Por fim, apresentamos algoritmos de aproximac¢do para uma variagdo do
problema da mochila. Tal problema tem aplicagdes préticas na indistria metalirgica e ainda em
problemas de escalonamento.
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Abstract

In this work we study several scheduling problems that are NP-hard. If we consider that P #
NP, we know that there are no efficient algorithms to solve these problems. One way to lead
with these kind of problems is the use of approximation algorithms, that are efficient algorithms
(polynomial time complexity) that produces solutions with quality guarantee. In the last years,
several new approaches have been used in the development of approximation algorithms. In this
work, we study several techniques used in the development of approximation algorithms using
scheduling problems. We implemented several studied scheduling algorithms and compared
their performances using instances generated by computer. We propose two heuristics and
show that they produces solutions with better quality with the considered instances. At last,
we present approximation algorithms to a generalized version of the knapsack problem. This
problem appears in the metal industry and has applications in scheduling problems.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho apresentamos diversos algoritmos de aproximagio voltados para problemas
de escalonamento de tarefas. Muitas das variagdes de problemas de escalonamento sio proble-
mas de otimizacio que pertencem a classe N P-dificil. Problemas de otimizagio, na sua forma
geral, tém como objetivo maximizar ou minimizar uma fung¢fo definida sobre um certo domi-
nio. A teoria cldssica de otimizagdo trata do caso em que o dominio € infinito. J4 no caso dos
chamados problemas de otimizag&o combinatdria, o dominio € tipicamente finito; além disso,
em geral € ficil listar os seus elementos e também testar se um dado elemento pertence a esse
dominio. Ainda assim, a idéia ingénua de testar todos os elementos deste dominio na busca
pelo melhor mostra-se invidvel na prdtica, mesmo para instincias de tamanho moderado.

Neste trabalho, assumimos a hipdtese de que P # NF. Desta forma, tais problemas de
escalonamento e muitos outros problemas de otimizacio que sdo /N P-dificeis, nio possuem
algoritmos eficientes para resolvé-los de forma exata. Muitos destes problemas aparecem em
aplicacOes préticas ¢ hd um forte apelo econdmico para resolvé-los. Problemas de escalona-
mento aparecem na alocacio de tarefas em mdquinas, alocacio de registradores em cédigos
gerados por compiladores, na alocagfo de recursos em linhas de produg@o de inddstrias, den-
tre outros. Consideramos problemas de alocagio de tarefas, que podem estar sujeitas a varias
restricOes, em maquinas de tal forma a minimizar alguma funcio de custo associada ao proble-
ma. Exemplo de casos envolvidos neste tipo de problema ¢ a obtengao de escalonamentos de
tarefas em computadores onde a média de atendimento de uma tarefa seja minimizada, ou que
tarefas importantes tenham maior prioridade para serem finalizadas, ou mesmo a obtengéo de
um escalonamento que gaste tempo total minimo.

Como ndo conseguimos resolver tais problemas de forma exata e eficiente, buscamos al-
ternativas que possam ser Gieis. Existem varios métodos que sdo muito utilizados na pritica
como o uso de heuristicas, programacdo inteira, métodos hibridos, redes neurais, algoritmos
genéticos, dentre outros. Outra forma de resolucio, € a utilizagio de algoritmos de aproxi-
magdo. Neste caso, o algontmo sacrifica a otimalidade em troca da garantia de uma solucio
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aproximada computdvel eficientemente. Certamente, o interesse &, apesar de sacrificar a otima-
lidade, fazé-lo de forma que ainda possamos dar boas garantias sobre o valor da solugio obtida,
procurando ganhar 0 miximo em termos de eficiéncia computacional.

Em linhas gerais, algoritmos de aproximac@o sfo aqueles que nio necessariamente produ-
zem uma solugdo Gtima, mas solugdes que estdo dentro de um certo fator da solugfo 6tima. Esta
garantia deve ser satisfeita para todas as insténcias do problema. Desta forma devemos dar uma
demonstragao formal deste fato.

1.1 Ohbjetives do Trabalho

O objetivo principal deste trabalho € estudar técnicas usadas no desenvolvimento de algo-
ritmos de aproximacio exemplificando-as com o uso de problemas de escalonamento, Além
disso, estudamos o comportamento de alguns algoritmos aproximados na pratica. Para tanto,
implementamnos alguns algoritmos e comparamos suas performances, tanto de tempo quanto de
qualidade de solugBes geradas. Juntamente com esta andlise pratica dos algoritmos, propomos
duas heuristicas para os problemas estudados e mostramos que para as instincias consideradas,
tais heuristicas geram soluctes de melhor qualidade. Também buscamos o desenvolvimento de
novos algoritmos aproximados. Neste caso, apresentamos algoritmos de aproximacio para uma
versdo do problema da mochila que tem aplicagOes em problemas de escalonamento.

1.2 Organizacao do Texto

A organizacdo do documento estd baseada principalmente nos tipos de técnicas empregadas
no desenvolvimento de algoritmos de aproximacio. Antes de tudo, damos uma introdugio
a Algoritmos de Aproximacio e falamos sobre o problema de escalonamento de tarefas em
maquinas (cap. 2).

Nos demais capitulos, apresentamos varios algoritmos de aproximacgfo para problemas de
escalonamento, exemplificando algumas das técnicas usadas na constru¢io de algoritmos de
aproximacio, como métodos combinatérios (cap. 3), programacio linear (cap. 4), métodos
probabilisticos (cap. 5) e programacao semidefinida (cap. 6).

E importante lembrar que existem indimeros algoritmos de aproximagio para problemas de
escalonamento e nio € nossa inten¢Ao mostrar todos os algoritmos estudados. Algoritmos de
aproximacao para problemas de escalonamento foram estudados desde a década de 60 [18].
Assim, buscamos colocar no texto algoritmos que achamos exemplificar bem uma dada técnica
ou que mostram algum fato que julgamos importante.

O capitule 7 € um resumo contendo os melhores resultados para problemas de escalona-
mento em maquinas. Este resumo contém os melhores € mais importantes resultados que pu-
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demos encontrar durante 0 mestrado. Nao esperamos que ele esteja completo e muito menos
que contenha os resultados mais recentes para cada tipo de problema. A drea de algoritmos de
aproximagio € bastante ativa e novos resultados aparecem regularmente.

No capitulo 8 apresentamos as conclusdes deste trabalho.

A dissertagdo possui dois apéndices que correspondem a dois artigos que escrevemos. O
primeiro artigo mostra uma comparagio pratica entre alguns algoritmos de escalonamento e o
segundo s3o algoritmos aproximados propostos para uma versao generalizada do problema da
mochila que tem aplica¢do em escalonamento de maquinas.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo contém, de forma resumida, defini¢bes e nogdes bdsicas que serdo necessarias
no decorrer da lettura do trabalbo. Apresentamos defini¢cdes basicas sobre algoritmos de apro-
ximac¢do, dando defini¢Bes relacionadas sobre o tema e discutimos brevemente técnicas usadas
no desenvolvimento de algoritmos aproximados. Também apresentamos 0s problemas de es-
calonamento que consideramos neste trabalho, mostrando termos usados bem como definigbes

que utilizamos.
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2.1 Algoritmos de Aproximacao

Nesta se¢do damos uma breve visfio sobre algoritmos de aproximagéo mostrando a notacio
utilizada e também conceitos bdsicos sobre o0 tema.

Dado um algoritmo .4, para um problema de minimizacfo, se I for uma instincia para este
problema, vamos denotar por A(7) o valor da solugo devolvida pelo algoritmo A aplicado
a instdncia I e vamos denotar por OPT(J} o correspondente valor para uma solucdo Gtima
de /. Diremos que um algoritmo tem um fator de aproximagio «, ou € a-aproximado, se
A(T)/OPT(I) < a, para toda instincia [. No caso dos algoritmos probabilisticos, considera-
mos a desigualdade E[A(])]/OPT(I) < «, onde a esperanga E[A(])] é tomada sobre todas as
escolhas aleatdrias feitas pelo algoritmo. E mmportante ressaltar que algoritmos de aproximacio
considerados neste trabatho t8m complexidade de tempo polinomial.

Ao elaborar um algoritmo aproximado, o primeiro passo € buscar uma prova de seu fator de
aproximagio. Qutro aspecto interessante € verificar se o fator de aproximaco « demonstrado é
o melhor possivel. Para isto, devemos encontrar uma instincia cuja razio entre a solugao obtida
pelo algoritmo e sua solugdo 6tima € igual, ou tdo préxima quanto se queira, de «. Neste caso,
dizemos que o fator de aproximacio do algoritmo € justo, ou seja, seu fator de aproximagio nio
pode ser melhorado. .

Nos dltimos anos surgiram virias técnicas de carater geral para o desenvolvimento de al-
goritmos de aproximagio. Algumas destas sdo: arredondamento de solugbes via programacdo
linear, dualidade em programacdo linear e método primal-dual, algoritmos probabilisticos e
sua desaleatorizacdo, programacdo semidefinida, provas verificdaveis probabilisticamente e a
impossibilidade de aproximacdes, dentre outras (veja [13, 22, 38, 39]).

Uma estratégia comum para se tratar problemas de otimiza¢io combinaténa € formular o
problema através de um sisterna de programacio linear inteira e resolver a relaxagdo linear des-
te, uma vez que isto pode ser feito em tempo polinomial. Programag3o linear tem sido usado
para a obtencdo de algoritmos aproximados através de diversas maneiras. Uma muito comum
¢ o uso de arredondamentos das solucdes fraciondrias do programa linear. Quitra técnica, € re-
solver o sistema dual do programa linear, em vez do primal, e em seguida obter uma solucio
com base nas varidveis duais. Outra técnica mais recente, é 0 uso do método de aproximacio
primal-dual, que tem sido usado para obter diversos algoritmos combinatérios usando a teoria
de dualidade em programacdo linear. Neste caso, o método € em geral combinatdrio, ndo reque-
rendo a resolugido de programas lineares e consiste de uma generalizagio do método primal-dual
tradicional.

J4 no caso de algoritmos probabilisticos, 0 algoritmo contém passos que dependem de uma
sequéncia de bits aleat6rios. Neste caso, a andlise da soluco gerada pelo algoritmo € calculada
com base no valor esperado da solucio. E interessante observar que apesar do modelo parecer
restrito, a maioria dos algoritmos probabilisticos pode ser desaleatorizada, através do método
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das esperangas condicionais, tornando-se algoritinos deterministicos (veja [13]). A versio pro-
babilistica é, em geral, mais simples de se implementar e mais facil de se analisar que a corres-
pondente versdo determinfstica. Além disso, muitos dos algoritmos de aproximacgao combinam
0 uso de técnicas de programacédo linear com técnicas usadas em algoritmos probabilisticos,
considerando o valor das varidveis obtidas pela relaxacfo linear como probabilidades.

No caso da técnica de programacio semidefinida temos um sistema quadratico, que se es-
crito em certas condi¢des pode ser resolvido em tempo polinomial. A vantagem deste método é
‘que muitos problemas podem ser representados através de modelos de programacio semidefini-
da que muitas vezes nos leva a melhores limitantes. Goemans e Williansom [17] apresentaram
uma forma bastante inovadora de se arredondar as solugdes do sistema quadrético, através do ar-
redondamento probabilistico, considerando cada uma das varidveis do sistema como um vetor
na esfera unitdria. No capitulo 6 apresentamos um algoritmo para um problema de escalo-
namento de tarefas, desenvolvido por Skutella que usa uma formulagfio baseada em matrizes
positivas semidefinidas.

Estas técnicas, tanto isoladamente como em conjunto, t&m sido usadas nos tltimos anos
com sucesso em diversos problemas de otimizagido combinatéria. Ressaltamos que nem todas
elas sdo apresentadas neste trabalho.

Do ponto de vista tedrico, os algoritmos de aproximag¢io mais desejados sdo aqueles que
obtém valores mais préximos possivel do valor 6timo. Dado um valor constante € > 0, € possi-
vel mostrar para virios problemas, que existem algoritmos com fatores de aproximagio (1 + ¢},
no caso de problemas de minimizac#o, e (1 — ¢), no caso de problemas de maximizagio, onde €
pode ser tomada tio pequena quanto se queira. Chamamos de PTAS (Polynomial Time Approxi-
mation Scheme) uma famflia de algoritmos que t€m tais fatores de aproximacao e t&m tempo de
execugio polinomial na entrada. Chamamos de FPTAS (Fully Polynomial Time Approximation
Scheme) os algoritmos que t&m tais fatores de aproximagfo e tm tempo de execugéo polinomi-
al na entrada e em -:- Dizemos que temos um esquema de aproximacio, j& que dado um ¢ fixo
podemos construir um algoritmo com tal aproximagio ¢ com tempo de execu¢io polinomial.
Logo, dentre os dois tipos, os algoritmos mais desejados sdo os FPTAS.

Outro tépico importante em algoritmos de aproximagio € a inaproximalidade de problemas.
Dado um certo problema @), dizemos que este problema possui fator de inaproximalidade a,
se nao puder existir um algoritmo a-aproximado para ). Uma das maneiras para se demons-
trar tais resultados, € mostrar que se existir um algoritmo a-aproximado para um problema
@, entdo podemos resolver de maneira 6tima em tempo polinomial um problema €’ que seja
N P-dificil. Resultados importantes nesta drea foram feitos com a utilizagcdo de provas verifi-
cdveis probabilisticamente, devido a Arora ef al. [5, 6]. Para mais detalhes sobre resultados de
inaproximalidade veja [4, 38].
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2.2 Problemas de Escalonamento

Nesta segdo definimos alguns conceitos relacionados a problemas de escalonamento e apre-
sentamos algumas definicOes e notagdes que serdo utilizadas no restante deste trabalho.

Problemas de escalonamento t€m sido uma das principais dreas de pesquisa no desenvol-
vimento de algoritmos de aproximagdo. Vale dizer que é atribuido a um problema de esca-
lonamento de tarefas em computadores paralelos o primeiro algoritmo de aproximacio (veja
Graham [18]).

Neste trabatho, usamos a seguinte notagdo. Temos um conjunto de tarefas J = {1,...,n}e
um conjunto de maquinas M = {1,...,m}. As tarefas a serem escalonadas sio denotadas por
7, e n denota o niimero de tarefas. As mdquinas (processadores) sdo denotadas pori, e mé o
nlmero de miquinas.

Os atributos que uma tarefa j € J pode ter em um escalonamento sao:

e tempo de processamento, denotado por p;;, que depende da maquina ¢ onde a tarefa j serd
processada. No caso especial onde temos apenas uma maquina, ou todas as maquinas sio
idénticas, denotamos a requisi¢do de processamento apenas por p,. A tarefa j deve ser
processada por um respectivo periodo de tempo em qualquer uma das m mdquinas. Pode
ocorrer que p;; = o0, indicando que a tarefa j ndo poderd ser executada na maquina i;

s tempo de término, denotado por C;, que indica o tempo em que a tarefa j € completada;

e peso da tarefa, denotado por wj, que indica a prioridade que a tarefa tem para ser termi-
nada, quanto maior este valor maior € a prioridade;

e tempo de liberagdo, denotado por ry;, antes do qual a tarefa j ndo pode ser processada na
méaguina 1. ‘

Nesta dissertacio assumimos, a ndo ser que seja dito o contririo, que todos os valores des-
critos s&o inteiros nio negativos.

QOutra condi¢do comum em problemas de escalonamento € a precedéncia entre tarefas. De-
notamos por j < k se a tarefa j deve ser completada antes da tarefa & comecar.

Dado um conjunto de tarefas J = {1,...,n} e um conjunto de maquinas M = {1,...,m},
definimos um escalonamento ndo-preemptivo como uma atribui¢io de cada tarefa j € J para
um par maquina-tempo (%, t), indicando que a tarefa j € executada na maquina e inicia sua exe-
cuciio no tempo £. Dado uma tarefa j e sua atribuigéo (i, ¢), um escalonamento nio-preemptivo
deve satisfazer a restri¢io de que nenhuma outra tarefa k pode ser atribufda para um par (z,¢')
comt’ € [t,t+p;;). Definimos um escalonamento preemptivo como uma atribuicio de cada ta-
refa j a um conjunto de triplas Y = {(i1, %1, f1), ..., (2, tz, fo) }- Umatripla (i, ¢, f) representa
a miquina em que j executa, o seu tempo de inicio e fim respectivamente. Dada uma tarefa j
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e seu conjunto de atribui¢des Y, o escalonamento preemptivo deve satisfazer a restri¢io de que
nenhuma tarefa k pode ser atribuida para uma tripla (¢/, ¢/, f7) tal que exista (¢',¢, f) € ¥ com
(¥, £) 11, f) # O ainda
T
fi—t
Pl Pij

1.

Desta forma, um escalonamento pode ser preemptivo ou ndo. De maneira simplificada, es-
calonamentos preemptivos sdo aqueles que uma tarefa pode ser repetidamente interrompida
e continuada depois, na mesma ou em outra maquina. Escalonamentos ndo-preemptivos sio
aqueles que uma tarefa deve ser processada de maneira ininterrupta.

Definimos o tempo de término de um escalonamento (makespan), o tempo de término da
dltima tarefa a ser completada. Denotamos o tempo de término do escalonamento por Cpyq-
Desta forma temos que Cpop = max{C;, j € J}.

Como nem todas as condigdes acima precisam estar presentes em um problema de escalo-
namento, Graham, Lawler, Lenstra ¢ Rinnooy Kan {19] (veja também [27]) apresentaram um
esquema de classificagdo para estes problemas denotado pela tripla | 3~. A seguir apresenta-
mos os valores de a, J e -y para os problemas de nosso interesse:

* O termo « € a caracteristica da miquina que pode ser 1, P ou R. Quando temos apenas
uma maquina usamos o = 1. Quando temos virias miquinas paralelas idénticas usamos
o = P. O caso geral onde as méquinas ndo t€m nenhuma relacdo entre s, € denotado com
o = R. Junto com as letras P ¢ R pode-se colocar o niimero de méaquinas no ambiente
de escalonamento. Assim, P2 indica que temos duas maquinas idénticas em paralelo.

¢ O termo 3 pode ser vazio ou conter as caracteristicas das tarefas: r; (ou ry;), prec e pmm.
A inclusdo do tipo r; indica que as tarefas t€m tempo de liberagfo, prec indica que as
tarefas podem ter precedéncia entre elas e pmn indica que o escalonamento pode ser
preemptivo.

» O termo y refere-se i fungio objetivo. Caso tenhamos -y = Y _ w;C; estamos minimizan-
do o tempo de finalizacio ponderado das tarefas. Quando temos v = Cyay 0 Objetivo €
minimizar 0 tempo maximo para completar todas as tarefas (rmakespan).

Uma disting3o feita em relacfio a um algoritmo para escalonamento € se ele € on-line ou off
line. Um algoritmo off-line tem como entrada todos os dados (p;, r;, etc...) relativos ao conjunto
de tarefas. Neste caso o algoritmo tem previamente estes dados e constrél o escalonamento a
partir deles. J4 um algoritmo on-line constréi um escalonamento & medida que o tempo passa
e que novas tarefas sdo liberadas. Se uma tarefa j € liberada no tempo ¢, entdo o algontmo s6
torna conhecimento dos dados relativos a j no tempo £. No tempo ¢ o algoritmo s6 possui dados
das tarefas k para as quais ry, < £.
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Um tipo de escalonamento que vem sendo estudado recentemente € 0 ¢aso em que as ta-
refas podem executar em vérios processadores ao mesmo tempo. Este tipo de escalonamento
¢ chamado escalonamento em multiprocessadores. Cada tarefa j estd associada a uma funcéo
p;(S) onde S € M, de tal forma que o tempo de processamento de j estd em fungdo do subcon-
junto de processadores onde ela serd executada. Este problema & chamado de escalonamento
maledvel e o termo 5 no esquema de classificacio conterd o indicador ser. Um escalonamento
é ndo maledvel se o conjunto de miquinas nas quais a tarefa ird executar esté fixo. Desta for-
ma, a tarefa tem tempo de processamento p; e subconjunto de processadores 7; fixo onde serd
executada. Para este problema o termo 3 conterd o indicador fix;.

Nas préximas segdes, quando estivermos descrevendo os algoritmos, consideramos que es-
tes recebem como pardmetros o conjunto J de tarefas e o conjunto M de maquinas. Dada
uma tarefa j, sempre consideramos que os atributos relacionados a esta tarefa, como 75, pj,
C;, sdo inerentes A tarefa j. Se um algoritmo recebe como par@metro uma tarefa j, estamos
consequentemente recebendo os dados relativos a esta tarefa.

Dado um conjunto de miquinas M = {1, ..., m}, o escalonamento nio preemptivo devol-
vido por um algoritmo serd uma sequéncia de listas M1, ..., M,,. Cada lista M; contém uma
sequéncia de tarefas M; = (J;,, ..., J;,) indicando que o escalonamento deve executar as tarefas
Jirs -~ -, Ji, DEsta ordem na mdquina ¢, sempre respeitando os tempos de liberagdo das tarefas.
Além disso, consideramos que as listas estdo vazias no inicio do algoritmo. Desta forma néo
colocamos 0s passos para iniciar valores destas listas.

Dado um escalonamento gerado por algum algoritmo, assumimos nas proximas segdes, que
o valor deste escalonamento representa o valor da funcido objetivo que estamos interessados
em minimizar. Desta forma, nos referimos sempre ao valor do escalonamento sem explicitar
qual € o objetivo de minimiza¢io do escalonamento. Além disso, denotamos o valor de um
escalonamento dtimo por OPT.



Capitulo 3

Algoritmos Combinatorios

A utilizagio de algoritmos puramente combinatérios é a primeira que nos vem em mente
quando tentamos resolver um problema. Nio existem regras bdsicas para o desenvolvimento
de algoritmos de aproximac#o através de algoritmos combinatérios, a ndo ser a utilizagio das
técnicas bdsicas ja conhecidas como divisdo e conquista, algoritmos gulosos, programacio diné-
mica, etc. E claro que nio estamos restritos a estas técnicas quando tentamos resolver gualquer
problema e algoritmos de aproximacéio também néo devem ficar restritos.

Um ponto importante na abordagem de algoritmos de aproximagao € a busca de bons limi-
tantes para a solu¢fo Stima. Sempre devemos ter em mente que € necessario uma maneira de
se comparar o valor das solugBes geradas pelo nosso algoritmo com ¢ valor de uma solugdo
6tima, por isso a importincia de bons limitantes. Bons Limitantes sdo aqueles que tém valores
préximos do valor timo. Se estamos querendo minimizar o tempo de término de um escalo-
namento por exemplo, um limitante para o valor 6timo € o maior tempo de processamento de
uma tarefa. Note que fatores de aproximagio baseados unicamente neste limitante podem néo
ser bons. Considere por exemplo, o escalonamento de n tarefas com mesmo tempo de proces-
samento em uma Gnica maquina. Claramente qualquer escalonamento gerado deve gastar pelo
menos 7 vezes o tempo da tarefa mais longa.

Os algoritmos propostos devem, de algama forma, gerar solugdes que fazem uso de estru-
turas do problema que possam ser comparadas com o valor 6timo. Por estruturas do problema
queremos dizer dados das instincias do problema que possam ser obtidos facilmente e que s&o
compariveis ao valor Stimo. Um exemplo € o maior tempo de processamento de uma tarefa
COmMO Vimos a pouco.

Nas secOes seguintes daremos exemplos de algoritmos combinatérios e como o fator de
aproximagio ¢ calculado através de limitantes.

10
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3.1 Algoritmo de Graham para P||Cq;

O algoritmo que apresentamos nesta secio foi proposto por Graham [18] em 1966 e possui
cardter histdrico, pois foi o primeiro algoritmo conhecido a ter uma prova de fator de aproxi-
macdo. O algoritmo trata do caso P]|Ciues. onde temos um conjunto de mdquinas idénticas e
nosso objetivo € minimizar o tempo de término do escalonamento.

O algoritmo de Graham tem como entrada um conjunto de tarefas J ¢ um conjunto de
mdguinas M. Cada tarefa j possui tempo de processamento p; > 0 que pertence aos racio-
nais. Temos gue encontrar uma particdo {M,, ..., M,,} das tarefas {1,...,n} que minimize
max;(t(M;)) onde t(M;) = 3. .. pj» oU seja, minimize o tempo de término do escalonamento.

3.1.1 O Algoritmo

O algoritmo proposto por Graham baseia-se em uma idéia muito simples: aloque as tarefas
uma a uma, destinando cada tarefa & mdquina menos ocupada. Caso haja mais de uma maquina
para alocag@o de uma tarefa, o algoritmo atribui a tarefa de forma arbitrdria a uma das médquinas.
Por esse critério, a escolha da maquina que ird receber determinada tarefa nao depende dos tem-
pos das tarefas que ainda nio foram atribuidas a nenhuma méquina. Na figura 3.1 apresentamos
o algoritmo que denotamos por GH.

ALGORITMO GH(J, M)
1. paraidelam faca
2 M; @
3. parajdelanfaga
4. seja k uma maquina tal que t( M) € minimo
5 My, + Millj
6. devolvaM,.... M,

Figura 3.1: Algoritmo de Graham.

Como exemplo, considere a entrada ({1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,10}, 2). Na figura 3.2 apre-
sentamos o escalonamento que o algoritmo gera.

Mt ¢ 1) 1)1 1]1 10
M2 | 1) 1) 1) 1¢ 1

Figura 3.2: Escalonamento gerado.

O escalonamento gerado pelo algoritmo GH tem tempo de término ignal a 15 enquanto um
escalonamento 6timo tem tempo de término ignal a 10 e pode ser visto na figura 3.3.
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M1 | %) 1f vp 1y 1) 1) 1) 1) 1) 1
M2 10

Figura 3.3: Escalonamento ¢timo.

Para esta instincia, o algoritmo GH tem um fator de aproximacgao de %% = 1,5. Graham
¢ considerado o precursor da 4rea de algoritmos de aproximacio, pois propds este algoritmo
juntamente com uma prova de seu fator de aproximacio.

3.1.2 Razio de Aproximacao

Nesta se¢ao, mostramos o fator de aproximacio do algoritmo GH. Vamos mostrar como
obter o limite de aproximacio através da andlise de himitantes inferiores. O préximo teorema
mostra o resultado.

Teorema 3.1.1 O algoritmo GH é uma (2 — =)-aproximagdo para o problema P||C e

Prova. Podemos perceber que ao final da execugfio do algoritmo, ele produzird uma parti¢io
{My,...,Mp}de{1,...,n}, ouseja, umescalonamento vidvel. Isto ocorre j4 que todas tarefas
serdo escalonadas.

Vamos achar agora limitantes inferiores para o valor 6timo. Sabemos que

o OPT > pper = max; p; € que

A primeira desigualdade vem do fato de que temos que executar a maior tarefa. A segunda
desigualdade vem do fato de que se pudéssemos dividir e atribuir o processamento total em
partes iguais para cada uma das miquinas, este nos daria o menor Cppqe, possivel.

Seja 7 o valor do escalonamento gerado pelo algoritmo GH ao final de uma iteracdo qual-
quer. Seja w a tarefa que foi atribuida 4 maquina k nesta iteragdo. E claro que (M} ) é minimo
antes da atribuigio da tarefa w.

Vamos mostrar QUe 7 — Pmer < (M) antes da atribuicio de w. Seja f a maquina tal que
t{(My) = 7. Se f = k entdo vale que 7 —Ppqr < £(M}) antes da atribui¢do de w. Caso contrério,
seja y a dltima tarefa processada na mdquina f. Também € valido que 7 — Prge < t(M;) —~p, <

t(My) antes da atribuigdo de w. Portanto, nenhuma mdquina pode estar desocupada no tempo
T - Pmaz- LOgO vale a desigualdade

n
zpj m>k_ m(T - pma.a':) + Pmazx-
fe=1
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Consequentemente 1emos

1 m—1
PT > — 3 > - To— YL - .
0 _mgpgm (= )Pmas (3.1)
Trocando 7 na desigualdade (3.1) obtemos
T <OPT + (M)pma:c-

Como Pz < OPT a seguinte desigualdade € valida

r<a+horr=2- -T%)OPT.

m
A desigualdade acima é vélida para o escalonamento gerado no fim de cada iteragio, por-
tanto também € valida para o dltimo escalonamento gerado. t

Para finalizar esta se¢do mostramos que o fator de aproximagcio do algoritmo GH € justo, ou
seja, ndo é possivel fazer uma andlise em termos de aproximacio melhor do que a apresentada.

Teorema 3.1.2 O fator de aproximagdo do algoritmo GH ¢ justo.

Prova.
Basta observar o exemplo da figura 3.2 e comparar com o valor 6timo apresentado na figura
3.3.
]
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3.2 Um PTAS para o problema P||C,,,,

O algoritmo desta secido, proposto por Hochbaum e Shmoys [23], mostra o forte relaciona-
mento entre problemas de empacotamento e escalonamento. O problema P||C o, € fortemente
relacionado com o problema de empacotamento unidimensional que pode ser definido como:

¢ Dados recipientes de tamanho ¢ e n itens {a;,...,a,}, cada item a; com tamanho p,,,
devemos empacotar estes n itens no menor nimero de recipientes possivel. O empacota-
mento deve satisfazer a restricdo:

1. Dado um recipiente R e um conjunto {x1,...,2x} de itens empacotados em R,
deve-se respeitar Zle Pz, < t, onde { € o tamanho do recipiente R.

Considere uma instincia do problema P||C)y., onde temos n tarefas com requerimento
de processamento {py, ..., p,} que devem ser executadas em m mdquinas. Note que existe um
escalonamento com tempo de término C,., = ¢ se, e somente se, podemos empacotar 7 itens de
tamanho {p:, ..., p,} em m recipientes de capacidade {. Dado umainstincia I = {p;,...,pa}s
seja bins(7, ) o menor nimero de recipientes de capacidade £ necessdrios para empacotar I. O
menor tempo de término C,,,,; para o problema P||C,,,, serd dado por: min{¢ : bins(I,1) <
Seja LB = max{z 37" Pi, Pmac}. Como vimos na se¢io anterior, LB € um limitan-
te inferior e 215 € um limitante superior para o valor étimo do problema P|{C,,,. Pode-
mos determinar 0 menor Cp,e COM uma busca bindria neste mtervalo com a restricio de que
bins(I, Cpes) < m. Na secfio seguinte apresentamos um algoritmo polinomial para um caso
particular do problema de empacotamento unidimensional.

3.2.1 Algoritmo para Empacotamento em Recipientes

Nesta secio apresentamos um algoritmo polinomial étimo para resolver instincias do pro-
blema de empacotamento em recipientes de tamanho ¢, quando o nimero de tamanhos diferen-
tes dos itens € limitado por uma constante k. Uma instancia deste problema, pode ser definida
por uma k-tupla {f1,...,%;) especificando quantos objetos de cada tamanho existern. Assim,
vamos supor que 0 algoritmo recebe um conjunto de itens [ e gera a partir deste conjunto, a tupla
representante. Seja BINS(¢,, . . ., t) 0 menor nimero de recipientes necessarios para empacotar
0s itens representados pela tupla (¢1, .. ., #). O algoritmo, denotado por PackHS, recebe como
parimetro os itens ¢ um valor especificando o tamanho dos recipientes. O algoritmo pode ser
visto na figura 3.4.

Dada uma tupla (nq,...,ns), o algoritino primeiramente calcula o conjunto ¢ dado por
todas k-tuplas (g1, ..., gx) tal que BINS(qu,...,q¢) = 1e 0 < ¢; < mny, 1 < i < k. Claramente

7
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ALGORITMO PackHS({/,1)
1. particione I = I, U... U I} tal que itens de I, sio todos do mesmo tamanho, 1 <i <k
2. geretupla (ni,...,ng)talquen; = |, 1 <i<k
3. geretupla(sy,...,sp)talques;, =p,z e, 1 <i<k
4. Q<0
8. paracadatupla (gi,...,q) talque0 < ¢, <n;,1<¢ <k, faca
6. se Zle 8; - q; < tentdo
7. Q'("“QU{(le'-:gk)}
8. BINS((gr,...,qx)) + 1
9, paracadatupla (41,...,%4); 0 <4; <n;, 1 <7<k faca
10. BINS(iy,...,4) ¢+ 1+min{BINS(i;, —qi,.. ., % —q): VYV (g1...., %) € Q}
11. devolva BINS

Figura 3.4: Algoritmo para empacotar itens no menor nimero de recipientes.

o conjunto () possui menos que n* elementos. Em seguida o algoritmo calcula entradas de
uma tabela k-dimensional. Cada entrada da tabela é definida por BINS(iy, ..., %) para todo
(81,50} € {0,...,n1} x{0,...,na} X...x{0,...,ny}. Cada entrada (4;, ..., %) da tabela
representa 0 menor nimero de recipientes necessarios para empacotar estes itens. A tabela é
iniciada com BINS(q) = 1 para cada ¢ € (J. As demais entradas da tabela sdo calculadas
usando-se a seguinte recorréncia:

BINS(il,...,ik) - 1+m1n{BINS(21 —q;)...,’&-k—q,ig) : b4 (ql,...,qk) EQ}

O algoritmo pode ser implementado de forma a calcular cada entrada da tabela com com-
plexidade de tempo O(n*) e a tabela inteira com complexidade de tempo O(n?*). Vamos supor
nas se¢Oes seguintes, que junto com a fungio BINS, o algoritmo devolve um empacotamento
dos itens.

3.2.2 O Algoritmo para o Problema P||C,,,.

Nesta secdo apresentamos o algoritmo que gera o escalonamento utilizando o algoritmo
PackHS da secio anterior. Para tanto, temos que limitar 0 nimero de diferentes tempos de
processamento arredondando-os.

Seja € um niimero positivo e ¢t € [LB, 2L B]. Na figura 3.5 apresentamos um algoritmo, de-
notado por Round, que arredonda os tempos de processamento das tarefas a serem escalonadas,
de tal forma a ter um ntimero constante de tempos de processamento diferentes.

O algoritmo devolve dois conjuntos, B1 ¢ R2. O conjunto R2 tem as tarefas consideradas
pequenas. Dizemos que uma tarefa € pequena se seu tamanho € menor do que €. O conjunto
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ALGORITMO Round(J,¢.t)

1. paracada j € Jfaca
2. Rl
3. R2« ¥
4. sep; > et entdo
5. seja ¢ o inteiro tal que te(l + €)t < p; < te(l + €)*
6. J'=3
7. Py ?fﬁ(l +- E)i
8. Rl « R1U {j'}
9, sepdo
10. R2 « R2U{j}
11. devolvaRle R2

Figura 3.5: Algoritmo para arredondar tamanho dos itens.

R1 contém as tarefas consideradas grandes. Estas tarefas tém seu tempo de processamento
arredondado da seguinte forma: cada p; no intervalo [te(1 + €)*, te(1 + €)**1) é wocado por
p; = te(1+¢€) parad > 0. Os pj criados podem assumir no méximo k = [log;,. 1] valores
distintos. Com isso, podemos determinar um empacotamento Otimo para estes 1tens usando o
algoritmo PackHS. Como o arredondamento reduz o tamanho de cada item por um fator de no
maximo 1 + ¢, se considerarmos os seus tamanhos originais, o empacotamento serd vilido para
recipientes de tamanho ¢(1 + €).

Considerando as tarefas como objetos a serem empacotados, na figura 3.6 apresentamos um
algoritmo, denotado por PackHS2, que empacota as tarefas do conjunto J em recipientes de
tamanho (1 +¢).

Todos os itens sdo empacotados em recipientes de tamanho #(1 + €}. Os itens grandes
do conjunto R1 s3o empacotados de forma 6tima pelo algoritmo PackHS. O algoritmo entdo
empacota 0s objetos pequenos de maneira gulosa nos espagos que possivelmente sobraram. S6
€ utilizado um novo recipiente se todos os demais estiverem cheios por pelo menos £.

Vamos denotar por a{J,, €) o ndmero de recipientes usados pelo algoritmo PackHS?2 pa-
ra empacotar todos os itens. O Jema abaixo mostra que o nimero de recipientes usados pelo
algoritmo PackHS2, para empacotar todas as tarefas, ndo ¢ maior do que o namero de recipi-
entes usados por uma solugdo 6tima. Vale lembrar que no algoritmo € utilizado recipientes de
tamanho ¢(1+¢) enquanto a solugdo Gtima que empacota estes itens usa recipientes de tamanho
t.

Lema 3.2.1 O mimero de recipientes usados pelo algoritmo PackHS2 para empacotar uma
instdncia (J, t, €) € no mdximo o niimero de recipientes usados em uma solucdo 6tima, ou seja,
ofJ,t,€) < bins(J,t).
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ALGORITMO PackHS2(J ,¢,t)
1. Round(J.e?)
2. PackHS(R1.,1)

3. sejaM = {1,...,1}, o conjunto de recipientes com empacotamento de K1

4. paracada j € R2f{aca

5. para i +— 1 até [ faga

6 se j pode ser empacotado em ¢ entio

7

8

9

M; + Mlij
break
se 7 ndo foi empacotado entio
10. [—1+1
11. crie novo recipiente /
12. Mg — M[H]

13. devolva M, ..., M,

Figura 3.6: Algoritmo para empacotar todos os itens {tarefas).

Prova. Qs itens grandes sio empacotados de maneira &tima pelo algoritmo PackHS. Se todos
os itens pequenos puderem ser empacotados sem utilizar nenhum novo recipiente, entdo o lema
vale j4 que os itens grandes foram empacotados de maneira §tima. Se o algoritmo PackHS2
precisar criar ROvos recipientes, € porque todos os demais estdo preenchidos com pelo menos £
de tamanho, jd que os recipientes tem tamanho #{1 -+ ¢) e todos os itens pequenos tem tamanho
menor que te. Logo, todos os recipientes estdo ocupados com pelo menos £ com excegdo do
ltimo recipiente criado. Como bins(J, t} considera recipientes de tamanho £, este terd que usar
pelo menos a mesma quantidade de recipientes.

0

Como o valor de um escalonamento 6timo para 0 problema P}|C,,,, ¢ dado por OPT =
min{t : bins(J, t) < m}, temos, aplicando o lema 3.2.1, que min{? : a(J,t,¢) <m} < OPT.
Temos que achar entdo o menor valor de ¢ tal que a{J,¢,¢) < m. O algoritmo da figura 3.7,
denotado por HS, gera o escalonamento para o problema P|{Cpqs.

O algoritmo faz uma busca bindria com ¢ no intervalo [LB, 2L B] até que a busca diminua
para um intervalo de tamanho e B. Para cada valor ¢, € gerado um empacotamento com o
algoritmo PackHS2. A resposta do algoritmo HS € 0 empacotamento com ¢ menor £ tal que
a(J.t,€) < m. O tamanho deste empacotamento € dado por £,,.

Na busca bindria, o algoritmo considera o intervalo [LB, 2L B] dividido em intervalos dis-
cretos de tamanho eLB. Existem ;_1— intervalos de tamanho eLB entre LB ¢ 2LB. Logo, o
algoritmo faz uma busca bindria em % intervalos e isto é feito com [log, -i—} iteragdes. Seja T
o ponto mais a direita do intervalo em que o algoritmo termina a busca, ou seja, ' = MAX
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ALGORITMO HS(J, M .¢e)
1. MIN« LB
2. MAX « 2LB
3. enquanto MAX — MIN > eLE faca
4.t MAXMIN G gy
5. PackHS2(J, €, t)
6. se afJ,t,€) < mentdo
7. MAX ¢
8. Fonin — T
9. senio
10. MIN « ¢
11. devolva{,,, e empacotamento M, ..., M, gerado por PackHS2

Figura 3.7: Algoritmo que gera o escalonamento das tarefas.

quando o algoritmo termina. O lema abaixo mostra um limite para o valor de £,,;, obtido na
busca bindria.

Lema 3.2.2 Seja T o ponto mais a direita no intervalo em que o algoritno encerra a busca
bindria. Vale que T < (1 4+ ¢)OPT.

Prova. O algoritmo faz uma busca bindria até que o intervalo de busca diminua para um tamanho
de eL B, ou seja até€ termos MAX - MIN < eLB. Sabemos que min{t : a(J,t,¢} < m} estd
no intervalo [MIN, MAX] e consequentemente no intervalo [T — ¢L B, T]. Logo temos

T < min{t: a(J,t,e) < m} + eLB.

Como LB é um Hmitante inferior do valor étimo, temos que 7" < (1 + €}OPT.

a

Com o limitante obtido no lema 3.2.2, podemos mostrar que ¢ algoritmo HS € um PTAS
para o problema P||C,,... Note que o algoritmo ndo é um FPTAS porque o algoritmo PackHS
tem complexidade de tempo O (n?M1o81+< 1)

Teorema 3.2.3 Dada uma instincia (J, M} para o problema P||C . ¢ um € tal que 1 > ¢ > 0,
o algoritmo HS produz um escalonamento tendo tempo de término no mdximo (1 + 3¢)OPT.

Prova. O algoritmo acha um escalonamento de tamanho no méximo {1+ ¢)7 ji que o algoritmo
PackHS?2 empacota as tarefas em recipientes de tamanho no mdximo (1 + €)7. Como 7" <
(1+€)OPT pelolema 3.2.2, temos um limite para o tamanho do escalonamento de (1+¢)20PT.
Mas (1+¢€)2=1+2e+€® < {1+3€).jiquel > e

0
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3.3 Uma 2-aproximacio para 1|r;| > C;

O algoritmo desta secdo, proposto por Phillips, Stein e Wein [31], faz transformages de
escalonamentos preemptivos para ndo preemptivos. A forma apresentada aqui, serd especifica
para o problema 1|r;| 3 C;, onde deve-se montar um escalonamento em uma dnica maquina
minimizando a soma dos tempos de término das tarefas. Cada tarefa j possui um tempo de
liberagdo r;, antes do qual ndo pode ser processada. O algoritmo, que denotamos por PSW, &
apresentado na figura 3.8. O algoritmo usa uma fungfo first, que devolve o primeiro elemento
de uma lista.

ALGORITMO PSW(J)
1. seja S um escalonamento §timo para o problema 1|r;, pmin|C; com as tarefas .J
2. seja C':f.’ o tempo de término de cada tarefa j no escalonamento S
3. seja L uma lista com tarefas de J ordenadas pelos respectivos valores Cf’?
4, enquanto L # 0 faga
5. j « first(L)
6. L+ L\{j}
7. escalone j de forma nio preemptiva a partir de C;’
8. atualize os valores de C¥ para todos k € L

Figura 3.8: Algoritmo para transformar escalonamento preemptivo em ndo preemptivo.

Apds gerar um escalonamento preemptivo, o algoritmo ordena as tarefas por ordem de tér-
mino do escalonamento preemptivo. O algoritmo gera um outro escalonamento ndo preemptivo
da seguinte forma. Para cada tarefa j, € alocado, a partir do tempo Cj-’ , espago suficiente pa-
ra executd-la de forma ndo preemptiva. Neste processo, ao alocar espago para uma tarefa, as
demais tarefas que terminam depois de Cf sdo deslocadas para frente, por isso sdo atualizados
seus valores de tempo de término na linha 8 do algoritmo. Como exemplo considere a figura
39

Baker [8] apresenta um algoritmo polinomial para o problema 1|r;, pmin| > C; que de-
notamos por Bk. O algoritmo Bk ¢ baseado na seguinte idéia: a qualquer instante, execute
a tarefa com menor tempo para ser finalizada. Apresentamos o algoritmo Bk na figura 3.10.
No algoritmo temos uma lista L que estd sempre ordenada em ordem crescente por tempo de
processamento das tarefas. A funcdo first devolve o primeiro elemento da lista e a fungio last
devolve 0 tempo restante que falta para a dltima tarefa em execugio terminar. Denotamos por
t(m) o tempo de término da dltima tarefa em execuc¢do na maquina m.
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al 1| 21{3f2] 1 |
b | 1312l 2] v | 1]
¢ | [3] 2 ] L

Figura 3.9: Temos trés tarefas para escalonar {1, 2, 3}. O escalonamento Stimo preemptivo é
apresentado em (a). Em (b) aloca-se espago para que 0 escalonamento fique nfio preemptivo.
Em (c) temos o escalonamento ndo preemptivo.

3.3.1 Resultados

A seguir mostramos que usando o algoritmo Bk no passo 1 do algoritmo PSW, obtém-se
uma 2-aproximacio para o caso ndo preemptivo. Dado uma tarefa j, denotamos seu tempo de
término no escalonamento preemptivo por Cf e seu tempo de término no escalonamento nio
preemptivo por C7'. O préximo teorema mostra o fator de aproximago do algoritmo PSW para
o problema 1|r;{C;.

Teorema 3.3.1 O algoritmo PSW é uma 2-aproximagdo para o problema 1|r;| > C; quando
utitizamos o algoritmo Bk no passo 1.

Prova. Seja j uma tarefa qualquer. Seja C¥ o tempo de término da tarefa j no escalonamento
preemptivo € CT 0 tempo de t€rmino no escalonamento nio preemptivo. Considere o @ltimo
pedaco de j que foi executado no escalonamento preemptivo, cujo tamanho € g;. Este pedago
foi escalonado do tempo Cf ~ g, até C;’ . O algoritmo PSW insere p; — ¢; unidades de tempo
a partir de C% e escalona j de maneira ndo preemptiva no bloco resultante de tamanho p;.
Desta maneira todas as tarefas que executam apdés C? sio empurradas sem alterar a ordem do
escalonamento e sem violar os r;. O algoritmo PSW remove todos os pedagos de 7 que ocorriam
antes de C7 — k;. Neste processo temos que:

Cr<(Cf+ > p)+ps (3.2)

k:C;f*(Cf

O algoritmo executa j a partir de C% somado com o deslocamento que ocorreu devido ao
processamento ndo preemptivo das tarefas & que terminaram antes de j. A desigualdade (3.2)
pode ser reescrita da seguinte forma:

CP<Cl+ > (3.3)

k:CE<CY
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ALGORITMO Bk(J}
1. L+0
2. sejal o menor tempo de liberagdo das tarefas
3. paracadaj e Jcomr; =[faca
4. insira j em L
5. Je—J—j
6. T — {
7. enquanto (L # 0) faga
8. se t(Mq) < rp entdo
9, My « M| first(L)
10. se L = ) entdo
11. seja [ 0 menor tempo de liberagcéo das tarefas em J
12. paracada j € Jcomr; = [ faca
13. insira jem L
14. Je—J—3
15. T 1
16. sendo
17. Se Prirst(r) < last(My) entdo
18. troque a primeira tarefa de L com o dltimo processo da maquina m,
19. senao
20. se J = B entdo
21, ri, < t(M)
22. sendo
23. seja [ o menor tempo de liberacdo das tarefas em J
24. se I > t(M,) entdo
25. rr +— t{M;)
26. senio
27. paracada j € Jcomr; =l faca
28. nsira j em L
29. Je—J—j
30. Ty -1
31. devolva M,

Figura 3.10: Algoritmo de Baker para o caso preemptivo.

O somatdrio desta desigualdade € menor ou igual que C7 ji que estamos somando os tempos de
processamento das tarefas que terminam antes de j mais seu proprio requisito de processamento
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p;. Logo vale que C} < 2C% e portanto

S Cp<2) CT<20PT,

Jjed JEJ

jd que o escalonamento preemptivo 6timo € um limitante para o escalonamento ndo preemptivo
Stimo. ]

Note que poderiamos obter um outro escalonamento ndo preemptivo da seguinte forma: Se-
ja j a Gltima tarefa a terminar, ou seja, cujo C% é méximo. Podemos escalonar todas tarefas
a partir de C? até 2C7 de maneira nio preemptiva. Este escalonamento € vidvel ji que pode-
mos escalonar de forma nfo preemptiva as tarefas no mesmo espaco de tempo gasto na forma
preemptiva. Também respeitamos os r; pois € claro que em CF, . todas as tarefas jd foram libe-
radas. Mas ao escalonarmos desta forma, nfo temos nenhuma garantia das relagdes entre C7 e
C?T das tarefas ¢, com excegdo da tiltima tarefa j. Veja que ao trabalharmos com algoritmos de
aproximacio, ¢ importante que tenhamos sempre alguma forma de relacionar nossos resultados

com o valor de uma solucio dtima.

3.3.2 Aproximacio Justa

Quando desenvolvemos algoritmos de aproximagio € interessante mostrar que o algoritmo
tem fator de aproximacio justo, ou seja, mostrar que existemn instincias para as quais o algo-
ritmo devolva o valor himitante. Isto nos permite mostrar que o algoritmo proposto néo pode
ter seu fator de aproximacio melhorado. Como exemplo mostramos que o algoritmo PSW da
secio anterior tem fator de aproximagio justo.

Teorema 3.3.2 O fator de aproximagdo do algoritmo PSW ¢ justo.

Prova. Considere a seguinte instincia para o algoritmo: No tempo 0 uma tarefa j; com requisito
de processamento B € liberada; no tempo B — 2 uma tarefa j, com requisito de processamento
1 € liberada e no tempo B + 1, z tarefas com requisito de processamento 1 so liberadas. O
escalonamento Gtimo preemptivo para esta instincia é obtido da seguinte forma. Escalone a
tarefa j; até o tempo B — 2, pare-a e execute a tarefa j» até o tempo B — 1. Termine de executar
71 até o tempo B + 1. Depois execute as z tarefas restantes. Neste caso temos

S5Cf= B-1+B+1+Y 245
2B+B$+(2+x2+1)$
23+B:c—1+£—”-~%£ﬁ@.
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Um escalonamento 6timo nio preemptivo € obtido executando a tarefa j; até o tempo B e
executando as demais tarefas em seguida. Este escalonamento tem valor maior em uma unidade
do que o escalonamento preemptivo.

O algoritmo por sua vez, transforma o escalonamento preemptivo em um escalonamento
nao preemptivo onde j, termina no tempo B — 1, j; termina no tempo 28 — 1 e as « tarefas sdo
executadas em seguida. Temos entdo

SICP= B-1+2B—1+3Y 0%
= 3B+2Br-2-+21

Fazendo z = /B temos que

. 2Bz +3B-2+30
lim

B-+oo By + 2B — 1 + gz%-l?;{ z+2) = 2.

Logo, a transformacio do escalonamento preemptivo para o ndo preemptivo usando este
algoritmo, tem fator de aproximac3o justo. 0



Capitulo 4

Algoritmos Baseados em Programacao
Linear

Neste capitulo apresentamos algoritmos que utilizam programagao linear para obtengio de
aproximacdes para problemas de escalonamento. Um programa linear, ¢ um problema de oti-
mizacio onde o objetivo € otimizar uma func¢édo linear com varidveis reais, cujos valores devem
satisfazer um conjunto de restri¢des lineares. A fungfio a ser otimizada é chamada fungfio obje-
tvo.

Se restringirmos as varidveis do programa linear para valores inteiros, temos entao um pro-
grama linear inteiro. Para nés, este tltimo modelo € bastante 1til, uma vez que muitos pro-
blemas de otimizacdo podem ser facilmente escritos como programas lineares inteiros, mas de
modo geral, a resolucéo de um programa linear inteiro € NP-dificil. Uma estratégia para atacar
problemas N P-dificeis € relaxar o programa linear inteiro e resolvé-lo de forma fraciondria.
Posteriormente, tal solugdo fraciondria € transformada em uma solug¢fo inteira através de algu-
ma estratégia de arredondamento. Existem métodos eficientes para a resolucfio de programas
lineares de forma fraciondria.

A solugido de um programa linear relaxado é em geral um limitante para o valor 6timo, ja
que o espaco de solugBes fraciondrias contém o espago de solugdes inteiras. Para obter solugdes
inteiras, muitos dos algoritmos arredondam a solugdo fraciondria tentando limitar as perdas.

Nas secdes seguintes apresentamos alguns algoritmos que utilizam modelos de programa-
¢do linear. Nio € nossa intengdo mostrar resultados relacionados a teoria de programacio linear.
Apenas usamos resultados que sabemos serem validos e os aplicamos a algoritmos de aproxi-
macio. Para mais detalhes sobre teoria de programacio linear veja {10, 14].

24
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4.1 Uma 2-Aproximacio para R||C,..

O algoritmo desta sec¢do foi proposto por Lenstra, Shmoys e Tardos [28]. Este algoritmo
faz um arredondamento da solugZo de um programa linear obtendo uma 2-aproximagio para
o problema R||Cp.... Neste problema temnos um conjunto de maquinas no relacionadas e
devemos minimizar o tempo de término do escalonamento gerado. Apresentamos a seguir um
programa linear para este problema.

4.1.1 Formulacio Linear do Problema

Lenstra, Shmoys e Tardos propuseram uma formulacdo linear para este problema usando
varidveis bindrias z;; para cada par j € J, ¢ € M. A varidvel x;; tem valor 1 se a tarefa
j € alocada ao processador 7 e tem valor 0 caso contrdrio. Além disso, hd na formulacdo uma
variavel ¢, que representa a funcéo objetivo, ou seja, ¢ = C\pge. O programa linear € apresentado
a seguir:

Min ¢
ZieMxij = 1 Vjeld (41)
zi; =2 0 YieM, VjelJ (4.3)

A restricdio (4.1) garante que toda tarefa serd atribuida a exatamente uma méquina. A restri-
¢do (4.2) garante que nenhuma méquina executard mais do que o tempo £.

O problema com esta formulagio € que a razio entre uma solugio 6tima inteira deste sistema
e uma solucio Stima fraciondria pode ser muito grande como mostra o seguinte lema.

Lema 4.1.1 Existe uma instancia para o problema R}|C ez para o qual a razdo entre uma
solucdo otima inteira e wma solugdo 6tima fraciondria do programa linear acima é m.

Prova. Considere umna instincia onde temos apenas uma tarefa com requisito de processamento
m em cada uma de m mdiquinas idénticas. A solugdo 6tima inteira é m. A solugdo fraciondria
do programa linear alocaria ;15 de processamento para cada maquina resultando em uma solucio
fraciondria de valor 1. ]

Logo, ndo conseguimos nenhuma aproximacdo melhor do que m se usarmos como limitante
para ¢ valor 6timo, apenas o valor da soluc@o 6tima fraciondria do programa linear dado. Isto
mostra a importincia de se obter bons limitantes. Portanto, ao nvés de usar a formulacio dada,
o algoritmo resolve vdrios programas lineares com a restricio de que o valor do escalonamento
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achado deve ser maior do que o termpo de processamento de cada uma das tarefas nas maquinas
em que executam. Seja 7 um valor inteiro positivo que achamos ser ¢ valor §timo. Definimos
também o conjunto Sy = {(4, j)ip;; < T'}. Com isso, temos uma familia de programas lineares
LP(T), um para cada valor possivel de T". SO usamos valores de T para o qual todas tarefas
podem ser processadas em pelo menos uma mdquina. O programa linear LP(T) usa varidveis
x;; Somente para os pares (7, j) € Sr. Desta forma, € obtido um valor de escalonamento minimo
onde desconsidera-se a construgio de escalonamentos como o do lema 4.1.1. Para cada valor
T, o algoritmo resolve o programa linear LP(7) abaixo e apenas considera se ele admite solugdo
ou nao.

Zi:(z‘,j)eSsz'j =1 VYjelJ
T Vie M
O V(Zn.?) = ST

LP(T)

Zj:(i,j)@ST‘/Eijpi:f <
Ty 2

4.1.2 Propriedades dos Pontos Extremais

Descrevemos aqui algumas propriedades dos pontos extremais do programa linear LP(T).
Pontos extremais sdo soluctes 6timas de um programa linear.

Lema 4.1.2 Qualguer ponto extremal para LP(T) tem no mdximo n + m varidveis diferentes
de zero.

Prova. Seja r = |S7| o nimero de varidveis que LP(T) possui. Da teoria de poliedros, sabemos
que uma solucio vidvel para LP(T) é um ponto extremal se, e somente se, ela satisfaz r restri¢des
lincarmente independentes com igualdade. Destas r restri¢hes, pelo menos r — (n 4+ m) devem
ser escolhidas das dltimas desigualdades (z;; > 0). As varidveis destas tltimas restricdes
receberio 0, logo, teremos no maximo n + m varidveis diferentes de zero.
O
Dada uma solu¢io z do programa linear LP(T), dizemos que uma tarefa j € integralmente
atribuida em z se ela € inteiramente alocada a uma tnica mdquina. Caso contrério, dizemos que
a tarefa j é alocada de forma fraciondria.

Lema 4.1.3 Qualquer ponto extremal que é solugdo de LP(T) deve ter pelo menos n—m tarefas
integralmente atribuidas.

Prova. Considere uma solugio que é ponto extremal para LP(T) e sejam « ¢ 5 o ndmero de
tarefas alocadas integralmente e de forma fraciondria, respectivamente. Cada tarefa alocada de
forma fraciondria deve ser alocada a pelo menos 2 médquinas. Desta forma temos:
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a+tf=n ¢ a+26<n+m

A luma desigualdade segue do lema anterior. Temos que o + 25 = n + 8 < n + m. Isto
implica que 5 < m. Sabemos que a seguinte igualdade & valida,

a+fB-m=n—m.

Como 3 < m, temos que (5 — m) < 0 e portanto vale que o > n ~ m.

0

Dada uma solugio z de LP(7T) que € ponto extremal, definimos um grafo G, = (J, M, E}
bipartido onde J e M sdo vértices e cada aresta de F serd definida da seguinte forma: (j,i) ¢ E
se, € somente se, r;; # 0. Definimos também o grafo H, que ¢ o grafo induzido de G,
possuindo apenas arestas (j, ) para z;; tal que 0 < z;; < 1.

Dizemos que um grafo conexo com K vértices € uma pseudo arvore se ele contém no ma-
ximo K arestas. Dizemos que um grafo € uma pseudo floresta se cada um de seus componentes
for uma pseudo drvore. Os préximos dois lemas nos mostram algumas propriedades dos grafos
definidos.

Lema4.1.4 O grafo G, ¢ uma pseudo floresta.

Prova. Seja GG, um componente conexo de G,. Vamos mostrar que &, € uma pseudo arvore.
Restringimos 0 programa linear LP(T) e x apenas para este componente G, obtendo LFP,{T) e
z.. O programa linear LP.(T") tem apenas as varidveis relativas a G, assim como z. é 0 vetor
restrito a estas varidveis. Seja z; o vetor solugio das demais varidveis de z. Vamos mostrar que
z. é ponto extremal de LFP,(T'}). Suponha que z, ndo seja ponto extremal. Neste caso z, é uma
combinag¢io convexa de outras duas solugfes z, e xy, de LP.(T). Temos que z. = azx, + 55,
onde § = 1 — o Vamos montar outros dois vetores z1 ¢ z2 da seguinte forma: z; receberi
os valores de = multiplicados por 5% e os valores de z, nas respectivas posicdes assim como
em z; xo receberd os valores de x; multiplicados por 5% e os valores de ;. Assim temos que
z = ax, + Sz, 0 que implica que z ndo é um ponto extremal. Logo x. é ponto extremal de

LP,(T). Aplicando o lema 4.1.2 mostramos que . é uma pseudo drvore.
0

Lema d.1.5 O grafo G, tem um emparelhamento perfeito.

Prova. Cada tarefa alocada integralmente tem exatamente uma aresta incidente em G . Retiran-
do estas tarefas de GG, juntamente com suas arestas, obtemos o grafo H ;. Como a quantidade de
vértices e arestas retiradas sdo iguais, temos que H,; € uma pseudo floresta. Cada componente
de H, ¢ uma pseudo drvore, portanto qualquer componente tem no maximo um ciclo. Em H,
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cada tarefa tem grau pelo menos 2, portanto todas as folhas que existirem em H . s40 maquinas.
Para cada componente de H, que possuir folha, retiramos de maneira sucessiva, uma maquina
¢ a tarefa incidente na respectiva aresta, obtendo no final, ciclos pares jd que H; € bipartido.
Casando alternadamente as arestas desses ciclos finalizamos ¢ nosso emparethamento. Como
exemplo, na figura 4.1 apresentamos um possivel grafo H,. As arestas mais escuras correspon-

dem ac emparelhamento.
O

() O ()

Figura 4.1: Atribuic@o a partir do emparelhamento.

4.1.3 O Algoritmo

Descrevemos agora o algoritmo e provamos que este é uma 2-aproximagio para R}|Crgq.
Primeiramente vamos calcular um limitante para o espago de busca. Aloque cada tarefa em uma
mdaguina onde sua execucho € realizada no menor tempo possivel. Seja o« 0 tempo de término
do escalonamento obtido. O algoritmo, denotado por LST, segue na figura 4.2.

Com uma busca bindria no intervalo [£, «] o algoritmo obtém o menor valor inteiro positivo
T para o qual LP(T) possui solucio vidvel. Seja T* este valor e x a correspondente solugio que
¢ ponto extremal. As tarefas com valores integrais em x sZo alocadas em suas méquinas espe-
cificadas. A partir da solugio fraciondria de z € construido o grafo H, e um emparelhamento
perfeito sobre este grafo. As demais tarefas sao alocadas de acordo com o emparelhamento.
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ALGORITMO LST(J, M)

1. T+«
2. MIN¢ 2
3. MAX <+«
4. enquanto MAX -~ MIN > 1 faca
5. T’ [MAZMING & MIN
6. se LP(T") possui solugio entdo
7. T+ T
8. MAX « T
9. sendo
10. MIN « 17
11.  sejaz = (x11,...,Znm) a solucdo de LP(T)
12. parai < 1atém faca
13. para j « 1 até n faga
14. S€ Ty = 1 entdo
15, M; « Mij|j
16. construa o grafo H, para tarefas nio alocadas
17.  seja P = {{juw, M), ..., {Jr, M)} 0 emparelhamento perfeito de H,
18. paracada aresta (j,1) € P faca
19. M; + My
20. Devolva M, ..., M,

Figura 4.2: Algoritmo para escalonamento de méquinas no relacionadas.

O teorema a seguir conclui esta secdo mostrando o fator de aproximacio do algoritmo.
Teorema 4.1.6 O algoritmo LST é uma 2-aproximacdo para R|iCrus.

Prova. Seja T™ o valor 6timo obtido pelo algoritmo ap6s a busca bindria e x a correspondente
solugdo que € ponto extremal. Como 7™ < OPT, as tarefas que foram atribuidas de forma
integral na solugiio z geram um escalonamento com tempo de término menor ou igual a 7.
As tarefas que t€m solugio fraciondria sdo atribuidas segundo o emparethamento perfeito. Pelo
lema 4.1.3, sabemos que existem no méximo m tarefas atribuidas desta forma. Logo, cada
mdquina recebe no maximo uma tarefa a mais. Como para toda tarefa restringimos o problema
a instincias onde p;; < T, temos que o escalonamento gerado € no méximo 20PT. ]
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4.2 Um PTAS para P3|fix;|Crrar

Este problema € chamado de escalonamento de tarefas multiprocessadas em mdquinas de-
dicadas. O algoritmo que apresentamnos foi desenvolvido por Amoura et al. [2]. Vamos primei-
ramente dar algumas defini¢des sobre o problema. Cada tarefa j tem tempo de processamento
p; e conjunto 7; de méquinas que ird processar. Dizemos que 7; € o fipo da tarefa j. Durante
a execucdo da tarefa 7, os processadores de 7; estdo dedicados exclusivamente a sua execugio.
Dadas duas tarefas j e k, dizemos que elas sdo compativeis se 7; N7 = @. Informalmente,
duas tarefas sdo compativeis se podem ser processadas simultaneamente. Chamamos de uma
configuragdo uma colegdo C de tipos tal que:

e ¥V, 7, €CLm N1 =10,
L UTkECTk = {1,,7’!’&}

Na préxima se¢do mostramos que para o caso Pralfix;, prmin{Cp,, existe um algoritmo
6timo polinomial. Na segfio seguinte usamos o algoritmo preemptivo 6timo para obter um
PTAS para o caso P3|fix;|Crez-

4.2.1 Um algoritmo linear para o caso Pmlfix;, pmin|Cra.

No caso Pm[ﬁxj, pmin|Cra, temos um nimero fixo m de processadores. Primeiramente
mostraremos uma formulacio linear deste problema. Vamos denotar por #C' o ndmero total de
configuracdes em funcio de m. O programa linear tem varidveis z; para cada configuragdo Cj.
Particionando as tarefas em fungio do seu tipo 7 temos os subconjuntos:

J” = {j € J}tarefa j tem tipo r}.

Para cada tipo 7 também calculamos

Com isso podemos montar 0 seguinte programa linear que denotamos por LPP.

Min Ziﬁ z;
(LPP)

i|lreC; i
T

AW,
o)
il
e
4
!
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As varidveis x; recebem valores que representam o tempo gue as maquinas processam a
configuracdo C;. Desta forma, o programa linear minimiza o tempo total Ch,e, (que € o tempo
correspondente 4 execugfo das configuragdes que recebem valores diferentes de (), com a res-
tricio de que deve ser alocado espago suficiente para executar todas as tarefas. Na figura 4.3
apresentamos o algoritmo que denotamos por ABKM pmin,.

O algoritmo primeiramente monta e resolve o programa linear LPP. Para cada varidvel z;,
obtida na resolucéio do programa linear LPP, diferente de zero, o algoritmo atribui processos a
configuragio correspondente ocupando todo o tempo relativo a esta varidvel. Processos que nio
podem ser executados totalmente nesta configuragdo sdo interrompidos e recomegados posteri-
ormente em outra configuragio.

ALGORITMO ABKM, 1, (J, M)
1. resolva programa linear LPP obtendo uma soluco étima (z7,. . ., 2kc)

2. parat + 1até #C faca
3. para cada tipo 7 € C; faca
4. i
5. paracada tarefa j faca
6. para ¢ < 1 até #C faca
7. se 7; € C; entdo
8. seja ¢} o tempo disponivel para o tipo 7; em C;
9. se t] 2 p; entdo
10. execute j integralmente em C;
11. 7 1 —p;
12. pj =0
13. break
14. sendo
15. execute fracdo ] de p; em C;
16. pj ¢ p;— 1]
17. i 0
18. devolva (Cy,...,Cyuc)
Figura 4.3: Algoritmo para escalonamento preemptivo de tarefas multiprocessadas.
O seguinte teorema mostra que o algoritmo ABKM,,,,,, € 6timo e pode ser executado em
tempo linear.

Teorema 4.2.1 O escalonamento gerado pelo algoritmo ABKM s, € Stimo e é gerado com
complexidade de tempo O(n).

Prova. Primeiramente vamos analisar a complexidade do algoritmo. Dado que o nidmero m de
processadores é constante, temos um nimero constante de configuragdes e portanto um niimero
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constante de varidveis. Da mesma forma, o nimero de tipos diferentes é em funcéo de m, o que
implica que temos um ndmero constante de restrigdes. Logo a resolugio do programa linear
LPP tem complexidade O(1), assim como a execugio dos lagos sobre tipos e configuracdes.
Para escalonar as tarefas, as atribuimos aos espacos representados pelas configuracdes (passo
5-17). Isto pode ser feito com complexidade O{n).

Como o escalonamento € preemptivo, 0 programa linear LPP resolve de forma Gtima o
problema. O algoritmo gera um escalonamento exatamente de tamanho Zfii z; que é a soluc@o
6tima de LPP.

O

Usando idéias deste algoritmo, ¢ possivel desenvolver um PTAS para o caso ndo preemptivo.
Veremos 1sto na proxima se¢io.

4.2.2 O PTAS para P3|fix;|Cpaz

A 1déia do algoritmo € particionar o conjunto de tarefas em grandes e pequenas de forma
a ter um niimero constante de processos grandes. O conjunto de tarefas grandes serd denotado
por L e o conjunto de tarefas pequenas serd denotado por 7. O algoritmo gera todas as pos-
sibihdades de escalonar os processos grandes. Ji os processos pequenos sdo escalonados de
forma 6tima dentro dos espagos que sobram no escalonamento dos processos grandes, usando
um algoritmo parecido com o algoritmo ABKM .4, da seco anterior. O escalonamento dos
processos pequenos € preemptivo e posteriormente transformado em ndo preemptivo. A trans-
formac¢io para um escalonamento nio preemptivo € feita de forma a obter um escalonamento
cujo valor ndo € muito distante do valor 6timo.

Dado um conjunto de tarefas grandes L, definimos um quadro de L como um subconjunto
de tarefas compativeis de L. Um escalonamento relativo E é uma sequéncia de quadros (;
de L. tal que cada tarefa ocorre em uma subsequéncia de quadros e quadros consecutivos sfo
diferentes. O dltimo quadro do escalonamento relativo deve ser o conjunto vazio. Um escalo-
namento relativo representa uma ordem de escalonamento das tarefas grandes. Note que dado
qualquer escalonamento das tarefas .J, podemos associar o escalonamento das tarefas grandes
L com uma sequéncia de quadros. Toda vez que uma tarefa grande termina ou comega, te-
mos um novo quadro. Desta forma, podemos montar um escalonamento relativo dado qualquer
escalonamento de J.

Dado um tipo 7 definimos uma 7-configuracdo C¥ como uma colegio de tipos 7, C 7 tal
que:

1. V7, 7 € C2, TNy =19

2. U‘ruEGE,"Tu = T.
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(a)

® 6 7

Figura 4.4: Em (a) temos um escalonamento relativo e em (b) um escalonamento das tarefas
pequenas respeitando o escalonamento relativo.

Como exemplo considere que tenhamos um conjunto de tarefas grandes {1, 2, 3} ¢ um con-
junto de tarefas pequenas {4,5,6,7,8,9}. Na figura 4.4 temos um escalonamento relativo e
um escalonamento das tarefas pequenas respeitando o escalonamento relativo. Na figura temos
cinco quadros @, .. ., Us.

Seja #C,. o nimero de 7-configuracfes e ainda D = 3 jes Pj- Antes de mostrarmos o
algoritmo vamos definir um programa linear, que assim como 0 da sec¢do anterior (de fato é
baseado nele), € resolvido em tempo linear e gera um escalonamento 6timo para o caso onde
apenas o escalonamento das tarefas pequenas é preemptivo. Dado um escalonamento relativo
E das tarefas grandes L, temos as seguintes varidveis:

1. Varidvel {; para cada quadro de £ que representa o instante de término do quadro Q;.
Desta forma £..; € o instante de t€rmino do dltimo processo grande. O tempo de término
do escalonamento € representado pela varidvel ¢;.

2. Varidvel e, para cada tipo 7, que representa o tempo total durante o qual processadores
{1,2,3} \ 7 estdo processando tarefas de L e que processadores de 7 ndo estdo proces-
sando tarefas de L.

3. Para cada tipo 7 € cada 7-configuragio C¥, definimos uma varidvel z* que desempenha
o mesmo papel que a vanidvel z; da formulac3o da se¢do anterior. Estas varidveis repre-
sentam o tempo de processamento das tarefas pequenas sobre a configuragio definida por
C‘u

=.

Definimos o conjunto Y como o conjunto de todos os tipos 7, tal que existe algum quadro
durante o qual processadores {1,2, 3} \ 7 estdo processando tarefas de L e que processadores
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de 7 ndo estdo processando tarefas de L. Dado um tipo 7, definimos o conjunto X™ como o
conjunto de quadros ¢J; tal que o conjunto de processadores usados no quadro Q; € igual a
{1,2,3} \ 7. Com isso temos o seguinte programa linear que denotamos por LPN:

Min if
t; > tiog Vie {1,...,[} (4.1)
e, — b, = py Vie L (4.2)
e, = Z ti—tia VTCY (4.3)
(LPN) ieXxr

ozt < e VrCY (4.4)

ce
> S oz > D7 v < {1,2,3} (4.5)

T27reY aulreC:
i > 0 vie{l,...,f} (4.6)
¢ >0 Yr-configuragio; 7 C YV (4.7)

A restrigiio (4.1) € apenas para assegurar um escalonamento vidvel. Para cada tarefa grande
J, temos o quadro 7; de inicio de j e o quadro £;, que € o quadro de término de j. A restricdo
(4.2} forca que o tempo enire estes dois quadros seja exatamente o tempo de processamento
de j. Na restricio (4.3) temos o cdlculo do tempo das varidveis e,. A restricdo (4.4) garante
que o tempo livre e € suficiente para execucgfo das respectivas T-configuragdes. Finalmente na
restrigio (4.5) € garantido que haveri espago suficiente para executar todas tarefas pequenas. A
varidvel D7 representa o tempo total de todas as tarefas pequenas do tipo 7/. Nesta restri¢io é
somado os tempos de todas T-configuragdes que tem 7/ como um de seus tipos.

Antes de mostrarmos o algoritmo para o problema P3|fix;|Ciry,, damos um exemplo para
melhor compreensdo do programa linear LPN. Suponha que temos 6 tarefas com requisitos de
processamento e processadores dados pela tabela abaixo.

| Tarefa J1)J2]J31d4] 5 | Js
I ; 30[20[28[3] 2| 1
“Processadores necessarios|i 11 2| 31 33,2 1,2,3[

Tabela 4.1: Tabela com dados das tarefas

Suponha que L = {ji,jo. 73} e que T = {J1,J5,Jo}- Neste caso temos que D = 93.
Suponha que tenhamos um escalonamento relativo / dado pela figura 4.5, ou seja, £ =

({1,2,3},{1,2},{1},0).
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J1
Jo
Js

o~ o

t(} tl ?fg t3 t4

Figura 4.5: Um dos possiveis escalonamentos relativos.

Temos varidveis de tempo dos quadros fg,...,%;. Consideramos varidveis para os tipos
7= {3} 7 ={2,3}, 7" = {1, 2,3}. Para cada um dos tipos 7, 7’ ¢ 7 temos varidveis e, e
e e, que indicam o tempo livre para cada um dos respectivos tipos. Temos ainda as varidveis
referentes as T-configuragfes. Para o tipo 7 temos apenas a varidvel 22 indicando o tempo que
alguma tarefa executa usando o processador nimero 3. Para o tipo 7/ temos varidveis 2%¢, que
representa o tempo para uma tarefa que usa os processadores 2 e 3 simultaneamente, ¢ m3;3 que
representa o tempo para tarefas que usam o processador 2 ou o processador 3. Finalmente para
0 tipo 7" temos varidveis ©13°, 21", zh, 22 e 7%, Com estas varidveis podemos montar
o programa linear abaixo.

Min 4
o <ty, T <tg, 1o <tz, E3<iy
thO, t;—t0=28, tgwtgzgg, tg"‘tgﬂ:ao
er =19 —
€ =13 — 19
Ern == t4 — t3

3
xr S e'}'
2.3
22+ 2 < ey .
123 1,23 2,13 1,2,
I 4T T + T T < e

23 123 , 12
3+ 422 gt > DB

T”
1,23
B+ > D¥

1.H
‘T‘}r-“%:; 2 D123
oy ...,ts >0
€rs €7y Epn > (0

123 12,3 1,23 2,13
P R Y T

2,3 12,3
z2, 2%, 57, z >0

1 -

T
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4.3 O algoritmo

Note que dado um escalonamento relativo das tarefas grandes, o programa linear LPN re-
solve de forma 6tima o problema onde tarefas pequenas podem ser interrompidas e continuadas
mais tarde. Na figura 4.6 apresentamos o algoritmo para o problema P3|fix;|Cing,. O algoritmo
usa a rotina ABKM,,,,..... que € uma modificacio do algoritmo ABKM,,4,, da se¢do anterior. Esta
rotina escalona as tarefas pequenas nos intervalos e, da mesma forma que ABKM,,,,.1,, escalona
as tarefas de forma preemptiva.

Primeiramente, ¢ algoritmo ordena as tarefas em ordem decrescente de valores de proces-
samento. Depois disso ele acha um valor inteiro ¢ < % tal que pyi + ... 4+ prvi_y < €. Seja
k = 7', O algoritmo particiona as tarefas J = T U L onde L séio as k maiores tarefas. Com isso,
0 algoritmo constrdi todos os escalonamentos relativos E' possiveis das tarefas grandes. Para
cada um destes escalonamentos relativos € montado e resolvido o programa linear LPN. Para
cada escalonamento relativo £ temos um escalonamento SP(E) com tarefas pequenas em modo
preemptivo. Este escalonamento € gerado da mesma forma que o escalonamento preemptivo da
secdo anterior. Para cada escalonamento SP(E), o algoritmo o transforma em um ndo preempti-
vo SNP(E), executando ao fim do escalonamento as tarefas pequenas que foram interrompidas
em algum momento de sua execugio. Ao final é devolvido o melhor escalonamento SNP(E)
gerado.

Vamos a uma andlise do algoritmo. Vamos supor que 0 < € < 1 e que as tarefas de uma dada
instincia sdo tais que ) = 1. Caso isto ndo ocorra podemos fazer com que as tarefas tenham
esta caracteristica. Para isso consideramos tarefas com novo processamento p}; = L. Vamos
mostrar que um escalonamento Stimo das tarefas com tempos de processamento modificados
nos leva a um escalonamento 6timo das tarefas com tempos originais. Desta forma, podemos
considerar instdncias com os tempos de tarefas modificados e conseguir aproximacdes para
estes que também s&o aproximacdes para 0 problema original.

Teorema 4.3.1 Seja (J, M, €) wma instincia para o problema P3|fix;|Cras. Um escalonamen-
to 6timo das tarefas j com processamentos p; = % é wm escalonamento 6timo das tarefas com

processamentos originais. O inverso também € vdlido.

Prova. Seja OPT' um escalonamento Gtimo das tarefas modificadas e Copr 0 seu tempo
de término. Seja X um escalonamento com as tarefas na mesma ordem em que aparecem
neste escalonamento OPT’, mas com as tarefas com seus tempos originais. Seja OPT um
escalonamento 6timo das tarefas com tempos originais. Suponha por absurdo que Cx > Copr-
Copr € dado por ):,,E pPr onde R € uma sequéncia de tarefas no escalonamento que leva
até a dltima tarefa a ser escalonada. Seja S a sequéncia no escalonamento X. E claro que

C— 7 £ I3
SesE =Copr.- Como Y ppr <Y .opstemosque > % <3 .2 Logo, OPT
nao era um escalonamento otimo das tarefas modificadas. Também € ficil ver que o inverso €
vilido.
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ALGORITMO ABKM(J, M, ¢)

1. sejajo,. .., Jn—1 as tarefas em ordem decrescente de valores p;
2. sejai < % o menor valor inteiro ndo negativo tal que pyi + ...+ Priv1 S €
3. keT
4. L+ {jo,---,Jr}
5 T+ J-L
6. seja E* o conjunto de todos escalonamentos relativos das tarefas de L
7. paracada E € E* faca
8. resolva programa linear LPN obtendo solugio Stima {z, {1),..., 2 (w))
9. seja SP(E) o escalonamento gerado por ABKM,, ... (7, (1), ..., 2o (w)), E, T)
10. I+9
11. paracada j € T faga
12. se j fol interrompida em algum momento em SP(E) entio
13. IT«—Tuj
14. SNP(E) + SP(E)
15. para cada j € [ faca
16. retire j de SNP(E)
17. escalone j de forma ininterrupta ao final de SNP(E)

18. MIN ¢ algum F € E*

19. paracada F € E~ faca

20. se t(SNP(E)) < t(SNP(MIN)) entio
21. MIN « E

22. devolva SNP(MIN)

Figura 4.6: Algoritmo para escalonamento ndo preemptivo de tarefas multiprocessadas.

Para ver que o passo 2 do algoritmo faz sentido devemos observar o seguinte lema:

Lemad.3.2 Sejal > py > p1 > ... 2 Pt = 0 uma sequéncia de valores tal que Zi p; =1,
esejae > 0. Existe i < 2 tal que pri + ...+ priviy < €

Prova. Vamos decompor a sequéncia pg + ... + pn—1 €m blocos By = po + ... + ps. B2 =

pr4...+preay, ..., B; = pr+... -+ pri+i.;. Como asoma de todos os blocos € 1, no méximo
%— blocos t8m valor maior do que €. Pegando o primeiro bloco B; com valor menor que € temos
ques < = 0

Caso tenhamos 7 < 7+, entdo temos um nimero constante de tarefas e podernos tentar todas
as possibilidades de escalonamento destas tarefas como se todas fossem grandes. Precisamos
agora, mostrar que o nimero de escalonamentos relativos € polinomial. O préximo lema mostra
que na verdade, este niimero € limitado por uma constante.
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Lema 4.3.3 O niimero total de escalonamentos relativos é no mdximo (k%)%

Prova. O nimero de processos grandes é {L] = k. E criado um novo quadro sempre que um
processo grande comeca ou termina. Existemn 2k eventos deste tipo. Cada quadro consiste da
escolha de no méximo trés processos dentre k. Temos um limite superior de k*. Logo existem
no méaximo (k%)% diferentes escalonamentos relativos. 0

O algoritmo resolve o programa linear LPN que é parecido com o da segdo anterior. E
facil perceber que dentre todos os escalonamentos gerados, um corresponderd ao 6timo no que
diz respeito as tarefas grandes. Como as tarefas pequenas sdo escalonadas de forma &tima nos
espacos vazios entre 0 escalonamento das tarefas grandes, entio este escalonamento tem valor
que é um limitante inferior para o valor 6timo. As tarefas pequenas que foram interrompidas sio
escalonadas de forma n@o preemptiva ao final do escalonamento. O préximo teorema mostra o

limite para o tamanho do escalonamento gerado.
Teorema 4.3.4 O algoritmo ABKM ¢ um PTAS para P3|fix ;| Crngs.

Prova. Seja OPT' o valor de um escalonamento 6timo considerando as tarefas com tempos
de processamentos modificados. Sabemos que o tamanho de um escalonamento relativo € no
méximo 2k. Com isso temos no maximo m(2k) = 6k tarefas pequenas que sio interrompidas.
Desta forma, sabemos que o atraso total gerado no final do escalonamento € no maximo p; -+
...+ pre—1 que foi escolhido no passo 2 do algoritmo de forma a ser menor que €. Logo, 0
tamanho total do escalonamento é de OPT' + ¢. Se consideramos os tempos de processamento
originais das tarefas, temos que o tamanho do escalonamento é limitado por OPT + ¢D, mas
OPT > £ Logo, temos um limite de OPT + 3¢0PT para o escalonamento gerado.
0
Vale ressaltar que o algoritmo desta se¢@o pode ser estendido para o caso Pmifix;|Cpaq
onde m € uma constante. A versio estendida foi mostrada de forma independente por Amoura
et al. [3] e por Jansen e Porkolab [26], que também apresentaram um PTAS para o problema
maledvel Pm|set|Craz-



Capitulo 5

Algoritmos baseados em métodos
probabilisticos

Algoritnos probabilisticos sdo aqueles que durante algum passo de sua execugio fazem es-
colhas aleatdrias [7]. Desta forma, quando executamos o algoritmo mais de uma vez, podemos
obter soluctes diferentes para uma mesma instincia de entrada. Uma das principais estratégias
envolvidas neste tipo de algoritmo € o uso de programacio linear. Neste caso, a maneira co-
mo a solugio fraciondria € interpretada € que muda. Em algoritmos probabilisticos a solugio
fraciondria é muitas vezes interpretada como uma probabilidade e de alguma forma geramos
uma solucdo baseada nestas probabilidades. E importante ressaltar que apesar dos resultados
de aproximac¢do serem probabilisticos, muitos destes algoritmos podem ser desaleatorizados
através do método das esperangas condicionais. Desta forma obtemos um algoritmo com apro-
ximag¢do deterministica. Nas se¢des seguintes exemplificaremos este método.

39
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5.1 Uma (2 + ¢)-aproximacao para R|r;;| Y w;C;

O algoritmo desta se¢fo foi proposto por Schulz e Skutella [33]. Trata-se de uma (2 + ¢)-
aproximagao para o problema R|r;;| > w;Cj, onde temos mdquinas ndo relacionadas, um con-
junto de tarefas com diferentes tempos de liberacio r;; para cada miquina e devemos minimizar
a soma ponderada dos tempos de término das tarefas. O algoritmo apresenta de forma bastan-
te clara como podemos obter algoritmos de aproximagao através de andlises probabilisticas.
Além disso, o algoritmo é um 6timo exemplo de como transformar programas lineares para que
passem a ter tamanho polinomial com uma perda de e na aproximagio.

Primeiramente definimos um programa linear que modela o problema Rir;| > w;C;. Te-
mos as seguintes varidveis:

1. Varidvel C’;‘ P que representa o tempo de €rmino da tarefa j.

2. Varidvel y;;, que indica se a tarefa j estd sendo processada na maquina ¢ durante o inter-
valo de tempo (¢, + 1].

Seja T = maxX(ij) Tij + 2 _;cy Max; p;j. A constante 7' € um limite superior para o tempo de
término de qualquer escalonamento 6timo. Temos entdo a seguinte formulacio relaxada, que
denotamos por LPg:

(LPxr)

m T
SN By vied 5.1)

=1 =713 Y
Sypn<l VieM e t=0,...,T (5.2)
jed
m T Yis 1 1
CIR =33 (ZE(t+35)+ 5% VieJ (5.3)
. — pzj k4 2
3=1 t=0
m T
CP® >3 "y Vied (5.4)
i=1 t=0
Ui = 0 Vi & M, Vj € J, i= 0, ciay T‘ij -1 (5.5)

yijt 2 0 Vi & M, V} = J, { o= Tigy 7T (5’6)
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Vamos a uma descri¢ido deste programa linear. Deve-se minimizar a soma ponderada dos
tempos de término das tarefas. A equacio (5.1) assegura que uma tarefa 7 deve ser totalmente
executada. A inequacdo (5.2) garante que num dado intervalo de tempo em uma certa maquina,
esta executa no maximo uma tarefa. A inequacfo (5.4) faz com que o tempo de término de
uma tarefa seja sempre maior do que o seu tempo de processamento. A equacdo (5.5) garante
que nenhuma tarefa € executada antes de ser liberada. Para analisar a equagio (5.3) temos que
observar o seguinte resultado:

Lema 5.1.1 Dado um escalonamento vidvel ndo preemptivo para o problema Rlr;;| > w;C; e
uma tarefa j neste escalonamento, o tempo de término desta tarefa é dado por

ty—1

Z(tfiti(”%”}i)

fe;

onde t; é 0 tempo de inicio de j e t7 € o seu tempo de término. Note gue dado um escalonamento
ndo preemptivo vidvel, esta equacdo corresponde exatamente a equacdo (5.3).

Prova. Resolvendo o somatério temos,

tr—1 1 1 iy ty—1 te—1 g tp—11
frty (gfwti(t+ 2) +"§) ™ fat=t; 3f t+Zt—ti tf._t:"_*-zmt 3
_ ti*{“tiWE 1 t{—ti
R T el

=14,

Logo, dado um escalonamento ndo preemptivo vidvel, a equagio (5.3) corresponde exata-

mente ao tempo de término de uma tarefa.
O

5.1.1 O Algoritmo probabilistico

Nesta secdo apresentamos um algonitmo que arredonda de forma probabilistica uma solugio
do programa hinear L Pg. O algoritmo € apresentado na figura 5.1 ¢ o denotamos por LPRound.

O algoritmo primeiramente calcula uma solugio 6tima y do programa linear LPg. Depois
disso, para cada tarefa j, € calculado um valor o; aleatério uniformemente distribuido no in-
tervalo [0, 1]. Durante a execugdo do lago dos passos 5-13, ¢ algoritmo atribui cada tarefa para
um par maquina-tempo (%, t) de forma aleatdria e uniformemente distribuida com probabilidade
‘—"";:-L Além desta atribuigdo, € atribuido um valor ¢; para cada tarefa j, que representa o tempo
para qual a tarefa j foi atribuida na mdquina ¢. Ao final, o algoritmo escalona as tarefas nas ma-
quinas que foram atribuidas por ordem de valores ¢; sempre respeitando os tempos de liberagio

757 das tarefas.
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ALGORITMO LPRound(J, M)
1. monte o programa linear L. Py com dados de entrada
2. seja y um vetor solugdo Otimo para LPg
3. paracada j € J faca
4. a; « random(0,1)
5. paracadaj€ Jfaca
6. S +0
7. para ¢ — 1 até m faga
8. parat <+ 1 até T faca
9.

S+ S+ %}f
10. se a; < .5 entdo
11. M; + M;|ij
12. t; + t + random(0,1)
13. break
14. ordepe alista M;, i =1,..., m por ordem de valores ¢; das tarefas

15. devolva (My,..., Mp)

Figura 5.1: Algonitmo probabilistico.

Através de cdlculos das esperangas dos tempos de términos das tarefas podemos obter limi-
tes para o escalonamento gerado pelo algoritmo.

Lema 5.1.2 Seja y uma solucdo 6tima de LPg e considere o escalonamento construido pelo
algoritmo LPRound. Temos que para cada tarefa j no escalonamento vale:

a) O valor esperado de t; é S ST %’f (t+1).

b) O tempo de processamento esperado de cada tarefa j no escalonamento construido pelo
. . T
algoritmo & dado por 37~ 3 "o Vijt.

Prova. Como o algoritmo atribui ¢; uniformemente no intervalo (¢, +1], o valor esperado de ¢;
¢ (t+1). Somando este valor sobre todas as probabilidades de atribui¢do temos que (a) é valido.
Dado um par (i, j) o tempo de processamento de j € p;;. Somando todas as probabilidades de
atribui¢do sobre os valores de processamento relativos a cada atribui¢@o, temos que a esperanga
de processamento de uma tarefa j é

m T

z “%ﬁpa:j-

i=1 t=0 p”
Portanto (b) também € valido.
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Com o resultado deste lema, podemos limitar os tempos de término das tarefas. Desta forma,
podemos obter limitantes probabilisticos para o valor do escalonamento gerado pelo algoritmo.
O préximo lema mostra o limite probabilistico para o tempo de término de uma tarefa.

Lema 5.1.3 O valor esperado do tempo de término de uma tarefa j em um escalonamento
construido pelo algoritmo LPRound é dado por

<222%ﬁi+ '{”Zzym

=1 t=0 Pi i=1 t=0

Prova. A esperanca do tempo de t€rmino da tarefa j pode ser calculada através da esperanca de
inicio da tarefa j mais a esperanca de seu tempo de processamento,

E[Cj] = E[S;] + Elp;]-

Note que E[p;] foi calculada no lema 5.1.2. Assim, vamos limitar a esperanga do tempo
de inicio da tarefa j. Suponha que j tenha sido atribuida a um certo par mdquina-tempo (¢, 1).
A esperanca de tempo de inicio nesta atribuig@o, pode ser dada pelo tempo de processamento
esperado que ocorre antes de j mais o tempo que a mdguina ¢ fica inativa. O tempo inativo da
méquina 7, pode ser limitado por ¢. Como a tarefa j foi atribuida ao par (4, 1), entfo pelo menos
no tempo ¢ a tarefa j pode iniciar.

O tempo de processamento esperado que ocorre antes de j, € dado pela probabilidade de
uma tarefa £ ser atribuida a maquina ¢ e a um tempo antertor a ;. Vamos supor que todas
as tarefas que sdo atribuidas ao par maquina-tempo (7, ¢) sdo executadas antes de j, ou seja,
recebem valores menores que ¢;. O tempo esperado de processamento que ocorre antes de j €
dado por

ZPr[k <i i < ZZ m?ﬁ.’fﬂ_{_z ik’yzkt
kg keti =0 Pik pavy
< t+ 1

Portanto, fixado uma tarefa j € J e uma atribuigdo (¢,t), temos o limite para E[S;] de
2(t + 3). Somando este valor sobre todas as probabilidades de atribui¢do méquina-tempo e
usando o lema 5.1.2 para limitar o tempo de processamento esperado temos

<QZ T yz_;ct +Zzyzﬂ

g1 E=0 gl =0

0

Com o resultado deste lema, podemos limitar o valor esperado do escalonamento gerado
pelo algoritmo LPRound. O préximo lema formaliza o resultado.
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Teorema 5.1.4 O valor esperado do escalonamento construido pelo algoritmo LPRound é li-
mitado por 20FT.

Prova. Basta perceber, usando o lema 5.1.3, que o valor do tempo de término esperado de cada
tarefa € menor ou igual a duas vezes o limite da restricio (5.3) do programa linear LPy. Dada
uma tarefa j, seja C’J-LP # o valor do tempo de término da tarefa em uma solugfo Gtima para o
programa linear L Pg. Desta forma temos

E[Zj ijj] == E{wlCl] + ...+ E[wﬂCn]
2unCLFR .+ 2w, CLPn
23, w;C;y*

20PT.

VAN VAN VAN

5.1.2 Desaleatorizando o Algoritmo

O algoritmo dado na sec@o anterior, constrdl um escalonamento com valor esperado de
duas vezes o valor 6timo. Isto significa que na média ele devolve um escalonamento com esta
propriedade, mas pode ser que existam casos em que o escalonamento produzido seja muito
ruim. Apresentamos nesta se¢io, uma desaleatorizacZo do algoritmo, para que desta forma
tenhamos uma 2-aproximacfo deterministica. Vale lembrar que o método apresentado aqui
vale para muitos outros ¢asos onde se obtém fatores de aproximagao probabilistico. Para mais
detalthes sobre o método veja [13].

O método baseia-se na idéia de considerar as alternativas de decisdes probabilisticas uma a
uma ¢ sempre escolher a mais promissora. Uma alternativa € dita mais promissora se seu valor
esperado € o menor possivel, j4 que estamos tratando de um problema de minimizagdo. Para
mostrar o funcionamento da técnica no algoritmo anterior, considere uma pequena modificacio
que ndo altera o resultado do valor esperado do escalonamento. Considere que cada tarefa tem
seu indice j. No passo 13 do algoritmo LPRound, vamos supor que os valores t; recebem o
valor £ do respectivo intervalo em que a tarefa foi atribuida. Desta forma, tarefas atribuidas para
um mesmo par (¢, ¢) terdo o mesmo valor para ¢; e a ordem de escalonamento serd determinada
pelo indice j das tarefas. Tarefas com menor indice devem ser executadas antes.

Usando as mesmas idéias do lema 5.1.3 podemos provar o proximo lema, que também
mostra um limite para tempo de término das tarefas.

Lema 5.1.5 O valor esperado de tempo de término de uma tarefa j, com o algoritmo modifica-
do, pode ser limitado por
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m 7 -1
< Z Z %(pij +t+ ZZ Yikt + Zyikt)'
o £

i=1 t= k5 =0 k<y

Prova. Assim como no lema 5.1.3 podemos calcular a esperanca do tempo de término como

E[C)] = E[S;] + Elp;].

Considere que a tarefa j foi atribuida a um certo par (¢, ¢} miquina-tempo.

Como a tarefa j foi atribuida ao par (i,¢), entdo seu processamento € dado por p;;. Para
calcular E[S;], usamos as idéias do lema 5.1.3. O tempo inativo de ¢ pode ser limitado por ¢.
Como j € atribuido para o par (4, £) entio pelo menos no tempo ¢ a tarefa pode iniciar.

O tempo esperado de processamento que ocorre antes de j € dado por

ZPT[k’ <ijlpie < Zzpzkym +Z zkym

[y ki =0 E<j
< E E Yiks + Z Yikt-
ki =0 k<

Somando estes valores sobre todas probabilidades de atribui¢do méquina-tempo temos

m T
<Y TOREED ) TS yrv}
=1 t=0 Pii k#j =0 k<j

O
No processo de desaleatorizacio, fazemos escolhas deterministicas baseadas nos valores
probabilisticos. Estamos interessados em calcular esperangas dado que certas escolhas foram
feitas. Seja K C J um conjunto de tarefas que tenham atribui¢Bes a pares maquina-tempo de-
finidas. Para cada k& € K usamos varidveis x, € {0,1} que indicam se a tarefa k foi atribuida
a0 par (i, t) ou ndo. Com isto, podemos calcular esperancas dado que fizemos decisdes sobre o
conjunto K. Suponha que modificamos o algoritmo para fazer atribui¢Ges probabilisticas ape-
nas para as tarefas nfo pertencentes a K. Dado uma tarefa j, podemos calcular a esperanga de
tempo de término, denotada por Ex[j], desta tarefa no escalonamento gerado pelo algoritmo.
Os préximos dois lemas nos mostram como calcular esta esperanga.

Lema 5.1.6 Seja j ¢ K. O limite para o tempo de término esperado de j no escalonamento
gerado pelo algoritmo, dado que as tarefas do conjunto K tenham atribuicées definidas, é

m T -1 -1
< Z Z %(?ﬁj*iﬁ”z Z TikiPixt+ Z ikt Pix+ Z Z Yiki+ Z Yikt)-
i=1 t=0 &

keK =0 keK k< E€J\(KUj) =0 keJ\K k<]
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Prova. Suponha que j seja atribuida ao par mdquina-tempo (7. £). Usando as mesmas idé€ias do
lema 5.1.3, temos um limite de tempo para inatividade da maquina ¢ de ¢. O processamento de
7 € p;;- Os somatorios

-1
Z Z TigtPik + Z ZiktDik

keEK (=0 ke K k<]

correspondem a esperanca de processamento que ocorre antes de 7 € 0s somatérios

Z Z Yirt ~+ Z Yikt

keI\(Kuj) 1=0 kSN K<
correspondem ao processamento gue necessariamente ocorre antes de 5. Somando estes va-
lores sobre as probabilidades de atribuicdo da tarefa j a pares maquina-tempo, temos a validade

do lema.
i

Lema 5.1.7 Seja j € K, tal que a tarefa j é atribuida ao par (i,t} (xij: = 1). O limite para o
tempo de término esperado de j no escalonamento gerado pelo algoritmo, dado que as tarefas
do conjunto K ternham atribuicdes definidas, é

E {C ] < p?,j‘ + 1+ Z szklpzk + Z TiptDik + Z Z Yikl -+ Z Yikt-

REK =0 REK k<] ke \(KuUj) =0 ke J\K k<]

Prova. Neste caso, sabemos que o tempo de inatividade da méquina ¢ € limitado por ¢ e que o
processamento de 7 € p;;. O valor esperado de processamento que ocorre antes de j € dado por

t—1 11
Zzﬂiiktiﬂfk"- Z ZigtPik + Z Zyikt'f' Z Yike-

k€K 1=0 kEK k<) ke J\(KUj) 1=0 ke J\K k<5
Com isso finalizamos o lema.
o
O lema abaixo nos mostra o resultado necessirio para a obtencio de uma aproximacio de-
terministica. Sabemos, pelo lema 5.1.3, que a esperanca do tempo de término de uma tarefa
4 no escalonamento gerado pelo algoritmo € duas vezes ¢ tempo de término da tarefa em um
escalonamento &timo. O préximo lema mostra que podemos tomar decisOes, baseado em espe-
rancas, e gerar um escalonamento com uma tarefa atribuida deterministicamente de tal forma
que a esperanga do valor do escalonamento gerado nio € mator do que a esperanga do valor do
escalonamento com esta tarefa atribuida de forma probabilistica.
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Lema 5.1.8 Seja y uma solugdo 6tima para o programa linear LFPg. Seja K C J, onde as
tarefas pertencentes a K 18m atribuicdo fixa (i,t). Seja j € J \ K. Existe wma atribuicéo de j
para um par (imin, tmin) tal que

EKU{j}[Z UJgC[] < EK[Z wiChl.
{ i

Prova. Vamos denotar por Y, o { ; a esperanca E ;) com a tarefa j atribuida ao par (¢,). O
lado direito da desigualdade pode ser escrito como uma combinacio convexa de esperangas

2.t
E%U}{J} Z wCil
4

para todas as atribui¢Bes possiveis de j para um par (¢,7). Observando os lemas 5.1.6 e

5.1.7, basta multiplicarmos cada uma das probabilidades %ff por cada uma das esperangas
2,t
KU){ 3120 wi Gy Temos:

EK[ZE ’LUICI] = EKlecl] N & EK{?UTLC ]

=GB nCl .+ SRR ) +
(B B G+ 4 2B 1)

= %{%(EEJ%;}[%Q] ot Eﬁjgj}[wnc D+...
+%(Eﬁ§}[wicﬂ A+ EZ [wnCa).

Seija (Zmin, tmin) © par para o qual obtemos o menor valor esperado. Vale a desigualdade

Ut (BOY [, Gy +.. AEg T [wnCal)+- .+%ﬂ£(5§g§)}{wza]+. AEZ D weC)) =
mj

PLj Ku{j}
yl 1 (Zm;n tm;n) { Min =tmzn)
y i T mintmin minbmin
+ ;J. (El(f;u{g}t ){wlcl] -+ E}éu{yf )[wnCnD =
mj

{3m1n7tmm.)

Elh) Z wiGyl.
0
Podemos alterar o algoritmo LPRound para que este passe a ser deterministico. Na figura
5.2 é apresentado uma versio deterministica do algoritmo, que chamamos de SSk. No algo-
ritmo SSk calculamos as esperangas ng}{ j}[Zl wyCy} para todos os pares (¢, ) e atribuimos a
tarefa j para o par que tenha o menor valor esperado. Desta forma, estamos tomando decisdes
deterministicas € o lema 5.1.8 juntamente com o teorema 5.1.4, nos garantem que o valor do

escalonamento gerado € limitado por 20 PT.
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ALGORITMO SSk(J, M)
1. monte programa linear L Pr com dados de entrada
2. sejay um vetor de solugdes Gtimo para L Py

3. K« 90

4. (i5t) < (0,0),5=1,...,n

5. paracada j € Jfaca

6 MIN «

7 para 7 < 1 até m faga

8 parat « 1 atéd T faga

9

A calcule EEE»&[E{ wCy]
10. se MIN > EGIS wyCy) entdo
1t. (ij.85) (i, 1)
12. MIN « Eﬁfj{zt w;Cy

13. K+ KU {j}

14. paracada j € J e seu respectivo par (i;,1;) faca

15. Mi; < My |l;

16. ordene alista M;, ¢ =1,...,m por ordem de valores ¢; das tarefas
17. devolva (Mi,..., M,,)

Figura 5.2: Algoritmo deterministico.

5.1.3 Polinomialidade do Algoritmo

O ntimero de restrigdes do programa linear L Pg nio € polinomial jd que T nio é limitado
polinomialmente. Ha uma maneira bastante conhecida, introduzida por Hall, Shmoys ¢ Wein
[21], que transforma programas lineares como L Pg em programas lineares de tamanho polino-
mial com uma perda de € na aproximacio. Nesta se¢io apresentamos esta técnica.

Dado 42 > 0, seja L o menor inteiro tal que (14 3)* > T+1. O novo problema se restringird
a L intervalos onde :

L= ﬂﬂgl-hs(T + 11

Com isso temos um ntimero polinomial de intervalos em relacio ao tamanho da entrada.

Sejam os intervalos [; = ((1 + 8)"% (1 + 8)l para 1 < [ < L. Denotamos por |7;| o
tamanho do intervalo, ou seja |I;} = 5(1 + 8)!~). Introduzimos varidveis y;;; onde yi;|1;| é o
tempo que a tarefa j € processada na méquina ¢ no intervalo I;. Abaixo apresentamos um novo
programa linear de tamanho polinomial, que denotamos por LP'.
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T
. I
Min E ijfP
=1

(LF)

m

L
Zyijtlftl =1 vjeJ

=1 =0 Pu

Zyijcél vieM, e I=0,..,L
jed
m L

, Yii I _ 1 R
o =g g Ly vies Gay

= =0 P

yin=0 VieM, Vjeld (1+8)/<r;-1

wp=>0 VYieM, Vjel Vi=0,.,L

Na figura 5.3 apresentamos o algoritmo polinomial, denotado por S5kp,;, que € uma modi-
ficagdo do algoritmo LPRound. A unica diferenca estd na resolucdo do programa linear, onde
aqui € utilizado o programa linear L P’ e na forma da atribui¢io probabilistica das tarefas a pares
de intervalo-mdquina.
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ALGORITHM SSkpy (J, M, €)

1. monte programa linear LP’ com dados de entrada
2. seja y uma solugio étima do programa linear L P’
3. paracadaj € J faca
4. a; « random(0, 1)
§5. paracada j € Jdo
6. S+0
7. para ¢ < 1 até m faca
8. paral <+ 1 até L faga
9. § g+ Ll
10. s¢ a; < S entdo
11. M; + M|y
12. t; 1
13, break
14. ordene lista M;, 7 = 1,..., m por ordem de valores {; das tarefas
18, devolva (M, ..., My)

Figura 5.3: Algoritmo probabilistico polinomial.

Temos que calcular as esperangas sobre este novo algoritmo para mostrarmos que as perdas
geradas pelo programa linear L P’ nio séo grandes. Os préximos lemas t8m suas demonstragdes
muito parecidas com as dos lemas da se¢io anterior.

Lema 5.1.9 A esperanca de tempo de término E[C;) de uma tarefa j € J em um escalonamento
gerado pelo algoritmo S5Kp, €

E[C)] = Z Z Yintil-

gl ()

Prova. Basta multiplicarmos cada uma das probabilidades de atribuicio da tarefa j pelos res-
pectivos valores de processamento nestas atribuicdes e temos que

m L B
E[Cy] = Z}:Pﬂj%ﬂ'

i=1 [=0 g

O

Lema 5.1.10 O valor esperado do tempo de inicio de uma tarefa j no escalonamento construi-
do pelo algoritmo SSkyy, dado que ela foi atribuida a um par (i,1), € no médximo 2(1+ 5)(1 +
6)1—4‘
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Prova. Seja j uma tarefa atribuida ao par méquina-intervalo (z,!/). O tempo de inatividade
da méquina 7 é Himitado por (1 + )1, pois neste intervalo de tempo a tarefa § ja pode ser
executada. O tempo de processamento esperado que ocorre antes de j € dado por

-1
ikl ] il _
Sopu > dllel 5 Bl gy gy g gy
k#i gm0 D Py Pik
= (1+8)71+8).
Logo o tempo de inicio esperado da tarefa j é

A+ + 1+ 81+ 8) <20+ B+ 8

0
Para finalizar, temos que calcular o valor esperado do tempo de término de uma tarefa. Isto
é feito no préximo lema.

Lema 5.1.11 O valor do tempo de término esperado de uma tarefa j no escalonamento gerado
pelo algoritmo SSkye € limitado por 2(1 + 3)CHF "

Prova. O tempo de término esperado da tarefa j € dado pelo tempo de micioc esperado mais o
tempo de processamento esperado desta. Nos dois lemas anteriores temos os resultados para
estes valores. Usando a restrigdo (5.11) de LP' podemos limitar o tempo de término da tarefa
j. A restricdo € dada abaixo:

m L

C;’Pl ZZ yzﬂlfl 1+,3)["1+ZZ';‘%31|IE| (511)

=1 =0 P4 i=1 I=0
Usando os dois lemas anteriores obtemos a esperanca do tempo de término de j.

m L

E[Cj] < 2 1+5)Zzy’“‘fl A+B+ 30 vl

=1 (=0 =1 {=0

Logo, a esperanga do valor de tempo de término da tarefa j € limitada por
E[C;} <201+ B)CEF.

0

Para qualquer € > 0 podemos escolher § = §. O algoritmo 55k, pode ser desaleatorizado
da mesma forma que o algoritmo LPRound. O teorema abaixo finaliza esta secéo.
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Teorema 5.1.12 O algoritmo SSkp, desta secdo é uma (2 + €} aproximagdo para o problema
R|rij|w;C;

Prova. Seja Cfp " 0 valor de tempo de término de uma tarefa j em uma solugio Gtima para 0
programa linear LP'. Basta aplicarmos o lema 5.1.11 com 8 = £. Como o valor do programa
linear L P’ é um limitante para o valor 6timo temos

B wiCil = ElunCi]+... + Elw,Cy]
< @24+ OQuCH + ..+ 2+ uw CE
< (2463, wCE
< 20PT.



Capitulo 6

Algoritmos baseados em formulacoes com
Matrizes Semidefinidas

Muitos problemas sao melhores escritos usando-se restrigdes nio lineares. Desta forma,
temos formulagdes que nio podem ser resolvidas por métodos para resolugio de programas
lineares. Se a formulagdo for escrita de forma estritamente quadratica, ou seja, todas as va-
ridveis da formulacio t€m grau zero ou dois, podemos relaxar esta formulagdo para uma outra
formulagio vetorial. A formulagio vetorial por sua vez, é equivalente a resolugio de um pro-
grama semidefinido que pode ser resolvido em tempo polinomial. Muitos problemas tém sido
satisfatoriamente resolvidos de maneira aproximada usando-se programagdo semidefinida. A
escrita de uma formulagdo estritamente quadrdtica tem sido muito utilizada para resolver pro-
blemas de forma aproximada (veja por exemplo [17]), mas existem formulagdes que ndo sio
estritamente quadriticas e fazem uso de matrizes positivas semidefinidas para serem resolvidas
em tempo polinomial. Veremos como matrizes positivas semidefinidas aparecem na resolugio
de problemas de escalonamento. N&o € nossa inten¢io apresentar detalhes de programacéo
semidefinida. Apenas mostramos que & possivel formular problemas quadraticos que podem
ser resolvidos através de programacdo semidefinida. Para mais detalhes sobre o tema existem
virias referéncias como [39, 38, 16].
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6.1 Uma 2-aproximacao para R|| > w;C;

O algoritmo desta se¢io fo1 proposto por Skutella [34] e utihza uma formulacdo quadritica
para modelar o problema R|} 3~ w;C;, onde devemos minimizar a soma ponderada dos tempos
de términos das tarefas em maquinas nio relacionadas. Apesar da formulagio nio ser estrita-
mente quadritica, Skutella mostrou como relaxar a formulacdo para obtengdo de um sistema
convexo com matrizes positivas semidefinidas. Desta forma, podemos resolver o programa
quadrdtico em tempo polinomial. De uma forma geral, quando temos um sisterna convexo,
podemos resolvé-lo em tempo polinomial. Na se¢iio seguinte apresentamos a formulagio do
problema.

6.1.1 Formulacao do problema

Nesta se¢do apresentamos formulacOes quadrdticas para o problema. Vamos ver alguns
detalhes que precisamos para modelar o problema R|| > w;C;. Smith [37] mostrou que o
problema 1|| > w;Cj € resolvido de forma polinomial usando-se a seguinte regra:

e Escalone as tarefas em ordem decrescente de valores —’;—’1
g

Desta forma, 0 nosso problema consiste em achar uma particio das tarefas nas maquinas.
Para cada méquina ¢, definimos uma ordem das tarefas, executando j antes de & na maquina ¢
(G <; k) se %”:JL > 2 Caso o+ = & 3 ordem € definida pelo indice, deste modo j <; k se
i<k

Para cada mdquina ¢ = 1,...,7m e para cada tarefa 7 = 1,..., 7, temos uma varidvel bindria
a;; que recebe 1 caso a tarefa j seja atribuida & mdquina ¢ e 0 caso contrdrio. Temos também
uma varidvel C; para cada tarefa que representa o tempo de t€rmino desta. Temos a seguinte
formulac¢io quadritica, denotada por IQP:

Min Zjé-f TUjCj

IQP) ¥l ia; = 1 vjied (6.1)
¢ = iy Qi (Dij + 3 s Gkpik) Vi€ J (6.2)

Segue uma descricdo da formulagdo. A restrigio (6.1) garante que toda tarefa serd escalo-
nada em alguma méquina. Dada uma tarefa 7, a restrigo (6.2) atribui & C; o tempo de término
desta tarefa, que ¢ dado pelo tempo de processamento que ocorre antes desta mais seu proprio
processamento.
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Esta formulacdo modela de forma correta 0 nosso problema. Podemos relaxar a formulagio
fazendo com que a;; > 0 ao invés de termos a formulacio inteira. Chamamos a formulagio
relaxada de QP. Note que o programa quadrdtico QP nio € estritamente quadridtico, assim
vamos reescrever esta formulagio em uma nova formulagio que seja convexa para que esta
possa ser resolvida em tempo polinomial.

A formulacio QP pode ser reescrita como a formulagio QP descrita a seguir:

Min c¢’a+ a’Da (6.4)
QP m
( ) Eirl a’ij = 1 Vj eJ
a =

Nesta formulagio, o vetor e € R™" corresponde a todas as varidveis a;; de QP. As varidveis
a;; em ¢ estdo ordenadas primeiramente pelas maquinas 7 = 1,...,m e para cada méquina 7, as
tarefas estdo ordenadas de acordo com a regra (=<;) definida anteriormente. O vetorc € R™ tem
os valores ¢;; = w;p;; e estd ordenado da mesma forma que o vetor a. A matriz D = (d(;)ae))
¢ simétrica e tem dimensdes mn X mn cujos valores sio preenchidos segundo a regra:

0 se i£h ou j=k
diapyney = S wpr se i=h e k= j
wpp;; s i=h e j<;k

Como as entradas de D sao iguais a zero quando ¢ # h, esta matriz estd decomposta em
m blocos DD;,7 = 1,...,m na diagonal de D). Todas as outras posi¢des tem valor 0. Como as
tarefas estio ordenadas segundo a regra ~;, cada um dos blocos D; € da seguinte forma:

0 waPi1  WaPi .- WaPil
WaPs1 0 W3Piz ... WnPio
Dj= | wspn wipi 0 . WPz |- (6.5)
WaPil WDz Waliz .- O

Problemas da forma Min ¢z + %QITDJC sujeitos a restricOes da forma Az = b, podem ser
resolvidos em tempo polinomial se D for uma matriz positiva semidefinida [12]. Desta forma,
temos gue transformar a matriz I em uma matriz positiva semidefinida obtendo um programa
semidefinido que pode ser resolvido em tempo polinomial.

Skutella mostrou como transformar a matriz DD, somando a ela uma fracido positiva, para
que esta fique positiva semidefinida. Dados vetores bindrios ¢ € {0, 1}™", pode-se reescrever
o termo ¢’ a da fungdo objetivo (6.4) como aTdiag(c)a, onde diag(c) corresponde a uma matriz
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diagonal cujas entradas coincidem com as entradas do vetor ¢. Seja 8 > 0. Temos a seguinte
funcio objetivo modificada:

1
Min (1~ 58)-cTa+ gaT(D + 23 - diag(c))a (6.6)
Como o vetor ¢ € ndo negativo, note que
—B-cFa+3-a"diag(c)a <0

para vetores arbitrdrios a € [0,1]™". A igualdade é alcancada quando a € {0,1}™". Desta
forma, a nova fungao objetivo (6.6) pode obter valores menores do que a fungio objetivo (6.4).
Além disso, a funcfo objetivo (6.6) é nfio crescente em relagfio ao valor 3, por isso temos que
achar o menor valor possivel para 5 tal que D + 25 - diag(c) passe a ser positiva semidefinida.
O préximo lema mostra qual € este valor. Antes, enunciamos um teorema que ¢ utilizado na
demonstracio do lema, cuja prova pode ser encontrada em livros de andlises de matrizes como
no livro de Meyer [29].

Teorema 6.1.1 Uma matriz ¢ positiva semidefinida se todas suas sub-matrizes principais tive-
rem determinantes ndo negativos.

Lema 6.1.2 Se 8 > 3, entdo a matriz (D + 28 - diag(c)) € positiva semidefinida. Além disso,
o menor valor possivel de 3 para que matrizes da forma (D + 23 - diag(c)) sejam positivas
semidefinidas ¢ § = 3.

Prova.
Primeiramente consideramos 3 = -;— e mostramos que I} + diag(c) é positiva semidefinida.
Um bloco D; diagonal da matriz D + diag(c) pode ser representado como:

Wil WePil  WiPi ... WaPin
Wolky  WePip  WaPin ... WpPie

D=1 wspn wsp Wbz .- WeDis (6.7)
Wnlpn  WePliz Welkg ... WyDin

Vamos aplicar um conjunto de operagdes elementares sobre estas matrizes de tal forma a
ndo alterarmos o sinal do determinante. Para cada j = 1,. .., n multiplicamos a j-ésima coluna
e j-ésima linha por }“1“;‘ > 0. Depois disso, para cada j = 1,...,n — 1, subtraimos a coluna
j + 1dacoluna j. A matriz resultante € triangular superior e cada j-ésima entrada da diagonal
éigual a

Wi _ ¥in > 0.
b Pi+1
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Como todas sub-matrizes principais desta matriz sdo triangulares superiores, o determinante
de cada uma delas € dado pelo produto da diagonal principal. Logo o determinante de cada sub-
matriz principal € n3o negativo implicando que D + diag(c) é positiva semidefinida.

Considere agora que 5 > 7. A matriz (D+24-diag(c)) € a soma de duas matrizes positivas
semidefinidas, D + diag(c) e (23 - 1) - diag(c), portanto o lema vale,

Para mostrar que 0 menor valor possivel de 3 para que a matriz (D + 25 - diag(c)) seja
positiva semidefinida é 5§ > % considere 0 seguinte exemplo de matriz 1:

0 1
pz(} 0) 6.8)

Esta matriz corresponde ao caso onde temos apenas uma maquina e duas tarefas, cada uma
com processamento 1 e peso 1. As entradas da diagonal de (D + 25 - diag(c)) é igual a 25.
Vamos mostrar que se 3 < % entdo esta matriz ndo ¢ positiva semidefinda.

Vamos achar os autovalores da matriz supondo que § < % A matriz pode ser representada

G

onde ¢ ¢ um nimero positivo pequeno. Para achar os autovalores desta matriz temos que
resolver a seguinte equagio de segundo grau:

como

(l—e)—A*—1=0.

Temos as seguintes raizes para a equagio:

A=2—€eed= —c

Logose § < % a matriz admite um autovalor negativo implicando que ela nio € positiva
semidefinida. Por outro lado, se § = -}5, entio a matriz resultante

1 1
D=(1 1) (6.10)

possui autovalores 2 e 0, sendo portanto positiva semidefinida.
U
Este lema nos permite trabalhar com uma nova formulacio, denotado por COP, que apre-
sentamos a Seguir.
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Min icTa+ 4a” (D + diag(c))e

(CQP)  ¥ray = 1 wed
Cy = il a(py+ Yo 0uwpi) Vi€
a =2 0

6.1.2 O algoritmo

Nesta secdo apresentamos o algoritmo que faz arredondamento probabilistico de uma solu-
¢ao do programa semidefinido C'QQP. Na figura 6.1 apresentamos o algoritmo, que denotamos
por SkQ).

Primeiro o algoritmo calcula o vetor 6timo a do programa semidefinido CQF e depois
atribui cada tarefa de forma probabilistica a uma das maquinas. Cada tarefa € atribuida inde-
pendentemente de forma aleatéria a cada uma das maquinas com probabilidade a;;. Dada uma
atribui¢io de tarefas as mdquinas, o algoritmo gera um escalonamento baseado no algoritmo de
Smith.

ALGORITHM SkQ (J, M)
1. monte programa semidefinido C'Q) P com dados de entrada

1. seja a um vetor que é uma solucdo 6tima de CQP
2. paracada j € J faca
3. a; + random(0,1)
4, paracada j € Jfaca
5. S0
6. para i + 1 até m faca
7. S S+ ay
8. se o; < S entdo
9, M; « Milj
10. break
11. ordene as tarefasem AM;, ¢ = 1,...,m pela funcio <;
12. retorne (M, ..., M,,)

Figura 6.1: Algoritmo de Skutella baseado em uma formula¢io semidefinida.

Para calcular a razio de aproximacio do algoritmo vamos obter antes alguns resultados
relativos ao arredondamento probabilistico.
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Lema 6.1.3 Considere que o algoritmo SkQ ¢ executado com um vetor étimo & obtido por
uma solucdo otima do programa quadratico QP ao invés do programa semidefinido CQP. A
esperanca do tempo de término de uma tarefa j no escalonamento montado pelo algoritmo é
igual ao tempo de término em um escalonamento otimo.

Prova. A

Se a tarefa j ¢ atribuida & mdquina ¢, a esperanga do valor de tempo de término é dado pela
esperancga de processamento que ocorre antes de j mais seu proprio processamento. Somando
sobre todas as posstbilidades de atribuicio de j temos:

E(Cj) Z asztj Z a’t]aklp‘lk)
=1 k=7
que pela restri¢iio (6.2) de QP vale que
E(Cy)=CfF = Z @i (ps; + Z @ikPik)-
=1 k=ij

O

Vamos calcular agora a esperanga do valor obtido pelo algoritmo SkQ. Dado um vetor vidvel

a para o programa semidefinido CQP denotamos por CQP(a) o valor obtido pelo programa
semidefinido com este vetor.

Lema 6.1.4 O valor esperado do escalonamento gerado pelo algoritmo SkQ ¢ menor ou igual
a 2 vezes o valor de um escalonamento étimo.

E(> w;C;) < 20PT.
7

Prova.

Seja @ um vetor étimo para QP’. Vimos que Q@ P’ € equivalente a QP. Usando este fato e
0 lema anterior podemos limitar o valor esperado do escalonamento gerado pelo algoritmo SkQ
da seguinte forma:

E(Zj: ’ijj) = CTC_E “+ ‘;—E.Dﬁ.
Note que

a{D + diag(c))a + ;(c @ - a - diag(c)a)

wl»—'

ou seja,
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E(Y,w;C;) = CQP(@)+i(cFa—a- diag(c)a)
< 20QP(a)
< 20PT.

A primeira desigualdade vem do fato que CQP(a) > ic¢7a. A segunda vem do fato de que

o programa C'PQ) subestima o valor do programa quadritico Q P’ que € um limitante para o
otimo.

0

Podemos também desaleatorizar este algoritmo através do método das esperancas condi-

cionais de forma a obter uma aproximacio deterministica. O préximo coroldrio finaliza esta
secio.

Coroldario 6.1.5 O algoritmo SkQ pode ser desaleatorizado de forma a ser uma 2-aproximagdo
para o problema R|} > w;C;.
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Resumo de Resultados

Nesta se¢do apresentamos um resumo de resultados de aproximag¢@o para problemas de
escalonamento. O objetivo deste resumo € identificar os melhores resultados de artigos estu-
dados durante o mestrado. Certamente o resumo ndo estd completo, mas serve para dar uma
visdo mais ampla da 4rea. Apresentamos duas tabelas contendo resultados de aproximacio para
viarios problemas de escalonamento bem como a referéncia de onde encontrar de forma mais
detalhada estes resultados. Note que ndo temos resultados para algumas variagdes do problema
na tabela abaixo. Pode realmente ndo existir resultados para estes problemas ou simplesmente
ndo achamos resultados para eles. Vale ressaltar que muitos resultados na tabela foram obtidos
de outro problema mais genérico. Se tivermos um resultado para Pir;| > w;C; por exemplo,
podemos estender este resultado para o problema Plr;| 3" C; jd que este é um caso particular
do primeiro.
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Problema Off-line On-line
lipree| Y w;C; (2) [20]
1|prec| > C; (2) 207
Llprec, pmin| >~ w;Cy (2) [207
lipree,pmin| 3" C; (2) [20]
Ursi > wiCi +eolll | G+e 0]
il 2°C; (1+oM] | G+¢20]
Lirs,pmitn] > w;C; A+ [11{ @/3)[32]
liry, pmin| 3 C; (1) [8] (1) 8]
1frj, prec] > w;C; (3) [30]
ljrj,prec| 3 C; (3) [30]
1|r;, prec, pmin| Y w;C; (2) [20]
Llr;, prec, pmin| " C; (2) [20]
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Tabela 7.1: Resultados com os melhores fatores de aproximagio para as variagoes do problema

de escalonamento.



63

Problema Off-line On-line
P> wCy (14+¢)[36] {4 +¢€) [20]
Pl Cy (D 24] (4 + ¢) [20]
Plr| 2 w;Cy A+e0] || 4+e020]
Plrj| ¥ C; {1+e[1] (4 + ¢ [20]
Plry, pmin| 3~ w;C; (1+e[1]
Plrj,pmin| > C; 1+ ¢e[1]
Plprec| > w;C; (7) [30]
Piprec| " C; (7) [30]
Plprec,pmin| Y w;C; (3 - ) [20]
Plprec, pmin| 3" C; (3 — L) 1201
Plrj,prec) > w;C; (7 [30]
Pirj.prec| 3 C; (7) 130
Pir;, prec, pmin| 3 w;C; (3) [20]
Plr;, prec,pmin| 5. C; 3) 1201
Rmiry| 3 w;C; (14 [1]
Rmir;, prmin| >~ w;C (1+e 1]
R|rj, prec|Crox B{logm} [11]
Rlr;, prect > w;C; Alogm) [11]
Riprec| Y w;C; #{logm) [11]
R|pree| " C; B(logm) [11}

R|prec, pmin| > w;C;
Riprec,pmtn| 3" C;

RIS ip]
R2{| > w;C; 1.276 [34}
R|| Y. w;C} (3/2) [35} (8) 1201
Rlrit 3 w; C4 (2) 135] (8) 1201
Ripmin| > w;C; (2) {35]
Rir;| 3. C; (2) [35]
R}T@j,pmtnf Z ’{UjCj (3) 135]
Rirsj, pmtn| 3° C; (3) [35]

R|rij,prec| > wiC;
R|rij, prec| > C;
Rlri;, pree,pmitn| > w;C;
R|rij. prec, pmin| " C;

Pm|fiz;, pmtn|Crag (1) 12}
Pm|fiz;|Cpraz (1+¢){2]
Pmiset|Croxr (1 4 €) [26]
Pm|fiz;}y C; (1+€) 23]

Pmifiz;, pmin,rii > w;Cy 1| (1 + ¢) [25]

Tabela 7.2: Resultados com os melhores fatores de aproximacao para as vartagdes do problema
de escalonamento.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos algumas técnicas envolvidas no desenvolvimento de algorit-
mos de aproximagio. As técnicas apresentadas foram exemplificadas através de problemas
de escalonamento com algoritmos vistos em alguns dos artigos estudados durante o mestrado.
Apresentamos algoritmos que achamos destacar bem a técnica empregada ou possuem alguma
caracteristica que achamos ser relevante. Esperamos desta forma, dar uma boa visao da drea de
algoritmos de aproximacio apesar de usarmos apenas algoritmos para problemas de escalona-
mento. Apresentamos também, um resumo com os melhores resultados para cada problema de
escalonamento. Os resultados s&o baseados nos artigos estadados, por 1$s0 néo esperamos que o
resumo esteja completo e contenha os resultados mais recentes. Além disso, apresentamos dois
artigos escrito por nos, que estao em anexo. O primeiro € uma comparacio pratica entre alguns
algoritmos de aproximag¢do. O segundo sdo algoritmos de aproximacio para casos particulares
de uma variacdo do problema da mochila.

No apéndice A apresentamos o primeiro artigo e analisando os resultados priticos dos algo-
ritmos implementados, percebemos que estes atingem valores bem mais proximos do 6timo do
que o limite de seus fatores de aproximagio. Isto mostra uma drea gue concilia resultados tedri-
cos com técnicas elegantes envolvidas no desenvolvimento de algoritmos eficientes, juntamente
com bons resultados praticos, mesmo para aqueles algoritmos com fatores de aproximacio ele-
vados. O algoritmo PSW por exemplo, possui fator de aproximacao igual a 6, mas analisando
os resultados préticos para o problema Pir;| >~ C;, podemos ver que as soluges geradas estéo
com um fator de aproximag¢#io para um limitante do étimo, variando de 1.08 até 1.5. Vale ressal-
tar que o limitante para uma soluc¢do com valor 6timo € o resultado fraciondrio de um programa
linear, que mesmo sendo resolvido de forma inteira, ainda assim seria um limitante para um
escalonamento 6timo. Logo, nossa intui¢do € que os resultados obtidos por estes algoritmos
sejarn muito mais proximos do 6timo que os indicados por estes limites. Os algoritmos exe-
cutados para o problema R|| > w;C; por exemplo, atingem na pratica fatores de aproximagio
que variam entre 1.0001 a 1.07, quando comparados com um limitante inferior para o 6timo.
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Isto mostra que algoritmos de aproximacao podem ser utilizados na pratica como heurfsticas ou
mesmo como geradores de limitantes superiores para algoritmos exatos baseados em métodos
como branch-and-cut, branch-and-bound etc. Junto com esta andlise préatica dos algoritmos de
aproximagio, apresentamos duas heuristicas para os problemas estudados. Mostramos que para
as instincias consideradas, estas heuristicas geram escalonamentos de melhor qualidade.

Finalmente, apresentamos no apéndice B algoritmos aproximados para casos particulares
de um problema que € uma generalizacdo do problema da mochila. Este problema também tem
aplicacGes em problemas de escalonamento. O problema foi primeiramente estudado de forma
aplicada por Ferreira et al. [15] através de heurfsticas. O problema tem aplicagdes praticas na
indiistria metalirgica na drea de processamento de bobinas de metais. Até onde sabemos, tal
problema ndo foi estudado sob a abordagem de algoritmos de aproximacao. Mostramos que
este problema ndo pode ser aproximado a menos que P = NP, e apresentamos um PTAS e um
FPTAS para dois casos particulares. Note que do ponto de vista tedrico, estes sao os melhores
resultados de aproximagio que podem existir. Os algoritmos que apresentamos tém comple-
xidade de tempo polinomial, porém em fun¢io de uma constante positiva €. Portanto, seria
mteressante apresentar novos algoritmos aproximados, que mesmo com fatores de aproxima-
¢do maior, tenham complexidade de tempo mais baixa.



Apéndice A

Implementacao de Algoritmos de
Aproximacao para Problemas de
Escalonamento

A.1 Prélogo

O artigo a seguir resume um conjunto de testes que realizamos com alguns algoritmos de
aproximacio para escalonamento. Até onde sabemos, muito pouco se sabe sobre o comporta-
mento pritico de algoritmos de aproximacg3o para problemas de escalonamento. Os resultados
mostram que apesar de alguns algoritmos terem fatores de aproximacfo altos, os valores obtidos
estao muito proximos do valor 6timo. Também implementamos duas heuristicas para alguns dos
problemas estudados. Os algoritmos s3o baseados nos algoritmos aproximados apresentados e
mostramos que estas heuristicas s30 melhores do que os demazis algoritmos em virios dos testes
realizados.
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A.2 Artigo

Practical Comparison of Approximation Algorithms for Scheduling
Problems !

E.C. Xavier* F.K. Miyazawa®

Abstract

In this paper we consider an experimental study of approximation algorithms for sche-
duling problems in parallel machines minimizing the average weighted completion time. We
implemented approximation algorithms for the following problems: Plr;| > Cj, P|| > w;C;,
Plril S w;Cy, R|| > w;C; and Rlr;| 3~ w;C;. We generated about 900 tests over more than
190 different instances and present some practical aspects of the implemented algorithms, We
also made an experimental comparison on two lower bounds based in the formulations used by
the algorithms. The first one is a semidefinite formulation for the problem R|| >~ w;C; and the
other is a linear formulation for the problem R|r;|>" w;C;. For all tests, the algorithms obtai-
ned very good results. We note that algorithms using more refined techniques, when compared
to algorithms with simple strategies, does not necessary leads to better results. We also present
two heuristics, based in approximation algorithms, that generates solutions with better quality
in almost all instances considered.

Key Words: Approximation algorithms, scheduling problems, practical analysis.

A.3 Introduction

In this paper, we consider an experimental study of approximation algorithms for scheduling
problems. Several job scheduling problems in parallel machines that appears in practice are NP-
hard. The scheduling problems we consider are all NP-hard and consists in scheduling a set of
jobs, under some restrictions, in a set of machines minimizing the average weighted completion
time. If we consider that PP # NP, we cannot solve these problems to optimality efficiently.
This motivates the development of approximation algorithms, that are efficient and produces

I'This research was partially supported by FAPESP project 01/04412-4, MCT/CNPq under PRONEX program
(Proc. 664107/97-4) and CNPq (Proc. 470608/01--3, 464114/00--4, 300301/98-7).

YImstitto de Computagdo — Universidade Estadual de Campinas, Caixa Postal 6176 — 13084-971 —
Campinas-SP —— Brazil, {eduardo.xavier, fkm} @ic.unicamp.br.
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results with quality guarantee. We implemented some approximation algorithms to scheduling
jobs in parallel machines and study their computational performance.

Given an algorithm A for a mimimization problem and an instance [ of this problem, we
denote by A(7) the value of the solution returned by .4 when applied to the instance 7 and we
denote by OPT(I) the value of an optimal solution to . We say that an algorithm .4 has an
approximation factor ¢, or is an e-approximation, if A(J)/OPT(I} < a, for all instances I.
When the algorithm .4 is probabilistic and the inequality E[A(I}]/OPT(I) < o is valid for all
instances I, where E[A(I)] is the expected value of the solution returned by algorithm A4, we
say that A 1s a probabilistic a-approximation algorithm.

For all problems considered in this paper, we denote by J = {1,...,n} the set of jobs
and M = {1,...,m} the set of machines. When machines are unrelated ( e.g. have different
processing speed) we denote by p;; the processing time of job j when executed on machine ¢,
and by p; when all machines are identical. We denote by 7; the release date of job j, which
represents the moment that a job can start and denote by w; the importance weight of finishing
the job earlier. The completion time of the job is denoted by C;.

Since we consider several scheduling problems, we use the notation ¢|8|7y introduced by
Graham, Lawler, Lenstra and Rinnooy Kan [3]. In the following we detail the terms used in this
paper under this notation. The term « corresponds to the machine environment, £ for identical
machines or R for unrelated machines. The term 5 tell us some restrictions about jobs, if they
have release dates, r;, if the jobs can be interrupted and continued later, prin, etc. Finally the
term ~y indicates the objective function we want to minimize.

All problems we consider are non-preemptive, although algorithms for preemptive problems
are used to find intermediate solutions.

There are a lot of work in the development of approximation algorithms, but very few con-
sider practical performance analysis. In [5], Hepner and Stein present an implementation of a
PTAS for a single machine scheduling with release dates. In [7] Savelsbergh et al., also pre-
sent an experimental study of some approximation algorithms for scheduling problems in a
single machine. They consider the problem 1|r;| > " w;C; and a variant of this problem when
an average weighted flow time is minimized, i.e, problem 1{7;} >~ w;(C; — r;).

We implemented algorithms for the following problems: P|r;| > C;, P|i Y- w;Cy,

Plri] 3 w;Cy, R|| 3. w;C; and Rjr;} > w;C;. For the problem Plr;]1 Y C; we implemented
the algorithm developed by Phillips et al. [8]. This algorithm is combinatorial and is based
in a heuristic for the preemptive case. For the problem P|| >~ w;C; we implemented the algo-
rithm of Kawaguchi and Kyan [6], that is based in a list scheduling heuristic. For the problems
Plrit S w;C; and Rir;1 Y w,;C; we implemented algorithms of Schulz and Skutella [9]. The
algorithm for the first problem is combinatorial and the algonithm for the second problem is
based on a solution of a linear program. Both algorithms are probabilistic. For the problem
R|| Y w,;C; we implemented the algorithm developed by Skutella [10] that is based on a solu-



A4, Algorithms -89

tion of a semidefinite program.

We observe that there exists PTAS algorithms for parallel machines as presented by Afrati
et al. [1], but their implementation requires extra efforts and results in algorithms with time
complexity represented by very high degree polynomials.

To our knowledge, this paper is the first to consider practical analysis of approximation al-
gorithms for parallel machines. All algorithms are implemented in C. For the algorithms that
require solutions of linear or quadratic programs we use the Xpress-MP library, of Dash Opti-
mization {2]. Based in the practical results, we propose a simple modification on the algorithm
presented by Schulz and Skutella {9] for R|r;| > w,;C; and on the algorithm of Kawaguchi and
Kyan [6]. In the tests we consider, we show that these heuristics obtain solutions with better
quality.

The paper is organized as follows. In section A.4 we describe the implemented algorithms
and give some insight of how they work. In section A.5 we compare two lower bounds for pro-
blems R|| > w;C; and some of its particular cases. In section A.6 we present the computational
results.

A4 Algorithms

In this section we describe the algorithms and the way they are implemented. We do not
show how their approximate factors are obtained. The interested reader can find more details
about the approximation results of these algorithms in the references.

All algorithms are implemented in C. To solve the linear and semidefinite programs consi-
dered, we use the Xpress-MP library due to its recognized efficiency.

A.4.1  Algorithm PSW for P|r;| 3 C;

The algorithm of this section was developed by Phillips et al. [8] which we denote by PSW.
It finds a solution in two phases. In the first phase, the algorithm finds an approximated solution
for the preemptive version of this problem and in the second phase it uses an algorithm that
converts the preemptive schedule to a non-preemptive schedule. The preemptive version of this
problem is already NP-hard, and is approximated by a 2-approximation algorithm. The algo-
rithm that converts the preemptive schedule to a non-preemptive one, produces a new schedule
that is at most three times worse than the preemptive schedule. This leads to a 6-approximation
algorithm for the problem Pir;| Y C; (see [8]).

The algorithm for the preemptive schedule is based in the following idea: at any time,
execute m jobs with the shortest remaining amount of work. We present the algorithm in figure
A.1 and we denote 1t by Preemptive. We assume in the algorithm, that the machines are always
ordered in non-decreasing order of processing time. The processing time of a machine 7, is the
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finishing time of the last job that executes in it, which is denoted by p( ;). We assume that we
have a minimum heap ordered by the processing time of jobs, which we denote by HEAP. The
heap contains only jobs that were released, i.e., all jobs in the heap are ready to be processed.
We change the release date of jobs in the heap to the release date of the heap which is denoted by
rapap. The function first{ HEAP) returns a job with smallest processing time in the HEAP and
the function last{ M;) return the remaining processing time of the last job executing in machine
i.

In steps 1-6 the algorithm initializes, putting the jobs with the smallest release date in the
heap. The loop in step 7 1s done until all jobs becomes scheduled. In step 8 the algorithm tests
if the machine less occupied has processing time less than or equal to the release date of the
jobs in the heap. In this case, the first job of the heap is executed in this machine, otherwise, we
have three other possibilities. If there is any job been executed having processing time bigger
than the processing time of the job in the heap, the algorithm change these jobs (steps 17-19).
In other case we put more jobs in the heap or set its release date (steps 20-31).

Notice that preemptions of jobs occurs only when we put new jobs in the heap, ie., jobs
that are already in the heap does not fall in step 19, so the number of preemptions in each
machine can be overestimated by n. The time complexity of the implemented algorithm is
O(n(logn + m)).

The algorithm PSW, uses the preemptive scheduled generated by the algorithm Preemptive
scheduling each job j in the machine which completed j in the preemptive schedule.

The algorithm generates a list M;, for each machine , of jobs ordered by their preemptive
completion times C; in the preemptive schedule. For each machine ¢, the algorithm PSW
generates a non-preemptive schedule with jobs in the order specified by M;, with the constraint
that no job j starts before its release date.

The time complexity of the implemented algorithm, which is presented in figure A2, is
O(nlogn + m) plus the time complexity to generate the preemptive schedule.

A.4.2 Algorithm KK for the problem P|| > w,;C

The algorithm of this section is an extension of the problem 1] > w;C; for the problem
P{| 3" w;C;. The problem 1}| 3~ w;C; can be solved optimally with the following algorithm
developed by Smith {11]: order jobs in non-decreasing order of . and schedule the jobs in this
order. The aproximation algorithm for the parallel machine case 1s an extension: order jobs in
non-decreasing order of ML and schedule jobs in this order every time a machine becomes free.
Kawaguchi and Kyan [6} ‘have shown that this algorithm generates schedules with a factor of
(~‘4~2-~) of the optimal. The implemented algorithm, which we denote by KKand is presented
in figure A.3, have time complexity O(n logn + nm).
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ALGORITHM Preemptive(.J, M)

W W w9 N RN N b e el e el e o el md e
PESYENSRELRNESORIRUNE DN S

RS NN

HEAP +- 0
let [ be the minimum release date of jobs
for all jobs j € J withr; = 1 do
insert j in HEAP
Je—J—7
THEAP < |
while(H EAP # ()
if p(M3) < rreap then
My + M| first{HEAP)
if HEAP = {) then
let { be the next minimum release date of jobs in J
foralljobs j € J withr; = Ildo
insert jin HEAP
Je—J—3
reEap <1
else
for7 + 1tomdo
if prirsureapy < last(B;) then
change the first job in H E AP with last job in machine M; and break
if the algorithm had not changed jobs in step 19 then

if J = () then
raeap — p(My)
else

Iet [ be the next minimum release date of jobs in .J
if [ > p(M,) then
THEAP ¢ p(M)
else
foralljobs j € J withr; = [ do
insert jin HEAP
J—J—j
TrEAP < |
return (M, ..., M,,)

Figura A.1: Algorithm that generate the preemptive schedule.

A.4.3 Algorithm SzSK for the problem P|r;| > w;C;

The algorithm of this section was developed by Schulz and Skutella [9] and we denote

it by SzZSK. The algorithm is a probabilistic 2-approximation algorithm. For each instance,



A.4. Algorithms 72

ALGORITHM PSW(I.M)
1. generate a preemptive schedule (M, ..., M,,) of (J, M} with algorithm Preemptive
2. order each list M; by the preemptive completion time C; of jobs
3. return (M, ..., M,,)

Figura A.2: Algorithm that generate the non-preemptive schedule.

ALGORITHM KK(J, M)
1. order jobs in J in non-decreasing order of -31_
2. My« Qfori=1,...,m ’
3. foreachj € Jinorderdo
4. let ¢ be the less ocuppied machine
5 M; < M|l
6. return (M, ..., My)

Figura A 3: Algorithm of Kawaguchi and Kyan.

the algorithm SZSK is executed 100 times and the best generated schedule is returned. In
our experiments, we observed that more executions leads to very small improvements. The
algorithm is related to the linear formulation for a single machine problem presented below. We
have varjables y,;, for each job j and for each time interval (¢,¢ + 1] that a job can run. We
also have variables ), that represents the finishing time of job j. The constant 7 is an upper
bound for the completion time of any job. The relaxed linear program, denoted by LPS, is the
following:

Z;F:,—j Yir = pj Vie J,

Yiesvie S 1 t=0,..T,
G = BT ut+iVied
yix = 0 VieJandt=0,..,r;—1,
yie = 0 VieJandt=ry, .. T.

This linear program can be solved using a combinatorial algorithm [9]. Suppose we have
just one machine /» times faster than the machines considered. Consider the processing times
of the jobs to be m times smaller. Construct a preemptive schedule for this single machine with
the new processing times using the following rule: at any time, construct a preemptive schedule
S on the new single machine by scheduling, among the available jobs, the one with the smallest
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f;?} ratio. The resulting schedule corresponds to an optimum solution to the formulation. Each
variable y;¢ Teceive value 1 if job j is processed during time [t — 1,¢) in the generated schedule.

Notice that the algorithm Preemptive is easily modified to solve this formulation and can
be implemented to run in O(nlogn). After this, we construct a schedule based in probabilistic
assignments. We choose for each job j, a variable a; uniformly distributed from the interval
[0, 1]. Then we consider the probabilistic finishing time, i.e., the first time in the schedule where
the total amount of work done is p;o;. We denote this value by C;(«;). The algorithm SZSK
attributes each job j umformly and independent to one of the m machines. For each machine
the algorithm schedules jobs in nondecreasing order of values C;(a;).

The algorithm is presented in figure A.4. The atiribute 7,40, Of €ach job j, stores the ma-
chine where it must be executed.

ALGORITHM SzSK(J, M)
1. M;+ @fori=1,....,m
2. solve the linear program L P S with the combinatoric algorithm
3. foreachj e Jdo

4. oy « rand(0,1)

s. jmach £ rand(l, m)

6. let L be alist of the jobs ordered by their C;(a;)
7. foreach j € L inorderdo

8‘ Mjmach — Mjmach”j

9. return (M, ..., Mp)

Figura A.4: Combinatoric algorithm of Schulz and Skutella.

The time complexity of the algorithm SZSK is O(nlogn + m).

A.4.4 Algorithm SK for R|| Y w;C;

The algorithm of this section is a probabilistic 2-approximation algorithm based on a semi-
definite formulation and 1s presented by Skutella [10]. We denote the algorithm by SK. The
quadratic program for this problem has binary variables a;;, that says that a job j is to be pro-
cessed in machine 4, if and only if a;; = 1 and variables C; that represents the finishing time of
job 7. We also have a function <; that specify the execution order of a job pair 7, k in machine
i. The job 7 must be processed before & in machine ¢ if ;{'—’f > fﬁ-. The quadratic program is the
following:
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Min Zjé J wy Cj
Cj = 2l i (pij+ 2 i, Gikpi) Vi€ J,
aj; € {0,1} VieM, VvjelJ
Skutella have shown that this formulation is equivalent to the following quadratic formula-
tion:
Min La+ %aTDa

1 vj e J,
0,

D i Gij

a

AV

where a € R™" is a vector of all variables a;; lexicographically ordered with respect to the
natural order 1, 2, ..., m of the machines and then, for each machine i, the jobs ordered accor-
ding to <;. The vector ¢ € R™ is given by ¢;; = w;p;; and D = (djney) 18 @ symmetric
mn X mn-matrix given by

0ifi £ horj =k,
Ay =  wip if i =hand k <; j,
WEPij ift=n"hand j <; k.

This problem can be solved in polynomial time if, and only if, matrix [J is positive semide-
finite. This motivates the construction of a new formulation, which we call OSF:

Min 3cTa+ 3aT(D + diag(c))a

(QSP) . .
i1 Qi 1 v5€J,

0,

AV

a

where ([ + diag(c)) is positive semidefinite and diag{c) is a diagonal matrix with the vector c.

Given a solution for QSP, job j 1s assigned to machine ¢ with probability a;; and in each ma-
chine ¢ the execution order 1s given by the function ;. In our implementation, this assignment
1s performed 100 times returning the best generated schedule. For the special case of identical
parallel machines, the optimal solution of the above formulation is given by a;; = —}; In this
case, we implemented a combinatorial algorithm for this especial case attributing each job to a
machine with probability 7;? This combinatorial algorithm is denoted by SK-C. The time com-
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plexity of the algorithm is O{n logn + m) plus the time complexity to solve the semidefinite
program QSP.
The algorithm for the general case is given in figure A.5.

ALGORITHM SK(J, M)

1. M;« @fori=1,...,m
2. let a be the vector solution of the quadratic program QPS
3. foreachj € Jdo
4. a; + rand(0,1)
5. foreachj € Jdo
6. S0
7. fori + 1tomdo
5. S S + aij
9. if o; < 5 then
10. M; + Mij|j
11. break
12. orderjobsineach M; by <;.i=1,....m
13. return (My,..., Mpy)

Figura A.5: Algorithm of Skutella based in a quadratic formulation.

A4S Algorithm SzSK2 for R]TJ“ Z ’LUjCj

The algorithm for problem R|r;| 3" w;C; is also a probabilistic algorithm and is, presented
by Schulz and Skutella [9]. The algorithm, denoted by SZSK2, is based in the solution of a
linear formulation and is a generalization of the algorithm SZSK. As in the linear program of
the algorithm SZSXK, this formulation have variables C; that represents the finishing time of job
7 and variables y;;;, that says that job j is processed in machine ¢ at time ¢, for each time interval
(t,t + 1]. The maximum time that a machine can execute is denoted by 7. The formulation
is exponential, but it can be made polynomial with a small loss in the objective function using
interval times that increase exponentially in their size. In this case, we have binary variables
y;;: indicating the execution of job 7 in machine { at interval I; = ((1 + 8)""%, (1 + 3)]. The
size of an interval I; is denoted by |J;|. For simplicity we denote (1 + §)* by 3. The relaxed
formulation, which is denoted by LPSS, is the following:
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Min 375, w;Cy

TLL YR = 1 vied,
(LPSS) > jes Vit < 1 Vie Mandl=0,...L,
¢ = Ty Do e 1 Tyaln) vied,
Yijl = 0 VieM,Vjeld g<r—1,
Yijl > 0 Vie M VjeJ,l=0,..,L.

The algorithm solves the linear program LPSS and assign each job j t0 a machine-interval
pair {¢, I;} at random with probability %{i‘-i The jobs assigned to a machine ¢ are scheduled
in non-decreasing order of intervals assignment. If there are more than one job assigned to the
same pair (¢, {;), the algorithm schedule them in order of their value j. For a given € > 0 setting
B = £ this algorithm has a probabilistic (2 + €)-approximation factor. As in the algorithm
SK, the probabilistic assignment step is executed 100 times and the best generated schedule is
returned. The algorithm is presented in figure A.6. The time complexity of this algorithm is
O(nmlogn T + nlogn) plus the time complexity to solve the linear program LPSS. Since
this algorithm is executed with different values of ¢, we denote by SZSK2, the algorithm SzZSK2
with the given value of e, that is, the algorithm SZSK2 ; is the algorithm SZSK2 with value

of e = 0.1.

A.4.6 Two Heuristic Algorithms

In this section we present a new algorithm denoted by HE1 for the problem R|r;| Y~ w,C;,
that is a simple modification of the algorithm SZSK2 and an extended heuristic of algorithm
KK for the problem P|r;] 3" w;C;, which we denote by HE2. In [4], Hariri and Potts present a
simple heuristic algorithm for 1|r;| > w;C; used to find an upper bound for a branch and bound
algorithm. The algorithm is as follows:

1. Let S be the set of all (unsequenced) jobs,let H = 0and k = O and find T = min eg{r;}.
2. Find the set S = {j|j € S,r; < T} and find a job i with ¢ € §'and ¥ = maa:jegf{%’f}.

3. Setk = k + 1, sequence job ¢ in position k, set T = T - p;, set H = H + w;T and set
S=5-{i}.

4, If § = 0, then stop with the sequence generated having H as its cost. Otherwise set
T = maz{T, minjcs{r;}} and go to step 2.
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ALGORITHM SZSK2(J, M, €)

1. M« @fori=1,...,m
2. let y be the vector solution of the linear program LPSS
3. tj+ooforeachjeJ
4., foreachj € Jdo
5. aj « rand(0,1)
6. foreachj e Jdo
7. S+ 0
8. fori < l1tomdo
9, forl + 1to L do
10. S § 4 vl
11. ifa; <8 then
12. M; + M;|ij
13. t; 1
14, break
15. order list M; in non-decreasing order of valuesf,,7=1,....m
16. retum (My,..., M,)

Figura A.6: Probabilistic algorithm of Schulz and Skutella.

In algorithm SZSK2, the jobs are assigned to pairs machine-interval and them executed in
each machine by the order of intervals assignments. In algorithm HE1, the assignment step
is done as in algorithm SZSK2, but the jobs assigned to a machine : are scheduled using the
algorithm of Harini and Potts.

The algorithm HE2 executes an extended heuristic of algorithm KK: every time a machine
becomes free, execute among the available jobs, the one with smallest ratio —L Notice that
without the presence of release dates, this algorithm is essentially algorithm KK

A.5 Study of Two Lower Bounds

In this section we present an experimental study of two formulations that provides lower
bounds for our algorithms. The first formulation is the semidefinite formulation OSF presented
for algorithm SK, and the second is a linear formulation LPSS presented for algorithm SZSK2.
For problems that consider jobs with reJease dates we used the lower bounds provided by the
linear program LPSS. For problems without release dates we performed a computational study
to determine which formulation give lower bounds with better quality. For the most generic
problem R|| Y w;C;, we consider three cases: R2[| ) w;C;, R5|| > w;Cy and R7|| Y w;C;
We also tried to study the case R10|| > w;C; but we could not solve integer instances of this
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problem in a reasonable amount of time. We performed five tests with 100 jobs for each case.
The processing times of jobs were taken uniformly from the interval {1, 100} and w; was chosen
uniformly from the interval 1, 10]. The linear program LPSS is generated with time intervals
defined with parameter ¢ = (0.3 and ¢ = (.1. Besides the guality of the lower bound increases
using € = 0.1 when compared with the solutions with ¢ = 0.3, the solutions provided by the
algorithms do not differ so much as we will see in the next sections. The lower bounds of these
two formulations are compared with the value of an integer solution, which we obtained from
the integral solutions of program QSP. The results of these tests can be seen in table A.1.

Problem Tnte ger Optiznal QSP IPSS¢ = 0.3 HLPSS ¢ = 0.1
Valve [Ralicl Value iRaticl{ Value |Ratic
163366 163052,92[0.9991] £ 52588 46 10,935 [{150313.8210.976
R2IIE w; Cj 228766 228732.05]0.9991] 214004 87 [0.935]{223453.1530.97¢
223714 223673.35{0.999H200223.01 [0.935]|218505.5210.976
174802 T74762.49; 0:099 || 163503.5010.935] | 17074483 [0.976
180367 180357 2380099} 168738.8510.935 1} 176189.91 [(.976

Value fRatioli Value {Ratio}}] Value |Rato
36767 36690.74 [0.997 i 34506.58 §0.938}{ 35514.83 |3.978
RS\EZwJ <y 33675 3363031 F0.998|f 31605.44 (0938} 3292571 |0.577
44150 4404336 [0.698]] 4137921 0937 43097 67 {0,978
36168 36104.74 [0.998]] 33948.00 [0.938]] 35340.76 10.977
37343 3725178 10.9971] 350738.43 |0.938]] 36457.51 10.976

Valge iRafioj] Vajge {Ratio|] Value [Ratio
26342 2647341 £6.997 [ 2492074 16.938]] 25924 81 [0.976
RTIY w; C; 22429 2236125 [.050(f 2107457 §0.939H 2191570 |6.977
26919 2685720 [0.997 | 25279.07 [O.939] 2630232 [0.977
20093 29017.66 [0.997]] 27314.76 0938 H 28415.94 ]0.976
25543 25440.19 1099531 23957 779 09381} 24028 01 10975

Tabela A.1: Comparison between formulations QSP and LPSS.

We also performed computational tests to compare the lower bounds for problem P|} >~ w,C;.
In this case we could solve only instances up to 20 jobs with 2 machines and 15 jobs with 5
machines. The next theorem, proved by Skutella [10], helps us to understand the hardness to
obtain integer solutions for instances of this problem.

Theorem A.5.1 For instances of Pm|| > w;C;, an optimum vector solution a of the quadratic
program OSP is a;; = ;}; for all i,j. This optimum solution is unique if all ratios ;—f}i are

. 3
different and positive.

In all instances the solution of the quadratic program is exactly the one provided in the
theorem. Since the Xpress solver finds the optimal integer solution using a branch and bound
tree, the number of nodes is exponential. We could not solve these kind of problems even if we
use an upper bound provided by our approximation algorithms. We could solve only instances
with 20 jobs for problem P2|| Y w;C; and instances with 15 jobs for problem P5|| > w;C}.
The results of our tests are presented in table A.2.

In all generated tests, the lower bounds provided by the formulation QSP are better than the
lower bounds provided by formulation LPSS. Also note that when € = 0.1 the difference is not
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Problem Integer Optimal o8P LPSS £ == 0.3||LPSS e = 0.1
Value jRatio]] Valte |Ratio]l Value [Rate
19615 19546.7510.99611 18413.56] 0.038([ 19142.58| 0.975
21| E'wJ- [ 19214 19164.000.997 [ 18082.13{0.941 }{ 1877320{0.977
17199 17133730996 1615801 {0.939 H16785.0310.975
16398 16322 5010.965]| 15385.3430,938 H{13992.72{0.973
16415 16365.00]|0.996]]15451.82 [0.94] [ 16033.15{0.976

Value JRatio]] Value [Ratio|| Value Ratio
5121 4913.60 {8.95913 4712.12 J0.92C{} 4842.30 [0.945
P T w; 5467 525780 §0.961 5; 5035,00 {0.920]] 31TV 84 [0947 ]}

5536 531240 J0.965 6039.39 J0.624]] &215.11 [0.950]}
4875 4651.60 J0.934}] 446868 10.916(] 4550.74 [0.941
3105 389550 [0.950[] 469555 {0.019 [ 4404.64 [0943

Tabela A.2: Comparison between formulations GSP and LPSS.

s0 large. We do not use smaller values of e since the increase in the computational time to solve
such formulations is very high.

A.6 Practical Analysis of the Implemented Algorithms

In this section, we present the results of our tests. Since some problems are particular cases
of others, we performed several different tests. Each subsection is reserved for one case. Before
presenting the computational results for each problem, we describe the proceeding to generate
each test. For each test we generate 100 jobs with processing requirement uniformly chosen
from the interval [1,100] and w; chosen from the interval [1,10]. When the problem require
release dates, the data is generated using the same approach used by Hariri and Potts [4]. The
release dates are uniformly chosen from the interval {0, E[pjn~]. This simulates the arrival of
n jobs from a stable queue according to a Poisson process with parameter «y [5]. The time in
all tables is given in seconds. The ratio in the table corresponds to 1—%, where V is the value
found by the algorithm and LB is a lower bound for the optimal solution. We perform tests
with 2, 5, 7 and 10 machines. As was done in [5], we generated five different instances for each
test problem, so the results in each line of the tables corresponds to the mean of five tests. The
algorithms were tested on a AMD Athlon 1.2Ghz with 800 MB of RAM under Linux 2.4.2-2

kemel.

A.6.1 Tests for the problem P|| > w;C;

In this problem we used the algorithms KK, SzSK, SK-C, Sz5K2 and HE1. We do not use
the algorithm HEZ2 here because without the presence of release dates this algorithm generates
the same solutions of algorithm KK. The table A.3 presents the results of this tests. The LB
column corresponds to the fractional optimal solution of the quadratic formulation QS P of the
algorithm SK.
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Problem iB Algorithim | Valve | Time | Ralio

KK 383017.6| 0.01 11.002
P2y % w; Oy |1383923.95] $zSX  |383258.8( 0.11 §1.0008
SK-C  {383319.6] 0.05 {1.0010
SZSK2q 1 {3IB3463.6] 6.15 {1.0018
Hilg, 1 [383265.0] 618 {1.0008

KK ]1460882] 001 {1.0018
Bl Sw;cy || 1458213 [T 525K [ 148134.3] 0.7 {10058
SK-C_ | 147935.6| 0.07 {10144
RiSKD g 1 | 147920.5] 16851 1.0144
HEl, ; |147560.6] 16951 1.0139

KK [ 115431.0] 0.01 {1.0032
P71 o w ¢y {[11s05a88[ 28K [ 117475.4| 041 {10210

SK-C | 117882.6] 0.07 {1.0245
SESKZg 1 | 117906.6] 48451 1 0247
HElg 1 | 118298428141 10281

KK | 625162 | 001 ]1.0063
P1ol| Cw; Oy §| 81997.01 [ 528K 857752 | 041 11,0960 ]]
SK-C ] 53646.6 | 0106 [ 1.0445
$7SK2g 11 552500 | 4345, 10518
HElg.; | 562000 |43.5731.051%

Tabela A.3: Comparison between KK, SZSK, SzZSK2, HE1 and SK-C.

The algorithms obtained very good results for all tested instances. The algorithm KK is the
most simple and obtained the best results generating solutions with values less than 0.7% of the
lower bounds, besides the other algorithms use more advanced ideas. As we can see, the ratio
grows when we use more machines. For algorithm KK the increase is very small. For the other
ones the growth is more representative. We believe that with more jobs per machine the ratios
obtained tends to decrease. This can be seen in graphics (A.7, A.8, A.9 and A.10). We will
describe more about this behavior in the next subsection.

A.6.2 Tests for the problem Plr;| > C;

To solve the problem Plr;| > C; we used the algorithms PSW, SZSK, SzSk2, HE1 and
HE2. Although the algorithm SZSK is the combinatorial version of the algorithm SZSK2 for
identical machines. we also included the algorithm SZSK2 in the comparisons. The algorithms
SzZSK2 and HE1 were executed with parameter € = 0.3 and ¢ = 0.1. We perform different
tests using different values for parameter «y to generate the release dates. We used parameter
v = 02,7 = 0.4 and v = 0.6. The LB column has the fractional optimal solution of the
linear program of algorithm SZSK2 with ¢ = 0.1. Itis interesting to note that this lower bound
may be far away from the integer optimal, since the value of an optimal integer solution for the
program LPSS is already a lower bound for the original problem P|r;| > C;. The tables A4,
A.5 and A.6 present the results obtained for these tests.

The algorithm HE2 generate the best schedules in all tests. Notice that the algorithm HE 1
obtain better results when we have few machines and small values of . The algorithms PSW
and HE1 are the second best in all cases. For all tests, the algorithm PSW generate solutions
that are at most 12% of the lower bound although its approximation factor is 6. Other interesting
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Problam withy = 0.2]] 1B [Algoritim ]| Value ]| Time JRatio]
PSW 10913683 001 | 1.08
Sz8x | 12415363 001 133
TI5K2g 5 | 11320881 508 | LIS
P2r; | ;10015156 [SE8ET, 4 | 10836121 7845 | 108
HElg x {1052804F 579 | 1.05
Hilp., |10527641 7972 [ 105
HEZ 104981.4] 0.01 [ 1.04

PSW | 607684 ] 001 LIS
SZSK | 755538 1 025 | 143
$25K00 5] Gaia05 1 WATTTE
PBirs 152 5256948 [SZ8K1g 4 | 623626 | 42580 | LIS
Tl 5 | 604166 | 52.95 | 1.4
HET.1 | 606510 § 43140 | T3
TiE2 | 570608 | 041 | 110

PSW | 579556 | 001 | 112
SZSK | 684794 | 001 | 133
SZ3K3g 3 | 595308 | 90.13 | L.is
Pilr i 5 Gy 51345.58 [SESR2g. 1 | S90462 | 80720 | 1.15
HEig. 3 | 564860 | 5047 | .13
HBEl, 1 | 569532 | 944 | 1.4
TE2 | 572044 | O0F | 111

PSW | 53264 | 001 ] 112
SISE | 821202 | 024 | 130
280 5] oo6ans [ 1H 2% ] 118
Pl0jr;| 3 C; || 4773120 [5Z8%2, ;| 546846 | 158435] 114
HEig.s | 548452 | 18371 | 1.4
WEig 1 | 546184 |1611.62] 1.14
HE: 1 534046 ] 001 | 112

Tabela A.4: Comparison between PSW_ SzSK, Sz5k2, HE2 and HE1.

Problem with v == 8.4]] LB T Algorithm | Valte | Time [Rafic]]
PSW [ 1265690] 001 | 141
SZSE | 1620408 | 173 | 142

Y e I M

P2r 155G 113585.05 [SZ8K2q 1 | 1269382 ] 8624 | L.I1

HElg s |1216824] 61l | 507

HE g1 1216618 95.55 | 107

TEZ | 121034.3] 6.01 | 1.06

FSW_ 1104561.0] 601 ] LiD
SZEK  [1047504] 026 | 142
SZSK2g.5 110753101 €2.50 § L13
P5r; i C; 94406.70 [SZ5% 2, 4 | 10461781 49585 | 1.1
BEip.s |10920721 961 § 101
TiEip.1 [104759.81 50341 § 110
TEL | 109538.0] 001 1148

PSW 10825241 001 1109

SZSE  {11902881 245 1121

S25kag 5 11170661 11245 L 1.3
Prirs |G 98514.48 [SZ85K3¢ ¢ | 1001008} 052,18 § 116
HElp o | 100426.6] 10721 | L1l
FELg .1 | 1088904] 96743 | Li0
S T0R5350| 001 | 1.03

PSW_ 11030368] 001 | 110
SZSK [L077570] 017 | 114
7520 5 1 101523.0] 21868 | 1.14
Pi0ir;| C; || 94268.95 [$528K0, 1 1054503 | 1912.04] L10
Hifily 5 [1059474] 2914t [ 1.3t
HElg 1 | 1034104 151741] 110
TiEZ | 103036.8] 0.0: | 1.0

Tabela A.5: Comparison between PSW, SzSK, $zSk2, HE2 and HE1.

point is that the ratio for the algorithm SZSK get better results when we have more machines
with bigger values of . The algorithm SZSKZ2Z obtained better results than the algorithm SZSK
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{[Protlemwithy = 0.6]] 1B [Algorihm| Valwe | Time [Ratio
PSW  [168:888] 001 J1.1i
23K |216425.0] 1.5 | 1.43

S28K2p 5 117944961 724 1115

Pr | O 151285.05[SZSK2g 1 | 168341.6] 10095 § 1.11

HEip2 {165981.0] 6.60 | 1.00

HElp,; [169819.6] 8630 [1.09
HEZ |184796.0] 061 | 108

PSW  1155055.8] 0.0 ] 109
§2SK 1760794 D10 14
SZhogs i 1620468] .50 | 18
Poir; 150 C; 14198953 [§35K2 5 [ 1364664 | 467 253] L.10
HELy 5 | 15683441 6748 | 110
[ HEly. 1 J1558012] 44057 | 1.09

HE2 {iS459ed| 001 fL0

PSW 1573842} 001 | 1.09

Sz8K  [1653772] 221 | 1l4

SZSKZp g | 1623476 12004 1 112

Pl | 22 C5 14431106 SZSKZq 1 § 1582640102378 1.09
HEig g tlasaa2) 11625 [ 109

HEty s [157957.0]1177.65] 1.09

HE2? [1373ma2] o001 108

PSW  [rs2i9sd]| 001 § 109

SZSK  1153544.8] 047 [1.10

SZEK1g 5 11587488 ] 24627 | 110

P10lr;| 3. C5 13925828 | 528K 1 [1526702]2051.54] 1.09

TiElc.g 1159621 8] 24366 § 110
HETg | L523843 | 1955.04] 1.09
FiEZ  11520064] G.01 | 109

Tabela A.6: Comparison between PSW, SzSK, SzSk2, HE2 and HE1.

for all cases, except when we have big values of ¥ and more machines as we can see in table
A.6. Analyzing the fractional solution of the linear program used by the algorithm SzZSK2,
we can see that the solver generates an optimal fractional solution using less machines in such
a way that variables of some machines are little used. Consequently, the generated schedule
have some machines that are almost unused. The algorithm SZSX 1is the combinatorial version
of SZSK2 but the jobs are attributed to all machines uniformly. This also explains why the
algorithm HE1 when compared to the algorithm PSW, get better results using two machines
than 7 and 10 machines. Based on this observation we try to solve the linear program LPSS
under the algorithm HE1 with an increase in the number of jobs per machine. Note that the
algorithm HE1 is based in the algorithm SZSK2 and we can expect the same behavior in both
algorithms. We perform several tests that can be seen in tables A.7, A8, A.9 and A.10. The
interesting point to note is that when we get a ratio of approximately 60 jobs per machine
the algorithm HE1 produces better schedules. The solution of the linear program has better
attribution when this happens. We also present some graphics (A.7, A.8, A.9 and A.10) that
summarizes these results. As we mentioned in the previous subsection, the algorithms get
better results when we use more jobs per machine. This can be easily verified in these graphics.
Notice that we could not solve all instances of the problem with a given ¢ = 0.3. When we
solved the problem with ten machines for example, we used ¢ = 0.8 and the time to solve the
linear program LPSS is still high. With such values, the lower bound provided by the linear
program becomes worse and the ratios obtained in these tests are bigger than the ones of the
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previous tests. We believe that such ratios could be much better.

[[P2ir;i 5 C; withy = 0.6 LB [Algorsm] Vaine |Time [Ratic J
PSW [asmi2fooi[12e
1J] = 20 315311 [HET, 5 | 268700 | 0310|124
[ PsW (643222 001] 125§
iJ] =40 51281.51 [ HElg 5 | &3647.0 | L11 1136 f
| PSW [ 966160 | 001 | 125 [}
1J 1= 60 7694432 HEL, 4 | 570424 | 2.35 1 1.28 |}
PSW_ [122551.8] 001 [ 124 ||
L] = &0 5822778 § HEly 5 1 122096.8] 3.30 [ 124 1]
Psw  T163265.8] 001 [ 1233
(J| = 100 13391111  HEp. g | 164117.6] 4.20 | 122
PSW  |204703.21 001 7131
|J] == 120 16797142 BElg o | 200:58.0] LO26] 1.19
PSW 4232886 0.0 [ 116
L= 200 381645.09] HEly 5 1425005.6] 4511 112

Tabela A.7: Comparison between PSW, and HE1.

Polr; 1Y Q, wilthy = 0.6 LB Algoritin|  Value Time |Ratio
] ki
PSW 75690.0 001 124
=50 6087868 | HE I 5 | 150986 | 9.920 | 124
PSW 1560732 | 001 124
1Ji = 100 125460.43] HE g 5 § 1572884 | 6287 | 123
PSW 2481988 § 001 1.25
i 1J| = 150 198061 29[ HE 1y 2 | 250604.0 ] 13504 § 196
PEW 3197174 | 001 124 |
|J} == 200 256076.57 HEIQ;; 3226568 | 24697 | 126
PSW 3076420 | 001 123
| = 300 411426.11] BELp 5 | 4983902 ] 579.06 | 1.2
PSW 76355021 0.01 1.20
1Ji = 400 §35731.46] HEIg 3 [ 7351264 [ 1066.96) 1.15
PSW  {11004364] 0.01 1.i7
|J] = 500 936920791 HE 1 o [ 1064286.6] 1648.83 | 1.13

Tabela A.8: Comparison between PSW, and HE1.

Prir; | o C; witsy =6.6]] LB Algorithis|  Valse | Time JRatiof]
PSW | 168822.5 | ©0.01 § 147
| =100 11457589 | HELp 5 | 1709328 | 3LT1 {149
PSW | 3173342 [ 061 ] 1.48
1Ji = 200 21317161 | HElp ¢ | 3217114 | 137.540] 190
PSW 135846103 6.01 [1A8
L] = 300 30884477 [ HElg ¢ | 3693422 | S0B.02 § 1.50
PSW | 6434100 F 0.01 | 137
IJ| = 400 46853264 | AEL, 5 | 6G4ASILE | 53920 | 1.37
T PSW | 50d4es82 | 0.01 | 134
1J] = 500 671739.66 [ HELy. o | 8779608 | 1248 | 130
BSW 11201110.0] 001 | 130
\J} = 600 92140531 { FE [y ¢ 111686924 1306861 136
PSW | 10732022] 0.01 | 125 ]
1J1 = 500 157575290 HElg 5 | 19130042 ] 2337.64| 121

Tabela A.9: Comparison between PSW, and HET.
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FP1g|r 150, withy = .6 LB Algorithm|  Value Time ]Ratic
I, 2

PSW [ 1608326 001 {163 ]
1] =100 9696046 | HEElg o | 1621828 | 38.420 | 1.67 §f

PSW ] 3122356 0L1 [ Ls6

| Ji= 200 18738196 HELy o § 3153028 [ [74.60 | 1.68

I PSW [635533.6] 001 | 165 |
iJ| = 400 384035.05 HETp g | 6440262 ] 72043 11,67 |
PSW [99sSMe] 001 Jia6]
(I =800 67784338 | BElp g | 9965022 | 1614.99] £.47 {I

PSW 15354040 061 | 137

|7} = 200 11137532 | HE{qy ¢ | 1494549.8[290L76] 34

psw izidteasl oo Ti3z

1Ji=1000 1666006.6F HEIg g | 2168785 ] 4648.66] 130

PSW_ [209476741 001 ] 131

iJ| = 1200 20698988 | BE g g | 20003008 6843.41 | 128

Tabela A.10: Comparison between PSW, and HEL
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Figura A.8: Graphics for 5 machines

A.6.3 Tests for the problem R|| > w;C;

In this problem we use the algorithms SK, SZSK2 and HE1. For the tests in table A.11 we
choose p;; uniformly from the interval [1,. .., 100]. In the tests presented in table A.12 the pro-
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Figura A.10: Graphics for 10 machines

cessing times are chosen from different intervals to give the idea that we have machines with dif-
ferent speeds. Using two machines the processing times are chosen from the interval [1, . . ., 50]
for the first machine and from {50, ..., 100] for the second machine. Using five machines the
processing times are chosen from intervals, [1,...,20], [20,...,40], ...,[80,...,100]. Using
seven machines the processing times are chosen from intervals, [1,...,15],[15,...,30],...,[90,...,10(
In the tests with ten machines, the processing times are chosen from intervals {1, .. ., 10][10, . .., 20][20,
190, ...,100]. We use € = 0.1 and € = 0.3 in the algorithms SZSK2 and HE1. The LB column
corresponds to the fractional solution found by the quadratic formulation OSP of the algorithm
SK.

As we can see all algorithms produces schedules very close to the optimal. For all tests, the
algorithms produced solutions with values that are at most 3% of the lower bound except for
the algorithm SK that generated a solution with value 7% of the lower bound. In general the
algorithm HE 1 generate better schedules. Other point is that although the semidefinite program
QOSP generate fractional solutions that are closer to the optimal, the algorithm SK generate the
worst schedules even if compared with the algorithm SZSK24 3.
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{ Problem [ I3 JAigentm] Vale | fime M
SK §1%42164] Li3 }1.0003

B2 5 w;C; H194112.01 [S25K30.3 [ 1941498 | 140 [ TH001
§ESKZg 1 [ 1941564 6.14 [ 10002

HElg 5 |1941438] 11 | 10001

TElg., | 19314381 6.8 | 10601

5K ¥7763.0 | 3831 | 10038

RS|| 3 w;C; || 396166 [$25K3g 5 | 37644.0 | 4.08 16007
SZ5K3p.1 § 376358 | 2151 § L0005

HElp.a | 376374 | 3.8 [Lo003

HElg 1 | 376258 | 21.05 | 1002

SK | 26305.0 | 8936 | LODGT

R7|| T w;C; |l 2604004 [§28KZ, 5 [ Z8153 T 515 {10080
SZ5K3g 1 | 26149.8 | 25.43 1 L.O0GE

TIElp. o | 261402 | 506 | 10034

HETg , | 261456 | 2641 | 10036

SK 11666.2 120079 L0230

R0 T w; €y || 11337.05 [$E8K T 5 [ 1196 | &.15 | 10021
S28K2g 1] 114650 | 40.96 110111

FElo.z )| 114502 | 845 | 10099

TELp 1 | 114652 | 20,56 [1.0113

Tabela A.11: Comparison between SK, SZSk2 and HE1.

Preblem* || LB Algorithmn | Valwe | Time | Ratio
SK_ |2468736] 097 110005

R2L Y w, C; |[246785.49 | SESKZp 510468112 ] 112 L1 0002
SZOKD(.q | LAGBIEG| B.24 | LOOD

HElg 2 |2367638] 113 | 10001
HEly ; [2467558] 678 | LOOGL||
SX 739346 | 3741 | 1.0057 ]

RS| T w;Cy { 7351303 [SzSKag.5 | 73670.0 1 380 [LOGL
TZ8K2g.; | 736740 | 16.78 [1.0002

HElg s § 756508 | 571 | 10018

[ HElp , | 796676 | 17.21 | 10021

SK 52211.6 § 98.06 | 10129

R7T|| T w; €y || 5154492 [$78K2p 5 | 518984 1 560 | 10054
SZ3KZg 4 | SIB0E.0 | 26.31 110051

"HET, 5 | 518492 | 504 | 10059

" HElp., | 51833 26.71 | L0056

SK 305162 {20762 10724
R10}| 3 w; C; || 2845373 [§25K3g 5 | 204720 | 8.07 | Lo57]]
STSKD .1 | 294510 | 40.95 | 1.0550

TiElgg | 294158 B.06 110538
| HElg., | 204494 | 41.08 | 1,0549 |]

Tabela A.12: Comparison between SK, SZSX2 and HE1.

A.6.4 Comparison for problem Rlr;| > w;C;

86

In this case we use the algorithms SZSK2 and HE1 1o solve problem R|r;! Y w;C;. Table
A.13 show the results of the tests. The processing times were chosen uniformly from the interval
I1,...,100] and we use v = 0.2 to generate release dates. The LB is the optimal fractional
solution of the linear program LPSS with ¢ = 0.1. We emphasize that this lower bound may
be far away from the integer optimal solution, since an integer optimal solution to LPSS is
already a relaxation of the problem R|r;| > w;C;. The algorithm HE1 get better results in all

tests.
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fI Protiem LB Algerithim | Value | Time [Rado]]

$28K2q g [3523462] 59 {115
S28X25.1 [339533.6) 808 | 111
R2|r; | Dow; Oy []308490.02{ HEL, 5 [332137.8] 56 | 108
HElp 1 [331%784] 744 | 108

SZSKi0.5]2571458] 318 | 112
SZ5K0¢ 1 | 2508268 | 4208 | 110
BSiryi DwyCy 123007471 BEL, 5 25109192 537 | 109
T, (255158 5T |18

SESK2p.5 |2540332]10552] 11
SZSKZg. 1 |250782.6| 801 | 1.09
RBilr; | Dw; C; 122084317 HET 5 |2301656] 847 1 149
HELy ; |2501462] 77716 § 109

SZSKZ( g |256892.4] 1863 | 1,18
R AT e PN LR R R )
R10irs| Taw; € [123351085 [ HEIp 5 |2591804] 1855 | 108
Tl ¢ | 2951328114018 1.0B

Tabela A.13: Comparison between SZSK2 and HE1.

A.7 Conclusion

We present computational results for some approximation algorithms for scheduling on pa-
rallel machines. As expected, the practical solutions yields ratios better than the approximation
factor of the presented algorithms. We also note that algorithms with more refined techniques
does not lead to better results. In fact, for problems P|| > w;C; and P|r;| > C; algorithms
PSW and KK obtained the best results even when compared to algorithms with advanced ide-
as. We also note that the solutions provided by the algorithm SK is worst than the solutions
provided by the algorithm SZSK2 despite the semidefinite program generate fractional solu-
tions with better quality. Finally we present two heuristics that get better results in almost all
cases studied.

A.8 Bibliography

1. F. Afrati, E. Bampis, C. Chekuri, D. Karger, C. Kenyon, S. Khanna, I. Milis, M.
Queyranne, M. Skutella, M. Sviridenko and C. Stein. Approximation schemes for
minimizing average weighted completion time with release dates. In Proceedings of
the 40th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS'99) pp.
32-44, 1999

b2

Dash Optimization. Xpress-MP Release 13. Xpress-MP Manual, 2002.

3. E.L. Graham, E. L. Lawler, J. K. Lenstra, and A. H. G. Rinnooy Kan. Optimnization and
approximation in deterministic sequencing and scheduling: a survey. Annals of Discrete
Mathematics, 5:287-326, 1979.



AS.

10.

1l

Bibliography 88

. A. M. A Hariri and C. N. Potts. An algorithm for single machine sequencing with

release dates to minimize total weighted completion time. Discrete Applied Mathmatics
5,99-109, 1983.

. C. Hepner and C. Stein. Implementation of a PTAS for Scheduling with Release Dates.

In 3rd Workshop on Algorithm Engineering and Experiments (ALENEX 2001). Lecture
Notes in Computer Sciense 2513 pp. 202-215, 2001.

. T. Kawaguchi and S, Kyan. Worst Case Bound of an LRF Schedule for the Mean

Weighted Flow-Time Problem. SIAM J. Computing 4, 1986.

. M. W.P. Savelsbergh, R. N. Uma, and J. M. Wein. An experimental study of LP-

based approximation algorithms for scheduling problems. Proceedings of the 9th Annual
ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms pp. 453-462, 1998.

. C. Phillips and C. Stein and J. Wein. Minimizing Average Completion time in the

Presence of Release Dates. Mathematical Programming B 82, 1998.

. A.S. Schulz and M. Skutella. Scheduling Unrelated Machines by Randomized Roun-

ding. SIAM Journal on Discrete Mathematics Volume 15, Number 4, 2002.

M. Skutella. Semidefinite Relaxations for Parallel Machine Scheduling. In Proceedings
of the 39th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS’98) pp.
472-481, 1998.

W. E. Smith. Various optimizers for single-stage production. Naval Res. Logist. Quart.,
1956, 3 pp. 58-66.



Apéendice B

Algoritmos de Aproximacao para uma
Versao Generalizada do Problema da
Mochila

B.1 Prélogo

O artigo a seguir trata de uma generalizacdo do problema da mochila. No problema padrio
da mochila temos como dados de entrada, o tamanho A da mochila, um conjunto S de items e
funcdes s, e v, que mapeam o tamanho e o valor de cada item e € S respectivamente. O objetivo
do problema € achar um subconjunto U C Stal que D ., s, < K e o valor ., v, seja
maximizado. No problema que consideramos, além dos dados de entrada apresentados, temos
também uma outra fungdo ¢. que mapeia uma classe para o item e, temos tamanho de divisérias
de compartimentos d e limites dmin € dmey para o tamanho de compartimentos. No problema
generalizado temos que achar um subconjunto U C S cujo valor >, _,; v, seja maximizado
e uma particdo U, ..., U, deste conjunto satisfazendo as seguintes restri¢Bes: (i} Para cada
U, 1 < i<k temos que dpin < ZUEUi Sy L dmag; (ii) Para cada U, 1 < ¢ £ k temos que
todos os items de U; pertencem a uma mesma classe; (Zii) ZuEU sy +d-k < K.

Este problema tem aplicagOes préticas em problemas de corte € processamento de bobinas
de metais na indistria metalirgica e € exemplificada no artigo. Apesar do problema ser de em-
pacotamento, ndo € dificil achar aplicages de tal problema em escalonamento. Como ji foi
visto no capitulo 3, se¢fo 3.2, problemas de escalonamento e empacotamento sio fortemente
relacionados. Para exemplificar 0 uso do problema apresentado como um de escalonamento,
suponha que tenhamos uma maéquina m, que pode executar varios upos de servigos mas de-
pende da acoplagem a ela de alguns dispositivos. Desta forma se a mdquina for executar uma
determinada tarefa que necessite dispositivo ¢; e em seguida outra tarefa com dispositivo ¢, €
necessdrio pard-la para trocar os dispositivos. Suponha que este tempo seja d. Cada tarefa j

&9
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possui tempo de processamento p;, peso w; e dispositivo necessdrio ¢;. Além disso, suponha
gue nosso objetivo € maximizar o peso total das tarefas executadas até um total de tempo K.
Este problema € facilmente mapeado ao problema da mochila generalizada. Veja o exemplo da
figura B.1.

v
d

Figura B.1: Temos quatro tipos de tarefas diferentes. A barra escura de tamanho d representa o
tempo gasto para a troca de dispositivos.

Um resumo do artigo foi publicado no IV ALIO/EURO Workshop on Applied Combinatorial
Optimization, que ocorreu no Chile em novembro de 2002, A versdo completa, apresentada
aqui, foi submetida para revista.
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B.2 Artigo

Approximation Schemes for a Class-Constrained Knapsack Problem!

E. C. Xavier? F. K. Miyazawa®

Abstract

We consider approximation algorithms for a class-constrained version of the knapsack
problem: Given an integer K, a set of items 5, each item with value, size and a class, find
a subset of 5 of maximum total value such that items are grouped in compartments. Each
compartment must have only items of the same class and must be separated by the subsequent
compartment by a wall division of size d. Moreover, two subsequent wall divisions must stay
a distance of at least dp, and at most duya.. The total size used by compartments and by
wall divisions must be at most K. This problem have practical applications on cutting-stock
problems.

Key Words: Approximation algorithms, knapsack problem.

B.3 Introduction

We consider approximation algorithms for a class-constrained version of the knapsack pro-
blem which we call Generalized-Knapsack (G-KNAPSACK). Given an integer K, a set of items
S = {1,...,n}, each item ¢ with value v;, size s, and a class ¢;, wall divisions of size d, find a
set M C S of maximum total value and a partition of M into compartments C1, ..., Cy, each
compartment with size 3, .. se where the following conditions are valid: (i) items in the same
compartment have the same class, (i} two subsequent compartmernts are separated by a wall
division, (iii) the total size used by compartments and by wall divisions must be at most K, (iv)
each compartment size must be at least dmin and at most dyax-

This problem has a practical motivation in the roll cuttng in the iron and steel industry.
Ferreira ef al. [3] present a cutting problem where a raw material roll must be cut into final rolls
grouped by certain properties after two cutting phases. The rolls obtained after the first phase,
called primary rolls, are submitted to different processing operations (tensioning, tempering,
laminating, hardening etc.) before the second phase cut. Due to technological limitations,

1 This research was partially supported by FAPESP project 01/04412-4, MCT/CNPq under PRONEX program
(Proc. 664107/97-4) and CNPq (Proc. 470608/01~3, 464114/00-4, 300301/98-7}.

“Instituto de Computagio — Universidade Estadual de Campinas, Caixa Postal 6176 -— 13084-971 —
Campinas-SP - Brazil, {eduardo.xavier, flom} @ic.anicamp.br.
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primary rolls have a maximum and minimum allowable width and each cut generate a loss in
the roll width.

In table B.1, we present some common characteristics for final rolls. We consider three
classes in this problem, one for each different thickness. The hardness interval of items with
the same thickness are overlapped in a common interval to satisfy all hardness requirements. If
there are items for which hardness cannot be assigned to the same thickness class, a new class
must be defined for these ones.

[ Width (mm) || Hardness (kg - mm™2) | Thickness (mm)
50 T 50t070 4.50
74 60 to 75 4.50
93 32 10 39 3.50
35 32 t0 41 3.50
20 20 to 30 2.50
100 2410 35 2.50

Tabela B.1: Characteristics of final rolis

In the example of table B.1, we have a raw material roll of size K (1040 mm) which is
first cut in primary rolls according to the different classes. In the example, the roll is first
cut in three primary rolls. Each primary roll is processed by different operations to acquire the
required thickness and hardness before obtaining the final rolls. Each cutting in the roll material
generates a loss due to the width of the cutter knife. The cuts done at the first phase corresponds
to the size of the wall division of our problem. The cuts of the second phase can be associated
to the size of the items. This way, we only worry about the loss generated by the first phase cut.
The figure B.2 show the process.

Each processing operation has a high cost which implies iterns to be grouped before each
processing operations, where each group corresponds to one compartment. In the above exam-
ple we can consider three different classes and six different items. The size of the raw roll
material corresponds to the size of the knapsack and the size of the wall division corresponds to
the loss generated by the first cutting phase. The distances di, and dpax are the minimum and
maximum allowable width of the primary rolls.

Given a family of algorithms A., for any € > 0, and an instance 1 for some problem P we
denote by A (7) the value of the solution returned by algorithm A, when executed on instance [
and by OPT(7) the value of an optimal solution for this instance. We say that A, is a polynomial
time approximation scheme (PTAS) for a maximization problem if for any ¢ > 0 and any
instance [ we have A () > (1 — €)OPT(I}. If the algorithm is also polynomial in 1/e we say
that A, is a fully polynomial time approximation scheme (FPTAS).



B.3. Introduction 93

Raw Roll Material

1040

First Phase Cut

Primary Rolls

}

Processing operations
Second Phase Cut

Final iroducts

I

Figura B.2: The two-phase cutting stock problem.

Loss

Y

Results : In this paper we present a FPTAS and a PTAS for two restricted versions of the
G-KNAPSACK. We also present a proof that a less restricted version of the G-KNAPSACK
problem cannot be approximated unless P = N P. The algorithms we present are developed in
two phases. In the first phase we have to solve a small problem for each class. In the second
phase we use the results of each class to solve the fully problem using a dynamic programming
approach.

For the FPTAS we consider at most a constant & of different item sizes for each class. The
algorithm 1s simple and uses an algorithm to find an optimal bin packing of items. The bins
have size dy,x and must be filled by at least d ;.

The PTAS is for the case when dyin = 0. The algorithm is more complex and uses some nice
ideas proposed by Chekuri and Khanna [2]. In this case, the algorithm find a set of items that
can be packed into bins of size d,, and have a corresponding value very close to the optimal.
The items are packed using known algorithms for bin packing.

Related Work : The knapsack problem is a well studied problem in the literature and a FPTAS
was shown by Ibarra and Kim [5]. In [1], Caprara et gl present approximation schemes for
two restricted versions of the knapsack problem, KKP and E-KKP. The KKP is the knapsack
problem where the number of items chosen in the solution is at most £ and the E-KKP has
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the number of items chosen in the solution exactly k. Chekuri and Khanna [2] present a PTAS
for the Multiple Knapsack Problem (MKP). In this problem we have a set B of bins, each
bin j € B with capacity b;, and a set S of items, each item ¢ with size s; and profit p;. The
objective 1s to find a subset U C 5 of maximum profit such that U has a feasible packing in B.
In [6], Schachnai and Tamir present a PTAS to a class-constrained multiple knapsack problem
(CCMK) and class-constrained bin-packing problem (CCBP). In both problems we have N
bins, each bin j with C ; compartments and size V;. We also have a set I of items, each item
u € I have class ¢,, size s, and profit p,. In problem CCMK, we have to find a packing of
items into the bins B, such that the value of the items packed is maximized and each bin j has at
most C; items of different classes. In problem CCBP the bins have size 1 and € compartments.
The goal is to find a legal placement of all items in a minimal number of bins. If we consider
that we do not have the restrictions (ii) and (iv) of G-KNAPSACK and the size of the wall is O
then we can solve G-KNAPSACK using the algorithm to CCMK developed by Schachnai and
Tamir.

Organization : In section B.4, we present a generic algorithm to solve the G-KNAPSACK pro-
blem. This generic algorithm depends on the solution of another problem that we call SMALL,
In sections B.5 and B.6 we present two algorithms to special cases of the problem SMALL whi-
ch yields to a FPTAS and to a PTAS for the problem G-KNAPSACK. Finally, in section B.7 we
present an inaproximality result to G-KNAPSACK problem.

B.4 Generic Algorithm

In this section we present some notation and formally define the problem G-KNAPSACK.
Furthermore, we present a general approximation scheme considering the existence of an algo-
rithm to a restricted problem.

For most approximation schemes, it is sufficient to prove that the solution generated is O(e)
from the optimum solution, since we can obtain a solution that is € from the optimum solution
simple rescaling the parameter e. Therefore, the following claim is valid.

Claim B.4.1 Given a constant € > 0, if A, is a polynomial time algorithm for a maximization
problem P, such that for any instance I of P, we have A [{I) > {1 — O(e))OPT(I), then there
is a polynomial time algorithm B, such that B(I) > (1 — e)OPT(I).

An instance I for the G-KNAPSACK is a tuple (S, ¢, s,v, K, d, dray, dimin) Where S s a set
of items, ¢, s and v are class, size and value functions over S, respectively; d is the size of
wall divisions, and dya, and d;, are bounds for the compartments size. All values are non-
negatives. We denote by n and m, the number of items in the set S and the number of classes,
respectively.

Given a set S and a numeric function f over S, we denote by f(S) the sum ) . f(e).
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A solution @ of an instance I for problem G-KNAPSACK is a pair (S', P') where &' € S
and P’ is a partition of $', P/, ..., P}, each set P has only items of the same class and are such
that dmin, < $(P!) < dyes and $(Q) < K where s(Q) = S5 (s(P!) + d).

The size of a solution @ = (S, P'), where P’ = (P},..., P}, is equal to s(Q) and the
value of the solution @), denoted by v{Q), is equal to v{S’).

The problem G-KNAPSACK can be defined as follows: Given an instance 7, find a solution
¢ of maximum value.

The crucial point for the algorithm of this section is a subroutine for a problem we call
SMALL. The algorithm is the same for the two problems we consider in the next two sections,
differing only on the way problem SMALL is solved.

PROBLEM SMALL: Given an mstance I for G-KNAPSACK, where all items are of the same
class and given a value w, find a solution @) of I with value w and smallest size.

We say that an algorithm S5, 1s e-relaxed for problem SMALL if given an instance 7 and
value w the algorithm generates a solution @@ with (1 — e)w < 2(Q) € w and s(Q)) < s(0),
where (O is a solution with value w and smallest size. Such solution ¢} is called an e-relaxed
solution.

In figure B.3 we present an approximation scheme for G-KNAPSACK using a subroutine to
solve problem SMALL. The algorithm uses a rounding idea presented by Ibarra and Kim [5] for
the knapsack problem.

In steps 1-3 the original instance is reparameterized in such a way that each new item value
vl, is a non-negative integer value bounded by [n/e]. Therefore, the value of any solution
is bounded by V' = O(n?/¢). This leads to a polynomial time algorithm using a dynamic
programming approach with only O(¢) loss on the total value of the solution found by the
algorithm.

In steps 4-8, the algorithm generates e-relaxed solutions for each problem SMALL obtained
from the reparameterized instances of each class and each possible value w. The solutions are
stored in variables A, ., for each class j and each possible value k.

In steps 9—14 problem G-KNAPSACK is solved using dynamic programming. We have table
T}, indexed by classes j and all possible values w. It stores the smaller solution using items of
classes {1,...,j} that have value w. The basic idea is 1o solve the following recurrence:

T 2= 000t { L0, Aj, 00 {Tjo1 + Ajuw-i}}

Finally, given that there are m classes, in steps 15-16 a solution generated with maximum
value w is returned.

To prove that (7, is an approximation scheme we consider that algorithm S'S.. used as su-
broutine, is an ¢-relaxed algorithm for problem SMALL.

Lemma B.4.2 If the algorithm G, uses an e-relaxed algorithm as subroutine and if O, is a
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ALGORITHM G (I} where I = (S, ¢, 5,0, K, d, dpax, Gnin)
Subroutine: S S, (e-relaxed algorithm for problem SMALL).
1. % reparameterize the instance by value

2. letP+ max{v.: e€ S}, L+ ¢P/n and V + [n?/e|, where n = | 5|

3. foreachiteme € Sdov] < [¥]

4. % generate an e-relaxed solution for each class

5. forclass j+ 1tomdo

6. for value w + 1to V do

7. let S; be the set of items in S with class j

8. Ajw = S8(S;, 8,V K, d, dax, dimin, w)

9. % for each possible value w, find solution for G-KNAPSACK with classes {1,...,7}
10. forvaluew « ltoV do
11. Ty e A1
12. forclassj « 2tomdo
13. for value w + 1to V do
14. T < (solution in {71 4, Ajw, Mili<pen{Tio1p + Ajwer}}

of value in [(1 — €)w, w] and minimum size)

15. let @ be the solution Ty, 4, 1 < w < V with maximum value w and size s(Q) < K
16. return Q).

Figura B.3: Generic algorithm for G-KNAPSACK using subroutine for problem SMALL

solution using classes {1,..., i}, with w := v'(O;,,) and minimum size, then T;,, exists and
V(L) 2 (1 — w and 5(Tju) < $(Oj)-

Proof. First, note that if a solution O;,, with value w = v'(0;,,) using items {1, ..., j} exists,
then a solution for 7} ,, also exists. We can prove this fact by induction on the number of classes.
The base case consider only items with class 1 and can be proved from the fact that subroutine
S8, is an e-relaxed algorithm, (thatis, T3 4, = Ay ).

Consider a solation O;,, with value w := v/(0;,,) using items {1,...,7}.

If O,,, uses only items of class j, then we have a solution A;,, which is obtained from
subroutine SS,, which by assumption is an e-relaxed algorithm. Therefore, v'(4,,) > (1 —
€)v'(Oj,) and s(Ajw) < 8(0;,)-

If O; ., uses only items of classes 1,.. ., j — 1, by induction, T;_1 4, exists and v'(Tj_1 ) >
(1 - e)v'(Os) and 5(Tj—; ) < 5(Oj)-

If O;, = (S, P) uses items of class 7 and items of other classes, denote by O; = (5, P,)
and Oy = (S,, P») two solutions obtained partitioning O, such that P contains all parts of
P with items of class different than j and P contains all parts with items of class j. Let
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k := v/(01). By induction, there are solutions Tj..1x and 4; ., such that
V(T ) + V' (Ajwit) 2 (1 =€k + (1~ €)(w—k) = (1 - €2'(05,) and
$(Tj1) + 5(Ajw—k) < 8(01) +5(02) = s{Oj).
0

Theorem B.4.3 If I is an instance for G-KNAPSACK and S5, is an e-relaxed polynomial time
algorithm for SMALL then the algorithm G, with subroutine 5S, is a polynomial time ap-
proximation scheme for G-KNAPSACK. Moreover, if SS. is also polynomial time in 1/e, the
algorithm G is a fully polynomial time approximation scheme.

Proof. Let O be an optimum solution for instance /. Let w be the value of an optimal solution
considering the rounded items.

U(Tm,w) = Z Ve =2 Z ’U;L &S L'U’(Tm,w)

€€ m,w e€Tm,w
> L{l—ew > L{1- 6)2‘0;
ec0)
> L1-9Y (-1 2z L0-9( F-n)
ec( e
= (1-9_v.—nL)=(1—€¢)}(OPT - ¢P)
ec(
> (1- e)(ép'r — eOPT)
> (1-2¢)0PT

Since the solution returned by the algorithm G has value at least v(T),, ,,), we have that G(I) >
(1 —2¢)OPT.

If 7 and n are the number of classes and the number of items, respectively, the time com-
plexity of the algorithm G, is O(mn*/e? + mn?/e - Tss), where T is the time complexity of
subroutine SS.. Therefore, if S'S; is polynomial time in » (and in 1/¢) then algorithm G is a
(fully) polynomial time approximation scheme. 0

In the next two sections, we present two approximations schemes for restricted versions of
problem G-KNAPSACK. The approximations schemes are based on algorithm G, and differ
only in the way problem SMALL is solved. From now on we consider the items after the
rounding process.
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B.S The FPTAS

In this section, we consider the G-KNAPSACK problem restricted to & different item sizes
in each class. We present a fully polynomial time approximation scheme. The algorithm is
the same presented 1n the previous section. In this case, we only need to present an e-relaxed
algorithm, used as subroutine by the algorithm &, that is polynomial time both in the input size
and in 1/e. In fact, we show that an algorithm for problem SMALL does not need to compute
solutions for every value w to obtain a fully polynomial time approximation scheme for problem
G-KNAPSACK. Given such a subroutine, the approximation result follows from theorem B.4.3.

The next result state the difficulty of the case we are considering.

Theorem B.5.1 The problem with the restriction that we have at most a constant k of different
sizes in each class is still N P-hard.

Proof. The theorem is valid since the knapsack problem is a particular case when each item is
of a different class and din, = 00, dpin = 0 and d = 0. 0

B.5.1 The k-PACK problem

Before presenting the algorithm to solve problem SMALL, consider the problem, denoted
by k-PACK, which consists in packing n one-dimensional items with at most % different item
sizes into the mmimum number of bins of size d,,,, cach bin filled by at least d;,,.

The algorithm to solve problem k-PACK uses a dynamic programming strategy combined
with the generation of all configurations of packing items into one bin. In the figure B4 we
present the algorithm that generates a function B that returns the minimum number of bins to
pack an input list, under the restrictions of the problem k-PACK. For our purposes, we also need
that the function B returns the partition of the input list into bins. For simplicity, we let to the
interested reader its conversion o an algorithm that also returns the partition of the input list
into bins.

In steps 1-4, the algorithm generates all possible subset of items that can be packed in one
bin. In each iteration of the while command, steps 5-11, the algorithm uses the knowledge of
instances that uses ¢ bins to compute instances that uses 7 + 1 bins.

The following theorem is straightforward.

Theorem B.5.2 The algorithm Py, generates a function that returns the minimum number of
bins to pack any sublist of the input list L of problem k-PACK. Moreover, the algorithm Py has
a polynomial time complexity.
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ALGORITHM Pk (L; dmim dm&x)

1. letsi,..., s the k different sizes occurring in list L,
2. letd; be the number of items in L of size s;,,i = 1,...,k,
3. letQ, bethesetof all uples (gy,...,qz)suchthat 0 < ¢; < d;,i=1,...,k
4, and doin < 30, 081 < o
5, leti+1
6. while{d,...,d;) ¢ @; do
7. Qit1 ¢ 0
8. foreachq € @, and¢” € Q; do
9‘ q — qn’_|__qﬂ
10. ifgd Qiand (qr,-..,q) < {di,...,di) then Qiq — Qi1 + ¢
11. tei+1
12. letB(g)«jforallge Q;,1 <5<
13, retum B

Figura B.4: Algorithm to find the minimum number of bins to pack any subset of L

B.5.2 Solving problem SMALL

The following lemma states the relationship of a solution for problem SMALL and the pro-
blem k-PACK.

Lemma B.5.3 Let I = (S, 5,v, K, d, diax, drin, w) be an instance for the problem SMALL
and O = (L, P) be an optimum solution, L C S and P = (Py,...,P), then k > B(L),
where B(L) is the minimum number of bins to pack L into bins of size dy.y, filled by at least

min-

Proof. Note that items packed in the optimum solution O are separated by wall divisions of
size d and two subsequent wall divisions defining a compartment must be a distance between
@min and dmax. Items in compartments can be considered as a packing into bins of size .y
occupied by at least dy;,. Since B{L) is the minimum number of such bins to pack L, the
number of compartments of L is at least B(L). 0

Corollary B.5.4 Let I = (S, 5,7, K, d, dumax, dmim, W) be an instance for problem SMALL, and
O = (L, P) be an optimum solution of this instance, then s(O) > s(L) + B(L)d.

In figure B.5, we present an algorithm for solving a relaxed version of problem SMALL,
which is sufficient to our purposes. The algorithm first constder all possible configurations of
solutions for problem SMALL, without considering the value of each item. This step is perfor-
med by a subroutine to solve problem k-PACK. Instead of finding each possible attribution of
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values for each configuration, the algorithm only generates valid configurations with maximum
value. For a given value w, the algorithm only returns a solution if the value is a maximum
value for some configuration. Notice that we return the smallest packing that have the given
value.

ALGORITHM k-SS(S, s,v", K, d, dmax, Gin, W)
Subroutine: P, (Subroutine to solve problem k-PACK).
1. let B « Pk(S: dmin: dmax)

2. letsy,..., s the k different sizes occurring in list L,
3. letd; be the number of items in L of size s;, 1 = 1,..., k&,
4. let @} be the set of all tuples (¢1,...,q;) suchthat0 < ¢; < d;,i=1,...,k
5. foreachg = (gy,...,q:) € @do
6. let P(g) the packing obtained using function B{q) placing for each size s;,
7. t; items of .S with size s; and greatest vaiues
8. letQ,—{g€Q:w=1v(P(qg)}
9. ifQ, # (ihen
10. return ¢ € (J,, such that s{g) is minimum.
11. else
12. return {

Figura B.5: Algorithm to find the minimum number of bins to pack any subset of L

Theorem B.5.5 If I is an instance for G-KNAPSACK with at most k different item sizes and
algorithm G is executed with subroutine k-SS then G (I) > (1 — ¢)OPT(I).

Proof. Comnsider an optimum solution O for the instance 7 with the rounded items . Let @,
be the set of items of class ¢ used in this optimal solution. This set of items corresponds to a
configuration g, that is packed optimally by corollary 9.2.7. In algorithm £-5.5 we return items
of maximum value corresponding to this configuration. If k-SS does not return this optimal
solution to G, it is because it finds another configuration with the same value but with smaller
size in line 10 of the algorithm. It follows from theorem B.4.3 that the optimal solution found
by algorithm G, with £-55 is a FPTAS to G-KNAPSACK. 0

B.6 The PTAS

In this section, we present an algorithm to solve the problem SMALL with the restriction that
dmin = 0. This restriction is based in our weakness to find packings with a2 minimum filling. In
section B.7 we present an inaproximality result that show that the full version of G-KNAPSACK
problem can not be approximated unless P = NP.
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The algorithm of this section uses some nice ideas proposed by Chekurt and Khanna [2].
Given an instance I = (S, 3,7, K, d, duax, dmin, w) for the problem SMALL, the algorithm
performs two basic steps. First, the algorithm finds a set U € S with v'(U) > (1 — Ofe))w
such that its packing has size no bigger than an optimal packing of value w. This is shown in
the next subsection. In the second step, the algorithm packs a set ' C U such that v(U') >
(1 —O{e))/(U).

B.6.1 Finding the Items

Given an instance I we first have to find a subset of the ttems with total value very close to
w. The algorithm, denoted by F'ind, 1s presented in figure B.6. It finds a polynomial number
of sets, such that at least one has value close to w and its packing size is at most the size of the
packing of the optimal solution.

ALGORITHM Find(S, €, w)
Subroutine: Round (Subroutine to round the values of the items).
1. foreache € Sdo
2 v+ (1+ €)F where (1 +¢)f <ol < (14 ¢)*!
3. leth+ [logZ]
4. foreachi € {0,...,h}do
5 let S; be the set of items with value {1 +¢)?in S
6. let {€},..., eih,) the items in 5; sorted in non-decreasing order of size
7. let T be the set of all possible tuples (k1, ..., k)
such that k; € {0,...,%},0 <3< hand Z?zﬁki = %
8. foreach value w' in the interval [(1 — €)w, w} do
9, for each tuple (ky,..., ks in T do

10. foreachi € {0,...,h} do

11. letU; = {el,..., e} such thatv({el, ..., i1 }) < k(L) < o({el,...,ei})
12. U« (Ui u...uly)

13. Q—Q+U.

14. rewrn Q.

Figura B.6: Algorithm to find sets with value very close 10 a given value w

In the first step, the algorithm EFind round down each item value to the nearest power of
(1 + ¢). From now on, consider the items with the new values. Given a set O, with v'(O) = w
and smallest size, we have with the rounding that 75 < v"(0) < w. With the rounding
specified we have h = |log 2| different values of items. The items are grouped by their values

in sets S1,..., Sy, such that items in the same set have the same value.
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Instead of looking for the sets O; = 0O M 5;,¢ = 1,.. ., h, the algorithm F'ind, finds subsets
U; with values very close to v'(0;) whose packing is not larger than an optimal packing of O.

For each index 4, the algorithm finds an integer value k; € {0,...,%} such that k;(£2) <
v"(0;) < (k; + 1)(52). The algorithm generate all possible tuples (£, ..., k) and one will
satisfy this condition. First we show that such values &; exist in such a way that they are very

close to the optimal.

Lemma B.6.1 If O C S is a set with v'(O) = w and smallest size, then there exists a valid
tuple (k1, . . ., ky) such that for each i we have k; € {0,..., 2} and 30 ki(%2) > (1 — €)w.

Proof. LetO = O U ... UO,where O; = 5,0, 1 <t < h. Foreachi, letk; = [_9%%-1&}
and we have:
ew v Ok ew 2"(O)h "
(=) = | e () > (e ] = v"(0;) — —.
RS = () > (B )2 w0y
Thus, for each 7 we loose at most <7, so the total loss is ew.

ew

0

The first idea is to test all possible values k;, but this does not leads to a polynomial time

algorithm. In this case we have O((logn)°8™) possibilities to test. To limit the number of tests

polynomially, we use the fact that >, k; < % Note that if this condition 1s not satisfied we

would obtain sets with values bigger than w. The next two lemmas, presented by Chekuri and
Khanna [2], limit the number of different tuples to be considered.

Lemma B.6.2 Let [ be the number of g-tuples of non negative integer values such that the sum
of the values of the tuple is d. Then
d+g—1
= (70
g—1

Lemma B.6.3 The number of different tuples of index k; that we have to test is O(ni”)

Proof. Letd = % and ¢ = h. From lemma 4.2 we know that the number of possibilities to test
is
d+g-~1
= (0
g1

f_(d“*‘g—l)i__(d-i—gwl)...(d—i-l) (d+g—1)!
B (g - Dld! B (g—1)! (g-1!

Using the Stirling approximation for the factorial we have (g —1)! > (Lﬂ:%f:i) Therefore,

That is,

<
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e(d+g—1)
g—1
Since A + ‘—;‘— < oz(% — 1) for some constant o, we have the new limit:

-t

<A

eafg - 1)

T = oy = 0,

f=A

0

The enumeration of the tuples is done in step 7 of the algorithm and is used in the loop of

step 9. Notice that we have a polynomial number of tuples. Now we show how the algorithm
get the items. Given a set S; and a value k; the algorithm take items as follows:

1. In step 6 the algorithm sort the set S; in non-decreasing order of items size.

2. Items are taken in non-decreasing order of size until the total value of the items becomes
bigger or equal than k;(<£} in step 11.

The next lemma state that at least one of the sets obtained this way have value very close to
the optimal and that its packing size is not bigger than the packing size of the optimal set O.

Lemma B.6.4 Let O be a solution with value w and smallest size and O, . . ., Oy, the partition
of O such that O; = O N Si,i = 1,...,h. There are values ky,...,ky and sets Uy,..., U,
obtained by the algorithm Find, such that v(Uy U ... U Up) > ©(0)(1 — O(€)) and thar the
packing size of the set U is not larger than the packing size of O.

Proof. Consider an integer ;,0 < 7 < h. From lemma 4.1 there exists an integer k; such that
ki(£2) < 0"(0;) < (k;i+1)(S#). Since the algorithm Find tests all possibilities of &;, one tuple
satisfy the above condition. In step 11 the algorithm take items e; € S; that can fall in one of
this two cases:

1) Suppose that v,, < €. The algorithm take items until their total value become greater
or equal than k;($). Taking items this way the loose in value is not more than £* because
v"{03) < {ki + 1)(5%). If all the sets O; fall in this case the total loss is at most ew.

2) Suppose that v, > £2. The algorithm take items until their total value become greater or
equal than k;(5%). We know that vy, > £, and in this case there is no loss because the algorithm
take exactly the value of v"(0;).

Note that all items in the set O; have the same value and so v"(0;) is multiple of the value of
the items. The algorithm never take more items than the set O;, i.e., |U;] < |O;|. The algorithm
takes the items in non-decreasing order of size obtaining a packing with size not larger than the
packing of the items in O;. 0
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Remind that O corresponds to a set such that v'{O) = w before the rounding in step 1 of
the algorithm Find and that its packing size is minimum. After the rounding we have ﬁ <
v"(0) < w wich implies that v”{0) € [(1 — €)w, w] since

W ew
(14¢ 1+¢

If we test all integer possible values w’ n the interval [(1 — €)w, w] we have at most ew
possibilities. Since the maximum value of w is O(f;i) we have at most O(n?) possible tests. If
we take w' = [¢"(O}] this value satisfy:

(TR < ew.

ew’ ew’
< O, . _—
k; : <O < (ki + 1) o

According to lemma 9.2.12 we have a loss of at most ew’ which corresponds to a small
fraction of the value of O.

0<e<h.

ew' < e(w"(0) +1) < 2e0"(0)

The search for the value of w’ corresponds to the loop in step & of the algorithm.

At last, the algorithm generate a polynomial number of sets, at least one with value v =
(1 — O(¢))w and that can be packed optimally. In the next section we see how these sets can be
packed.

B.6.2 Packing the Items

In the previous section we have obtained at least one set U of items such that 1ts total value
is very close to the optimal O and that its packing size is not larger than the packing size of
0. The packing is obtained using known algorithms for bin packing. Notice that an optimal
bin packing using bins of size d,., is a limit for the optimal packing in compartments. This
is because we choose items of smaller size and possibly less items than the optimal set. Also
notice that packing the 1tems with this algorithm we can respect only the maximum limit of a
compartment, dyg,x-

Fernadez de 1a Vega and Lueker [7] have shown how to build an algorithm that pack items
using at most {1 + €)OPT + 1 bins. Frieze and Clarke [4] found a PTAS for the problem of
packing a set of items in m bins maximizing the total value of the packed items, where m is a
constant.

We call by Apy ;. the algorithm of Fernadez de 1a Vega and Lueker, and by Apc the algo-
rithm of Frieze and Clarke. The algorithm Pack, to pack a set U, is presented in figure B.7. It
first uses the algorithm Ay to pack the items in U. If the number of bins used is smaller than
% + 21t just forget the packing and pack the set using the algorithm A re. In the other case we
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just take the O PT" bins with biggest value. We denote by size(N) the number of bins used in
packing V.

ALGORITHM Pack(U)
Subroutine: Apvy and Age (Subroutines to pack the items).

1. letN AFV;(U)
2. 1letOPT" « size(N)~1

3. #fOPT > Lihen

4. let P be the OPT' bins with biggest values in N

5. else

6. Prc <0

7. forj < 1to 1 +2do

8. Prc ¢ Ppc+ Apc(U, J)

9. Let P be the smaller packing in Pr¢ such that v(P) > (1 — €)v(U)

10. return P

Figura B.7: Algonithm to pack the items

Lemma B.6.5 If P is the solution corresponding to the packing generated by the algorithm
Pack over the set U then v(P) > (1 — O(e))v(U) and its size is smaller than the optimal
packing.

Proof. If OPT" > —i— then we loose the value of eOPT" + 1 bins. Of course OPT" < OPT,
where O PT is the minimum number of bins to pack the items in /. Each one of the bins have
value at most —22L-_ Then we loose at most

size(N)
’U(b ) ‘ ’U(b ) , 'U(ZJ)
. —_— o
size(N) (eOPT' + 1) BT (eOPT + 1) =ev(U) + BT

Since OPT > OPT’ > X an upper bound for the loose is 2ev(U).

Therefore, v(P) > (1 — 2e)u(U).

If OPT" < % then we have that size(NV) < 1 + 2. In this case P is obtained running the
algorithm A e with 7 bins 1 < j < % + 2. We take the smaller packing of the items such that
the total loose is at most ev(U). O

B.6.3 The e-relaxed algorithm

In this section we present the e-relaxed algorithm for the problem SMALL with the restric-
tion that d;, = 0. The algorithm is presented in figure B.8. It is very simple and just use the
algorithms presented in sections 4.1 and 4.2.
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ALGORITHM Smnall(S, s,v, K, d, duax, 0, w)

Subroutine: Find and Pack (Subroutines of the previous sections).
let Q «+ Find(S, ¢, w)

2. MIN + >

3. foreachU € Qdo

4 M  Pack(U)

5. if size(M) < MIN and (M) > (1 — (5 + 2)ejw then
6

7

3

Jussd
.

M2+« M
MIN ¢ size(M)
return M2

Figura B.8: Algorithm to solve Small Problem

Given a value w, the algorithm Find generates a polynomial number of sets U as shown
in section 4.1. At least one of the sets have value very close to the value of the optimal set O
and have a packing of size at most the size of the optimal. For all possibilities of I/ we pack it
with algorithm Pack. The algorithm F'ind generate a loss of at most 5e. The algorithm Pack
generate a loss of at most 2e. The solution returned by the algorithm is the packing of smaller
size such that the loose is at most (2 + 5)ew. We can conclude with the theorem:

Theorem B.6.6 Algorithm G, is a PTAS to G-Knapsack if dyyn = 0, when executed with the
e-relaxed algorithm Small of this section.

B.7 Inaproximality of the G-KNAPSACK problem

In this section we present an inaproximality result for the G-KNAPSACK problem. We prove
that the full version of the problem where 0 < dpin < dnax Can not be approximated to any
factor unless P = N P. The proof is made reducing the partition problem, with instance /; and
items with total size K, to an instance of the G- KNAPSACK problem with the same set of items
and dmin = dmax = - Itis not hard to see that with this instance, G-KNAPSACK problem have
only two possible solutions, one with size 0 and other with size % The last solution is obtained
if and only if instance I, has a solution.

We can also prove that the G-KNAPSACK can not be approximated when 0 < diin < diyax.

The next theorem states this result.

Theorem B.7.1 There is a gap-introducing reduction transforming instance I of the Partition
Problem (PP) to an instance 1, of the G-KNAPSACK problem such that:

o Ifinstance I, is satisfiable then OPT (15} = dyy, and
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e if I, is not satisfiable, OPT(I,) = 0.

Proof. Let Iy = (5, s) be the instance of Partition Problem where each item e € S has size s,.
We construct an instance J such that OPT(1s) € {0, dmin }- Let I, = (S, ¢, s', v, K, 0, dmaxs Ginin)
be the instance of G-KNAPSACK problem. For each item ¢ € S we have that v, = 5, - & and
&, = s. - «, where o is an integer constant. Of course the partition problem is satisfiable with
instance (5, s) if and only if it is satisfiable with instance (.5, s"). All items in S belongs to the
same class. Let dpin = -«ngii and dmax = dmin + {&¢ — 1). Let K = dy,,,,. Notice that there is
no wall divisions.

First note that any size s, is multiple of « and therefore, any solution of 7 is also multiple
of «. Since dpin 15 multiple of «, we have

Aemin < Gmax < pin +

and we conclude that there is no solution to instance I, with size greater than dy;,,.
If instance [; is satisfiable then the optimal solution of instance I, has value dy;, and the
knapsack is filled until dyi. If instance Ip is not satisfiable then the only solution with size

multiple of « that respects the imits dpiy and dnay has value 0 and it packs no items.
0

Corollary B.7.2 There is no approximation algorithm for G-KNAPSACK problem when 0 <
Aonin < dmay unless P = NP,

B.8 Conclusion

We present approximation algorithms to some restricted versions of G-knapsack. We also
prove that the full version of G-KNAPSACK problem cannot be approximated. The problem has
a practical motivation in the iron and steel industry where a problem of cutting rolls appears.
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