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Resumo

Uma particao em caminhos de um grafo dirigido é uma particao do conjunto de vértices
deste grafo em caminhos dirigidos. Dada uma métrica sobre parti¢oes em caminhos cha-
mada k-norma, o problema de interesse é estabelecer para um dado grafo quais das suas
particoes em caminhos tém a menor k-norma dentre todas as suas possiveis partigoes em
caminhos. Chamamos estas particoes de k-6timas. Na década de 1980, Claude Berge con-
jecturou que para toda particao k-6tima, existe um conjunto de k conjuntos independentes
disjuntos que, em um certo sentido, interceptam o maior niimero possivel de caminhos
desta particao. A validade ou a falsidade desta proposicao ainda nao foi demonstrada, e
ela é conhecida como a conjectura de Berge sobre particoes em caminhos.

Nesta dissertacao, fizemos um estudo geral sobre a conjectura de Berge, sua historia
recente, e o trabalho matematico que foi desenvolvido sobre ela. Exibimos demonstragoes
para diversos casos particulares da conjectura que ja foram resolvidos, como para gra-
fos bipartidos, hamiltonianos, aciclicos, parti¢coes compostas somente de caminhos curtos,
particdes compostas somente de caminhos longos, e para valores fixos de k. Uma parte sig-
nificativa do trabalho foi dedicada a reescrita da demonstragao recente do caso particular
onde k = 2, feita por Eli Berger e Irith Hartman, e uma anéalise do método usado.
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Abstract

A path partition of a directed graph is a partition of its vertex set into directed paths.
Given a metric over path partitions called the k-norm, the problem we are interested in
is to determine for a given graph which of its path partitions have the smallest k-norm
among all possible path partitions. These partitions are called k-optimal. In the 1980’s,
Claude Berge conjectured that for every k-optimal path partition, there exists a set of k
disjoint independent sets which intercepts the maximum number of paths in this partition.
The validity of this proposition has not yet been demonstrated, and it is known as Berge’s
conjecture on path partitions.

In this work, we consider Berge’s conjecture, its recent history, and the related mathe-
mathical work that has been accomplished. We show proofs for many particular cases of
the conjecture, including for acyclic graphs, bipartite graphs, hamiltonian graphs, partiti-
ons which include only short paths, partitions which include only long paths, and for fixed
values of k. A significant part of this work was dedicated to the rewriting of a recent proof
for the particular case where k = 2 by Eli Berger and Irith Hartman, and an analysis of
their method.

X1






Agradecimentos

Agradeco ao meu orientador Orlando Lee pela paciéncia, pelas opinides sensatas e pela
leitura cuidadosa e presente das versoes deste trabalho.

Agradeco a professora Christiane Neme Campos e ao professor Flavio Keidi Miyazawa
por sugestoes valiosas dadas durante a apresentacao da proposta. Agradego especialmente
a professora Célia Picinin de Mello por ter gentilmente me orientado e aconselhado durante
o periodo de auséncia do meu orientador.

Agradego a professora Irith Ben-Arroyo Hartman, pela presteza durante a corres-
pondéncia sobre o seu artigo para o caso k = 2.

Agrade¢o também ao CNP(q pela ajuda financeira concedida para a realizacao deste
trabalho.

Agradecimentos especiais vao para minha familia e meus amigos, pela boa companhia,
e pelo suporte dado em momentos de dificuldade.

xiil






Sumario

Resumo ix
Abstract xi
Agradecimentos xiii
1 Particoes em Caminhos 1
1.1 Notagoes . . . . . . . . o o 1

1.2 Introdugdo histérica. . . . . . . . ..o 3
1.2.1 1950 - 1975: Ordens parciais, caminhos e conjuntos independentes . 4

1.2.2 1976 - 1982: Algumas generalizagoes . . . . . . . .. ... .. ... )

1.2.3 1982 - 2013: Da conjectura de Berge em diante . . . . .. ... .. 9

1.3 Teorema de Gallai-Milgram . . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 10

1.4 Complexidade computacional . . . . . . .. ... ... 11

1.5  Coloragoes e colegoes de caminhos . . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 12

2 A Conjectura de Berge 16
2.1 Casos particulares da conjectura . . . . . . . .. ... Lo 16
2.1.1 Partigoes sem caminhos longos . . . . . . . ... ... 16

2.1.2  Grafos com um caminho hamiltoniano . . . .. ... ... ... .. 17

2.1.3 Grafos bipartidos . . . . . . ... oL 17

2.2 Grafos aciclicos . . . . . . ... 19
2.2.1 Definicicoda Rede . . . . . . . . ... ... 19

2.2.2 Rederesidual . . . . . ... ..o 20

2.2.3 Fluxos e partices . . . . . . . . ..o 21

2.2.4 Demonstracao da conjectura de Berge para grafos aciclicos. . . . . . 22

3 Uma abordagem construtiva para a conjectura de Berge. 30
3.1 Visao geral da abordagem . . . . . .. ... .00 30
3.1.1 Trilhas alternantes . . . . . . . . ... 31

XV






3.2

3.3

Ocasok=1. . . . . .
3.2.1 Descri¢ao do algoritmo . . . . . ... ..o
3.2.2  Prova de corre¢ao do algoritmo . . . . ... ..o
O caso das parti¢oes longas . . . . . . .. ..o oL
3.3.1 Descrig¢do do algoritmo . . . . . . ...
3.3.2 Prova de corre¢ao do algoritmo . . . . ... ...

4 O Caso k=2.

4.1
4.2

4.3
4.4
4.5
4.6

4.7
4.8

Introducao . . . . . . . L
Definigbes . . . . . . . . .
4.2.1 Predecessor . . . . . .. ...
4.2.2 'Trilha alternante intermediaria Q(v) . . . . . . . ... . ... ...
4.2.3 Conjunto examinado Y e o conjunto candidato X . . . . . . . . ..
424 Remorso . . . . . ...
425 Conjunto Wi(v) . . . . . . ..
Descricao do algoritmo . . . . . . .. ...
Analise dos casos de atualizacdo . . . . . . . .. ... .. ... ... ..
Invariantes simples do algoritmo . . . . . . . . ... oo
Invariantes principais do algoritmo . . . . . . ... ...
4.6.1 Tipos de trilhas alternantes . . . . . . .. . ... ... ... ...
Casos de melhora . . . . . . . . . ..
Modificaces com relagdo ao artigo original . . . . . . . . .. ... ... .

5 Consideracgoes Finais

Referéncias Bibliograficas

xXvii

47
47
47
48
48
49
50
51
51
57
57
29
60
63
66

68

72






Capitulo 1

Particoes em Caminhos

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e notagoes, e descrevemos o problema
que estudamos neste trabalho.

A primeira secao deste capitulo lida somente com notagoes, e o leitor interessado
que ja tenha familiaridade com a area pode passar adiante a introducao propriamente
dita, consultando esta secao conforme julgar necessario. J& o leitor leigo em teoria dos
grafos pode consultar o excelente livro de Bondy e Murty [1] se a notagdo lhe parecer
demasiadamente estéril.

1.1 Notacoes

Em primeiro lugar, estabelecemos alguns conceitos e notacoes que serao usadas ao
longo deste trabalho. Um grafo simples ou grafo G = (V,E) é um par ordenado que
consiste de um conjunto finito nao-vazio V' de vértices e um conjunto E de pares (dis-
tintos) de elementos distintos de V' chamados arestas. O conjunto de vértices de G é
denotado por V(G) e o seu conjunto de arestas por E(G). Se as arestas constituem pares
ordenados, trata-se de um grafo orientado ou digrafo. Sendo, estamos lidando com um
grafo ndo-orientado. Grafos orientados sao o objeto principal de estudo deste trabalho,
entao ao usarmos a palavra “grafo” neste texto, sem qualquer outra especificacao, estamos
nos referindo a grafos orientados — enquanto ao tratarmos de grafos nao-orientados, a
referéncia serd feita de forma explicita.

Se e = (u,v) é uma aresta de um grafo, dizemos que e incide em u e v. Mais
especificamente, dizemos que e é uma aresta saindo de u e entrando em v. Para um dado
vértice v € V(G), dizemos que seu grau de entrada dg(v) é o numero de arestas entrando
em v e seu grau de saida df,(v) é o ntimero de arestas saindo de v. Se o grafo G estd
claro pelo contexto, podemos usar a notacao d~(v) e d™(v) para denotar grau de entrada
e grau de saida de v, respectivamente.
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Para um grafo G = (V, E), um subgrafo de G é um grafo H onde V(H) C V(G) e
E(H) C E(G). Um subgrafo gerador H de G é um subgrafo de G com V(H) = V(G).
Dizemos que H é um subgrafo induzido de G se V(H) C V(G), e H contém todas as
arestas (u,v) € E(G) tais que u,v € V(H).

Um passeio em G é uma sequéncia de vértices e arestas P = (vy, €1, Vg, €2, V3, ..., €x_1, Ug)
tal que v; € V(G), e e; = (v;,v41) € uma aresta de G para i = 1,2,...,k — 1. Muitas
vezes interpretamos P como um subgrafo de G com conjunto de arestas E(P) e conjunto
de vértices V(P). Uma trilha é um passeio P onde todas as arestas e; € P sao distintas.
Um caminho é um passeio P onde as arestas e; € P e os vértices v; € P sao distintos.
Claramente, todo caminho é uma trilha. Podemos descrever um passeio somente por sua
sequéncia de vértices P = (v1,vg,...,0), j& que pela nossa defini¢ao de grafo as ares-
tas percorridas por um passeio sao inequivocamente determinadas por essa sequéncia de
vértices.

Um circuito C' é uma trilha C' = (vg, vy, v, ..., v;) tal que vy = vy, [ > 0, e para qualquer
outro par de vértices v;, vy tal que 0 < i < k <[, temos que v; # v,. Denotamos como
aciclico um grafo que nao contenha circuitos.

A cardinalidade de P é definida como |P| = |V(P)|. Se |P| = 1, P é um passeio
trivial. Note que a definicao de cardinalidade dada aqui difere da definicdo convencional
dada na literatura de teoria dos grafos (onde a cardinalidade de um passeio é definida
pelo nimero de arestas deste).

Para um passeio P = (v, v, ...,1;) em G, denotamos o primeiro vértice (ou inicial)
de P por in(P) e o ultimo vértice (ou terminal) de P por ter(P). Para um passeio P e
v; € V(P), sei > 2, denotamos o vértice v; 1 como o antecessor de v; em P. Similarmente,
se 1 < [, denotamos o vértice v;,1 como o sucessor de v; em P. Também usamos a seguinte
notagdo: para um vértice x € P, xp denota seu antecessor, e T seu SUCESsor, se esses
existirem. Quando o caminho P estd claro pelo contexto, podemos nos referir a 25 e 2}
como z~ e xT respectivamente.

Para passeios P = (vq, vy, ...,05) € Q@ = (Vs, Vsy1, ..., v;), denominamos como P x () =
(U1, ..., Vs, ..., v;) & concatenagao de P e (), desde que o ultimo vértice de P e o primeiro
vértice de @) coincidam. Para um passeio P = (v1,vs,...,v;) e 1 < i < [, definimos os
passeios v; P e Pv; como v; P = (v, Viy1, ..., v;), € Pv; = (v1, 09, ...,v;). Todas as defini¢oes
feitas para passeios também valem para trilhas e caminhos.

Para um circuito C' em um grafo G, C' é um circuito hamiltoniano se V(G) = V(C).
Igualmente, chamamos um caminho P de G de caminho hamiltoniano se V(G) = V(P).
Se um grafo G contém um circuito hamiltoniano, dizemos que G é um grafo hamiltoniano.

Um conjunto I C V(G) é independente em G se para todo u,v € I, temos que
(u,v) ¢ E(G) e (v,u) ¢ E(G). Denotamos por a(G) o tamanho do maior conjunto
independente em G.
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Uma coloragio T = {11, Is, ..., It} de G é uma parti¢do do conjunto de vértices de G
em conjuntos independentes disjuntos entre si. Um grafo é k-colorivel se ele possui uma
coloracao de cardinalidade k. A cardinalidade da menor coloracao de G é chamada de
nidmero cromdtico de G e é denotada por x(G). Um grafo G é bipartido se x(G) < 2.

Desde que nao ocorra ambiguidade, para um conjunto A e um elemento b, podemos
usar a notacao A+ b e A — b para denotar AU {b} e A\ {b}, respectivamente. Usaremos
frequentemente esta convencao na descri¢do dos algoritmos que aparecem neste trabalho.

1.2 Introducao histérica

Uma particio em caminhos (usaremos frequentemente a forma abreviada, particdo)
de G é um conjunto P de caminhos P € P tal que V(G) = Upep V(P) e os caminhos sdo
disjuntos entre si em relagao aos vértices. Podemos estabelecer uma definicao alternativa,
onde uma particio em caminhos P ¢é descrita como um subgrafo gerador aciclico de G,
onde para todo vértice v € V(@), dp(v) < 1 e di(v) < 1. E facil estabelecer uma
relacdo de equivaléncia entre as duas defini¢oes, e podemos usar qualquer uma das duas
interpretacoes conforme o contexto, por conveniéncia.

Para uma particdo em caminhos, definimos V[P] = U{V(P) : P € P} e E[P] =
U{E(P) : P € P} como os conjuntos de vértices e de arestas dessa partigdo. Pela
defini¢ao de partigdo em caminhos, claramente V[P] = V(G). Também definimos in|[P| =
U{in(P) : P € P}, e ter[P] = U{ter(P) : P € P} como os conjuntos dos vértices iniciais
e terminais de P. Por conveniéncia, definimos também in*[P] = U{v € P : v~ € in[P]} e
ter~[P] = U{v € P : vt € ter[P]} como os conjuntos dos “segundos” e dos “pentltimos”
vértices dos caminhos de P, respectivamente.

Diversas particbes em caminhos distintas podem ser encontradas para um grafo em
particular. O problema combinatério de encontrar a menor particio em caminhos para
um grafo consiste em tentar encontrar alguma particao, dentre as particoes deste grafo
com o menor numero de caminhos. Denominamos essa particao como otima, e denotamos
por m(G) a cardinalidade (equivalente ao ntiimero de caminhos) desta particao.

A figura 1.1 ilustra um exemplo de uma parti¢do em caminhos. A particdo P deste
exemplo nao é 6tima. Uma outra partigio em caminhos P’ = {(b,e, h, f,c,a),(g,d)} de
G tem um caminho a menos que P. E facil mostrar que P’ é étima, e que m(G) = 2.

Para qualquer grafo G, existe a partigao trivial de tamanho |V (G)| onde cada caminho
tem cardinalidade de valor 1, e é formado por um tnico vértice do grafo. Se E(G) # (), é
possivel encontrar outras particoes de G com um niimero menor de caminhos. A menor
particdo que um grafo pode ter é o conjunto que contém um unico caminho que passa
por todos os vértices de G. Claramente, essa particdo em caminhos existe se, e s6 se G
tem um caminho hamiltoniano. Podemos, portanto, considerar o problema de encontrar
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Figura 1.1: Um grafo G, e uma parti¢ao em caminhos P = {(b,e), (h, f,c,a),(g,d)} de
G.

a particao em caminhos 6tima de um grafo como uma generalizacao sobre o problema de
encontrar um caminho hamiltoniano em um dado grafo.

Encontrar uma particao em caminhos 6tima de um grafo é um problema computacional
de dificil tratamento (provaremos adiante que trata-se de um problema NP-dificil) e nao
temos pretensoes de tratar desse problema em profundidade neste texto. Em vez de
abordarmos algoritmos ou solug¢oes computacionais eficientes para o problema, nosso foco
de discussao estara na relacao entre parti¢des em caminhos e conjuntos independentes, e
em alguns problemas em aberto que circundam essa relagao.

Segue adiante uma breve introdugao a historia da pesquisa nessa area:

1.2.1 1950 - 1975: Ordens parciais, caminhos e conjuntos inde-
pendentes

Trés teoremas das décadas de 50 e 60 servem como base para a relagdo entre caminhos
e conjuntos independentes. O primeiro deles ¢ um teorema famoso vindo da teoria de
ordens parciais. A linguagem de grafos se mostra apropriada para representar ordens par-
ciais finitas, e podemos representa-las sem perda de generalidade como grafos orientados
aciclicos e transitivos. Um dado grafo G ¢é transitivo se ele mantém a seguinte propriedade
para o seu conjunto de arestas: se (u,v) € E(G) e (v,w) € E(G) entao, necessariamente,
(u,w) € E(G).

Em 1950, Robert P. Dilworth [10] demonstrou que o tamanho de um conjunto in-
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dependente méaximo ¢ igual ao tamanho de uma particio minima em caminhos de um
conjunto parcialmente ordenado. Ou seja:

Teorema 1.2.1. (Dilworth, 1950)
Para todo grafo orientado transitivo e aciclico G, o(G) = w(G).

O segundo teorema pode ser concebido como uma generalizacao do teorema de Dilworth,
e foi proposto e demonstrado por Tibor Gallai e Arthur Milgram em 1960. Ele relaciona
conjuntos independentes e particoes em caminhos em grafos orientados genéricos.

Teorema 1.2.2. (Gallai-Milgram, 1960)
Para todo grafo orientado G, o(G) > 7(G).

O terceiro teorema foi demonstrado nos anos 60 independentemente por quatro au-
tores diferentes: Vitaver [13] em russo, Hasse [14] em alemao, Roy [15] em francés e
Gallai [16] em inglés. O teorema ¢ hoje mais conhecido como Teorema de Gallai-Roy —
possivelmente pelo fato dos autores ocidentais terem desfrutado de melhor reconhecimento
naquela época.

O teorema relaciona o ntimero cromético de um grafo com a cardinalidade de seu
caminho mais longo. Seja A(G) o ntmero de vértices do mais longo caminho orientado
dentro de um grafo G.

Teorema 1.2.3. (Gallai-Roy, 1967)
Para todo grafo orientado G, \(G) > x(G).

E interessante notar que, enquanto no teorema de Gallai-Milgram é analisada a relagao
entre a menor particdo em caminhos e o maior conjunto independente de um grafo, o teo-
rema de Gallai-Roy explicita a relacao entre a menor particdo em conjuntos independentes
e o maior caminho de um grafo. Essa dualidade entre as duas relagoes de grandeza também
foi explorada; enquanto um corpo tedrico surgiu do teorema de Gallai-Milgram, um outro
conjunto de problemas teve origem do teorema de Gallai-Roy. Esse conjunto paralelo de
problemas (conhecido como os “duais”) resultou em um conjunto de resultados bastante
rico, e faremos uma exposicao breve sobre eles no final deste capitulo.

1.2.2 1976 - 1982: Algumas generalizacoes

Em 1976, Curtis Greene e Daniel Kleitman publicaram um artigo contendo uma gene-
ralizacao importante do teorema de Dilworth. Ao invés de comparar conjuntos indepen-
dentes e caminhos®, o artigo de Greene e Kleitman tece a relacio entre caminhos e certas
familias de conjuntos independentes chamadas coloracoes parciais.

!Na verdade, os artigos originais de Dilworth e Greene-Kleitman lidam com conjuntos parcialmente
ordenados e usam a notagao de “chains” e “antichains”, que sdo equivalentes, respectivamente, a caminhos
e conjuntos independentes na representacdo matemaética de teoria dos grafos.
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Uma k-coloragdo parcial C* = {I,, I, ..., I;} é uma cole¢do de k conjuntos indepen-
dentes disjuntos entre si. O peso ||C*|| de uma k-coloragio parcial C* é definido como
a soma das cardinalidades de cada conjunto independente de C*. Podemos considerar o
problema de maximiza¢ao onde queremos encontrar a maior coloragao parcial possivel (se-
gundo o seu peso) de um grafo em particular. Chamamos esta coloracao parcial de étima
e denotamos como ax(G) o peso da k-coloragdo parcial 6tima do grafo GG. Claramente,
a1(G) = a(G) para qualquer grafo G.

Uma coloragdo parcial C* de um grafo G tal que ||C*|| = |V(G)| também é uma
coloragdo de G (uma particao do conjunto de vértices de G em conjuntos independentes).
Na figura 1.2, é dado um exemplo de coloracio parcial. A 3-coloracio parcial C3 =

{{a, e}, {b,c},{d}} de G também ¢é uma coloragao de G.

a b

Figura 1.2: Um grafo G, e uma 3-coloracio parcial C® = {{a, e}, {b, c}, {d}} de G.

Definimos também uma métrica distinta para particdes em caminhos. A k-norma de
uma particdo em caminhos é um valor inteiro associado a ela. Denotamos como |P|; a
k-norma de uma partigdo P, calculada por |P|p = 3 pep min{|P|, k}.

Uma maneira alternativa de calcularmos a k-norma ¢é através da contagem de caminhos
longos e curtos: para uma dada particao P e um valor de k fixo, classificamos um caminho
P de P como longo se |P| > k, ou curto, se |P| < k. Denotamos por P=* o conjunto dos
caminhos longos de P, e por P<* o conjunto dos caminhos curtos. Podemos entdo definir
a k-norma como |P|y = X pep min{|B|, k} = k|P=F| + |[V[P<F]].

Para um grafo G, uma particdo P que minimize a k-norma é chamada de k-dtima.
Denotamos como 7 (G) a k-norma de uma partigdo k-6tima em caminhos de G. Para
qualquer grafo G, m(G) = ©(G).
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Figura 1.3: Um grafo GG, e uma parti¢do em caminhos P = {(b,e, h, f,c,a,d),(g)} de G.

A figura 1.3 ilustra uma nova parti¢ao em caminhos P = {(b, e, h, f,c,a,d), (g)} para
o grafo GG da figura 1.1. Para este exemplo, temos que P é tanto 1-6tima, 2-Otima e
3-6tima. Ou seja, que |P|; = m(G) =2, |Pla = m(G) =3 e |P|3 = m3(G) = 4.

Dadas essas defini¢oes, podemos expor o teorema de Greene-Kleitman.

Teorema 1.2.4. (Greene-Kleitman, 1976)
Para todo grafo orientado transitivo e aciclico G, ay(G) = mx(G).

Ao apresentarmos o teorema de Greene-Kleitman na linguagem de grafos, surge na-
turalmente a indagacao sobre qual seria a relacao existente entre coloragdes parciais e
particbes em caminhos para grafos orientados genéricos. Em 1981, Nathan Linial pu-
blicou um artigo onde ¢ estabelecida a relagdo entre ax(G) e mx(G) para um grafo G
orientado e aciclico [7].

Teorema 1.2.5. (Linial, 1981)
Para todo grafo orientado aciclico G, ay(G) > mx(G).

No final do seu artigo, Linial também questiona se esse resultado poderia ser estendido
para grafos orientados genéricos.

Conjectura 1.2.1. (Linial, 1981)
Para todo grafo orientado G, ap(G) > mp(G).

Obviamente, para k = 1, a conjectura de Linial é equivalente ao teorema de Gallai-
Milgram.
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Um conjunto de vértices C' é ortogonal a uma particao em caminhos P se para cada
caminho P € P, |[V(P)NC| > 1 — ou seja, se cada caminho P de P intercepta pelo
menos um vértice do conjunto C. Em geral, trataremos de ortogonalidade entre conjuntos
independentes e caminhos (ou partigbes em caminhos). Uma k-coloragao parcial C' é
ortogonal a uma particdo em caminhos P se cada caminho P € P intercepta min{|P|, k}
conjuntos independentes distintos de C. Na figura? 1.4 temos a 3-coloracao parcial C
composta dos conjuntos independentes Iy = {a,g,k}, I = {b, f,i,l}, Iy = {c,e,h}.
Neste exemplo, C' é ortogonal a particao P = {(a, b, c,d), (e, f,g), (h,i,j, k), (1)}

Um ano mais tarde, a conjectura de Linial seria revisitada pelo prolifico combinato-
rialista Claude Berge. Em um artigo de 1982, ele propos a seguinte generalizacdo da
conjectura de Linial [8].

Conjectura 1.2.2. (Berge, 1982)
Sejam G um grafo orientado, e k um inteiro positivo. FEntao, para toda particao em
caminhos k-otima de G, existe uma k-colora¢ao parcial ortogonal a ela.

)j

d k

Figura 1.4: Exemplo de ortogonalidade entre uma coloragao parcial e uma particao em
caminhos.

Podemos mostrar que a conjectura de Berge implica na de Linial: seja P uma particao

2Neste trabalho, para ilustracdes graficas de partices em caminhos, frequentemente destacamos os
caminhos da particdo a ser representada. Adotamos a convencao de que os vértices de um mesmo caminho
dentro de uma particdo estao na mesma linha vertical, e os caminhos sempre seguem o sentido de cima
para baixo.
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em caminhos k-6tima e C* uma k-coloracdo ortogonal a ela. Entdo:

a(G) 2 [|C*] = D [V(C*)NV(P)| = > min{|P|,k} = [Plx = mi(G) (1.1)

pPeP PeP

Também merece mencao o elegante artigo de Andras Frank [18] onde os teoremas
de Greene-Kleitman e de Greene (o teorema de Greene é exposto na segao 1.5) sao de-
monstrados através de uma interpretacado como um problema de fluxo em redes de custo
minimo. Esse artigo também merece mencao por ser a primeira vez onde é definido e
usado o conceito de ortogonalidade.

1.2.3 1982 - 2013: Da conjectura de Berge em diante

Embora as conjecturas de Linial e de Berge tenham recebido certa atencao da co-
munidade matematica, até a data da conclusao deste texto nao foi encontrada uma de-
monstra¢do (ou um contra-exemplo) para nenhuma delas. Em referéncias posteriores por
estudiosos da area, a conjectura de Linial ficou conhecida como a conjectura fraca das
particoes em caminhos e a de Berge como a conjectura forte das particoes em caminhos.
Especialmente na década de 80 e no comego da década de 90, as conjecturas foram objeto
de interesse e diversos de seus casos foram atacados com sucesso.

As primeiras solugoes para casos particulares estavam no artigo de Berge que anunciava
a conjectura [8]: a conjectura foi demonstrada para grafos hamiltonianos, bipartidos, e
para o caso em que o grafo ndo possui parti¢oes que contenham caminhos longos. Em 1993,
também foi demonstrada por Ron Aharoni e Irith Ben-Arroyo Hartman para parti¢oes
que nao contenham caminhos curtos [20].

O caso especial para grafos aciclicos tem despertado particular interesse. A demons-
tracao da conjectura de Linial restrita a grafos aciclicos foi escrita pelo préoprio Linial
em seu artigo de 1981 [7]. Para a conjectura de Berge, existe uma demonstracdo por
programacao linear feita por Kathie Cameron em 1986 [9], uma feita por Hartman em
2003 estendendo a noc¢ao de particao em caminhos para uma de particao em caminhos e
circuitos [22], e outra feita por Eli Berger e Hartman em 2009 utilizando fluxos em rede
[24].

Em 2008, Berger e Hartman demonstraram o caso particular da conjectura que esta-
belece que existe uma 2-coloracao parcial ortogonal a uma particio em caminhos 6tima
segundo a 2-norma (caso k = 2) [23].

Nos préximos capitulos, vamos analisar algumas dessas demonstragoes, com atengao
especial para a recente demonstracao do caso k = 2 que sera exposta no capitulo 4.
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1.3 Teorema de Gallai-Milgram

Como adendo a introduc¢ao acima, vamos demonstrar e analisar o teorema de Gallai-
Milgram; para isso, serd provado como verdadeiro o seguinte teorema?:
Teorema 1.3.1. Seja P uma particao em caminhos de um grafo G tal que nao haja um
conjunto independente de G ortogonal a P. Entdo, existe uma outra particao em caminhos

Q de G, tal que |Q] = |P| —1 eter(Q) C ter(P).

Demonstragao. A demonstracao serd dada por indugao em |V(G)|. Para |[V(G)| =1, a
proposigao vale por vacuidade. Suponha entao, que |V(G)| > 1, e seja P uma partigdo
em caminhos de (G sem conjuntos independentes ortogonais a ela. Como nao existem
conjuntos independentes ortogonais a P, ter[P] ndo é um conjunto independente, e exis-
tem u,v € ter[P] tal que (u,v) € E. Sejam P o caminho de P que contém v, e @
o caminho de P que contém wu. Se P é trivial, entdo podemos obter a nova particao
Q=P\{P,Q}U{Q * (u,v)}, e o teorema vale.

Senao, podemos supor que v é o terminal de um caminho nao trivial P € P. Seja G’ =
G —v o grafo induzido obtido pela remogao de v em G, P’ = P\{v} e P’ = (P\{P})UP".
Como nao existem conjuntos independentes ortogonais a P em G, também nao existem
conjuntos independentes ortogonais a P’ em G’. Entédo, pela hipdtese de inducdo, existe
uma particdo Q' de G’ tal que |Q'| = |P'| — 1 e ter[Q'] C ter[P'].

Seja v~ o vértice que precede v em P. Note que v~ € ter[P’]. Necessariamente temos
que v~ € ter[Q'], ou que u € ter[Q']. Isso é verdade, ja que ter(Q’) C ter(P’), e se ambos
os vértices nao pertencessem a ter(Q’), tertamos que |Q'| < |P’| — 2, o que contradiz a
escolha de Q'. Se v~ € ter(Q’), entdo podemos definir @ como a parti¢do de G obtida
a partir de @', acrescentando a aresta (v~,v) ao caminho de Q' que termina em v~. Se
u € ter(Q'), podemos obter Q a partir de Q’, acrescentando a aresta (u,v) ao caminho
de Q' que termina em u. Em todos os casos, |Q| = |P| — 1 e ter(Q) C ter(P), como
queriamos demonstrar.

]

Pela contrapositiva do teorema 1.3.1, se uma particio em caminhos é minimal em
relacdo ao seu conjunto de terminais, entao essa tem um conjunto independente ortogonal
a ela. Em particular, a particdo 6tima de G satisfaz essa condic¢do, e, por conseguinte,
existe um conjunto independente ortogonal a ela, o que é suficiente para estabelecer a
desigualdade do teorema de Gallai-Milgram.

Teorema 1.3.2. (Gallai-Milgram, 1960)
Para todo grafo G, a(G) > 7(G).

30 teorema 1.3.1 e sua demonstragio sio baseados em um artigo de 1978 de Linial [6].
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O teorema de Dilworth pode ser facilmente deduzido do teorema de Gallai e Milgram.

Teorema 1.3.3. (Dilworth, 1950)
Para todo grafo G transitivo e aciclico, a(G) = 7(G).

Demonstragao. Seja G um grafo transitivo e P um caminho em GG. Temos que dois vértices
distintos de P nao pertencem a um mesmo conjunto independente, pela transitividade
de G. Portanto, a(G) < 7(G). Pelo teorema de Gallai-Milgram, temos também que
a(G@) > 7(G), logo a igualdade vale.

O

Mais que a proposicao original, a demonstracao acima do teorema de Gallai-Milgram
pode ser interpretada como a prova de trés proposicoes, todas as trés relevantes e perti-
nentes. Em ordem crescente de forca:

1. Para todo G, o(G) > 7(G).
2. Toda particao 6tima tem um conjunto independente ortogonal a ela.

3. Toda parti¢cdo minimal quanto ao conjunto de vértices terminais tem um conjunto
independente ortogonal a ela.

Das trés proposi¢oes acima, a conjectura de Linial surgiu como generalizacao da pri-
meira, e a conjectura de Berge como generalizacao da segunda para coloragoes parciais.
A terceira é a contrapositiva do teorema 1.3.1, demonstrado logo acima.

1.4 Complexidade computacional

Definimos como k-PART o problema de, para um dado grafo G, e para k < |V (G)],
se encontrar uma particdo em caminhos P minima quanto a k-norma, e a sua k-norma

Definimos como k-COLOR o problema de, para um dado grafo G, se encontrar uma
k-coloragdo parcial maxima C*, e o seu peso |C*| = ax(G).

Sabe-se (veja [4]) que o problema de decidir se um grafo possui um caminho hamil-
toniano e o problema de decidir se um grafo é 3-colorivel sao problemas NP-completos.
Demonstraremos brevemente que tanto k-PART, quanto k-COLOR sao problemas NP-
dificeis.

Teorema 1.4.1. k-PART é NP-dificil.
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Demonstracao. E f4cil verificar que, para determinado GG, G possui um caminho hamil-
toniano se e s6 se mx(G) = k. Logo, podemos reduzir o problema de decisdo do caminho
hamiltoniano para k-PART: caminho hamiltoniano para um dado G devolve “sim” se
m(G) = k, e devolve “nao” se mi(G) > k.

m

A demonstragdo que k-COLOR é NP-dificil é andloga a demonstracao anterior:
Teorema 1.4.2. k-COLOR ¢é NP-dificil.

Demonstracado. E facil verificar que, para determinado G, G é k-colorivel se e sb se
ax(G) = |V(G)]. Logo, podemos reduzir o problema de decidir se um grafo é 3-colorivel
para k-COLOR: 3-coloragao devolve “sim” se a3(G) = |V(G)], e devolve “nao” se az(G) <
V(G)!

[

E trivial verificar que k-PART € NP e k-COLOR € NP. O leitor interessado pode en-
contrar uma discussao mais aprofundada sobre complexidade computacional e problemas
NP-completos em [4].

1.5 Coloracoes e colecoes de caminhos

A conjectura de Berge é um problema em aberto que envolve uma relagao entre colegoes
de conjuntos independentes e parti¢goes em caminhos. O que acontece ao intercalarmos os
termos da proposi¢ao — ao relacionarmos parti¢oes em conjuntos independentes (ou seja,
coloragoes) e cole¢oes de caminhos? Curiosamente, esta nova relagio é fortemente analoga
a original, e encontramos varios paralelos interessantes ao considerarmos as proposi¢oes
do problema original na relagao entre coloracoes e colegoes de caminhos. Por estas razoes,
esta relagao é conhecida como a “dual” da relacao entre parti¢gdes em caminhos e coloragoes
parciais.

Para um dado inteiro k, a k-norma |C|; de uma coloragdo C' = {Iy, I, ..., I,,,} é definida
por |C|, = X", min{|[;|, k}. Chamamos uma coloracdo que minimiza |C|; de k-6tima.
Denote por xx(G) a k-norma de uma coloragao k-6tima em G. Note que uma coloragao 1-
6tima é uma coloragao que minimiza o nimero de conjuntos independentes desta. Entao,
X1(G) = x(G), o ntiimero cromdtico de G.

Uma k-cole¢io de caminhos é um conjunto P* = {Py, P, ..., P} de, no miximo, k
caminhos disjuntos em G. O peso de uma k-colecio de caminhos P* = {Py, P», ..., B} é
|P*| = 3% |Pi|. Uma k-colecdo é étima se ela tem o maior peso possivel entre todas as
outras k-colegoes de caminhos de G. Denotamos por A\;(G) o peso de uma k-colegao 6tima,
em G. Em particular, A\;(G) ¢é o tamanho do maior caminho em G, logo A\;(G) = A(G).
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Analogo ao teorema de Greene-Kleitman, Greene[12] demonstrou o seguinte teorema
em 1976:

Teorema 1.5.1. (Greene, 1976)
Sejam G um grafo orientado transitivo e aciclico, e k um inteiro positivo. Entio A\,(G) =

Xk(G).

No mesmo artigo de Linial onde foi descrita a conjectura fraca das partigoes em ca-
minhos, também foi feita a conjectura para a rela¢ao dual [7].

Conjectura 1.5.1. (Linial, 1981)
Seja G- um digrafo e k um inteiro positivo. Entao A\,(G) > xx(G).

Para k = 1, a conjectura é equivalente ao teorema de Gallai-Roy (teorema 1.2.3). Para
k > m(G), a conjectura vale trivialmente, ja que A\¢(G) = n nesse caso. Hoffman [19] e
Saks[17] provaram de forma independente que para G aciclico, \y(G) > xx(G) vale.

Podemos definir a nogdo de ortogonalidade entre colecoes de caminhos e coloragoes:
um caminho P é ortogonal a uma coloracao C' = {1y, I, ..., I;;} se para cada conjunto
independente I € C, |[V(P)NI| > 1. Uma colegao de caminhos P* e uma colora¢io C' sdo
ortogonais entre si se cada conjunto independente I; € C intercepta min{|/;|, k} caminhos
diferentes em P*. E natural perguntar se podemos estender o teorema de Gallai-Roy tal
como estendemos o teorema de Gallai-Milgram para a conjectura de Berge.

Conjectura 1.5.2. Seja G um grafo orientado e k um inteiro positivo. Entdo, para toda
coloragao k-otima, existe uma k-colecao de caminhos ortogonal a ela.

Embora ela valha para conjuntos parcialmente ordenados, a conjectura 1.5.2 é falsa;
a figura 1.5 descreve um contra-exemplo simples para ela. A seguinte alternativa a con-
jectura 1.5.2 foi proposta por Aharoni, Hartman e Hoffman:

Conjectura 1.5.3. (Aharoni, Hartman, Hoffman, 1985) [21]
Seja G um grafo orientado e k um inteiro positivo. Entdo, para toda k-cole¢ao de caminhos
otima, existe uma colora¢ao ortogonal a ela.

A conjectura 1.5.3 implica na conjectura 1.5.1. Entre outros casos, a conjectura vale
para k = 1, grafos aciclicos e para k > 7(G). Nenhuma das conjecturas 1.5.1 ou 1.5.3 foi
resolvida até a conclusao deste trabalho. Adiante, mostramos duas tabelas resumindo a
diferenca entre o problema original e o problema dual mostrado nesta sec¢ao.
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Problema original

Problema dual

Particao em caminhos

P:{PhPQ,...,Pm}

Coloracao proépria
(parti¢do em conjuntos independentes)
O — {Il, ]2, ceey Im}

k-coloragao parcial
(colegdo de k conjuntos independentes)

C’k — {11,12, 7[k’}

k-cole¢cao de caminhos

Pk == {P17P27"'7Pk}

[Pl = X% min{[ B, k}

k-norma de uma particao em caminhos

|Clr = 2% minf[L], k}
k-norma de uma coloragao parcial

m(G) = min{|P|x : P

¢ uma parti¢ao em caminhos }

Xt(G) = min{|C|; : C
¢ uma coloragao prépria de G }

ax(G): Nimero méaximo de
vértices em uma k-coloracdo parcial C*

Ak(G): Ntimero maximo de
vértices em uma k-colecdo de caminhos P*

Ortogonalidade entre P e C*:
VP € P, P intercepta min{|P|, k}
conjuntos independentes distintos de C*

Ortogonalidade entre C' e P*:
VI € C, I intercepta min{|I|, k}
caminhos distintos de P*

Tabela 1.1: Tabela de comparacao de definigdes entre o problema original e o dual

Problema original

Problema dual

1960 - Teorema de Gallai-Milgram

VG a(G) > n(G)

1967 - Teorema de Gallai-Roy

VG AG) = x(G)

1976 - Teorema de Greene-Kleitman

VG aciclico e transitivo: ax(G) = m(G)

1976 - Teorema de Greene

VG aciclico e transitivo: A\g(G) = xx(G)

1981 - Conjectura de Linial

VG: Oék(G) Z 7Tk<G)

1981 - Conjectura de Linial

VG M(G) = xi(G)

1982 - Conjectura de Berge

V(G: Para toda particao P tal que
|Ple = me(G), existe uma
k-coloracao parcial ortogonal a P.

Conjectura Falsa

V(G: Para toda coloracao C' tal que
|Clr = x&(G), existe uma k-colegdo
de caminhos ortogonal a '

1985 - Conjectura de Aharoni-Hartman-Hoffman

V@G: Para toda k-colecio de caminhos P*
tal que |P*| = A\,(G), existe
uma coloragao ortogonal a C.

Tabela 1.2: Tabela de comparagao de resultados entre o problema original e o dual
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© G d

Figura 1.5: Um contra-exemplo para a conjectura 1.5.2. Em G, C' = {{a,c}, {b,d},{e}}
¢ uma coloracao 1-6tima tal que ndo existe uma 1-cole¢ao de caminhos ortogonal a ela (ja
que nao existe um caminho hamiltoniano em G).



Capitulo 2

A Conjectura de Berge

As conjecturas de Berge e de Linial foram propostas no comeco da década de 80 e,
apesar das tentativas de diversos autores, ambas continuam em aberto. Entretanto, a
conjectura de Berge (e por conseguinte a de Linial) foi provada como verdadeira para
varios casos particulares de grafos; entre elas, podemos citar digrafos aciclicos, bipartidos
e hamiltonianos (veja [8] e [9]).

Muitas dessas demonstragoes para casos particulares provém de tentativas feitas para
o caso geral. Mas como acontece com frequéncia na matematica, essas demonstracoes
tiveram suas idéias devidamente aproveitadas para resolver casos particulares do teorema.

Este capitulo tem um enfoque exploratorio, e nele mostramos alguns estudos que foram
feitos sobre o problema da particao em caminhos nos tltimos 30 anos.

2.1 Casos particulares da conjectura

2.1.1 Particoes sem caminhos longos

Um dos casos particulares ocorre quando, para um grafo GG e um inteiro k, nao existem
particoes em caminhos que contenham caminhos longos em relagao a k. E facil ver que,
sempre que k > A(G), qualquer particdo em caminhos de G é k-6tima. Neste caso, o
problema de otimizacgao da k-norma é trivial. Além disso, a conjectura é vélida, e podemos
obter uma k-coloracao ortogonal a qualquer das particoes em caminhos encontradas neste
caso.

A demonstracao para este caso usa a mesma idéia da demonstragdo para o teorema
de Gallai-Roy usada no livro sobre digrafos de Bang-Jensen e Gutin [5].

Teorema 2.1.1. Sejam G um grafo orientado, k > A(G) um inteiro positivo, e P uma
particao em caminhos de G. Entdo existe uma colora¢io C = {I1, I, ..., I\ } de G que
também é uma k-coloragao parcial ortogonal a P.

16
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Demonstragao. Sejam G um grafo com A\(G) < k, P uma particdo em caminhos qualquer
de G, e H um subgrafo gerador de GG tal que H ¢ aciclico, maximal quanto ao conjunto
de arestas, e tal que E[P] C E[H]. Para cada v € V(G), seja f(v) a cardinalidade de um
caminho mais longo em H que comega em v. Note que se (z,y) é uma aresta em H, entao
f(z) > f(y). Além disso, se (z,y) é uma aresta em G — H, entao existe um caminho de
y para x em H, ji que H é maximalmente aciclico. Logo, f(y) > f(x).

Como f mapeia um valor para cada vértice tal que cada par de vértices adjacentes
em G tém valores distintos, ela descreve a coloracao propria C' = {I1, I, ..., Ixq)} de G,
onde v € C; se e somente se f(v) = i.

Para todo v € G, f(v) é definida e 1 < f(v) < AMG) < k, todos os vértices de
G recebem uma cor distinta entre 1 e k. Além disso, dentro de um caminho P € P,
f(v) > f(v}). Logo C' é uma k-coloragdo parcial ortogonal a P.

]

O Teorema de Gallai-Roy segue como corolario do teorema anterior.

Teorema 2.1.2. (Gallai-Roy 1967)
Para todo grafo G, A\(G) > x(G).

2.1.2 Grafos com um caminho hamiltoniano

Teorema 2.1.3. Seja G um grafo com um caminho hamiltoniano P (ou seja, \(G) =
|[V(G)|). Entdo, a conjectura de Berge vale para G.

Demonstracao. Para \(G) < k, a prova segue pelo teorema 2.1.1. Para A\(G) > k, a
tUnica partigdo k-Otima é a particao P = {P} pois qualquer outra particdo com mais de
um caminho tem peso maior. Como encontrar uma coloracao ortogonal a P é trivial, o
teorema vale. O

2.1.3 Grafos bipartidos

Inicialmente, note que a conjectura de Linial é trivialmente verdadeira para grafos
bipartidos. Isso segue do fato que para um grafo bipartido G, x(G) = 2 e que para todo
k> 2, ap(G) = |[V(G)]. Segue-se que ai(G) > mp(G) para grafos bipartidos.

Resta provar a conjectura de Berge para grafos bipartidos. Definimos ter;[P] como
o conjunto dos vértices v de algum caminho P € P tal que |[vP| = i. Por exemplo,

ter1[P] = ter[P] e tery|P| = ter™[P].

Teorema 2.1.4. Seja G um grafo bipartido com biparticao {X,Y'}. Entdo, a conjectura
de Berge vale para G.
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Demonstracdo. A prova sera dividida em dois casos. No primeiro caso, tratamos o caso
em que k = 2p é par. Seja P uma particao k-6tima de G e denote r, = min{|P|, 2p}, sendo
P um caminho de P. Vamos definir uma coloragao parcial {Iy, I/, I, I, ..., I,, Iy} de G.
Para cada caminho P € P, atribuimos sucessivamente cada um dos tltimos 7, vértices
de P, partindo de ter(P) e percorrendo P no sentido inverso, a um desses conjuntos. Se
v € X, v ¢ atribuido ao conjunto independente I;, onde j ¢ o menor indice tal que nenhum
vértice de X Nvt P foi atribuido a I; anteriormente. Se v € Y, v é atribuido ao conjunto
independente [}, onde j ¢ o menor indice tal que nenhum vértice de Y’ Nt P foi atribuido
a I}. Claramente, esta é uma coloragio parcial ortogonal a P.

Agora, vamos considerar o caso onde k = 2p+1 é impar. Seja P uma parti¢ao k-6tima
de GG. Vamos definir agora um subgrafo H determinado a partir de P. Removemos de G
todos os vértices pertencentes a ter;[P], para 1 < i < 2p. Ou seja, serdao removidos de G
os ultimos 7, vértices de cada caminho P € P. Se um dado caminho P for curto, todos
os seus vértices serao removidos. Seja Q a particdo em caminhos de H obtida a partir de
P, com a exclusao desses vértices. Vamos mostrar que ter[Q] é minimal entre todas as
partigdes possiveis de H e m(H) = |Q|. Caso contrério, existe uma parti¢ao Q' de H, tal
que ter[Q'] C ter[Q] e |Q'| < |Q], pelo teorema de Gallai-Milgram.

Neste caso, é possivel estender Q’, e obter uma nova particio P’ de G da seguinte
forma: dado um vértice v € ter[Q’], sejam P o caminho que contém v em P, () o caminho
que contém v em @', ¢ R o caminho formado pelos tltimos 2p vértices de P. Inserimos
em P’ o caminho P’ = @ * (v,v}) * (vER). Isto é feito para cada v € ter[Q]. Feito
isso, note que V(G) — V[P’] possui uma particdo em caminhos correspondente aos sufixos
dos caminhos de P que nao foram concatenados a caminhos de Q' no passo anterior. Os
caminhos desta partigao sao acrescentados a P’ resultando em uma nova partigao P’ de
G.

Como ter[Q'] C ter[Q], existe algum vértice que pertence a ter[Q], mas nao a ter[Q'].
Desta forma, algum dos caminhos de P’ é um caminho novo R composto dos tltimos 2p
vértices do caminho original P. Em P’, |R| = 2p. Em P, temos que |P| > 2p+1. Trata-se
da substitui¢do de um caminho longo por um curto. Entao |P’|x < |P|k, contradizendo a
hipétese inicial de que P é uma parti¢do k-6tima. Logo, Q' nao existe, e ter[Q] é minimal.

Como ter[Q] é minimal, pelo coroldrio! do teorema 1.3.1 existe um conjunto indepen-
dente Iy, que é ortogonal a Q. Este conjunto independente também é ortogonal a P, e
podemos obter uma (2p + 1)-coloracao parcial C' = {Iy, Iy, Iy, I, I, ..., I, Iy} onde os
demais conjuntos independentes sdo obtidos como no caso anterior da demonstracao.

]

!Descrito informalmente em andlise no final da secdo 1.3.
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2.2 Grafos aciclicos

O caso da conjectura de Berge para grafos aciclicos foi demonstrado por meio de
diversos métodos (veja [9], [22] ou [24]). Nesta se¢ao faremos a demonstra¢ido segundo
um destes métodos, oriunda de um artigo recente de Berger e Hartman [24]. Nesta
demonstragao, a idéia essencial é a associacao entre uma particao de um digrafo aciclico
em caminhos e um fluxo de uma rede auxiliar.

2.2.1 Definicao da Rede

Seja G = (V, E) um grafo orientado aciclico, e V(G) = {v1,vs, ..., v, }. Associada a G,
construimos uma rede R = (V, E, ¢, s,t) onde:

_ / / / 1 " "
o V ={s,t,0],vh ....v v v . v}

o £ = {(s,v) i = 1,2,..,nfU{(W/t) : i =12 ..,n}U {(i,v) = (vi,v5) €
EYU{(vj,v]):1<i<n}U(s,t),

[ 2E)

1 see=(vj,v),

o cle) =14 k see=(st),
0 caso contrario.

Os conjuntos V e E sdo, respectivamente, o conjunto de vértices e arestas da rede R,
enquanto a funcao ¢ : £ — Z representa o custo de cada aresta de E. Os vértices s,t € V
tém um papel especial e sao chamados de fonte e sorvedouro de R. A utilidade do arco
(s,t) ficard clara adiante na se¢ao de demonstragoes.

A figura 2.1 ilustra a obtencao de uma rede a partir de um dado grafo, pelo método
descrito acima.

Por conveniéncia, para uma fungio f : £ — R e uma aresta ¢ = (u,v) € E, usaremos
a notacdo f(u,v) como substituta para a notacao f((u,v)). Definimos um fluxo vidvel
sobre R como uma funcao f : E — R* tal que:

1. para uma dada aresta e € E, f(e) <1,
2. para todo vértice v € V' \ {s,t}, Yuwyer f (W, 0) = X, wer [0 w).

Definimos o valor de um fluxo f como val(f) = ¥, ,)cz f(s,v) e seu custo como
custo(f) = Y. f(e)c(e). Também definimos P! como o conjunto de caminhos triviais
de uma particdo em caminhos P.
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*d

G R

Figura 2.1: Exemplo de uma rede R, construida a partir do grafo GG. Os valores descritos
nas arestas correspondem aos seus custos.

2.2.2 Rede residual

Para um dado fluxo f em R, definimos a rede residual Ry como:

Ry ={V,E},cy,s,t} (2.1)

onde Ef:={ec E: fle)<1}U{%e :ecEe f(e) > 0}.

Definimos aqui ‘€ = (v,u) como a reversa da aresta e = (u,v). O custo residual
¢j: Ef — 7 é definido como cs(e) = c(e) e ¢;(€) = —c(e) para todo e € E.

Sejam f um fluxo vidvel em uma rede R, e g um fluxo vidvel na rede residual Ry.
Definimos a funcio f + ¢ da seguinte forma: (f + g)(e) = f(e) + g(e) — g(‘€) para todo
e € E. Note que f + ¢g é um fluxo na rede R. O seguinte lema segue claramente pela,
defini¢ao dada.

Lema 2.2.1. Sejam f um fluxo vidvel em uma rede R, e g um fluzo vidvel na rede residual
Ry. Entao val(f + g) = val(f) 4+ val(g) e custo(f + g) = custo(f) + custo(g). O

Dentro de rede residual, definimos o valor de um fluxo g como

val(g)= Y g(s,0)— > g(v,9) (2.2)

(sp)EEY (v,8)EEF

e seu custo como custo(g) = X .5 g(e)cs(e).
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Seja C' um caminho ou um circuito em Ry. Definimos o custo de C' como custo(C') =
Yeer(c) cf(e). Seja f um fluxo vidvel e suponha que a rede residual Ry nio contém
circuitos de custo negativo. Para cada u € V, seja p(u) o custo de um caminho minimo
de s a u em Ry. Chamamos p de func¢do potencial em Ry. Note que pela definicao dada,
para uma aresta (u,v) € Ey, p(v) < p(u) + c(u,v).

2.2.3 Fluxos e particoes

Seja f um fluxo em R. Definimos um vértice v; € V(G) como saturado em f se
f(s,v)) = 1 ouse f(v/,t) = 1. Um fluxo f é completo se todo vértice v € V(G) é
saturado em f. Um fluxo f em R é inteiro se f(e) € {0,1} para todo e € E.

Sejam G um grafo aciclico, R a rede correspondente a este grafo segundo a definicao
dada na se¢ao 2.2.1 e f um fluxo vidvel inteiro em R. Seja P(f) = (V,F) o subgrafo
gerador de G tal que (v;,v;) € I se e somente se f (v}, v}
no seguinte lema que P(f) corresponde a uma particdo em caminhos de G.

) =1, para i # j. Demonstramos

Lema 2.2.2. Sejam G um grafo aciclico, R a rede correspondente a este grafo sequndo
a defini¢io dada na secao 2.2.1 e f um fluzo vidvel inteiro em R. Entao, P(f) é uma
particio em caminhos de G.

Demonstragio. Em R, a tnica aresta que entra em um dado vértice v, de V é (s,0}).
[gualmente, de um vértice v/ de V, somente uma aresta (v//,t) sai. Entdo, no maximo
uma unidade de fluxo sai de v}, ou entra em v/, e em todo vértice v; € V(P(f)) = V(G),
temos que d~(v;) < 1 e d"(v;) < 1. Como G é um grafo aciclico, P(f) é um subgrafo
gerador aciclico que corresponde a uma particao em caminhos. L]

Inversamente, dada uma particao em caminhos P em G, definimos o seu fluxo corres-
pondente f = fp da seguinte forma: se (v;) € P!, entdo f(s,v}) = f(v},v)) = f(v/,t) = 1.
Se (vi,vj) € E[P], entao f(s,v;) = f(vj,v]) = f(vj,t) = 1. Para todas as demais arestas
e € I, temos que f(e) = 0.

Sejam f um fluxo completo e P = P(f) a partigdo em caminhos derivada de f. As
seguintes equacoes sao equivalentes, e valem pela definicao de custo e pelo fato de f ser

completo:

custo(f) = |P+k.f(s,t)
P = custo(f) — k.f(s,t). (2.3)

Para atestarmos a validade das equagoes em (2.4) (também equivalentes entre si), é
suficiente observar que cada caminho trivial em P contribui com uma unidade em val(f),
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e cada caminho nao trivial P contribui com |P| — 1 unidades, totalizando n — |P>?|
unidades ao todo:

val(f) = n—|P7+ f(s,t)
P> = n—wal(f) + f(s,1). (2.4)

Logo, temos a seguinte relagdo entre o fluxo f e a partigio P = P(f):

[Pli = KPH + [VIPH| < KPP + [P = k(n — val(f)) + custo(f).  (25)

Além disso, se k é menor ou igual que a cardinalidade do menor caminho nao trivial
em P, a equacao acima se torna uma igualdade:

|P|r = k(n —val(f)) + custo(f). (2.6)

Para um fluxo f = fp derivado de uma particao P, é facil ver que f é um fluxo viavel
completo com val(f) = n — |P>!] e custo(f) = |P!|. Portanto, se k ¢ menor ou igual que
a cardinalidade do menor caminho nao trivial em P, a equacao 2.6 também vale para P
e f=/p

Se k é maior que a cardinalidade do menor caminho néo trivial em P (ou seja, se P
possui caminhos curtos nao triviais), podemos separar artificialmente os caminhos curtos
nao-triviais de P em caminhos triviais. Definimos P* como a particdo em caminhos
derivada de P, onde todo caminho curto nao trivial em P tem seus vértices separados em
caminhos triviais em P*. Temos que |P|; = |P*|x, e vale a seguinte equacao, equivalente
a equacao 2.6:

[Pl = |P*|r = k(n —wval(f)) + custo(f). (2.7)

A figura 2.2 mostra um exemplo da obten¢ao de uma partigdo P(f) a partir de um
fluxo f, enquanto a figura 2.3 exemplifica a obtencao de um fluxo fp a partir de uma
particdo em caminhos P.

2.2.4 Demonstracao da conjectura de Berge para grafos aciclicos.

Nesta secao, conduzimos a sequéncia de demonstracoes necessarias para a prova do
caso aciclico da conjectura de Berge.

Lema 2.2.3. Seja f um fluzo inteiro e completo em R tal que P = P(f) nao contenha
caminhos nao-triviais de tamanho menor que k. Se existe um circuito de custo negativo,
ou p(t) < k em Ry, entdo existe uma particio P' em caminhos de G tal que |P’'|p < |P|y.
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Figura 2.2: Esquerda: Um fluxo inteiro viavel f dentro de uma rede R. Na figura, temos
que f(s,t) = k, e para toda outra aresta e presente, f(e) = 1. A presenga da aresta (s, 1)
ou seu valor de fluxo é irrelevante para a definicao de P(f). Direita: Um grafo G e sua
particdo em caminhos derivada de f, P(f) = {(a,b,c,d)}.

Demonstracao. Se existe um circuito de custo negativo () em Ry, entao ele corresponde
a um fluxo g em R de valor 0 e custo negativo. Logo:

Pl = k.(n—wal(f))+ custo(f)
> k.(n— (val(f) +wval(g))) + custo(f) + custo(g)
= k.(n—wal(f+g))+ custo(f + g). (2.8)

Se nao existe um circuito de custo negativo, mas p(t) < k em Ry, entao existe um
caminho ) de s a t em Ry de custo menor que k. Este caminho corresponde a um fluxo
g em Ry tal que val(g) =1 e custo(g) = p(t) < k. Logo:

Pl = k.(n—wal(f))+ custo(f)
= k.(n—wal(f)—1)+ custo(f) + k
> k.(n—wal(f + g)) + custo(f + g). (2.9)

Em ambos os casos, se f + g determina um fluxo completo em R, segue-se que P’ =
P(f+g) é uma particao em caminhos tal que |P’|, < k.(n —wval(f + g))+ custo(f +g) <
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f;

Figura 2.3: Esquerda: Em G, temos a particdo em caminhos P = {(a, b, ¢, d), (e, f), (9)}.
Direita: A partir de P, é obtido o fluxo fp. As arestas e explicitadas na figura sao aquelas
onde f(e) = 1.

|P|i. Caso contrario?, definimos um fluxo h da seguinte forma: para todo vértice nao
saturado v em R, tome h(s,v’) = h(v',v”) = h(v”,t) = 1. Para todas as outras arestas
e de R, tome h(e) = 0. Logo, val(h) = custo(h) = m, onde m é o nimero de vértices
nao-saturados em f + g. Logo,

k.(n —wval(f + g)) + custo(f + g)
> k.(n—wval(f+ g)) + custo(f + g) — k.val(h) + custo(h)
= k.(n—wal(f+g+h))+custo(f + g+ h). (2.10)

Portanto, P’ = P(f 4+ g + h) é uma parti¢io em caminhos tal que

|P'|x = k.(n —val(f + g+ h)) + custo(f + g+ h) <|P|i. (2.11)

20 artigo original assume erroneamente que f + g sempre é um fluxo completo. Deixamos a cargo do
leitor verificar que este pode néo ser o caso se g é um fluxo oriundo de um circuito de custo negativo.
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Na figura 2.4, temos um exemplo de um circuito negativo encontrado em uma rede resi-
dual. A partir do grafo G descrito na figura 2.1, obtemos uma particdo de G' em caminhos
P ={(a),(b),(c),(d)} composta somente de caminhos triviais, e definimos k = 2. A partir
de P, obtemos um fluxo f = fp vidvel da rede R (R esté descrita na figura 2.1). A partir
de f, obtemos a rede residual Ry de R. O circuito C' = (s,t,a”,d", 0"V, ", c,d",d,s)
é um circuito negativo em Ry com custo(C') = —2. Do circuito C, podemos obter um
fluxo g sobre a rede residual R¢. Finalmente, a partir do fluxo h = f + g, obtemos
P'=P(h) = {(a,b,c,d)}, que é uma particdo em caminhos com menor k-norma que P
(também, neste exemplo, uma particdo k-6tima de G).

Para a sequéncia de lemas de 2.2.4 a 2.2.7, seja Ry uma rede residual baseada no fluxo
f em R que tenha a func¢do potencial definida para todo vértice (que ndo tenha, portanto,
circuitos negativos). Definimos o conjunto C* = {C}, s, ..., C}.} como um candidato a
uma coloracao parcial ortogonal a P = P(f), onde C; é definido da seguinte forma:

Ci={veV(G):j=p")=pl)+1}. (2.12)
Também é 1til lembrar da defini¢do de Ry: se f(u,v) = 0, entdo (u,v) € Ey, e se
f(u,v) =1, entdo (v,u) € E.

Lema 2.2.4. C; é um conjunto independente em G.

Demonstragio. Suponha que u,v € Cj, que (u,v) € E(G) e, portanto, (u/,v") € E.
Pela definicao de Cj, p(v/) +1 = p(v') + 1 = p(u") = p(v") = j. Se f(u',v") =0,

(w') 4+ 1. Se f(u',v") =1,
u') € E} é a tinica aresta que entra em v’ em R;. Logo, p(u') = p(v”). Em

entdo p(v") < p(u'), contradizendo a suposi¢ao que p(v”) =
entao (v”
ambos o0s casos, a suposicdo de que existe uma aresta com extremos em C; gera uma

contradigao. O

Lema 2.2.5. Suponha que p(t) = k, e seja P um caminho em G tal que P € P=*. Entao,
para todo j tal que 1 < j < k, existe um vértice v € P tal que v € C; .

Demonstragdo. Seja P = (v, vy, ...,v;) € P=*. Entao, f(v},v},,) =1parai=12, ..,
I =1, f(v,,v!) = 0 para i = 1,2,...,[, e f(s,v) = f(v/,t) = 0. Como f(s,v]) =0
e cs(s,v) = 0, temos que p(v;) = 0. Analogamente, como p(t) = k, f(vf,t) = 0 e
cp(vf,t) = 0, necessariamente p(v{) > k.

Como f(v},v]) =0 e cp(v),v) =1 para i =1,2,...,1 , temos que p(v) < p(v]) + 1.
Como f(s,v;) = f(v,vi ;) =1 paral <i<1[—1, segue necessarlamente que (v, ;,v;) é
a Unica aresta em R; que entra em v} e p(v;) = p(vy, ;). Temos entao que
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p(v!) < p(v)) +1=p(vl,,)+ 1 (2.13)
p(vf) > k,
p(U;/Jrl) Z p(U;/) - 17
plv)) < L (2.14)

Pelo sistema de desigualdades acima, para todo j tal que 1 < 5 < k, existe necessari-
amente algum v; tal que p(v)) = j e p(v)) = j — 1. Logo, para 1 < j < k, todo conjunto
C; tem um representante em P. O

Lema 2.2.6. Suponha que p(t) = k, e seja P um caminho em G tal que P € P<F. Entao,
para todo vértice v € P, necessariamente v € C;, onde 1 < j < k. Além disso, para todo
par de vértices v,w € P, temos que se v € Cy e w € Cy, entdo g # h.

Demonstragao. Seja P* a particao derivada de P com a separacao dos caminhos curtos
nao-triviais em caminhos triviais, conforme definido na se¢do 2.2.3. Temos que V[P*'] =
V[P<F]. Sejam P = (vy, vy, ...,v;) € P<¥ e f = fp«. Para cada v; € P, (v;) é um caminho
trivial em P*. Entdo, para v; € P, f(s,v)) = f(v},v]) = f(v/,t) = 1. Como p(t) =k e
ce(t,v!) =0, p(v)) < k. Analogamente, como p(s) = 0 e cg(v,s) =0, p(v;) > 0. Como
f(v;,v)) =1, existe uma aresta (v,, v;) entrando em v; em Ry. Como esta aresta ¢ a tnica
que entra em v}, e cp(v),v)) = 1, entdo p(v)) = p(v;) + 1. Entao, necessariamente v; € C;
onde j =p(v/) el <j<k.

Como P € P<k_ e para todo v € P, v € P*', entdo temos que f(v,v,,) = 0. Entao,
p(vf 1) < p(vi) = p(vy) — 1. Logo, dentro de P as cores estao em ordem estritamente

decrescente, e sao, portanto, distintas. O

Lema 2.2.7. Se ndo existem circuitos de custo negativo em Ry e p(t) = k, entdo C* =
{C1, Oy, ..., Cr} € uma k-coloragao parcial ortogonal a P.

Demonstracdo. Pelo lema 2.2.4, cada conjunto C; de C*¥ ¢ um conjunto independente, e
pelos lemas 2.2.5 e 2.2.6, C* é ortogonal a P. O

Teorema 2.2.1. Seja P uma particao em caminhos k-otima em um grafo orientado
aciclico G. Entdo, existe uma k-coloracdo que seja ortogonal a P.

Demonstrag¢ao. Sejam k um inteiro positivo, e P uma particdo em caminhos k-6tima em
um grafo aciclico G. A partir de G, obtemos a rede R, e a partir de P, obtemos a particao
P* transformando todos os caminhos curtos de P em caminhos triviais, e o fluxo f = fp-.
Se existe um circuito negativo, ou se p(t) < k em Ry, pelo lema 2.2.3 é possivel obter uma
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particao P’ tal que |P’|p < |P|k, contradizendo a hipétese que P é uma parti¢ao k-Otima.
Sendo, p(t) = k em Ry, e pelo lema 2.2.7 existe uma k-coloragdo parcial ortogonal a

P. 0

O exemplo ilustrado na figura 2.5 também tem como referéncia o grafo e a rede des-
critos na figura 2.1. O fluxo f = fp é obtido a partir da particio de G em caminhos
P = {(a,b,c,d)}, e definimos k = 2. A partir de f, é construida a rede residual Rj.
Como p(t) = k, é possivel obter a 2-coloragdo parcial C' = {{d}, {c}} ortogonal a P.

30bserve que, embora trate-se da mesma particio obtida no final do exemplo ilustrado pela figura 2.4,
o fluxo ¢ diferente (f(s,t) = 0, neste exemplo). Este exemplo deixa claro que fp(s) nao é necessariamente
igual a f.
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Figura 2.4: Esquerda: Fluxo f = fp vidvel de R, proveniente de P = {(a), (b), (¢), (d)}.
Somente as arestas com fluxo ndo-nulo (f(e) = 1) estao presentes na ilustragao. Direita:
Rede residual Ry. Abaixo: Novo fluxo h = f + g, onde g é o fluxo obtido em R a
partir do circuito C' = (s,t,a”,d’, 0"V, ", d,d",d',s). Os valores descritos nas arestas
correspondem aos seus custos.
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f R;

Figura 2.5: Novamente, o grafo e a rede na figura 2.1 foram usados de referéncia. Es-
querda: O fluxo f = fp é proveniente da particio P = {(a,b,c,d)}. Direita: Rede
residual Ry. Os valores descritos nas arestas correspondem aos seus custos e os valores
descritos nos vértices correspondem aos potenciais.



Capitulo 3

Uma abordagem construtiva para a
conjectura de Berge.

Em 2008, Berger e Hartman [23] publicaram uma demonstrac¢ao construtiva para o caso
especial da conjectura de Berge onde k = 2. Devotaremos os préximos dois capitulos para
estudar a abordagem usada e a demonstracao detalhadamente. Neste capitulo, explora-
remos e ilustraremos o método envolvido, demonstrando outros dois casos particulares da
conjectura: o teorema de Gallai-Milgram (também referenciado pelo texto como o “caso
k =1"), e o caso onde a partigdo analisada nao contém caminhos curtos. No capitulo 4,
o foco estarda na demonstracao do caso k = 2.

3.1 Visao geral da abordagem

Conjectura 3.1.1. (Berge, 1982)
Seja G um grafo orientado e k um inteiro positivo. Entao, para toda particdo em caminhos
k-otima de G, existe uma k-coloragdo parcial ortogonal a ela.

O artigo de Berger e Hartman [23] descreve uma técnica de demonstragao construtiva,
e o uso dessa técnica para os casos da conjectura onde k = 1 e k = 2. Para uma particao
em caminhos k-6tima P qualquer, deseja-se encontrar uma k-coloragao parcial ortogonal
a P. Para isso, é descrito um algoritmo tal que, dado um grafo G, e uma particio em
caminhos P de G, devolve uma entre duas possiveis saidas: uma particdo em caminhos
P’ com norma menor que a de P, ou uma k-coloragao ortogonal a P.

Note que quando a particao de entrada do algoritmo é k-6tima, este necessariamente
devolve uma coloragao parcial ortogonal. Logo, ao provarmos a existéncia e a corretude
deste algoritmo, estamos também fornecendo uma demonstragao construtiva da conjectura
de Berge para o caso particular contemplado.

30
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3.1.1 Trilhas alternantes

Podemos definir um objeto matematico semelhante a uma trilha, mas que ignore ori-
entacoes de arestas. Uma trilha nao-dirigida é uma sequéncia T' = (vg, €1, v1, €2, Vg, ..., €, ;)
tal que, para cada 1 < i <, ou ¢; = (v;_1,v;) € E(G), ou ¢; = (v;,v;-1) € E(G), e to-
das as arestas sao distintas. Para uma trilha nao-dirigida, definimos uma direcao de vy
para vy, de forma que se ¢; = (v;_1,v;) entdo e; é considerada uma aresta de avanco,
e se e; = (v;,v;_1), e; é considerada uma aresta de recuo. Para uma dada trilha T,
denominamos o conjunto de arestas de avanco e de recuo de T' como Ar e Rp, respectiva-
mente. Se nao houver ambiguidade quanto a definicdo das arestas de T como de avanco
ou de recuo (como no caso das trilhas alternantes, descritas a seguir), podemos denotar
T = (vg, e1,v1, 2,02, ..., e, ;) como T = (vg, vy, Vg, ..., U}).

Para modificarmos nossas parti¢oes durante o algoritmo, faremos uso de um tipo bem
particular de trilha nao-dirigida. Dada uma particaio em caminhos P, uma trilha nao-
dirigida T" é alternante em relagdo a P se valem as seguintes condigoes:

1. O primeiro vértice de T" estd em um terminal de P.

2. Todas as arestas de avanco de T estdo em F(G)— E[P], todas as arestas de recuo de
T estdao em E[P], e toda aresta de avango (u,v) de T, onde v € V[P~>!], é seguida
por pelo menos uma aresta de recuo de T, a menos que v € in[P~!] e v = ter(T).

3. Para cada vértice v € V(T'), existe no maximo uma aresta de avango de 7" entrando
em v e no maximo uma aresta de avango de T saindo de v.

Ao tratarmos de arestas de recuo em trilhas alternantes, por convenc¢ao usamos o
sentido da aresta dentro da trilha, que é inverso ao sentido da aresta dentro do caminho.
Por exemplo, podemos nos referir a uma aresta de recuo que percorre no sentido inverso
a aresta (v, v}) da partigio P como (v4,v) (ou, na forma simplificada (v",v))?.

A sequéncia de arestas de uma trilha alternante 1" pode ser representada pela seguinte
estrutura: T'= RyayRsas... Ry Ripiq, onde a; ¢ uma aresta de avanco para 1 <7 <me
R; ¢ uma sequéncia de uma ou mais arestas de recuo para 2 < ¢ < m, ou de zero ou mais
arestas de recuo para i € {1, m + 1}.

Uma trilha alternante T' é completa se ter(T) € in[P]. Um circuito alternante é uma
trilha alternante completa tal que in(T) = ter(T) € P*.

Por convencdo, ao tratarmos da notacdo de sucessor (v+) e antecessor (v~) de um vértice dentro
de uma trilha alternante em relacdo a uma particdo em caminhos, estaremos sempre nos referindo ao
antecessor /sucessor do vértice dentro do caminho ao qual esse pertence na parti¢io em caminhos, a menos
que seja especificado o contrario.
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Dada uma particao em caminhos P, denotamos por P A T o subgrafo gerador de
G com conjunto de arestas igual a diferenca simétrica E[P] A E(T) = (E[P]U E(T)) \
(E[P]| N E(T)).

Os dois teoremas seguintes servirao de base para as discussoes subsequentes sobre os
algoritmos.

Teorema 3.1.1. Sejam P uma particio em caminhos e T uma trilha alternante em
relagdo a P. O subgrafo Q =P AT é um subgrafo gerador de G formado por circuitos e
caminhos disjuntos.

Demonstracao. Por definicao, Q = P AT é um subgrafo gerador de G. Mostraremos que
para todo vértice v € V(G), dg(v) < 1 e dj(v) <1, de onde o resultado segue.

Se v ¢ V(T), entdo claramente dg(v) < 1 e d5(v) < 1. Assim, suponha que v € V(7).
Pela defini¢ao, sabemos que existe no maximo uma aresta de avango entrando (saindo)
em (de) um dado vértice de T'. Seja (u,v) uma aresta de avango de T entrando em v. Se
v € in[P], entdo dp(v) =0 e dy(v) = 1. Caso contrario, necessariamente (u,v) é seguida
de uma aresta (v,v~) de recuo em T' e dp(v) = dg(v) < 1.

Um argumento similar vale para arestas de avango saindo de v. Seja (v,w) uma
aresta de avanco saindo de v. Se v € ter[P], entdo dp(v) = 0 e dj)(v) = 1. Caso
contrario, necessariamente (v,w) foi precedida de uma aresta (v*,v) de recuo em T e
dp(v) = df(v) < 1. O

Note que nao é necessario que o grafo gerado pela diferenca simétrica entre uma
trilha 7" e uma particdo em caminhos P também seja uma particdo em caminhos. Em
particular, P A T pode conter circuitos. Na figura 3.1 que ilustra esta situagdo, para
P ={(a,b,c,d), (e, f,g,h),(i,5,k)} e T = (d,c, f,e, j,i,h,q,b,a), o circuito (g,b,¢, f,g) é
formado em P A T.

Teorema 3.1.2. Sejam P uma particao em caminhos e T uma trilha alternante. Se P’ =
P AT é aciclico, entao P' é uma particao em caminhos tal que |P'| — |P| = |Rr| — | Az|.
Demonstracao. Como P’ = P AT é aciclico, segue do teorema 3.1.1 que P’ é uma particao
em caminhos. A igualdade segue da seguinte equacao:
[P'|=1P| = (n—I[EP)]) - (n—|EP)])
|E(P)| = [E(P)]
= [E(P)| - |E(P) A E(T)
[E(P)| = (IE(P)U E(T)| — |E(P) N E(T)])
[E(P)| = (IE(P)| + |Ar| — | Er|)
= |RT| - |AT|' (3-1)
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¢

Figura 3.1: Exemplo de uma trilha alternante completa T' = (d, ¢, f, e, j,i, h, g,b, a) sobre
uma particdo P, tal que P AT néo é aciclico.

d

3.2 O caso k=1.

Adiante, descrevemos Part-k-1, um algoritmo que usa trilhas alternantes para demons-
trar o teorema de Gallai-Milgram. Dados um grafo GG, e uma particio P de G, Part-k-1
encontra um conjunto independente X ortogonal a P, ou uma trilha alternante completa
T tal que P’ = P AT é uma parti¢gio em caminhos e |P'| = |P| — 1.

3.2.1 Descricao do algoritmo

O algoritmo recebe como entrada uma particio em caminhos P de um grafo G. A
cada iteracao, o algoritmo mantém um conjunto X, que é um candidato a um conjunto
independente ortogonal a P. Inicialmente, X = ter[P]; se X é independente, o algoritmo
devolve X e para. Senao, ele analisa outro possivel candidato a X.

Além disso, para cada vértice v € X, o algoritmo mantém uma trilha alternante
Q(v). As trilhas alternantes servem essencialmente como planos para a modificacao de
P, e o objetivo do algoritmo, nao encontrado um conjunto independente ortogonal a P,
é encontrar uma trilha alternante final T tal que P’ = P A T seja uma particdo em
caminhos e |P'| = |P| — 1. As trilhas Q(v) associadas a cada vértice sdo usadas como
trilhas alternantes intermediarias para encontrarmos 7', e cada vez que encontramos uma
aresta em X, a informacao da existéncia desta é usada para a atualizacdo de uma das
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trilhas intermediérias.

Part-k-1(P, G)
Entrada

Um grafo (G, e uma particao em caminhos P de G.

Saida

Um conjunto independente X ortogonal a P, ou uma particao P’ com |P’| = |P| — 1.

Inicio

X <+ ter|[P]
Para todo vértice v € X, Q(v) < 0

Repita:
0. Se X é um conjunto independente, entao devolva X.
1. Sendo, seja e = (u,v) uma aresta incidente em dois vértices em X:
a) Se v ¢ in[P]:
X+~ X+v —v
Qv7) = Q(u) * (u,v,v7)
b) Se v € in[P|:
T = Q(u) * (u,v)
Devolva P' =P AT

Fim

34
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d

Figura 3.2: Grafo G, e a partigdo P = {(a,b,c,d), (e, f,9),(h,i,j)}, que servem como
exemplo para Part-k-1.

Servindo de exemplo, a particdo ilustrada na figura 3.2 serd usada como entrada
para Part-k-1. Inicialmente, X = {d,g,j}, e a sequéncia de arestas examinadas é
((7,9), (f,9),(f,d),(f,1),(h, f),(c,e)). Na primeira iteracdo, a aresta (j,g) é analisada,
X é atualizado para X = {d, f,j}, e Q(f) é definido como Q(f) = (4,9, f). Na segunda
iteragdo, a aresta (f,7) é analisada, e temos X = {d, f,i}, e Q(i) = (J, 9, f,J,1). Na ter-
ceira iteracao, a aresta (f,d) é analisada, e temos X = {c, f,i}, e Q(c) = (j, 9, f,d,c). Na
quarta iteragdo, a aresta (f,4) é analisada, e temos X = {c¢, f,h}, e Q(h) = (4,9, f,i, h).
Na quinta iteragao, a aresta (h, f) é analisada, e temos X = {c,e,h}, e Q(e) = (j, g, f,i, h, f,e€).
Com o exame da aresta (c, e), é encontrada a trilha T' = (7, g, f,d, ¢, e). Aplicando a dife-
renga simétrica PAT, é encontrada a partigao em caminhos P’ = {(a, b, c, e, f,d), (h,1,,9)},
que é devolvida pelo algoritmo.

Note que a ordem de exame das arestas influencia no resultado final do algoritmo. No
exemplo, se o algoritmo examinasse a aresta (f,) antes de (f,d), a ordem de exame seria
necessariamente ((7,9), (f,7), (f,4), (h, f)), e o algoritmo devolveria X = {d, e, h} como
um conjunto independente ortogonal a P.

3.2.2 Prova de correcao do algoritmo

Para verificar a correcdo do algoritmo Part-k-1, mostraremos que este devolve um
conjunto independente X ortogonal a P, ou um subgrafo gerador de G, P’ =P AT, tal
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que:

1. T é uma trilha alternante completa,
2. |AT| — |RT| = ]_, (§

3. PP =P AT é aciclico.

Note que, demonstradas essas propriedades de P’ e T, segue pelos teoremas 3.1.1 e
3.1.2 que P’ é uma partigdo em caminhos tal que |P’| = |P| — 1.

Propriedade 3.2.1. Em Part-k-1, o conjunto X ¢é ortogonal a P.

Demonstracao. Inicialmente, X = ter[P] e a propriedade é valida. Para iteragbes poste-
riores, a propriedade continua valendo, ja que a tnica operagao que altera X ocorre no
caso la, onde um vértice v de X é substituido pelo seu antecessor v, e X permanece
como um conjunto ortogonal a P. O

Nas proximas demonstracoes, mostraremos que P’ devolvido no caso 1b satisfaz as
propriedades 1, 2 e 3.

Propriedade 3.2.2. Para todo v € X, temos que se Q(v) # 0, entdo Q(v) € uma trilha
alternante que termina em v por uma aresta de recuo. Além disso, |Agw)| = |Row)|-

Demonstragao. Na inicializa¢ao do algoritmo, para todo v € ter[P], Q(v) = () e a propri-
edade vale.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale na préxima. No caso la do algoritmo, v~ ¢é colocado no conjunto X e
Q(v™) = Q(u) * (u,v,v"). Como o trecho (u,v,v™) é formado por uma aresta de avango
e uma de recuo, e |Agw)| = |Row)| (j& que Q(u) satisfaz a propriedade), segue que
|Agw-)| = |Row-)|- Além disso, claramente Q(v™) ¢ uma trilha alternante que termina
em v~, e a propriedade é preservada.

O

Lema 3.2.1. No caso 1b, T' é uma trilha alternante completa com |Ar| — |Rr| = 1.

Demonstragao. Pela propriedade 3.2.2, Q(u) é uma trilha alternante e [Agqy| = [Rg)!-
Pelo algoritmo, T' = Q(u) * (u,v). Como (u,v) é uma aresta de avanco, |Ar| — |Rr| = 1.
Além disso, como v € in[P], T é uma trilha alternante completa. O

A seguir, provaremos que P’ = PAT é aciclico (e, consequentemente, que P’ é
uma particdo). Vamos langar mao da seguinte propriedade, claramente verdadeira pela
execucao do algoritmo.
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Propriedade 3.2.3. Considere uma iteracdo qualquer do algoritmo. Sejam u um vértice
de X e e = (w,x) uma aresta tal que x<pu. Entdo a aresta e nao foi analisada pelo
algoritmo até esta iteragdo, e ndo faz parte da trilha intermedidria Q(v) para nenhum
vértice v.

Propriedade 3.2.4. Para todo v € X, o subgrafo gerador de G com conjunto de arestas
ElQ(v)] U E[P] € aciclico.

Demonstragao. Na inicializagdo do algoritmo, para todo v € X, Q(v) = ) e a propriedade
vale.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale na proxima. Suponha, por contradi¢do, que ao analisarmos e = (u,v) no
caso la, um circuito seja formado em E[Q(v™)]U E[P]. Como Q(v™) = Q(u) * (u,v,v"),
isso implica que logo antes de (u,v) ser analisada, existia um caminho W de v até u com
arestas em F[Q(u)] U E[P]. Sejam P o caminho que contém u em P, e (w,x) a ultima
aresta de W que nao pertence a Pu. Claramente, z<pu, o que entra em contradicao com
a propriedade 3.2.3. Logo, W nao pode existir, e E[Q(v™)] U E[P] é aciclico. O

Lema 3.2.2. Se o algoritmo termina no caso 1b, entdo o subgrafo P' = PAT € aciclico.

Demonstragao. No caso 1b, temos T' = Q(u) * (u,v). Pela propriedade 3.2.4, E[P] U
E[Q(u)] é aciclico, e usando o mesmo argumento da demonstragao deste lema, segue que
nao existe um caminho de v para v em Q(u) com arestas em E[Q(u)] U E[P]. Logo,

E[P|U E[T] ¢ aciclico. Como E[PAT] C E[P]U E[T], P’ é aciclico. O

Os lemas 3.2.1 e 3.2.2, além da propriedade 3.2.1, demonstram que Part-k-1 é correto.
Além disso, o algoritmo termina em tempo finito, ja que cada iteracao do tipo la coloca
em X um vértice de G que nao havia sido analisado anteriormente. Entao, em no maximo
|V (G)| iteragoes, teremos X = in[P] e o algoritmo necessariamente finaliza na préxima
iteracao.

Logo, para uma particao 1-6tima, podemos sempre obter um conjunto independente
ortogonal a ela, e a conjectura de Berge é verdadeira para k = 1.

Teorema 3.2.1. O algoritmo Part-k-1 devolve uma particao em caminhos P’ de G tal
que |P'| = |P| — 1, ou um conjunto independente X ortogonal a P em tempo finito.

Teorema 3.2.2. (Gallai-Milgram, 1960)
Se P é uma particao em caminhos 1-otima de G, entao existe um conjunto independente
ortogonal a P.
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3.3 O caso das particoes longas

Nesta ultima secdo, vamos descrever um algoritmo de nossa autoria que, dada uma
particdio em caminhos P de um grafo G' e um natural nao-nulo k fixo, devolve uma
outra particao em caminhos com k-norma menor que a de P, ou uma k-coloracao parcial
ortogonal a P. A tunica pré-condicao para P é que todos os seus caminhos sejam longos
para k. De agora em diante, chamaremos de longa uma particio em caminhos cujos
caminhos sejam todos longos em relacao a k.

Note que se P é uma particao k-6tima que também ¢ longa, entao o algoritmo devolve
uma k-coloracao parcial que é ortogonal a P. Provada a corretude deste, também estard
provado que a seguinte proposicao ¢é verdadeira:

Teorema 3.3.1. Seja P uma particao k-otima de G que € longa. Entao, existe uma
k-coloragao parcial de G que é ortogonal a P.

Este é tanto um caso especifico da conjectura de Berge, quanto uma generalizacao do
teorema de Gallai-Milgram, ja que para k& = 1, podemos considerar todos os caminhos
de P como longos. No entanto, este teorema nao implica na conjectura de Berge, ja que
claramente existem grafos que admitem partigdes k-6timas (para algum k) que ndo sao
longas.

3.3.1 Descricao do algoritmo

O algoritmo Part-Longos recebe como entrada um grafo G, uma particao em cami-
nhos P deste grafo, e & € N*. Em cada iteracdo do algoritmo temos um indice i, tal
que 1 < i < k. O algoritmo analisa um conjunto de vértices X;, que é candidato a um
conjunto independente ortogonal a P. Se X; for de fato independente (caso Oa), armaze-
namos X; até o final da execu¢ao do algoritmo e tentamos encontrar o préximo conjunto
independente X;,, tomando como primeiro candidato o conjunto dos vértices imediata-
mente anteriores aos vértices de X; em P. Caso consiga encontrar o k-ésimo conjunto
independente (caso 0b), o algoritmo devolve a colecao X = {X1, Xs, ..., Xi} de conjuntos
independentes disjuntos ortogonais a P como uma k-coloracao parcial ortogonal a P.

Concomitante a busca do algoritmo por X, esse constréi trilhas alternantes parciais
Q(v) para cada vértice analisado, com a finalidade de encontrar uma trilha alternante
final T, como em Part-k-1.

O algoritmo pode terminar antes de X alcancar in[P] porque (como demonstraremos
adiante, no lema 3.3.5) esse encontra uma trilha alternante completa T tal que P’ = PAT
é uma parti¢io em caminhos com |P’|, = |P|;, — 1.
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Part-Longos(P, k, G)
Entrada

Um grafo G, um inteiro k, e uma particdo em caminhos P longa em relagdo a k.

Saida

Uma k-coloragdo parcial ortogonal a P, ou uma parti¢ao P’ com |P’| = |P|r — 1.

Inicio
X « ter[P].

Para todo v € X1, Q(v) + 0.
1< 1.

Repita:

0. Se X; é um conjunto independente:
a) Sei < k:
X1 <0
Para todo v € X;, faga:
Xit1 + X1 +v™
Qv™) = Qv) * (v,v7)
1< 1+1
b) Senao:
Devolva X = {X1, Xo, ..., X}
1. Sendo, seja e = (u,v) uma aresta incidente em dois vértices em Xj,
e seja P o caminho de P que contém v:
a) Se |Pv™|>k—i+ 1:
X+ X;+v —w
Q(v7) = Q(u) * (u,v,v7)
b) Senao:
T =Q(u) * (u,v) * (v,v",...,in(P))
Devolva P =P AT

Fim

39
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Figura 3.3: Grafo G, e a partigaio P = {(a,b,¢), (d,e, f,9),(h,i,j,k),([,m,n,0)}, que
servem como exemplo para Part-Longos.

A particao ilustrada na figura 3.3 serve como exemplo para Part-Longos para k = 3.
Inicialmente, ¢ = 1, e o primeiro candidato a conjunto independente transversal a P é X; =
{¢,g,k,0}. A aresta (c, g) é examinada na primeira iteragao pelo caso la, X; é atualizado
para X; = {c, f,k,0} e Q(f) = (¢, g, f). Na segunda iteragdo, X; é confirmado como um
conjunto independente pelo caso Oa do algoritmo. Além disso, i é atualizado para: =2, e
X, passa a ser {b, e, j,n}. Todos os vértices de X3 tém a sua trilha intermedidria definida:
Q) = (¢,b), Qe) = (¢, 9, f,e), Q(j) = (k,j) e Q(n) = (0,n). Na terceira iteragao, (e, j)
¢ analisada pelo caso la, Xy é atualizado para {b,e,i,n} e Q(i) = (c,g, f,e,j,7). Na
quarta iteragdo, Xy = {b, e,i,n} é confirmado como um conjunto independente pelo caso
Oa, i é incrementado e X3 = {a,d, h,m} é o novo candidato a conjunto independente,
com Q(a) = (c,b,a), Q(d) = (¢, f,e,d), Q) = (c;g, .51, h) € Q(m) = (0,m,m).
Na quinta iteracao, (h,m) é analisada pelo caso la, e ao final da itera¢do, X3 é atualizado
para X3 = {a,d,h,l} e Q() = (¢,g, f,e,7,i,h,m,l). Na tltima iteracdo, é analisada
a aresta (I, h), o algoritmo constréi a trilha T = (c,g, f,e, 7,4, h,m,l,h) pelo caso 1b,
e devolve P = PAT = {(a,b,c,g),(d, e, j, k), (l,h,m,n,0),(f), (i)}, composta de um
caminho longo a menos, e dois caminhos triviais a mais que P.

Para uma outra execucao de Part-Longos com a mesma particao em caminhos P,
o mesmo k, e um outro grafo de entrada G’ = G — (m,h), o algoritmo devolveria a
3-coloragao parcial X = {c¢, f, k,0},{b,e,i,n},{a,d, h,l} pelo caso 0b.
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3.3.2 Prova de correcao do algoritmo

Para provarmos a correcao de Part-Longos, devemos provar que no caso 0b, X é uma
k-coloragao parcial ortogonal a P, e que P’ devolvida no caso 1b é uma parti¢do em
caminhos tal que |P’|, = |P|p — 1.

A seguinte propriedade é claramente verdadeira, ja que quando o algoritmo determina
que X; ¢ um conjunto independente, esse permanece inalterado pelo resto da execucao do
algoritmo.

Propriedade 3.3.1. Para todo h < i, X, é um conjunto independente.
Demonstraremos também que esses conjuntos sao ortogonais a P.
Propriedade 3.3.2. Para todo h < i, X} é um conjunto ortogonal a P.

Demonstra¢ao. Durante a inicializagdo, i = 1, X7 = ter[P], e a propriedade vale. Supo-
nha que a propriedade vale em uma iteracao qualquer, e mostraremos que ela também
vale para a préxima. Para o caso Oa, é construido um novo conjunto X;,;, formado de
antecessores de elementos de X;, que ¢é claramente ortogonal a P. Para o caso la, um
vértice v de X; € substituido por seu antecessor v~. Para os conjuntos X, com g < i, eles
sao inalterados. Portanto, a propriedade vale. O

As propriedades 3.3.1 e 3.3.2 tém como resultado o lema 3.3.1.

Lema 3.3.1. Ao final do caso 0b, X = {X1, X, .. Xy} € uma k-coloragao parcial ortogonal
aP.

Antes de provarmos que |P’|, = |P|r — 1, onde P’ é a particao devolvida ao final do
algoritmo no caso 1b, demonstraremos que a trilha alternante construida por Part-Longos
respeita uma série de propriedades.

Propriedade 3.3.3. Se v € X;, entio Q(v) = 0, ou Q(v) € uma trilha alternante que
termina em uma aresta de recuo, e |Row)| — |[Aguw)| =i — 1.

Demonstragao. Na inicializagao do algoritmo, i = 1, e Q(v) = ) para todo v € X;. Logo,
a propriedade inicialmente vale para todo v € Xj.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale para a proxima. Os casos Oa e la sdo os Unicos casos do algoritmo onde
para um dado vértice v, Q(v) é atualizado. No caso la, quando v~ é inserido em X,
se essa propriedade vale para Q(u), ela também vale para Q(v™) = Q(u) * (u,v,v7),
pois em @(v~) hd uma aresta de avango e uma de recuo a mais que em Q(u). No caso
Oa, se o vértice w de X; preserva essa propriedade, o vértice w™ de X;;; também a
preserva, pois Q(w~) = Q(w) * (w,w™) tem uma aresta de recuo a mais que Q(w) e
|Row-)| — [Agw—)| = (i — 1) + 1. Logo, a propriedade vale. O



3.3. O caso das parti¢oes longas 42

Lema 3.3.2. Ao ocorrer o caso 1b, T = Q(u) * (u,v) * (v,v™,...,in[P]) é uma trilha
alternante prépria e completa com |Rr| — |Arp| =k — 2.

Demonstra¢ao. Como P é um caminho de P, claramente 7' é completa. Pela propriedade
3.3.3, temos que @(u) é uma trilha alternante com |Rg()| — |[Agw)| = ¢ — 1, e no trecho
(v,v7,...,in[P]) existem exatamente k —i+ 1 vértices (j& que o caso 1b tem como hipétese
que |Pv~| = k —1), e, portanto, k — i arestas de recuo. Logo, |Ry| — |Ar| = (i—1) — 1+
(k—1i)=k—2. O

E analoga ao caso k = 1 a demonstracao que P’ = P A T nao gera circuitos. Os
seguintes lemas e invariantes correspondem as propriedades 3.2.3, 3.2.4, ao lema 3.2.2 da
demonstragao para o caso k = 1, e sao provados da mesma forma.

Propriedade 3.3.4. Considere uma iteracdo qualquer do algoritmo. Seja u um vértice de
X; e e = (w,x) uma aresta tal que x<pu. Temos que e nao foi analisada pelo algoritmo
até esta iteragdo, e portanto nao faz parte da trilha intermedidria Q(v) para nenhum
vértice v € X;.

Propriedade 3.3.5. Para todo v € X, o subgrafo gerador de G' com conjunto de arestas
E[Q(v)] U E[P] € aciclico.

Lema 3.3.3. Sejam T a trilha alternante construida, e P' = P AT o subgrafo gerador
de G devolvido por Part-Longos no caso 1b. Temos que P’ é aciclico e, portanto (pelo
teorema 3.1.1), uma particio em caminhos.

Antes de demonstrarmos as propriedades seguintes, vamos estabelecer algumas notacgoes.
Definimos P(v) = P A Q(v) para qualquer vértice v de G com Q(v) # ). Para w, z € G,
definimos P(w, z) como o caminho da parti¢ao P(z) que contém w.

Propriedade 3.3.6. Sejam w € X; um vértice de G, e P o caminho de P que contém
w. Entdo, temos que |Pw| >k —i+ 1.

Demonstracao. Inicialmente, a propriedade vale ja que para todo w € X, temos que
w € ter[P], e |Pw| > k (ja que todos os caminhos sao longos).

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale para a préoxima. Apds uma iteracdo do caso la, a propriedade claramente
vale, j& que |Pw™| > k—i+1 neste caso. Apds uma iteragao do caso Oa, seja w™ um vértice
arbitrario inserido em X e P o caminho de w™. Entao, temos que |Pw™| = |Pw| — 1, e
i tem seu valor atualizado para i + 1. Como antes da iteracdo, |Pw| > k — i+ 1, apds a
iteragao, |Pw~| > k — (i + 1), e a propriedade é verdadeira.

m
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Propriedade 3.3.7. Para vértices w e z de X;, temos que |P(w, 2)w| >k —i+ 1.

Demonstragao. Seja W o caminho de P que contém w. Para provarmos que |P(w, z)w| >
k — i+ 1, é suficiente notar que para qualquer trilha alternante intermediaria Q(z) com
z € X;, temos que P(w,z)w = Ww. Isso é verdade, ja que E[Q(z)] é disjunto de
E[Ww] para todo z € X;. Pela propriedade 3.3.6, |[Ww| > k — i+ 1, e a propriedade é
verdadeira. O]

Propriedade 3.3.8. Para vértices distintos w e z de X;, temos que |wP(w, z)| > i.

Demonstracao. Na inicializacao a propriedade vale, ja que inicialmente ¢ = 1.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale para a proxima. Antes da atualizagdo ela vale para todo P(w,z) tal que
w,z € X; e w# z. Ao atualizarmos o algoritmo pelo caso la com uma aresta e = (a, b),
temos que Q(b7) < Q(a) * (a,b,b7) e X; < X; U{b~} \ {b}. Apds a atualizagao, para w
e z vértices distintos pertencentes a nova instancia de X;, temos que:

e Para todo P(w, z) onde w # b~ e z # b~ a propriedade continua valendo ja que o
caminho que contém w em P(z) permanece inalterado.

e Para P(b™,z), onde z # b™, a particao P(z) ¢ inalterada em relacdo a iteracao
anterior, b= P(b~,z) = (b=,b) xbP(b, z) e bP(b,z) >i. Logo [b~P(b—, z)| > i+ 1.

e Para P(w,b”) onde w ¢ {a,b”}, wP(w,b”) = wP(w,a). Como a propriedade vale
para w e a, [wP(w,b”)| > i.

e Para P(a,b”), temos que aP(a,b”) = (a,b) x bP(b,a) e bP(b,a) > i. Logo,
laP(a,b™)| > i+ 1.

Logo, a propriedade ¢ preservada ao ocorrer atualizagoes do caso la. Para o caso Oa,
para P(w, z) tal que w, z € X; 1 ew # z, como Q(z) < Q(z7)x(zT, 2), e z e w pertenciam
a caminhos disjuntos antes da atualizacao, temos que wP(w, z) = (w,w™’) x wt P(w™, 2).
Como wtP(wt, z) > i, wP(w,z) > i+ 1 e a propriedade vale.

]

Note que a propriedade 3.3.8 s6 se preserva durante a execucao do algoritmo quando
w e z sao distintos. Isso é claro, ja que para v € X;, apés um caso de atualizacao Oa
temos que [v-P(v—,v7)| = 1.

Propriedade 3.3.9. Para todo v € X;, v € ter[P(v)].

Demonstragao. Para todo v € X;, necessariamente ou Q(v) = 0 e v € ter[P], ou Q(v)
termina em uma aresta de recuo (v*,v), e pela propriedade 3.3.4, ndo ha arestas de avango
em Q(v) saindo de v. Logo, a propriedade é vélida. ]



3.3. O caso das parti¢oes longas 44

Propriedade 3.3.10. Seja v € X;. Entao, todas as arestas de avango em Q(v) fazem
parte de algum caminho longo em P(v). Além disso, todas as arestas de avango em T
fazem parte de algum caminho longo em P' =P A T.

Demonstragao. Na inicializagdo, a propriedade vale, ja que Q(v) = () para v € X;. Su-
ponha que a propriedade vale em uma iteragao qualquer, e mostraremos que ela também
vale para a préxima. Ao ocorrer uma iteracdo do caso Oa, para um vértice v~ que entra
em X, 1, nenhuma aresta de avango nova é adicionada em Q(v~) = Q(v)*(v,v™). Quanto
as arestas de avanco que estavam originalmente em Q(v), elas continuam pertencendo a
algum caminho longo em P(v™), ji que pela propriedade 3.3.9, v € ter[P(v)], e a tnica
diferenga entre P(v) e P(v™) é o particionamento do caminho P(v,v) no caminho longo
P(v,v)v~ e no caminho trivial (v) pela remogao da aresta (v—,v).

Se a atualizagao ocorrida for do caso la, suponha que a aresta e = (a, b) seja examinada
e, portanto, Q(b~) < Q(a) * (a,b,b7). Pela propriedade 3.3.7 |P(a,b)a| > k — i+ 1,
e pela propriedade 3.3.8, como a # b, |aP(a,b”)| > i. Entao, |P(a,b”)| > k, e (a,b)
faz parte de um caminho longo em P(b~). Para todas as outras arestas de avango (g, h)
de Q(b7), basta notar que antes da atualizac¢ao, pela propriedade 3.3.9, g € ter[P(a)].
Logo, os caminhos que ja incluifam arestas de avanco em P(a) permanecem inalterados
em P(b7).

A trilha T claramente satisfaz a propriedade, ja que ela vale para todos os vértices de
X; antes da iteragao final. O argumento ¢ analogo ao do paragrafo anterior. O]

Lema 3.3.4. Seja T a trilha alternante encontrada mo final do algoritmo. FEntdao a
particao P’ =P AT é composta somente de caminhos longos e caminhos triviais.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que exista P € P’ tal que 2 < |P| < k—1. Em
‘P, todos os caminhos sao longos, e pela propriedade 3.3.10, todas as arestas de avancgo de
T pertencem a caminhos longos em P’ =P AT. Logo, P deve ser um subcaminho de um
caminho W = (vq, v, ...,v;) € P. Usando a mesma numeragao dos vértices de W, sejam
v, 0 vértice inicial, e v, o vértice final de P para 1 < g < h <[. Entao, necessariamente
existe em T uma aresta de recuo (v, (vy)y), ou uma aresta de recuo ((vs)i, vn)?.

Como T é completa e vy, & in[P], ((vs)i, vn) ndo pode ser a tltima aresta de T. Se
((vn)i, ) € sucedida em T por uma aresta de recuo (vy, (vs)y), entao o caminho P nao
pode terminar em vy,. Se ((vp)fy, vs) é sucedida em T por uma aresta de avanco, entdo P é
um caminho longo pela propriedade 3.3.10. Em ambos os casos obtemos uma contradi¢ao.

E andloga a argumentacio para o caso em que existe a aresta de recuo (vg, (Vg) )
em T. Se (v,, (vy)y) é precedida por uma aresta de recuo ((v,)i,v,), entdo o caminho

25 til lembrar de que (vn)y se refere ao sucessor de vy, dentro do caminho W, conforme descrito na
sec¢ao de notagoes do capitulo 1.
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P nao pode comegar em v,. Se (vg, (vy)y,) € precedida em 7' por uma aresta de avanco,
entao pela propriedade 3.3.10 P é um caminho longo. Logo, a suposi¢ao de que existe um
caminho curto nao-trivial em P’ leva a uma contradicdo e o lema vale.

]

Lema 3.3.5. Seja T a trilha alternante encontrada no caso 1b do algoritmo. Para P’ =
P AT, temos que |P'|Z* = |P|ZF — 1.

Demonstracao. Seja T = (v1,vq,...,v;) a trilha obtida pelo algoritmo e P’ = P A T.
Mostraremos que |in[P"Z*]| = |in[P=¥]| — 1 e |ter|[P'’Z*]| = |ter[P=]| — 1.

Como T é uma trilha alternante completa, v, € ter[P] e v; € in[P]. E facil ver que v,
deixa de ser um terminal de um caminho longo e v; deixa de ser um inicial de um caminho
longo em P’.

Seja v; um vértice de T para 2 < i <[ —1. Se v; € ter[P], temos que (v;_1,v;) é uma
aresta de avanco, (v, v;11) uma aresta de recuo, e pela propriedade 3.3.10 v; é o terminal
de um caminho longo em P’. Analogamente, se v; € in[P], (v;,v;41) é uma aresta de
avanco, necessariamente (v;_1,v;) ¢ uma de recuo, e (também pela propriedade 3.3.10) ele
é o inicial de um caminho longo em P’. Se v; ¢ ter[P] U in[P], entao:

e Se (v;_1,v;) é uma aresta de avanco e (v;, v;41) uma de recuo, ou se (v;_1,v;) é uma
aresta de recuo e (v, v;41) uma de avango, v; pertence a um caminho longo sem ser
um inicial ou terminal em P’.

e Se (v;_1,v;) e (v;,v41) forem ambas arestas de recuo, entdao v; é um caminho trivial
em P’.

Assim sendo, vértices intermediarios de 1" nao alteram sua condicao de serem ou nao
iniciais ou terminais de caminhos longos, e o lema ¢ valido.

O
Os lemas de 3.3.1 a 3.3.5 sao suficientes para demonstrarmos a corretude do algoritmo.

Teorema 3.3.2. O algoritmo Part-Longos devolve em tempo finito uma particao em
caminhos P' de G tal que |P'|x = |Plx — 1, ou uma k-coloragdo parcial ortogonal a P.

Demonstracao. Se o algoritmo terminar pelo caso 0b, pelo lema 3.3.1 o conjunto X de-
volvido é uma k-coloragao parcial ortogonal a P.

Se, ao contrario, o algoritmo terminar pelo caso 1b, para a trilha T' calculada ao final
do algoritmo, pelo lema 3.3.3 temos que P =P AT é uma parti¢do em caminhos. Para
a partigao final P’ dada como resultado do algoritmo, podemos calcular |P’|; da seguinte
forma:
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Pl = kIP=H+ VP
= (k= DIP=]+ (IP=] + [VIP'<))
(k= DIP=E] + (P=H + [P<H)
= (k=DP=+|P| (3.2)

A terceira linha da equacao acima segue pelo lema 3.3.4. Também podemos arranjar
o calculo da k-norma da particao P dada como entrada ao algoritmo da mesma forma:

Pl = HP
(k = D)IP=*] + [P=F|
= (k=1)[P="+|P| (3-3)
Temos pelo lema 3.3.5 que |P'2k| — |P2*| = —1, e pelo lema 3.3.2 em conjunto com o

teorema 3.1.2 que |P’| — |P| = k — 2. Assim sendo, a diferenca entre |P’| e |P|, pode ser
calculada da seguinte formas:

Pk =Pl = (k=1)(I1P=*] = [P=*]) + (1P| - PI)
= (“k+1)+(k-2)
= —1 (3.4)
Logo, |P'|x = |P|r — 1. Em uma execugdo qualquer do algoritmo, supondo que esse

nao termine antes, teremos Xy = in[P] em no maximo V(G) iteragoes. Logo, claramente
o algoritmo termina em tempo finito, e ele é correto. O

Assim sendo, a conjectura de Berge é verdadeira para particbes em caminhos que
sejam compostas somente de caminhos longos.

Teorema 3.3.3. Se P é uma particao em caminhos k-otima de G, e todos os caminhos
de P sao longos para k, entao existe uma k-coloragao parcial ortogonal a P.



Capitulo 4

O Caso k£ = 2.

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o seguinte caso particular da conjectura de Berge:

Teorema 4.1.1. (Berger-Hartman, 2008)
Se P é uma particao em caminhos 2-o6tima de G, entdo existe uma 2-coloragao parcial

ortogonal a P.

Doravante, por simplicidade, chamamos este caso particular da conjectura de caso
k = 2. A demonstracao de Berger e Hartman segue a idéia geral das provas construtivas
apresentadas no capitulo anterior. Entretanto, o problema para o caso k = 2 mostra uma
complexidade combinatéria muito maior do que para os outros dois casos, e o principal
determinante dessa complexidade é a presenca de caminhos curtos e longos na mesma
particdo. A heterogeneidade do peso entre caminhos curtos e caminhos longos, além do
potencial para variagdo muito maior na estrutura das parti¢oes que vem a surgir, tornam
muito mais complexa uma possivel abordagem para todos os casos genéricos onde k > 1,
inclusive para este.

Em uma particao em caminhos, sao considerados curtos pela 2-norma apenas os ca-
minhos triviais. Para uma particdo em caminhos P de G, denotamos por P>! o conjunto
dos caminhos longos (com cardinalidade maior ou igual a 2) em P, e por P! o conjunto
dos caminhos triviais em P.

No restante do capitulo, descreveremos o algoritmo Part-k-2 que fornece uma prova
construtiva do teorema 4.1.1.

4.2 Definicoes

Antes de expormos o algoritmo, definiremos alguns conceitos importantes.

47
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4.2.1 Predecessor

Em Part-k-2, nao é o suficiente ter somente a informacao das trilhas alternantes inter-
medidrias. E necessario também manter informacoes sobre as alteragoes feitas nas trilhas
intermediérias (assim como nos candidatos a conjunto independente X') ocorridas a cada
iteragao do algoritmo. O algoritmo guarda essas informagoes através de um parametro
intermediario chamado de predecessor. Apds cada iteracao do algoritmo, os predecesso-
res de alguns dos vértices envolvidos na iteragao sdao atualizados. O predecessor é um
parametro do algoritmo associado a um vértice, e o predecessor de um vértice determina
a qual trilha alternante (e a qual vértice) a trilha alternante de v esté associada.

Para um dado vértice v, denotamos por p(v) o predecessor de v. Os valores p(v)
dependem da sequéncia de passos do algoritmo. Mais tarde, explicaremos como eles
sao inicializados e atualizados. Podemos interpretar’ p como uma fungao p : V(G) —
V(G) U {A} U{®}. Se p(v) = ©®, dizemos que o predecessor de v é indefinido. Se
p(v) = A, o predecessor de v é definido, porém wazio. Definimos a funcao inversa? de p
como p~t(v) = {u € V(G) : p(u) = v}.

A partir do predecessor, definimos alguns conjuntos igualmente importantes. Para um
vértice v tal que p(v) # @, definimos os antepassados de v como o conjunto de vértices
acessiveis pela poténcia da funcao predecessor. Mais formalmente:

B 0 se p(v) = A,
antp(v) = { p(v) Uantp(p(v)) se p(v) # A

Da mesma forma, os descendentes de v sao os vértices acessiveis pela aplicacao de uma
operacao analoga a poténcia da inversa do predecessor. Mais formalmente:

desc(v) = { ? se p~(v) =0,
Uwep-1(){w} U desc(w) se p~'(v) # 0.

Veremos logo adiante que a relagdo de predecessores determina a relacao de trilhas
alternantes e candidatos a conjuntos ortogonais dentro de Part-k-2.

4.2.2 'Trilha alternante intermediaria Q(v)

Para um vértice v com predecessor bem definido (p(v) # ©®), definimos recursivamente
a trilha alternante intermediaria Q(v) da seguinte forma:

1. Se v € ter[P]:

!Note a diferenca entre os conceitos de antecessor de v (v™) e predecessor de v (p(v)).
2Note que a fungdo predecessor ndo é injetora, e a sua funcio inversa mapeia um elemento de V(Q)
a um conjunto.
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e Se p(v) = A, entdo Q(v) = 0.

e Senao, se p(v) = u para u e v distintos, entdao Q(v) = Q(u) * (u,v).
2. Se v ¢ ter[P]:

e Se p(v) =vT, entdo Q(v) = Q(vh) x (v, v).

e Se p(v) = u, e u e v pertencem a caminhos distintos em P, entdo Q(v) =

Q(u) * (u, v, v).

Em todos os casos descritos, note que a trilha Q(v) consiste de Q(p(v)) concatenado
a um pequeno trecho que liga v até p(v). Note também que, para o caso 2 da definigao,
nao foi descrito o subcaso onde {p(v) = w : w # vt e w pertence ao mesmo caminho que
v}; esse caso nao foi considerado, visto que ele nunca ocorre no algoritmo Part-k-2.

Pela defini¢do acima, a trilha Q(v) pode ser indeterminada se houver um ciclo na
funcdo de predecessores; ou seja, se v € desc(v). Na propriedade 4.6.1 provaremos que
esta situagao nao ocorre dentro da execucao do algoritmo.

4.2.3 Conjunto examinado Y e o conjunto candidato X

O algoritmo Part-k-2, assim como Part-k-1 e Part-Longos, mantém um conjunto X =
{X1, X5} que é um candidato a uma 2-colorac¢ao parcial ortogonal a P, onde X; e X,
sao dois conjuntos de vértices ortogonais a P, e disjuntos entre si. O conjunto X é
determinado em func¢ao do conjunto de trilhas alternantes intermediarias (v) definidas
dentro da execugao do algoritmo (e portanto, definido indiretamente a partir do conjunto
de predecessores do algoritmo).

Definimos a funcdo ¢ : V(G) — N onde ¢(v) é definido para todo vértice v tal que
p(v) # ®. Denominamos ¢(v) como a cor de v. Para os vértices v com Q(v) = 0, ¢(v) = 2
caso v € V[P!] e ¢(v) = 1 caso contrario. Para os outros vértices (com Q(v) # 0),
definimos:

() = { |Row)| — [Agw)| +1 se in[Q(v)] € ter[P~1],
|Row)| — [Aqw)| +2 se in[Q(v)] € V[PY].

Mostraremos depois que durante a execugao do algoritmo, para todo v com predecessor
definido, ¢(v) € {1,2}. Também mostraremos que dentro de um caminho P os vértices v
tais que c¢(v) = 1 sempre estao mais proximos de ter[P] que os vértices tais que ¢(v) = 2.
Além disso, pela definigdo acima, o pardmetro ¢(v) poderia ser indeterminado se houvesse
um ciclo na fungao de predecessores; ou seja, se v € desc(v). Provaremos depois que esta
situa¢do nao ocorre dentro da execugao do algoritmo. Veremos também que in[Q(v)] €

ter[P].
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Considere o conjunto Y = {Y;, Y5} tal que para um vértice v, temos que v € Y U Y,
se e somente se p(v) # ©. Ou seja, Y1 UY, é o conjunto dos vértices com predecessor
definido dentro do algoritmo. O parametro c¢(v) determina a qual dos conjuntos de Y o
vértice v pertence: ¢(v) =i se e somente se v € Y;. Denominamos Y como o conjunto de
vértices examinados pelo algoritmo. A partir do conjunto Y;, definimos X; = {v : v € V]
e nao existe w tal que w € Y; e wepv}. Denotamos X = {X;, Xo}. Intuitivamente, X; é
o conjunto dos vértices em Y; que estdo mais préximos de in[P].

4.2.4 Remorso

Em Part-k-2, para um vértice v € G qualquer, Q(v) é determinado pelo conjunto
de predecessores dentro do algoritmo. Uma situacao critica ocorre ao atualizarmos o
predecessor de um vértice v, tal que desc(v) # (). Pela definicdo dada, todos os seus
descendentes devem ter a trilha alternante, e, possivelmente a sua pertinéncia a Y atu-
alizados. Esta é uma situacao que envolve atualizagoes ocorridas em iteragoes anteriores
do algoritmo, e deve ser tratada de alguma forma.

Em consonancia com a implementac¢ao original do algoritmo mostrada no artigo de
Berger e Hartman, no algoritmo Part-k-2 evitamos a execucao de atualizagoes que nao
sejam locais e relativas a iteragao corrente. Para isso, foi introduzida a no¢ao de remorso:
o remorso € um procedimento que é aplicado a um vértice qualquer v com predecessor
definido e remove a lista de descendentes de v, efetivamente desfazendo as operacoes feitas
até entdao em desc(v).

O remorso somente é aplicado a vértices de Y. Segue adiante a descrigao desse pro-
cedimento:
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Remorso(v)

Para todo w € desc(v):

e Sewt eY:

p(w) = w?

Q(w) + Q(w™) * (w, w)
e Senao:

p(w) + ©,Q(w) 0
Yy < Yo \ {w}

Note que o remorso nunca altera predecessores e trilhas alternantes de vértices per-
tencentes a Y.

4.2.5 Conjunto W (v)

Para um vértice v pertencente a Y,, W(v) é o primeiro descendente (ou o conjunto
dos primeiros descendentes) de v pertencente(s) a Y;. E referenciado em alguns casos do
algoritmo para encontrar a trilha alternante final 7. Mais formalmente,

W(v) = {w € V(G) : w € desc(v) NY; e antp(w) NY; = 0}
Veremos na propriedade 4.5.6 que W (v) C V[P1].

4.3 Descricao do algoritmo

Assim como nos algoritmos Part-k-1 e Part-Longos, o algoritmo Part-k-2 consiste em
uma sequéncia de iteragdes sobre um grafo G e uma parti¢ao inicial P de G, onde em
cada iteracdo, um candidato a conjunto ortogonal (uma 2-coloragdo parcial para o caso
de Part-k-2) a P é analisado. No caso k = 1, s6 era necessario encontrar um conjunto
independente ortogonal a P. No caso restrito a particoes longas, era necessario encontrar
k conjuntos independentes disjuntos entre si ortogonais a P, mas o exame podia ser
feito considerando somente um conjunto independente por iteracao. No caso k = 2, por
estarmos lidando com caminhos curtos, este método “guloso” de exame nao funciona tao
facilmente. Os dois candidatos a conjuntos independentes (que sdo X; e X3) podem
sofrer mudangas em qualquer iteracao do algoritmo, e sao considerados simultaneamente
durante toda a execucao do algoritmo. Os conjuntos X; e Xy sdo disjuntos entre si, e
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se em uma dada iteracao sdo ambos independentes, entao o algoritmo termina e devolve
X = {Xj, Xy} como uma 2-coloragdo parcial ortogonal a P.

A construcao da trilha alternante, como nos algoritmos anteriores, também tem por
fim o descobrimento de uma particdo em caminhos em G com menor 2-norma que P.
Esta operagao se torna muito mais complexa em Part-k-2, e requer maior detalhamento
e conceitos adicionais. Nos algoritmos anteriores, a trilha alternante intermediaria de um
vértice que entra em X em uma dada iteragao é baseada na trilha alternante intermediaria
de um vértice que ja se encontra definida antes desta. Em Part-k-2, a construcgao da trilha
alternante final pode envolver partes de trilhas alternantes intermediarias de diferentes
vértices. Além disso, diferentemente dos algoritmos anteriores, vértices que tém sua
trilha alternante definida em um ponto do algoritmo podem ter sua trilha removida ou
modificada. Essas modificacoes adicionais justificam o uso do predecessor para facilitar a
modificagdo e a decomposicao das trilhas alternantes intermediarias.

Um outro aspecto complicador é que, ao incluir caminhos curtos (triviais), o algoritmo
necessariamente deve contemplar possibilidades onde a trilha alternante transforme de
maneira mais radical a particao dada como entrada. Nas novas particoes geradas, cami-
nhos curtos podem se tornar vértices de caminhos longos (incluindo terminais, iniciais e
vértices intermedidrios), e vértices de caminhos longos também podem ser separados em
caminhos triviais. Desta forma, o esquema para determinar se uma dada trilha alternante
“melhora” a particdo atual também ¢é mais detalhado, e é baseado principalmente no
calculo de ¢(v): ou seja, na diferenga entre arestas de avango e arestas de recuo, além da
questao se a trilha alternante se origina de um terminal de caminho longo ou curto.

Para a analise das propriedades e teoremas nas secoes seguntes, classificaremos os casos
em dois tipos. Os casos em que o algoritmo termina devolvendo uma particao P’ com
menor 2-norma que P a partir de uma trilha alternante 7' (2¢, 3¢, 4, 5, 6) sdo chamados
casos de melhora. Os outros em que o algoritmo atualiza os predecessores e demais
varidveis do algoritmo, e prossegue a sua execucao (1, 2a, 2b, 3a e 3¢) sdo chamados casos
de atualizacdo. O caso 0 do algoritmo é um caso a parte, e ocorre quando o algoritmo
encontra uma 2-coloracao parcial ortogonal a P.
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Part-k-2 (G, P)
Entrada:

Um grafo GG, e uma particdo em caminhos P de G.

Saida:

Uma 2-coloragao parcial ortogonal a P, ou uma parti¢io P’ de G com |P’|2 < |P|2.

Inicializacao:

Para todo vértice v € ter[P]:

p(v) X, Q(v) + 0

Para todo vértice v € ter™[P~1]:

p(v) = v", Qv) « (vF,0)

Para todo outro vértice v, p(v) <+ @.
Yy « ter[P>1], Yo < ter=[P>1 U V[PL];

Iteracao

0.

Se X1 e X3 sdo conjuntos independentes, entdo devolva a 2-coloracgdo parcial X = {X7, X5 }.

Sendo, seja e = (u,v) uma aresta incidente em dois vértices, ambos em X7, ou ambos em Xs.

. Se u,v € Xo, v € V[PH\in[P>1]:

p(v7)
Qv™) + Qu) * (u,v,v7)
Yo+ YoU {’U_}

Se u,v € Xo, v € V[P

a) Se desc(v) = 0:
p(v) u
Q(v)  Q(u) * (u,v)
Y1+ Y1 U {v}
Yo + Yo\ {v}

b) Se desc(v) # 0 e desc(v) N (YL U{u}) = 0:
remorso(v)
p(v) u
Q(v) < Q(u) * (u,v)
Y1 « Y1 U {v}
Yo + Yo\ {v}

c) Se desc(v) N (Y1 U{u}) # 0:

53
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Se u € desc(v):
T + Q(u) * (u,v)
Devolva P' =P AT
Se u ¢ desc(v):
Seja w um vértice pertencente a W(v):
T+ Q(u) * (u,v) *x vQ(w)
Devolva P =P AT
3. Se u,v € X1, v,v” € V[P \in[P>1]:
a) Se desc(v™) = O
p(v7) < u
Q(v7) « Qu) * (u,v,v7)
Yi+<YiU{v}
Yo+ Yo\ {v7}
Se p(v™7) =@
plo") = v~
Q) Q)+ (v, 07
Yo~ YoU{v "}
b) Se desc(v™) # 0 e desc(v™)NY; = :
remorso(v™)
p(v7) +u
Q™) « Q) * (u,v,07)
i+« YViu{v}
Yo« Yo \{v™}
Se p(v™7) =@
pv™") =0
Qv™) Q) *(v7,v77)
Yo« YoU{v "}
c) Se desc(v™)NYy # O
Se u € desc(v™):
T+ v~ Qu) * (u,v,v7)
Devolva P =P AT
Se u ¢ desc(v™):
Seja w um vértice pertencente a W (v):
T+ Qu) * (u,v,v7) * v~ Q(w)
Devolva P =P AT
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4. Se u,v € Xy, v € V[PL]:

Se u € desc(v):
T+ vQ(u) * (u,v)
Devolva P =P AT
Se u ¢ desc(v):
T+ Q(u) * (u,v)
Devolva P =P AT
5. Se u,v € Xa, v € in[P~1]:

T+ Q(u) * (u,v)
Devolva P’ =P AT

6. Se u,v € X1, v~ € in[P>1]:

T + Q(u) * (u,v,v7)
Devolva P =P AT

B ®

& ——-&

Figura 4.1: Grafo G e a partigdo em caminhos P = {(a,b,¢), (d, e, f), (g, h,1), (4, k), (1)}

Tomemos como exemplo para o algoritmo a particao P = {(a,b,¢), (d,e, f), (g, h, 1),
(7,k), (1)} do grafo G ilustrado na figura 4.1. Durante a inicializa¢do do algoritmo, para
todo vértice v € ter[P] = {c, f,i,k, 1}, temos p(v) = A, e Q(v) = 0. Para os vértices
pertencentes a ter—[P>!], temos que p(b) = ¢, Q(b) = (¢, b), p(e) = f, Qe) = (f,e),
p(h) =i, Q(h) = (i,h), p(j) = k e Q(j) = (k,j). Para um vértice z € {a,d, g}, temos
que p(z) = ® (e pela defini¢ao, Q(x) é indefinido). Pela defini¢ao da fun¢do ¢(v) dada na
segdo 4.2.3, temos que Y1 = Xy = {¢, f,i,k} e Yo = Xo = {b,e,h, j, 1}
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A ordem de exame das arestas em Part-k-2 é importante, e ordens de exame diferentes
podem gerar resultados diferentes. Neste exemplo, analisaremos trés ordens de exame
distintas.

1. Na primeira ordem de exame, a primeira aresta examinada é (c, f), onde ¢, f €
Xi. Pelo algoritmo, ocorre uma atualizacio do caso 3a (ja que p~t(e) = 0 e,
portanto, desc(e) = ). Entao, temos que p(e) = ¢, p(d) = e (ja que p(d) =
©® antes desta iteragao), Q(e) = (¢, f,e), Q(d) = (¢, f,e,d), Y1 = {¢, f,i,k, e},
X; = {ce,i,k} e Yo = Xo = {b,d, h,j,l}. A segunda aresta examinada é (e, 1),
onde e,7 € X;. Novamente, trata-se de uma ocorréncia do caso de atualizacao
3a, e temos que p(h) = e, p(g) = h, Q(h) = (¢, f,e,1,h), Qg) = (¢, f,e,1,h,9),
Yi=A{c fik,e,h}, X9 = {c,e,hk} e Yo = Xo ={b,d,g,7,l}. A terceira aresta
examinada é (h, k), onde h,k € X;. Como j € in[P>!] (onde j é o antecessor de k),
o algoritmo encerra a execu¢ao com o caso 6, com T = (¢, f,e, i, h, k,j) e devolve

P’ = {(a.b,c. /). (d.ei). (9.h. K). (). (D},

2. Na segunda ordem de exame, a primeira aresta examinada é (e, h), onde e, h €
Xs. Pelo algoritmo, ocorre uma atualizagdo pelo caso 1, e temos que p(g) = e,
Q(g> = (f,@,h,g)7 Yi=X = {C7f7i7k} , Yo = {b7eahajal7g} e Xo = {b7€7gvj7l}'
A segunda aresta examinada é (g,l), onde g,l € X5. Pelo algoritmo, ocorre uma
atualizacdo pelo caso 2a, e temos que p(l) = g, Q(l) = (f,e,h,g,1), Y1 = X; =
{c, [,i,k, 1}, Yo = {b,e,h,j,g} e Xo = {b,e,g9,7}. A terceira aresta examinada é
(¢, f), onde ¢, f € X;. Como desc(e) = {g,l} el € Y}, o algoritmo encerra em
uma ocorréncia do caso 3c¢. Temos que W (e) = {l}, e portanto T' = Q(c) * (¢, f, e) *
eQ(l) = (¢, f,e, h,g,1). O algoritmo devolve P’ = {(a, b, ¢, f), (d,e, h,1),(g,1),(j, k) }

como uma particao com menor 2-norma que P.

3. Na terceira ordem de exame, a primeira aresta examinada é (e, h), onde e, h € Xs.
Pelo algoritmo, ocorre uma atualizagdo do caso 1, e temos que p(g) = e, Q(g) =
(f7€7h7g>7 Yi = X1 = {Cvaiak} , Yo = {b7e>h7j>l7g} e Xy = {b7e>g7j7l}' A
segunda aresta examinada é (c, f), onde ¢, f € X;. Como desc(e) = {g}, ocorre
uma atualizacao pelo caso 2b. Inicialmente, é aplicado o procedimento de remorso
no vértice e, e apds a sua aplica¢ao, temos que p(g) = ®, Q(g) = 0 e g ndo pertence
mais a Y. O restante das atualizagoes relativas ao caso 2b sdo aplicadas, e apos
a atualizagdo temos que p(e) = ¢, p(d) = e, Qe) = (¢, f,e), Q(d) = (¢, f,e,d),
Yi =A{c f i,k e}, X1 = {c,e,i,k} e Yo = X5 = {b,d, h,j,l}. As duas préximas
arestas a serem analisadas sdo, nesta ordem, (e,i) e (h,k). Deixamos a cargo do
leitor verificar que o resultado do exame dessas arestas e o resultado final sdo os
mesmos que o exemplificado na primeira ordem de exame.
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4.4 Analise dos casos de atualizacao

Em Part-k-2; varias propriedades do algoritmo sao determinadas direta ou indireta-
mente pela lista de predecessores. Nesta secao, a partir das alteracoes feitas sobre os
predecessores e das aplicagoes da fung¢ao remorso obteremos as alteragoes sobre os demais
parametros nos casos de atualizacao do algoritmo, mediante a aplicacado das regras de
derivacgao.

Para o caso 1, nao ha alteragao do predecessor ou da trilha alternante para quaisquer
vértices que ja pertenciam anteriormente a Y. Para v~, temos que p(v™) + u, e Q(v™) +
Q(u) * (u,v,v™). O trecho (u,v,v") de Q(v~) consta de uma aresta de avango e uma de
recuo. Logo, apés a atualizacdo, c(v™) = c(u) = 2. Logo, v~ passa a pertencer a Y.

Para o caso 2a, o inico vértice que tem seu predecessor e sua trilha alternante alterada
é v. Temos que p(v) < u, e Q(v) < Q(u) * (u,v). Como (u,v) é uma aresta de avango,
temos que c¢(v) = c(u) — 1 = 1. Entédo, v deixa de pertencer a Y5, e passa a pertencer a
Yi.

Para o caso 3a, os tnicos vértices com atributos passiveis de alteragdo sdo v~ e v~ .
Para v~, obtemos p(v™) < u, Q(v™) « Qu) * (u,v,v") e c(v") = ¢(u) = 1. Caso
p(v™7) seja indefinido antes do comego da iteragao, temos que p(v=") «— v~, Qv ") «
Q) *x (v, v )eclvT")=clvT)+1=2.

Para os casos 2b e 3b, a aplicacao de remorso em v garante que desc(v) = (). Logo, as
demais atualizagdes que seguem durante aquela iteracao sao as mesmas que nos casos 2a
ou 3a, respectivamente.

4.5 Invariantes simples do algoritmo

As seguintes propriedades sdo demonstradas via analise direta dos casos de atualizacao
do algoritmo. Sao verdadeiras durante a inicializacao de Part-k-2, e mantidas apds cada
iteragao subsequente do algoritmo.

Propriedade 4.5.1. Se em uma dada itera¢ao do algoritmo, um vértice v pertence a Y7,
para todas as iteracoes subsequentes temos que v € Y.

A propriedade é claramente verdadeira, ja que o remorso somente afeta Y3, e em
nenhum dos casos de atualizacao do algoritmo um vértice é removido de Y;. Ja, a propri-
edade 4.5.2 segue claramente pela analise do caso 3 do algoritmo.

Propriedade 4.5.2. Seja v um vértice pertencente a Y;. Se em uma dada iteracdo do
algoritmo temos que p(v) = w, entdo para todas as iterag¢oes subsequentes temos que

p(v) = w.
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Temos como corolario da propriedade 4.5.2 a propriedade seguinte:
Propriedade 4.5.3. Para v € ter[P>!], p(v) = \.
J& a propriedade seguinte segue da discussao feita na secao 4.4.

Propriedade 4.5.4. Para quaisquer dois vérticesv € Y1 ew € Yy em um mesmo caminho
P, sabemos que wpv.

Propriedade 4.5.5. Se v é um vértice de G tal que p(v) = ®, temos que p~*(v) = 0.

Demonstragao. Pela discussao do algoritmo na secao 4.4, em qualquer subcaso de atu-
alizagdo temos que se p(v) < w, necessariamente p(w) # ©. Como a propriedade vale
durante a inicializacao do algoritmo, ela também vale em qualquer iteracao. O

Propriedade 4.5.6. Seja v um vértice pertencente a Xo. Entao W(v) C V[P?].

Demonstragcao. Durante a inicializagao do algoritmo, a propriedade vale, ja que para todo
v € Xy, temos que desc(v) NY; = 0 e, portanto, W(v) = .

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale na proxima. Ao final do caso 1, para o vértice v~ inserido em X5, temos que
desc(v™)NY; = 0, pela propriedade 4.5.5. Ao final dos casos 2a e 2b, temos que v passa a
fazer parte de W (u), mas como v € V[P'] a propriedade vale. Ao final dos casos 3a e 3b,
temos que desc(v™) = () (no caso 3b, gragas & aplica¢ao do remorso) e que, se v~ tiver
predecessor definido nesta iteracao, desc(v™") = () (novamente, pela propriedade 4.5.5),
e W(v) = 0. Logo, a propriedade continua valendo. ]

Propriedade 4.5.7. Os conjuntos X, e Xy sao ambos ortogonais a P e X1 N Xy = (.

Demonstracao. Pela definicao dada na secdo 4.2.3, claramente Y1NY5 = (), e como também
X; é um subconjunto de Y;, temos que X; N Xy = (). Também é claro que X; e X, sao
sempre dois conjuntos ortogonais a P, pela analise dos casos feita na secao 4.4.

m

Propriedade 4.5.8. Para todo v € Y, temos que Q(v) é uma trilha alternante. Além
disso, se v nao € um caminho trivial em P, entdo Q(v) termina em uma aresta de recuo.

Demonstracdo. Na inicializacao do algoritmo, a propriedade claramente é valida. Supo-
nha entao que ela vale em uma iteracao qualquer e mostraremos que ela vale na proxima.

Se ocorre o caso 1, somente Q(v™) é alterado, e temos que Q(v™) = Q(u) * (u,v,v7).
Como necessariamente u é um caminho curto, ou Q(u) termina em uma aresta de recuo,
Q(v™) é uma trilha alternante que termina em uma aresta de recuo.
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Se ocorre o caso 2a ou 2b, somente (Q(v) é alterado (desconsiderando o conjunto de
vértices removidos pelo remorso, que nao mais pertencem a Y), e temos que Q(v) =
Q(u) * (u,v). Como necessariamente u é um caminho curto, ou @(u) termina em uma
aresta de recuo, @(v) é uma trilha alternante.

Se ocorre o caso 3a ou 3b, somente Q(v~) e Q(v™ ") sao passiveis de sofrer qual-
quer alteragao (novamente, desconsiderando os vértices afetados pelo remorso), e temos
Q(v™) = Q(u) * (u,v,v7), que é uma trilha alternante que termina em uma aresta de
recuo. Caso Q(v~ ") seja alterado, temos que Q(v=") = Q(v™) * (v~,v~ ") também é uma
trilha alternante que termina em uma aresta de recuo. Portanto, para todos os casos de
atualizagdo a propriedade continua valendo. O

4.6 Invariantes principais do algoritmo

Propriedade 4.6.1. Se um vértice u pertence a 'Y, entio u ¢ desc(u).

Demonstracdo. Na inicializacdo do algoritmo, a propriedade claramente vale. Suponha
que esta propriedade vale em uma iteracao qualquer, e mostraremos que ela também vale
na proxima. No final do caso 1, v~ é inserido em Y, mas como desc(v™) = ) (pela
propriedade 4.5.5) a propriedade vale. No final dos casos 2a e 2b, temos desc(v) = ) (no
caso 2b, gragas a aplicagdo do remorso).

No final dos casos 3a e 3b, se v~ foi incluido em Y, entao desc(v=") = (). Além disso,

desc(v™) = (), (para o caso 3b, devido a aplicagdo do remorso). Logo, a propriedade vale.
m

Para os préximos lemas, denotamos @ = U,y F[Q(v)].
Lema 4.6.1. O subgrafo gerador com conjunto de arestas E[P]UQ é aciclico.

Demonstragao. Na inicializacao do algoritmo, para todo v para o qual Q(v) é definido,
temos que A,y = 0, logo E[P] UQ = E[P] e a propriedade vale.

Suponha que a propriedade vale no final de uma iteragao e provaremos que ela também
vale no final da préxima iteracao. Para isso, faremos a suposic¢ao contraditéria de que apos
a atualizacao de @) dentro da iteragdo atual, um circuito C foi formado em E[P]UQ. Em
todos os casos de atualizacao do algoritmo, a tnica aresta de avanco adicionada em qual-
quer trilha pertencente a () é uma aresta e = (u,v), analisada por ferir a independéncia
de X. Logo, necessariamente C' deve incluir (u,v).

Como (u,v) pertence a C, e C' forma um circuito em E[P]U @, deve existir também
uma outra aresta d = (w,x) pertencente a C, tal que z<pu. Suponha que = e u ambos
pertengam a Y7, ou ambos pertencam a Y. Pela definicao de X, isso implica que u ¢ X,
contradizendo nossa hipotese inicial. Também nao pode ser o caso de que u € Y5 e
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x € Y; pela propriedade 4.5.4. Entao, u € Y7 e z € Y5, e em C deve existir uma aresta
f=(a,b)eQtalquea €Y ebeYs.

Na iteracdo em que f foi adicionada a @), a e b pertenciam ambos a X7, ou ambos a
X5. Necessariamente, deviam pertencer ambos a X5, ja que pela propriedade 4.5.1, um
vértice pertencente a X; nao pode passar a pertencer a X, em uma iteragdo posterior.
Também ¢é necessario que a tenha alterado sua pertinéncia de Y5 para Y; em alguma
iteracio apds f ter sido analisada. Nessa iteracao posterior, se a € V[P!], uma aresta
(h,a) foi examinada pelo algoritmo em uma itera¢ao na qual ocorria necessariamente o
caso 2b (ja que pela existéncia de (a,b), desc(a) # 0). Por outro lado, se a € V[P>!]
(lembrando que a ¢ ter[P>!], ou este vértice seria atribuido a Y; pela inicializagao do
algoritmo), entdo uma aresta (h,a™) foi examinada pelo algoritmo em uma iteragdo na
qual ocorria necessariamente o caso 3b. No entanto, em ambos os casos ocorre remorso(a)

com a exclusdo da aresta (a,b) de ), e temos uma contradigao.
m

Lema 4.6.2. O subgrafo gerado por P' =P AT € aciclico.

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos que E[P] U @ nao contém circuitos. Em todos
os casos de melhora do algoritmo, ocorre a insercao de no maximo uma aresta de avango
e = (u,v) ndo pertencente a () em T. Pela mesma argumentagao do lema anterior, temos
portanto que E[P]UQ U {(u,v)} é aciclico. Como P AT C E[P]UQ U {(u,v)}, P’ é
necessariamente um grafo aciclico.

O
Lema 4.6.3. Part-k-2 termina em tempo finito.

Demonstragao. Pela propriedade 4.5.1, sabemos que Y] nunca decresce durante a execugao
do algoritmo. No caso 1, Y5 sempre cresce, e apesar de ser possivel que Y, decresca nos
casos 2 e 3, nestes dois casos Y; sempre cresce. Logo, podemos garantir que com um
numero finito de iteragdes, o algoritmo acaba encontrando uma 2-coloragdo ortogonal a
P, uma trilha alternante que pode gerar uma particao em caminhos com menor 2-norma,
ou o algoritmo chega a um ponto em que todos os vértices de in™ [P~ U P! estdao em X7,
e o algoritmo termina. O

4.6.1 Tipos de trilhas alternantes

Nos casos de melhora de Part-k-2, queremos encontrar uma particao em caminhos com
menor 2-norma que a particao dada como entrada pelo algoritmo. Para uma particao P
qualquer, o seguinte vale:
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Pl = 2/P7H + [P
= [P+ (P +|PY)
= |P7H+ P (4.1)

Entao, é possivel estabelecer a diferenca entre a 2-norma de duas parti¢oes em cami-
nhos P’ e P de um mesmo grafo pela seguinte equagao:

[P'la = [Pl = [PZH = [P +|P| - |P|. (4.2)

Sejam 7" uma trilha alternante completa e P’ = P A T. Pelo teorema 3.1.2, podemos
calcular |P’| — |P| a partir da diferenca entre as arestas de avango e de recuo de 7.
Felizmente, como T é completa, podemos obter um método de calcular a diferenca entre
o numero de caminhos longos de P e P’. Para tal, classificaremos as trilhas alternantes
completas nos seguintes tipos:

e [ — [ (longo-longo) se in(Q) € ter[P>' e ter(Q) € in[P>1],
e [ — ¢ (longo-curto) se in(Q) € ter[P>1] e ter(Q) € V[P,
) €

VI[P e ter(Q) € in[P~],
)

) se in(
e ¢ — [ (curto-longo) se in(Q
e ¢ — ¢ (curto-curto) se in(Q) € V[P!] e ter(Q) € V[P!].

Dentre as trilhas alternantes completas do tipo ¢ — ¢, também categorizaremos entre
as trilhas alternantes completas que também sdo circuitos alternantes, e as que nao sao®.

Lema 4.6.4. Sejam T = (vy,vs, ...,v;) uma trilha alternante em relagdo a uma particdo
P, P'=PAT, ev; um vértice de T para 2 < i <1—1. Entdo, v; € in[P~'] se e somente
se v; € in[P>1], e v; € ter[P>1] se e somente se v; € ter[P>1].

Demonstragdo. Se v; € ter[P~!], entdo necessariamente (v;_1,v;) é uma aresta de avanco,
(v, vi41) uma de recuo, e v; continua sendo o terminal de um longo em P’. Analogamente,
se v; € in[P>!], entdo (v;,v;41) é uma aresta de avango, (v;_1,v;) é uma aresta de recuo,
e v; permanece como o inicial de um caminho longo em P’.

Se v; € V[P, as arestas (v;_1,v;) e (v;,v;41) de T sdao ambas de avanco, e v; €
PN (in[P7 U ter[P'>1]). Se v; € P71\ (in[P>!] U ter[P>']) (ou seja, v; é o vértice
intermedidrio de um caminho longo em P) e T passa por v; uma vez, para 0 caso em

3Note que, embora a propriedade 4.6.1 previna o surgimento de circuitos alternantes para trilhas
alternantes intermedidrias, nada impede que um circuito alternante seja obtido ao final de um caso de
melhora. Veja a figura 4.2 para um exemplo disso.
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que (v;_1,v;) é uma aresta de avanco e (v;,v;41) uma de recuo, ou para o caso em que
(vi—1,v;) é uma aresta de recuo e (v;, v;41) uma de avango, claramente v; permanece como
o intermediario de um longo em P’. Caso ambas as arestas sejam de recuo, entao v; é
isolado, e se torna o vértice de um caminho trivial em P’

Finalmente, se v; € P>\ (in[P>!] U ter[P>!]), pode ser o caso que T passe por v;
duas vezes. Uma das vezes deve ser com uma aresta de avanco entrando e uma de recuo
saindo, e outra vez deve ser com uma aresta de recuo entrando e uma de avanco saindo
de v;. Neste caso, é claro que v; também permanece como o intermediario de um caminho

longo em P’. Logo, em todos os casos analisados a propriedade vale. O
Lema 4.6.5. Sejam T = (v, va, ...,v;) uma trilha alternante completa e P’ =P AT. Se
T € do tipo | — 1, entao P> = |P>Y — 1. Similarmente, se T ¢ do tipol —c, c —1 ou
um circuito alternante do tipo ¢ — c, entdo |P'>'| = |P>1|. Se T ¢é do tipo ¢ — ¢, e nio é
um circuito alternante, entdo |P">1| = P> + 1.

Demonstracdo. Faremos a contagem pela diferenga entre o ntimero de iniciais e terminais
de caminhos longos em P’ e P. Claramente, para um vértice v ¢ 7', v é um inicial /terminal
de um caminho nao-trivial em P se e somente se v é um inicial/terminal de um caminho
nao-trivial em P’. Além disso, pelo lema 4.6.4, vértices intermediarios de T nao fazem
diferenga na contagem. Assim sendo, calcularemos a diferenca de iniciais/terminais entre
P e P’ pelas extremidades de T, vy e v;.

Se vy € ter[P>!], entdo vy ¢ ter[P>']. Logo, ter[P”>'] = ter[P>'] \ {vi}. Por
raciocinio andlogo, se v; € in[P~1Y], v, & in[P">1], e, portanto, ter[P'>!] = ter[P>']\ {v/}.

Como arestas de avanco sao as uUnicas arestas de T' que incidem em caminhos curtos,
temos que se v; € V[P!], entdo v; € in[P>!]. Igualmente, se v; € V[P!], entdo v; €
ter[P'>!]. TIsso a menos que T seja um circuito alternante, onde v; = v; ¢ ter[P">!] U
in[P">1].

Logo:

e Se T é do tipo I — I, ter[P>!] = ter[P>'] \ {v1} e in[P>1] = in[P>!] \ {v}.

e Se T ¢édo tipo [ —c , entao ter[P>1] = (ter[P71\ {vi}) U{v} e in[P">!] = in[P>!].

Se T' ¢ do tipo ¢ — [, entdao in[P">!] = (in[P>1] \ {v/}) U{v} e ter[P">1] = ter[P>1].

Se T é do tipo ¢ — ¢ e ndo é um circuito alternante, entao ter[P'>!] = ter[P> U {v;}

e in[P”] = in[P>H U {v}.

e Se T é um circuito alternante do tipo ¢ — ¢, entao ter[P">1] = ter[P>!] e in[P">!] =

in[P>1].

A contagem de longos segue trivialmente da contagem de iniciais e terminais feita
acima. [l
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4.7 Casos de melhora

Teorema 4.7.1. Ao final dos casos 2c, 3¢, 4, 5 ou 6 do algoritmo, temos que P’ =P AT
¢ uma particao em caminhos de G, tal que |P'ly = |Pla — 1.

Demonstracao. Como foi provado no lema 4.6.2, o subgrafo gerador de G representado
por P’ =P AT é aciclico. Portanto, é suficiente provarmos que 7" é uma trilha alternante
prépria e que a equagao [P’y — [Pl = ([P — |P>Y) + (|P'] — |P|) = —1 vale.

Para calcularmos a diferenca entre o nimero de caminhos longos usamos a catego-
rizacao do lema 4.6.5, e para calcularmos a diferenca entre o ntimero de caminhos totais,
usamos o resultado exposto no teorema 3.1.2; isto é, que |P’| — |P| = |Rr| — |Ar|. Espe-
cificamente, demonstraremos que a trilha devolvida em cada caso de melhora cai em um
dos seguintes casos:

e T édotipol—1com |Ar| — |Rr| = 0.

T ¢é do tipo ¢ — I com |Ar| — |Rr| = 1.

T é do tipo | — ¢ com |Arp| — |Rr| = 1.

e 7' ¢é do tipo ¢ — ¢ e ndo é um circuito alternante, com |Ar| — |Ry| = 2.

e T é um circuito alternante com |Ar| — |Rr| = 1.

Para todos os casos acima, temos claramente que |P’|s — [Pl = —1.
Caso 2c

Como v é um caminho curto tal que v € Y3, entdo p(v) = A e Q(v) = 0. Seu € desc(v),
entao in[Q(u)] = v, e |Agw)|—|Row)| = 0. Logo, T = Q(u)*(u, v) é um circuito alternante
com |Ar| —|Rr| = 1.

Se u ¢ desc(v) e desc(v) NY; # (), entdo, pela propriedade 4.5.6, temos que w €
V[P!'] (Iembrando que w é o primeiro vértice de desc(v) NY;). Pela propriedade 4.5.8,
T = Q(u) * (u,v) * vQ(w) é uma trilha alternante completa. Se in[Q(u)] € V[P, T é
do tipo ¢ — ¢ com |Ap| — |Ry| = 2. Sendo, se in[Q(u)] € ter[P>!], T é do tipo [ — ¢ com
|Ar| — [Rr| = 1.

Caso 3¢

Pela propriedade 4.5.6, w € V[P!]. Se u ¢ desc(v™), entdo T = Q(u) * (u,v,v7) *
v~Q(w) é uma trilha alternante completa. Se in[Q(u)] € V[P!], T ¢ do tipo ¢ — ¢ com
|A7| — |Rr| = 2. Se in[Q(u)] € ter[P~!], T ¢ do tipo | — ¢ com |Ar| — |Ry| = 1.
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Se u € desc(v™), entdo também u € desc(w). Logo, T = v~ Q(u) * (u,v,v") =
v Q(w) * wQ(u) * (u,v,v7) = wQ(u) * (u,v,v~) * v-Q(w) é um circuito alternante do
tipo ¢ — ¢ com |Ar| — |Rr| = 1.

Veja o exemplo da figura 4.3. A ordem de exame das arestas é ((g, 7), (i,m), (a,c), (b, e), (e, h)).
Neste caso, T' = (a,c,b,e)x(e,h)x(h,g,7,i,m) e P' ={(a,c,d), (b,e,h),(f,g,7,7), (i,m)}.
Ao alterarmos a ordem de exame deste exemplo para ((a,c), (b,e), (e, h)), a 2-coloracao
parcial X = {{a,b, f,i,m},{d, e, g,1}} é encontrada.

a a
®

It

G H

Figura 4.2: Grafo G ilustrando uma ocorréncia do caso 3¢ do algoritmo. O grafo H ilustra
uma ocorréncia do caso 2c. As trilhas alternantes encontradas ao final de cada caso sao
(d,c,b,d) para o grafo G, e (d, b, a,d) para o grafo H.

‘d

Figura 4.3: Exemplo do caso 3¢ para o subcaso onde u ¢ desc(v).
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Caso 4

Se u ¢ desc(v), construimos a trilha alternante T' = Q(u) * (u,v). Caso in[Q(u)] €
ter[P>'], T é do tipo [ — ¢, com |Ap| — |Ry| = 1. Caso in[Q(u)] € V[P'], T é do tipo
¢ — ¢ (mas nao um circuito alternante), com |Ar| — |Rr| = 2.

Se u € desc(v), temos que T' = vQ(u) * (u,v), e T" é um circuito alternante do tipo
c—ccom |[Ar| — |Rr| = 1.

Caso 5

Construimos a trilha alternante T = Q(u) * (u,v). Se in[Q(u)] € V[P, T é do
tipo ¢ — [ com |Ar| — |Rr| = 1. Sendo, se in[Q(u)] € ter[P>!], T é do tipo [ — [ com
|Az| — |Rr| = 0.

Caso 6

Se u ¢ desc(v™), construimos T' = Q(u) * (u,v,v7). Se in[Q(u)] € V[P, entdao Q é
do tipo ¢ — [ com |Ar| — |Ry| = 1. Sendo, se in[Q(u)] € ter[P>1], entdo Q é do tipo [ — 1
com |Ar| —|Rr| = 0.

Se u € desc(v™), entdo, pela mesma justificativa dada no caso 3¢, T = v~ Q(u) *
(u,v,v7) é um circuito alternante do tipo ¢ — ¢ com |Ar| — |Rr| = 1.

Temos como exemplo do caso 6 a figura 4.4. A ordem de exame das arestas é
((bye), (e, f),(d,g),(g,c),(b,e)), o circuito alternante resultante é T = (b,e,d,g,¢,b) e

P ={(a,b,e, f),(d,g,¢)}.

Em todos os casos acima, claramente P’ = P A T é uma partigdo em caminhos (ja
que todas as trilhas alternantes intermedidrias envolvidas seguem a propriedade 4.5.8) tal
que |P'|y =[Pl — 1.

O

O teorema anterior em conjunto com o lema 4.6.3 e a propriedade 4.5.7 provam que o
algoritmo funciona corretamente.

Corolario 4.7.1. Part-k-2 devolve uma 2-coloracdo parcial ortogonal a P, ou uma particao
em caminhos P’, tal que |P’'|y < |P|y em tempo finito.

Teorema 4.7.2. (Berger-Hartman, 2008)
Se P é uma particao em caminhos 2-6tima de G, entdo existe uma 2-coloracdo parcial
ortogonal a P.
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Figura 4.4: Exemplo do caso 6 com geracao de circuito alternante.

4.8 Modificagoes com relacao ao artigo original

Ambos os algoritmos para o caso k = 1 e para o caso k = 2 foram baseados no
artigo de 2008 de Berger e Hartman[23]. Para a exposi¢do destes, tomamos a liberdade
de efetuar uma série de modificagoes sobre a demonstragao original, especialmente para
o caso k = 2. Algumas modifica¢oes foram feitas de modo a corrigir eventuais erros
e reformular, introduzir ou esclarecer conceitos do artigo original. Além disso, varias
demonstragoes foram reescritas, expandidas ou introduzidas neste texto.

No artigo original, o conceito de fotografia(snapshot) é a estrutura matemética central
do algoritmo. A fotografia é um conjunto ordenado de arestas do grafo GG, que correspon-
dem as arestas examinadas pelo algoritmo, na ordem em que foram examinadas, sendo
excluidas algumas arestas em casos especiais determinados (como o nosso caso 3 do al-
goritmo, e em operagoes de remorso). Uma execugao do algoritmo pode ser resumida
pela fotografia, e ela determina de maneira complexa outras estruturas como os prede-
cessores e os path segments (estrutura correlacionada ao conceito de trilhas alternantes
intermedidrias deste trabalho). A fotografia tem uma série de propriedades bem defini-
das. A demonstracao de que a execucao do algoritmo determina uma sequéncia de arestas
que constitui uma fotografia (ou seja, que preserva essas propriedades) é implicita, e a
demonstragao de corretude do algoritmo é baseada nas propriedades da fotografia. Ao
reescrever a demonstragdo, preferimos remover completamente o conceito de fotografia,
em favor de uma demonstracao mais centrada nos proprios algoritmos e suas invariantes.
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Algumas corregoes ao artigo original também se mostraram necesséarias para contornar
certos casos andmalos que ocorriam na demonstragao original.

O caso do algoritmo original que corresponde ao caso 2c¢ deste capitulo nao trata de
maneira especial quando u ¢ desc(v). Essa condigdo teve que ser adicionada e tratada
a parte como um caso de melhora do algoritmo, ja que se u € desc(v), a aplicagdo de
remorso pode excluir u de Y, fazendo com que @(v) seja indeterminado (isto ocorre na
partigao do grafo H, no exemplo mostrado na figura 4.2).4

Nos casos do algoritmo original que correspondem aos casos 3a e 3b, nao existe o
teste condicional que determina se p(v=") = (); p(v™") é sempre atualizado e v~ = é
sempre inserido em Y5. No entanto, isso pode levar a uma perda do predecessor de
v~ ", e possivelmente a um “ciclo de predecessao” onde v~ € desc(v™") e Qv ") é
indefinido. Veja o exemplo da figura 4.5 — com o exame das arestas (b, e), (d,g) e (g, f),
Q(d) = Qe) = Q(g) = (d,e, f,g,d), e ndo é possivel determinar corretamente c(v) para
nenhum desses vértices.

Também modificamos a rotina da atualizacao de Y, durante a aplicacao do remorso.
Na funcao original, todos os descendentes de v sdo removidos de Y5. No entanto, ao
aplicarmos a funcdao de remorso, é possivel chegar a situagdo em que ha um caminho
P € P onde YN P =0 e, portanto, X, nao é transversal a P.

a d

e

Figura 4.5: Exemplo de um caso anémalo no artigo original.

f

4Em correspondéncia recente com a profa. Hartman, ela reconheceu o problema e propds uma solucio
que é, para todos os efeitos, a mesma que usamos neste texto.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

E digno de nota que as demonstragdes dos teoremas 3.2.2, 3.3.3 e 4.7.2 provam, para
seus respectivos casos particulares, uma proposicao um pouco mais forte que a conjectura
de Berge. Nessas demonstracoes, as cores das coloragoes parciais construidas nao se
“intercalam” entre si.

Essas demonstragoes sugerem um fortalecimento da conjectura de Berge. Para um
caminho P = (v1, v, ...,v,) € v;,v; € P, dizemos que v; precede v; se i < j.

Conjectura 5.0.1. Sejam G um grafo orientado, k um inteiro positivo, e P uma particao
em caminhos k-dtima de G. Entdo, eziste uma k-coloragdo parcial C = {Iy, I, ..., I}}
ortogonal a P, onde para todo caminho P € P, seu € I;, v € I;, u,v € P e v precede u
em P, entdo j > 1.

A conjectura 5.0.1 foi proposta por Hartman [24]. Como um exemplo de uma coloragao
parcial que nao segue essa propriedade, temos aquela retratada na figura 1.4 do Capitulo
1.

Pode-se perguntar se a técnica usada no algoritmo para o caso k = 2 (isto ¢, a
construcao de trilhas alternantes e a obtencdo da diferenga simétrica entre uma trilha
alternante e a partigdo original) pode ser estendida para uma demonstracdo do caso
geral da conjectura de Berge. Para esta questao, é preciso notar que uma das propri-
edades mais 1teis das trilhas alternantes é aquela dada pelo teorema 3.1.2: isto é, que
|P'| — |P| = |Rr| — |Ar|. Para o caso k = 1, esta é claramente uma propriedade inte-
ressante, ja que é possivel obter varias particdes em caminhos alternativas candidatas e
calcular a 1-norma delas facilmente somente a partir das trilhas alternantes construidas
(onde a trilha alternante final representa aquela que tem menor 1-norma que a parti¢ao
original). Para o caso k = 2, também trata-se de uma propriedade til, j& que nesse caso
sO existem dois tipos de caminhos: caminhos longos e caminhos triviais.

No entanto, para k > 3, a diferenca entre o niimero de caminhos de duas particoes
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distintas ndo ¢ uma informacao suficiente para o calculo da k-norma, e esse fato se reflete
na demonstracao do teorema 3.3.3 para particoes compostas somente de caminhos longos.
Para essa demonstragdo, sao exploradas certas propriedades de P(v) = P A Q(v), e a
demonstragao se torna mais complexa. Portanto, as propriedades sobre trilhas alternantes
mostradas nos capitulos 3 e 4 provavelmente nao sao suficientes para uma demonstragao
do caso geral da conjectura de Berge.

Uma das hipoteses que considerei enquanto estudava o problema era a de simplificar
a demonstrag¢ao abandonando completamente a nocao de trilha alternante, e de preservar
apenas a abordagem iterativa. Nessa abordagem, o algoritmo se baseia na construcgao
de “partigbes em caminhos intermediarias” P(v). A idéia é equivalente & definicao dada
no Capitulo 3, onde se é definido P(v) = P A Q(v). Segue uma versao alternativa do
algoritmo Part-k-1 segundo essa idéia.

Part-k-1-Alt (P, G)

Entrada

Um grafo GG, e uma particao em caminhos P de G.

Saida

Um conjunto independente ortogonal a P, ou uma particao P’ com |P’| < |P].

Inicio

X « ter[P].
Para todo vértice v € X, P(v) « P.

Repita:

0. Se X é um conjunto independente, entao devolva X:

1. Sendo, seja e = (u,v) uma aresta incidente em dois vértices em X:

a) Se v ¢ in[P]:

X<+~ X+ov —w.

Pw™) « Pu) + (u,v) — (v, v).
b) Se v € in[P]:

T« Q(u) * (u,v).

Devolva P' = P(u) + (u,v).
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Fim

Os dois lemas seguintes descrevem invariantes claras do algoritmo acima. Lembremos
que P(v) se refere ao caminho de P que contém v, ¢ P(v,w) se refere ao caminho da
partigdo P(w) que contém v.

Lema 5.0.1. Para todo v € X, P(v) € uma partigio em caminhos de G tal que |P(v)| =
|P| e v € ter[P(v)].

Demonstrag¢ao. Durante a inicializagdo do algoritmo, para v € ter[P] a propriedade cla-
ramente vale.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracao qualquer, e mostraremos que ela
também vale na préxima. Ao ocorrer o caso la, temos que |P(u)| = |P| e u € ter[P(u)].
Portanto, sdo substituidos os caminhos P = (p1,ps,...,u) € Q@ = (q1,...,v7,0,...,q) de
P(u) pelos caminhos R = (p1,p2,..,u,0,...;q) ¢ S = (q1,...,v7) em P(v~). Logo,
|P(v7)| =|P|, e v~ € ter[P(v7)]. O

Lema 5.0.2. Para v e w vértices de X, temos que P(v,w)v = P(v)v.

Demonstra¢ao. Durante a inicializacao do algoritmo, para quaisquer v, w € ter[P], P(v,w)
P(v) e a propriedade vale.

Suponha que a propriedade vale em uma iteracdo qualquer, e mostraremos que ela
também vale na préxima. Assim como na demonstracdo do lema anterior, ao ocorrer
o caso la, sdo substituidos os caminhos P = (p1,p2,...,u) e @ = (q1, ..., v, v,....,q) de
P(u) pelos caminhos R = (p1,pa, ..., U, v, ...,q) € S = (q1, ...,v~) em P(v™). Pelo fato que
P(v,u)v = Qu = P(v)v, temos que P(v—, v )v~ =5 = P(v™)v~. Para P(j,v7)j, onde
Jj # v, temos que P(j,v7)j = P(j,u)j.

Quanto a P(k,l)k, onde | # v~, basta notar que as outras partigoes permanecem
inalteradas apos a iteracao. Como a propriedade valia para estes segmentos de caminhos
antes da iteracao ser executada, ela continua valendo apés a iteracao. Logo, a propriedade
vale durante toda a execucao do algoritmo. O]

Assim, segue uma breve demonstracao da corretude de Part-k-1-Alt.
Teorema 5.0.1. P’ é uma particio em caminhos tal que |P'| = |P| — 1.

Demonstrac¢ao. Ao ocorrer o caso 1b pela execugao do algoritmo, necessariamente pelo
lema 5.0.1, u € ter[P(u)], e pelo lema 5.0.2 temos que P(v,u)v = P(v)v. Como v € in[P],
entdo v € in[P(u)]. Como u é o terminal de um caminho, e v é o inicial de um outro
caminho em P(u), é possivel concatenar estes dois caminhos com a adigao da aresta (u, v)
a P(u). Obtemos, portanto P’, tal que |P'| = |P(u)] —1=|P| — 1. O
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Acredito que a mesma abordagem funcione para o caso das parti¢oes longas. No
entanto, para o caso k = 2, essa simplificacdo é insuficiente, e a utilidade das trilhas
alternantes mostra-se clara. Em certos casos de melhora (como, por exemplo, no caso
3¢), o algoritmo Part-k-2 constréi uma nova particdo em caminhos a partir de partes de
diversas trilhas alternantes. Para fazer o mesmo para k = 2, um algoritmo do mesmo tipo
que Part-k-1-Alt, que considera somente particoes em caminhos possiveis na busca por
uma particdo menor, provavelmente teria que bifurcar a execuc¢ao ao analisar caminhos
curtos. Isso poderia acarretar em um ntmero exponencial de particoes analisadas, coisa
que Part-k-2 engenhosamente evita pela adicao de diversos pequenos casos particulares,
e pela possibilidade de encontrar partigoes novas ao combinar partes de particoes em
caminhos encontradas por meio do uso de trilhas alternantes.
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