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Abstract

The (vertex) visibility graph of a polygon is a graph that gathers all the visibility infor-
mation among the vertices of the polygon. Three relevant problems related to visibility
graphs are: characterization, recognition and reconstruction. Characterization calls for a
set of necessary and sufficient conditions that every visibility graph must satisfy. Recog-
nition deals with the problem of determining whether a given graph is the visibility graph
of some polygon. Reconstruction asks for the generation of a polygon whose visibility
graph is isomorphic to a given visibility graph.

In this work, we study these problems on a restricted class of polygons, namely, convex
fans: polygons that contain a convex vertex in its kernel. This work is comprised of two
main results. The first one presents three necessary conditions that visibility graphs of
convex fans must satisfy. We also show that those conditions are necessary and sufficient
for visibility graphs of convex pseudo-fans. As a byproduct, we show that we can construct
the vertex-edge visibility graph of a convex fan in general position from its vertex visibility
graph. In the second major result, we show that we can reduce the reconstruction problem
of unimonotone polygons to the same problem for convex fans.
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Resumo

Grafos de visibilidade entre vértices de poligonos sao estruturas que resumem as informa-
¢oes de visibilidade de tais vértices. Existem trés relevantes problemas relativos a grafos
de visibilidade: caracterizacao, reconhecimento e reconstrucao. O problema da caracte-
rizagdo consiste em encontrar um conjunto de condigOes necessarias e suficientes para a
classe de grafos de visibilidade. A procura de uma forma algoritmica para se reconhecer
quando um grafo é de visibilidade define o problema de reconhecimento. O problema
de reconstrucao trata da questao de se reconstruir um poligono a partir de um grafo de
visibilidade de tal forma que este seja isomorfo ao grafo de visibilidade do poligono.

Neste trabalho, abordamos estes problemas para uma subclasse destes grafos: grafos
de visibilidade de leques convexos. Dois resultados principais sao apresentados nesse tra-
balho. O primeiro deles ¢ um conjunto de trés condi¢oes necessarias que um grafo de
visibilidade de um leque convexo deve satisfazer. Adicionalmente, mostramos que estas
condigOes sao necessarias e suficientes para grafos de visibilidade de pseudo-leques conve-
xos. Um resultado colateral deste processo é a equivaléncia entre grafos de visibilidade
entre vértices, e grafos de visibilidade vértice-aresta, para leques convexos em posicao
geral. O segundo resultado consiste em que podemos reduzir o problema de reconstrucao
de poligonos unimondtonos para o mesmo problema para leques convexos.
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Capitulo 1

Introducao

Grafos de visibilidade sao grafos que condensam as relacoes de visibilidade entre objetos
geométricos de um conjunto como: vértices de poligonos, segmentos, pontos, barras e
retangulos.

Existem trés problemas relevantes relativos a grafos de visibilidade: caracterizagao,
reconhecimento e reconstrucao [35]. O problema da caracteriza¢ao consiste em encontrar
um conjunto de condigoes necessarias e suficientes para a classe de grafos de visibilidade.
A procura de uma forma algoritmica para reconhecer quando um grafo é um grafo de
visibilidade define o problema de reconhecimento. O problema de reconstrugao trata
da questao de se reconstruir um conjunto de objetos geométricos a partir de um grafo
de visibilidade de tal forma que este seja isomorfo ao grafo de visibilidade do conjunto
construido.

Esta dissertacao busca tratar desses trés problemas para uma classe especial de poli-
gonos descrita a seguir. Um poligono ¢ chamado de leque se 0 mesmo possui um vértice v,
chamado de vértice universal, que enxerga todos os pontos nao pertencentes ao exterior do
poligono. Caso este vértice seja um vértice convexo no poligono, o poligono é denominado
leque convexo. Uma propriedade interessante de leques convexos é que qualquer poligono
pode ser decomposto em leques convexos. Logo, a caracterizacao de grafos de visibilidade
de leques convexos pode ajudar na caracterizagao de poligonos simples em geral.

Existe muito interesse teérico em grafos de visibilidade [24, 34], uma vez que sua
caracterizagao pode levar a um maior entendimento da estrutura dos objetos geométricos
e de outros problemas de visibilidade como o problema da galeria de arte.

Aplicagoes de grafos de visibilidade incluem o problema de posicionamento de redes
de antenas em terrenos, onde as antenas necessitam ter visibilidade mutua por questoes
de conectividade [13]. O terreno é abstraido como um poligono com buracos [12] e a sua
resolucao envolve encontrar o clique méaximo no grafo de visibilidade do poligono. Grafos
de visibilidade também sao utilizados em sistemas multi-agentes com visibilidade limitada



[11]. O objetivo é recuperar informagoes geométricas sobre o local através de medigoes
de varios agentes. Outra aplicacdo envolve planejamento urbano com anélise de grafos de
visibilidade [49]. A visualizacao entre entidades de um banco de dados e VLSI ( Very Large
Scale Integration - integracao de larga escala) também utilizam grafos de visibilidade [47].
Aplicagoes de grafos de visibilidade envolvem ainda computacdo de caminhos minimos
em poligonos e decomposigao de objetos bidimensionais em clusters [24].

O restante desta dissertacao estd dividida em cinco capitulos. O segundo capitulo
apresenta resultados da literatura sobre grafos de visibilidade. O capitulo subsequente
apresenta todas as defini¢oes, notagoes, convencgoes e alguns resultados necessarios para
o entendimento do restante da dissertacao. O Capitulo 4 trata da caracterizacao de le-
ques convexos e pseudoleques convexos. Um dos resultados principais desta dissertacao
é descrito nesse capitulo. No quinto capitulo é discutida a dificuldade dos problemas de
reconhecimento e reconstrucao para grafos de visibilidade de leques convexos. Apresenta-
mos a relagao entre leques convexos e poligonos unimonoétonos nesse capitulo. O tultimo
capitulo apresenta as conclusoes desta dissertacao e uma breve discussao sobre trabalhos
futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica e Problemas
Relacionados

Este capitulo apresenta alguns resultados da literatura sobre grafos de visibilidade e pro-
blemas relacionados. Alguns conceitos apresentados neste capitulo utilizam defini¢oes
que, por questao de organizagao do texto, estdo no capitulo seguinte.

Dois pontos p e g sao mutuamente visiveis se o segmento pg nao é obstruido por nenhum
obstaculo. Dois vértices sao adjacentes em um grafo de visibilidade se dois pontos dos
objetos associados aos vértices sao mutuamente visiveis. A definicdo de obstrucao e a
natureza do segmento dependem da estrutura geométrica do problema especifico.

No contexto de grafos de visibilidade, os seguintes objetos ja foram estudados: poli-
gonos, conjunto de barras, pontos, segmentos e retangulos. Apresentaremos alguns tipos
de grafos de visibilidade em seguida. Para uma revisao mais completa consulte [24].

2.1 Grafos de visibilidade de barras, retangulos e seg-

mentos
S1
: 59 |
—
: : S3
| ——e
LS4

Figura 2.1: Um conjunto de barras no plano e seus segmentos de visibilidade.

Um dos primeiros tipos de grafos de visibilidade considerados e caracterizados foram
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os grafos de visibilidade de barras. Um grafo G é um grafo de visibilidade de barras se o
mesmo pode ser associado a um conjunto B de segmentos de retas horizontais, chamados
de barras, disjuntos no plano (veja Figura 2.1). Dois vértices v; e v; sao adjacentes se as
duas barras s; e s;, associadas aos vértices, sao mutuamente visiveis, ou seja, se existe um
segmento de reta vertical ligando s; e s; que ndo intercepta outro segmento [50]. Grafos
de visibilidade de barras sao grafos st planares (i.e., grafos planares que contém uma
representagao planar na qual todos os vértices de corte estdo na mesma face) [50].

Figura 2.2: Um conjunto de retangulos no plano e seus segmentos de visibilidade.

Em grafos de visibilidade de retangulos, o objeto geométrico representado pelos vértices
sdo retangulos isotéticos sem sobreposicao (veja Figura 2.2). Dado um conjunto R de
retangulos isotéticos com comprimento e altura positivas, dois retangulos A e B sao
verticalmente (horizontalmente) visiveis se existe um segmento de reta paralelo ao eixo
vertical (horizontal) cujas extremidades estejam na fronteira de A e B. Esse segmento nao
pode interceptar o interior ou fronteira de qualquer um dos demais retangulos de R. A
reta de visibilidade é considerada espessa se a reta pode ser estendida para um retangulo,
onde dois lados opostos estao contidos em A e B [47]. O problema de reconhecimento de
grafos de visibilidade de retdngulos é NP-completo [42].

Entretanto, Streinu et al. [47] apresentaram grafos de visibilidade de retangulos to-
pologicos. Estes grafos contém mais informagdes combinatérias sobre a visibilidade do
conjunto de retangulos, como a ordem e a direcao. Eles estao completamente caracteri-
zados e seu reconhecimento e reconstrugao podem ser feitos em tempo polinomial [47].

Seja B um conjunto de segmentos disjuntos no plano (veja Figura 2.3) cujas extre-
midades definem um conjunto de pontos S. Dois pontos p; e p; de S sao mutuamente
visiveis se eles sao incidentes em um mesmo segmento de B ou o segmento aberto de reta
pip; nao intercepta nenhum segmento de B. Um grafo de visibilidade de segmentos é um
grafo cujo conjunto de vértices é S e dois vértices sao adjacentes no grafo se seus pontos
associados sdo mutuamente visiveis [18].

Para grafos de visibilidade de segmentos, os trés problemas, caracterizacao, reconhe-
cimento e reconstrugao, estdao em aberto até o momento [24]. Existe apenas uma carac-
terizacao para grafos planares que sao grafos de visibilidade de segmentos [18].
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\\ p6 7

. -7, D5
)”/ ’

* P4

Figura 2.3: Um conjunto de segmentos e as arestas de visibilidade entre os extremos dos
segmentos.

2.2 Grafos de Visibilidade de Poligonos

vy
(% V9 U4
(%5 v3
U3
V9
U6
Y6 vl 01 V12 VU3 Ugly Vg5 V5UG Vgl
(a) Poligono P (b) Gv(P) (¢) Gve(P)

Figura 2.4: Um poligono, o grafo de visibilidade de seus vértices e seu grafo de visibilidade
vértice-aresta.

Na literatura de grafos de visibilidade, grafos de visibilidade de poligonos (veja Figura
2.4) formam a classe mais estudada devido a sua relagdo com o problema da galeria de
arte [34] e caminhos minimos euclidianos [23]. Até o momento da escrita deste texto, os
trés problemas mencionados: caracterizagao, reconhecimento e reconstrucao, ainda estao
em aberto para a classe de grafos de visibilidade de poligonos [24]. Mas, sabe-se que o
problema de reconstrugao esta em PSPACE [15].

Trés abordagens diferentes para os problemas mencionados foram utilizadas na litera-
tura: restricao da classe de poligono, restricao da classe de grafos e adi¢ao de informagoes
geométricas sobre o poligono. Estas trés abordagens sao tratadas nas subsegoes a seguir.

2.2.1 Casos Especiais de Poligonos

Mesmo que os problemas de caracterizagao, reconhecimento e reconstrugao para grafos de
visibilidade de poligonos simples nao estejam resolvidos, existem alguns resultados para
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(a) espiral

Figura 2.5: Um poligono espiral e um poligono torre.

casos especiais de poligonos. Mencionaremos alguns em seguida. Para uma revisao mais
completa consulte [35, 24].

Um poligono simples é chamado de espiral (veja Figura 2.5a) se ele contém exatamente
uma cadeia reflexa e uma cadeia convexa de vértices. Grafos de visibilidade de poligonos
espirais sao uma subclasse de grafos de intervalo [15].

Um poligono torre (veja Figura 2.5b) é um poligono simples formado por duas cadeia
de vértices reflexos e uma aresta conectando duas extremidades das cadeias. Seu grafo de
visibilidade contém um subgrafo bipartido de permutacao [8, 6] obtido pela remocao de
arcos correspondentes as arestas das cadeias reflexas e de um no isolado.

v

Figura 2.6: Um leque convexo cujo vértice universal é v.

Para leques convezros (veja Figura 2.6), ElGindy usa uma estratégia de decomposicao
para tentar desenhar um grafo qualquer G' no plano como um grafo de visibilidade de
um leque convexo [14]. O algoritmo procura decompor G em subgrafos através de arestas
especiais chamadas de diagonais maximas de maneira que cada subgrafo ¢ embutido no
plano separadamente. Nao é claro se é possivel fazer esta decomposi¢ao para todo grafo
de visibilidade de leques convexos.

A caracterizagdo de grafos de visibilidade foram anunciadas [2, 1] em dois artigos
futuros em diferentes trabalhos. Porém, estes trabalhos nao nunca foram publicados até
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*v
Vo Loy

(a) (b)

Figura 2.7: Exemplos de poligonos unimondétono e escada. Note que a direcao de mono-
tonicidade do poligono unimondtono nao ¢ a mesma da base.

0 momento.

Abello et al. apresentaram condigOes necessarias para grafos de visibilidade de poli-
gonos escada [1] (veja Figura 2.7b). Esta classe de poligonos é uma subclasse dos leques
convexos. A suficiéncia das condigdes e um algoritmo para reconstrugao foram anunciados
para um artigo futuro que até este momento nao foi publicado. Bidokhti [3] apresenta
uma prova simplificada das condigdes necessarias para poligonos escadas e mostra a rela-
¢ao dos mesmos com terrenos [3]. Colley [7] mostrou que o reconhecimento de grafos de
visibilidade de poligonos escada é equivalente ao reconhecimento de grafos de visibilidade
de poligonos unimondétonos.

2.2.2 Caracterizacao de Grafos de Visibilidade

Ao invés de restringir a classe de poligonos, alguns autores da literatura tentaram restringir
a classe de grafos de visibilidade. Ghosh [22, 23] mostrou que grafos de visibilidade nao
sao uma subclasse dos grafos perfeitos, circulares ou cordais.

Um grafo G é exoplanar se existe um desenho planar do mesmo no qual todos os
vértices estdo contidos na face nao limitada do plano. Um grafo G exoplanar é maximal
quando a adigdo de qualquer aresta resulta em um grafo nao exoplanar. ElGindy [14]
provou que todos os grafos exoplanares maximais sao grafos de visibilidade de algum
poligono simples.

Everett et al. [17] demonstraram que existe uma familia infinita de sub-grafos indu-
zidos minimais proibidos para grafos de visibilidade. A familia é construida através de
modificagoes no grafo de Grotsch (veja Figura 2.8). Esse grafo ndo é um grafo de visibi-
lidade, ja que para toda ordenacao dos seus vértice, existe um ciclo ordenado sem corda

[33], ou seja, o grafo nao atende a primeira condigao necessaria do Ghosh (veja Lema
3.4.1).
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Figura 2.8: O grafo de Grotsch.

Ghosh [24] apresentou quatro condigoes necessarias (veja Segao 3.4.1, pagina 16) que
um grafo em conjunto com um circuito hamiltoniano do mesmo deve satisfazer para ser um
grafo de visibilidade de algum poligono simples. Uma dessas condigoes foi fortalecida por
Everett [17] e subsequentemente provada ser necessaria [44]. No desenvolvimento dessas
condigbes, varios contra-exemplos foram estabelecidos [17, 46, 44] para as conjecturas
de suficiéncia das condi¢bes. Além dessas condigoes apresentada por Ghosh, Coulard e
Lubiw desenvolveram outra condi¢ao necessaria adicional para grafos de visibilidade de
poligonos [9].

Everett apresentou um algoritmo para verificar se um grafo satisfaz a primeira con-
di¢do necesséria (veja Lema 3.4.1) em O(n?) [15]. Ghosh mostrou que as duas primeiras
condigbes necessarias por ele apresentadas (veja Lemas 3.4.1 e 3.4.2) podem ser verificadas
em O(n?) [22, 23].

Abello e Kumar definem uma classe de grafos chamada de grafos quasi-persistentes [2]
que equivalem aos grafos que atendem as condi¢Oes necessarias descritas nos Lemas 3.4.1
e 3.4.2 correspondentes as duas primeiras condi¢oes necessarias apresentadas por Ghosh
[24]. No mesmo trabalho, os autores apresentaram quatro condigoes necessirias para
um grafo quasi-persistente ser um grafo de visibilidade de um poligono simples. Ghosh
mostrou que essas condi¢oes podem ser derivadas da terceira e quarta condicao necesséaria
(veja Lemas 3.4.2 e 3.4.4) apresentadas por ele [23].

2.2.3 Adicionando mais Informacoes sobre o Poligono

Dada a dificuldade dos problemas envolvendo grafos de visibilidade, alguns autores adici-
onaram mais informagoes geométricas do poligono para os problemas de caracterizagao,
reconhecimento e reconstrucao, na tentativa de deixar o problema mais facil, em termos
de complexidade. Esta subsecao apresenta algumas abordagens da literatura.

Streinu e O’Rourke apresentaram grafos de visibilidade vértice-aresta (veja Figura 2.4)
como sendo grafos que condensam informagoes de visibilidade entre vértices e arestas do
poligono [37]. Os mesmos autores também generalizaram a nogao de visibilidade para
pseudo-visibilidade em pseudopoligonos (veja Se¢ao 3.6.1) definidos em uma pseudocon-
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figuragao de pontos [36]. Eles apresentaram algumas condigoes necessérias para grafos de
visibilidade vértice-aresta (veja Se¢do 3.7) e provaram a suficiéncia dessas condigoes para
grafos de visibilidade vértice-aresta de pseudopoligonos com um algoritmo de reconstrucao
de um pseudopoligono [36].

Everett et al. apresentaram o conceito de informagao de perfuragao (stabbing infor-
mation) de um poligono [19]. Os autores mostraram que as informagoes de perfuracgao
contém estritamente mais informacao que grafos de visibilidade interno e externo entre
vértices, mas menos informacao que o tipo de ordem dos vértices de um poligono.

2.2.4 Problemas Classicos em Grafos de Visibilidade

O estudo de algumas propriedades envolvendo problemas classicos em grafos pode ajudar
no entendimento da classe de grafos de visibilidade de poligonos.

O problema do clique maximo em grafos de visibilidade de poligonos simples é um
problema em aberto até o momento [24]. Ao contrério da sua versao para grafos gerais, nao
se sabe se o problema para grafos de visibilidade é NP-dificil. Se o circuito hamiltoniano
correspondente a sequéncia de vértices da fronteira do poligono for também dado como
entrada, existe um algoritmo polinomial para encontrar o clique maximo em um grafo de
visibilidade de um poligono simples [25].

O problema do conjunto dominante minimo em grafos de visibilidade corresponde ao
problema da galeria de arte e, portanto, é NP-dificil [34, 24].

Shermer [41] mostrou que o problema de encontrar o conjunto independente maximo
para grafos de visibilidade é NP-dificil. Esse mesmo problema com a adi¢ao do circuito
hamiltoniano correspondente a sequéncia de vértices da fronteira do poligono como en-
trada continua em aberto. Neste caso, Ghosh et al. [25] apresentaram um algoritmo
polinomial para encontrar o conjunto independente méaximo para grafos de visibilidade
de leques convexos.



Capitulo 3

Definicoes e Estado da Arte

Este capitulo é dedicado a introducao de conceitos e convengoes utilizados nesta dis-
sertacao. Assumimos que o leitor esteja familiarizado com algumas defini¢oes béasicas
encontradas em geometria computacional, grafos, topologia e geometria projetiva. Caso
contrério, é recomendada consulta a [39, 5, 30] nos seus respectivos tépicos.

3.1 Definicoes, Notacoes e Convencoes Basicas

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos, notagoes e convengoes que serao utilizados
no decorrer do texto.

Dizemos que um conjunto de pontos S no plano estd em posicio geral se o mesmo
nao contém trés pontos colineares. Seja P um poligono com conjunto de vértices V' =
{vo, v1, ..., vp_1} € conjunto de arestas £ = {eg,e1,...,e,_1}. Assuma que V estd total-
mente ordenado de acordo com a ordem induzida pelos indices (i.e., v; < v; se e somente
sei < jeuv,_1 £ v) e que esta ordem corresponde ao sentido anti-horario dos pontos da
fronteira do poligono em relagao ao seu interior.

A partir deste ponto, assuma que qualquer aritmética de indices é modulo n. Uma
aresta e; € E corresponde a aresta v;v;41.

Um poligono esta em posicao geral se o seu conjunto de vértices estd em posigao geral.
Qualquer poligono mencionado a partir deste ponto deve ser entendido como um poligono
simples e sem buracos.

3.2 O Plano Projetivo e Transformacoes Projetivas

Neste trabalho, utilizaremos tanto o plano euclidiano quanto o plano projetivo. Esta
secao busca dar uma breve introducao a alguns conceitos relativos ao plano projetivo e

10
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Meo

loo

Figura 3.1: Um exemplo de transformagao perspectiva

Lo

Figura 3.2: Ilustragao da topologia de uma reta no plano projetivo

transformacgoes projetivas. Para uma abordagem mais completa, consulte as referéncias
(30, 10, 21].

Considere o problema de mapear pontos de uma reta [ a pontos de outra reta distinta
m no plano euclidiano (veja Figura 3.1). Para efetuar este mapeamento utilizaremos um
ponto p, chamado de ponto de perspectiva, que nao incide em [ ou m. Mapearemos um
ponto ¢ € [ a um ponto ¢’ € m se a reta gp intercepta m em ¢'. Seja s (s’) um ponto
de I (m) tal que a reta ps (ps’) é paralela a m (). Por defini¢do, s (s’) ndo é mapeado a
nenhum ponto de m (1), logo este mapeamento nao é uma bijecao.

Seja I, o conjunto de todas as retas paralelas a [ que chamaremos de ponto ideal.
Vamos tratar um ponto ideal como um ponto qualquer do plano. Precisamos definir o
conceito de incidéncia de um ponto ideal em uma reta e vice-versa. Dizemos que um ponto
ideal [, incide em um reta [, e vice-versa, se e somente se [ € . Seja 75 0 conjunto de
todos os pontos ideais [, para toda reta [ no plano euclidiano; denominamos r., de reta
ideal. O plano projetivo real P? é modelado como o conjunto de pontos R?Jrs. Note
que no plano projetivo, quaisquer duas retas interceptam-se em um tnico ponto, ideal ou
nao. Em particular, o ponto de intersecao de r,, com a reta [ é o ponto l.

Uma reta [ no plano projetivo real é equivalente a uma reta do plano euclidiano com
a adigdo de um ponto ideal [,,. Tais retas possuem a mesma topologia que um circulo
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Figura 3.3: Exemplo de como achar o conjugado harmoénico p; de uma tripla de pontos
Pas Db € Pe-

unitario [21]. Em ambos os sentidos de percurso de [, tem-se incidéncia no ponto I, (veja
Figura 3.2). Isto significa que dois pontos p e ¢ distintos incidentes a [ dividem a reta
em dois segmentos distintos. Se p e ¢ nao forem pontos ideais, denominamos um desses
segmento de interno se o segmento nao contém o ponto ideal da reta e externo se ele
contém o ponto ideal.

Considere o problema de mapeamento anterior, mas desta vez suponha que as retas
estejam contidas no plano projetivo. Podemos mapear o ponto s para o ponto mey, € 0
ponto ideal I, para o ponto s’, obtendo uma bijecao entre o todos os pontos das duas
retas. O mapeamento de uma reta a outra através de um ponto de perspectiva é chamado
de transformagdo perspectiva [30].

Sejam p, q e r trés pontos nao-ideais de uma reta [ tal que g esta contido no segmento
interno pr. Apdés uma transformacio projetiva a imagem ¢’ do ponto ¢ pode ser mapeada
ao segmento externo das imagens de p e r. O exemplo da Figura 3.1 mostra que o
ponto ¢y estd contido no segmento interno dos pontos ¢; e g3, porém, a sua imagem ¢,
¢ mapeada ao segmento externo dos pontos ¢; e ¢3, imagens de ¢; e g3, respectivamente.
Note, porém, que ¢4 foi mapeado ao mesmo segmento de ¢ e ¢} que s, imagem do ponto
ideal [,,. Sejam dois pontos ¢ e r contidos em um mesmo segmento definido por outros
dois pontos distintos p e s. Mostraremos que, apos uma transformacao projetiva, suas
imagens ¢’ e ' sdo mapeadas ao mesmo segmento definido pelas imagens de p e s. Em
outras palavras, se r’ pertencer ao segmento interno (externo) entao ¢’ também pertencerd
a0 mesmo segmento.

Seja [ uma reta e p, ¢, e r trés pontos distintos incidentes a [. Assuma um sentido
arbitrario de percurso sobre [. Dado um par de pontos p e ¢ em [, existe apenas um
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segmento direcionado unindo p a ¢, nesta ordem. Usaremos a notagao p < ¢ < r para
indicar que ¢ estd contido no segmento direcionado pr.

Fazendo referéncia a ilustracao da Figura 3.3, seja [ uma reta no plano projetivo e
sejam p,, py € P trés pontos incidentes nesta ordem (i.e. p, < p, < p.) segundo um
sentido adotado em [. Seja ¢ um ponto nao incidente a [. Escolha uma reta m, distinta
de [, que passa por p. e evita g. Rotule como ¢, e g, os pontos de intersecao entre m e
as retas gp, e qpy, respectivamente. Seja ¢q o ponto de encontro das retas p,qy € prqq €
rotule como py a intersecao entre as retas [ e qqg. Chamamos py de conjugado harmaonico
da tripla p.,py € p. e dizemos que o segmento p,p, divide harmonicamente o segmento
pepa [10, 30]. Em outras palavras, p. e pg estao em segmentos distintos da reta [ definidos
pelos pontos p, € pp. A quadrupla (pa, py; pe, pa) ¢ chamada de quddrupla harmonica.
Dados quaisquer trés pontos em uma reta do plano projetivo, é sempre possivel achar o
conjugado harménico da tripla [30, 10]. Este fato é resumido no lema a seguir.

Lema 3.2.1. [30] Seja pa, py € p. wma tripla de pontos em uma reta l no plano projetivo.
Entao, existe um ponto pg € 1 tal que (Da, Dy; Pe, Pa) € uma quadrupla harmonica.

Quéadruplas harménicas sdo preservadas ap6s uma transformagao projetiva [30, 10].
Sejam p, ¢, r e s uma quadrupla de pontos incidentes a uma reta [ tal que p < g <r <'s
segundo o sentido escolhido. Sejam p’, ¢/, ' e s’ suas imagens, respectivamente, apds
uma transformagao projetiva. Entao p’ < ¢ <’ < s oup > ¢ > r' > s na reta
transformada.

Um resultado importante sobre o plano projetivo é o principio da dualidade [30]:

Teorema 3.2.1. Se A é um teorema sobre o plano projetivo real entdo a afirmagio dual
A* abtida pela reversdo dos papéis entre pontos e retas também é um teorema.

Este teorema indica que retas e pontos comportam-se de maneira similar com relagao a
incidéncia no plano projetivo real. Seja II uma instancia do plano projetivo real. Podemos
obter outra instancia do plano projetivo real II* mapeando-se cada reta [ € II a um ponto
[* € II* e cada ponto p € II a uma reta p* € II* de modo que a incidéncia entre pontos e
retas seja mantida (i.e., p € [ se e somente se [* € p*). O plano IT* é chamado de plano
dual de II com respeito a este mapeamento.

A partir deste momento, qualquer segmento entre dois pontos nao-ideais deve ser
entendido como o segmento interno, a nao ser que seja mencionado o contrario. Para
qualquer conjunto de pontos mencionada neste trabalho, deve-se assumir que o mesmo
nao contém nenhum ponto ideal.
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3.3 Visibilidade em Poligonos

A nocao de visibilidade que apresentamos nesta secdo é restrita a poligonos. No con-
texto de outros objetos geométricos, o conceito de visibilidade pode ser definido de forma
distinta, como no caso de visibilidade entre segmentos [18], pontos [24], barras [50] ou
retangulos [47].

Dois pontos p e q, pertencentes a um poligono P sao mutuamente visiveis se o segmento
pg nao intersecta o exterior do poligono. Caso p e ¢ sejam vértices mutuamente visiveis,
o segmento que os une é chamado de diagonal se este nao for uma aresta do poligono.
Analogamente, dois pontos p e ¢ sdo externamente visiveis se o segmento pg nao intercepta
o interior de P.

Um ponto p enzerga fracamente uma aresta e de P se o mesmo enxerga um ponto
do segmento aberto e. Quando p enxerga todos os pontos de e, dizemos que p enxerga
fortemente e. Utilizaremos a notagdo p — e para indicar que p enxerga fracamente a
aresta e. Quando o angulo interno em um vértice de P for maior (menor) do que 7, entao
o vértice é dito reflexo (convero).

Para evitar confusoes entre vértices e arestas de poligonos com os termos homoénimos
para grafos, utilizaremos o denominacao “né” para vértices em um grafo e “arco” para
referenciar uma aresta do mesmo. Tais conveng¢des nao visam corresponder ao seu uso em
teoria dos grafos em referéncia a grafos direcionados. Assuma que todo grafo mencionado
a partir deste momento é um grafo nao-direcionado, a nao ser que seja explicitado o
contrario.

O grafo de visibilidade dos vértices de um poligono P é um grafo G = (N(G), A(G))
tal que N(G) =V (i.e., o conjunto de nés de G) corresponde ao conjunto de vértices
do poligono, e (v;,v;) € A(G), se e somente se, v; e v; sdo mutuamente visiveis [24].
O conceito de grafo de visibilidade externa é andlogo ao anterior, usando-se a nog¢ao de
visibilidade externa.

O grafo de wvisibilidade vértice-aresta Gyg(P) de um poligono P é um grafo bipar-
tido cujo conjunto de nés N(Gyg) = V U E é formado pela unido dos conjuntos de
vértices e arestas do poligono [37]. O seu conjunto de arcos A(Gyg) é formado pelos
pares vértice-aresta (v,e;), tal que, v € V)e; € E e v enxerga fracamente a aresta e;
em P. Utilizaremos, por nao induzir confusoes, os termos vértice e aresta para indicar
no6s pertencentes a particao V' e E, respectivamente, do conjunto de nés de um grafo de
visibilidade vértice-aresta. A Figura 2.4 contém exemplos de ambos os tipos de grafos de
visibilidade. Usaremos as notagoes Gy (P) e Gyg(P) para indicar os grafos de visibilidade
entre vértices e visibilidade vértice-aresta para um poligono P.

Qualquer mencao a grafo de visibilidade a partir deste ponto deve ser entendida como
a um grafo de visibilidade dos vértices.
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Note que o grafo de visibilidade de um poligono simples é hamiltoniano, pois 0 mesmo
contém pelo menos um circuito hamiltoniano C' correspondente a sequéncia horaria ou
anti-horaria dos vértices que formam a fronteira do poligono.

Neste trabalho, consideramos varios problemas computacionais envolvendo grafos de
visibilidade. Supomos que quando um grafo de visibilidade é dado, também ¢é conhe-
cido o circuito hamiltoniano correspondente a sequéncia de vértices da fronteira do po-
ligono. Note que, segundo essa definicdo, o conjunto de nés de um grafo de visibili-
dade esta totalmente ordenado segundo os seus rotulos, logo C' é equivalente a sequéncia
(Vo, V1, ..y Un_1,V9) que corresponde & sequéncia circular anti-horaria de vértices da fron-
teira do poligono.

Usaremos a notagao C(v;, v;) para representar o subconjunto de nés vy, de um grafo de
visibilidade tal que se v; < v;, entdo v; < v, < vj, se v; < v;, entdao vy € N(G)\(C(v;, v;)U
{vi,v;}). Analogamente, as notagoes C|v;,v;), C(v;,v;] e C[v;,v;] representam o mesmo
conjunto com a inclusao de v;, de v; e de ambos, respectivamente. Dizemos que uma
aresta ey pertence ao conjunto C(v;,v;) se os dois extremos que definem a aresta estao
contidos no conjunto.

3.4 Problemas Abertos Envolvendo Grafos de Visi-
bilidade

Existem trés importantes problemas em aberto envolvendo grafos de visibilidade de po-
ligonos simples: caracterizac¢ao, reconhecimento e reconstrugao [35, 24]|. Estes problemas
sao descritos a seguir.

Definig¢ao 3.4.1 (Caracterizacao). Caracterize a classe de grafos de visibilidade de poli-
gonos simples.

Defini¢ao 3.4.2 (RgP(G,C)). (Reconhecimento) Dado um grafo G e um circuito ha-
miltoniano C' de GG, determine se G é um grafo de visibilidade de um poligono simples P
cuja sequéncia de vértices na fronteira seja equivalente a C'.

Definicao 3.4.3 (RsP(Gy,(C)). (Reconstrucao) Dado um grafo de visibilidade G' de um
poligono simples P e um circuito hamiltoniano C' de G correspondente a sequéncia de
vértices da fronteira de P, construa um poligono cujo grafo de visibilidade seja isomorfo
a GG e sua sequéncia circular de vértices da fronteira seja equivalente a C'.

Até o momento da escrita desta dissertacao estes trés problemas continuam em aberto.
Conhece-se, porém, alguns resultados para casos especiais de poligonos (veja Se¢ao 2.2.1).
Descreveremos brevemente alguns desses resultados e algumas defini¢oes utilizadas nos
préoximos capitulos.
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v

(a) (b)

Figura 3.4: Um leque convexo e um poligono escada com vértice universal v

Um poligono simples P é chamado de leque se o mesmo possui um vértice v, deno-
minado vértice universal, que enxerga todo o poligono. Caso este vértice seja convexo, o
poligono é denominado leque convezo (veja Figura 3.4a). Uma subclasse de leques conve-
x0s, denominados de poligonos escada (veja Figura 3.4b) [16], foi estudada por Abello et.
al. [16]. Uma caracterizacao para grafos de visibilidade de leques convexos foi conjectu-
rada por ElGindy [14].

Uma cadeia poligonal é uma curva especificada por uma sequéncia de pontos, cha-
mados de vértices, tal que a mesma consiste de segmentos de retas conectando pontos
consecutivos. Uma cadeia poligonal é dita mondtona se existe uma reta [ tal que toda
reta ortogonal a [ intercepta a cadeia em apenas um ponto ou contém uma aresta da
cadeia. Um poligono é mondtono se o mesmo pode ser particionado em duas cadeias
mondtonas. Um poligono unimondtono (veja Figura 2.7a) é um poligono mondtono tal
que uma de suas cadeias mondtonas consiste de apenas uma aresta.

Colley [7] mostrou que o reconhecimento de grafos de visibilidade de poligonos escada
é equivalente ao reconhecimento de grafos de visibilidade de poligonos unimonétonos.
Abello et al. [16] estudaram propriedades de poligonos escada, obtendo algumas condi-
¢Oes necessarias para poligonos escada. Bidokhti [3] obteve uma prova simplificada das
condigbes necessarias encontradas por Abello et al. [16] e mostrou essas mesmas condigoes
também sao vélidas para terrenos [3].

3.4.1 Condicoes Necessarias

Ghosh [24] apresentou quatro condigbes necessarias para um grafo G ser um grafo de
visibilidade de um poligono simples. Uma dessas condigoes foi fortalecida por Everett [17]
e, subsequentemente, provada necessaria [44]. Vérios contra-exemplos foram estabelecidos
[17, 46, 44] para conjecturas de suficiéncia apresentadas no desenvolvimento das condigdes.
As condigoes assumem o conhecimento do circuito hamiltoniano C' de G correspondente a
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sequéncia de vértices da fronteira do poligono. Outra condi¢ao necessaria, nao relacionada
as condigoes apresentadas por Ghosh, foi desenvolvida na literatura [9].

Nos lemas que se seguem nesta subsecao, supomos que G é um grafo de visibilidade de
um poligono simples e C' = (vg, v1, ..., Up_1, Vp). Estes lemas descrevem as quatro condi¢oes
necessarias apresentadas por Ghosh [24].

Um ciclo D, pertencente a G, com k nos é dito ordenado se sua sequéncia segue a
ordem anti-horaria de C.

Lema 3.4.1. (NC1) Seja D um ciclo ordenado de tamanho k > 4 em G. Entdo, o
subgrafo induzido por D em G tem pelo menos k — 3 cordas.

Um par de nés (v;,v;) de G é dito invisivel se os mesmos nao sao adjacentes em G.
Seja v, um né pertencente a cadeia C(v;,v;) (C(vj,v;)) tal que nenhum né da cadeia
Clvi, vy) (Clvj,vy)) é adjacente a nenhum né da cadeia C(vy,,v;] (C(vy,v5]). O vértice
v, € denominado vértice bloqueante do par invisivel (v;,v;). Note que v,, é um ponto de
articulagao do subgrafo induzido pelos nés da cadeia Clv;, v;] (Clv;, vy]).

Lema 3.4.2. (NC2) Seja (v;,v;) um par invisivel em G. Entdo existe um nd v, tal que
o mesmo € um vértice bloqueante de (v;,v;).

Note que um par invisivel pode ser associado a varios vértices bloqueantes e um vértice
bloqueante pode ser associado a varios pares invisiveis. Denominamos um par invisivel
(v;,v;) de minimal se ndo existe mais de um vértice bloqueante em nenhuma das cadeias
de P que ligam v; a v;. Dois pares (v;, v;), (vg, v;) sd@o separdveis com relagdo a um no v,
se ao percorrer C' a partir de v, em alguma direcdo, v; e v; (v € v;) sdo encontrados antes
de vy, e vy (v; e ;).

Lema 3.4.3. (NC3) Ezxiste uma atribuicio de pares invisiveis a vértices bloqueantes tal
que nenhum vértice bloqueantes v, € atribuido a dois ou mais pares invisiveis separdvers
com relacdao ao mesmo.

Lema 3.4.4. (NC4) Seja D um ciclo ordenado pertencente a G. Entdo o nimero de
vértices bloqueantes associados a pares invisiveis minimais no subgrafo induzido por D
em G € no mdximo |D| — 3.

Estas condigoes necessarias nao sao suficientes [24]. Na Figura 3.5 é mostrado um
grafo que atende as quatro condigOes necessarias apresentadas, mas nao ¢ um grafo de
visibilidade (veja [46] para uma prova deste fato).
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Figura 3.5: Grafo que atende as 4 condi¢oes necessarias mas nao ¢ um grafo de visibilidade
de um poligono simples [24].

a a
b
b
S W)

Figura 3.6: Dois poligonos com o mesmo grafo de visibilidade, mas diferentes grafos de
visibilidade vértice-aresta. Observe a visibilidade entre v e a aresta bc e ab.

3.5 Representacao de Poligonos

Grafos de visibilidade contém apenas informacoes sobre a visibilidade interna entre vér-
tices do poligono. Outros tipos de informagoes sobre visibilidade em poligonos, como
visibilidade entre vértices e arestas e visibilidade externa nao podem ser deduzidos a par-
tir do grafo de visibilidade, veja Figuras 3.6a e 3.6b. No poligono da Figura 3.6a, o vértice
v enxerga fracamente a aresta ab, mas nao enxerga a aresta bc, enquanto que, no poligono
da Figura 3.6b, v enxerga bc, mas nao ab. Isto significa que dois poligonos com o mesmo
grafo de visibilidade podem ter geometria bem distintas, como mostrado pela Figura 3.7.

Algumas estruturas contém estritamente mais informagoes geométricas sobre um dado
poligono simples do que grafos de visibilidade entre vértices como: tipo de ordem e grafos
de visibilidade vértice-aresta [37]. O tipo de ordem de um conjunto de pontos S é um
mapeamento A\ que associa a cada tripla de pontos uma orientacdo (horéria, anti-horaria



3.5. Representacao de Poligonos 19

(
(%rd 6 (%%

Vg V3

Figura 3.7: Dois poligonos com o mesmo grafo de visibilidade mas envoltérias convexas,
vértices reflexos e grafo de visibilidade externo diferentes.

ou colinearidade). Uma tripla de pontos (p;,p;,px) tem orientagdo (anti-)horaria se py
estd a esquerda (direita) da reta direcionada p;p;. Note que esta defini¢do ndo é aplicavel
para o plano projetivo, uma vez que uma reta no plano projetivo nao particiona o plano.
Podemos obter as orientagoes dos pontos em um conjunto de pontos S, que nao contenha
nenhum ponto ideal no plano projetivo se limitarmos uma regiao contendo os pontos de
S e aplicarmos a defini¢ao anterior. Definimos tipo de ordem de um poligono como o tipo
de ordem do seu conjunto de vértices.

A partir do tipo de ordem de um poligono é possivel extrair o grafo de visibilidade
interna, externa, a envoltoria convexa e o conjunto de vértices reflexos daquele poligono
[19]. Porém o tipo de ordem contém ainda mais informagoes que a combinacao deste
conjunto de representacao como mostrado na Figura 3.8. Nessa figura, o vértice v, estd a
direita da reta formada por v7vg no poligono da esquerda, enquanto que no outro poligono,
0 mesmo esta a esquerda.

(a) (b)

Figura 3.8: Dois poligonos com a mesma envoltoria convexa, grafos de visibilidade interna,
externa e vértices reflexos, mas diferentes tipos de ordem.

A partir de um conjunto de pontos S podemos obter o seu arranjo induzido de retas
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colecionando todas as retas que passam por dois pontos distintos de S. Uma configuracao
de pontos é composta de um conjunto de pontos S e o seu arranjo induzido. A partir deste
momento, referenciaremos uma configuracao de pontos apenas a partir do seu conjunto
de pontos.

Duas configuragoes de pontos S; e Sy sao isomorfas se existe uma bijecao entre S; e Sy
tal que as orientagoes sejam preservadas. Mesmo que duas configuragoes tenham o mesmo
tipo de ordem, os arranjos induzidos por essas configuracdes nao sao necessariamente
isomorfos. Veja a Figura 3.9. No arranjo da Figura 3.9b, o vértice v; incide apenas em
regioes limitadas, mas no arranjo da Figura 3.9a, todos os vértices do arranjo incidem em
pelo menos uma face ilimitada.

(a) (b)

Figura 3.9: Duas configuracoes de pontos com tipos de ordem isomorfos, mas arranjos
induzidos nao isomorfos. A face destacada do arranjo da direita nao existe no da esquerda.

3.6 Arranjos de Retas e Pseudolinhas

Um conjunto de retas L no plano, denominado de arranjo de retas, induz uma subdivisao
planar constituida de vértices, arestas e faces. Os vértices sao os pontos de intersecao das
retas de L. Um segmento de reta de L entre dois vértices ou um raio infinito a partir de
um vértice que nao contém nenhum vértice em seu interior ¢ denominado de aresta. Uma
face é uma regiao bidimensional maximal determinada por arestas que nao intercepta
nenhum vértice ou aresta.

Um arranjo de retas é chamado simples se nenhum trio de retas é concorrente no mesmo
ponto. Um arranjo de retas L é isomorfo a outro arranjo L’ se existe uma bijecao entre as
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faces, arestas e vértices dos dois arranjos de forma que as incidéncias sejam preservadas.
O arranjo induzido por uma configuracao de pontos S é o arranjo determinado por todas
as retas p;p; onde p;,p; € S. Um feize de retas ¢ um arranjo de retas tal que todas as
retas sao concorrentes em apenas um ponto.

3.6.1 Arranjos de Pseudolinhas e Pseudoconfiguracoes de Pon-
tos

Figura 3.10: Um pseudopoligono (segmentos destacados) sobre uma pseudoconfiguragao
de pontos com seu arranjo de pseudolinhas

Uma pseudolinha é uma curva no plano topologicamente equivalente a uma reta. Note
que no plano projetivo tal curva é simples e fechada e sua remog¢ao nao desconecta o plano
projetivo. No plano euclidiano a curva é simples e aberta e sua remocgao resulta em duas
componentes conexas. Adicionalmente, perceba que uma reta é uma pseudolinha.

Um arranjo de pseudolinhas ¢ uma colecao de pseudolinhas tal que quaisquer duas
pseudolinhas distintas se interceptam em um tnico ponto e onde isto ocorre elas se cru-
zam. Perceba que um arranjo de pseudolinhas induz uma particao do plano em vértices,
arestas e faces, da mesma maneira que arranjos de retas. Note que, em um arranjo de
pseudolinhas no plano euclidiano, nao existem duas pseudolinhas paralelas, ou seja, que
nao se interceptam.

Dois arranjos de pseudolinhas sao isomorfos se existe uma bije¢do entre os vértices,
arestas e faces dos dois arranjos de modo a preservar a incidéncia entre os mesmos. Um
arranjo de pseudolinhas £ é dito esticdvel se existe um arranjo de retas L que é isomorfo
a L.

O problema do esticamento de arranjo de pseudolinhas consiste em: dado um arranjo
L de pseudolinhas decidir se L é esticavel.

A Figura 3.11b mostra um arranjo de pseudolinhas que nao ¢é esticavel. Este arranjo é
uma modificagao do arranjo descrito no Teorema de Pappus (veja Figura 3.11a) pelo qual
se tem que os trés pontos rq, ry e r3 sao colineares. A pseudolinha 7173, na Figura 3.11b,
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forca a criacdo de uma face, destacada na mesma figura, que nao pode existir devido a
restricao de colinearidade com o ponto rs.

Teorema 3.6.1. Sejam trés pontos py, po, p3 incidentes a uma mesma reta, sejam outros
trés pontos qi, qe, q3 incidentes a outra reta. Sejam ri a intersecdo dos segmentos piqe €
q1p2; T2 @ intersecao de piqs e p3qi; € T3 de Paq3 e p3qe. Entdo, os pontos ri,ry e r3 Sao
colineares.

Conhecem-se poucos exemplos de arranjos nao isomorfos de pseudolinhas que nao sao
esticaveis. Sao conhecidas algumas familias infinitas de arranjos de pseudolinhas nao
isomorfos e nao esticaveis [28, 45]. O problema do esticamento é NP-dificil, mas esté
contido em PSPACE [43, 32].

Figura 3.11: Um arranjo de Pappus e um arranjo de pseudolinhas nao-esticavel derivado
do arranjo original. A célula destacada nao existe no arranjo original.

Seja & um conjunto de pontos e £ um arranjo de (g) pseudolinhas tal que cada par
de pontos p; e p; em S estd contido em exatamente uma pseudolinha ¢;; € £ e cada
pseudo linha em £ contém exatamente dois pontos de S. O par (S, £) é chamado de uma
pseudoconfiguracdo de pontos.

< Vj+1

Figura 3.12: O vértice v, é testemunha dos pares (v;, ex) e (v;, ;), mas v; enxerga apenas
€j

Um pseudopoligono P é uma curva de Jordan composta por segmentos de pseudolinhas
unindo vértices de uma pseudoconfiguracao de pontos. Os vértices de P sao os vértices da
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pseudoconfiguracao utilizados na composicao dessa curva e suas arestas sao os segmentos
desta. Definimos V' = {vg, v1,...,v,-1} € E = {eq, €1, ..., €,_1} como o conjunto totalmente
ordenado, segundo os seus indices, de vértices e arestas de P. Usaremos a notagao e; =
v;v;+1 para indicar uma aresta formada pelo segmento v;v; 1.

Dois vértices v; e v; de P sao mutuamente visiveis se o segmento de pseudolinha que
0s une nao intercepta o exterior de P. Um vértice v; enxzerga uma aresta e se o par (v;, €)
possui duas testemunhas [46]. Um vértice vy é testemunha (veja Figura 3.12) de um par
(vs, €) se vy € e ou v; enxerga vy, e a extensao do segmento de pseudolinha direcionado v;vy
intercepta a aresta e em um ponto p e o segmento vip nao intercepta o exterior de P. Note
que se v; e v sdo extremos de e, entdao, em particular, v; enxerga v;. Adicionalmente, se
v, € um extremo de e, entdo vy = p e que v pode ser igual a v;.

Definimos grafos de visibilidade entre vértices e grafos de visibilidade vértice-aresta
para pseudopoligonos de maneira andloga a poligonos utilizando as nog¢oes de visibilidade
em pseudopoligonos introduzidas acima.

A nocao de convexidade de um vértice perde sua intuitividade em pseudopoligonos, ja
que a noc¢ao de angulo entre dois segmentos de pseudolinhas nao é definida. Dizemos que
um vértice v; de um pseudopoligono P é convero (reflexo) quando v;41 (ndo) enxerga a
aresta e;_1 e v;_1 (ndo) enxerga e; [36]. O caso intermedidrio, quando uma aresta é visivel
e a outra nao, nunca ocorre [36].

O conceito de tipo de ordem também pode ser aplicado a pseudoconfiguragoes de
pontos. Uma tripla (p;, p;, pr) de uma pseudoconfiguragao de pontos tem uma orientagao
(anti-)horaria se py estd a esquerda (direita) da pseudolinha direcionada p;p;. Assim como
para retas no plano projetivo, uma pseudolinha nao particiona o plano. Dessa forma a
mesma resalva de que consideraremos uma regiao limitada para calcular a orientagao de
triplas de pontos, mencionada anteriormente para tipo de ordem de uma configuracao de
pontos no plano projetivo, também é aplicavel para pseudoconfiguracoes de pontos.

O problema de realizagao de tipo de ordem (OTR) é definido da seguinte forma: seja
(S, £) uma pseudoconfiguragdo de pontos no plano, decida se existe uma configuracao
de pontos S isomorfa a (S, L). Este problema é dual ao problema de esticabilidade de
pseudolinhas no plano projetivo, ja que podemos dualizar um arranjo de pseudolinhas e
obter uma pseudoconfiguracao de pontos. Dessa maneira, a pseudoconfiguracao de pontos
¢ realizdvel se e somente se o arranjo dual é esticavel [26].

A enwoltdria convera de uma pseudoconfiguracao de pontos (S, L) é o menor pseu-
dopoligono £ convexo, no qual todos os seus vértices sao convexos, formado por um
subconjunto de pontos de S tal que todo segmento de pseudolinha que une dois pontos
de & nao intercepta o exterior de £.

A definicao de envoltéria convexa sera utilizada na segao 5.3.
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3.6.2 Representacoes de Arranjos de Pseudolinhas

Esta sec¢ao lida com a representagao combinatoéria de arranjos de pseudolinhas. As repre-
sentagoes aqui apresentadas sao utilizadas na Secao 5.4 para expressar algumas proprieda-
des dos arranjos induzidos por leques convexos. A seguir, duas codificagoes combinatérias
para arranjos de pseudolinhas sao apresentadas.

Seja L um arranjo de n pseudolinhas rotuladas com 1,...,n. Uma sequéncia permis-
stvel (allowable sequence) 3 é uma sequéncia de permutacoes K (m;)*_, de {1,2,...,n}
que atende as seguintes condigoes:

1. m ¢é a identidade (i.e., (1,2,...,n)) e m; é a reversao (i.e., (n,n —1,..,1));

2. Uma permutacao m; é obtida através da reversao da ordem de uma ou mais sub-
sequéncias disjuntas da permutacgao anterior m;_q, para ¢ = 2, ..k;

3. A ordem de dois elementos i e j é revertida apenas uma vez entre todas as permu-
tagoes m; com relacao a my;

4. A sequéncia completa nao é revertida simultaneamente.

Dado um arranjo de pseudolinhas £, que nao seja um feixe de pseudolinhas, contidas no
plano projetivo real, podemos obter sua representacao através de sequéncias permissiveis
de acordo com o método descrito a seguir. Seja p um ponto que nao pertence a nenhuma
pseudolinha de £. Seja l, uma reta direcionada que passa por p. Numere as pseudolinhas
de acordo com a ordem de intersecao com [,, obtendo-se m;. Rotacione [, em torno de p
até que [, intercepte um ou mais pontos de intersecao de um subconjunto de pseudolinhas.
Crie a préxima permutagao m através da reversao das subsequéncias correspondentes as
pseudolinhas incidentes nos seus respectivos pontos de intersecao. Continue até completar
um periodo completo de rotagao de [,. Para o plano euclidiano podemos utilizar outro
método descrito em [20].

A Figura 3.13a mostra um exemplo de um arranjo de pseudolinhas cuja sequéncia de
permutacgoes é:

(1,2,3,4,5)3(2,1,3,4,5)3(2,3,1,4,5)3(2,3,4,1,5)(2,3,4,5,1)% o
(3,2,4,5,1)29(3,4,2,5,1)23(3,4,5,2,1)223(5,4,3,2, 1) '

Se o arranjo de pseudolinhas for simples, ou seja, nao existem trés pseudolinhas con-
correntes, entao k = <72‘) + 1 é o tamanho maximo da sequéncia para qualquer arranjo.
Um diagrama de arames é um arranjo de pseudolinhas visualmente ordenadas associado
a uma sequéncia permissivel (veja Figura 3.13b).
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Figura 3.13: Um arranjo de pseudolinhas e sua representacao em diagrama de arames.
Note que os dois arranjos sao isomorfos.

Toda sequéncia permissivel pode ser realizada por um arranjo de pseudolinhas ou
pseudoconfiguracao de pontos como estabelece o teorema a seguir.

Teorema 3.6.2. [27] Toda sequéncia permissivel de permutacoes pode ser realizada tanto
por um arranjo de pseudolinhas quanto por uma pseudoconfiguracio de pontos.

Este resultado combinado com o fato de que existe uma sequéncia permissivel associada
a cada arranjo de pseudolinhas mostra que estas sequéncias caracterizam completamente
arranjos de pseudolinhas.

Seja a; uma permutacao da sequéncia (1,...,4—1,i+1,...,n) correspondente & ordem
de intersecdo da pseudolinha i, de acordo com um sentido escolhido, com as demais. A
colegao (ov;)i=1,.n, destas sequéncias é chamada de sequéncias locais. A sequéncia oy para
o arranjo da Figura 3.13a é: (1,2,{4,5}). Note que as pseudolinhas 4 e 5 interceptam a
terceira pseudolinha no mesmo ponto.

Duas sequéncias diferentes podem representar o mesmo diagrama de arames (veja figu-
ras 3.14a e 3.14b). Duas sequéncias ¥ e X' sao ditas localmente equivalentes se para toda
pseudolinha ¢; a ordem das interse¢oes com as demais pseudolinhas (i.e., suas respectivas
sequéncias locais) é a mesma ou completamente reversa. O teorema a seguir relaciona a
equivaléncia entre sequéncias localmente equivalentes e o isomorfismo dos arranjos repre-
sentados por essas sequéncias.

Teorema 3.6.3. [29] Sejam L e L' arranjos de pseudolinhas em P?, e sejam ¥ e X suas
sequéncias permissiveis, respectivamente. Os arranjos L e L' sao isomorfos se e somente
se as sequéncias X e X' sao localmente equivalentes.
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Figura 3.14: Dois arranjos isomorfos mas com sequéncias permissiveis distintas

3.7 Grafos de Visibilidade vértice-aresta

Grafos de visibilidade vértice-aresta de poligono simples em posicao geral contém estri-
tamente mais informacao do que grafos de visibilidade, uma vez que estes podem ser
construidos a partir dos grafos de visibilidade vértice-aresta [37]. Novamente, os trés pro-
blemas principais: caracteriza¢ao, reconhecimento e reconstrucao podem ser enunciados
para essa classe de grafos. Até o momento, estes problemas continuam em aberto.

Uj+1

Vit+1

€;

Vi

(b)
Figura 3.15: Os dois casos do Lema 3.7.1.

Streinu e O’rourke [37] obtiveram um conjunto de condigbes necessérias para um grafo
ser um grafo de visibilidade vértice-aresta de um poligono simples em posi¢ao geral. O
Lema 3.7.1 (ilustrado na Figura 3.15) descreve essas condigoes. Seja Gyg um grafo de
visibilidade vértice aresta de um poligono P e seja C o circuito correspondente a sequéncia
anti-horaria de vértices da fronteira de P. Lembre-se que Gyg € bipartido pelos conjunto
V e E de vértices e arestas do poligono. Utilizaremos essas notacoes no lema a seguir.

Lema 3.7.1. [37] Seja v, € V um né de Gyg que € adjacente aos nds e;,e; € E. Suponha
que e; e e; nao sao consecutivos em C' e que v, nao é adjacente a nenhuma aresta e,, com
1 <m < j. Entao, um dos dois casos é verdade:

1. (a) viy1 € um ponto de articula¢io no subgrafo induzido pelos vértices e arestas do
intervalo Clug, v;]; e

(b) vit1 € adjacente a e;, mas v; nao é adjacente a e;.
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2. (a) v; € um ponto de articulagio no subgrafo induzido pelos vértices e arestas de
C[UjJrla 'Uk] ; €

(b) v; € adjacente a e;, mas v; ndo adjacente a e;.

Seja G um grafo bipartido pelos conjuntos V' = {vg,...,v,_1} ¢ E = {eg,...,en_1},
chamado de conjuntos de vértices e arestas, respectivamente. Suponha que V' e E estao
totalmente ordenados segundo os seus indices e e; = v;v;11. Seja C' um circuito hamilto-
niano formado pela sequéncia (vg, vy, ..., v,—1,79). Dizemos que duas arestas e; e e; sdo
consecutivas se j = 1+ 1. Dizemos que G é um grafo de visibilidade vértice-aresta abstrato
se o mesmo atende as condigoes do Lema 3.7.1 e todo vértice v; é adjacente em G a e; e
ei—1 [37].

A partir de um grafo de visibilidade vértice-aresta abstrato G é possivel construir um
pseudopoligono P tal que o grafo de visibilidade vértice-aresta Gyg(P) é isomorfo a G.
Este resultado decorre do seguinte teorema:

Teorema 3.7.1. [36] Se Gyg é um grafo de visibilidade vértice-aresta abstrato, entdo
podemos construir uma pseudo-configuragao de pontos (S, L) e um pseudopoligono P es-
pecificado pela ordenagdo de vértices de V na pseudoconfiguracao, cujo grafo de visibilidade
vértice-aresta € isomorfo a Gyg.



Capitulo 4

Avancos na Caracterizacao de (Grafos
de Visibilidade de Leques

Neste capitulo, apresentaremos trés condigoes necessarias para grafos de visibilidade de
leques convexos e mostraremos que estas condi¢oes sao suficientes para grafos de visibi-
lidade de pseudoleques convexos. Em seguida, apresentaremos condi¢oes utilizadas para
extrair as informagoes de visibilidade entre vértices e arestas a partir do grafo de vi-
sibilidade entre vértices de leques convexos em posicao geral. Quando essas condig¢oes
sao aplicadas a um grafo que atende as trés condigoes necessarias para grafos de visibi-
lidade de leques convexos apresentadas neste capitulo, obtemos um grafo de visibilidade
vértice-aresta abstrato. Usaremos este grafo para reconstruir um pseudoleque convexo.

4.1 Grafos de Visibilidade de Leques: Condicoes Ne-

cessarias

Nesta secao, sao estabelecidas trés condigdes necessarias que grafos de visibilidade de
leques convexos devem atender. Suponha que para todo leque convexo P, a ordem total
dos vértices é estabelecida a partir de um vértice universal arbitrario que denominamos de
v, ou seja, v = vy. O Lema 4.1.4 descreve essas trés condigoes e estabelece a necessidade.

Mostraremos, a priori, algumas propriedades de poligonos e leques convexos utilizadas
neste capitulo.

Lema 4.1.1. Se P é um poligono simples e v,, € P é um vértice convexo tal que
(Vw—1, Vy1) € um par invisivel em P. Entdo, existe um vértice vy, € P reflexo tal que P
pode ser dividido em dois subpoligonos, P' e P", através da diagonal v,vi, de maneira
que nenhum vértice de P', com excecao de v, e vy, enzerga nenhum vértice de P", com
excecao de v, e Uy.

28
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Figura 4.1: Figura ilustrativa da tese do Lema 4.1.1.

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade, que v, = vy (i.e., este fato nao
modifica a ordem circular dos vértices do poligono). Uma vez que o segmento v, 10,1
necessariamente intercepta o exterior de P, existe pelo menos um vértice dentro do trian-
gulo v,_1v, V11 (veja figura 4.1). Seja M o conjunto de vértices mais distantes da reta
T = Uyi1VUy—1 que estdao contidos no interior do triangulo v,,_1vv,11. Note que todos os
vértices de M sao incidentes a uma mesma reta [, por serem equidistantes a reta r. Adi-
cionalmente, v,, enxerga todos os vértices de M, pois, caso contrario, existiria um vértice
mais distante da reta r que os vértices de M. Seja v o vértice de menor indice em M.

O vértice vy € reflexo, caso contrario, ou vg,1 ou vi_; seria mais distante que v, ou
Up—1 seria colinear com v, em [, contrariando a minimalidade do indice de v. Sejam P’
e P” os dois subpoligonos de P obtidos através da diagonal v,,vy.

Suponha que existam dois vértices v; € P’ e v; € P"” mutuamente visiveis em P tais
que v; e v; sao diferentes de v,, e v;. O segmento v;v; intercepta o segmento v,v,,, mas
isto significa que ou v; ou v; estao acima de [ e, portanto, mais distantes que v;, da reta
r, ou Vg, v; € vj sao colineares. Neste ultimo caso, como ou v; < v ou v; < v, temos que
existe um vértice em M com indice menor que k; contradicao. O

Lema 4.1.2. Seja (v;,v;) um par invisivel em um leque tal que v; < v; e seja W o
conjunto de todos os seus vértices bloqueantes na cadeia C(v;,v;). Entao, W = {v} ou

W =0.

Demonstragio. Se existe algum vértice bloqueante v,, do par (v;,v;) em C(v;, v;) tal que
Uy # Vg, entao, segundo a definicao de vértice bloqueante, existe pelo menos um vértice
que vy nao enxerga, contradizendo o fato de que vy é um vértice universal no leque. [

Lema 4.1.3. Sejam v; e v; dois vértices de um leque convexo P tais que v; < vj. Se
(vi,vj) € um par invisivel e v,, € um de seus vértices bloqueantes da cadeia C(v;,v;).
Entao, v, é um vértice reflexo de P.

Demonstrag¢do. Suponha que v,, seja um vértice convexo. Como v,, é um vértice bloque-
ante, (Uy41,Vp_1) € um par invisivel segundo a defini¢do de vértice bloqueante. De acordo
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com o Lema 4.1.1, existe um vértice reflexo vy tal que a diagonal viv,, particiona o poli-
gono em dois subpoligonos de maneira que nenhum vértice de um deles enxerga nenhum
vértice do outro, com excecao de v, e vg. Isto implica que v nao pode ser nenhum vértice
de P além de v, ou v;. Como v; < vj, entao v, # v e como v; ¢ um vértice reflexo, P
nao contém um vértice convexo universal, contradicao. O]

Lema 4.1.4. Seja G um grafo simples e C um circuito hamiltoniano em G. Se G é um
grafo de visibilidade de um leque convexro P e C' corresponde a sequéncia de vértices na
fronteira de P, entao, o par (G,C') atende ds sequintes condigoes:

1. (CF1) Existe um né v cuja vizinhanga é igual a N(G) \ {v} (denominaremos v de
né universal);

2. (CF2) Todo ciclo ordenado com mais de trés nés induz uma corda em G

3. (CF3) Para todo par (v;,v;) ¢ A(G), com v; < vj, existe um vértice bloqueante v,
na cadeia C(v;,v;).

Demonstraciao. A condicao C'F'1 segue diretamente da definicdo de leques convexos. A
condigdo C'F2 é equivalente a condicdo NC'1 (veja Lema 3.4.1 na pégina 17).

Vamos mostrar a necessidade da condicao C'F3. Seja (v;,v;) um par invisivel em G
tal que v; < v;. Suponha que nao exista nenhum vértice bloqueante do par em C(v;, v;).
Segundo a condicao NC2 (veja Lema 3.4.2), existe pelo menos um vértice bloqueante em
C(vj,v;). Mas, segundo o Lemma 4.1.2, v é o tnico vértice bloqueante de (v;, v;).

Considere o subgrafo induzido G’ de G pelos nés de Clv;, v;] U{v} e seja C’ o circuito
hamiltoniano de G’ formado pela concatenagao de v e C[v;,v;]. Note que G’ é o grafo de
visibilidade de um subpoligono P’ de P formado pelas arestas de visibilidade vv; e vv; e
as arestas de C[v;,v;]. Note que P" é um leque convexo devido a inclusao de v. Como G’
é um subgrafo induzido de G, nao existe nenhum vértice bloqueante do par (v;,v;) em G’
na cadeia C'(v;,v;), e como G’ também é um grafo de visibilidade de um leque convexo,
entdo, v é o unico vértice bloqueante do par em G'.

Pelo Lema 4.1.1 existe um né v,, na cadeia C'(v;,v;) tal que nenhum né de C'(vy,v)
enxerga nenhum né de C'(v,v,). Consequentemente, nenhum né de C’[v;,v,,) enxerga
nenhum né de C’(vy,, v;], mas isto significa que v,, ¢ um vértice bloqueante do par (v;, v;)
em G'. Como G’ é um subgrafo induzido de G entéo v,, também é um vértice bloqueante
de G; contradicao.

[]

As condigoes do Lema 4.1.4 podem ser generalizadas para grafos de visibilidade de
leques, gerando o conjunto de condicoes necessarias descritas no Lema 4.1.5.
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Lema 4.1.5. Seja G um grafo simples e C' um circuito hamiltoniano em G. Se G é um
grafo de visibilidade de um leque P e C corresponde a sequéncia de vértices na fronteira
de P, entdo, G atende as sequintes condicoes:

1. (F1) Eziste um nd v cuja vizinhanga € iqual a N(G) \ {v};
2. (F2) Nao existem ciclos ordenados sem corda com mais de trés nds;

3. (F'3) Para todo par (v;,v;) ¢ A(G), com v; < v;, pelo menos uma das sequintes
duas condicoes é valida:

(a) Existe um vértice bloqueante vy, na cadeia C(v;,v;);

b) v € o unico vértice bloqueante de (v;,v;) em C(v;,v;) e, para todo par invisivel
j j
manimal (vg,v;), tal que vy < v, separdvel de (v;,v;) por v, existe um vértice
bloqueante v,, que blogqueia (vy,v;) na cadeia C(vg,v;).

Demonstragcio. A prova da necessidade das duas primeiras condi¢es é similar a apre-
sentada no Lema 4.1.4. Para a terceira condi¢ao necessaria, suponha que exista um par
invisivel (v;, v;) em G. Segundo a condigdo NC2 (veja Lema 3.4.2), existe pelo menos um
vértice bloqueante v,, para o par invisivel (v;,v;). O par (v;,v;) ndo pode ser bloqueado
por nenhum né de C'(v;,v) e C(v,v;), caso contrario, pela definicao de vértice bloqueante,
v; ou v; nao seriam adjacentes ao n6 universal v. Logo, v é o nico vértice bloqueante do
par possivel em C(v;,v;). Dessa maneira, ou v,, € C(v;, v;), ou v, = v. A primeira opcao
¢ descrita no item (a) da terceira condicao.

Suponha que v,, = v e que exista outro par invisivel (v, v;) separavel de (v;,v;) por v.
Segundo a condi¢ao NC3 (veja Lema 3.4.3), (vg, v;) ndo pode ser bloqueado por v. Logo,
(vg, v;) pode ser bloqueado apenas por nés em C'(vg, v;). ]

Até o momento, nao se sabe se as trés condi¢oes do Lema 4.1.5 (4.1.4) sao suficientes
para que o par (G, () seja um grafo de visibilidade de um leque (convexo) e o circuito
hamiltoniano de G correspondente a sequéncia de vértices da fronteira do poligono. Se de
fato estas condigoes descrevem uma subclasse de grafos de visibilidade e a sequéncia de
vértices do poligono, elas devem, pelo menos, implicar nas quatro condi¢oes necessarias
para grafos de visibilidade gerais. Este fato estd demonstrado no Lema 4.1.7.

Antes disso, mostraremos um lema auxiliar para a prova do Lema 4.1.7. Para o
préximo lema, considere que G é um grafo simples e C' € um circuito hamiltoniano em G.
Adicionalmente, considere que (G, (') atende as condigoes F'1, F2, e F'3 e que G[D] é o
subgrafo induzido por um ciclo ordenado D de tamanho d em G.

Um caminho P é ordenado em D se a ordem dos nés em P segue a ordem dos nés em
D.
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Lema 4.1.6. Se P, = (v, vit1, ..., v;) € um caminho ordenado em D de tamanho k > 2
tal que v; < v; e todo né de D\ {v;,v;} no caminho é o vértice bloqueante de algum par
invisivel em G[D], entao, dois nés nao consecutivos em Py nao sao adjacentes.

Demonstracio. A prova é por indugdo no tamanho do caminho. Se k = 2, temos que
P = (v;,vi41,v;). Como v;4; é um vértice bloqueante de um par em G[D], entdo, v; nao
pode ser adjacente a v;.

Suponha que existam dois nés v, < v, em Py, ndo consecutivos em P, tal que ou
v, # v; ou vy # v;. Seja P’ a subsequéncia de Py que liga v, e v,. P’ é um caminho,
ja que P é um caminho. Mas, por hipétese de indugao v, nao pode ser adjacente a v,
em P’. Assim, temos que quaisquer par de vértices nao consecutivos, com excecao de
(vi,vj), em Py, nao sao adjacentes. Se (v;,v;) € A(G[D]), entao, temos um ciclo ordenado
de tamanho maior que 4 sem cordas em D e consequentemente em G, contrariando a
condicao F'2 para G. O]

Lema 4.1.7. Se G é um grafo e C é um circuito hamiltoniano tal que (G,C') atende ds
condigcoes do Lema 4.1.5, entao, ele atende ds condicoes necessdrias NC1, NC2, NC3 e
NC4 (veja Lemas 3.4.1, 3.4.2, 8.4.3 e 3.4.4).

Demonstragio. (F2 <= NC1) As duas condigoes sao equivalentes.

(F3 = N(C2) Como descrito na condigdo F'3, para cada par invisivel existe pelo
menos um vértice bloqueante w, logo, satisfaz a condigao NC2.

(F1,F3 — N(C3) Suponha que existam dois pares invisiveis minimais separaveis
(vi,v5) e (vg, ;) com relagao a algum vértice vs. Sem perda de generalidade, suponha que
v; < v; < v < . Sejam wy e wy vértices bloqueantes de (v;,v;) e (vg, v;), respectiva-
mente. Segundo a condicao F'3, wy € C(v;,vj) ou wy = v € C(vj,v;); e, wy € C(vg, v;) ou
wy = v € C(vy, vg).

Suponha que wy € C(v;,v;) e wy = v € C(v;,v;). Como v; < vj, entdo, v € C(vj,v;)
e w; # wy. O mesmo pode ser afirmado quando wy = v € C(v;,v;) e wy € C(vg,vy).
Suponha que w; = v € C(v;,v;) e wy = v € C(v;,v;). Note que, como vy < v; < v; <
v < vy, entao, esses pares sao separaveis também com relagao a v. Mas, pela condicao
F'3, dois pares separaveis com relacao a v ndao podem ser mutuamente bloqueados por v;
contradicao.

Suponha que wy € C(v;,v;) e wy € C(vg, v;). Como os pares sao separaveis com relacao
a vy, independentemente da posigao de v,, C'(v;,v;) ndo tem nenhum né em comum com
C(vk, vy), logo, podemos concluir que wy # ws.

(F1,F2,F3 = N(C4) A quarta condicao necessaria impoe um limite de d — 3 vértices
bloqueantes associados a pares invisiveis minimais para todo ciclo ordenado D de tamanho
d > 4. Seja G[D] o subgrafo induzido por um ciclo ordenado D em G. Suponha que
existam d — 2 vértices bloqueantes associados a pares invisiveis minimais em G[D]. Sejam
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v, € vg 0s dois nés de G[D] que nao sao vértices bloqueantes associados a nenhum par
invisivel minimal em G[D]. Seja v; o sucessor de v; em D tal que v; < v; segundo a ordem
em C.

Note que, v; # v = vy, uma vez que existe um né v; < v;. Logo, segundo a condigao
F3, v; nao pode ser vértice bloqueante de nenhum par invisivel, j& que nao existem
dois vértices vy e v, com v, < v, em D tal que v; € D(vg,v;). Assim, sem perda de
generalidade, assuma que v; = v,.

O mesmo pode ser afirmado sobre v;, exceto que v; pode ser igual a v. Seja P o
caminho ordenado em D entre v; e v;. Assuma que v; # v e que v; = vs. Como todos
os outros d — 2 nods sao vértices bloqueantes de algum par invisivel minimal e d > 4, pelo
Lema 4.1.6, v; nao pode ser adjacente a v;; contradigao.

Assuma que v; = v. Dessa maneira, v;;; nao pode ser vértice bloqueante de nenhum
par, uma vez que v; = v é adjacente a v;42. Assuma que vjio = vs. Seja (vg,v) um
par de nés nao consecutivos em P tal que vy < v;. Pelo Lema 4.1.6, nenhum par de nos
de D[vg,v;| sdo adjacente entre si em G[D]. Entao, todo né v, € D(vg,v;), que, por
hipétese, é um vértice bloqueante de algum par invisivel minimal em G[D], é um vértice
bloqueante do par (vg,v;). Dessa maneira, apenas os nos consecutivos de um né de P
sdo pares invisiveis minimais em G[D]. Como P tem tamanho d — 2, temos d — 3 pares
invisiveis minimais e d — 3 vértices bloqueantes destes pares. Logo, ou (v,,vs) nao é um
par invisivel minimal, ou o par é um par invisivel minimal, que pode ser associado a um
vértice bloqueante de P. Assim, v; = v nao ¢é associado a nenhum par invisivel minimal;
contradicao. O

Note que, todo grafo G com circuito hamiltoniano C' que atende as condigoes C'F'1 —
CF3 também atende as condigoes F'1 — F'3. Dessa forma, G atende as condi¢oes NC'1 —
NCA4.

Corolario 4.1.1. Se G € um grafo e C' é um circuito hamiltoniano em G tal que (G,C')
atende as condicoes do Lema 4.1.4, entdo, ele atende as condicoes necessdarias NC1, NC2,
NC3 e NC4 (veja Lemas 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3 € 3.4.4).

Os resultados do Lema 4.1.7 e Corolario 4.1.1 mostram que o par (G, C') que atendem
as condigoes dos Lemas 4.1.5 e 4.1.4 também atendem as condi¢des dos Lemas 3.4.1 -
3.4.4.

Como Ghosh mostrou [23] que um par (G, C') que atende as condigdes do Lemas 3.4.1
- 3.4.4 sdo grafos que atendem as condigoes propostas por Abello e Kumar [2], é possivel
utilizar o algoritmo dos mesmos para obter uma pseudoconfiguracao de pontos e um
pseudopoligono.

Um pseudopoligono ¢ denominado de pseudoleque se existe um vértice v que enxerga
todos os outros vértices do pseudopoligono. Um pseudoleque é dito convero se v é um
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Uj+1

Figura 4.2: Figuras ilustrando os casos da tese do Lema 4.2.2

vértice convexo no pseudopoligono.

Dessa maneira, a partir de um par (G,C) que atende as condigoes 4.1.7, podemos
construir um pseudoleque com a combinagao dos resultados descrita acima. Isto resulta em
uma caracterizacao completa para pseudoleques. Na préxima secao, porém, descreveremos
uma prova alternativa para a construcao de um pseudoleque convexo a partir de um par
(G, C) que atende as condigoes CF1 — CF3 do Lema 4.1.4.

4.2 Grafos de Visibilidade de Pseudoleques Conve-
xos: Caracterizacao

Nesta se¢ao, mostraremos que as condigdes do Lema 4.1.4 s@o necessarias e suficientes
para que um par (G,C') sejam o grafo de visibilidade de um pseudoleque convexo P tal
que C seja a sequéncia circular de vértices de P (veja Teorema 4.2.1). Adicionalmente,
mostraremos que o grafo de visibilidade vértice-aresta nao contém mais informacao do que
o grafo de visibilidade para leques convexos em posicao geral. O Lema 4.2.3 demonstra
esta ultima afirmacao, mostraremos algumas propriedades utilizadas nesse lema.

Lema 4.2.1. Seja G um grafo e C um circuito hamiltoniano em G tal que (G, C) atende
as condicoes CF1—CF3. Seja D o subgrafo induzido por um ciclo ordenado. Se existe um
par invisivel (v;,v;) em G[D] tal que v; < v;, entao, existe um conjunto W = {wy, ..., w, }
de vértices bloqueantes do par (v;,v;) em D(v;,v;), ordenado sequndo a ordem de D, tal
que (v;, w), (v;,w,) € A(G[D]).

Demonstracio. Um par invisivel em D também é invisivel em C'. Segundo a condigao
CF'3, existe pelo menos um vértice bloqueante em C'(v;,v;). Como D é um ciclo ordenado,
existe um caminho entre dois nés v; e v; em D composto apenas por nés de Clv;, v;].
Seja W = {wy, ...,w,} o conjunto de todos os vértices bloqueantes do par em D(v;, v;)
ordenados segundo a ordem de D. Suponha que v; nao é adjacente a wy. Entao, (v;, w;)
também é um par invisivel em D. De forma andloga ao par (v;,v;), existe um vértice
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vj

Vj+1

Figura 4.3: Se v; nao enxerga v;, v, estd dentro do tridngulo v;v;v;41.

bloqueante w’ em D(v;, w;). Segundo a defini¢do de vértice bloqueante, nenhum né de
Dlv;,w') é adjacente a nenhum né de D(w’,w;]. Mas, como D(wy,v;] € D(w',v], entdo,
w' também é vértice bloqueante do par (v, v;). Mas, w’ < wy, logo, wy ndo é o primeiro
vértice bloqueante do par, contradicdo. A prova ¢ andloga para v; e w,. O

Corolario 4.2.1. Seja P um leque convezo e (v;,v;) um par invisivel em P e seja W =
{wi,...,w,} o conjunto de todos os vértices bloqueantes do par em C(v;,v;) ou C(vj,v;)
na ordem definida em V. Entao v; enzerga wy e v; enverga w,, ou, v; enverga wy € v;
enxerga wy.

Lema 4.2.2. Sejam P um leque convexo, v; um de seus vértices e v;vjy1 uma de suas
arestas. Se v; < vj e v; ndo enrerga vjy1, entdo, ou v; nao enverga nenhum ponto da
aresta vjvjy1, OU V; enxerga somente v em Vjv;iq.

Demonstracao. O lema esta ilustrado na Figura 4.2. Pela condicao C'F'3 do Lema 4.1.4,
existe um vértice v,, bloqueante na cadeia C'(v;, vj41), assuma que v, ¢ o primeiro vértice
bloqueante segundo a ordem dos vértices da cadeia C(v;, vj11). Se vy, # vj, v; nd0 enxerga
todos os pontos das arestas formadas pelos vértices da cadeia C(vy, v;], uma vez que todos
os pontos estao a direita da reta direcionada v;v,,.

Assim, assuma que v,, = v;. Pelo Coroldrio 4.2.1, v; enxerga v;. Pelo Lema 4.1.3, v;
¢ um vértice reflexo em P. Isto implica que v;1; estd a direita da extensao do segmento
v;v; e, portanto, v; nao enxerga nenhum ponto adicional da aresta v;v;41. O

Podemos reescrever o Lema 4.2.2 para o caso em que v; > v;. Neste caso, se v; nao
enxerga v;, entdao, v; nao pode enxergar nenhum ponto da aresta v;v;;; além de vj;,. A
prova é simétrica a apresentada para o Lema 4.2.2.

Lema 4.2.3. Seja P um leque convexo em posicio geral. Sejam Gy e Gyg o0s seus
grafos de visibilidade entre vértices e de visibilidade vértice-aresta, respectivamente. Um
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Uj

Uj+1

Figura 4.4: v; enxerga v;;; mas nao enxerga a aresta e;

vértice v; enxerga fracamente uma aresta v;vjyy (ie., v; = vvj41 € A(Gyg)), tal que
Vj # U # Vjy1, S€ e somente se:

1. v; <wvj e (v,vj41) € A(Gy); ou
2. v; >vj e (v;,v;) € A(Gy).

Demonstrag¢do. Provaremos o caso em que v; < vj. O outro caso é simétrico.

(<=) Se v; enxerga v;, entdo v; enxerga ambos os extremos da aresta v;v;1; e, portanto,
enxerga fracamente a aresta. Assim, assuma que v; nao enxerga v;. Seja v, 0 primeiro
vértice bloqueante do par (v;,v;) contido na cadeia C(v;,v;41). A condicdo C'F'3 do Lema
4.1.4 garante a existéncia de v,. O vértice v, estd dentro do tridngulo v;v;v,41 (veja
Figura 4.3). Uma vez que v; enxerga v, pelo Corolario 4.2.1, a extensdo do segmento
direcionado v;v,, deve interceptar o poligono em algum ponto p. Como P esta em posicao
geral, p # v;41. Uma vez que v, estd dentro do tridngulo v;v;v;11 entdo p € v;v;+1.
Logo, v; — e;.

(=) A prova é consequéncia direta do Lema 4.2.2.

O]

A propriedade de posicao geral é importante para a validade do Lema 4.2.3. Um
contra-exemplo, quando nao assumimos posicao geral, ¢ mostrado na Figura 4.4.

Corolario 4.2.2. Seja Gy um grafo de visibilidade de um leque convexo P em posi¢do
geral. Entao, podemos construir em tempo polinomial o grafo Gyg(P) a partir de Gy .

O Lema 4.2.3 sugere que ¢ possivel extrair as informacgoes de visibilidade entre vértices
e arestas usando apenas as informagoes contidas no grafo de visibilidade. Uma vez que as
condigoes necessarias CF1 — C'F3 do Lema 4.1.4 lidam com o conhecimento de vértices
bloqueantes de um par invisivel, isso sugere que talvez possamos construir um grafo de
visibilidade vértice-aresta abstrato a partir destas condigOes necessarias. Este topico é
tratado no proximo lema.



4.2. Grafos de Visibilidade de Pseudoleques Convexos: Caracterizagao 37

Lema 4.2.4. Seja G um grafo com um circuito hamiltoniano C. Suponha que N(G) =
{vo, ..., un_1} esteja totalmente ordenado de acordo com C. Seja E = {eg,e€1,...,e5_1} 0
conjunto de arcos de C' tal que e; = (v, vis1). Seja G um grafo tal que N(G) = EUN(G)
e que (vg, ;) € A(G) se e somente se: (1) vy < v; € (g, vi41) € A(G) ou; (2) v > v; e
(v, v;) € A(G) ou; (3) k=i ouk=1i+1. Se (G,C) atende as condi¢oes CF1 — CF3
do Lema 4.1.4 entio G é um grafo de visibilidade vértice-aresta abstrato (i.e., atende as
condigoes do Lema 3.7.1).

Demonstragio. Chamaremos os elementos de E de arestas e os nés de N(G) em G de
vértices. Note que a construcao das arestas de G é feita de acordo com as condi¢des do
Lema 4.2.3, com a adicao de uma condi¢do para garantir que um vértice é adjacente as
arestas as quais ele pertence. De acordo com a construcéo, G é bipartido pelos conjuntos
N(G) e E. Assuma, sem perda de generalidade, que vy = v é 0 n6 universal indicado pela
condicao C'F'1.

Sejam e; e e; duas arestas de G tais que e; < e;. Seja v, um vértice de Clv;41, v;] em
G tal que v; é adjacente a e; e e;, mas nao ¢ adjacente a nenhuma aresta de C(v;,v;).
Note que, pela construcao, vy nao é adjacente a nenhum né da cadeia C(v;41,v,41) € que
v € adjacente a v;41 € vj4; em G. Temos os seguintes casos possiveis: (v < v; < V1)
ou (v; < vjy1 < Ug).

(v < v; < vj41): Este caso é equivalente ao primeiro caso do Lema 3.7.1 (veja Figura
3.15). Dividiremos a prova em trés afirmagoes: (viy1,¢;) € A(G), (vj,e:) ¢ A(G) e vy é
um ponto de articulacio do subgrafo induzido em G pelos vértices e arestas do intervalo
Clog, vj].

((vig1,¢;) € A(G)): Como vy, < vj, entdo, se a afirmagao for verdadeira, (viy1,vj41) €
A(G). Assuma que v;41 nao é adjacente a vj1; em G. Pela condicado C'F3, existe um vér-
tice bloqueante v,, na cadeia C(v;11,v;4+1). Assuma, sem perda de generalidade, que v,, é
o Unico vértice bloqueante na cadeia e que v;41 € v;41 sao adjacentes a v,,, segundo o Lema
4.2.1. Isso significa que temos o ciclo (v, Vit1, Uy, Vj41) em G. Porém, vy nao é adjacente
a vy, segundo a hipétese (i.e., caso contrario, vy, enxergaria uma aresta de Clvii1,vj]), e
assumimos que v;;; nao é adjacente a v;41. Portanto, o ciclo (vk, Vit1, Uy, Vig1) € um ciclo
ordenado sem corda em G, contradizendo a condicao CF2. A adi¢do de outros vértices
bloqueantes simplesmente aumentariam o tamanho do ciclo.

((vj,e;) ¢ A(G)): Como v; < vj, pela construcdo, isso implica que (v;,v;) € A(G).
Como v, nao é adjacente a aresta e;_;, por hipétese, entao v, nao é adjacente a v,
pela construcao. Pela condicao C'F'3, existe pelo menos um vértice bloqueante na cadeia
C(vg,vj). Assuma que v, é o primeiro vértice bloqueante do par (vg,v;). Como vy é
adjacente a v;11, entao, v;11 < v, < v;. Pela definicao de vértice bloqueante, isto implica
que v; nao é adjacente a v;. Logo, (v;,e;) ¢ A(G).

Se v;41 é um ponto de articula¢do, nenhum vértice de C|vg, v;11) pode ser adjacente
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Figura 4.5: Ilustracao de um caso do Lema 4.2.5

a nenhuma aresta de C(v;41,v;] em G e vice-versa. Pela construgao, isso é equivalente a
dizer que v; 41 é um vértice bloqueante do par (v, v;) em G. Suponha que v;41 nao é um
vértice blogeuante do par (v;,v;) em G. Isto significa que v, é adjacente a pelo menos
um vértice de C(v;41,v;). Mas dessa forma, segundo a construcao de G, vy, é adjacente a
uma aresta de C(v;,v;); contradigao.
(v; < vj41 < vg): A prova é simétrica ao primeiro caso, derivando o segundo caso do
Lema 3.7.1 (veja Figura 3.15).
m

Através do Teorema 3.7.1, sabemos que existe um pseudopoligono P cujo grafo de
visibilidade vértice-aresta é isomorfo a G. Como G foi obtido a partir de um grafo G e
um circuito hamiltoniano C' que atendem as condigoes CF1,CF2 e CF3 do Lema 4.1.4,
é intuitivo pensar que as informagoes contidas em G estao de alguma forma expostas em
P. Niao s6 o grafo de visibilidade vértice-aresta de P é isomorfo a G, mas o grafo de
visibilidade de P ¢ isomorfo a GG, como mostrado no Lema 4.2.5.

Note que o vértice v = vg é convexo em P, uma vez que v; é adjacente a vg = v em G
e v,_1 é adjacente a v, = v, logo, segundo a construcio de G, (v1,ey), (va_1,€1) € A(G).
Adicionalmente, usando o mesmo argumento, o vértice v enxerga todas as arestas de P.

Lema 4.2.5. Sev, —e; ek <i ouvy — ey e <k, entdo, vy € v;11 sGo mutuamente
visiveis em P.

Demonstracao. Provaremos o resultado para o caso em que k < 7, o outro é simétrico.

Assuma que v nao enxerga v;,1. Isto significa que o segmento de pseudolinha v,v;,4
intercepta o exterior de P. Uma vez que vy nao enxerga v;,1, existe, pela definicdo, uma
testemunha v; (veja Figura 4.5), que v enxerga, tal que a extensdo do segmento vgv;
intercepta e; em p. Note que p # v;,1, sendo v, enxergaria v;;1.

Isso implica que nenhum vértice de C[v;11, v;) enxerga nenhuma aresta de Cv;, vx), ou
nenhum vértice de Cluy, v;) enxerga nenhuma aresta de Cv;4+1, v;), j& que, caso contrario,
existiria uma pseudolinha que cruzaria a pseudolinha v;v;, (vgv;) em dois pontos distintos.
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Como vy, < v, entdo, v € C(vip1,vx). Mas v ¢ Clvipr,v;) ou v & C(v;, vk, j& que o
mesmo implica que v nao enxerga alguma aresta. Mas v # v; uma vez que v; é um vértice
reflexo (i.e., vj11 ndo enxerga e;_ e v;_; ndo enxerga e;); contradigao. O

De acordo com o lema anterior, o vértice v de P enxerga todos os vértices de P, ja
que o mesmo enxerga todas as arestas do mesmo. Assim, P é um pseudoleque convexo.

Observe que o Lema 4.2.5 demonstra que (v;,v;) € A(G) = (v, ej-1) € A(Gve(P))
= (v;,v;) € A(Gy(P)) para v; < v; e simetricamente para v; > v;. Concluimos que
como A(G) = A(Gy) e N(G) = N(Gy) =V, temos Gy = G. Devido a construgao
de um pseudoleque convexo P, concluimos que as condi¢des expostas no Lema 4.1.4 sdo
suficientes para grafos de visibilidade de pseudoleques convexos. A necessidade dessas
condicoes ¢ anunciada no proximo lema, cuja prova ¢ andloga a prova do lema 4.1.4.

Lema 4.2.6. Se G € o grafo de visibilidade de um pseudoleque convexo P e C' é o circuito
hamiltoniano em G que corresponde a P, entdio, (G,C) satisfaz as condigoes CF1—CF3.

Teorema 4.2.1. Seja G o grafo de visibilidade vértice-aresta abstrato obtido a partir
de um grafo G que atende as condicoes do Lema 4.1.4. FExiste um pseudoleque convexo
P, tal que o grafo de wvisibilidade Gy (P) é isomorfo a G e o seu grafo de visibilidade
vértice-aresta Gyg(P) € isomorfo a G.

Chamaremos todo grafo G que atende as condigoes do Lema 4.1.4 de grafo de visibi-
lidade abstrato de um leque convexo. O Teorema 4.2.1 e o Lema 4.2.6 mostram que as
condigoes C'F'1 — C'F'3 expostas no lema 4.1.4 sdo necessérias e suficientes para grafos de
visibilidade de pseudoleques convexos em conjunto com o seu circuito hamiltoniano cor-
respondente a sequéncia de vértices do poligono. Assim, temos uma caracterizagdo desta
subclasse de grafos de visibilidade. Adicionalmente, é ficil notar que a construcio de G e
a verificacao das condigoes CF'1 — C'F'3 podem ser feitas em tempo polinomial. Como a
construcao do pseudoleque convexo a partir de G' também pode ser feita em tempo polino-
mial (veja o algoritmo de reconstrugao de um poligono a partir de um grafo de visibilidade
vértice-aresta em [36], temos que os problemas de Reconstru¢ao e Reconhecimento para
essa classe de grafos podem ser resolvidos em tempo polinomial.

A existéncia de P levanta duas questoes: existe um poligono P tal que Gy (P) =
Gy (P)? Existe algum pseudoleque convexo P cujo grafo de visibilidade nao é isomorfo
ao de nenhum poligono?

Podemos tentar responder a primeira questao resolvendo o problema de realizabili-
dade da pseudoconfiguracio de pontos (S, £) de P. E importante notar que P é apenas
um dos pseudopoligonos possiveis de serem construidos utilizando G. Logo, se o arranjo
induzido por (S, £) nao for esticdvel, nada garante que ndo exista outro pseudopoligono
com o mesmo grafo de visibilidade em outra pseudoconfiguracao de pontos realizavel. Até
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o momento da escrita deste texto, ndo conseguimos achar um exemplo de um pseudole-
que convexo que contrariasse a segunda questao. Levantamos a questao com a seguinte
conjectura:

Conjectura 4.2.1. Para todo pseudoleque convero P existe um leque convexo P, tal que

Gy (P) = Gy(P).



Capitulo 5

Dificuldade dos Problemas de
Reconstrucao e Reconhecimento

Neste capitulo, buscamos analisar a dificuldade das diversas variacoes dos problemas
de reconhecimento e reconstrugdo para leques convexos assumindo diferentes tipos de
informagoes sobre o poligonos.

5.1 Relacgoes entre os Problemas de Reconhecimento

e Reconstrucao de Leques Convexos

A Figura 5.1 resume as abordagens e resultados para os problemas de reconhecimento
envolvendo leques convexos tratados nesta dissertacdo. As setas sélidas representam o
que pode ser obtido a partir do objeto de origem. Quanto as setas tracejadas, elas repre-
sentam os problemas de decisao que perguntam se existe um objeto isomorfo ou similar
ao objeto de origem. Os problemas RgLC(G,C), RgLC(G,C) e RgLC(\, C) represen-
tam os problemas de reconhecimento de um grafo de visibilidade entre vértices, grafo de
visibilidade vértice-aresta e tipo de ordem de um leque convexo, respectivamente, com a
adicao de um circuito hamiltoniano como entrada.

No capitulo anterior, foi mostrada uma caracterizagdo de grafos de visibilidade entre
vértices de um pseudoleque convexo. Um dos resultados colaterais da prova da caracteri-
zagao mostra que é possivel reconstruir um pseudoleque convexo P a partir de um grafo
que atende as condi¢oes CF'1 — C'F3 do Lema 4.1.4, resolvendo o problema de reconstru-
¢ao para grafos de visibilidade de pseudoleques convexos. Como os grafos de visibilidade
de pseudoleques convexos sao uma superclasse de grafos de visibilidade de leques conve-
X0s, sua caracterizacao pode ajudar nos problemas de caracterizagao e reconhecimento de
grafos de visibilidade de leques convexos. Uma maneira de tentar resolver esses problemas
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Lem. 4.2.3
Gy e—» Gupe—— )\ = S - P
CFI-CF3: R R i s
Lem 4.1.3 ReLC(G, C) () E E |
Lem. 4.2.41 | !
e R —— = i :
ReLC(G.C) () | :
Thm. 3.7.11 ! :
OTR (NP-diffcil) : |
(S, L) i
RgLC(A, C) (NP-dificil) Thm: 5.3.1 !
Thm. 3.7.1 '
v l
(?7) Sec. 5.4 !
P .
Lem 4.2.5
Gv(P) =G

Figura 5.1: Relacao entre os problemas envolvendo leques convexos tratados nesta disser-
tacao.
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é tentar achar um leque convexo cujo grafo de visibilidade é isomorfo ao grafo de visibili-
dade de P através do problema de esticamento de pseudolinhas ou realizacao de tipo de
ordem. Para isso, buscamos propriedades nos arranjos induzidos por (pseudo)poligonos
que induzem o mesmo grafo de visibilidade. Esta abordagem ¢ tratada na Se¢ao 5.4.

Pelo Lema 4.2.3 mostramos que ¢é possivel extrair as informagoes de visibilidade entre
vértices e arestas a partir do grafo de visibilidade entre vértices. Isso nos induz a pensar
que o problema de reconhecimento de grafos de visibilidade vértice-aresta nao é mais facil
que o problema de reconhecimento de grafos de visibilidade entre vértices para leques
convexos em posi¢ado geral. Dessa forma, analisamos o mesmo problema com tipo de
ordem, que contém estritamente mais informacgoes geométricas sobre o poligono. Porém,
o Teorema 5.3.1 mostra que esse problema é NP-dificil.

Para o problema de reconstrucao de leques convexos a partir do seu grafo de visi-
bilidade entre vértices, analisamos se o problema se relaciona com o mesmo problema
definido para poligonos unimono6tonos. Mostramos que é possivel transformar um leque
convexo em um poligono unimonodtono, e vice-versa, de maneira que a visibilidade entre
os vértices do poligono é mantida. Isso é mostrado na se¢do a seguir.

5.2 Leques Convexos e Poligonos Unimonétonos

Seja P um leque convexo e H um semicirculo centrado em v suficientemente grande para
que P esteja completamente dentro de H. Projete os vértices v; € V' \ {v} de P em H
através da extensao das arestas vv;. A ordem anti-horaria produzida pelas projecoes em
H é mondtona com relagdo a ordem de V' \ {v}. Essa propriedade assemelha-se & nogao
de monotonicidade para poligonos, o que nos induz a pensar que deve existir uma relagao
entre leques convexos e poligonos mondtonos. O Teorema 5.2.1 mostra essa relacao.

Sejam II e © dois planos ortogonais em R? (veja Figura 5.2). Para cada um destes
planos, acrescente uma reta ideal a este tal que toda reta paralela ao plano intercepta o
mesmo em um ponto desta reta ideal e, se duas dessas retas forem paralelas entre si, elas
interceptam o mesmo ponto ideal. A adi¢do da reta ideal transforma ambos os planos
em planos projetivos [30]. Seja p um ponto nao incidente a II ou 2. Mapeamos um
ponto ¢ de Q a um ponto ¢ de II, se ¢’ incide na reta pg. Note que este mapeamento é
uma bijecao e, como II e {2 sao planos projetivos, este mapeamento pode ser entendido
como um automorfismo de um plano projetivo, um mapeamento de um plano sobre si
mesmo que mantém colinearidade entre pontos. Dessa maneira, esse mapeamento é uma
perspectividade [21, 30].

Considere a seguinte denominacgao para a prova do teorema abaixo. Dizemos que uma
reta é paralela a um plano projetivo se esta reta intercepta o plano em um ponto ideal
ou a reta estd contida no plano. Dois planos projetivos sao paralelos entre si se os planos
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Figura 5.2: Representacao grafica da transformagao 1" do Teorema 5.2.1.

r
(%

Figura 5.3: O ponto ¢t nao é externo ao poligono.
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se interceptam em uma reta ideal ou sdo coincidentes. Duas retas em um mesmo plano
projetivo sao paralelas se elas nao sao concorrentes em um ponto nao ideal.

O teorema a seguir utiliza o conceito de quadruplas e conjugados harmédnicos. Veja a
Secao 3.1 na péagina 10.

Teorema 5.2.1. Seja P um leque convezo tal que v é um vértice universal de P. Entao
existe um poligono unimondtono U cuja base € 1's’" tal que Gy (U) \ {r',s'} é isomorfo a

Gv(P)\ {v}.

Demonstracao. Para esta prova, deformaremos P com uma transformacao perspectiva T’
através de um ponto p. Construiremos um poligono unimondétono U através das ima-
gens dos pontos de P e mostraremos que se dois vértices de P sao mutuamente visiveis,
entdo suas imagens sao visiveis em U. Refira-se a Figura 5.2 para melhor visualizar a
transformacao T, descrita a seguir.

Assuma que P esteja contido em um plano projetivo €2. Suponha que exista uma reta
[ contida em €2 que intercepta o vértice universal v e nenhum outro ponto de P. Note que
pela definicao de leque convexo, o angulo interno em v nao pode ser igual a 7, ou seja,
Un_1, U1 € v nao sao colineares. Esse fato garante a existéncia da reta [.

Seja II um plano ortogonal a €2 e paralelo a [ tal que II nao intercepta o poligono
P. Seja m a reta paralela a Il que passa por v e seja p um ponto de m diferente de v.
Dizemos que T é a perspectividade de 2 a II através do ponto p. Por conveniéncia, para
q € Q, denote ¢ = T(q) € 1.

Uma vez que definimos a transformagao 7', o préximo passo é construir um poligono
unimonotono. Sejam 7 e s pontos do intervalo aberto das arestas vv; e vv,_; de P, respec-
tivamente. Definimos como U o poligono formado pelo conjunto de pontos {r’, ', v}, v}, ...,
v),_,} nesta ordem. Seja C” a sequéncia (r', s', v}, v}, ...,v),_1,7"). A seguir, mostraremos
que U é um poligono simples e unimonotono.

Suponha que duas arestas vjv;, ; e vjv’,, de U se interceptem em um ponto ¢'. Segundo
o Lema 3.2.1, existe um ponto #' no segmento externo que une v;v;,, tal que (vjv}; ¢',t') é
uma quadrupla harménica. Uma vez que T' é uma transformacao perspectiva, (v;,v;;¢,t)
¢ uma quadrupla harmoénica em €2 e, portanto, ¢ estd contido na aresta v;v;. O mesmo
pode ser afirmado sobre a aresta viv;. Logo, v;v; e vgv; se cruzam em P: contradicao.

Resta mostrar que a cadeia poligonal formada pelos vértices da cadeia C'(v},v],_;) é
mondtona. Como a reta m é paralela a II, v é mapeado a um ponto ideal de II. Dessa
maneira, sejam ¢ e t dois pontos distintos da cadeia C'lvy,v,_1], entéo, as retas v'q’ e v't’

sao paralelas em II. Se k é uma reta ortogonal as retas incidentes em v’, entdo, toda reta

ortogonal a k ou nao intercepta a cadeia C'[v],v],_,], ou intercepta a mesma em um ponto
ou uma aresta, caso contrario, existiria um segmento de reta vq, tal que ¢ é um ponto da
fronteira de P, que interceptaria o exterior de P. O mesmo pode ser afirmado sobre o

segmento r’s’. Dessa forma, U é um poligono unimonétono com base 7's’.
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Figura 5.4: Dois poligonos unimondtonos tal que a visibilidade entre os vértices sao equi-
valentes com excecao da base.

O 1ltimo passo é mostrar que se dois vértices de P sdo mutuamente visiveis, entao
suas imagens sdo mutuamente visiveis em U.

Sejam v;, v; dois vértices nao consecutivos mutuamente visiveis em P tal que v; < v;
(veja Figura 5.3). Seja t um ponto do intervalo aberto do segmento v;v;. Seja ¢ o ponto
de intersecdo da extensdao do segmento vt com a fronteira do poligono. Seja u o ponto
de intersecao da reta vt com o segmento rs. Note que t e u sdo pontos nao externos a
P. Adicionalmente, perceba que (¢, u;t,v) é uma quadrupla harménica. Dessa maneira,
(¢, u';t',v") é uma quadrupla harmonica e como ¢’ estd contido no segmento ¢'u’, entao ¢/
¢ um ponto nao externo a U.

Como t foi escolhido de forma arbitrdria mostramos que o segmento v;v; ndo intercepta
o exterior de U. Isso conclui a prova do isomorfismo entre os grafos Gy (P) \ {v} e
GyvU \ {r', '} e, consequentemente, a prova do enunciado. ]

De forma similar a transformagcao 17" do teorema anterior, podemos definir uma trans-
formacao 7" do plano II para € tal que podemos construir um leque convexo P em )
através dos pontos de U em II de maneira a conservar a visibilidade entre os vértices de
U. Este fato é resumido no Corolario 5.2.1.

Corolario 5.2.1. Se U ¢é um poligono unimondtono cuja base é vovi. Entdao existe um
leque convezo P, com um vértice universal v, tal que Gy (U)\{vo,v1} € isomorfo a Gy (P)\

{v}.

O Teorema 5.2.1 e o Corolario 5.2.1 mostram uma correspondéncia entre leques conve-
x0s e poligonos unimondtonos. Note que, se U esta em posicao geral, o poligono resultante
da aplicagao de T nao estd necessariamente em posicao geral. Um exemplo de um poli-
gono nesta situacao estd mostrado na Figura 5.4a. No primeiro poligono da figura, apés a
aplicagao da transformacao 7", as imagens dos vértices vg, v7 € 0 vértice universal v serao
colineares.
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N

Figura 5.5: Um poligono unimonétono com relacao a uma curva.

A partir do Corolario 5.2.1 podemos obter uma reducao do problema de reconstrugao
de poligonos unimonoétonos através do seu grafo de visibilidade para o mesmo problema
de leques convexo. Descreveremos brevemente uma reducao a seguir.

Seja (G,C) um grafo e um circuito hamiltoniano do mesmo. Suponha que G é o
grafo de visibilidade de algum poligono unimonétono U e C' é o circuito hamiltoniano
de G correspondente a sequéncia de vértices da fronteira de U. Entao, existe uma aresta
e = (v;,vj) em G tal que v;v; é a base de U. Seja G' = G\ {v;, v;} e adicione um né v em G’
tal que v é adjacente a N(G)\{v;, v;}. Adicionalmente, construa uma sequéncia circular C’
trocando em C' os vértices v; e v; por v. Dessa forma, se reconstruirmos um leque convexo
P a partir de G podemos obter um poligono unimonétono N a partir da transformacao
T tal que Gy (N) = G pela devida escolha dos pontos u e v da transformacao 7.

Porém, a reducao no outro sentido ja nao é tao simples. Seja G grafo de visibilidade
de um leque convexo P. Podem existir varios poligonos unimonoétonos U com base uv
tal que Gy (U) \ {u,v} ¢é isomorfo a G \ v mas as vizinhangas de u e v em Gy (U) s@o
diferentes (veja Figura 5.4).

Intuitivamente, a transformagcao 7' do Teorema 5.2.1 deforma o leque P até que a cadeia
Clvy, vp—1] seja mondtona com relagdo a uma reta. Lembre-se que essa cadeia produz uma
ordem mondtona com relacdo a um semicirculo. Formulamos a Conjectura 5.2.1 de que
seja possivel generalizar o conceito de monotonicidade, de uma cadeia poligonal, para uma
curva simples e diferenciavel e, dessa forma, produzir uma transformacao semelhante a T’
para transformar essa cadeia em uma cadeia mondtona com relagdo a uma reta.

Dizemos que uma cadeia poligonal é mondtona com relacao a uma curva se existe uma
curva simples e diferenciavel ¢ tal que para todo ponto p de £, um dos raios partindo de
p ortogonal a tangente da curva em p intercepta a cadeia em um tnico ponto ou contém
uma aresta da cadeia. Um poligono P ¢é chamado de unimondtono com relagio a uma
curva (veja Figura 5.5) se P é um poligono simples formado por uma aresta (base) que
liga os vértices extremos de uma cadeia monotona com relagao a esta curva.

Conjectura 5.2.1. Seja U um poligono unimonotono com relagio a uma curva, cuja
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Figura 5.6: Ilustracoes dos casos do Lema 5.3.1

base € {vo,v1}. Entio existe um poligono P unimondtono, cuja base é {v}, v}, tal que

Gv(U) \ {vo,v1} € isomorfo a Gy (P) \ {v}, vi}.

5.3 Dificuldade do Problema de Reconhecimento de
Tipo de Ordem

No capitulo anterior, mostramos que é possivel extrair o grafo de visibilidade vértice-aresta
do grafo de visibilidade entre vértices de um leque convexo em posicao geral. Uma vez
que o tipo de ordem contém estritamente mais informagoes sobre um poligono, comparado
aos grafos de visibilidade entre vértices e vértice-aresta [19, 37], levantamos, nesta se¢io,
a questao da dificuldade do problema de reconhecimento do tipo de ordem de leques
convexos em posicao geral.

Primeiramente, definimos o problema. Seja A : S* — {+, —} um mapeamento que
associa triplas de elementos de um conjunto S a uma orientacao positiva ou negativa. Seja
C uma sequéncia circular sobre os elementos de S. Decida se existe um leque convexo
P em posicao geral tal que seu tipo de ordem corresponda a A e a sequéncia de vértices
da fronteira é isomorfa a C'. Denominamos este problema de reconhecimento de tipo de
ordem de um leque convezo: RnLC(\,C).

Mostramos no Teorema 5.3.1 que o problema RnLC(\,C) é NP-dificil. Utilizamos
o fato de que a partir de qualquer (pseudo)configuragdo de pontos no plano, podemos
construir um (pseudo)leque, como mostrado no lema a seguir:

Lema 5.3.1. Seja p um ponto pertencente a uma (pseudo)configura¢io de pontos (S, L)
no plano, entio existe um (pseudo)leque convero P cujos vértices sao os pontos da
(pseudo)configuracio e p é um vértice universal em P.
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Demonstracao. Divideremos a prova em dois casos: quando p pertence e quando nao
pertence a envoltoria convexa de P.

Seja v a sequéncia circular anti-horaria do pontos em torno de p. Sejam o e ¢ dois
pontos quaisquer de S§. Se p esta na envoltéria convexa, assuma que o e ¢ S0 0s pontos
anterior e posterior de p na ordem anti-horéaria dos vértices da envoltéria convexa. Faca
Vg =P, V1 = q € v,_1 = o e, para todo par de pontos r,s € § tal que ¢ < s <r < o em
v, faca v; = r e v; = s de forma que i < j. Seja V = {vy = p,v1,...,v,—_1} 0 conjunto de
vértices totalmente ordenado que definem o (pseudo)poligono P. Seja E o conjunto de
arestas de P tal que e; = v;v;.1 € E para todo v; € V.

Para que P seja um leque, duas condicoes devem ser satisfeitas: duas arestas e; e e; nao
podem se cruzar e p deve enxergar todos os outros vértices. Suponha que exista uma aresta
v;v;+1 de E que cruze outra aresta distinta v;v;41 de P (veja Figura 5.6a). Entao, seja ¢ o
ponto de interse¢ao entre as duas arestas. Note que p ndo é incidente a (reta) pseudolinha
v;v;41 nem a (reta) pseudolinha v;v;41, caso contrario existiria uma (reta) pseudolinha
incidente a trés vértices. Logo, v; < ¢ < vi41 e v; < ¢ < vj41 na ordem circular em torno
de p. Suponha que v; < v;. Dessa maneira, temos que v; < v; < ¢ < vj41. Mas isso
implica que ou v; <V < g < Vi1 < VUjg1 00 U <V < ¢ < Vjp1 < VUigq DA ordem circular
em torno de p. Uma vez que v; intercala os vértices v; e v;11 na ordem, v;v;11 nao pode
ser uma aresta de v, segundo a construcao; contradicao. O caso v; < v; é andlogo.

Suponha que wvyv,_; cruza uma aresta v,;v;1; (veja Figura 5.6¢). Adicionalmente,
suponha que p nao esteja na envoltéria convexa. Note que nao existe nenhum v; € V' tal
que v; < v; < vj41 na ordem circular em torno de p, ja que, caso contrario, v;4; nao seria
o sucessor de v;. Como as arestas se cruzam, vj;; < v,—1 < v; em 7. Mas isto significa
para todo vértice v; € V' \ {v;,v41}, vj41 < v; < v;. Logo, p estd na envoltéria convexa;
contradicao.

Assuma que p esta na envoltéria convexa de (S, £). Neste caso, v,_1 nao pode estar na
envoltéria convexa, ja que existe pelo menos um vértice de v;v;41 que intercepta o exterior
de P; contradicao. O caso em que existe uma aresta que cruza vyv; € analogo. O

Lema 5.3.2. Seja p um ponto pertencente a envoltoria convexa de uma (pseudo)configura¢io
de pontos (S, L) no plano, entao existe um (pseudo)leque convexo P cujos vértices sio os
pontos da (pseudo)configuracao e p é um vértice universal em P.

Demonstragdo. A demonstragao é similar a do lema anterior. O]
Teorema 5.3.1. RnLC(\,C) é NP-dificil.

Demonstracio. A prova é por reducao a partir do problema de realizacao de tipo de
ordem [26] (OTR o RnLC(A,C)). Seja (S,L) uma pseudoconfiguracdo de pontos de
uma instancia do problema OTR. Seja A : 8 — {+,—} a funcdo de tipo de ordem da
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Figura 5.7: Dois poligonos com o mesmo grafo de visibilidade, mas arranjos diferentes.

pseudoconfiguracao de pontos. Ache um ponto p que esteja na envoltéria convexa da
pseudoconfiguracao de pontos e crie uma ordem circular C' dos pontos em torno de p.
Mapeie a instancia (S, L) do problema OTR para o par (A, C), que é uma instancia do
problema RnLC(A, C).

Segundo o Lema 5.3.2, C' descreve um pseudoleque convexo. Se a pseudoconfiguragao
de pontos (S, L) é realizavel (i.e., existe configuragdo de pontos no plano com o mesmo
tipo de ordem que a pseudoconfiguracao) entdo a ordem C' também induz um leque
convexo com o mesmo tipo de ordem. Se existe um leque convexo P com o tipo de
ordem equivalente a A entdo o seu conjunto de pontos é isomorfo a (S, L) e portanto a
pseudoconfiguracao de pontos é realizavel. O]

5.4 Arranjos Induzidos por Leques Convexos

Nesta se¢ao, discutiremos algumas propriedades dos arranjos induzidos por leques conve-
x0s. Os poligonos das Figuras 5.7a e 5.7b possuem o mesmo grafo de visibilidade, porém,
note que os arranjos induzidos pelos vértices dos poligonos sao diferentes. Suponha que
queiramos construir um novo leque convexo adicionando um vértice vg tal que o mesmo
enxergue vs mas nao enxergue v;. Isto é impossivel de ocorrer no poligono da Figura 5.7a,
pois a face do arranjo na qual precisamos posicionar vg (i.e., a face posicionada a esquerda
da reta vsvs e a direita da reta vivy) estd contida dentro do poligono. Note, também,
que se vg for posicionado de forma a enxergar v; (isto é, & esquerda da reta vgv7) entao o
mesmo enxergara v em ambos os poligonos das Figuras 5.7a e 5.7b.
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Figura 5.8: Figuras ilustrativas do Lema 5.4.1 e Corolario 5.4.2

Como observado nos exemplos das Figuras 5.7a e 5.7b algumas propriedades da vi-
sibilidade do poligono podem nos fornecer algumas informagoes sobre o arranjo de retas
induzido pelo poligono. Apresentamos a seguir algumas propriedades das sequéncias locais
das retas induzidas pelos vértices dos poligonos com o mesmo grafo de visibilidade.

Seja P um leque convexo e seja «y; a sequéncia local da reta [;; que passa pelos
vértices v; e v;. Para as sequéncias locais, utilizaremos a notacao v; para indicar o ponto
de intersecao de todas as retas que passam por v; (i.e., equivalente a {l;; : Vv; € V' \ v;}).
Usaremos a notacao «; para indicar a sequéncia local da reta vv;.

Lema 5.4.1. Seja v, um vértice bloqueante do par (v;,vj_1) e assuma que (v;,v;) €
A(Gy) e v; < vj. Seja v, um vértice de C(v;,vy). Entao, para todo vy, € C(vy,v;),
V<l < Liy < Uy, €M Q.

Demonstracao. Veja a Figura 5.8a como referéncia. Como v; < v temos que v, esta a
esquerda da reta v;v,,, portanto, a reta v,v,, esta a esquerda da reta v;v,, antes do ponto
Uy. Apés o ponto v, a ordem das retas € invertida. Isso significa que para qualquer reta
que intercepte ambas as retas em pontos apos v,,, temos que I, < l;, em sua sequéncia
local.

Pelo fato de v, ser um vértice bloqueante, todo v,, € C(v,,v;) esté a direita das retas
ViU € VR, € como ambos os vértices enxergam o vértice universal temos que v < g, <
liw < U €m Q. O

Lema 5.4.2. Seja v,, um vértice bloqueante do par (v;,vj_1) e assuma que (v;,v;) €
A(Gy) ev; <wvj. Sejam vy e v dois vértices da cadeia C(v;,vy,) tal que v; € o primeiro
vértice bloqueante do par (vk,vy). Entdo para todo vértice v,, € C(vy,v;) temos que
V<l <y < Uy em oy, (veja Figura 5.8b).
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Demonstracio. A demonstracao é similar a do lema anterior. O

As Figuras 5.7a e 5.7b mostram um exemplo das propriedades expressas pelo Lema
5.4.1 e pelo Corolario 5.4.2. Observe que para ambos os poligonos em ag temos que
lys < I35 < ly5. Note, porém, que a posicao de lyo relativa as outras retas em ag nao é
necessariamente mantida.

Enquanto que estas propriedades nao resumem toda informacao que pode ser obtida
sobre as sequéncias locais de leques convexos em geral, eles apresentam algumas proprie-
dades do arranjo determinadas pela visibilidade entre vértices.

5.5 A Conjectura de Isotopia de Ringel e o Problema
de Reconstrucao

A conjectura de isotopia de Ringel [40, 26] afirma que um arranjo de retas L pode ser
continuamente deformado para outro arranjo L’ isomorfo a L tal que qualquer arranjo
intermediario obtido no processo seja também isomorfo a L. Aplicando-se dualidade entre
pontos e retas obtemos uma versao para tipo de ordem. Ou seja, dadas duas configuracoes
de pontos com o mesmo tipo de ordem A, podemos mover continuamente os pontos de S
até obtermos S’ de tal modo que qualquer configuracdo de pontos intermediaria tenha o
mesmo tipo de ordem.

Esta conjectura é falsa e alguns contra-exemplos ja sao conhecidos, sendo que o menor
arranjo, em nimero de retas, contém 14 retas em posicao geral [26, 48]. O Teorema da
Universalidade de Mnév [31] também contraria a conjectura com um resultado mais forte.

Através do Corolario 5.3.2 observamos que para toda configuracao de pontos S po-
demos construir um leque convexo, ou seja, para todo tipo de ordem A existe um leque
convexo com o mesmo tipo de ordem. A falsidade da conjectura de Ringel dificulta o
desenvolvimento de algoritmos indutivos para reconstruc¢ao de leques convexos, ja que, ao
reconstruir um leque convexo, estaremos fixando um tipo de ordem na configuragao com
um menor nimero de pontos ou retas. Existe pelo menos uma configuracao de pontos
com um determinado tipo de ordem tal que a adicdo de um novo ponto pode forcar a
movimentagao de pontos da configuracao, se quisermos que o ponto adicionado enxergue
um determinado conjunto de vértices, de tal maneira que mudamos o tipo de ordem.



Capitulo 6

Conclusoes

Os principais resultados deste trabalho estao resumidos nos Teoremas 4.2.1 e 5.2.1. O
primeiro mostra que as condi¢des necessarias para leques convexos apresentadas no Lema
4.1.4 sao suficientes para pseudoleques convexos. Este resultado, em combinacdo com a
necessidade dessas condi¢oes para pseudoleques convexos implicadas no Lema 4.2.6, mos-
tram uma caracterizagao completa dos grafos de visibilidade de pseudoleques convexos.
Outra implicacao desses resultados é que podemos resolver os problemas de Reconheci-
mento e Reconstrugdo desses grafos em tempo polinomial.

Um resultado colateral, mostrado pelo Lema 4.2.3, é que podemos obter as informacoes
de visibilidade entre vértices e arestas de leque convexo em posicao geral a partir do seu
grafo de visibilidade entre vértices.

O teorema 5.2.1 mostra que podemos reduzir o problema de reconstrucao de grafos de
visibilidade de poligonos uniminétonos para o problema de reconstrugao para grafos de
visibilidade de leques convexos. Este resultado é alcangado através de uma transformacao
projetiva aplicada a um leque convexo.

Uma possivel extensao para o trabalho é o estudo da esticabilidade de arranjos indu-
zidos por leques convexos. Embora o problema de esticabilidade geral seja NP-dificil, os
arranjos induzidos por leques convexos podem constituir uma classe especial com alguma
propriedade que possa ser explorada para se decidir a esticabilidade em tempo polino-
mial. Neste sentido, o Lema 5.4.1 mostra uma propriedade comum das sequéncias locais
de leques convexos com grafos de visibilidade isomorfos.

Bokowisk et al. [4, 38] desenvolveram alguns métodos para decidir a esticabilidade
de casos especiais de arranjos de pseudolinhas no contexto de matréides orientéveis. E
possivel que a esticabilidade de algum arranjo da familia de arranjos induzidos por leques
convexos com o mesmo grafo de visibilidade possa ser decidida por algum desses méto-
dos em tempo polinomial. Streinu [45] mostra que é possivel decidir a esticabilidade de
arranjos induzidos por poligonos star-like em tempo polinomial.
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