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Abstract

Sponsored search auction is one of the most profitable sources of revenue on the internet.
The growth of this market was, on average, 20% per year over the past years. Since the
target audience and advertiser variety are big and diverse, a small increase in efficiency in
this mechanism can bring a huge increase in the sites profits. In this work we discuss the
evolution of the mechanisms used in this market, identifying the reasons of these changes.
We evaluate the currently used mechanism, modeling in different ways and calculating

the price of anarchy.
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Resumo

Uma das fontes de receita mais lucrativas da internet sao os antiincios para sites de busca.
O crescimento deste mercado biliondrio foi, em média, 20% ao ano nos ultimos anos.
Como o publico alvo e variedade de anunciantes deste mercado é grande e diversificado, um
pequeno aumento da eficiéncia deste mecanismo representa um grande aumento de receita
para os sites. Neste trabalho discutimos a evolugao dos mecanismos usados neste mercado,
identificando as razoes destas mudancas. Avaliamos os mecanismos usados atualmente,
modelando-o de formas diferentes e calculando o seu preco da anarquia.
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Capitulo 1

Introducao

Ferramentas de busca sao fontes de informacgao para muitas pessoas. Mais da metade
dos usuérios da internet visitam sites de busca todos os dias, mais de 13% do trafego
nos sites comerciais provém dos sites de busca e mais de 40% das buscas por produtos
comegam em sites de busca [11]. Como resultado disto, é extremamente interessante
para sites comerciais aparecerem em uma boa posicao nos sites de busca, acredita-se
que as primeiras posicoes dos sites de busca sao as mais vistas e mais visitadas. Os
sites comerciais podem fazer isso através de uma engenharia reversa das ferramentas de
busca. Descobrindo como as ferramentas de busca ordenam as buscas, estes sites podem
tentar preencher os requisitos para ficar entre as primeiras ocorréncias. Tais praticas
sao prejudiciais aos sites de busca, porém sao inevitaveis. Outro modo de ficar entre os
primeiros resultados é pagando para aparecer, como propaganda, ao lado das buscas ou
até nos primeiros resultados.

Como um exemplo, a receita proveniente de propagandas gerada para o Google em
2001 foi de 66 milhoes de dolares, a partir dai, por ano, esta receita cresceu 514% em 2002,
gerando 410 milhoes, 121% em 2004, gerando 3 bilhoes, mais de 50% todo ano até 2007,
gerando 16 bilhoes neste ano. Cresceu, em média, 20% por ano até 2012, gerando uma
receita de 43 bilhoes de délares em 2012 provenientes da venda de espaco para propaganda,
representando 86% da receita total deste ano e 95% da receita total de servigos na internet
[8]. A partir destes dados, fica evidente o interesse em estudar formas de aumentar o lucro
com a venda destes espagos para propaganda.

Uma caracteristica importante das propagandas pela internet ¢ que podemos saber,
com uma certeza maior do que propagandas em outros meios, se as propagandas exibidas
fizeram efeito sobre o ptublico alvo. A chave para a venda de espago para propaganda
na internet estd no seguinte fato. Na internet podemos saber quando uma pessoa clica
em uma propaganda, a palavra-chave que o usudrio estda buscando e, mais importante,
se esta pessoa comprou o produto que estava procurando. Baseado nestas caracteristi-
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cas pode-se cobrar do anunciante, nao mais pela impressao do seu anuncio, mas cobrar
um valor quando o antincio é clicado. Desta maneira o anunciante tem mais crenga no
funcionamento da propaganda, pagando um valor maior pelo seu efeito.

Dentre os modelos de venda de espaco de antiincios em sites de busca, o mais usado ¢é
um leildo chamado Generalized Second Price Auction (GSP). Neste modelo, usado pelo
“Google”, “Yahoo”, entre outros, o anunciante envia ao publicador um valor, represen-
tando o quanto ele estaria disposto a pagar para ter o seu aniincio clicado, em uma péagina
referente a busca de uma palavra-chave especifica. O publicador tem um conjunto de es-
pacos disponiveis para colocar anincios, para uma clareza maior do texto, chamaremos
cada um desses espacos de slot. E de comum acordo que os slots localizados em melhor
posicao sao mais visados pelo publico, sendo assim mais desejados pelos anunciantes. Ao
receber os valores dos anunciantes por uma palavra-chave, assim que algum usuario do
sistema buscar essa palavra-chave, o publicador ordena os antincios, da melhor até a pior
posicao, favorecendo os maiores valores enviados. O anunciante que tiver seu antncio
exibido na 7-ésima melhor posicdo pagara o valor que o anunciante da posicao seguinte
submeteu.

Como exemplo, suponha que temos trés anunciantes disputando o espaco da palavra
“carro”, suponha que a pagina referente a busca desta palavra tem 2 slots. O primeiro
anunciante enviou como lance o valor de R$0,50 por cada clique, o segundo enviou R$0,20,
o terceiro enviou R$0,15. Quando um usuario buscar pela palavra “carro”, o antncio
do primeiro anunciante aparecera em primeiro lugar, seguido do anincio do segundo, o
anincio do terceiro nao aparecera. Caso o primeiro antincio seja clicado, serd cobrado do
primeiro anunciante o valor de R$0,20. Caso o segundo antincio seja clicado, serd cobrado
do segundo anunciante o valor de R$0,15.

Pode nao parecer intuitivo que este modelo seja o melhor para o publicador, pois cobra
um preco menor do que ele poderia cobrar. Mas, como veremos no capitulo 5, entre este
e a outra possibilidade de modelo testada, este ¢ mais vantajoso tanto para o publicador
quanto para o anunciante.

Tendo isto em vista, modelaremos o leilao de GSP como um jogo, fazendo diferentes
suposicoes. Estudaremos uma medida de equilibrio que este leilao tem, usando como
medida o preco da anarquia, uma medida da ineficiéncia de um equilibrio, fazendo uma
comparagao entre a situagao 6tima e a pior situagao de equilibrio que as regras deste leilao
propiciam aos anunciantes. Definimos uma funcao de bem estar social, que atribui um
valor para cada perfil de estratégia dos jogadores, este valor representando o bem estar
proporcionado por esse perfil de estratégia aos jogadores. O prego da anarquia ¢ definido
como a razao entre o maior valor do bem estar social possivel, entre todas as estratégias,
e o menor bem estar social possivel, entre todas as estratégias que sao um equilibrio.

Se o leilao for modelado como um jogo com informagao completa e estratégias puras,



onde todos os anunciantes sabem dos valores de todos os anunciantes, é visto um prego
da anarquia de 1,618, o que quer dizer que o melhor bem estar social que poderia ser
gerado nao ¢ 1,618 vezes melhor do que o pior bem estar social que um equilibrio do leilao
poderia gerar. Se, nesta mesma modelagem, o leilao for modelado com estratégias mistas,
teremos um prego da anarquia de 4. Se o leilao é modelado como um jogo de informacao
incompleta, onde os jogadores tem apenas uma estimativa dos lances dos outros jogadores,
entao é apresentado um prego da anarquia de 3,164. Se, nesta modelagem, supormos que
os valores dos jogadores sao correlacionados, entao ¢ apresentado um valor de 4 como
preco da anarquia.

Este trabalho é organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 é introduzido os conceitos
bésicos de Teoria dos Jogos usados neste trabalho. E discutida a préatica de modelagem
de uma situagao real em um jogo. Qual modelagem é mais razoavel para cada situagao.
As modelagens apresentadas sdo como jogos com informac¢ao completa ou incompleta,
com estratégia pura ou mista. O conceitos de equilibrios para as diversas modelagens sao
apresentados. No Capitulo 3 é apresentado o que é um leilao e os mecanismos cléssicos.
O conceito de mecanismos e suas principais propriedades sao apresentados, como o me-
canismo de revelacao direta e o principio de revelacao direta, dois estudos importante na
elaboracao de um mecanismo. O Capitulo 4 explica o problema do leilao de slots em sites
de busca. E visto suas regras e como este problema pode ser modelado formalmente. No
Capitulo 5 é visto os equilibrios para os mecanismos vistos e como estes mecanismos funci-
onam na pratica. Os mecanismos sdo comparados e, a partir do estudo desses equilibrios,
é discutido qual mecanismo é melhor para ser usado. No Capitulo 6 é visto os métodos
que foram usados para descobrir o pre¢o da anarquia quando os jogos sao modelados de
acordo com os modelos discutidos. Finalmente, o Capitulo 7 conclui este trabalho com
a discussao dos resultados obtidos e de suas principais contribui¢oes, além de apresentar
perspectivas para trabalhos futuros.






Capitulo 2

Teoria dos Jogos

2.1 Conceitos Basicos

Teoria dos Jogos é uma area da matematica aplicada usada para prever o comportamento
de um ou mais agentes em uma situacdo de conflito ou cooperagao. O conceito de jogo
possibilita a modelagem de situacoes que envolvem decisoes sobre as agoes de um ou mais
agentes, onde a acdo de um agente possivelmente influenciard o resultado do jogo para
os outros agentes, influenciando assim as acoes dos outros agentes. Chamamos cada um
destes agentes de jogador. O principio da Teoria dos Jogos é entender estas influéncias
e modelar situacgoes reais em jogos, possivelmente perdendo parte dos detalhes da reali-
dade, mas mantendo o bastante para prever as decisoes e os resultados do jogo com uma
aproximacao razoavel. A partir do momento em que entendemos como os jogadores pro-
vavelmente atuarao, teremos dominio para projetar regras e tentar forcar outras agoes dos
jogadores. Os conceitos expostos neste capitulo foram estudados nas obras de Fudenberg
e Tirole [7]; Mas-Colell, Whinston e Green [16]; Osborne e Rubinstein [21]; Osborne [20];
Tardos e Vazirani [25]; e Miyazawa [17].

Um exemplo de jogo é a modelagem do famoso leilao para a venda de um item para
varios possiveis compradores. Nesta situagao nos temos varios jogadores disputando um
item e quem oferecer o maior valor ganhara este item pagando um preco equivalente ao
valor oferecido. Cada jogador gostaria de levar o item, porém nao gostaria de pagar um
preco muito alto por ele, entdo o lance que cada jogador oferece depende do quanto ele
estaria disposto a dar pelo item e também do quanto os outros jogadores ofereceriam pelo
item. Assim todas as estratégias estdo conectadas dependendo uma das outras.

A Teoria dos Jogos oferece uma ferramenta para cada jogador prever as decisdes dos
outros jogadores. Com isso, cada jogador pode escolher a melhor estratégia para otimizar
o seu ganho. No caso dos compradores, a analise da situagao sob a visao da Teoria dos
Jogos dira qual é o melhor valor que ele pode oferecer para maximizar suas chances de levar
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o item. No caso do leiloeiro, a ferramenta dird, baseado nas estratégias que os jogadores
provavelmente jogarao, qual sera o lucro dele no presente leilao. Assim, é possivel que o
leiloeiro decida se seria melhor mudar as regras do leilao para melhorar a sua receita.

A principio temos seis caracteristicas principais para modelar uma situagdo em um
jogo. Primeiro temos que definir quem sao os jogadores (companhias, pessoas) e quantos
eles sao. Em segundo lugar, quais sao as acoes possiveis dos jogadores e quais sao os
possiveis resultados que podem ocorrer no jogo. Em terceiro temos o “tempo” do jogo, ou
seja, se os jogadores devem tomar decisdes simultaneamente ou as decisoes devem seguir
alguma ordem. Em quarto, quais as informagoes que cada jogador tem, ou seja, o quanto
eles conhecem sobre os outros jogadores para saber quais estratégias seriam melhores. Em
quinto lugar, a utilidade de cada jogador, ou seja, quanto cada jogador ganha dependendo
de cada acao possivel do jogo, que é baseada na motivacao de cada jogador. Em sexto
e ultimo lugar, depois de definidas todas as anteriores, temos a “solucao” do jogo, o
equilibrio, uma situacdo em que nenhum jogador teria motivagoes para mudar a sua
estratégia.

Para definir um jogo J = (A, N, u) formalmente, precisamos de trés elementos essen-
ciais. Primeiro definimos um conjunto de n jogadores, que por simplicidade denotaremos
por N ={1,2,...,n}, onde cada nimero inteiro é¢ o nome de um jogador. Em segundo, o
espaco de agbes A = A; X Ay x --- X A, que contém todas as a¢des possiveis para o jogo,
onde o conjunto A; contém todas as ac¢oes possiveis do jogador i. Definimos também o
espago de agdes A_; = Ay} X Ay X -+ X A;_1 X Ajiq1 X -+ X A, como sendo o espago
de agoes A sem o conjunto de agoes do jogador i. Finalmente temos a funcao utilidade
u; : A — R que representa a preferéncia de cada jogador i em relagao a cada vetor de
acao possivel em A. A imagem desta fungdo representa uma ordem de preferéncia para
o jogador 17, isto quer dizer que se o jogo for de maximizacao, quanto maior o resultado
da funcdo u; melhor para o jogador. Definimos também u como sendo o conjunto das
funcoes de utilidade de todos os jogadores. Essa forma de representar um jogo é chamada
forma normal.

Um conceito a mais que precisamos definir é o conceito de estratégia, que apesar
de nao ser necessario para se definir um jogo é essencial para que possamos analisar o
comportamento dos jogadores. Uma estratégia é uma acdo ou conjunto de agées que um
jogador executard durante o jogo. Dizemos que um jogador ou conjunto de jogadores
terd uma estratégia s se este jogador, ou conjunto, executar as a¢oes definidas por esta
estratégia durante o jogo. Definimos S como o espago de estratégias que contém todas as
estratégias possiveis para o jogo e S; o conjunto de todas as estratégias possiveis para o
jogador 7, um vetor de estratégia s = (s1, S2,...,s,) € S contém uma estratégia especifica
de cada jogador sendo s; € S; a estratégia do jogador ¢ no conjunto de estratégias possiveis
S; deste jogador. Seja um vetor v de tamanho n, definimos um vetor v_; como sendo
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o vetor v sem o i-ésimo elemento, definimos também o vetor (z,v_;) como o vetor v
com o i-ésimo elemento substituido por x. Desta maneira, chamaremos de s_; um perfil
de estratégia de todos os jogadores menos do jogador i e, se s = (s1,89,...,S,) entao
(st,$_i) = (81,...,8:...,8,) é um perfil de estratégia substituindo s; por s; em s.

Primeiro, apresentaremos jogos de informacao completa com estratégias puras. Um
jogo com informagdo completa é quando todos os jogadores tém a mesma informagao
sobre o jogo e todos sabem a funcao utilidade de cada jogador. Uma estratégia pura é
quando um jogador s6 pode escolher como estratégia uma das agoes disponiveis.

Depois de definidos um jogo J = (A, N,u), o conjunto de agoes A, o conjunto de
jogadores N e o conjunto de fungbes de utilidade u, temos um jogo formal. Usando
o conceito de estratégia para que possamos analisar um jogo, o nosso objetivo agora é
encontrar um ou mais vetores de estratégia s* € S que representem uma estratégia estavel.
Esta estratégia, que formalizamos posteriormente, é chamada de equilibrio de Nash.

2.2 Equilibrio de Nash Puro

A ideia intuitiva de equilibrio é prever um estado estavel para o qual as estratégias de todos
os jogadores convergirdao. Como cada jogador sempre tentara otimizar o seu ganho, para
que um perfil de estratégia seja estavel, este perfil deve necessariamente ter a propriedade
de que nenhum jogador tirard proveito mudando a sua estratégia, ou seja, um perfil
de estratégia onde cada jogador sozinho nao teria motivacao de mudar a sua propria
estratégia.

Definicao 2.2.1. : O perfil de estratégia s* é um equilibrio de Nash puro, se para todo
jogador ¢
ui(s") = wi(si, s7,),

para qualquer estratégia s; do jogador 7.

Esta definigdo garante que se os jogadores usarem o perfil de estratégia s*, qualquer
jogador 7 nao terd incentivo para mudar a sua estratégia de s} para qualquer outra estra-
tégia s;. Garantindo isto para todo jogador, teremos um perfil de estratégia estavel que
chamamos de Equilibrio de Nash. Note que em um jogo pode haver varios equilibrios.

Encontrar um equilibrio de Nash pode ser computacionalmente caro [17]. Uma ma-
neira ingénua de tentar encontrar este equilibrio consiste em testar todas as combinacoes
de estratégias possiveis que podem haver no jogo. Isto teria um custo de tempo com-

"1 onde n é o nimero de jogadores e m o nimero de estratégias

putacional de O(nm
possiveis para cada jogador, supondo que todos os jogadores tenham um ndimero igual

de estratégias possiveis. Para verificar este custo, basta ver que para cada jogador, em
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uma dada estratégia, verificar se a estratégia deste jogador é melhor ou igual a qualquer
outra estratégia tem um custo m. Devemos fazer esta verificagdo para cada estratégia e
o numero de estratégias possiveis é m”", fazendo isso para cada um dos n jogadores fica-
mos com um custo de O(nm™™). Porém esta maneira tem um alto custo computacional.
Existem varias outras maneiras de encontrarmos um vetor de estratégia que seja estavel,
vamos ver alguns exemplos onde tentaremos achar um equilibrio.

2.2.1 Exemplos de Jogos

Um exemplo de jogo classico é o dilema do prisioneiro. Neste jogo temos dois prisioneiros
sendo interrogados pela policia em salas diferentes e cada um dos prisioneiros deve tomar
uma decisao sem consultar o outro nem saber da decisao do outro. Devem confessar ou
negar o crime pelo qual estao sendo acusados e s6 saberao da decisao do outro prisioneiro
depois de decidirem confessar ou negar o crime, depois de decidir ndao poderao voltar
atras na decisao. Temos entdo quatro situacoes distintas neste cenario. Se os dois presos
confessarem, eles ficarao 4 anos na cadeia pelo crime que estao sendo acusados. Se ambos
negarem, ficardo 2 anos na cadeia por crimes menores. Se um prisioneiro confessa e o
outro nao, entao o prisioneiro que confessou fica apenas 1 ano na cadeia enquanto o que
negou ficara 5 anos, neste caso temos duas situagoes distintas pois tem o caso em que
o primeiro prisioneiro confessa e o segundo nao e o caso em que o segundo prisioneiro
confessa e o primeiro nao.

Explicada a situagao real podemos modelar este cenario como um jogo, observando os
seis principais elementos da modelagem. Em primeiro lugar temos os dois jogadores que
sao os prisioneiros, vamos chamaé-los de 1 e 2. Em segundo lugar temos as agoes possiveis
de cada jogador que pode escolher confessar ou negar, teremos entdao A; = {c,n} para
1 = 1,2, onde ¢ é a acdo de confessar e n é a acdo de negar. O conjunto de todas as
acoes possiveis A = A; x As. A funcao de utilidade para cada jogador sera o negativo do
tempo que cada jogador ficarda preso, representando assim o prejuizo do jogador, entao
up : A — R, onde uy(c,c) = —4, ui(e,n) = —1, ug(n,c) = =5 e uy(n,n) = —2, sendo
a funcdo uo definida de maneira analoga. Veja que cada jogador quer otimizar a func¢ao
utilidade maximizando-a, ou seja, diminuindo ao méaximo o tempo que ele ficara na cadeia.
Podemos ver a modelagem deste cenario de maneira mais intuitiva na Tabela 2.1.
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1\2 C N
4 5
C
4 1
1 2
N
5 2

Tabela 2.1: Dilema dos Prisioneiros. Em cada célula da tabela temos, a direita superior a
utilidade do jogador 2 no perfil de estratégia que a célula se encontra e a esquerda inferior
a utilidade do jogador 1.

Com o cenario modelado e o jogo definido formalmente podemos tentar achar algum
equilibrio no jogo, caso este exista. Para isso vamos ver o método de encontrar um
equilibrio usando as estratégias dominadas.

Dizemos que uma estratégia é estritamente dominada para o jogador i se em qualquer
situagao do jogo, o jogador ¢ tiraria menor proveito em usar esta estratégia do que as
outras estratégias possiveis:

Definigao 2.2.2. Em um jogo, uma estratégia s; do jogador ¢ domina estritamente uma
estratégia s/ deste jogador se

/ "
iS5, 5—i) > ui(s),s_;)Vs_; € S_;.
Neste caso, podemos dizer que s é estritamente dominada por s;.

Analogamente, dizemos que uma estratégia é fracamente dominada quando a desigual-
dade ¢é fraca:

Defini¢ao 2.2.3. Em um jogo, uma estratégia s; do jogador ¢ domina fracamente uma
estratégia s/ deste jogador se

wi(sh, s4) > wi(s],s_;)Vs_; € S_;.

Neste caso, podemos dizer que s/ é fracamente dominada por s..
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Podemos ver facilmente que uma estratégia estritamente dominada nao pode ser uma
estratégia escolhida de um jogador, dado que o vetor de estratégia seja um equilibrio.
Isto, pois se uma estratégia estritamente dominada for uma estratégia de um jogador
nesta situacao, entao é melhor este jogador mudar de estratégia, fazendo com que o jogo
nao esteja em equilibrio. O método de iteragoes de estratégias estritamente dominadas
se baseia nesse fato e consiste em eliminar estratégias estritamente dominadas, tendo a
certeza de que essas estratégias nao fazem parte do equilibrio. Se chegarmos em um
ponto onde nao podemos mais eliminar nenhuma estratégia, entao chegaremos em um
conjunto menor de estratégias para analisar. Veremos agora como esse método funciona
com o dilema do prisioneiro. Verificaremos se confessar é uma estratégia dominada para
o jogador 1. Se o jogador 1 negar teremos dois casos. Primeiro o jogador 2 também nega,
dando um valor de utilidade de wu;(n,n) = —2 para o jogador 1. Mas neste caso, em que
o jogador 2 nega, o jogador 1 terd mais ganho confessando, pois assim tera uma utilidade
de ui(c,n) = —1. No segundo caso o jogador 2 confessa, neste caso o jogador 1 terd uma
utilidade de u;(n, c) = —5, aqui também o jogador 1 terd mais ganho mudando a acao dele
para ¢ onde terd ganho de u;(c,c) = —2. Vemos entao que para o jogador 1, a estratégia
de negar é estritamente dominada, podemos entao confiar que o jogador 1, em nenhuma
situacdo, executara a acao de negar, s6 restando a agdo de confessar. O mesmo estudo
pode ser feito para o jogador 2 dando-nos a confianca de que este jogador também nunca
ird negar e, s6 restando a outra opc¢ao, sempre confessara. Podemos especular entao que
o perfil de agoes (¢, ¢) seja um equilibrio de Nash, e realmente, verificando que dado este
perfil nenhum jogador tera motivacao para mudar a sua estratégia, vemos que este é um
equilibrio de Nash. A dindmica da convergéncia pode ser vista na Tabela 2.2.

1\2 C N
4 -5
C 1
Al |
N 1
-5 -2

Tabela 2.2: Convergéncia das Estratégias do Dilema do Prisioneiro
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2.3 Equilibrio de Nash Misto

Existem jogos onde nao temos uma estratégia pura que seja um equilibrio. Considere um
jogo chamado predador-presa-insetos, onde temos dois tipos de insetos, os predadores e as
presas, cada um dos tipos tem duas atitudes diferentes, podem ser passivas ou ativas. O
coletivo de cada tipo de inseto tera determinado ganho ou perda dependendo da atitude
que tiver. Todo o coletivo podera economizar caloria se manter uma atitude passiva
ou gastar mais caloria se manter uma atitude ativa. Porém em cada caso terda mais ou
menos chance de achar alimentos. Dependendo da atitude também, os insetos do tipo
predador poderao ganhar calorias capturando os insetos do tipo presa, representando um
ganho para o coletivo dos predadores e uma perda para os do tipo presa. Vamos entao
definir o jogo na forma normal com dois jogadores, um chamado de “predador” e outro de
“presa” que definiremos como jogadores 1 e 2 respectivamente. As agoes de cada um dos
jogadores seria A; = Ay = {A, P}, onde a a¢do A representa a agdo de ser “Ativo”, a agao
P representa a acao de ser “Passivo”, A; é o conjunto de ag¢des do jogador “predador”
e Ay é o conjunto de agoes do jogador “presa”, a funcao de utilidade dos jogadores serd
dada pela Tabela 2.3.

1\2 A P
7 8
A
2 6
6 0
P
3 1

Tabela 2.3: Jogo do Predador vs Presa Insetos

Testando cada uma das acOes possiveis, vemos que sempre teremos um caso em que
pelo menos um jogador terd vantagem em mudar de estratégia. A dindmica pode ser vista
na Tabela 2.4, onde observamos que nao ¢ possivel atingir um equilibrio de Nash puro.
Porém, como veremos, podemos ter um equilibrio de Nash misto.
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1\2 A P

Tabela 2.4: Convergéncia das Estratégias do Jogo Predador Vs Presa Inseto

Para estudarmos o equilibrio de Nash misto teremos que definir o conceito de estra-
tégia mista. Formalmente uma estratégia mista para o jogador ¢ é uma distribuicao de
probabilidade s;(a;) dentre todas as possiveis agoes a; € A; do jogador i. Sendo o conjunto
A; o conjunto de todas as possiveis agoes do jogador i, s;(a;) = P(s; = a;) é a probabili-
dade do jogador i executar a acao a; € A;. O termo s(a) é a probabilidade de os jogadores
executarem a agao a, o termo s_;(a_;) é a probabilidade de termos a_; como a agao dos
jogadores menos o jogador i. O conjunto de todas as distribuigoes de probabilidades pos-
siveis para o jogador i é denotado por S;(A4;), e o conjunto de todas as distribuigdes de
probabilidade possiveis é denotado por S(A) em que cada S;(A;) pertence a este conjunto.
Como caso particular desta definicdo, uma estratégia pura é uma estratégia mista onde a
distribuigao de probabilidade é restrita a 0 ou a 1, ou seja, s;(a;) = 1 ou s;(a;) = 0 para
todo jogador i, toda estratégia s;(a;) € S;(A;) e toda agao a; € A;.

Esta mudanca de estratégia acarretara também uma mudanca na funcao de utilidade
de cada jogador, agora nao temos mais uma utilidade deterministica e sim uma esperanca
no valor da funcao utilidade. A funcao utilidade para o jogador ¢ quando este jogador
escolher a estratégia s; e os outros jogadores escolherem a estratégia s_; serd

a; €EA; a_;EA_;

u;(s(a)) = Eq,en,[Ea_jea,[ui(a;, ay)]] = Z si(as) < Z S—i(a—z’)ui(ai,a—i)> )

onde E,caf(a) = Yaeas(a)f(a) é a esperanca do valor de uma fungao f definida em
A, variando os elementos de a € A e as probabilidades s(a) destes elementos ocorrerem.
O termo Y, .ca . s-i(a—;)u;(a;,a—;) que esta entre os parénteses da equacdo é o valor
esperado da utilidade u; quando os outros jogadores usarem a estratégia s_;(a_;) e o
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jogador ¢ executar a agao a;, assim a equacao da utilidade é o valor esperado calculado
em cima da estratégia s;(a;) usando a distribui¢do de probabilidades s;(a;) para todas as
acoes a; € A;.

Definida uma estratégia mista, é simples definir um equilibrio de Nash Misto usando
apenas a definicao de equilibrio de Nash visto anteriormente:

Definigao 2.3.1. O perfil de estratégia mista s*(a) é um equilibrio de Nash misto se para
todo jogador ¢

ui(s™(a)) = ui(si(ai), s75(ai)),
para toda estratégia s;(a;) do jogador 7.
No exemplo dado da presa\cacador, um equilibrio serd s; (Ativo) = 7/8, s1(Passivo) =

1/8, sao(Ativo) = 6/7 e sy(Passivo) = 1/7. Se o jogador 1 usar esta estratégia, o jogador
2 terd uma utilidade de

1 1
—;795 — ;8(1 —z) — §6x + §O(1 —z)=—Tr — ;8(1 — )
=—Tx+Te -7
g —7’

onde x = s9(Ativo) é a probabilidade do jogador 2 usar a estratégia Ativo. Vemos que,
com este perfil de estratégia do jogador 1, o jogador 2 nao tem motivacdo para mudar
a sua estratégia, de fato, este jogador é indiferente quanto a mudar a sua estratégia. O
mesmo acontece com o jogador 1, se fixarmos este perfil de estratégia para o jogador 2.
Portanto, este perfil de estratégia para os jogadores é um equilibrio misto de Nash.

Aplicado ao mundo real, uma estratégia mista quer dizer que cada jogador executara
uma acao com a probabilidade correspondente a sua estratégia. Porém, nao quer dizer
que o agente em si que esta sendo estudado, quando confrontado com a situagao do jogo,
jogara “nos dados” a acao que ird tomar. Esta estratégia pode querer dizer, entre outras
coisas, que se o agente é um coletivo de insetos, uma porcentagem relativa a estratégia
do agente estudado poderd ter um tipo de agdo, enquanto uma outra porcentagem do
coletivo de insetos tera outro tipo de acdo sempre. A interpretacao das estratégias no
mundo real ird depender da situacao modelada.

2.4 Jogo Bayesiano

Jogos Bayesianos sao jogos com informacao imperfeita, ou seja, os jogadores tem incertezas
sobre o perfil dos outros jogadores, isto se mostra como uma incerteza na fungdo de
utilidade dos outros jogadores. Jogos Bayesianos sao ferramentas poderosas pois formam
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modelos que chegam mais proximo da realidade, porém siao jogos mais dificeis de se
calcular o equilibrio e outras propriedades.

As defini¢oes de jogos Bayesianos sao similares as que tinhamos antes, porém agora
devemos incluir a incerteza que cada jogador tem nas fungoes de utilidades. Como antes,
teremos o conjunto N = {1,2,... ,n} de jogadores, onde cada elemento de N é um jogador.
O conjunto A = A; X Ay x---x A,, é definido como o produto cartesiano de todas as agoes
possiveis. Teremos o elemento que permite incorporar o fator incerteza ao jogo, que é o
conjunto © = ©; X Oy x - - - x O,, de vetores de todos possiveis tipos de todos os jogadores,
sendo ©; o conjunto de todos os possiveis tipos do jogador ¢ e #; € ©; o tipo de um jogador
1. Definimos também o conjunto de vetores ©_; = Q1 X Oy X - -+ X 0;_1 X Q41 X -+ - X Oy,
como sendo o conjunto de vetores de todos os tipos possiveis sem o jogador . Dado um
vetor de tipo 6, o vetor de tipos 0_; = (01,...,0;_1,0:11,...,0,) serd o vetor de tipos 6
sem o i-ésimo termo. O tipo de um jogador é o que ird definir qual serd a sua fungao
utilidade, e apesar dos outros jogadores nao saberem qual é o tipo do jogador i, todos
tém uma estimativa de qual sera o tipo do jogador i. As estimativas do tipo do jogador
1 pertencem ao conjunto ©;, cada jogador ¢ sabe qual é o seu tipo #;. Assim, agora a
fungao de utilidade u;(s; @) do jogador i, onde 8 = (01,65, ...,0,), também dependera do
seu tipo #; e do tipo dos outros jogadores 6_;.

A estimativa de cada jogador i sobre o tipo 6_; dos outros jogadores é traduzida
na forma de uma distribuicao de probabilidade ;(6_;|0;) que é a probabilidade, para o
jogador i, do tipo dos outros jogadores ser €_; condicionada ao fato de que o tipo do
jogador i é 6;.

Uma estratégia em um jogo Bayesiano ¢ um mapeamento s : ©® — A de um vetor
de tipos em um vetor de agdes. Neste caso definimos s : © — A como um vetor de
estratégia pura e s : © — S(A) como um vetor de estratégia mista, onde S(A) é o
conjunto das estratégias mistas possiveis. A estratégia de cada jogador i serd dada pela
fungao s; : ©; — A; para uma estratégia pura e s; : ©; — S;(A;) para uma estratégia
mista. Mesmo que o jogador ¢ saiba qual é o seu tipo, este jogador deve ter uma estratégia
para cada tipo que ele poderia ter e que os outros jogadores estimam que ele tenha, pois
as estratégias dos outros jogadores dependerao desta estimativa e a estratégia do jogador
1 dependerd da estratégia dos outros jogadores.

Agora que temos a estrutura basica podemos falar sobre a utilidade esperada. Dado
um perfil de estratégias s, para cada 7 e para cada 6; podemos calcular a estimativa de
cada jogador quanto as fungoes de utilidade:

Elui(s,0)] = S 6i(0_i]0:)ui(s:(0:), 5_i(0_.): 0:,0_,).

0_,e0_;

Quer dizer que a utilidade esperada do jogador i para a estratégia geral s, com o tipo
do jogador 7 sendo 6; é o somatorio, variando todas as possibilidades de tipos dos outros
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jogadores, da probabilidade p;(6_;]0;) de termos uma situacado com os tipos #_; sabendo
que o tipo do jogador ¢ é 6;, multiplicada pela utilidade wu;(s;(0;),s_;(6—;);0;,0_;) desta
situacao.

Um perfil de estratégia s* = (s7,s5,...,s%) é um equilibrio Bayesiano se para cada
jogador, sabendo do seu tipo, este perfil maximizara a sua funcao de utilidade esperada
baseado nas estratégias dos outros jogadores, assim devera ser pelo menos tao bom quanto

o que eles ganharao com qualquer outra estratégia.

Definicao 2.4.1. O perfil de estratégia s* é um equilibrio Bayesiano se para cada jogador
1 e cada tipo 6; tivermos

wi(s5,0;) = Y 6:(0-10;)ui(s}(0:), 5-i(0-;); 0;,0_;) >
0_,€0_;

Ui(S, 91) = Z 51‘(9—1"91')%;(57;(9@'), S—i(e—i>; t;, 9—1‘)
0_,€0_;

Vimos o método de estratégias estritamente dominadas para um jogo de informagao
completa, agora vamos ver um método semelhante que nos dard um candidato a equilibrio
para um jogo Bayesiano: o leilao de segundo preco em uma modelagem Bayesiana. Neste
jogo temos um item sendo leiloado para um conjunto N de jogadores, cada jogador ¢ tem
um tipo #; que representa o maior valor que este jogador daria pelo item ou pode ser
interpretado como o valor que este jogador realmente acha que o item vale. Entao neste
caso, ¢ considerado que o lucro de um jogador é a diferenca entre o quanto ele pagou e o
quanto ele realmente acha que o item vale. Nossa funcao utilidade entao é definida como
u; = 0; — p;, onde p; é o quanto o jogador ¢ pagou pelo item. Vamos supor aqui que cada
jogador sabe apenas do seu valor e nao tem certeza do quanto seria o valor 6; de qualquer
outro jogador j, ou seja, nao tem nenhuma informacao sobre a funcao de utilidade de cada
jogador. Porém, todos os jogadores compartilham uma estimativa na forma de um vetor
de varidveis aleatérias X = (Xj, Xo, ..., X,) onde cada varidvel aleatéria X; corresponde
a estimativa do valor do jogador i. Cada jogador ¢ deve dar um lance a;, o item sera dado
entdao para o jogador que deu o maior lance, porém o preco cobrado para este jogador
sera o valor do segundo maior lance. Temos entdao o conjunto N de jogadores, o conjunto
de acoes possiveis que ¢ a representacao dos possiveis lances dos jogadores A = R’} e a
funcao utilidade de cada jogador w;(a;) = 6; — a;, se a; for o maior lance, onde a; é o
segundo maior lance e u;(a;) = 0 se a; nao for o maior lance. Definidas as regras, vamos
ver como o método de iteragoes de estratégias dominadas se aplica a este jogo.

Seja um perfil de estratégia s qualquer, suponha sem perda de generalidade que o
jogador ¢ ganhou o item dando o maior lance s; e teve que pagar o preco p correspondente
ao segundo maior lance. O jogador i entao tem trés possibilidades, dar um lance s; maior
do que 6;, ou dar um lance s; igual a #; ou dar um lance s; menor do que 6;. Vamos
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estudar a possibilidade deste jogador ter dado o lance s; = 6;, neste caso o jogador levou
o item pagando o valor p e tendo uma func¢ao utilidade no valor u; =60, —p=s;, —p > 0,
pois 0; = s; > p. Vamos agora estudar entao a hipdtese deste jogador ter dado um lance
s; que seja maior do que o seu proprio valor #;, ou seja, 6; < s;. Nesta hipotese temos
dois casos, um em que o jogador que deu o segundo maior lance p tenha dado um lance
maior do que 6;, ou seja, teremos #; < p < s;, neste caso a sua funcao utilidade tera um
valor u; = 6; — p < 0, entao neste caso o jogador ¢ terd prejuizo, sendo pior do que o caso
em que s; = #; ou até mesmo pior do que o caso do jogador ¢ nao levar o item; no outro
caso temos p < 6; fazendo com que a funcao utilidade seja u; = 6; — p, que ¢é igual ao caso
em que s; = #;. Finalmente a hipdtese em que s; < 6;, neste caso teremos p < s;, fazendo
com que a funcao utilidade seja u; = 6; — p que é igual ao caso em que s; = 6;.

Como podemos ver, se a funcao de utilidade de cada jogador se basear somente no
lucro que este jogador pode ter sendo igual ao valor que este jogador daria pelo item menos
o preco que este jogador ird pagar, entao a estratégia de dar um lance igual a este valor
domina fracamente qualquer outra estratégia. Este é um forte candidato e analisando a
estratégia s* vemos que nenhum jogador tera incentivo para mudar de estratégia. O fato
¢ que nao podemos garantir que um jogador ird necessariamente escolher um estratégia
que domine fracamente as outras, pois duas estratégias que resultardao em uma fungoes
de utilidade iguais dominam fracamente uma a outra, nao nos dando a certeza de qual
estratégia o jogador ira escolher.

2.5 Medidas dos Equilibrios

Como vimos, nem todo equilibrio é a melhor escolha para os jogadores. No jogo do
prisioneiro por exemplo, vemos que se os jogadores pudessem combinar com antecedéncia
a estratégia de cada um e se obrigassem a seguir a estratégia combinada, ambos teriam
um resultado melhor.

Uma maneira de medir qual é a proximidade entre os equilibrios e o que seria 6timo
para os jogadores em geral é calcular o pre¢o da anarquia e da estabilidade, como visto
no trabalho de Roughgarden [22] e Miyazawa [17]. Para isso definimos o conceito de
bem estar social com a funcao de beneficio social. Esta fun¢do representa o beneficio que
aquela configuracao de estratégia ird trazer para os jogadores como um todo. No caso
do dilema do prisioneiro podemos definir essa func¢ao como o oposto do tempo médio que
todos ficariam na cadeia. Entao no jogo em equilibrio teriamos uma média de —4 de valor
social, pois no equilibrio do jogo cada um ficaria 4 anos, ja em uma outra estratégia, em
que cada um escolhe nao confessar, teriamos uma média de 2 anos por pessoa, resultando
em um bem estar de —2. Esta tultima apesar de nao ser um equilibrio seria a estratégia
com melhor beneficio social.
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Para definir o prego da Anarquia e da Estabilidade precisamos fazer uma comparagao
entre todos os equilibrios disponiveis e os melhores casos. Para isto, precisamos definir
uma fungao SW (sigla para “Social Welfare”) de medida de bem estar social, que atribua
um numero para cada estratégia dos jogadores. Este niimero representa a qualidade desta
estratégia para o conjunto de jogadores.

Seja J = (S, N,u) um jogo onde S é o conjunto de todos os vetores de estratégias
possiveis, N o conjunto dos jogadores e u a funcao utilidade. Seja F(J) o conjunto
de todos os vetores de estratégias que estao em equilibrio e SW : S — R uma funcao
de beneficio social que atribui um numero real para cada vetor de estratégia de S. O
melhor caso para o bem estar social, que seria a funcao de bem estar social 6tima em
um jogo .J, onde os jogadores estao tentando maximizar a func¢do utilidade, definimos
OPT(J) = max{SW (s) : s € S}.

Em um jogo de maximizagao, o Prego da Estabilidade (PoS sigla de “Price of Stability”)
¢ a comparacao entre o melhor caso de equilibrio e o vetor de estratégia com melhor bem
estar social.

OPT(J)

PoS = mm{SVV(S) s tal que s € E(J)},

neste caso SW(s) é o valor do bem estar mais préximo do 6timo.

O Prego da Anarquia (PoA, sigla de “Price of Anarchy”) é a comparacao entre o pior
caso de equilibrio e a estratégia 6tima e é definido como

OPT(J)
PoA =max{———= :tal que s € E(J) ¢,
(St es € B}

neste caso SW (s) é o valor do bem estar mais distante do 6timo.

Caso seja um jogo de minimizagao teremos

[ sW(s)
POS—mln{mw.talqueSEE<J)},

SWi(s)
POA:maX{mw.taquGSEE(J)}.

Como estamos interessados em andlises de piores casos para um jogo de maximizacao,
a partir daqui vamos estudar apenas o preco da anarquia para jogos de maximizagao.






Capitulo 3

Teoria dos Leiloes

3.1 Introducao

Um leilao é uma forma de vender um conjunto de itens com valores incertos, como exposto
no trabalho de Krishna [10]. Suponha uma situagdo em que um vendedor quer vender um
conjunto de itens, mas nao tem certeza do quanto uma comunidade de possiveis compra-
dores pagaria por este conjunto ou uma parte dele. Um modo de resolver este problema
é executar um leilao. Este leilao pode assumir as mais variadas formas, dependendo de
um conjunto de situagoes. A forma de um leilao é definida pelas regras que sao definidas.

Formalmente um leilao nao é definido como um jogo, um leildo é uma modalidade de
venda. Mas dentre todas as situacoes que nao sao jogos mas que podem ser analisadas
como, um leilao ¢ uma das mais intuitivas. Isto acontece devido a semelhanca de um leilao
com um jogo, um leilao tem uma grande variedade de caracteristicas e isto sugere uma
variedade de regras. Dentre as principais semelhancas com jogos temos os compradores
que podem ser tratados como jogadores, podendo incluir até o leiloeiro como um dos
jogadores. Temos também a caracteristica de que as regras de um leilao sao aplicadas a
todos os compradores, incluindo a propriedade de simetria ao jogo, o que facilita a analise.
A propriedade de simetria se baseia na crenca de que, dada uma situacao, qualquer jogador
nesta situacao terd a mesma estratégia de outro jogador, se este outro estivesse nesta
situagdo. As regras de um leilao podem variar de acordo com algumas caracteristicas,
como por exemplo a quantidade de itens que se deseja vender, o nivel de semelhancas
entre os itens, se cada participante tem certeza do quanto valoriza cada subconjunto dos
itens, se todo jogador tem certeza do quanto cada jogador valoriza cada subconjunto dos
itens, se o vendedor tem certeza do valor do item para cada participante, entre outras
caracteristicas.

O tipo de leilao mais conhecido é o chamado leilao de primeiro preco para itens tinicos.
Neste leilao, um tnico item deve ser vendido para um conjunto de possiveis compradores e
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o leiloeiro nao esta certo do quanto cada comprador daria pelo item, mais especificamente,
do maximo que ele poderia ganhar pelo item. Na regra do leilao de primeiro preco com
item Unico os compradores devem ofertar lances pelo item, este item entdo é entregue
ao comprador que ofertou o maior lance e este comprador deve pagar o valor do lance
que ofertou. Estas sao as regras basicas do leilao de primeiro prego para um tnico item.
Contudo, apesar de parecer simples, ainda temos que definir outras regras, por exemplo
a maneira como esses lances serao ofertados.

O mais conhecido popularmente é o leilao de lances repetidos de primeiro preco onde o
leiloeiro comega oferecendo o item por um valor baixo. Logo ap0ds, os compradores devem
ofertar lances mais altos que o ultimo lance ofertado até que ninguém ofereca mais nenhum
lance por um determinado tempo. Entao o tultimo a ter ofertado um lance ganha o item,
pagando o valor do seu ultimo lance. Porém temos outros leiloes mais interessantes tanto
para pratica quanto para estudo teodrico, como por exemplo o leilao selado de primeiro
preco, ou o leilao Holandés, ou até leiloes hibridos que misturam regras de outros modelos
classicos. Em um leilao de lances selados os participantes devem ofertar seus lances uma
Unica vez e estes lances devem ser oferecidos ao organizador do leilao em um envelope
fechado com o valor do lance, de forma que o lance de cada participante nao é revelado para
os outros participantes. O item ird para o participante que ofereceu o maior lance e este
participante paga o valor do lance. O leilao Holandés funciona com o auxilio de um relégio
com valores decimais representando o valor do lance, este reldgio comega marcando um
valor considerado alto para o item, depois este valor diminui em velocidade constante até
que algum participante acione um botao que para o relégio, este participante que parou o
relogio ganha o item pagando o valor que o reldgio marcava quando parou. Tanto o leilao
de lances selados de primeiro preco e o leilao Holandés devem respeitar as mesmas duas
regras, a de que o item deve ser vendido para o participante que ofereceu o maior lance
e que este participante deve pagar o maior lance oferecido. Mais ainda, sao andlogos no
sentido de que o ganhador nao sabe qual seria o lance que os outros participantes dariam
ou deram e, sendo assim, ndo sabe se o seu lance é muito maior do que os outros ofertados.

Outros tipos de leiloes importantes para este trabalho sao os leiloes baseados em
segundo prego, como por exemplo o leilao de lances selados de segundo prego e o leilao
Inglés. No leilao de lances selados de segundo preco os participantes devem entregar os
lances em envelopes fechados para o leiloeiro. O participante que ofertou o maior lance
ganha o item e paga o segundo maior lance ofertado. Este leilao é semelhante ao leilao de
lances selados de primeiro prego tendo apenas a diferenca do valor cobrado pelo item nao
¢ o lance do ganhador do item e sim o segundo maior lance. O leilao Inglés, sendo andlogo
ao Holandés, funciona com um relégio, mas neste caso o reldégio comeca com um valor
baixo para o item de modo que todos os participantes concordariam em levar o item por
aquele preco. Em seguida o reldgio aumenta o valor em velocidade constante e, conforme
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o relégio aumenta, cada participante deve sinalizar a sua desisténcia de obter o item
pelo preco marcado no relogio, até que reste apenas um participante. Este participante
restante deve ganhar o item pagando o valor que marcava no relégio quando o ultimo
participante desistiu.

3.2 Mecanismo

3.2.1 Projeto de Mecanismos

Para analisar os leiloes com a Teoria dos Jogos vamos modelar alguns exemplos de leiloes
como um jogo de informagao incompleta. Definiremos entdo um conjunto de jogadores
N ={1,2,...,n}. Cada jogador i tem um certo valor v; sobre o item. Definimos o vetor
de valores v = (vy,v9,...,0v,), estes valores sdo exatamente o tipo de cada jogador. Os
valores de v podem variar entre 0 e um valor w que seja suficientemente grande para todos
os competidores. Como cada comprador tem um certo valor sobre o item (ou cada jogador
tem um tipo), e este valor (ou tipo) é desconhecido para os outros compradores, podemos
tratar esse valor v; do jogador ¢ como uma variavel aleatéria X;. Como os outros jogadores
nao sabem quanto cada outro jogador valoriza o item, X; é uma variavel aleatéria para
quem nao for o jogador ¢ e para o leiloeiro, mas nao para o jogador i que sabe do seu
préprio valor. O conjunto dos tipos possiveis para o jogador i sera denotado pelo conjunto
V; = [0, w] e o conjunto de todos os tipos possiveis de valores dos jogadores serd denotado
pelo conjunto

n vezes

V= x70,w] =[0,w] x -+ x [0,w].

Cada variavel aleatéria X; terd uma funcao de distribuicdo de probabilidade correspon-
dente f; definida no conjunto V; = [0, w]. Vamos também supor que as distribui¢oes de
probabilidade sao independentes. Com isso, a fun¢ao de distribui¢do de probabilidade f
sera definida no conjunto V', definido acima, e representa a distribuicao de probabilidade
de uma dada configuracao dentre todas as possiveis, sendo definida por

n

f(o) =TT fulwa).
i=1
Cada funcao de probabilidade também terd uma fungao de distribui¢ao acumulada Fj(zx) :
[0,w] — [0, 1], que representa a probabilidade do competidor i ter o valor entre 0 e z.
Esta func¢ao é definida como

Fi@) = [ fi(w) a.

A funcao utilidade de cada jogador estd ligada diretamente ao tipo do jogador, repre-
sentando o lucro para o jogador que levar o item. Com isso, definiremos u;(v;) = v; — p;
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como sendo a funcao utilidade do jogador ¢ onde v; é o valor do jogador i e p; o preco que
este jogador deve pagar.

Na tentativa de maximizar o seu ganho cada jogador devera ter uma estratégia frente
ao leilao e nem sempre a melhor estratégia serd falar a verdade. Como as regras se aplicam
igualmente para todos os jogadores e a unica diferenga entre os jogadores é o valor de
cada um. Para analisarmos o equilibrio destes jogos vamos definir a estratégia de cada
jogador dependendo unicamente do valor deste jogador. Definimos o conjunto de vetores
de estratégias possiveis de todos os jogadores como B = {blb : V' — R"} o conjunto de
todas as fungoes b com dominio em V' e imagem emR", e B; = {b;|b; : [0, w] — R} como
o conjunto de estratégias possiveis para o jogador ¢. Um elemento deste conjunto é uma
fungao de estratégia b;(v;) para o jogador i. Note que cada jogador i tem um tipo v; que
representa o quanto esse jogador valoriza o item, uma estratégia especifica que dé como
lance o quanto o jogador i realmente estd disposto a pagar pelo item seria b;(v;) = v;.

Assim podemos definir um mecanismo de leildo segundo o trabalho de Myerson [18]:

Definigao 3.2.1. Um mecanismo de leildo (B, u, 7) tem trés componentes. Sendo B =
(Bi,...B,) um conjunto de vetores de fungoes de todas as estratégias possiveis para o
jogo, onde B; é o conjunto de estratégias possiveis do jogador i; sendo b € B um vetor
de estratégia possivel p : B — A, sendo A um conjunto de probabilidade em [0, 1]", é
uma func¢ao de “regra de alocagao” que define uma probabilidade de cada jogador ganhar
o produto para cada estratégia b, sendo p;(b) o i-ésimo termo do vetor e a probabilidade
do jogador ¢ ganhar o item; 7 : B — R"™ é a funcao de “regra de pagamento” que define o
preco que cada jogador deverd pagar, sendo m;(b) o i-ésimo termo do vetor e o valor que
o jogador 7 devera pagar.

Note que, por essa definicao, é possivel definir um mecanismo de leildio em que um
dado jogador devera pagar um preco mesmo sem ganhar o item.

Definida as regras do leilao, podemos explicitar a equacao da utilidade de um dado
jogador i. Dada a fungdo de distribuicdo de probabilidade f(v) do vetor de valores v
ocorrer, e f_;(v_;) do vetor de valores v_; ocorrer, a equacao de utilidade u; do jogador i
pode ser dada pela equacao

wimp,0,0) = [ (@ps(b(©) = m(b(v) f-i(v-) do,

—1

que é o somatério continuo do lucro v (b(t)) — m;(b(t)). Esta equagdo representa o
quando ele valoriza o produto (v;), multiplicado pela probabilidade deste jogador ganhar
o item (u;(b(v))), subtraido pelo valor que ele deve pagar (m;(b(v))) , multiplicado pela
probabilidade de os valores serem v_; para cada v_; no conjunto continuo V_;.

Observe que a funcao de utilidade depende das regras de cada de leildo e que em
qualquer leilao cada jogador tentarda maximizar os seus ganhos. Contudo, tinico elemento
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que o jogador tem controle é a sua estratégia b(v). Assim, para cada mecanismo de leilao o
jogador tentard maximizar a sua utilidade mudando a sua estratégia, sempre mantendo a
consciéncia de que os outros jogadores também tentarao mudar a estratégia. Sabendo qual
a estratégia esperada dos outros jogadores, o jogador i tentard melhorar a sua estratégia
e assim continuara esse processo, talvez indeterminadamente. Caso os jogadores cheguem
em um estado em que ninguém, individualmente, terd interesse em mudar, entdao estes
jogadores terao chegado em um equilibrio. Se o vetor de estratégia b for um equilibrio
entdo a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita para cada jogador i:

ui(p, m,b,t) > /‘/i(viui(si(v),b_i(v_i)) = Ti(s8i(v), b-i(v-3))) f-i(v—s),

Vs; € B;,t € [0, w].

Para complementar, apesar das regras apresentadas serem bem definidas, devemos
incluir algumas restri¢bes, pois com apenas estas regras damos margem a existéncia de
leiloes que nao fariam sentido na pratica e nao seriam fieis a realidade. Dizemos que um
leilao é vidvel se satisfaz as duas condigoes seguintes:

i. Como temos apenas um item a fungdo de probabilidade deve obedecer a seguinte
condicao:
> pi(t) <lep(t)>0Vie NVteT.
JEN
ii. Como o leiloeiro nao pode obrigar nenhum jogador a participar do leilao, entao todo
mecanismo de leilao deve ter algum incentivo para todos os jogadores presentes par-
ticiparem, entao é razoavel que a seguinte condicao seja satisfeita:

Abju;(pu, 7, b,t) > 0Vi € N, t; € [0,w].

3.2.2 Exemplos de Leiloes e seus Equilibrios

Vamos estudar o mecanismo do leilao de primeiro e de segundo preco e seus equilibrios.
Sabemos que ambos leiloes dependem do primeiro e do segundo maior lances dados, entao
devemos introduzir o conceito de varidvel aleatéria de segunda ordem Y. Para facilitar
a andalise, vamos supor que todos os jogadores compartilham a mesma distribuicao de
probabilidade sobre os seus valores, ou seja, f; = fo = --- = f,. Cada jogador sabe
apenas o seu proprio valor e todos compartilham a estimativa dos valores dos adversarios.
Esta estimativa é dada por variaveis aleatorias Xi, X, ..., X,,, cada uma correspondente
a estimativa do valor de um jogador, sendo X; correspondente a estimativa do valor do
jogador 7. A variavel aleatéria Y corresponde a estimativa do segundo maior valor, entao
sua funcao de distribuicdo acumulada é dada pela equacio G = F™~ 1.
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Equilibrio do Leilao Selado de Primeiro Preco

No leilao selado de primeiro preco para um item, pelas regras de mecanismo de leiloes,
temos que o vetor de estratégias ou lances B pode ser qualquer valor positivo para qualquer
comprador, ou seja B = R}. A fim de facilitar a analise vamos supor que nenhum jogador
dara um lance igual a outro. Como os compradores nao podem oferecer valores negativos,
a funcao de regra de alocacao 7! é definida como

71',] _ 1 seb; > maX-£; bj,
! 0 se bz < MaX;x; bj

e a funcao de regra de pagamento p é definida como

,U,I _ b, seb; > max-£; bj,
’ 0 seb; < max;b;.

Definida estas fung¢oes, podemos ver que a funcao utilidade do jogador ¢ dependera do
fato de o jogador i levar ou nao o item e do valor do jogador que deu o segundo maior
lance. Para estudar entao o equilibrio vamos ver qual é a melhor estratégia para algum
jogador i. A funcao de utilidade nesse caso seria

u; = v; — bi(v;) caso leve, 0 caso nao leve.

Sabemos que nenhum jogador teria uma utilidade positiva caso oferecesse um valor mais
alto do que o quanto ele valoriza, ou seja b;(v;) > v;. Pois assim o jogador teria uma
utilidade menor ou igual a 0, seria 0 caso nao levasse o item e seria negativa com u; =
v; — bi(v;) < 0 caso ganhasse o item. Sabemos também que, em um equilibrio, é esperado
que o jogador com o maior valor ganhe o item. Pois caso contréario, se o jogador i tem o
maior valor e um outro jogador j ganha o item, isto quer dizer que v; > v; > b;(v;) >
b;(v;), entdo o jogador i terd lucro em mudar a sua estratégia para qualquer valor entre
v; e bj(v;). Mas como estamos em um equilibrio e neste estado nenhum jogador tem
motivacdo em mudar a sua estratégia, entao o jogador com o maior valor levara o item.
Agora vamos supor que o jogador ¢ tem o maior valor para o item, entdao qual seria a
sua melhor estratégia? Como os jogadores estao em um equilibrio simétrico entao todos
usam a mesma estratégia b;(v;) = §;,Vj € N, isto é, by(t) = ba(t) = -+ = b,(t),Vt € R,
vamos chamar essa fungao de b. Para simplificar a notacao, vamos definir 3; como sendo
b(v;) = B; para todo j. Sabemos que nao ¢ uma boa ideia oferecer um lance ; maior
do que v;, também que o lance [3; = v; trard utilidade 0 para o comprador. Precisamos
entao estudar a probabilidade do lance 3; ser maior do que os valores de todos os outros
jogadores, sendo também menor do que o valor do jogador i. Como todas estimativas de
valores sao independente e identicamente distribuidas entao essa probabilidade pode ser
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dada pela funcio G(t) = FN7L(t), pois temos N — 1 jogadores tirando o jogador i. Como
a utilidade do comprador é dada pela equagao u; = v; — 3; e a probabilidade dele ganhar o
item oferecendo um valor ¢ é dada pela fungao G(t), entdo devemos maximizar a equagao

G(vi)(vi — Bi) = G(b™(B:)) (v — By).

Derivando essa equacao em relacdo ao termo (; que queremos manipular e igualando
o resultado a zero temos

g(b~'(8:)) -

V; — 51 —G(b Bz =
I
Como esse suposto equilibrio é simétrico, entao podemos dizer que b(v;) = f; e substituir
na equagao:

TG wp(w)).

g(vi)vi = GV (v;) + Bg(vi) = v,

Ficamos entao com a equagao diferencial

d
d’Ui

(G (v:)b(vi)-

Q(Uz’)vi =

Agora observe que b(t) é uma fungdo continua, ndo decrescente onde b(t) < ¢t e nenhum
jogador pode dar lances negativos, entdao 3(0) = 0, temos assim uma solugdo para a
equacao diferencial:

b(v;) = G(lvz) /Ui zg(x)dx

(1 SEIY; < u6(w)
[}/1|Y1 < Ui]'

Agora precisamos provar que esta solu¢ao da equagao diferencial 3; = b;(v;) = E[Y]Y <
v;] é um equilibrio. Para isso vamos supor que todos os outros jogadores usem esta es-
tratégia, entao vamos provar que qualquer outra estratégia que o jogador ¢ usar serd pior
que a estratégia ;.

Vamos estudar a equagao L(b(z), x), que determina o lucro de um jogador com valor x
que ganha o item, se ele der o lance b(z) para algum z, ndo sendo necessariamente z = .
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Entao o lucro L(B(z),x) serd dado por

L(b(z),

Il
@Q

(2)(z =0

(z)x —

(2)x — G Z)E[Y|Y < 7]
(2)z —

(2)x z+/
(x —z —i—/o

Dada a equacao de lucro em relagao a estratégia usada e o tipo do jogador vamos ver a
desigualdade L(b(z),z) — L(b(2), z):

L(b(z),x) — L(b(z),z) = (r —x) +/ y)dy — G(z)(x — z) — /OZ G(y)dy

— G2)(z =) - [ Glyay.

Como a funcao G é nao decrescente entao sempre teremos
L(b(w),w) = L(b(2),2) = G(2)(z — @) — [ Gly)dy > 0.

Provando que o lucro quando o jogador i d4 como lance b(x) é maior do que qualquer
outra estratégia. Concluimos assim que a melhor estratégia para qualquer jogador i é dar
um lance de E[Y|Y < v;], que representa a estimativa do segundo maior valor dado que
o maior valor ¢ o valor do jogador 7 [10].

Logicamente, supondo que o valor do jogador i é o maior valor dentre todos os joga-
dores, neste equilibrio, o valor esperado que o leiloeiro ira receber serda o valor do lance
do jogador ¢ que serd E[Y|Y < v;]. Mais a frente vamos ver como esta informacao é
importante e como isto faz com que este leilao seja estrategicamente equivalente ao leilao
selado de segundo preco.

Equilibrio do Leilao Selado de segundo Preco

Como vimos na Secao 2.4, no leilao de segundo prego a melhor estratégia é exibir o préprio
valor como lance. Entao supondo que o valor do jogador ¢ seja o maior valor, seu lance
serd b;(v;) = v;, porém o pagamento esperado deste jogador serd E[Y]Y < v;].

Perceba que, apesar da regra do jogo ser diferente do leilao do primeiro prego e, sendo
assim, as estratégias esperadas dos jogadores também serem diferentes, a receita esperada
pelo leiloeiro é a mesma. O fato de que, apesar de cobrar um valor menor, o leiloeiro tera
um lucro esperado igual é um fato guiard o estudo dos mecanismos de leiloes.
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3.2.3 Leiloes Estrategicamente Equivalentes

Dizemos que dois leiloes sao estrategicamente equivalentes se para cada estratégia em um
leildo existe uma estratégia equivalente em outro. Assim os leiloes Holandés e leilao com
lances selados de primeiro prego sao estrategicamente equivalentes, pois depois de um
dado competidor planejar a sua estratégia, ele podera tanto aplica-la em um leilao quanto
em outro obtendo os mesmos resultados.

Os leiloes Inglés e leilao de lances selados de segundo prego sao fracamente estrategica-
mente equivalentes [10] pois tém estratégias equivalentes em qualquer situagao, menos em
uma, quando os participantes nao tém certeza sobre o quanto valorizar o item. Chamamos
esta incerteza de valores interdependentes, quando o valor que um dado competidor da
ao item depende do valor que os outros competidores dao a ele. Isso pode ter aplicacao
quando o item pode ser revendido depois.

No leilao de lances selados de segundo prego os competidores devem definir o seu lance
e depois submeter ao leiloeiro. Ja no leilao Inglés, os competidores sabem qual é o valor de
cada competidor que desistiu de obter o item antes dele, dessa maneira ele pode redefinir
qual serd o seu lance durante o acontecimento do leilao.

Como o nosso objeto de estudo ¢ a venda de itens virtuais que devem ser usados,
de forma pré-definida e no momento em que o leilao é terminado, o item vendido no
estudo nao pode ser revendido. Sendo assim vamos tratar os valores dos jogadores como
independentes, assim como vamos tratar o leilao Inglés e o leilao de lances selados de
segundo preco como estrategicamente equivalentes.

3.2.4 Mecanismo de Revelacao Direta

Um mecanismo de revelagao direta é um caso especial de mecanismo de leilao em que
os participantes, ao invés de darem lances, revelam os seus proéprios valores de forma
simultanea e confidencial [18]. Baseado neste valor o item ¢ distribuido segundo as fungoes
7 e u. A existéncia deste mecanismo é tedrica, pois nenhum mecanismo consegue garantir
que o comprador esta realmente revelando o seu valor. Este mecanismo pode servir como
um ideal a ser buscado pelo projeto de mecanismo ou para ser comparado com um dado
de mecanismo.

Como nao podemos obrigar um jogador a revelar o seu valor, um mecanismo de re-
velagao direta deve ser projetado de maneira a ser incentivado a que todos os jogadores
deem o seu valor como lance. Neste tipo de leilao dizemos também que tem a propriedade
de ser incentivo compativel ou que o leilao é incentivo compativel.

Um leilao com mecanismo de revelacao direta, além de ter que satisfazer as condig¢oes
de um leilao vidvel, deve satisfazer obrigatoriamente a seguinte condi¢ao, que chamamos
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de condicao de incentivo-compatibilidade, para cada jogador ¢:

/ (vimi (v, b—i(v—) — plvi, boi(vi))) f-i(t—s) dt—;

—1

>
[, now) ~ wOe) - (-)ar,
YveV,be B.

Isto quer dizer que, para cada jogador ¢, dar como lance o seu valor verdadeiro deve ter
uma utilidade maior do que dar qualquer outro valor como lance.

Um exemplo de mecanismo de revelacao direta é o leilao de segundo prego, pois como
ja vimos, em um equilibrio é vantajoso dizer a verdade. Por causa disto, dizemos também
que o leilao de segundo precgo ¢é incentivo-compativel.

O Principio de Revelacao Direta

Teorema 3.2.1 (Principio da Revelacdo Direta). Dado qualquer mecanismo de leildo
vidvel (B, u, ) e um equilibrio B para este mecanismo, existe um mecanismo de leilao de
revelacao direta que resulta para o leiloeiro e para os jogadores a mesma utilidade esperada
que o dado mecanismo no equilibrio [3.

A ideia da prova é ver qual seria o equilibrio de um leilao e elaborar um leilao em que
depois dos jogadores revelarem os seus valores daria o resultado daquele equilibrio.

Um exemplo simples é o mecanismo de revelacao direta associado ao leilao de primeiro
preco. Vimos que, no leilao de primeiro preco para um unico item, em um equilibrio,
cada jogador ¢ daria como lance o valor esperado do segundo maior valor, dado que o
valor do proprio jogador i seja o maior valor. Faca entdao um leilao onde, se todos os
jogadores oferecerem o préoprio valor como lance, entao pagariam o mesmo valor de como
se estivessem no leilao de primeiro prego usando a estratégia que é um equilibrio. Deste
modo pagariam o mesmo valor que pagariam neste equilibrio, que é o segundo maior valor
esperado. As regras deste leilao que criamos sao exatamente as regras do leilao selado de
segundo preco para um unico item.

3.2.5 Mecanismo Eficiente

Um mecanismo eficiente é aquele que otimiza a funcdo de bem estar social. A ideia é de
que o leilao tente distribuir os itens para os compradores que mais valorizem estes itens.
Se 0 mecanismo tem um equilibrio que tem uma alocacao eficiente, entao este mecanismo
é eficiente.
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Mais formalmente, uma regra de alocacao pu* : V- — A é eficiente se maximiza a funcgao
de bem estar social, entao para todo v € V' teremos

p(v) € arg max Y p;(v)v;.
HEA  ieN

Neste caso a funcao SW : V — R de bem estar social é definida como

SW(v) = wi(v)v.

i€EN

Também vamos definir o vetor de alocacao

SW)i= Y (v

JEN,j#i
O Mecanismo VCG

Apesar de nem sempre otimizar a receita do leiloeiro, o mecanismo VCG (sigla extraida
de “Vickrey-Clarke-Groves”) é um mecanismo eficiente e é conhecido por ser incentivo-
compativel [10, 19].

A regra de pagamento 7V¢¢ : V — RY do VCG é dado por

/¢ (v) = SW(0,v_;) — SW_;(v).

Esta regra é dada pela diferenca entre o valor do bem estar social quando o jogador ¢
submete 0 como lance, o menor lance que ele poderia dar, e o valor do bem estar social
sem contarmos o ganho do jogador 7.

Podemos ver facilmente que o leilao do segundo preco é equivalente ao leilao de VCG
aplicado a venda de um tnico item. Para isto, vamos comparar os dois leiloes. Para
simplificar a comparagao, suponha que os jogadores deram os seus valores reais como
lance. Esta é uma suposicao razoavel, visto que os leiloes sdo incentivo-compativeis.
Suponha que o valor do jogador i é o maior valor dentre os jogadores, e que o valor do
jogador j é o segundo maior.

No leilao de segundo preco, o jogador ¢ ganha o item pagando o valor do jogador j.
No leilao de VCG, o jogador i levara o item e teremos SW(0,v_;) = v; e SW_;(v) = 0,
logo o prego que o jogador i pagard serd m)¢%(v) = SW(0,v;) — SW_;(v) = v;.

i






Capitulo 4

Anuncios em Sites de Busca

As formas de se fazer propagandas no ambiente virtual da internet criaram novas opor-
tunidades e, naturalmente, novos problemas interessantes. Enquanto as propagandas sao
estaticas nas revistas fisicas e nas emissoras de TV, obrigando os anunciantes a ter que
direcionar a propaganda para uma grande ntimero de pessoas, na internet os sites tém
a liberdade de direcionar os antncios personalizados para cada individuo. Baseado no
comportamento deste usudrio especifico, o publicador (aquele que exibe o antincio) pode
escolher qual propaganda exibir naquele aparelho e naquele determinado momento. Pegue
como exemplo os sites de busca, o piblico alvo é qualquer pessoa que use a internet e a
unica informacao que o publicador tem sobre o usudrio é a palavra que ele esta buscando.
Por outro lado, sites de redes sociais, como o “Facebook”, tém bastante informacao cole-
tada de cada usuario, podendo direcionar um tipo mais especifico de propaganda e assim
esperar que a propaganda cause um impacto maior, porém com um publico alvo menor e
menos frequente que um site de busca.

Sendo assim, o objeto de interesse do nosso estudo sao os sites de busca como “Google”,
“Bing” e “Yahoo”. Estes tipos de site exibem alguns links de propaganda na pagina onde
¢ exibido o resultado da busca. Como podemos ver na Figura 4.1, usando o site de busca
da “Google”, o resultado da pesquisa usando a palavra “mestrado” obteve cinco antncios
ao lado e mais trés antincios que foram colocados no topo da pesquisa (acredita-se que este
é o local onde as pessoas mais olham, ou olham primeiro), seguidos pelo resultado real ou
resultado “orgénico”: primeiro a pagina da “Wikipédia” depois o site da “Fapesp”[11, 15].

A venda do espago para o anuncio acontece na forma de um leildo. O item a ser
vendido € o espacgo para o link do anunciante. Este espaco para um anunciante ¢ chamado
de slot, o espago total para aniincio é um espaco de slots empilhados verticalmente. Cada
slot vale mais do que o slot que esta logo abaixo.

Neste modelo os anunciantes pagam pelo clique no link. Ao invés de pagar pela
impressao do link, cada anunciante oferece um lance para comprar um espago na pagina de
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Antncios - Por que esses antincios?

Faca Mestrado em 2012 - Diversos cursos com Nota Maxima
pos._cruzeirodosul.edu.br
No MEC! Conheca e Ingresse em 2012

Univ Catdlica de Brasilia | CatolicaVirtual.br
www.catolicavirtual. br
A Universidade Catdlica de Brasilia 4 sua disposigdo. Inscreva-sel

Cursos de Graduagao - Inscreva-sel - Cursos de Pos - Inscreva-sel

Procurando um mestrado? | Mestrados.Ask.com
mestrados.ask.com
Encontre aqui todas as ofertas de mestrados

Mestrado — Wikipedia. a enciclopédia livre

pt.wikipedia.org/wiki/Mestrado

Mo Brasil, o Mestradeo & o primeire nivel de um curso de pos-graduagao stricto sensu,
que tem comeo objetivo, além de possibilitar uma formagdo mais profunda, ...

Brasil - Portugal - Ver tambem - Ligagoes extemnas

FAPESP :: Mestrado - Bolsa de Mestrado

www.fapesp.br » Formas de Apoie » Linha Regular » Bolsas

Em 2012 as propostas para as bolsas de mestrado poderdo ser submetidas em fluxo
continuo, sendo o inicio das submissbes em 06 fevereiro. As sessdes de ...

Antncios em Sites de Busca

Anuncios - Por que esses antincios?

Mestrado e Doutorado
www.mestradoemportugal .com.br
Processo Seletivo 2012 Aberto.
Aulas em Julho, em Portugal.

Faculdade Mestrado Livre
www.redeintemacional.com.br/Mestrado
Mestrado Distancia Mestrado Online
Diploma de Mestrado Curso Mestrado

Pas Veris Metrocamp

blog.veris.com.br/PosGraduacao
Médulo Internacicnal na Europa,
EUA e Canada. Conhega oS CUrsos.

Faculdades Anhanguera
www.vestibulares.br

Cursos superiores com pregos
acessivels e qualidade de ensino.

Rua Claudio Dal Canton, 89 - Indaiatuba

227 pessoas marcaram esta pagina com +1

Unisul Virtual

www.virtual.unisul.br

Graduagao e Pas a Distancia.

Figura 4.1: Exemplos de propagandas em sites de busca.

busca de uma palavra-chave. Este lance representa o maior valor que ele estaria disposto
a pagar pelo clique de um usudrio, a palavra representa a informac¢do que o anunciante
e o publicador tém sobre o usuario, sobre o que este esta interessado. Baseado no lance
e em uma regra pré-estabelecida, o publicador escolhera a ordem em que os anuncios
irao aparecer e o quanto cobrar de cada anunciantes. Esta regra, também chamada de
mecanismo, influenciara diretamente o lance dos anunciantes e a receita do publicador.
Assim, a andlise e desenvolvimento de um bom mecanismo é extremamente importante
para o publicador otimizar a sua receita.

Também devemos levar em consideragao de que este item (o espag¢o) ndao tem nenhum
custo para o publicador e que é perecivel, no sentido de que nao é possivel guardar um
espaco para vender depois, nem é possivel revender este espago.

O interesse neste tipo de problema ¢é a proximidade com modelos da Teoria dos Jogos
bem estudados. Por exemplo, o fato de termos um grande niimero de buscas em um tempo
pequeno e a liberdade dos anunciantes de mudar o lance a qualquer hora, nos da a ideia de
que, se um anunciante variar bastante o seu lance, ele conseguira ter uma boa estimativa
dos lances dos outros anunciantes. Isto permite uma modelagem da situagao em um jogo
de informagao incompleta, ou até uma modelagem em um jogo de informacao completa,
onde cada anunciante sabe o quanto todos os outros anunciantes valorizam o item. Desse
modo, podemos modelar o problema matematicamente usando abordagens classicas de
Teoria dos Jogos. Com isso podemos tentar projetar um mecanismo que otimize alguma
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caracteristica desejada.

Como mostra o trabalho de Edelman, Ostrovsky e Schwarz [6], inicialmente, por volta
de 1994, as vendas eram feitas e pagas pela impressdo, também chamada de pay-per-
impression, algumas centenas de dblares eram pagas por cada mil vezes em que o anuncio
aparecesse no site.

Em 1997, uma empresa chamada Overture introduziu um mecanismo revoluciona-
rio chamado de pay-per-click, em que as impressoes s seriam cobradas se fossem clica-
das. As vendas do espago eram feitas usando um leildo chamado Generalized First Price
Auction(GFP) em que a empresa mostraria os anuncios na ordem do valor do lance de
cada anunciante, o maior valor apareceria primeiro e seguindo em ordem decrescente dos
lances os outros antncios apareciam abaixo. Assim que um anincio fosse clicado o publi-
cador cobraria do anunciante o valor do lance que este deu. A confianca dos anunciantes
de que estavam pagando por uma propaganda que funcionava, a transparéncia do me-
canismo e a crenc¢a dos anunciantes de que poderiam pagar um preco muito barato pelo
anincio tornaram o mecanismo um sucesso, tornando a Overture a principal plataforma
de propaganda para o Yahoo! e MSN.

Porém, os anunciantes tentavam baixar os lances ao maximo até conseguir pagar o
menor valor possivel mantendo a colocagao desejada, fazendo assim a empresa perder uma
boa parte da receita. Percebendo a volatilidade dos lances em um leilao GFP, e a causa
desta volatilidade, em 2002 Google comecou a implementar o Generalized Second-Price
Auction (GSP). Neste mecanismo os lances dos anunciantes eram selados e os antincios
também eram ordenados seguindo a ordem decrescente dos lances, porém o preco cobrado
de um anunciante seria o lance do anunciante logo abaixo dele mais um centavo. Este
acréscimo de um centavo representa o minimo que este anunciante precisaria para ganhar
este slot. Este mecanismo ¢ mais amigavel ao anunciante e menos suscetivel a estratégias
mais agressivas como ocorrem com o GFP e como veremos na Se¢ao 5.1.

Percebendo a eficacia do mecanismo do Google, outras empresas como Yahoo! também
passaram a usar este mecanismo.

4.1 Definicoes Formais

Seguindo a modelagem dos trabalhos de Lahaie, Pennock, Saberi e Vohra [11], Paes
Leme e Tardos [13, 14] e Paes Leme e Lucier [12], modelamos um leildo de anincios
de propaganda como um jogo com um conjunto N = {1,2...,n} de jogadores e um
conjunto M = {1,2,...,m} de slots, onde os slots sdo numerados de cima para baixo.
Para simplificar o estudo vamos supor que n = m, sabendo que se na realidade m < n
entao basta incluir n—m slots com probabilidade zero de serem clicados, caso n < m entao
basta incluir m — n jogadores com valores iguais a zero. Cada jogador ¢ tem um valor v;
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que representa o maior valor que o jogador pagaria por um clique, em um jogo Bayesiano
este valor v; é o tipo do jogador i. Chamaremos de b = {by,bs,...,b,} o vetor de lances
dos jogadores, onde b; ¢ o lance do jogador i, este vetor de lances ¢ uma representagao
da estratégia dos jogadores. Temos também um valor p;; chamado de click trought rate
(CTR) que representa a probabilidade de o jogador ¢ receber um clique se estiver no slot
Jj. Para simplificar a andlise vamos tratar cada p;; como um ¢, esta simplificagao supoe
que a probabilidade de um certo anincio ser clicado depende apenas da posicao do slot
em que este antincio estd. Também supomos que a; > «; sempre que ¢ < j, isto retrata a
crencga de que um anuncio ¢ mais provavel de ser clicado quando estd em um slot superior.
Vamos tratar por p; o preco que o anunciante ¢ deve pagar. A permutagdo m: M — N
uma fungao que representa uma possivel alocagdo dos antincios em slots, 7(i) é o jogador
que esta no slot ¢ na alocagao 7, isso quer dizer que v, ;) € o valor do jogador que esta no
slot 7 na alocacao 7.

4.2 Possibilidades de Mecanismos

4.2.1 O GFP, 0 GSP e 0 VCG

Em um mecanismo de GFP a alocagao dos jogadores segue em ordem do lance dado por
cada um. Caso tenha algum lance igual ao outro a ordem entre os lances iguais sera
sorteada com probabilidades iguais. FEntao os lances sao ordenados e o i-ésimo slot é
alocado para o jogador com o i-ésimo lance mais alto, entdao em uma alocacao 7 teremos
br(i) = bx(j) sempre que ¢ < j. O preco que cada jogador deve pagar ¢ igual ao lance que
este jogador deu, entao para todo 7, p; = b;.

No mecanismo GSP teremos a mesma alocacdo do GFP. Porém o preco que cada
jogador ¢ pagara serad igual ao lance do jogador que conseguiu o slot logo abaixo deste
jogador, entao para todo jogador i tal que 7(j) =4, p; = br(j41) se j < m, caso i = 7(m)
entao p; = 0.

No mecanismo VCG teremos a mesma alocacao que o GFP e GSP. Neste caso, o preco
para o jogador ¢ serd calculado da seguinte forma: pegue o valor que todos os jogadores
pagariam no GFP caso o jogador ¢ nao estivesse participando do leilao, pegue um outro
valor igual ao preco que todos os jogadores pagariam no GFP tirando o pagamento do
jogador ¢, subtraia do primeiro o segundo valor e divida o resultado pelo valor do CTR
do slot 771(i) = j (o slot para o qual o jogador i foi alocado). Este serd o prego que o
jogador i pagarda com a alocagdo 7 sendo 7(j) = i.

Como nos trabalhos de Edelman, Ostrovsky e Schwarz [6] e Edelman e Ostrovsky [5],
explicitando as equagoes teremos:
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Podemos também definir essa equagao por recursao:

Pi = DPx(j)
ajbﬂ'(j-H) - aj+1bﬂ(j+1) + ZZ:;‘H akbﬁ(k+1) - ZZ:j+2 akbrr(k)
Qj
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O trabalho de Fukuda [4] faz uma andlise comparativa entre o mecanismo de GSP e de
VCG. Neste trabalho, temos a Figura 4.2 que comparam estes trés mecanismos calculando
o pagamento esperado entre eles. Observe nestas figuras que, imposto o mesmo vetor de
lances, o pagamento do GFP é maior do que o pagamento do GSP que é maior do que o
pagamento do VCG.
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Figura 4.2: Esta imagem representa o pagamento py do segundo jogador pelo segundo
slot nos trés mecanismo, supondo 5 slots e 5 anunciantes. A esquerda temos o pagamento

esperado no mecanismo de GFP, no meio temos o pagamento esperado no mecanismo de
GSP e a direita temos o pagamento esperado no mecanismo de VCG



Capitulo 5

Comparacao Entre Mecanismos em
Antncios de Sites de Busca

Na extensa literatura sobre Leiloes para Sites de Busca se faz suposi¢oes muito fortes
sobre a realidade, como é exposto no trabalho de Markakis, Maillé, Naldi, Stamoulis,
e Tuffin [15]. Algumas das modelagens dos mecanismos sao feitas usando jogos com
informagao completa, estas se baseiam na crenga de que os jogadores sabem sua valoracao e
sabem a valoragao dos outros jogadores. Ha muitos estudos que levam em conta a incerteza
dos jogadores e modela o problema usando um equilibrio de Bayes-Nash, mas este método
é muito complicado e ainda esta longe da realidade. O conceito de equilibrio em si supoe
que todos os jogadores irao convergir para um tipo de estratégia estavel, que dependa da
estratégia e informagao dos outros jogadores. Um exemplo interessante de desinformacgao,
mostrado por Lahaie, Pennock, Saberi e Vohra em [11], é a propaganda que o Google
faz sobre seu mecanismo de leilao, o Google informa que como o seu mecanismo é uma
variacao do VCG (o que é verdade) entdo ele é incentivo-compativel, o que nao é verdade.

Neste capitulo vamos comparar a realidade e a teoria deste problema. Na parte teorica,
modelamos o jogo como na Se¢ao 4.1 e adicionamos mais quatro suposi¢oes que merecem
comentérios [11]:

i. Em primeiro lugar modelaremos o jogo como um jogo estatico de informagao com-
pleta, isto é, o jogo nao se repete e os valores dos jogadores sao conhecidos publi-
camente, apesar desta ser uma suposicao que esta longe de ser realidade a anéalise
de jogos repetitivos tornaria a analise do jogo muito complicada [11]. Porém a mo-
delagem estatica nao quer dizer que o problema deve ser interpretado estaticamente
e sim que, apesar do leilao ser repetido inimeras vezes, tratamos cada participante
como sendo um jogador miope, isto é, cada jogador esta tentando otimizar o ganho
imediato do jogo em cada momento e nao um ganho a longo prazo. Entao o fato
do jogo ser repetitivo da a ideia de que os jogadores tém uma estimativa do valor
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iii.

iv.
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dos outros. Estimativa esta conseguida em outras rodadas do jogo, levando-nos a
crer que podemos fazer uma modelagem Bayesiana ou até de informacao completa.
Porém a suposicao dos jogadores serem miopes da a ideia de que podemos fazer uma
modelagem de um jogo estatico.

Em segundo lugar, a expectativa de efeito de um anincio esta linearmente ligada ao
CTR do slot em que este antincio aparece. Nao existe garantia de que se um andncio
recebe mais cliques entao este anunciante vendera mais o produto que esta oferecendo,
pois argumenta-se que o perfil do cliente que clica no primeiro antincio que aparece
¢ diferente do que clica em algum antincio mais abaixo. Em [11] especula-se que este
tem um perfil mais seletivo por estar procurando um produto para comprar enquanto
que aquele esta apenas pesquisando informacgoes. Nossa suposicao entao nao tratard
este argumento como valido, confiando que quanto mais alto o anunciante aparecer
melhor para ele. Supomos mais, se o CTR do slot i é igual a x vezes o CTR do slot
7, entdo qualquer anunciante que adquirir o slot 7 tera uma esperancga de ganho de x
vezes o valor do ganho caso tivesse adquirido o slot j.

Em terceiro, vamos supor que o pagamento esperado de um anunciante independe da
qualidade dos outros antincios que irao aparecer. Por exemplo, se o link do anunciante
de uma livraria aparecer no primeiro slot, o retorno deste anunciante serd indiferente
ao fato de ter aparecido outro anunciante de livraria com qualidade melhor do que
aquele ou nao em algum outro slot.

Em quarto lugar, CTR ¢é de conhecimento geral dos participantes. Na realidade o
publicador, de posse de todos os dados, nao tem certeza, mas uma estimativa do valor
dos CTR, que variam em um prazo relativamente curto. Os anunciantes, por sua vez,
tem uma estimativa menos precisa.

5.1 GFP: Teoria e Pratica

Equilibrio do GFP

No trabalho de Lahaie, Pennock, Saberi e Vohra [11] é dito que o mecanismo GFP mo-

delado como um jogo estatico com informacao completa nao tem um equilibrio. De fato,

se considerarmos os casos que acontecem na pratica, com a maioria dos valores distintos

entre si, entdo basta ver que em qualquer situacao, sempre teremos pelo menos um jo-

gador que poderia lucrar baixando um pouco o seu lance, sem ficar abaixo do lance do

jogador que ganhou o slot abaixo. Assim esse jogador aumentara o seu lucro sem trocar

de posicgao.
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O Mecanismo de GFP na Pratica

Tendo em vista que, em casos praticos, o mecanismo de GFP nao tem um equilibrio,
podemos prever uma instabilidade inerente ao mecanismo, dado que os jogadores sempre
estardao tentando otimizar os seus ganhos, mudando repetidamente e a qualquer momento
os seus lances. Esta propriedade de os jogadores poderem mudar os lances a qualquer
momento e de nao termos um equilibrio cria um ciclo infinito, uma instabilidade.

Uma evidéncia desta instabilidade é apresentada por Edelman e Ostrovsky [5], usando
Overture no periodo de junho de 2002 até junho de 2003. Segundo este artigo, alguns
jogadores usam um programa de lances automaticos que muda repetidamente o lance
oferecido tentando otimizar os ganhos do anunciante. Tendo como entrada o valor de um
anunciante, uma das estratégias deste programa ¢é tentar ganhar o melhor espacgo, dando
o menor valor possivel. Inicialmente este programa da como lance o valor do anunciante
mais um centavo, para assim ter o melhor lugar possivel e saber qual é esse lugar. Logo
depois o programa baixa o lance para o lance do jogador que ganhou o lugar logo abaixo
mais um centavo, desta maneira o programa consegue o mesmo lugar pelo menor lance
possivel.

Quando dois ou mais jogadores com valores vizinhos (quando o maior valor mais
préximo de um dos jogadores é o do outro jogador) usam este tipo de estratégia, temos
um comportamento ciclico. Se fizermos um grafico de lances por tempo teremos uma
aparéncia de “dente-de-serra”, onde os participantes alternam de posicao repetidamente,
cada um vencendo o outro por um centavo de diferenga. Suponha que dois jogadores com
valores mais altos estejam usando esta estratégia. Apds os jogadores perceberem os seus
lugares irao abaixar o lance até o lance do préximo jogador, o segundo baixando até o
lance do terceiro e o primeiro, apés ver que o lance do segundo jogador é tao baixo quanto
o do terceiro, também baixara até o lance do terceiro jogador. Apds uma quantidade
arbitraria de segundos, o segundo jogador ir4 aumentar o lance para o lance do primeiro
mais um centavo, fazendo com que o primeiro jogador também aumente o lance para o
lance do segundo mais um centavo. Quando um jogador chega ao seu limite, que é quando
o lance iguala o seu valor, este jogador baixa o lance para o lance do préximo jogador
mais alto mais um centavo. Se tivermos mais jogadores teremos o mesmo comportamento
em uma escala maior, representando também uma perda maior.

Este movimento de baixar o lance drasticamente representando o lado vertical de
um “dente” do padrao “dente-de-serra”, o movimento de aumentar o lance aos poucos
representa o lado vertical de um “dente” no padrao. Nas figuras 5.1 e 5.2, retiradas
do trabalho de Edelman e Ostrovsky [5] podemos ver um exemplo deste padrao. Na
Figura 5.1, cada ponto representa o maior lance que foi dado por uma palavra especifica.
Sendo verificado a cada 15 minutos, o intervalo de tempo total foi de 14 horas e o valor
do lance estd medido em délares. Estes dados foram coletados no dia 18 de julho de 2002
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no horario de 12:15 AM até 2:15 PM. A Figura 5.2 representa a continuacao do padrao
observado na Figura 5.1. Observamos uma anomalia no padrao, além de diferencas no
tempo entre um pico e outro. Porém o padrao é claro.
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Figura 5.1: Gréfico representando o padrao “dente-de-serra” com intervalo de 15 minutos
entre os pontos, cobrindo o periodo de 14 horas. Cada ponto representa o maior lance
dado por uma palavra-chave. Do ponto A ao ponto B vemos o padrao de dois ou mais
jogadores disputando o primeiro lugar pela palavra. O ponto B é o ponto onde o jogador
com segundo maior lance nao pode mais disputar a palavra dando um lance mais alto e
desce o seu lance até o lance do jogador abaixo dele. O ponto C é o jogador com o maior
valor descendo até o lance do jogador com o segundo maior valor.

Podemos inferir que este padrao “dente-de-serra” diminui o lucro do anunciante, pois
o aquele que tem o valor mais alto passa a metade do tempo, ou menos, com o slot mais
alto, ainda assim pagando menos do que o segundo maior valor, na maior parte das vezes.

Para um exemplo mais formal, vamos fazer um exemplo tedrico com dois anunciantes.
Estes tém valores vy > vy, estao disputando por slots com CTRs a7 > as e os dois
jogadores usam a mesma estratégia. Suponha que o pagamento minimo é € < v,. Supondo
que os dois jogadores estejam usando a mesma estratégia descrita e que cada um deles
mude o lance com uma demora esperada igual, os dois jogadores permanecerao o mesmo
tempo com o primeiro slot em média e seus valores variarao entre € e vo. Cada anunciante
entao pagara um valor x, com x variando linearmente entre € e v9. Assim, o valor esperado
que cada anunciante pagara por clique sera
Vg — € Vo + €

2 2

€+
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Figura 5.2: Gréfico representando o padrao “dente-de-serra” visto na Figura 5.1, porém

cobrindo o periodo de uma semana.

Fazendo com que o lucro esperado do anunciador seja

’Ug+€+ Vg + €
«Q «
D) >

Vg + €
5

= (Oél + 042)

Sabemos que nem todo mecanismo de GSP tem um equilibrio incentivo-compativel.
Mas para compararmos os dois mecanismos, vamos supor que, na situacao anterior, teria-
mos um equilibrio incentivo-compativel com o mecanismo de GSP, em que o menor lance
permitido seria € e o jogador com o menor lance, caso pegue um slot, tenha que pagar e.
Estamos supondo entao a seguinte situacgao:

041(1)1 — UQ) > OéQ(Ul — 6).

Terfamos entao como lance do jogador o seu proprio valor v; e como lance do jogador 2
o seu préprio valor v também. O jogador 1 ficaria com o slot 1 com CTR «; pagando o
valor vy e 0 jogador 2 ficaria com o slot 2 com CTR ay pagando €. O lucro esperado do
anunciador entao seria

Qa1 V9 + (g€,
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que se compararmos com o lucro do anunciador no mecanismo de GFP teremos

(v2 —€)
Q1U9 + Q€ > Q1U9 + ane — (g — ag)T
1V + (6519 + 1€ + [0 5X%)

2

Vg + €

2

= (061 -+ OéQ)

Podemos ver assim que, sob as condigoes supostas, o lucro no GFP sem equilibrio é pior
do que o lucro no GSP em um equilibrio incentivo-compativel.

As suposigoes anteriores nem sempre estao proximas da realidade. Mas serviram
para mostrar um exemplo onde o leilao, que cobra mais caro e nao temos um equilibrio,
corresponde a menos lucro do que um em que se cobra menos e temos um equilibrio
incentivo-compativel. Como veremos na proxima secdo, o GSP nem sempre tem um
equilibrio que seja incentivo-compativel, entdo nao podemos fazer esse tipo de comparagao
no caso geral. Porém o leildo de VCG ¢ incentivo-compativel e com ele teriamos como
comparar. Vamos ver como ele ficaria para esse caso.

A mesma situagao em um leilao de VCG, onde o menor lance é € e o jogador que
deu o menor lance deve pagar €, os anunciantes dariam os valores reais como lance e o
pagamento do anunciante 1 seria

vo(ay —ag) + €

Y

aq

enquanto que o pagamento do anunciante 2 seria € fazendo com que o lucro do anunciante
seja

vo(ap — ag) + € + age = (g + ) (V2 + €) — 20209 — 1€ + €

= (a1 + ag)(vg + €) — 2a2v9 + €(1 — ay),

%W), depende tanto do valor de a; e ay

que para ser maior que o lucro do GSP, (
quanto do valor de v e vs.

Como nao podemos ter certeza, vamos ver como seria numa situacao real. A empresa
Yahoo! Overture enviou o valor de todos os lances nos 1000 maiores produtos, junto com
identificadores de anunciantes e palavras entre 15 de junho de 2002 e 14 de junho de 2003
para a pesquisa de Edelman e Ostrovsky [5]. Tendo estes dados, foi calculado o lucro em
um leilao de GFP e como seria este lucro em um leildao de VCG. Este lucro foi calculado
supondo que em um leilao de VCG os anunciantes darao os valores verdadeiros como
lances.
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Tabela 5.1: Tabela de CTR estimados no leilao da empresa Overture

slot CTR

1 100,0%
77, 7T%
58, 8%
41, 8%
30, 2%
24,0%
18,0%
14, 1%

9,0%
10 7,8%

O 0| | O O = | W D

Os dados em si ja sao os lances em um leilao de GFP, porém para termos os possiveis
lances em um leilao de VCG precisamos dos valores dos anunciantes. Temos entao os
lances em um leildao de GFP e a estratégia que estamos supondo que os jogadores estao
seguindo. Os autores Edelman e Ostrovsky [5] fizeram entao uma “engenharia reversa”
para termos o valor dos anunciantes. Lembrando que nao precisamos estimar com total
certeza o valor do anunciante com maior valor, pois este nao entra no calculo de nenhum
pagamento no leilao de VCG. Sabemos também que em um leilao GFP os anunciantes
nunca dariam um lance que fosse maior do que o quanto eles valorizam o clique, entao cada
lance é um limitante inferior para o valor daquele jogador. O trabalho estimou também
que picos nos lances dos anunciantes representam o maximo valor que este anunciante
daria. Quanto a que pico usar, o trabalho enfrentou um dilema: quanto maior o periodo
estudado maior sera o pico esperado, consequentemente o valor dos jogadores, também
mais acurado sera também o valor do pico do lance dos anunciantes; por outro lado o
valor dos anunciantes tende a mudar dependendo de alguns fatores, como sazonalidade,
entao deveriamos restringir o periodo analisado para que nao seja tdo grande. Edelman
e Ostrovsky [5] escolheram o periodo de uma semana. Em cada semana, o valor de cada
jogador sera o lance maximo que este jogador deu nesta semana.

Como nao tiveram acesso aos valores dos CTRs dos slots, supuseram que todas as
palavras teriam os mesmo valores de CTR para cada slot, usaram os valores dos CTRs
estimados apresentados na figura C do trabalho de Brooks [2], transcritos na Tabela 5.1
deste trabalho. Deste modo, usando como parametro a probabilidade do primeiro slot
ser clicado, o segundo slot tem 77,7% da probabilidade do primeiro slot ser clicado, e o
décimo tem 7,8% da probabilidade, slots depois do décimo tem probabilidade de 0% de
serem clicados.
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Tabela 5.2: Tabela da Razao Entre o GFP e o VCG, onde “todas” representa o célculo
considerando todas as palavras-chave, “populares” representa as palavras-chave que tém
10 ou mais anunciantes disputando um slot, M.R. é a média da razao.

Estatistica todas | populares
10th percentil 0,36 0,95
25th percentil 0,52 1,02
Mediana 0,68 1,06
75th percentil 0,81 1,12
90th percentil 0,92 1,13
M.R. por palavra-chave | 0,66 1,07
M.R. por clique 0,76 1,09

Entao, para cada palavra, Edelman e Ostrovsky [5] fez a razdo entre a receita que
seria gerada pelo GFP e a receita que seria gerada pelo VCG usando os valores de CTR
propostos. Esta razao pode ser vista pela Tabela 5.2, onde “todas” sao todas as palavras-
chave e “populares” sao as palavras-chave que tém 10 ou mais anunciantes disputando
um slot. Nesta tabela temos os percentis da razao dos dois mecanismos. Vemos que
nas palavras com mais popularidade a maioria dos percentis é maior, enquanto que nas
palavras com menos popularidade a receita do GFP é bem maior. No caso da média
da razao (M.R.), como o trabalho nao tinha os dados sobre a quantidade de cliques que
cada um recebeu, nao tem como fazer precisamente a média da razao, entao fizeram de
duas formas: a M.R. por palavras-chave supos que todas as palavras trouxeram a mesma
receita para o anunciador, a M.R. por clique supos que todas as palavras tiveram a mesma
quantidade de cliques. Por causa da falta de dados nao temos como avaliar se as palavras
populares sao mais clicadas em relacao as palavras “nao-populares”. Entao s6 podemos
concluir que se o anunciante tivesse mudado o mecanismo para o VCG, sua receita com as
palavras populares teria aumentado. O que é um resultado ao mesmo tempo esclarecedor
e surpreendente, visto que o leilao de GFP cobra mais dos anunciantes do que o VCG. Isto
também ajuda a entender o motivo de, atualmente, os anunciadores preferirem o leilao
de GSP ao de GFP, apesar do GSP cobrar um valor menor.

5.2 O Equilibrio do GSP

5.2.1 GSP e a Incentivo-compatibilidade

O GSP nem sempre tem um equilibrio incentivo-compativel. A condi¢do para que te-
nhamos um equilibrio deste tipo é que dado um conjunto N de jogadores com valores
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ordenados em ordem decrescente, v; > v;11 para todo i, 0 < ¢ < n, e um conjunto de slots

com valores de CTR ordenados como vimos anteriormente, «; > o1 para todo ¢ tal que
0 <7 < n, teremos as seguintes condigoes: Para todo ¢z € N

a;(v; — vip1) > aj(v; — vj1), Vg > i

Ozi(l)i — 'Ui+1) Z aj(vi — Uj),Vj <1

onde consideramos v,, 11 como tendo valor 0. A primeira desigualdade representa a prefe-
réncia do jogador i pela posicao i em relagao as posigoes inferiores (com CTR mais baixo),
pagando o valor do jogador que estd uma posicao mais baixa. Porque se o jogador ¢ sai da
posicao 7, entao os jogadores nas posicoes mais baixas sobem uma posi¢ao, assim quando
o jogador ¢ escolher uma posicao j ele deve dar um lance de valor maior que v;1; e menor
que vj, pois o jogador j que estava na posigao j agora esta na posigao j — 1, e o jogador
7 + 1 estara ocupando a posicao j. Entao para ter a posicao j o jogador ¢ deve pagar o
valor v;;; do jogador j + 1. A segunda desigualdade representa a preferéncia do jogador
1 pela posicao ¢ pagando o valor do jogador ¢ + 1 em contraste com a posicao mais alta
7 pagando o valor do jogador j. Pois quando o jogador ¢ escolhe uma posicao mais alta,
ao sair da posicao 7, nao influencia a alocagdo das posicdo superiores a esta. Assim para
entrar numa posicao j mais alta que ¢, o jogador ¢ deve dar um lance entre v; e v;1,
pagando o valor v;.

A incentivo-compatibilidade de um leilao de GSP depende tanto dos fatores de valor
dos CTRs dos slots quanto dos valores dos jogadores. Um exemplo de uma situacdo onde
nao exista um equilibrio incentivo-compativel nao é dificil de se imaginar, nem deve ser
raro de acontecer. Como exemplo suponha que tenhamos 2 jogadores onde o jogador 1
tenha valor igual a 11 e o jogador 2 valor igual a 10. E estimado que o slot 1 recebe 11
cliques por hora e o slot 2 recebe 10. Caso os jogadores deem como lance os seus reais
valores temos a seguinte desigualdade:

&1(’01 — ’UQ) = 11(11 — 10) =11 <110 = 10(11 — O) = &2(’01 — ’U3),
o que fere a primeira condi¢ao de incentivo-compatibilidade
a;i(vi — Vig1) > aj(v; — vjg1), VJ > i

5.2.2 GSP e o Equilibrio de Nash

De forma mais geral um equilibrio para o GSP ¢ definido como:

Definigao 5.2.1. Dado um conjunto de jogadores N, com vetor de valores v = (v1, Vg, ..., V),
onde v; é o valor do jogador ¢, um vetor de n slots com valores de CTR ordenados de
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* *

forma decrescente a = (aq, ag, ..., ay), 0 vetor de estratégia b* = (b3, b5, ..., b%), onde b}
é a estratégia do jogador 7, ¢ um equilibrio de Nash se dada a regra de alocac¢do 7, onde
7(i) é o jogador que foi alocado para o slot i, as seguintes desigualdades sao satisfeitas:

@ (Un(s) — b;kr(i—i—l)) > aj(Vrp) — b;kr(j—l—l))?vj >4

i (Un(iy = Drirn)) = @j(Vn(iy = br(z)), V5 <

onde v,11 = 0.

Porém aqui nés temos um conceito ambiguo: antes, definimos informalmente um
equilibrio como um estado estavel do jogo, onde nenhum jogador teria motivagao para
mudar o seu perfil de estratégias. Podemos perceber que este equilibrio nao é estavel,
se levarmos em consideracao que, na pratica, os jogadores estao interessados em fazer
com que os seus adversarios tenham prejuizo. Entao, apesar do lance dos jogadores nao
influenciarem o proprio pagamento, um jogador poderia subir um pouco o seu lance para
que o jogador que ganhou o slot acima dele, o seu concorrente, tivesse que pagar um preco
maior. Este problema vem do fato de, ao definirmos a funcao de utilidade dos jogadores
para o leilao de GSP, nao levarmos em conta que os jogadores podem achar util, além
do lucro como nés definimos, também fazer com que os seus concorrentes paguem mais.
Entao, ao invés de definirmos uma outra funcao de utilidade para cada jogador, definimos
um outro tipo de equilibrio, que nao s6 atende melhor a realidade, como também é mais
facil de se trabalhar: o equilibrio livre-de-inveja (envy-free equilibrium em inglés)|[6].

5.2.3 O Equilibrio Livre de Inveja do GSP, o Equilibrio Estavel

Suponha que temos uma estratégia que seja um equilibrio em um leilao de GSP, e suponha
que neste equilibrio existe um jogador ¢ com um lance diferente do jogador ¢:—1, para algum
¢ maior que 1. Como a estratégia é diferente, este jogador ¢ pode aumentar o lance dele
sem que isso influencie no seu préoprio pagamento, com o objetivo de, deliberadamente,
prejudicar o outro. O jogador ¢ — 1 por sua vez pode baixar o lance dele para retaliar o
comportamento do jogador ¢, fazendo com que os jogadores mudem de posi¢ao. Se essa
mudanca é lucrativa para o jogador ¢ entao o jogador inicialmente teve reais motivos para
subir o seu lance, evidenciando que este equilibrio nao é estavel. Porém se essa mudanca
nao ¢ lucrativa, teria sido melhor que o jogador ¢ nao tivesse subido o lance. Precisamos
entao, para conseguir trabalhar com uma situacao realmente estavel para o GSP, definir
uma outra funcao de utilidade ou definir um novo tipo de equilibrio para o GSP. Vamos
definir um novo tipo de equilibrio para o GSP, o equilibrio livre-de-inveja [6]:

Definicao 5.2.2. Dado um vetor de estratégia b* que seja um equilibrio do leilao de GSP,
este equilibrio ¢é livre-de-inveja se um jogador nao pode aumentar o seu lucro mudando de
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lugar e de lance com um jogador logo acima dele, deve entao ter a seguinte propriedade:

Oéz'(%r(z’) - p;(i)) > 04%1(%(1‘) - p;(iq))aw > 1.

5.2.4 A Estratégia VCG no Leilao de GSP

Agora vamos construir, como foi apresentado por Edelman, Ostrovsky e Schwarz em [6], a
melhor estratégia b*, do ponto de vista do anunciante, para o leilao de GSP com informagao
completa. Esta estratégia tem quatro propriedades interessantes. Em primeiro lugar, o
pagamento correspondente a essa estratégia é o mesmo pagamento de um leildao com o
mecanismo VCG. Em segundo e terceiro lugar ela é a pior estratégia possivel no ponto de
vista do publicador e a melhor estratégia possivel para os anunciantes. Em quarto lugar,
com esta estratégia teremos um equilibrio livre-de-inveja e, consequentemente um estado
realmente estavel para os jogadores.

Pegue um conjunto de jogadores N e suponha que os jogadores estdo ordenados de
maneira que seus valores estejam em ordem decrescente, ou seja, v; > v;;1. Desta maneira,
se esses anunciantes estivessem participando de um leildo com mecanismo VCG, entao os
lances que eles dariam em um equilibrio seriam seus proprios valores. Sua alocagao seria
correspondente a ordem dos valores, com o jogador i sendo alocado para o slot i e os
precos p¥ que teriam que pagar seria

g biy1 (i — 1) + QipaPiva
(3 al °

Entao vamos construir um vetor de estratégia b* da seguinte forma: cada jogador ¢ dara
um lance igual a pY ,, o preco que o jogador acima dele pagaria caso este fosse um leildo
de VCG. O anunciante 1 pode dar o seu proprio valor ou qualquer valor maior que 0.
Deste modo cada anunciante pagaria o préprio preco do leilao de VCG.

Para mostrar que esta é a melhor estratégia para os anunciantes e o pior equilibrio
para o publicador, vamos usar o resultado de [24] e [3], que diz que existe um equilibrio
que é o melhor para os anunciantes e o pior para o publicador.

Teorema 5.2.1. No leilao de GSP, a estratégia em que cada anunciante © dd como lance
o wvalor pY | descrito anteriormente é a melhor estratégia para os anunciantes e a pior
para o publicador.

Demonstra¢io. Suponha que esta estratégia seja uma estratégia b = (by, bs,...,b,) com
pagamento p = (p1, pa, - - -, Pn), € a estratégia que construimos seja a b = (b}, by ... bY)
com pagamento p¥ = (p},p¥.....pY).

Provando por inducao no ntmero de jogadores, comecando com o jogador n, este
jogador paga pY = 0, pois n é tanto o nimero de jogadores como de slots. Este é o menor
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valor que ele poderia pagar entdo temos p, = pY. Nossa hipdtese de inducio é o de que
p; = pY para algum i < n. Da condigdao para que tenhamos um equilibrio livre-de-inveja
vemos que para qualquer ¢

a;(vi —p;) > o1 (v; — pi_y), Vi > 1,
desta condicao podemos concluir que

* *
QG1Pi_q > aim1v; — ay(v; — py)

= (a1 — ;)v; + aup;, Vi > 1.

Entao, se o pagamento p; ¢ o menor pagamento possivel para um jogador em equilibrio,
entao o menor pagamento possivel para o jogador + — 1 em um estado de equilibrio seria

* * 174
Q1P = (i—1 — ) v; + ap; = p;_4.

Provando assim que o pagamento p" é menor pagamento possivel para os jogadores. [

5.2.5 GSP na Pratica

Como vimos, nao é trivial achar um equilibrio para o GSP, muito menos um equilibrio
que seja bom para os anunciantes.

O trabalho de Asdemir [1] exibe dados coletados por um mecanismo de busca que os
autores nao puderam revelar a identidade, assim como deixaram anonimos as palavras-
chave e os anunciantes.

Na Tabela 5.3 vemos uma estratégia parecida com a descrita para o mecanismo GFP,
podemos especular que os dois anunciantes ambicionam o segundo slot. Em contraste, na
Tabela 5.4 vemos lances estaveis.

O trabalho de Kitts e Leblanc [9] apresenta algumas companhias que fornecem pro-
gramas para dar lances no leilao de GSP. Estes programas podem descobrir o valor dos
outros anunciantes variando o seu valor, usando estas informagoes, fazem lances baseados
em alguma regra pré-definida pelo anunciante. Vamos listar abaixo algumas regras como
exemplo:

e Time Position: O anunciante escolhe uma posicdo que gostaria de ficar durante
certas horas do dia.

e Relative Position: O anunciante escolhe quantas posicoes gostaria de estar acima
de um outro anunciante rival.
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Tabela 5.3: Anunciantes A, B e C fazendo uma “guerra de lances” ciclica por uma palavra-
chave.

Data tempo Posicao 1 Posicao 2 Posicao 3 Duracao da Posicao
30/12/2003  8:29:22 PM A $1.28 B $1.27  C $0.90 0:10
30/12/2003  8:39:14 PM A $1.28 B $0.91 C $0.90 0:19
30/12/2003  8:58:53 PM A $0.92 B $0.91 C $0.90 0:29
30/12/2003 10:27:26 PM B $0.93 A $0.92 C $0.90 0:10
30/12/2003 10:37:12 PM B $0.93 C $0.93 A $0.92 1:38
30/12/2003 12:15:33 AM A $0.94 B $0.93 C $0.93 1:48
30/12/2003  2:03:43 AM B $0.95 A $0.94 C $0.93 3:27
30/12/2003  5:30:13 AM B $0.95 C $0.95 A $0.94 0:59
30/12/2003  6:29:13 AM A $0.96 B $0.95 C $0.95 2:37
30/12/2003  9:06:34 AM B $0.97 A $0.96 C $0.95 0:10
30/12/2003  9:16:23 AM A $0.98 B $0.97 C $0.95 1:28
30/12/2003 10:44:51 AM B $0.99 A $0.98 C $0.95 3:28
30/12/2003  2:12:34 PM A $1.00 B $0.99 C $0.99 3:05
30/12/2003  5:17:02 PM B $1.01 A $1.00 C $0.99 0:39
30/12/2003  5:56:21 PM A $1.02 B $1.01 C $0.90 2:47
30/12/2003  8:43:33 PM B $1.03 A $1.02 C $0.90 0:10
30/12/2003  8:53:23 PM A $1.04 B $1.03 C $0.90 3:48

1/1/2004 12:41:33 AM B $1.05 A $1.04  C $0.90 3:07
1/1/2004  3:48:25 AM A $1.06 B $1.05 C $0.90 2:18
1/1/2004  6:06:06 AM B $1.07 A $1.06 C $0.90 2:57
1/1/2004  9:03:05 AM A $1.08 B$1.07 C $0.90 2:57
1/1/2004 12:00:08 PM B $1.09 A $1.08 C $0.90 1:48
1/1/2004  1:48:14 PM A $1.10 B $1.09 C $0.90 1:18
1/1/2004  3:06:56 PM B $1.11 A $1.10  C $0.90 1:29
1/1/2004  4:35:26 PM A $1.12 B $1.11 C $0.90 0:29
1/1/2004  5:04:54 PM B $1.13 A $1.12 C $0.90 4:55
1/1/2004  9:59:56 PM A $1.14 B $1.13 C $0.90 1:49
1/1/2004 11:48:10 PM B $1.15 A $1.14  C $0.90 0:59
2/1/2004 12:37:16 AM A $1.16 B $1.15 C $0.90 1:58
2/1/2004  2:35:16 AM A $1.16 B $0.91 C $0.90 3:16
2/1/2004  5:51:56 AM A $0.92 B $0.91 C $0.90
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Capitulo 5. Comparacao Entre Mecanismos em Antincios de Sites de Busca

Tabela 5.4: Anunciantes D, E e F em uma situacao estavel.

Data tempo Posicao 1 Posicao 2 Posicao 3 Duracao da Posicao

2/1/2004 8:36:24 PM D $17.25 E$17.15  F$17.05 85:15
6/1/2004 2:55:50 AM D $17.25 E$17.15  F$17.05 -
6/1/2004 9:51:02 AM D $17.25 E$17.15  F$17.00 -

e GapJammer: O anunciante escolhe um adversario e o programa vai dar como lance

sempre o valor do lance do adversario menos um centavo. O objetivo é fazer com
que o adversario tenha prejuizo pagando o valor total do seu lance sem nenhum
desconto.

e Mowe if Cheap: O programa sobe uma posi¢do se o aumento de preco da subida é

menor do que um certo valor em délares.

o Move to Gap: Esta estratégia se beneficia das estratégias anteriores. Em todas as

estrategias anteriores os anunciantes dardo um lance que é ou um centavo menor ou
um centavo maior em relacao aos outros anunciantes. Se muitos manterem este tipo
de estratégia, sera criado alguns “degraus” no vetor de lances. Um degrau de valor
D dodlares no vetor de lances é quando temos uma sequéncia de lances com pequena
diferenca e em seguida dois lances vizinhos com uma diferenca de D ddlares. A
imagem ilustrativa 5.3, retirada do trabalho de Kitts e LeBlanc [9], representa esta
situagdo. A estratégia “Move to Gap” consiste em achar um degrau de valor D e
dar um lance neste intervalo. Dessa forma, este anunciante pegara o lugar em que
estd o degrau, pagando um valor parecido com o conjunto de jogadores logo abaixo
dele, ou seja, pegard o melhor lugar dos anunciantes abaixo dele pagando quase o
mesmo valor que estes anunciantes pagam.
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Figura 5.3: Gréfico de lances (bid) por posicao (position). Um exemplo de degrau (Gap)
entre os jogadores.






Capitulo 6

Preco da Anarquia para o GSP

6.1 Introducao

Como o GSP ¢ o leilao mais usado, é importante estudar os aspectos deste, modelando-o
de formas diferente. Nesta secao vamos estudar o preco da anarquia para o GSP.

Como visto no Capitulo 2, o preco da anarquia é uma medida da ineficiéncia dos equi-
librios de um mecanismo, que relaciona o pior bem estar social de um jogo em equilibrio
e o bem estar social 6timo. Note que o caso 6timo nao necessariamente ¢ um equilibrio.
Como o prego da anarquia para um jogo J é definido pela equacgao

PoA = max {% s tal que s € E(J)} :
onde E(J) é o conjunto de todos os equilibrios do jogo, o nosso desejo é que o preco da
anarquia se aproxime de 1, sabendo que este sempre sera maior ou igual a 1. Se o bem estar
social representa a satisfacdo do conjunto de jogadores e funcionalidade do mecanismo,
aproximando do 6timo o pior bem estar social do conjunto de equilibrio, garantimos uma
maior satisfacao dos jogadores, diminuindo a competicao entre estes.

Por exemplo, em um jogo de maximizacao, um preco da anarquia de 2 quer dizer que
2-SW(b) > OPT, onde b é qualquer equilibrio e OPT é o valor do bem estar social 6timo
do jogo. Neste caso, podemos dizer que o ganho social, em um equilibrio e no pior caso,
é maior do que 50% do ganho social 6timo.

No trabalho de Paes Leme e Tardos [13, 14], temos um limite no prego da anarquia de
1,618, para o leilao sendo modelado como um jogo de informacao completa com estratégias
puras, temos um limite de 4 para o jogo com estratégias mistas e um limite de 8 para
o jogo Bayesiano. Mais tarde, Paes Leme e Lucier, em [12] mostram um novo limitante
para jogos Bayesianos, um preco da anarquia de 4 para jogos quando os valores entre os
jogadores sao correlacionados, podendo ser baixado para 3,164 quando a relacao entre os

93
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valores é independente. Este estudo foi feito usando a ferramenta de jogos suaves (smooth
games), definida por Roughgarden em [23]. Apesar do leilao de GSP nao ser um jogo
suave, este conceito é modificado criando o conceito de jogos semi-suaves (semi-smooth
games), como veremos na segao 6.3.

Da forma como definimos a funcao de utilidade, sabemos que, para qualquer jogador,
nao é uma boa estratégia dar um lance mais alto que o seu valor. Entao é razoavel supor
que nenhum jogador ira fazer isso.

Definicao 6.1.1. Dizemos que um jogador ¢é conservador, se este jogador nunca daria um
lance maior que o seu valor.

E fécil ver que, para qualquer jogador, dar um lance mais alto que o GSP é uma
estratégia fracamente dominada. De fato, o Teorema 6.1.1 mostra que se os jogadores nao
forem conservadores, o preco da anarquia nao pode ser limitado.

Teorema 6.1.1. O preco da anarquia para o GSP, modelado como um jogo com infor-
magao completa e com jogadores nao conservadores nao € limitado.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar um exemplo onde o pre¢o da anarquia por ser tao grande
quanto se queira, dependendo do valor do CTR de um slot.

Suponha um jogo onde temos dois jogadores nao conservadores com valores v; = 1
e vo = r. Suponha que os slots tenham CTRs iguais a a; = 1 e ag = 7, para algum r
qualquer entre 0 e 1.

Se os lances dos jogadores forem b; =0 e by = 1 — r, teremos um equilibrio. Teremos
como utilidade u1 = as(v; —0) =r(1 —=0) =r e us = ay(vy — by) = 1(r — 0) =r.

Para mostrar que é um equilibrio observe os casos em que um dos jogadores fixa a sua
estratégia. Empates serao desfeitos arbitrariamente com p denotando a probabilidade do
jogador 1 ganhar o slot ;. Caso o jogador 1 fixe a estratégia b; = 0, qualquer outra jogada
do jogador 2, by € (0,00) ou by = 0 trard a mesma utilidade us = r ou utilidade esperada
uy = (1 —p)(1(r = 0)) + p(r(r — 0)) < r, respectivamente. Caso o jogador 2 fixe esta
estratégia by = 1 —r, qualquer outra estratégia para o jogador 1 trard a mesma utilidade.
A estratégia by € [0,1 — r) terd a mesma utilidade u; = r, a estratégia b, € (1 — r, 00)
terd a mesma utilidade u; = ay(vy — by) = 1(1 — 14 r) = r e a estratégia by = 1 — r terd
a mesma utilidade esperada u; = p(1(1 —147)) + (1 —p)(r(1 —0)) = r. Assim, esta
configuracao estratégica com by = 0 e b, = 1 — r é um equilibrio.

Perceba que este vetor de estratégia trara um bem estar social de ayvo+agvy = r-0+7,
enquanto o bem estar social 6timo seria a;v1 +av9 = 1. Sendo assim, o preco da anarquia
neste caso é %I;Viip((:)) = %, que pode ser tao grande quanto se queira, bastando aproximar r
de 0.

Provando assim que o prego da anarquia pode ser ilimitado para jogadores nao con-
servadores. O
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A partir daqui vamos supor que todos os jogadores sao conservadores.

6.2 Preliminares

Definiremos as variaveis com as quais trabalharemos neste capitulo. Algumas variaveis
servirao para o capitulo inteiro, mas como as modelagens que vamos estudar sao diferentes,
precisaremos definir algumas variaveis especificas para cada modelagem.

Para todas as modelagens teremos um conjunto N de jogadores, com n jogadores. Te-
remos também n slots com valores de CRT representados pelo vetor a = (ay, ag, . .., ay),
onde «; corresponde ao CTR do i-ésimo slot, relembrando que oy > as > - > «, pois
cada slot é mais valorizado do que o slot logo abaixo.

A seguir listaremos as variaveis para cada modelagem.

Jogo Com Informacgao Completa

Em um jogo com informacao completa, o valor de cada jogador é de conhecimento comum,
entdao para cada jogador, o seu proprio valor e o valor dos outros jogadores esta bem
definido. Nesta modelagem supomos que os jogadores estao ordenados tal que seus valores
estao em ordem decrescente. Teremos entdo o vetor de valores v = (v, vs, ..., v,), onde
vy > vg > --- > v,. Esta suposicao nao cancela a generalidade do problema, visto que a
ordem em que os jogadores estao organizados nao tem influéncia sobre o resultado. Assim
definidos, o valor do bem estar social 6timo é definido como

OPT = ZOZZ'Ui.

Para um jogo com estratégias puras, o vetor de estratégia b = (by,b,...,b,) é um
vetor de niimeros reais. Como, por hipotese, os jogadores sao conservadores, entao, para
cada 7 € N, b; < v;. Se o vetor de estratégias b ¢ um equilibrio entao teremos a seguinte
propriedade para cada jogador i:

Para cada vetor de estratégia teremos uma funcao de alocacao m que define qual jogador
deu o i-ésimo lance mais alto, ganhando assim o i-ésimo slot. Entao, fixado um vetor de
estratégia b, a alocagdo 7(i) = j quer dizer que o jogador j ganhou o slot i. Assim, fixado
um vetor de estratégia b, a nossa funcao de bem estar social sera

SW = Z oz,-vw(,-).
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Jogo Com Estratégias Mistas

Em um jogo com estratégias mistas, um vetor de estratégias b = (b1, ba,...,b,) é um
vetor de varidveis aleatorias. Novamente, como os jogadores sao conservadores, teremos
P(b; > v;)) = 0, Vi € N. Se o vetor de estratégias b é um equilibrio entao, para cada
jogador i:

E[u;(b)] = Efu;(b;, b-s)].

Fixado um vetor de estratégia b, agora a funcao de alocagao m é uma variavel aleatéria
determinada pelo vetor de estratégia b. Nossa funcao de bem estar social sera entao:

SW = E[Z QiVr(s)]-

Jogo Com Informacao Incompleta

Nesta modelagem, supomos que os valores dos jogadores sdao variaveis aleatorias, possi-
velmente com probabilidade correlacionada, que tém a funcao de distribuicao acumulada
de conhecimento comum. Teremos entdo v ~ F', onde F' ¢é a distribuicao de probabilidade
acumulada do vetor v, sendo conhecida por todos os jogadores. O vetor de estratégias b
serd um vetor de fungoes. A estratégia b;(v) do jogador i é uma fungdo que associa, a
cada perfil de valores, um ntmero real, representando o lance do jogador .

Nesta modelagem definiremos a funcao de alocagdo m em funcdo do vetor de estra-
tégias e dos slots, sendo 7w(b,i) = j o indice do valor do jogador que, com o vetor de
estratégia b, foi alocado para o slot ;. Analogamente, definiremos a funcao de alocagao
o~ (b,-) = m(b,-) como sendo uma funcio de alocagio em funcio do vetor de estratégia e
dos jogadores, sendo o(b,i) = j o indice do slot que, em fungao do vetor de estratégia b,
foi alocado para o jogador i. Teremos também que definir a fun¢do de alocacao étima v
em funcgao dos valores dos jogadores, sendo v(v, ) o indice do slot que foi alocado para o
jogador i na aloca¢ao do bem estar social 6timo, perceba que v(v,i) = o(v,1).

6.3 Ferramentas para Analisar o Preco da Anarquia:
o Jogo Suave e Semi-suave

O Jogo Suave

O trabalho de Roughgarden [23] introduziu o conceito de jogo suave (smooth-game) para
um jogo de minimizacao:
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Definigao 6.3.1 (Jogo suave). Um jogo de minimizagao de custo é (\,u)-suave, se para
quaisquer estratégias s e s* a seguinte condi¢do pode ser satisfeita:

¢i(s7,s-i) < AC(s") + pC(s),
i=1
onde C(s) é a func¢ao de custo social da estratégia s e ¢;(s) é o custo da estratégia s para
o jogador 1.

Este conceito representa a diferenca entre, a soma do bem estar social de duas estra-
tégias, e a soma do gasto de cada jogador em mudar de uma estratégia para outra. Mais
especificamente, se supormos que a estratégia s* é uma estratégia com um custo muito
baixo e a estratégia s uma estratégia qualquer, entao a soma do custo social das duas
estratégias limita o aumento do custo marginal de cada jogador, se este jogador mudar
para a estratégia com melhor custo social.

Em uma aplicagao direta deste conceito a andlise do preco da anarquia, se tivermos
um jogo (A,u)-suave, com A > 0 e u < 1, se supormos que a estratégia s* é uma estratégia
que minimiza o custo social (a estratégia 6tima), e que a estratégia s é um equilibrio
genérico. Entao teremos o resultado de que

C(s) => ais) <D alsi,s—i) < AC(s*) + pC(s)

=1 i=1

Com isso, temos

C(s) < A
Cls*) = (1—p)
A

concluindo que o é o prego da anarquia para qualquer jogo (\,u)-suave de minimizagao.

Para jogos onde a funcao de utilidade é de maximizacao, temos a seguinte defini¢ao:
Definig¢ao 6.3.2 (jogo suave de maximizagao). Um jogo de maximizacao é (\,u)-suave,
se para quaisquer estratégias s e s* a seguinte condicao pode ser satisfeita:

> (st s-;) > ASW(s*) — uSW(s),

=1

onde ST (s) é a fungao de utilidade social da estratégia s e u;(s) ¢ a utilidade da estratégia
s para o jogador i.

6.3.1 O Jogo Semi-Suave

Uma extensao do conceito de jogos suaves é o conceito de jogos semi-suaves definidos por
Paes Leme e Lucier [12].
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Definigao 6.3.3 (jogo semi-suave de maximizac¢ao). Um jogo de maximizagao é (\,u)-
semi-suave, se existe uma estratégia s* que maximiza o bem estar social, tal que, para
qualquer estratégia s, a seguinte condigdo pode ser satisfeita:

k

> il 5-0) = ASW(s") — uSW (),

i=1
onde SW(s) ¢ a funcao de utilidade social da estratégia s e u;(s) é a utilidade social da
estratégia s para o jogador i.

Assim como um jogo suave de minimizagao, uma propriedade de um jogo semi-suave
de maximizagdo é que temos um limitante para o preco da anarquia de forma direta. Se
um jogo de maximizagao é (\,u)-semi-suave e s é um equilibrio genérico entao teremos

SW(s) > Zuz(sj, S_;) > ASW(s*) — uSW(s),

e portanto temos
(tp)  SW(s)
AT SW(s)’
1+p

nos revelando que o prego da anarquia para um jogo (A,x)-semi-suave é, no maximo, =E.

6.4 Jogos com Informacao Completa

6.4.1 Jogos com Estratégia Pura

A seguir, vamos provar que o GSP, modelado como um jogo com informacao completa
e estratégias puras, o preco da anarquia é 1,618, isto quer dizer que em um equilibrio
qualquer, o ganho social dos jogadores é maior do que 61,8% em relacao ao bem estar
social 6timo, como apresentado em [13, 14].

Para provar o preco da anarquia precisamos provar um lema que captura o bem estar
social associado a uma “troca” de posi¢do entre um jogador i e um jogador j. Se consi-
derarmos que a alocacao 6tima, onde o jogador ¢ ganha o slot i, este teorema captura o
ganho que o bem estar social podera manter, considerando que o jogador j esta alocado
no lugar do jogador 7. Teremos a afirmacao de que vy (j) + QUr()y = QU (j)-

Lema 6.4.1. Para quaisquer valores de v, valores de CTR « e fungdo de aloca¢do m sobre
um vetor de estratégia b que seja um equilibrio, teremos
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Demonstracao. Considere o conjunto de jogadores N. Suponha o equilibrio genérico b e
seja 7 a alocagao associada a este equilibrio. Se ¢ > j entao a; > «;, provando o lema
de forma direta. Vamos supor entao que ¢ < j. Como 7 é um equilibrio, o jogador que
foi alocado para j, nao tera motivagao em subir o seu lance para pegar o slot i, teremos
a;j(Vx(j) = br(j+1)) = @i(Vr(j) — briy). Como brjy 2> 0 € by < vr(;) entao teremos

V() = @ (Vn() — b)) (6.1)
> i(Vx(j) — br(s))
> ai(Vx(j) = Vr(i)) (6.2)

Pegando a equacao 6.1 com a equacao 6.2 teremos a;vx(;) > ai(vﬂ(j) — vﬂ(i)). Entao

QG Unli) -, QVn()

Qi Ur(j)  QUr(j)

=1

]

Vamos provar o pre¢o da anarquia por induc¢ao, devido a isso precisamos provar um
limitante no preco da anarquia para o caso base, com dois jogadores.

Lema 6.4.2. Para dois jogadores, o preco da anarquia (PoA) é de % =1,25.

Demonstragdo. Sejam dois jogadores quaisquer, temos dois valores v; e vy, e dois slots com
valores a e o quaisquer. O valor do bem estar social 6timo serd OPT = ajv1 + agvs.
A tnica outra alocagao possivel serd w(1) = 2,7(2) = 1, tendo valor social SW(w) =
V9 + Qs

Temos que ver entao o valor de

1 S SW ()

PoA — OPT
QU9 + Qg

U1 + Qs

Sabemos que para 7 ser uma alocagao possivel devemos ter b; < by, para ser um equilibrio
a condi¢ao as(v;—0) > ay (v —bs) deve ser satisfeita. Como os jogadores sao conservadores
teremos também b; < v e by < v,.

Para simplificar, podemos redimensionar os valores v; e v multiplicando-os por ﬁ.

Podemos também redimensionar os valores a e s multiplicando-os por a%’ sem interferir
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no resultado final,

1
> —
POA

ﬁ(o&ﬂ& + @21}1)

O%M(alvl + OéQUQ) '

Temos entao novos valores

o=
'orr
o, = =2
> orr’
a
=
o
ay = a—j
Assim como a estratégia correspondente
b
by =
OPT
R
> OPT”

Estes valores mantém as condigoes anteriores de alocagao 7 possivel, b] < b,. Também
conserva as condigoes de equilibrio, o4 (v] —0) > o (v] — b)) e de jogadores conservadores
by < v} e bl < v Com a simplificagdo de que ojv] + a4vy =1 e o) = 1, ficamos com as
condigoes ahv] > v] — by, v =1 — a4vs.

Combinando a equagdo a4v| > v| — b, com —b), > —v} e v] =1 — a4vl temos

ay(1 — abvh) > 1 — ahvy — U,

! /

Com isso, teremos v5(1 + a4(1 — of)) > 1 — . Logo

1—af
14+ ah(1—ab)

/
Uy >
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Entao temos

vy + apvy = vl + ah(1 — aguy)
= (1 —af) + ay
S 1 —af
T 14+ ah(1—ah)
af —af —ay+ 14 ah+af —of
1+ ah(1—ab)
= (6.3)

(1—af) + o

A desigualdade 6.3 se deve ao fato de que 1+ a4(1 — af) < 1,25 para qualquer as.
Logo, teremos

Entao o preco da anarquia sera de PoA < % = 1,25. O

Apos provados os lemas 6.4.1 e 6.4.2, podemos provar o teorema a seguir com mais
facilidade.

Vamos entao provar por indugdo que o preco da anarquia para o GSP modelado como
um jogo com informagdo completa com estratégias puras é de ”T‘/g ~ 1,618.

Teorema 6.4.3. O preco da anarquia para o GSP modelado como um jogo com informa-
cao completa com jogadores conservadores é 1*—2‘/5 ~ 1,618.

Demonstragdo. Defina a variavel r,, como o prego da anarquia para n jogadores.

Para o caso base, com dois jogadores, pelo Lema 6.4.2 sabemos que o preco da anarquia
ry € igual a 1,25.

Suponha, como hipdtese de indugao, que o prego da anarquia é menor ou igual a 1,618
para alguma quantidade n — 1 de jogadores, ou seja, r, 1 = 1*—2‘/5

Pegue um conjunto de jogadores N com n jogadores e vetor de valores v. Fixe um
vetor de estratégia que seja um equilibrio b. Seja a alocagao 7 a alocacao associada a este
equilibrio.

Entao nés teremos o bem estar social 6timo

OPT = Zaﬂ}i

=1
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e o valor de bem estar do equilibrio 7
=D AiVn(p)-
i=1

Fixe r, tal que

1

seja valida. Vamos procurar um possivel valor para r, que seja uma constante.

Fixe i e j tais que 7(i) = 1 e w(1) = j, ou seja, neste equilibrio 7, o jogador com
o maior valor v; pegou o slot a; e o jogador que pegou o slot com maior valor a; foi
o jogador com valor v;. Retire o jogador com maior valor v; e o slot «; que ele pegou
neste equilibrio. Note que os jogadores restante ainda estdao respeitando a equacao do
Lema 6.4.1.

Suponha agora que ¢ < j e defina as varidveis § = ey= f}—;

D ey = U1 + Y QUn(r (6.4)
ki

1
Z QLU
Tn—1 (lc;éz )

> vy +

1
- Z 1V + Z QUL
B -1 k=i+1
—aqu; + <Z(ak_1 — a)up + Y Ozkvk>
5 n—1 \r=2 k=2
.1 1
(a1 — oy)v; + Z V.
6 n—1 Tn—1 k=2

Nos sabemos que i < j e que
1 1
o=y,
By ar w

entao v; > v; = %vl >(1-— %)vl =(1- %)Ula assim podemos dizer que

n
Z AU

Tn—1 =2

1 1 (67
Z@kvw(k) > E + (1 — a) o10; +
1
1
B

1 a; 2
+ (]. — ) (65K +
an
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Queremos achar o maior % tal que
n

SW () S 1
OPT ~—r,’
para qualquer 5 > 1, ou seja,
1 1
Zakvﬂ(k) = SW(r) > T—OPT = — Zakvk,
k n nog
e para termos
1 1 a;\ 2 1 &
by > = I——
D lny > 3 + — ( &1) v + — ];Oékvk
1
> — (Z Ozk%) )
T \ %

teremos que ter

2 2
1 1 1 1 1 1 1
i S B + Tn—1 (1 o B) S€ B + Tn—1 (1 - B) S Tn—1
Tn caso contrario,

ou seja

para qualquer g > 1.
Também podemos achar um limitante retirando o termo ajv; da equagdo (6.4) ao
invés de retirar o;v;. Ficaremos entao com o seguinte limitante:

Z QUrn(k) = Q1V; + Z Ok Vr (k)

k=2
1 1 &
> —aqv; + > g
Y Tn—1 k=2
1 1 &
=|1—=)oqvs + V-
(1-5)em 758,

E para termos

1

n
Z QLU

Tn—1 =2

Zakvﬁ(k) =(1-— ﬁ) oqvy +
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teremos que ter

1 ) 1 1
— < min 1= :
Tn T'n—1 6

Entdo devemos pegar a equagdo em que temos o maior(melhor) % entre as duas
n
possibilidades, ou seja,

L .{1 1}. 11(1 1)2
— < max { min , 1— =% min¢{ —,— |1 ——
1 11 (1 1)2
= min ,maxq1l—— —[(1—— ;
T'n—1 ﬁ ﬁ 6
para todo S > 1. Ou entao, para prosseguirmos simplificando as contas, o minimo r,, tal
que
-1
|1 11 <1 1)2
min ,maxel—— —[|1——
Tn—1 5 6 6
-1
11 ( X 1)2
=max{ 7,1, [max<1l—— —[1—— ,
1 CACAN

para todo 3 > 1, ou para todo % € (0,1].
Precisamos ver entao para quais valores de % € (0, 1] a expressao

gy 71—
11 1 1
marql——,—+ 1—-=
[ { BB T < B) }]
atinge o seu minimo.

11 1 1\?
max{l—ﬂ,ﬁ—i—rnl (1_5>}
1

Fazendo x = 5 e comparando as duas curvas h(z) = 1 —z e g(z) = ixz + (1 —

Ty >

atinge o seu maximo, ou

2 )z + —1— com x € (0, 1], vemos que a reta h(z) tem minimo em x = 1, tendo valor 0 e

Tn—1 Tn—1
méximo em x — 0 tendendo para o valor 1. A curva g(x) tende para o valor ﬁ quando
n—

x — 0 e 1 quando z = 1. Igualando a derivada de g(x) a zero: Tf—fl +1 -2

Tn—1
1

2

= (0 vemos

que a equagao tem minimo em x = 1 — =7, tendo valor igual a 1 — ir. Comparando as
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equagoes h(z) e g(x) teremos

l—z=x+ (1—37)2=>—2$7"n_1—|—7“n_1:(1—.213)2

Tn—1
= 2%rp_ — 21 — 2071 1y = (1 — )2
= rp (1 —2)* — 2%, = (1 — 1)
= %1y = (rpq — 1)(1 — 2)?

= 2/Th_1 = \/(rno1 — 1)(1 — )
= oyt s — 1) = it — 1),

Ficamos entdo com

(rn1—1)

Tr =
vV T'n—1 + (rn—l - 1)
\/ (rn_l - 1) VIin-1—VTn-1— 1
VTt + 4/ (raet = 1) V-1 = V-1 = 1
2
(Tn—l - Tn—l) —T'n—1 + 1
Tn—1 — (rnfl - 1)
_ 2
— (rnfl - 7nn—l) — Tn-1 + 17
vemos que as curvas se interseccionam em x = /(r2_; —r,_1) — 7,_1 + 1 tendo valor
2
Tn—1\/Th—1 — Tn—-1-
Entéo para r,_; > % o minimo ocorre na intersecao (r,_1 —+/12_; —Tp_1) ‘teser < 2
3 n—1 3
o minimo ocorre na funcéo quadratica (1 — ™)1,
Como ry é igual a g = 1,25 que é menor ou igual a %, podemos usar a equacao
(rp_1—1/T2_1 — rn_1)~! que é monotonica nao decrescente e tem um ponto fixo em 1+T‘/5

Como 1, ¢é definido por recursao, entao podemos concluir que r, < 12—‘/5 ~ 1,618.
Podemos ver o comportamento das duas curvas na Figura 6.1 retirada do trabalho [13].
Portanto, concluimos que o preco da anarquia para n anunciantes e slots é 1,618.

m

6.4.2 Jogo com Estratégia Mista

Para o jogo com estratégia mista, Paes Leme e Tardos em [14] apresentaram um preco da,
anarquia de 4.
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(1/(x-(x* - X)**0.5))
(1/(1-0.25°x)) - -
o

1," 1 I I 1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 6.1: Comportamento das duas curvas que sao limites superiores do Prego da
Anarquia para um jogo de informagao completa com estratégia pura

Usaremos um lema analogo ao Lema 6.4.1 para estudar o preco da anarquia para o
equilibrio misto de Nash.

Lema 6.4.4. Seja b um equilibrio qualquer, ™ uma funcao de alocagdo associada ao equili-
brio b, o uma funcdo de alocagdo associada aos slots tal que o = 71, entdo a desigualdade
sequinte é verdadeira:

Elagy; Elv.q
2ow)] | Bloswl o 1
a; (4 -2
Demonstracao. Fixe um equilibrio b. Agora suponha um outro cendrio em que o jogador
1 tenha mudado a sua estratégia para

b, = min {vz-, ZE[bﬂ(i)]} ,

e a estratégia dos outros jogadores permanece inalterada. Note que este novo vetor de
estratégia nao ¢é, necessariamente, um equilibrio.
Com esse novo vetor de estratégia (b;,b_;), o jogador i ganha um slot entre 1 e i com
o1 . . 1 . /o ~ .
probabilidade maior ou igual a 5. Pois caso b; = v;, entao este jogador ganha pelo menos
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o slot i com certeza. Caso b = 2E[b,(;] entao, pela desigualdade de Markov teremos

P(bry > 0;) = P(bry > 2E[br(s)])

<

|

Voltando ao cenario original, onde b é o nosso equilibrio, teremos

v

Elag (s vi] [t iy (Vi — pi(D))]

I Y N = oS Il > Bl <> |
=

=5

Vv

=3

S,

—~
S

=T~
S

!

Pt

v
Q
S
—~
&
|
3
S~—

N

v

ai(vi — 2E[br(s)])

v

a;(vi — 2E[vrs)]),

onde p;(b) é o prego que o jogador i deve pagar, dado o vetor de estratégia b.

Logo, rearranjando a ultima desigualdade, temos

Elag ()] N Elvr)

1
> —.
a; U; -2

Agora podemos provar o preco da anarquia para o modelo com estratégias mistas.

Teorema 6.4.5. O GSP modelado como um jogo com informagdao completa com estratégia
mista tem um preco da anarquia de 4.

Demonstracao. Seja N um conjunto de jogadores com valores v. Fixe uma estratégia b
que seja um equilibrio misto e defina a fungao de alocacao m como funcao de alocagao
associada a esta estratégia. Defina a funcao de alocacio para os slot o = 71

Como

SW(U) = Z O[iUﬂ—(Z‘) = Z Oég(i)l)i7
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somando as expressoes termo a termo teremos
1 n n
Bl = 5 (S + o)
1 & E (e E o(
. [QZ%%’( @] , Elo ()])]

U; Q;

Y]

M
£
&

DN | —

= = N

(= -
8
s

|

o .
"
~

().

Provando que o preco da anarquia é 4. O

6.5 Jogo Com Informacgoes Incompletas

6.5.1 Jogos com Valores Correlacionados

Como vimos na se¢ao sobre como o GSP funciona na pratica, um fato é que o lance
dos jogadores influenciam o lance de um dado jogador. Assim, podemos especular que
o lance dos jogadores influenciem no valor deste dado jogador, se este jogador nao tiver
certeza do quanto realmente valeria pagar para seu anuncio ser clicado. Como os lances
dos jogadores dependem dos seus valores, podemos inferir que o valor deste dado jogador
depende dos valores dos outros jogadores. Ou entao, como exposto no trabalho de Paes
Leme e Lucier [12], o publicador nao se interessa somente pelo lance que os anunciantes
deram, mas também pela probabilidade daquele antiincio ser clicado. Esta probabilidade
pode ser incorporada na forma de um novo lance, incorporamos esta probabilidade no
lance que o anunciante deu, multiplicado este lance pela probabilidade do antncio ser
clicado. Porém a probabilidade de um antncio ser clicado pode influenciar a probabilidade
dos outros antiincios serem clicados, isto influenciara nao sé o lance, como nés vimos, mas
também o valor do anunciante. Desta forma, temos razoes para supor que os valores dos
jogadores podem estar correlacionados. Assim, vamos estudar o preco da anarquia em
um leilao de GSP em que os jogadores tém valores correlacionados.

Vamos provar que o GSP, quando modelado como um jogo de informagao incompleta,
onde a distribuicao de probabilidade dos valores dos jogadores podem ser correlacionadas,
tem um preco da anarquia de 4.

Teorema 6.5.1. O GSP modelado como um jogo com informacao incompleta com valores
correlacionados, tem preco da anarquia de 4.
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Para provarmos que preco da anarquia para um jogo Bayesiano com valores corre-
lacionados é 4, precisamos primeiro provar que este jogo modelado como um jogo com
informacao completa é (2,1)—semi—suave.

Para provarmos o seguinte lema, precisamos provar que, dado um vetor de estratégia
que seja um equilibrio b, temos u; (2 b ) + QUr(bi) = %aivi, para todo i. A ideia desta
inequacao é que, se, em um equilibrio, o jogador 7 ganhar menos que a metade do que ele
ganharia na alocacao 6tima, entao seria mais vantajoso, para ele, mudar de estratégia,

para dar como lance a metade do valor dele.

Lema 6.5.2. O GSP modelado como um jogo com informagdo completa é um jogo (%,1)—
semi-suave.

Demonstragcdo. Para um conjunto de jogadores N com valores v, fixe uma estratégia b
qualquer com uma funcao de alocacao e uma estratégia que maximiza o bem estar social
b* = (b3,b3,...,b5), tal que b;(v) = $v; para todo jogador i.

Precisamos provar que

Zuz ) > SW(b*) — SW(b),

onde, pela estratégia b*, sabemos que SW(b*) = OPT.
Vamos provar primeiro que

U; 1
u; (7b—i> + QiUr(bi) = 5060
2 2

Para isto, vamos provar que um dos dois casos, u; (%, b_z-) > %aivi OU QjUn(pi) = %aivi
¢ verdade. Observe o cendrio em que o jogador ¢ mudou o seu lance de b; para 3 e os
outros jogadores permaneceram com a mesma estratégia. Suponha que, neste cenério, o
jogador ¢ ganhou o slot j.

Vamos separar em duas possibilidades, se o slot j para o qual o jogador 7 é alocado se
este jogador muda o seu lande de b; para % ¢, em primeiro caso, maior ou igual a 7 ou,
em segundo caso, menor que 7. Caso j < 7, se o jogador ¢ mudar o valor do seu lance para
%, este jogador ganharia outro slot j melhor do que 4, pois a; > ;. Neste caso

Ui(%,b—i) > (Ui - vl)

Caso j > 1, ou seja, o jogador ¢ mudou para um slot pior do que «;, isto quer dizer
que o lance do jogador (i) que estd no slot i ¢ maior do que ¥, teremos entao
1

AiUn(i) 2 Qiba(i) 2 50
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Provando assim que

2 2
Logo, fazendo o somatoério termo a termo, temos

(5 1
u; <, b—i) + QiU (i) = 5 Q0;.

n

S, (7; bi) > ;OPT _ SW(b),

provando que o jogo é (%,1)—semi—suave. ]

Com o fato de que o GSP modelado como um jogo de informagao completa é (%,1)—

semi-suave, a prova do Teorema 6.5.1 pode ser provado como a seguir

Demostragio do Teorema 6.5.1. Como o jogo GSP nesta modelagem é (%,1)—Semi—suave,

entao para qualquer perfil v e para qualquer estratégia b(v) teremos
> us(0),bifv-)) = SOPT(w) = SW (x(b(r). )
quando b;(v;) = % para todo i. Entdo para qualquer equilibrio b teremos
B[S (x(b(0)). )] 2 E[3. u(b(v))
= S BB, fui(b(0))]
= Zj:]EviEv—ilw [w; (b (v;), b_i(v_4))]
> Y BB (B(01), b (0-1))]

]EviEv,ﬂvi [UZ (b; (Ui)7 b—i<v—i))]

Il
@.M: -

> CE[OPT(v)] ~ EISW (x(b(v),v)
nos dando a inequacao
E[SW (7 (b(v)),v)] = ;E[OPT(U)] — E[SW (7 (b(v)), v)]-
Portanto 1
E[SW (7 (b(v)),v)] > ZE[OPT(U)].

Provando assim que o preco da anarquia é no maximo 4 para o GSP modelado com valores

correlacionados.
O]
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6.5.2 Jogo com Valores Independentes

Agora vamos supor que os valores entre os jogadores sao independentes entre si.
Em [12] E exibido um preco da anarquia de 3,164, o que quer dizer que o bem estar
social em um equilibrio é maior do que 31,6% em relacao ao 6timo.

Teorema 6.5.3. O preco da anarquia para o GSP modelado como um jogo bayesiano com
valores independentes é 1,164.

De maneira analoga ao Lema 6.5.2, temos que provar o seguinte lema que diz que, se
b ¢ um equilibrio bayesiano, entao E,_, [ao(b(v).i)vi] + Eo_, [arbrip ;0] = (1 — %)akvi.
Esta inequacao vale para qualquer vetor de estratégia b. A ideia intuitiva é mostrar que,
como b é um equilibrio, se o slot a,»)) que o jogador ¢ ganhou nao ¢ maior do que o
slot k; e se o lance bﬁi ( do jogador que ganharia o slot k, se o jogador ¢ nao tivesse

72 U*i
participando, nao ¢ maior do que v;; entdo temos um limite para que () € bﬁi .
71 'Uii
nao estejam tao distantes de «j e v; respectivamente. Se nao tivéssemos este limite, o

vetor de estratégia b nao seria um equilibrio.

Lema 6.5.4. Para um slot k e um jogador i com um valor v; a equagcao
Eo_ [ (b)) vi] + Eo_ [arbrip_,(w_) )] = YOrU;
¢ vdlida para v <1 — 1.

Demonstragio. Os casos em que E,_ [0 pw)vi] = v ou By [arbriy o)) = arvi
sao triviais. Vamos analisar o caso em que E,_ [0 )0V < arvi € Eo_ [obri s w_i)0)]
< ov;, ou seja, By (o)) < ok € Bu_ [brigp_ i) 0] < Vi

Suponha um outro cenario em que o jogador ¢ tenha dado um lance b} tal que b; < b, <
v;. Para simplificar as contas vamos chamar a expressao E, [0 (b(),)vi] de W. Como
o vetor de lances b é um equilibrio entao teremos W = E,_,[ao@pw)ivi] > By, [ui(b)] >
Evﬂ' [ul(bgv b*l)]

Como pela hipétese E,_, [bri_,(v_,)k)] < vi, a probabilidade do jogador i ganhar um

slot com CTR pelo menos igual ao CTR de a4 é positiva, podemos inferir entao
E, [ui(bib-5)] > (v; — b)) awPy[brio_siwiypy < b,
combinando as duas desigualdades ficamos com
W > Ey_[ui (b, 0-9)] > (v = b)awPy_ [bri(o_, (o_) by < i),

logo
(Ui — bbaka_i[brri(b_,-(v_i),k) < bi] < W,
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assim, podemos concluir que

%%
]Pv U — bﬂ.i (v >V — AR
—1 [U (b—z( —z),k) v ’L] — (/Ul b;)a{k
Como P,_, [v; = brip_,(v_,)) = v5) = 0 teremos
]E'u,i [’Ui — 7r1(b / P, b (b_i k) =~ Z] dz

= /ak ]P)’U_i [U’i - bﬂi(b,i,k‘) > Z] dz
0
+ /ﬂ Py, [vi = brigy_, 1) > 2] dz
X
+/ ]P)U_i[vi - bwi(b7i7k) > Z] dZ
w
ap vi W
< [Trdst [, ——dzs0
0 2y

w W w
= — 4+ — (lnvi—ln>
(673 (673 e

Ficamos entdao com

w W o
—+ —1In
(07 (07

> K, [vi = brigp_, 1)),
Multiplicando os dois lados por «; teremos

W Win 2V >

v [Vi — bﬁi(b—uk)]'

Logo

w 1
W+ E,_, [arbrip_, 1] = v (1 - In W) ,
aV;

usando o fato de que %’E < % podemos concluir que

1
W+ By [obrio_ ] > cxv (1—e>.

]

A partir do seguinte lema poderemos provar diretamente o pre¢o da anarquia. Este
lema nao ¢ usado direto na prova pois, como nao precisamos supor que o vetor de estratégia
b é um equilibrio, a enunciacao isolada do lema o torna mais forte.
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Lema 6.5.5. Seja um conjunto de jogadores N, com valores v ~ F para alguma distri-
bui¢io de probabilidade acumulada F, com vetor de estratégia b(-). Se

1
Elaomw)).i vi] + Elarbrie @ )] = (1 — e) RV,

para todo slot k, jogadores i e valores v;, entdo

Eyr[SW ((b(v),v))] > ; (1 - i) E[OPT(v)],

onde OPT(v) é o bem estar social 6timo, dado o vetor de valores v.

Demonstracao. Fixado o jogador ¢ e seu valor v;, usaremos k como o slot 6timo para o
jogador 1, aquele slot que seria alocado para ele em uma alocacao o6tima. Este slot é o
Qy(v,i), OU seja, k = v(v,1) e g = (v, ficamos com

1
E,_, (o), Vil + Eu_, [0 brip_ivwin) = (1 — e) O (0,4) Vs

Fazendo a esperanca do somatorio da equacao para todos jogadores, onde o vetor de
valores v tem uma distribuicao de probabilidade acumulada F', teremos

v~F Z { v_; CVo'(b z)vi] + Ev,i[au(v,i)bﬂi(b,i,y(v i) } > EU~F Z [(1 - > ay v,i)vi] .

Logo
'u~FZ [ v_; OZJ (b(v), )Uz] + Ev 1[04,/(1, Z)bﬂ’(b,z v(v,i)) H 2 EU~F (1 _ ) OPT.
No primeiro termo da equagao temos

]EUNF ZEv,i[Oéa( b(v) z)U'L ZEUNFE’U l[ao( (v),i)vi]
= Z Eoe [ (b(v),i)Vi]

=Eyop Z[aa(b(v),i)vi]

=E, rpSW(m(b(v)),v).
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Na segunda equagao teremos
Eor 2": Eo_, [0, brio_s wwi))) = Xn: EoerBo_ 0w rio-s(o.i))]
—E,.r i[az/(v,i)bﬂi(bu’/(v»i))]
< Eyor i:[ay(v,i)bﬂ(bi#(vvi))]
=FE,r zk:[akbﬁ(b_i,k)]

=E,.rSW(b(v),v).

De onde podemos concluir que

2Ev~FSW(b(U>7 U) > Ev_i [aa(b(v),i)vi] + Ev_i [au(v,i) bﬂi(b,i,u(v,i))]
1

>(1—-- v(v,i) Y

- < e) Wlwd)?

1 i)OPT(v).

—~

]

Para demonstrar o Teorema 6.5.3 basta usar o diretamente o Lema 6.5.5, supondo que

a estratégia b é um equilibrio.

Demonstracio do Teorema 6.5.3. Seja um conjunto de jogadores N, com valores v ~ F
para alguma distribui¢ao de probabilidade acumulada F', com vetor de estratégia b(-) que
seja um equilibrio.

Pelo Lema 6.5.4 sabemos que

1
Elto(b(0)),is Vi) + Elarbrip_y0_)] = (1 - 6) QRV;,

para todo slot k, jogadores i e valores v;. Entao pelo Lema 6.5.5 podemos concluir que
1 1
Euur[SW (r(b(v), 0))] 2 5 (1= ) EOPT(0)],
e

onde OPT(v) é o bem estar social 6timo, dado o vetor de valores v.

Logo
EyurpSW (b(v),v) >

I
O
&

=

&
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Provando que o preco da anarquia para o GSP modelado como um jogo Bayesiano com
valores independentes ¢ 2(1 — 2)~! & 3,164.
m






Capitulo 7

Conclusoes

Este trabalho apresentou os principais mecanismos de leilao aplicados ao problema da
venda de espago para anuncios em sites de busca. Foi discutido quais mecanismos seriam
mais interessantes, tanto para o publicador, visando aumentar o seu lucro; quanto para
o anunciante, visando tornar a competicao entre estes menos agressiva. Tendo em vista
que o mecanismo usado atualmente é o GSP, foi estudado o preco da anarquia para
este mecanismo modelado de formas diferentes. Primeiro modelamos como um jogo com
informagao completa com estratégias puras, foi visto um preco da anarquia de HT\@ ~
1,618. Modelando o jogo com informacao completa e estratégias mistas, foi visto um preco
da anarquia de 4. Para a modelagem do problema em um jogo de informacgao incompleta,
vimos o pre¢o da anarquia com valores correlacionados e com valores independentes. Para
uma modelagem com valores correlacionados o preco visto foi 4, para uma modelagem
com valores independentes o prego foi (1 — %)‘12 ~ 3,164.

A contribuicdo desta dissertacdo é uma apresentacdo e sintetizacdo dos principais
trabalhos sobre o projeto de mecanismos para antuncios em sites de busca. Para uma
compreensao melhor dos mecanismos usados, foi visto a evolugao dos mecanismos de
leildes dos antncios e os motivos que levaram as mudancas. Estes leiloes foram modelados
formalmente e foi discutido os motivos dessas modelagens e quanto destas modelagens se
afastam da realidade. Os métodos para o calculo do preco da anarquia foram exibidos,
para que, talvez, possam servir para ideias futuras em outras aplicacoes.

Como trabalhos futuros podemos ter um estudo dos leiloes de anincios em modela-
gens mais complexas que sejam mais proximas da realidade. Pode ser pesquisado outras
tentativas de mecanismos para o leilao de anincios em sites de busca.

7
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