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Resumo

0 assunto do qual se trata este trabalho se insere na area de teoria dos grafos,
e mais especificamente de grafos matching covered, que sao grafos conexos
em que toda aresta pertence a um emparelhamento perfeito.

L. Lovasz desenvolveu toda a base da teoria dos grafos matching covered
e, como conseqiiéncia, obteve uma caracterizagdo para o matching lattice.
Desta caracterizacdo foi possivel obter uma prova para uma relaxagdo da
conjectura de Tutte que generaliza o problema das quatro cores.

Existem dois procedimentos de decomposigio de grafos matching covered
que sdo fundamentais: um deles é a decomposicao em cortes justos e o outro
é a decomposigido em orelhas. Para uma decomposi¢do em orelhas podem ser
usadas orelhas simples ou duplas. Uma importante questio ¢ determinar o
nimero minimo de orethas duplas de uma decomposigio em orelhas de um
grafo matching covered.

Neste trabalho apresentamos uma resposta para esta questdo. Apresenta-
mos também duas conseqliéncias desta solugdo: uma delas é que existe uma
base para o matching lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos,
e a outra é uma caracterizacdo para o Lin(M, Z;). Esta ultima nos permite
obter uma prova para outra relaxacdo da conjectura de Tutte.
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Abstract

Matching covered graphs are connected graphs in which every edge lies in
a perfect matching. The base of this theory was developed by L. Lovasz,
and as consequence, a characterization to the matching lattice was obtained.
Then it was possible to obtain a proof for a relaxation of a conjecture of
Tutte which is related to the four colour problem.

There are two main decomposition procedures of a matching covered
graph: tight cuts decomposition and ear decomposition. For an ear
decomposition one can use single or double ears. One important question
asks about the minimum number of double ears of any ear decomposition of
such graphs.

This work gives an answer to this question. It is also presented two
consequences: that there is a base for the matching lattice formed solely by
incidence vectors of perfect matchings, and a characterization to Lin{ M, Z,)
which gives a proof to an other relaxation of the Tutte conjecture.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Primeiras consideracoes

Grafos matching covered sdo grafos conexos em que toda aresta pertence a
um emparelhamento perfetio. Uma grande motivacio para estudarmos este
assunto se concentra em um resultado de Tait (1880) que estabelece uma
equivaléncia entre o problema das quatro cores e a 3-coloracao de grafos
cibicos planares, e na Conjectura de Tutte, que diz que “todo grafo ciibico
sem aresta de corte que nao contém o grafo de Petersen como um minor é
3-aresta colorivel”.

Varios resultados significativos foram obtidos desde o fim da década de
70 e em toda década de 80. Os mais expressivos destes resultados sdo os de
Seymour [19] e L. Lovasz [10], que consideram uma relaxacio da Conjectura
de Tutte.

O grande mérito destes trabalhos é que pela primeira vez foi possivel
estabelecer a real importancia do grafo de Petersen em uma classe de grafos
que inclui aqueles considerados pela conjectura de Tutte. Dessa forma, estes
resultados dao um grande impulso & vahdade da Conjectura.

Esta Tese tem uma intima relaciao com o trabalho de L. Lovasz. Foi ten-
tando entendé-lo que conseguimos estabelecer os resultados que a compoem.
E importante ressaltar que um grande aliado deste trabalho foi o relatério
técnico de U. S. R. Murty [13], onde a teoria dos grafos matching covered e
o Teorema de Lovasz sdo descritos de uma forma mais suave e diddtica.

1



Introducao 9

1.2 Motivagao para o trabalho

O problema da quatro cores fol uma das principais motivagées para o desen-
volvimento da teoria dos grafos. Interesses em emparelhamentos e coloragao
de arestas surgiram da seguinte observacao de Tait [21].

Teorema 1.1 [Tait, 1880] O problema das quatro cores € egiivalenie a
afirmacdo de que todo grafo cibico planar sem aresta de corte ¢ 3-aresia-
colorivel. 0

Note que uma coloracio das arestas de um grafo é simplesmente uma
particio das arestas em emparelhamentos. Portanto, em vista do Teo-
rema 1.1, o Teorema das quatro cores afirma que que todo grafo cibico
planar sem aresta de corte possui trés emparelhamentos perfeitos disjuntos
nas arestas.

Um grafo cubico sem aresta de corte e que ndo possui trés emparelha-
mentos perfeitos disjuntos é chamado de snark. O snark mais famoso que
se conhece é o grafo de Petersen. Devido ao Teorema L.1, o problema das
quatro cores € equivalente a afirmac¢do de que nao existe snark planar.

Os snarks contém a chave de muitos problemas em aberto em teoria dos
grafos. Todas as construgdes conhecidas de snarks podem ser vistas como
modificagdes ou generalizagdes do grafo de Petersen. Tutte [23] conjecturou
que, em esséncia, o grafo de Petersen € a tnica obstru¢ado a 3-coloragio de
grafos cubicos sem aresta de corte. Um grafo H é um minor de um grafo
(G se H pode ser obtido de (7 atraves das operagoes de remocao de vértices,
remocdo de arestas e contracao de arestas.

Conjectura 1.2 [Tutte, 1966] Se um grafo cibico sem aresta de corie nao
contém o grafo de Petersen como um minor entdo ele é 3-aresta-colorivel O

Como nenhum grafo planar contém o grafo de Petersen como um minor, a
Conjectura acima inclui o problema das quatro cores como um caso especial.
Seymour [19] foi o primeiro a estudar sistematicamente a Conjectura
acima. Ele estudou o lattice (reticulado) gerado pelos vetores de incidéncia
de emparelhamentos perfeitos de um grafo cibico 2-conexo. Lovdsz [10],
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construiu a teoria dos grafos matching covered e deu uma completa caracte-
rizacido do matching lattice (reticulado gerado pelos vetores de incidéncia de
emparelhamentos perfeitos de um grafo matching covered).

Considere o espa¢o das fung¢bes que associam a cada aresta de G um
numero real. Para um subconjunto A C E(G), o vetor de incidéncia x* de
A é definido por x*{e) =1se e € Ae x*(e) = 0 caso contrario.

Nés estamos interessados em estudar os subconjuntos de @F gerados pe-
los vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos de um grafo G. See e
uma aresta que nao pertence a nenhum emparelhamento perfeito de G entéo
todos os vetores de interesse terdo zero na coordenada correspondente a e.
Por esta razao nos restringiremos a grafos conexos em que toda aresta per-
tence a algum emparelhamento perfeito; tais grafos sio chamados de match-
ing covered. O conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um grafo
(7 é denotado por M.

O cone inteiro gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos
perfeitos de um grafo G, denotado por Cone(M), € o conjunto de todas as
combinagdes lineares inteiras ndo negativas de x™, onde M € M. Em outras
palavras,

Cone(M):={z€Z¥ :2= ) omux™, am € 22°}.
AMem

Nao é dificil de ver que se G é um grafo k-regular entdo & é k-aresta-
colorivel se, e somente se, o vetor 1, contendo “1” em cada componente,
pertence ao cone inteiro. Por outro lado, é bem conhecido [7] que o pro-
blema de decidir se um grafo k-regular € k-aresta-colorivel é N P-completo.
Portanto, é muita pretensio tentar obter uma caracterizacao para o cone
inteiro.

Por esta razao, é importante considerarmos relaxacdes deste cone. Uma
possivel relaxagdo € permitir coeficientes negativos e considerar o lattice. O
lattice gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos de
@, chamado de maiching lattice de G e denotado por Lat(M), é definido
como segue;

Lat(M) :={zc 2P . g = > amxM, an € 7}
MeM

Podemos ainda considerar o Frac(M), definido de forma andloga.



[ntroducao 4

Frac(M):={z € 7% . 7 = Z amx™ . ay € g}
Ment

Alguns resultados importantes sobre os conjuntos definidos acima estio
colocados a seguir, onde r-grafo é um grafo r-regular tal que |V(S5)| > r para
todo subconjunto impar S de V(G).

Teorema 1.3 [Edmonds, 1965] 1 € Frac(M) para todo r-grafo. Q

Teorema 1.4 [Seymour, 1979} 1 € Lat(M) para todo 3-grafo que ndo possui
o grafo de Petersen como um minor. 0

Teorema 1.5 {Lovasz, 1987 1 € Lat(M) para todo r-grafo que ndo possui
o grafo de Petersen como um minor. O

Em [10], Lovész néo apenas prova o Teorema acima, mas também carac-
teriza o matching lattice, isto €, ele fornece condicbes necessarias e suficientes
para que um vetor w € ZF pertenca ao Lat(M). Para isso ele desenvolveu
toda a base da teoria dos grafos matching covered.

Neste trabalho fazemos inicialmente uma breve revisdo da teoria dos gra-
fos matching covered e, a seguir, apresentamos os resultados que obtivemos.

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2, apresentamos os principais conceitos e resultados que se re-
ferem a emparelhamento em grafos. A maloria destes resultados sdo simples
e podem ser encontrados em qualquer livro basico em teoria dos grafos. Por
esse motivo, evitamos estendé-lo com algumas demonstragées que seriam
meramente repetitivas. Para essas demonsiracbes sdo indicadas referéncias
adequadas.

Na ultima secao deste Capitulo, introduzimos grafos matching covered
que sdo grafos conexos para os quals toda aresta pertence a algum empare-
lhamento perfeito e apresentamos seus resultados mais basicos.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de cortes justos, que é um dos mais
importantes elementos no estudo de grafos matching covered, e apresentamos
suas mais importantes propriedades.
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Neste Capitulo também veremos um procedimento que decompode um
grafo matching covered em grafos matching covered menores chamados de
bricks e braces. Os bricks e braces possuem propriedades muito importan-
tes que, quase sempre, podem ser generalizadas para todo grafo matching
covered. Através desta decomposi¢io, podemos considerar bricks e braces
como blocos bésicos a partir dos quais todos os grafos matching covered
podem ser construidos.

Assim, quando temos um problema qualquer sobre grafos matching
covered, se conseguirmos resolvé-lo para os bricks e braces entdo, em ge-
ral, € possivel extender a solugdo, utilizando esta decomposicio, para todo
grafo matching covered. Por exemplo, o Teorema de L. Lovisz, que carac-
teriza o matching lattice de um grafo matching covered, segnue esta linha.
Qutro exemplo é a Conjectura de Tutte; é suficiente demonstra-la para os
bricks e braces. Veremos mais exemplos ao longo deste trabalho.

No Capitulo 4, apresentamos outra decomposigio para grafos matching
covered chamada de decomposicao em orelhas. Esta decomposicio é indu-
tiva e muito simples e nos permite descrever a classe dos grafos matching
covered. A partir desta propriedade, conseqiiéncias muito importantes sio
estabelecidas.

Negte Capitulo também definimos uma familia infinita de grafos matching
covered obtida por uma colagem seqliencial de K. Esta familia pode ser
construlda iterativamente a partir do K, de tal forma que cada elemento, a
partir do segundo, é obtido através de uma colagem adequada do elemento
anterior a um Ky. A seguir mostramos que tode grafo matching covered
possui um subgrafo que, a menos de subdivisdo de arestas, é um elemento
desta familia.

Também mostramos que todo elemento desta familia possui, a menos
de subdivisdo de arestas, o K4 ou Cs como subgrafo. Uma conseqléncia
imediata deste resultado é que todo brick diferente do Ky e Cs possui uma
aresta cuja remogdao produz um graio matching covered. Este resultado,
demonstrado por L. Lovédsz [10], é cldssico na teoria dos grafos matching
covered.

Existe uma demonstragao direta e também simples para este Teorema [3].
No entanto, esta familia infinita possut elementos que desempenham um pa-
pel importante na teoria dos grafos matching covered. Por exemplo, seu
terceiro elemento é o Gnico brick que possui uma tinica aresta cuja remogao
produz um grafo matching covered, e conjecturamos que o quarto elemento é
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0 unico que possui duas arestas. Os demais bricks possuem pelo menos trés
arestas com esta propriedade.

No Capitulo 5, apresentamos uma relagao entre o nimero de orelhas
duplas de uma decomposicéao em orelhas de um grafo matching covered e o
nimero de bricks de uma decomposicdo em cortes justos do mesmo grafo.
Assim estabeleceremos um limite inferior para o nimero de orelhas duplas
de uma decomposi¢do em orelhas de um grafo matching covered.

Este limite inferior nos sugere uma conjectura que estabelece um nimero
minimo de orelhas duplas de uma decomposi¢cio em orelhas de um grafo
matching covered. Nos Capitulos 8 e 9, mostramos que esta conjectura é
verdadeira.

Ainda neste Capitulo, mostramos que, a partir de uma decomposiciao em
orelhas qualquer, podemos obter uma decomposicdo em orelhas particular
que chamaremos de canodnica, de tal forma que o mimero de orelhas du-
plas utilizados é 0 mesmo da decomposigido inicial. Veremos, no Capitulo 9,
importantes aplicagdes desta decomposi¢do.

Os trés proximos Capitulos tém o objetivo de demonstrar um dos prin-
cipais resultados deste trabalho, que mostra que a Conjectura do Capitulo 5
é valida para os bricks. Um dos pilares desta demonstragio é um Teorema
demonstrado recentemente por L. Lovasz e 5. Vempala. Para demonstrar-
mos este Teorema precisamos de alguns conceitos que sio introduzidos no
Capitulo 6.

No Capitulo 6, introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Um
corte {mpar em um brick é bom se ele satisfaz duas condicdes; uma delas
diz que as duas contragdes deste corte devem ser matching covered. KEste
conceito nos permite provar neste Capitulo um teorema que é uma relaxacao
do Teorema de Lovasz-Vempala.

Mostramos também que os bricks em geral possuem cortes bons tais que
cada uma das suas contracdes, além de ser matching covered, ainda possui
a propriedade de que sua decomposi¢do em cortes justos fornece um 1nico
brick. Estes cortes recebem o nome de robustos.

Os cortes robustos que possuem uma margem de tamanho minimo tém
propriedades importantes, e foi investigando-as que pudemos, no Capitulo 7,
demonstrar o Teorema de Lovasz-Vempala.

No Capitulo 8, mostramos a validade da Conjectura do Capitule 5 para
bricks e apresentamos um resultado que € uma generalizagio do Teorema de
Lovéasz-Vempala.
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No Capitulo 9, o tltimo desta Tese, mostramos que a Conjectura do
Capitulo 5 é verdadeira para todo grafo matching covered e apresentamos
uma caracterizagio para Lin(M,Z,).

E importante ressaltar que, com rarissimas excessdes, todas as demons-
tragbes desta Tese (incluindo as de resultados j4 conhecidos) séo originais.

1.4 Convengoes e notagao

Teoria dos conjuntos:

:=: igual por definigao.

z € A: z € elemento do conjunto A.

AU B: uniao dos conjuntos A e B.

AN B: interseccdo dos conjuntos A e B.

A\ B: conjunto dos elementos de A que ndo estio em B.

A ® B: diferenca simétrica de A e B, ou seja, (A\ B)U(B\ A).
A C B: A é subconjunto de B.

| X|: nimero de elementos do conjunto X.

Teoria dos grafos
adj(v): conjunto dos vértices adjacentes ao veértice v.
V{(X): conjunto das arestas com exatamente um extremo em X.
I(H): conjunto das componentes {mpares do grafo H.
A(G): grau maximo de um vértice no grafo G.
G[X]: subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices X, ou seja, € o
subgrafo de G cujo conjunto de vértices é X e o conjunto de arestas é formado
pelas arestas de (& que possui ambos os extremos em X.



Capitulo 2

Emparelhamento em Grafos

2.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que se
referem a emparethamento em grafos. A maioria destes resultados sio in-
trodutorios e podem ser encontrados em qualquer livro basico em teoria dos
grafos. Por esse motivo, evitaremos estendé-lo com algnmas demonstragoes
que seriam meramente repetitivas. Para essas demonstragoes serao indicadas
bibliografias adequadas.

2.2 Os Teoremas de Hall, Tutte e Berge

Seja G := (V(G), E{G)) um grafo simples, isto ¢, um grafo finito sem ares-
tas paralelas e sem lagos. Um emparelhamento em (G é um subconjunto de
arestas nao adjacentes duas a duas. Um vertice u € V(G) € coberto por um
emparelhamento M se alguma aresta de M incide em u; caso contrario, u é
dito ser descoberto por M. Se todos os vértices de V((G) sao cobertos pelo
emparethamento M entdo M é um emparelhamento perfeito.

Denotaremos o nimero de vértices descobertos por um emparelhamento
M em um grafo G por desc{M). E claro que se M é um emparelhamento
entao

|M]| = ([V(G)| — desc(M))/2, (2.1)

8
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e M € um emparelhamento perfeito de G se, e somente se, |M| = |V(G)]/2.

Um dos problemas basicos sobre emparelhamento em grafos é determinar
condigbes necessarias e suficientes para que um grafo tenha emparelhamento
perfeito. Trataremos este problema primeiramente para a classe dos grafos
bipartidos, que constitui uma importante classe em teoria dos grafos. Em
seguida consideraremos a classe de grafos em geral.

No caso de grafos bipartidos, o seguinte Teorema estabelece condicoes
necessarias e suficientes para a existéncia de emparelhamento que cobre todos
os vértices de uma bipartigao.

Teorema 2.1 (Hall) Seja G um grafo bipartido com biparticdo (X.Y).
Entao G contém um emparelhamento que cobre todos os vértices de X se,
e somente se,

ladj(A)| > |A]
para todo A C X.

Dem. veja (2, pag. 72], [11, pag. 5], [13, pag. 12]. O

Portanto, a partir do Teorema de Hall podemos obter condigdes necessa-
rias e suficientes para a existéncia de emparelhamento perfeito em um grafo
bipartido.

Para um grafo qualquer (ndo necessariamente bipartido) também existe
um Teorema, de autoria de Tutte {22], que fornece condi¢des necessarias e su-
ficientes para a existéncia de emparelhamento perfeito. Uma motivacao para
este Teorema pode ser baseada no seguinte fato: seja G um grafo e M um
emparelhamento em G. Se V(&) é impar entdo claramente &G no possui em-
parelhamento perfeito. Pelo mesmo raciocinio, se U é um subconjunto impar
de V(G) entdo U contém um vértice descoberto por M ou |M NV(U)| > 1,
onde V(U) representa o conjunto das arestas que ligam U a V(G)\U. Como
consequéncia, se M é um emparelhamento em G ¢ S5 C V({) entdo

dese(M) > |T(G — S)| - |S], (2.2)

onde Z(H) denota o conjunto das componentes impares do grafe H. Por
2.2 acima, podemos concluir que se um grafo G possui um subconjunto S
de vértices tal que |Z(G — §)| > 15| entdo G ndo possui emparethamento
perfeito. O Teorema de Tutte afirma que a reciproca também ¢é verdadeira.
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Teorema 2.2 {Tutte) Um grafo G tem emparelhamento perfeito se, e so-
menie SE,

Z(G = 5) <15
para todo S C V().

Dem. veja [2, pag. 76], [11, pag. 84], [13, pag. 13]. |

Sob o aspecto algoritmico, o problema de encontrar um emparelhamento
maximo em um grafo € polinomial. Existem algoritmos eficientes que deter-
minam e exibem um emparelhamento méaximo. Estes algoritmos comumente
utilizam o conceito de caminhos alternados com relagdo a um emparelha-
mento, que é um conceito tradicional para este tipo de problema. A seguir
daremos uma idéia de como isso é feito.

Seja M um emparelhamento em um grafo G. Um caminho em G cujas
arestas estao alternadamente em M e E(G) — M é chamado de caminho
M -alternado. Um caminho M-alternado cuja origem ¢é término sdo desco-
bertos por M é chamado de caminho M -gumentante. Se P é um caminho
M-aumentante entao M AFE(P) é um emparelhamento maior do que M, onde
A denota a operagao de diferenca simétrica. Portanto, se M é um empare-
lhamento maximo entdo ndo existe caminho M-aumentante. O Teorema a
seguir, demonstrado por C. Berge [1] € independentemente por R. Z. Norman
e M. O. Rabin [15], mostra que a reciproca também é verdadeira.

Teorema 2.3 Um emparelhamento M € mdzimo se, e somente se, ndo exisie
caminho M-aumentante.

Dem. veja [2, pag. T0). O

Este Teorema sugere a seguinte idéia para determinar um emparelha-
mento maximo em um grafo. Comece com um emparelhamento inicial (por
exemplo, M = @). Faca uma busca na tentativa de encontrar um caminho P
que seja M-aumentante. Se existir tal caminho P entao faca M = MAE(P),
e repita o procedimento. Caso contririo, o préprio M é um emparelhamento
maximo.

A idéia deste algoritmo é muito simples. O que nédo é tio simples é sa-
ber como implementa-la de forma eficiente. Mais precisamente, como fazer



Emparelhamento em Grafos 11

uma busca de um caminho M-aumentante? ou entao, como garantir a nao
existéncia de um tal caminho de forma eficiente? uma idéia natural ¢ fazer
uma busca construindo uma arvore de caminhos M-alternados tendo como
raiz um vértice r que seja descoberto por M. No caso de grafos bipartidos
pode-se demonstrar que esta idéia esta correta, ou seja, ou encontramos um
caminho M-aumentante ou podemos concluir que nio existe tal caminho com
origem em r. Esta € a base do algoritmo conhecido como método hingaro.
Mas para grafos nao bipartidos este algoritmo pode nao ser correto. A ge-
neralizacao deste método para grafos ndo bipartidos foi pela primeira vez
demonstrada por Edmonds [4] cujo artigo constitui um marco na histéria,
quando se trata de emparelhamento em grafos ou de complexidade de algo-
ritmos. O algoritmo de Edmonds, apesar de ser relativamente simples, nao
serd apresentado aqui, mas pode ser encontrado no artigo acima citado e

também em [11, pag. 358] e [13, pag. 16].

2.3 Barreiras

Seja G um grafo e 5 um subconjunto de V(G). Definimos a deficiéncia de S,
que denotaremos por def(S), o valor |Z(G — 5)| — |S|. A deficiéncia de um
grafo G, de f(G), é definida como o méximo de def(5), tomado sobre todos
os subconjuntos S de V(). Uma barreira em um grafo G é um subconjunto
B de V(G) tal que def(B) = def(G).

Seja M um emparethamento em . Pela equagdo 2.1 e pela desigualdade
2.2, podemos concluir que

|M| < (IV(G)] = def(5))/2. (2.3)

Portanto, se denotarmos o niumero de arestas de um emparelhamento
maximo em um grafo G por ¥(G) e considerarmos um conjunto S cuja de-
ficiéncia é maxima, a equagio 2.3 nos diz que

v(G) < (IV(G)| - def(G))/2. (2.4)

O seguinte Teorema garante que a igualdade sempre ocorre.

Teorema 2.4 (Férmula de Tutte-Berge) Para todo grafo G tem-se

WG) = (V(G)| - def(G)) /2.
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Dem. veja [11, pag. 90]. 0

Pela Férmula de Tutte-Berge podemos concluir que def(G) > 0, com
igualdade se, e somente se, G tem emparelhamento perfeito.

Uma barreira B é mazimal se nao existe barreira B’ # B tal que B C B'.
Se o grafo possui uma barreira, em muitos casos € indiferente tomarmos uma
barreira maximal, e esta técnica tem se mostrado muito eficiente na simpli-
ficagao de demonstragdes. Veja por exemplo a demonstracio do Teorema de
Tutte em [13]. Ao longo deste trabalho veremos mais exemplos. Isto acon-
tece porque barreiras maximais possuem propriedades interessantes, que as
barreiras em geral ndo possuem. Falaremos sobre duas delas a seguir.

Proposicao 2.5 Se B € uma barreira mazimal em um grafo G entdo G — B
ndao possut componente par.

Dem. Veja [13, pag. 13]. a

Um grafo H € critico se, para todo vértice v € V(H), H — {v} pos-
sui emparelhamento perfeito. A seguir apresentamos uma propriedade que
relaciona barreiras maximais e grafos criticos.

Proposicao 2.6 Se B ¢ uma barreira mazimal em um grafo G entdo toda
componente de G— B € critica. Além disso, nenhuma componente ndo trivial
€ bipartida.

Dem. Veja [13, pag. 18]. O

Suponha agora que (¢ é um grafo que possui emparelhamento perfeito.
Dizemos que uma aresta de G é admissivel se ela pertence a algum empare-
lhamento perfeito. Para grafos que possuem emparelhamento perfeito uma
questio que surge naturalmente é a seguinte: quais arestas sio admissiveis?
o Lema a seguir, que também decorre do Teorema de Tutte, e o préximo Co-
rolario, respondem a esta questdo e, como veremos nos proximos capitulos,
se mostram muito importantes no desenvolvimento desta teoria.

Lema 2.7 Seja G um grafo que possui emparelhamento perfeito, u e v dois
vértices de G. O grafo G — {u,v} ndo tem emparelhamento perfeito se, ¢
somente se, existe uma barreira que contém u e v.
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Dem. Aplicacao direta do Teorema de Tutte. O

Coroldrio 2.8 Se G € um grafo que possui emparelhamento perfeito entdo
uma aresta € admissivel se, e somente se, nenhuma barreira contém seus dois
eriremos. 0

2.4 Grafos matching covered

Nesta secdo daremos apenas definigoes e conceitos basicos. Apresentaremos
também uma relagao que permite estabelecer uma partigao para o conjunto
de vértices de um grafo matching covered. As demais propriedades sobre
grafos matching covered serdo apresentadas ao longo do trabalho.

Um grafo G = (V{G), E(G)) é maiching covered se é conexo e todas as
suas arestas sdo admissiveis. Neste trabalho consideraremos apenas grafos
matching covered que sdo simples, isto €, sem arestas multiplas e sem lagos.

Uma conseqiiéncia imediata da definigio é que um grafo matching covered
ndo possui vértice de corte. Portanto, todo grafo matching covered com mais
de dois vértices é 2-conexo.

Como um grafo matching covered ' possui emparethamento perfeito, uma
barreira em G é um subconjunto B de V(G) tal que def(B) = 0, ou seja,
|[Z(G — B)| = |Bl. O conjunto vazio e o conjunto formado por um vértice
qualquer de G sio exemplos de barreiras. Estas sdo chamadas de barreiras
triviais. Em um grafo bipartido matching covered cada biparticdo é uma
barreira.

Um exemplo importante de grafos matching covered ¢ uma subclasse
dos grafos regulares chamada de r-grafos. Grafos regulares, em particular
grafos cibicos, desempenham um papel importante na teoria dos grafos. Por
exemplo, como mencionamos no capitulo anterior, o Teorema das quatro
cores é equivalente ao problema da 3-coloragio de grafos cubicos planares
sem aresta de corte.

Mais formalmente, um grafo r-regular tal que |V(S)} > r, para todo
subconjunto impar S de V(G), é chamado de r-grafo.

Proposigao 2.9 Todo r-grafo é maiching covered.

Dem. Veja [13, pag. 15]. O
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As seguintes propriedades de grafos matching covered podem ser deduzi-
das diretamente das propriedades e resultados da secao anterior.

Propriedade 2.10 Seja G um grafo conezo que possui emparelhamento per-
feito. FEntdo G € matching covered se, e somente se, cade barreira € um
conjunto independente. a

Propriedade 2.11 Se B é uma barreira em um grafo matching covered G
entéo G — B ndo possut componente par. Além disso, se B ¢ mazimal entdo
cada componente de G — B € critica. O

QO Teorema a seguir € uma caracterizacao para grafos bipartidos matching
covered.

Teorema 2.12 Seja G um grafo bipartido com bipartigdo (U,W). As se-
quintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) G € matching covered;

(11) |U| = |W| e para todo subconjunto préprio ndo vazie X de U, |adj(X)} >
[ X]+1;

(iii) G = K, ou |V((G)| = 4 e para quaisquer dois vértices u € U e w € W,
G — u — w tem emparelhamento perfeito;

Dem. Veja [11, pag. 122]. O

Apresentaremos agora uma relagio que nos permite estabelecer uma
partigdo do conjunto de vértices de um grafo matching covered. Sejam z
e y dois vértices de um grafo matching covered G. O Lema 2.7 nos sugere
definir a seguinte relagao bindria sobre V(G): z ~ y se G ~ {z,y} néo tem
emparethamento perfeito. Como conseqiiéncia desta definicdo temos os se-
guintes resultados.

Lema 2.13 A relagdo ~ € uma relagdo de equivaléncia.

Dem. Veja [13, pag. 23]. W
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Teorema 2.14 As classes de equivaléncia de ~ sdo precisamente as barrei-
ras mazrimais de G.

Dem. Seja €' uma classe de equivaléncia da relacao ~ e seja v um de seus
vértices. O conjunto {v} é uma barreira de G. Seja B uma barreira maximal
de G que contém v. Vamos mostrar que B = (.

Quaisquer dois vértices de B sao claramente equivalentes. Portanto, B C
C. Seja X uma componente conexa de G — B e w um de seus vértices.
Pela maximalidade de B, a componente & é critica. Portanto, K — w tem
emparelhamento perfeito.

Comnsidere o grafo bipartido H obtido pela contragdo de cada componente
de G — B a um Unico vértice. Vamos denotar por & o vértice de H que é
resultante da contracdo da componente X.

Claramente, H é matching covered pois, todo emparelhamento perfeito
de (G quando restrito a H também é perfeito neste grafo. Pelo Teorema 2.12,
H — {v,k} tem emparelhamento perfeito.

Como as componentes de ¢ — B sao criticas, este emparelhamento pode
ser estendido facilmente a um emparelhamento perfeito de G — {v,w}. Por-
tanto, v o w. Como esta conclusio vale para todo v € B e para todo
w € V(F) — B, podemos concluir que B = (. |

Portanto, as barreiras maximais de um grafo matching covered G cons-
tituem uma particdo de V(G), a qual chamaremos de parti¢cio candnica. As
propriedades a seguir nos mostram o que acontece com a barreiras maximais
quando inserimos arestas em um grafo matching covered e quando subdivi-
dimos uma aresta.

Propriedade 2.15 Seja G um grafo maiching covered e 5 um conjunio de
arestas que ndo pertencem a E(G) tal que o grafo G+ 5 € maiching covered.
Entdo as barreiras mazimais de G + § sdo um refinamento das barreiras
mazimats de G.

Dem. Considere uma barreira maximal B em G + S. Entdo |Z({G + 5) —
B)| = |B|. As arestas de S (bem como todas as de ) ou ligam B a uma
componente impar ou possuem seus dois extremos em um mesma COmpo-
nente. Logo, |Z(G — B)| > |B|. Mas G tem emparelhamento perfeito pois, é
matching covered. Portanto, |Z{G — B)| = |B|. Ou seja, B ¢ barreira em G.
a
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Propriedade 2.16 Sejam G um grafo matching covered, € := {(z,y) uma
aresta de G e G’ o grafo obtido de G subdividindo e pela inser¢do de dois
novos vértices u e v de tal forma que o caminho obtido de e € zuvy. Entdo as
barreiras mazimais de G' sdo as mesmas de G exceto que v se une @ barreira
mazimal que contém ¢ e u se une 4 gque contém y. a

Finalizaremos este capitulo apresentando dois conceitos que, como vere-
mos no proximo capitulos, estdo intimamente relacionados com a teoria dos
grafos matching covered.

Um grafo G é chamado bicritico se, para quaisquer dois vértices u e v de
V(G), o grafo G — {u,v} possui um emparelhamento perfeito. Claramente,
grafos bicriticos sdo matching covered. Nao ¢ dificil de ver que um grafo com
emparelhamento perfeito é bicritico se, e somente se, suas barreiras sao todas
unitarias.

Um grafo bicritico 3-conexo ¢ chamado de brick. Como exemplos de
bricks temos o grafo completo A, o prisma triangular Cs, € o grafo de
Petersen. Veremos mais tarde que bricks, juntamente com uma classe de
grafos bipartidos chamada de braces, constituem blocos basicos a partir dos
quais todos os grafos matching covered podem ser construidos.



Capitulo 3

Cortes Justos

3.1 Introducao

Neste Capitulo introduziremos o conceito de cortes justos e apresentaremos
suas [ais importantes propriedades. O conceito de cortes justos é um dos
mais importantes no estudo de grafos matching covered. Veremos isto ao
longo de todo este trabalho.

Na secdo 3.2, apresentaremos uma caracteriza¢ido de grafos matching
covered que ndo possuem corte justo ndo trivial, e na segao 3.3, apresen-
taremos uma decomposicao de grafos matching covered em cortes justos.

Na secao 3.5, apresentaremos alguns resultados importantes sobre o
nimero de bricks de uma decomposi¢do em cortes justo de um grafo matching
covered. Estes resultados, juntamente com os da secio 3.6, serao utilizados
nos Capitulos posteriores e com mais freqiiéncia no Capitulo 7 para demons-
trarmos o Teorema de Lovasz-Vempala.

3.2 Cortes justos em grafos matching
covered

Seja G um grafo e seja 5 C V(). Lembre-se que V(S) denota o conjunto de

arestas que possul exatamente um extremo em S, e chamamos este conjunto

de corte determinado por S. Os conjuntos S e S sio as margens de V(S5),
Note que S e S determinam o mesmo corte. Um corte é {mpar se ambas

17
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as margens sao impares. A seguinte propriedade é imediata, porém muito
lmportante.

Propriedade 3.1 Se M ¢ um emparelhamento perfeito em um grafo G entdao
V(SN M| =|S] (mod2)
para todo 5 C V(G). 0

Em particular, todo emparelhamento perfeito contém pelo menos uma
aresta em cada corte impar.

Seja ¢ um grafo matching covered. Um corte em G ¢ justo se cada
emparelhamento perfeito de G contém exatamente uma aresta do corte. Pela
propriedade 3.1, todo corte justo é impar. Por exemplo, se v é um vértice
qualquer de GG entdo o corte V(v) é justo; tais cortes serdo chamados de
cortes justos triviats. Uma observagdo importante sobre cortes justos é a
seguinte:

Proposigdo 3.2 Se G ¢ um grafo matching covered e C := V(S) € um corte
justo em G entdo G[S] € conezo. '

Dem. Trivial. 0

Apresentaremos agora dois tipos de cortes justos nao triviais. Seja B
uma barreira ndo trivial em um grafo matching covered G, e suponha que
H é uma componente nao trivial de G — B (Figura 3.1(a)). Por simples
argumentos de contagem podemos concluir que V{V(H)) € um corte justo.
Tais cortes sao chamados de cortes provenientes de barreira.

Suponha agora que {u,v} € V(G) seja tal que G — {u,v} € desconexo e
que cada componente de & — {u, v} seja par. Um par de vértices deste tipo
é chamado de 2-separagdo. Seja H uma componente de G — {u,v}. Entdo,
usando novamente argumentos de contagem, podemos concluir que o corte
V{(V(H) U {u}) é justo (Figura 3.1{b)). Um corte deste tipo é chamado de
corte proveniente de uma 2-separagdo.

Um grafo matching covered pode ainda possuir cortes justos que ndo

sejam nem de barreira nem provenientes de uma 2-separagdo. Veja o exemplo
da Figura 3.1{c).
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(a) (b)

(c)

Figura 3.1: Exemplo de corte justo (a) proveniente de barreira; (b) proveni-
ente de uma 2-separagdo e (c) que ndo é proveniente de barreira e nem de
2-separagao.
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Uma questdo que surge naturalmente neste instante € a seguinte: Quais
grafos matching covered sao livres de cortes justos nio triviais? Vamos res-
ponder a esta questdo considerando inicialmente grafos bipartidos.

Um grafo bipartido matching covered com biparticao (U, W) é chamado
de brace se, para todo subconjunto X de U (ou de W), 0 < |X| < |U] -1,
tem-se |adj( X)| > | X| + 2.

Proposicao 3.3 Um grafo bipartido maiching covered € livre de cortes justos
ndo triviais se, e somente se, € um brace.

Dem. Veja [13, pag. 27]. O

Para um grafo matching covered nao bipartido, pelo que vimos até agora
podemos concluir que uma condi¢do necessédria para ser livre de cortes justos
ndo trivials € que o grafo nao possua barreiras ndo triviais. Isto significa
que deve ser bicritico. Vimos também que sendo bicritico mas ndo 3-conexo,
também possul cortes justos nao triviais provenientes de 2-separagoes. Pode-
mos concluir entdo que uma condi¢do necessaria para que um grafo matching
covered nao bipartido seja livre de cortes justos nio triviais é que ele deve

ser bicritico e 3-conexo, ou seja, um brick. Sera esta condicao suficiente? A
resposta € sim.

Teorema 3.4 Um grafo ndo bipartido matching covered € livre de cortes
Justos ndo triviais se, e somente se, € um brick.

Dem.Veja [13, pag. 37]. O

A tnica prova que conhecemos para este fato € de autoria de Edmonds et
aliz [6], e usa dualidade de programacéo linear. Seria muito 1itil obter uma
prova que usa somente argumentos combinatoriais.

Portanto, tudo que fizemos até agora € suficiente para caracterizarmos
grafos matching covered que s&o livres de cortes justos ndo triviais.

Teorema 3.5 Um grafo matching covered € livre de cortes justos ndo triviais
se, e somente se, € um brick ou um brace.

Dem. Veja [10], {13, pag. 28]. O
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3.3 Decomposicao em cortes justos

Seja G um grafo matching covered e €' := V(S) um corte em G. O grafo
obtido de ¢ pela contragio de S a um inico vértice é chamado de uma C-

contracdo. A seguinte proposi¢ao, apesar de simples, é fundamental para os
nossos propositos.

Proposigao 3.6 Se G € maiching covered e C' é um corte justo em (G entdo
ambas as C'-contragoes sdo matching covered. Ademais, o conjunto dos cortes
justos da C-contracdo coincide com o conjunio de cortes da C-contracdo que
sdo justos em G.

Dem. Trivial. O

Esta proposi¢do nos sugere a seguinte decomposicao: Sejam G um grafo
matching covered e ' ;= V{S) um corte justo ndo trivial em G. Counsidere
as duas C-contragoes GGy e (3. Pela proposi¢io 3.6, G; e (G, sao matching
covered. Se Gy ou G por sua vez possuirem corte justo nao trivial, pode-
mos tomar novamente as contragOes deste corte. Portanto, dado um grafo
matching covered, podemos aplicar repetidamente contragdes em ambas as
margens de um corte justo ndo trivial e obter grafos matching covered com
nimero de vértices cada vez menor. Pelo Teorema. 3.5, o resultado final serd
uma lista de bricks e braces. Este procedimento recebe o nome de decom-
posicdo em cortes justos. Veja um exemplo desta decomposigdo na Figura
3.2

E importante notar que, em geral, ndo existe uma unica maneira de apli-
car este precedimento. Por exemplo, o grafo pode ter mais de um elemento
gerador de cortes justos nio triviais (entre barreiras e 2-separagtes). O inte-
ressante € que, apesar da possibilidade de podermos fazer escolhas arbitrarias,
a lista final de bricks e braces obtidos € essencialmente a mesma. Este Teo-
rema, de autoria de L. Lovasz, ¢ um dos mais importantes da teoria de grafos
matching covered.

Teorema 3.7 Quaisquer duas aplicagées do procedimento de decomposicio
em corte justos de um grafo matching covered produzem, a menos de mul-
tiplicidade de arestus, a mesma lista de bricks e braces. (Em particular, as
duas listas tém o mesmo nimero de elementos).
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Figura 3.2: Decomposicio em cortes justos.
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Dem.Veja [10], [13, pag. 31]. )

Portanto, o nimero de bricks de uma decomposicao em cortes justos de
um grafo matching covered G € bem definido. Vamos denotar este nimero
por b(G).

Uma observaciao importante é que apesar de estarmos trabalhando com
grafos simples, uma contragdo de um conjunto de vertices, feita durante umna
decomposicio em cortes justos, pode gerar grafos com arestas multiplas.
Assim, para evitar confusdo e simplificar a escrita, quando dizemos que um
grafo I é um brick de um grafo (G, queremos dizer que a decomposicao em
corte justos de G produz H possivelmente acrescido de arestas paralelas.

Uma ferramenta importante para provar o Teorema 3.7, ¢ que também
sera utilizada nos Capitulos posteriores, é a técnica amplamente conhecida
como “descruzamento de cortes”. Dois cortes V{S) e V(T) se cruzam se
cada um dos conjuntos SNT, SNT,SNT e SNT é nao vazio.

Uma colecdo de cortes que ndo se cruzam dois a dois é chamada de fa-
minar. Observe que dada uma decomposicido em cortes justos, a colecdo de
cortes justos a ela associada ¢ laminar. Se (' e (; sio dois cortes justos que
se cruzam entio podemos escolher uma margem S de C; e uma margem T
de (', tais que |SNT| é impar. O Lema a seguir é trivial a partir da definicao
de cortes justos.

Lema 3.8 Sejam G um grafo matching covered, V(S) e V(T) dots cortes
justos de G tais que |SNT| € impar. Entdo V(SNT) e V(SNT) também
sdo justos. Além disso, nenhuma aresta liga SNT a SNT. g

Terminaremos esta secdo apresentando algumas propriedades de cortes
justos que sdo muito simples e que serdo utilizadas posteriormente.

Lema 3.9 Seja G um grafo e C um corte impar tal que as duas C-contragdes
em (G sdo matching covered. Entdo G € matching covered.

Dem. Imediato da definigio de grafo matching covered. - 0

Lema 3.10 Seja G um grafo matching covered e C um corte {mpar tal que
as duas C-contracoes sdo bicriticas. Entdo G € bicritico.

Dem. Imediato da definicao de grafo bicritico. O
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Lema 3.11 Seja & um grafo bicritico e C um corte justo associado @ uma
2-separacao de G. Entdo as duas C-contracoes sdo bicriticas.

Dem. Veja [11, pag. 158]. |

Lema 3.12 Sejam G um grafo maiching covered, B uma barreira ndo tri-
viel mazimal em G e H uma componente de G — B. Seja G' o grafo
obtido de G contraindo V(G) — V(H) a um dnico vértice u. FEntdo as
barreiras mazimais de G' sao {u} e o0s conjuntos da forma {T N V(H) :
T ¢ barreira mazimal em G}.

Dem. Veja [11, pag. 153]. Q

Um subgrafo H de G é nice (relativo a G) se G — V(H) possui empare-
lhamento perfeito.

Lema 3.13 Seje G um grafo matching covered, H um subgrafo nice match-
ing covered de G, e C um corte justo em G. Se CNE(H) # § entdo CNE(H)

€ um corte justo em H.

Dem. Como H € nice, G — V(H) possui um emparelhamento perfeito M’
Portanto, para todo emparelhamento perfeito M de H, M U M’ é um empa-
relhamento perfeito de G. Dado que C é justo em G, concluimos que A tem
no maximo uma aresta em C' N E(H). Observe que esta conclusio vale para
todo emparelhamento perfeito M de H.

Por hipétese, ' E(H) contém uma aresta e. Tomando um emparelha-
mento perfeito M, de H que contém e, podemos concluir, pelo raciocinio do
paragrafo anterior, que esta é a unica aresta de M, em C N E(H}. Con-
sequentemente, C' 1 E(H) é um corte impar em H. Novamente, usando o
mesmo raclocinio do paragrafo anterior, concluimos que €N E(H) € justo.O

3.4 Remocgao de arestas em grafos biparti-
dos matching covered

Nesta secao apresentaremos dois casos em que podemos remover arestas de
um grafo bipartido matching covered e o grafo resultante ainda permanece
matching covered.
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Lema 3.14 Seja H um brace com pelo menos seis vértices. Entdo H —e ¢
matching covered para toda aresta e € E(H).

Dem. Seja H := (U, W) um brace com pelo menos seis vértices, ou seja,
\U| = |W| > 3. Por definigio de brace temos que para todo subconjunto X
de U {ou de W), 0 < | X| < [U] — 1. tem-se [adj(X)| > | X]| + 2.

Seja e € B(H). Entdo |adjim_o(X)| 2 |X|+1, para todo subconjunto X
de U (oude W), 0 < |X]| < [U|-1. Suponha agora que existe um subconjunto
X de U (ou de W), |X| = |U| = 1, tal que |adjin—o(X)] < |X]. Como
H—e tem emparelhamento perfeito, devemos ter, na verdade, |adjz_)(X)| =
|X]. Entao existe w € W tal que |adjig_.y(w)| = 1 Conseqientemente,
ladjg(w)| < 2, 0 que é uma contradigio a definicao de brace.

Portanto, |adjig_o(X)| > |X| + 1, para todo subconjunto préprio nao
vazio X de U. Pelo Teorema 2.12, H — e é matching covered. O

Seja & um brick e e uma aresta de G tal que G — e é matching covered.
Seja B uma barreira ndo trivial em G —e. Vamos considerar o grafo bipartido
H obtido de ¢ — e contraindo cada componente de ¢ — e — B a um tnico
vértice.

Vamos denotar por Y os vértices de H que séo resultantes da contragao
de componentes nao triviais de G — e — B. Uma das biparticbes de H é a
barreira B, e a outra vamos denotar por A.

Suponha que H possut um corte justo D := V(S) que ndo separa os
vértices de Y, ou seja, os vértices de Y pertencem todos & uma mesma
margem de D. Fixe a notagdo para que tenhamos os vértices de ¥ na margem
5. Observe que no caso em que o conjunto Y possui um 1inico elemento, o
corte [ pode até ser trivial.

Seja H' o grafo obtido de H contraindo a margem S a um tnico vértice
s. Como D é justo, H' é matching covered. Observe que os vértices de H”,
exceto s s30 todos vértices originais de G.

Lema 3.15 H' —{ € matching covered para toda areste f de H' que incide
em s.

Dem. Seja [ uma aresta de H' que incide em s. Se f é paralela em H’ entao
ndo hé nada a fazer. Suponha que f nao é paralela em H'. Vamos denotar a
biparticio de H' por B' e A’, onde B’ contém os vértices de B e A’ contém
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os de A. Entao, s € A’, caso contrario, A’ serta uma barreira nao trivial em
G.

Se H' — f nao é matching covered entdo pelo Teorema 2.12, existe um
subconjunto A; C A’ tal que |adjy—s(A1)| < |A;|. Claramente, H — f
tem emparelhamento perfeito. Pelo Teorema de Hall, |adjn—(A1)| > |A1].
Portanto, |adjgi- (A1) = | A1

Entdo A’ e B’ podem ser particionados nos conjuntos A; e 4, := 4" — Ay,
By := adj( A1) e By := B'— By, respectivamente, de tal forma que |A;| = } B1|,
|A2| = |Bz}. Desta forma, f é a unica aresta de H' com extremos em A; e
Bs. Entao s € A;.

Seja b o outro extremo de f, ou seja, b € B;. Como G é brick, b tem pelo
menos trés vizinhos em G. Portanto, & tem pelo menos dois vizinhos em As.
Entao A, é uma barreira nao trivial em G. Isto é uma contradi¢éo, pois G é
brick. Portanto, #' — f é matching covered. O

3.5 Propriedades da fungao 5(G)

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes sobre o nimero de
bricks de uma decomposi¢do em cortes justo de um grafo matching covered.
Estes resultados serdo utilizados no Capitulo 7, para demonstrarmos o Teo-
rema de Lovasz-Vempala.

Teorema 3.16 [Subaditividade] Sejam G um grafo matching covered e C
um corte impar em G tal que as duas C-contragées, G; e (4, sdo matching
covered. Entio b(G) < b(G1) + b(Gy), com igualdade se, e somente se, U €
justo em (.

Dem. Se C é justo em G entdo claramente, b(G) = b(G1) + b(G,). Suponha
agora que C ndo é justo em G e vamos mostrar, por inducdo em |V(G)|, que
b(G) < b{G1) + b(Ga).

Como C nio é justo, existe um emparelhamento perfeito My em G tal
que |Mo N C} > 1. Se um de (; e (5, é bipartido entdo o corte €' é justo
(proveniente de barreira) em G, o que contradiz a hipétese. Podemos supor
entao que G e (3 sdo ambos nao bipartidos. Logo, b(G1) 2 1 e b(G,) > 1.

Se (G nao possul corte justo nao trivial entdo G € um brick, ou seja,
b(G) =1 e, neste caso, o Teorema é provado facilmente. Suponha entao que
(7 possua um corte justo ndo trivial D.
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_ Vamos supor que ' := V(X) e que G é obtido de G pela contragao de
X a um unico vértice Z. Analogamente, G5 é obtido de (& pela contracido de
X a um 1nico vertice z.

Caso 1 C e ) néo se cruzam.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que D) pertence a (¢;. Entao D
¢ um corte justo nado trivial em Gi. Sejam (F1; e G2 as duas D-contracoes
em (1. Entdo Gy e Gy; 530 matching covered. Além disso, b(G1) = (G )+
b(Gha)-

Fixe a notagdo de tal forma que T pertenca a G13. Observe que, como T
pertence a (13, o grafo (+;; também é uma das D-contragoes em . Vamos
denotar a outra D-contragdo em  por H. Entdo C é um corte impar nio
justo em H. Observe que uma das C-contragdes em H € (G e a outra é (.
Assim as duas C-contracées em H sao matching covered.

Por hipétese de indugdo, b(H) < b(Giz) + b(G7). Mas b(G) = 6(Gn1) +
b H), pois D é justo em (. Portanto, §(G) < b(G11) + b(G12) + b(G2) =
b(Gh) + b(G3).

Caso 2 C e D se cruzam.

Vamos denotar as margens de D) por ¥ e Y. Fixe a notagio para que
tenhamos |X NY| impar. Para simplificar a notagio vamos fazer I := V(X N
YVeU:=V(XnY) (Figura 3.3).

Como G e (G; sdo matching covered, toda aresta de G pertence a um
emparelhamento perfeito que intercepta €' em uma 1dnica aresta.

A partir deste fato, podemos concluir que néo existe aresta ligando X NY
a XNY. Pois suponha que existe uma aresta e ligando estes dois conjuntos, e
seja M um emparelhamento perfeito em G contendo e e que intercepta C' em
uma. unica aresta. Como [ e U siao impares, M deve interceptar cada um de
I e U em pelo menos uma aresta. Por contagem, devemos ter |M N D| > 3,
o que é uma contradigao pois D € justo em G.

Portanto, ndo existe aresta ligando X NY a X NY. Assim, para todo
emparelhamento perfeito M de G,

IMOI|+ MU =|MACl+ M D). (3.1)

Mas como D € justo, temos que
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Figura 3.3: O caso em que C e D se cruzam.

|MNIl+|MnU]=|MnC|+ 1. (3.2)

Em particular, I é justo em Gy e U é justo em (G;. Tomando o empare-
lhamento M, temos, pela equagdo 3.2, que |MoN 1| e |MpoNU| ndo sao ambos
unitarios. Digamos que |Mo N I| > 1. Entdo 7 é um corte impar nao trivial
em G.

Sejam Gy; e G2 as duas [-contracoes em Gy. Como (; € matching
covered e I é justo em Gy, temos que Gy € G2 sdo ambos matching covered.
Como [ & justo em Gy, 6(G1) = b{(G11) + &(Gra).

Da mesma forma, sejam Gy € G2z as duas U-contragdes em (. Como
(G, é matching covered e U é justo em (3, femos que Ga1 € G2 sd0 ambos
matching covered. Como U7 é justo em Gg, b(Gq) = b(Gn) + 6(Gaa).

Sejam H; e H; as duas D-contracdes em G. Vamos supor que Hy ¢ obtido
de G contraindo-se a margem Y de D, e H; é obtido contraindo-se a margem
Y de D. Para ¢ = 1,2, seja M; := My N E(H;). Como D é justo em G, M; é
emparelhamento perfeito em H;.

O corte I em H; é tal que as duas [-contragdes sdo matching covered,
pois uma delas é, a menos de multiplicidade de arestas, G11 ou (G12 e a outra
é Gy ou G43. Vamos supor, sem perda de generalidade, que as I-contragoes
em H; sio Gq1 e Gaz. O emparelhamento M, é perfeito em H,y € [M1NI] > 1.
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Por hipétese de indugao, b(Hy) < b(Gqy) + b(Gaa).

Da mesma forma, o corte U em H; (que pode até ser trivial) é tal que as
duas U-contracdes sdo matching covered, pois uma delas é Gi; e a outra é
(Fa3.

Se U é justo em Hy entdo b(H;) = b(Gra) + b(Gq1). Sendo, podemos
aplicar hipétese de indugdo e concluir que d(Hz) < 5(Gia) + 8(Gy). Em
qualquer caso, temos que b{ Hy) < b(Gra) + B{Gan).

Mas 6(G) = b6(H:1) + b(H,), pois D é justo em (5. Portanto, 5(G) <
5(G11) + 8(Ga) + b(Grz) + 6(Gar) = b((Gh) + b(Gy)- s

Lema 3.17 Seja G um grafo maiching covered tal que b(G) = 1. Se G €
bicritico entio G € brick.

Dem. Por contradigao, suponha que G nao é brick. Por hipétese, G é
bicritico. Logo, G possui uma 2-separagao. Considere um corte justo C' em
(G associado a esta 2-separagio. Pelo Lema 3.11, as duas C-contragdes em
(7 530 bicriticas, e portanto, nao bipartidas. Conseqlientemente, cada uma
delas fornece pelo menos um brick para G. Logo, 8(G) > 2, o que ¢ uma
contradicdo a hipotese. 0

Lema 3.18 Seja G um grafo bicritico tal que b(G) = 2. Entdo G contém
uma dnica 2-separagdo.

Dem. Como G € bicritico e 8(G) = 2, concluimos que G tem uma 2-
separacdo. Seja {u,v} uma 2-separagao de G. Considere um corte justo
C de (G associado & 2-separacio {u,v}.

Pelo Lema 3.11, as duas (C-contragdes em (G sdo bicriticas, e portanto,
matching covered e ndo bipartidas. Como §(G) = 2, cada C-contragio deve
fornecer exatamente um brick. Pelo Lema 3.17, concluimos que cada C'-
contragao em G ¢ brick. Isto significa que {u,v} é a Unica 2-separacgao de G.
a

Portanto, se (7 é um grafo nas hipoteses do Lema 3.18 entdo os tnicos
cortes justos de G sdo aqueles associados a nica 2-separacdo deste grafo.

Lema 3.19 Sejam G um brick e C wm corte impar ndo trivial em G. Seja
Gy o grafo obtido de G contraindo uma margem de C' a wm wnico vértice u.
Suponha que G € matching covered, b(G1) = 1 e que B seja uma barreira
mazrimal ndo trivial em G1. Enitdo:
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1. O vértice u pertence a B;
2. Gy — B possut uma unica componente ndo trivial H:

3. O grafo G' obtido de G\ pela contragdo de V(G1) — V(H) a um inico

vertice b é brick.

Dem. Se u & B entao B seria uma barreira nao trivial em (. Portanto,
u € B. Além disso, é imediato que (71 — B possul pelo menos uma componente
nao trivial, caso contrario, GG, seria bipartido.

Seja H umaa componente nao trivial de G} — B. Como B é maximal, con-
cluimos pela Propriedade 2.11 que H é critica. Portanto, para todo vértice
v de V(H), o grafo G' — {v,b} tem emparelhamento perfeito. Isto significa
que b nao pertence a nenhuma barreira nao trivial maximal de G'. Con-
seqlientemente, toda barreira néo trivial maximal de G’ também é barreira
nao trivial em . Mas G nao possui barreira ndo trivial. Portanto, G' nédo
contém barreira nao trivial. Ou seja, G’ é bicritico. Além disso, G tem mais
de dois vertices e, portanto, b(G") > 1.

Por outro lado, V{V{H)) é justo em Gy. Além disso, 5(G1) = 1 e G
é uma V(H)-contracao de Gi. Logo, 6(G’) = 1. Como esta conclusdo vale
para toda componente nao trivial H de G; — B, concluimos que H ¢ unica.

Finalmente, G’ é bicritico e 8(G') = 1. Pelo Lema 3.17, 7 é um brick. O

Lema 3.20 Seja G um grafo malching covered e, € uma aresta tal que G+e
também € matching covered. Entdo b(G + e) < b(G).

Dem. Por indugdo em |V(G)|. Se G é bipartido entdo, como G + € é
matching covered, G+ e deve ser bipartido e, neste caso, o Lema é claramente
verdadeiro. Vamos supor entao que G é ndo bipartido, ou seja, 5(G) > 1.
Entao, (G +¢e) > 1.

Se (7 + e ndo possui corte justo nao trivial entdo (G + € é brick e a de-
sigualdade (G + ¢) < () também é satisfeita. Podemos supor entédo que
(7 + e possul um corte justo nio trivial ¢ := V(X).

Seja C' := Vg(X) o corte correspondente a X em (3. Claramente, C' é
justo em (G pois, todo emparelhamento perfeito de (¢ também € perfeito em
G+ e.

Sejam G e (G, as duas C’-contragoes em (G, onde Gy € obtido pela con-
tracio de X. Da mesma forma, sejam H; e H; as duas C-contragbes em
G + e, onde H; é obtido pela contracio de X.
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Observe que se e tem pelo menos um extremo em X entao H; = G +¢;
por outro lado, se e tem ambos os extremos em X entao H; = G1. Em ambos
os casos, b{Hy) < b((G,), sendo que no primeiro caso é utilizada a hipotese
de inducao. Analogamente, b( Hy) < b(G2).

Portanto, &(G + €) = b( Hy) + b(H,) < b(Gy) + b(Gs) = b(G). |

Corolario 3.21 Se G € tal que 5(G) = 1 e a edigdo de uma aresta e preserva
a propriedade maiching covered enido b(G +¢) = 1. a

3.6 Um Teorema de estrutura para grafos
bicriticos

Nesta secao apresentando um Teorema que estabelece uma estrutura para
certos tipos de grafos bicriticos. Este resultado serd muito util a partir do
Capitulo 7.

Uma barreira B em um grafo matching covered G é especial se G — B
possui um unica componente ndo trivial. Denotaremos por A{B) o conjunto
dos vértices isolados de G — B.

Teorema 3.22 Seja (G um grafo bicritico, € uma aresta de G tal que G — e
¢ matching covered. Se toda barreira nao trivial mazimal de G — e € especial
entdo

1. Se B é uma barreira marimal de G — e entdo em G a aresta e incide

em A(B).
2. O grafo G — e tem no mdzimo duas barreiras mazimais ndo triviais.

3. Se G—e tem duas barreiras mazrimais ndo triviais By ¢ By entdo By e B,
sdo disjuntas, A(B;) e A(B2) sdo disjuntos, a aresta e liga A(B1)\ B,
a A(Bz)\ By, e Bi\ A(Bz) € By\ A(By) também sdo barreiras em G —e.

4. Ainda sob a hipdtese de que G — e tem duas barreiras marimais néo
triviais B, e B;, seja G' o grafo obtido de G—e coniraindo BiUA(B,) a
um tnico vértice by. Entdo B’ := By\ A(B,) € especial e uinica barreira
nao trivial mazimal em G'. Além disso, b, ¢ (B' U A(B')).
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Figura 3.4: Grafos G —ee (.

Dem. Seja B uma barreira nao trivial maximal de (7 —e. Pela maximalidade
de B, toda componente nao trivial de G—e¢— B é critica. Além disso, como G
¢ bicritico, os extremos de e pertencem a componentes distintas de G—e— B,
Por hipotese, (G — e — B tem uma iinica componente nao trivial. Entao um
extremo de e pertence a A{B).

Observe que B é uma barreira maximal qualquer de & — e. Podemos
concluir entdo que toda barreira ndo trivial maximal de G — e contém todos
os vizinhos, em (7 — ¢, de um dos extremos de e. Como vimos na segio 2.4, as
barreiras maximais particionam V(G — e). Portanto, G — e tem no maximo
duas barreiras maximais nao triviais.

Suponha que G — e tem duas barreiras maximais nao triviais B, e B,.
Claramente, By € B; sdo disjuntas. Além disso, By contém todos os vizi-
nhos, em (G — ¢, de qualquer vértice de A(B;). Como as barreiras maximais
particionam V(G — e), concluimos que A(B;) e A(B,) sdo disjuntos.

Como vimos no primeiro paragrafo desta demonstracdo, e tem um ex-
tremo em A(B), para toda barreira maximal B de G — e. Como A(B;} e
A(B,) séo disjuntos, concluimos que e liga A(B1) a A(B;). Claramente, e nio
tem extremo em nenhuma barreira maximal néo trivial de G — e. Portanto,
e liga A(B1}\ By a A(By) \ B1.

Seja Hy a componente nioe trivial de G — e — By e seja G’ o grafo obtido
de G — e pela contragdo de By U A(B;) a um unico vertice b; (Figura 3.4).
Pelo Lema 3.12, o grafo G tem no maximo uma barreira maximal nao trivial.
Além disso, se B, N V(H,) tem pelo menos dois elementos entdao B' := By N
V(H;) é a inica barreira nio trivial maximal de G’

Como e tem um extremo em A(Bz), que € disjunto de A(B), e como ¢
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Figura 3.5: Grafo G — e.

nao tem extremo em By, concluimos que e tem um extremo z em H;. Logo,
|A(B2) NV (H1)] 2 1. Mas os vizinhos de £ em G — e estao todos em 5, que
¢ disjunto de By. Entdo b, ¢ adj(A(B;)) em G'. Logo, |B. N V(Hy)| > 2.
Portanto, B’ := B> N V(H;) é a inica barreira ndo trivial maximal em G'.

Como a componente H; de G — e — By é critica, concluimos que & ¢ 5’
em (/. Portanto, B’ é barreira em G — e. Entao By \ A(B1) = B’ é barreira
em G — e. Analogamente, By \ A(B;) também € barreira em G — e.

Resta-nos mostrar que B’ € especial em G’ e que b; ¢ A(B’). Suponha
que ' — B’ possui duas componentes nio triviais, digamos X; e X,. Entio
X e X, sdo criticas. Se by € V(X;)UV(X2) entdo X, ¢ X; sdo componentes
de G — e — By, 0 que contradiz a hipdtese. Suponha que &; € X;. Entdo X é
componente nao trivial de ¢ —e— B,. Por hipotese, X, é a inica componente
nao trivial de G — e — B,.

Considere agora o grafo L obtido de G — e contraindo X; a um unico
vértice. Entdo L é bipartido. Isto significa que a componente X é bipartida.
Mas isto contradiz o fato de que X, é critica. Portanto, G — B’ possui uma
unica componente nao trivial.

Vamos agora mostrar que b; &€ A(B’). Se by € A(B') entdo B, U A(By) é
uma barreira em G ~ ¢ (Figura 3.5). Como sabemos, um extiremo da aresta
e pertence a A(B). Logo, By U A(B4) é uma barreira ndo trivial em G, o
que ¢ uma contradigdo. Portanto, b, ¢ A(B’). a

A partir deste resultado podemos enunciar o seguinte.

Teorema 3.23 Seje G um grafo bicritico, € uma aresia de G tal qgue G —e
¢ matching covered. Se toda barreire ndo trivial mazimal de G — e € especial
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entdo

1. Ou o grafo G — e ndo conlém barreiras ndo triviais e, neste caso, ¢
bicritico;

3

Ou G — e contém uma nica barreira mazimal ndo trivial By €. neste
caso, o grafo G' obtido de G — e pela contracdo de By U A(B) « um
inico vértice € bicritico;

3. Ou G—e contém duas barreiras mazimais By e By e, neste caso, fazendo
B’ = B;\ A(B1), o grafo obtido de G —e pela contracdo de By U A(By)
a um inice vértice e pela contragdo de B'U A(B") @ um wnico vértice €
bicritico. Além disso, em (I, a aresta e possut extremos em A{B)\ B

¢ A(B'). o

Note que fazendo B' := Bs \ A(By), o ifem 3 € eqiiivalente a dizer que
“(G — e possul uma, barreira maximal B; e barreira nao trivial B, ndo neces-
sariamente maximal, tais que By U A(By) é disjunto de B’ U A(B’) e o grafo
obtido de G — e pela contragao de B; U A(B;) a um tnico vértice b, e pela
contragao de B' U A(B’} a um unico vértice b’ é bicritico. Além disso, em
(3, a aresta e possui um extremo em A(B;) ¢ o outro em A{B’). Esta forma
sera mals conveniente para as aplicacoes.



Capitulo 4

Decomposicao em Orelhas

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos outra decomposi¢do para grafos matching
covered chamada de decomposi¢io em orelhas. Esta decomposicao € uma
propriedade indutiva e muifo simples que nos permite descrever a classe dos
grafos matching covered. A partir desta propriedade, conseqiiéncias muito
importantes serdo estabelecidas.

Na Secéo 4.2, definiremos uma relagao de eqliivaléncia entre arestas de
um grafo matching covered e apresentaremos algumas de suas propriedades.
Veremos varias aplicacdes desta relagdo ao longo do trabalho. Por exemplo,
na Segao 4.3 ela sera usada para mostrar que todo grafo matching covered
possui uma decomposigdo em orelhas.

Na seg8o 4.4 definiremos uma familia infinita de grafos matching covered
que podem ser construidos indutivamente a partir do /4 de tal forma que a
partir do segundo, cada elemento é obtido através de uma colagem adequada
do elemento anterior a um K4. Nesta mesma secdo, mostraremos que todo
grafo matching covered possui um subgrafo que, a menos de subdivisiao de
arestas, € um elemento desta familia. Em seguida, mostraremos que todo
elemento desta familia possui, a menos de subdivisdo de arestas, o K4 ou Cq
como subgrafo.

Uma conseqiiéncia imediata deste resultado,_e que sera mostrado na
secdo 4.5, € que todo brick diferente do K e Cg possui uma aresta cuja
remogido produz um grafo matching covered. Este é um resultado classico

35
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nesta teoria.

4.2 Relagao de dependéncia

Dado um grafo matching covered G, definimos a relagdo de dependéncia =
em F((G) dizendo que a aresta a depende da aresta b (¢ denotaremos por
a = b) se todo emparelhamento perfeito de G que contém ¢ também contém
b. De forma equivalente, ¢ = b se @ = b ou a ndo é admissivel em G — b.
Usaremos também o termo “« implica " para dizer que a = b.

Lema 4.1 Sejam & um grafo matching covered, e e t duas arestas distintas
de G. Entdo e = f se, e somente se, G —{ contém uma barreira B tal que
(i} B contém ambos os extremos de e, (ii) a aresta f possui seus extremos
em componentes distintas de G —{ — B.

Dem. Se G — f contém uma barreira satisfazendo os dois {tens acima entao
claramente e = f.

Suponha agora que e = f, ou seja, e ndo é admissivel em G — f. Cla-
ramente, G — f possul emparelhamento perfeito. Pelo Corolario 2.8, o grafo
G — f possul uma barreira B que contém ambos os extremos de e. Como € é
admissivel em (G, a aresta f deve possuir (por contagem) seus extremos em
componentes distintas de G — f — B. 0

A relacdo de dependéncia ¢ reflexiva e transitiva. Duas arestas e e f tém
dependéncia mitue (e < f) se todo emparelhamento perfeito que contém
uma delas também contém a outra. Esta relacao é de equivaléncia.

Se GG é um grafo matching covered entdo uma classe de equivaléncia @ da
relagdo & é minimal se nenhuma aresta de &' — () implica uma aresta de €.
O seguinte resultado segue imediatamente:

Proposicao 4.2 Se G ¢ um grafo maiching covered e ) ¢ uma classe mini-
mal entdo toda aresta de G — Q@ € admissivel em G — Q). O

Uma classe minimal de um grafo matching covered G pode ser obtida da
seguinte forma: Considere o grafo orientado L obtido a partir de G onde o
conjunto de vértices de L é formado pelas arestas de (& e existe uma aresta
orientada (e, f) em L se e = f em G. Por exemplo, a Figura 4.1 ilustra
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Figura 4.1: Relacido de dependéncia para o grafo Hs.

a relacao de dependencia para o grafo Hg e tambem apresenta o grafo L
definido acima. Uma classe minimal de G ¢ formada pelo conjunto de arestas
que formam uma fonte em L.

Podemos definir também uma classe minimal induzida por uma aresta €
como uma classe minimal @ tal que ¢ = ¢ para todo ¢ € Q.

Os resultados a seguir visam estabelecer o nimero de arestas de uma
classe minimal da relacio de dependéncia. Como veremos, estas classes
contém, em geral, um niimero pequeno de arestas. Vamos inicialmente ana-
lisar os bricks.

Lema 4.3 Sejo G um brick, {e, f} C E(G) tal que e & f. Entdo G—e— |
¢ bipartido. Além disso, a aresta e possut seus dots extremos em uma destas
biparticbes e a aresta f possut seus dois extremos na outra biparticdo.

Dem. Pelo Lema 4.1, o grafo G — f possul uma barreira B contendo ambos
os extremos de € € a aresta f tem seus extremos em componentes distintas
de G— f— B.

Suponha que exista uma outra aresta ¢’ distinta de e com ambos os ex-
tremos em B. Seja M um emparelhamento perfeito em G contendo e’. Por
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contagem, f € M ee & M, o que contradiz a hipdtese. Portanto, ¢ € a inica
aresta de & — f contendo ambos os extremos em B.

Suponha que G — e — [ nao é bipartido. Entao alguma componente A
de G — f — B ¢ nao trivial. Como (' é brick, pelo Teorema 3.4 o corte impar
nao trivial V(H) nao é justo. Logo, existe um emparelhamento perfeito M
tal que [M NV(H)| > 3.

Por um argumento simples de contagem podemos concluir que |M M
V(H) =3, f € Meedg M. Novamente temos uma contradi¢do ao fato
de que ¢ < f. Portanto, G — e — f é bipartido. A outra parte do Lema ¢é
conseqiiéncia direta. O

A partir deste Lema podemos mostrar que, para bricks. toda classe possui
no maximo dois elementos.

Teorema 4.4 Seja G um brick e @ uma classe de equivaléncia de G deter-
minada pela relacdo <. Entio |Q)) < 2. Ademais, se |Q| =2 entdo G — Q €
bipartido,

Dem. Sejam e e f duas arestas de ). Pelo Lema 4.3, G — e — [ ¢é bipartido.
Além disso, a aresta e possui seus dois extremos em uma destas biparticoes
e a aresta f possul seus dois extremos na outra biparticao. Isto vale para
quaisquer duas arestas de Q.

Suponha que @ tenha trés elementos, digamos ¢1, ¢2 € ¢3. Seja By (53)
a biparticio de G — ¢1 — ¢2 (G — ¢1 — ¢3) que contém os dois extremos de
¢z (g3). Entdo V(B;) = E(G) — {q1, 2} e V(B3) = E(G) —~ {q1,43}. Logo,
V(B; & B3) = V(B;) @ V(Bs) = {q2,¢3}, ou seja, V(B, & Bs) é um corte
em (G composto por apenas duas arestas. Mas isto € uma contradigdo, pois
(7, sendo brick, é 3-conexo. O

Como bricks sao 3-conexos, podemos concluir pelo Teorema 4.4 que:

rd

Coroldrio 4.5 Se G ¢ um brick e Q € uma classe minimal entdo G — Q €
matching covered. O

Veremos a seguir que, usando argumentos parecidos com os acima, po-
demos mostrar que para uma grande parte dos grafos matching covered, o
nimero de arestas de uma classe minimal também ¢ dois. Um £-corte em
um grafo é um conjunto formado por duas arestas cuja remogdo desconecta
o grafo.
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Lema 4.6 Seja G um grafo matching covered ¢ ( uma classe minimal da
relagdo de dependéncia. Se Q ndo inclui um 2-corte entdo [@) < 2.

Dem. Por indugdo em |V(G)|. Para quaisquer duas arestas e e f de ¢, temos
que ¢ <> f. Pelo Lema 4.1, o grafo G— f tem uma barreira B contendo ambos
os extremos de e, e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de G— f—-B.

Seja M um emparelhamento perfeito de G. Se f ¢ M entao nenhuma
aresta de G{B)] pertence a M e |[M N V(V(K))| = 1 para toda componente
KNdeG~f—B. Se f € M entdao e € M e, novamente, nenhuma arestas
de G[B] \ {e} pertence a M e |M N V(V(K))| = 1 para toda componente
K de G — f — B. Concluimos entao que V(V(K)) é justo em (G, para toda
componente K de G — f — B. Além disso, € é a tnica aresta de G[B].

Assuma que |Q)] > 3. Sejam ey, ¢, e e arestas de Q).

Proposicio 4.6.1 Pelo menos um de G—{e1,e2} e G—{e1,e3} € bipartido.

Dem. Seja B; uma barreira maximal de G — e; contendo os extremos de e;.
Se cada componente de G — ey — Bs é trivial entdo G — {e1, e»} € bipartido.
Suponha entao que G — e; — B, possua uma componente nao trivial A
Seja H o grafo obtido de G contraindo a componente K a um vnico vértice.
Como V(V{K)) é justo em G, a classe @y := QN E(H) é minimal em H.

Se Qg inclui um 2-corte em H entdo ¢ incilui um 2-corte em G, o que
contradiz a hipétese. Logo, Qg ndo inclui um 2-corte em H. Por hipotese de
indugao, |Qg| < 2. Mas e; e €2 sao arestas de J5. Portanto, Qg = {e1,€e2}.

Analogamente, seja L o grafo obtido de G coniraindo V(G)\ V(K) a um
unico vertice h. A classe @ ;= ()N E{L) é minimal em L e, por hipotese de
inducdo, contém no maximo duas arestas, uma das quais é es.

Para qualquer emparelhamento perfeito Ms de G contendo e, a aresta
de M3 N V(V(K)) implica e; em H. Portanto, esta aresta é e;. Podemos
concluir entdo que |Q| =3 e Q1 = {e2, €3}

Seja B a barreira de I — e3 contendo os dois extremos de e¢;. Nao €
dificil de ver que B3 := By U (B \ {#}) é uma barreira de G — e3 contendo
as dois extremos de e;. Entdo toda componente de G — ex — By é trivial,
senao podemos concluir, por hipétese de indugdo, que |@| < 2. Portanto,
G — {e1,e3} € bipartido. =
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Aplicando a Proposicio 4.6.1 duas vezes, concluimos que existe uma per-
mutagao (¢,7,&) de (1,2,3) tal que ambos & — {e;,e;} e G — {ei,ex} sdo
bipartidos. Sejam B; e B, uma das biparticoes de G — {e;,e;} € G — {e;, &1},
respectivamente.

Entdo V(B;) = E(G)—{e;,¢;} e V(By) = E(G)—{e;,ex}. Logo, V(B, &
By) = V(B;) ® V(Bi) = {e;,ex}, ou seja, V(B; & By) é um corte em G
composto pelas arestas {e;,ex}. Isto contradiz a hipdtese de que @ nao
inclul um 2-corte. O

4.3 Decomposicao em orelhas e grafos
matching covered

Seja H um subgrafo de um grafo G. Um caminho impar P em G — E(H) é
uma orelha de H se (z) ambos os extremos de P sdo vértices de H e (1i) P é
internamente disjunto de H.

Uma decomposigdo em orelhas de um grafo matching covered G é uma
sequendcla

I‘.’2=GOCG]C"'CGr—1:G

de subgrafos matching covered, cada um dos quais exceto Gy € obtido do
anterior pelo acréscimo de uma ou duas orelhas disjuntas. No caso da adigao
ser de apenas uma orelha, dizemos que esta orelha é simples; no outro caso.
dizemos que a orelha é dupla. Durante todo este trabalho usaremos sempre
o termo orelha para nos referir a uma oretha simples ou dupla. O inteiro r é
o numero de orelhas da decomposigio.

Nesta secdo vamos mostrar que todo grafo matching covered possui uma
decomposicdo em orelhas. FEste Teorema foi demonstrado por Lovasz e
Plummer [11]. Existem provas mais simples deste Teorema; veja por exemplo
a de Little e Rendl [13, pidg. 56]. Recentemente, ficamos sabendo de uma
outra prova bem simples, de autoria de Z. Szigeti [20].

Apresentaremos aqui duas provas para este resultado que também sao
muito simples. Uma delas é bem parecida a de Z. Szigeti e a outra usa os
resultados da se¢do anterior e € bem diferente. Decidimos apresentar estas
duas demonstragoes devido & simplicidade e originalidade de cada uma delas.
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Seja G um grafo matching covered diferente de A;. Se trocarmos uma
aresta e de G por um caminho de comprimento impar, ou equiivalentemente,
se e é subdividida pela inser¢do de um mimero par de vértices entao o grafo
resultante também € matching covered.

Reciprocamente, se trocarmos em G um caminho de comprimento impar,
cujos vértices internos tém grau dois, por uma aresta que tem como extremos
os mesmos extremos do caminho, entdo o grafo obtide também € matching
covered. Definiremos assim uma subdivisdo fmpar de um grafo como uma
operag¢do em que uma aresta € trocada por um caminho de comprimento
impar.

Teorema 4.7 Todo grafo malching covered possui uma decomposicdo em
orelhas.

Dem. Seja G um grafo matching covered. Vamos obter uma decomposigio
em orelhas de . Seja eq uma aresta qualquer de G. Como ¢ é matching
covered, existe um empareihamento perfeito My que contém eq. Faga G :=
(eo]. Se G = K entdo o Teorema estd provado. Suponha entéo que &G # K.
Observe que o subgrafo Gy é matching covered e nice com relagao a G.

Considere agora um subgrafo préprio H que é matching covered e nice
com relagao a & e seja M um emparelhamento perfeito de G tal que a
restrigdo de M a H € um emparethamento perfeito em H. Como H € préprio
e (7 é conexo, F(G)— E(H) contém uma aresta e que possui um extremo em
H. Seja M, um emparelhamento perfeito em G contendo e.

O grafo G[M U M.] é formado por uma colecdo de circuitos M-alternados.
Vamos denotar por D o circuito M-alternado de G[M U M.] que contém a
aresta e. Podemos ver claramente que o circuito ) contém varias orelhas
de H e que H U D é um subgrafo matching covered e nice com relagio a (.
Escolha e e M, de tal forma que o circuito D contenha um nimero minimo
de orelhas de H. Vamos mostrar, por indugio em [V(H)|, que D contém no
maximo duas orelhas de H.

Suponha que I} contém s orethas P, FP,..., P, de H. Se s < 2 ndo
hé nada a provar. Suponha entdo que s > 2. Vamos supor, sem perda
de generalidade, que as s orethas de D séo arestas e1,¢e2,...,¢, de GG, pois
H+{P, P,..., P} é uma subdivisio impar de H + {€1, €2, ..., €}, ou seja,
se algum destes grafos é matching covered entdo o outro também €.

Vamos denotar por 5 o conjunto ey, ey, ..., €,. Observe que, pela hipdtese
que fizemos de que o circuito I} deve conter um mimero minimo de orelhas



Decomposigao em Orelhas 42

de H, concluimos que todo emparelhamento perfeito em H +.5 contém todas
as arestas de S ou nao contém nenhuma delas.

Sejam ¢ ¢ f duas arestas distintas quaisquer de S e considere o grafo
H + 5 — e. Pela escolha que fizemos do circuito D temos que [ néo é
admissivel em H + 5§ — e. Note que um emparelhamento perfeito de H
também é perfeito em H + 5 — e. Portanto, H + 5 — e tem emparelhamento
perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira maximal B, em H + 5 — ¢,
contendo os extremos de f.

Por um argumento de contagem podemos ver que, para que f seja ad-
missivel em H + 5, a aresta e deve possuir seus extremos em componentes
distintas de # + 5 — e — B. Novamente por um argumento de contagem,
podemos concluir que f é a unica aresta de 5 com ambos os extremos em
B. Iscolha e e f de tal forma que a barreira B, contendo f, seja a maior
possivel.

Se todas as componentes de H 4S5 —e— B sdo triviais entdo H+ 5 —{e, f}
é bipartido onde B corresponde a uma classe da biparticao. Vamos denotar
a outra classe por A. Como H é subgrafo de H + § — {e, f}, temos que H
é bipartido, e (B, A} é uma biparticdo de H. Seja g uma outra aresta de S
distinta de e e f. Entdo g possul um extremo em A e o outro em B. Pelo
Teorema 2.12, o grafo H + ¢ € matching covered e o Teorema esta provado.

Podemos supor entdo que alguma componente de H + 5 — e — B é nao
trivial. Seja ¥ uma tal componente. Entdo V(YY) é um corte justo ndo trivial
em H -+ 5.

Proposicao 4.7.1 Se H + S contém um corte justo ndo trivial C entdo (i)
|S| = 3 e (ii) C contém exatamente uma aresta de S e separa as outrns duas,

ou seja, as outras duas arestas pertencem, cada uma delas, a uma margem
distinta de C'.

Dem. Seja C um corte justo nio trivial em H + 5. Pelo Lema 3.13, C ¢
justo em H. Sejam H' e H" as duas C-contracées em H. Pelo Lema 3.6, H'
e H" sdo ambos matching covered. Seja &' (5”) o conjunto das arestas de S
que pertencem a E(H') (E(H")).

Por hipotese de inducao, H' (H”) acrescido de no maximo duas arestas,
digamos {¢', f'} ({€”, f"}), de 5’ (5”) é matching covered.

Se CN{e,f'} = 0 entao H + {¢, f'} é matching covered. Podemos
considerar, entdo, que C' N {¢, f'} # 0. Analogamente, C N {e”, f"} # 0.
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Conforme ja foi observado anteriormente, todo emparelhamento perfeito
em H + 5 contém todas as arestas de § ou nao contém nenhuma delas. Por-
tanto, C' sendo justo, contém precisamente uma aresta de {¢’, f'}, digamos
¢', e uma de {e”, f"}, digamos ¢”. Como €' e €” sio arestas de S, concluimos
que ' = e”. O

Como V(Y') é um corte justo ndo trivial em H + S, podemos concluir pela
Proposicao 4.7.1 que |S| = 3, a aresta e possui um extremo na componente
Y e a outra aresta de S, digamos g, que é distinta de e e f, possui seus dois
extremos em Y.

Seja L o grafo obtido de H+5 pela contracdo de V(H +.5)—Y a um unico
vértice. Como V(Y) é justo em H + S, temos que L é matching covered. Pelo
Lema 3.13, o corte V(Y') também € justo em H. Logo, o grafo L — {e, g},
que € obtido por uma contracio de um corte justo de H, € matching covered.

Vamos mostrar que existe um emparelhamento perfeito em L que contém
e mas nao ¢. Suponha por absurdo que todo emparelhamento perfeito em L
que contém e também contém g. Logo, e ndo é admissivel em L — g. Mas
L — g possui emparelhamento perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira
maximal By, em L — g, contendo os dois extremos de e.

Observe que um extremo de e é o vértice resultante da contragac de
V(IH+ S)—Y. Como e é admisssivel em L, a aresta g deve possuir seus
extremos em componentes distintas de L—g— B;. Como L—{e, g} é matching
covered, € € a Unica aresta de L com ambos os extremos em B,. Entio BUB,
é uma barreira em H + 5§ — g que contém f e inclui propriamente B, o que
é uma contradicao a escolha de e e f. Portanto, L tem um emparelhamento
perfeito M’ que contém e mas nao g.

Seja £ um emparelhamento perfeito de H + S que contém f. Logo,
F contém e. Além disso, FNV(Y) = {e}. Seja M a restricio de F a
V(H +5)—Y. Entdao M U M’ é um emparelhamento perfeito de H + 5 que
contém e, f mas ndo g, ou seja, H + {e, f} € matching covered. Isto prova o
Teorema. a

Apresentaremos agora o outro Teorema. Uma 2-gresta é uma aresta cujos
vértices extremos tém grau dois. Denotaremos por A(G) o grau méximo de
um vértice no grafo G. Quando o grafo estiver subentendido, escreveremos
apenas A.
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Teorema 4.8 Todo grafo matching covered distinto de K; e (g, contém pelo
menos A orelhas, disjuntas duas a duas, cuja remogdo de qualquer wna delas
resulta em um grafo que também € matching covered.

Dem. Por indugio em |[V(G)|. Suponha inicialmente que (7 possui uma
2-aresta, digamos e. Seja (&' o grafo obtido de & trocando o caminho de
comprimento trés, que contém e como a aresta central, por uma aresta ¢’
Claramente, G' é matching covered e A(G') = A(G). Além disso. &' é
distinto de K, e (5,.

Por hipétese de indugao, &' contém pelo menos A orelhas, disjuntas duas
a duas, cuja remocédo de qualquer uma delas resulta em um grafo que também
é matching covered. Cada uma destas orelhas de &' pode ser extendida
trivialmente para uma de (G que também satisfaz esta propriedade.

Suponha agora que G contém uma classe minimal @) da relagio de de-
pendéncia que inclui um 2-corte. Sejam e e f duas arestas de ¢} que for-
mam um 2-corte em . Como G é 2-conexo, G — {e, f} possul exatamente
duas componentes H; e H,. Vamos fazer e := (u1,uz) e f := {v1,v3), onde
{ur,v1} € Hy e {uz,v2} C H,. Considere agora os grafos Gy := Hy + (uy,v;)
e Gg = Hg + (Uz, Uz).

Claramente, Gy e (3 sao matching covered. Se G; € K5 ou (s, entdo &
conteria uma 2-aresta. Mas este caso ja fol tratado. Portanto, G é distinto
de K3 e (. Analogamente, G; também é distinto destes dois grafos.

Por hipédtese de indugdo, para (: = 1,2), G; contém pelo menos A(G;)
orelhas, disjuntas duas a duas, cuja remogio de qualquer uma delas resulta
em um grafo que também é matching covered. Note que A(G} = A(Gy)
ou A{G) = A(Gz). Vamos supor, sem perda de generalidade, que A{G) =
A(Gy).

Como as orelhas de ; sao disjuntas, no maximo uma delas contém a
aresta {u;,v;). Além disso, cada orelha de G; que ndo contém esta aresta,
também € orelha em G cuja remocéo resulta em um grafo matching covered.

Logo, G possui pelo menos A(Gy} — 1 + A(Gy) — 1 orelhas satisfazendo a
asser¢io do Teorema. Mas A(G,) = A(G) e A(G;) 2 2. Portanto, existem
pelo menos A(G) orelhas em G satisfazendo a assergio do Teorema.

Suponha agora que nenhuma classe minimal da relacio de dependéncia
inclul um 2-corte. Pelo Lema 4.6, cada classe minimal contém no maximo
dois elementos. Portanto, G — @ é conexo e, conseqlientemente matching
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covered, para cada classe minimal (. Resta-nos mostrar que temos pelo
menos A{(G) classes disjuntas duas a duas.

Seja v € V(G) tal que |V(v)] = A(G). Vamos denotar as arestas que
incidemn em v por ey, €s,...,¢ex, onde k = |V(v)|. Para: =1,2,...,k, Seja
(J; uma classe minimal de (& induzida pela aresta e;. Cada aresta de Q;
implica ¢; em G e, portanto, nao implica e;, onde j # 1. Logo, as classes @;
sao disjuntas duas a duas. a

Corolario 4.9 Todo grafo maiching covered possui uma decomposicio em
orelhas. O

Vimos portanto, que durante uma decomposi¢io em orelhas de um grafo
matching covered, a adigdo de uma orelha simples ou dupla é suficiente em
cada iteracao. E importante observar que, para o caso em que temos um
grafo bipartido, a adicdo de uma orelha simples é suficiente [13, pag. 53]
Portanto, uma decomposigao em orelhas para grafos bipartidos requer apenas
orelhas simples.

Na pratica, para fazermos uma decomposicao em orelhas, precisamos de
um emparelhamento perfeito fixo, que chamaremos de emparelhamento as-
soctado a esta decomposicdo. Este emparelhamento possui a seguinte pro-
priedade: se A, = Go C Gy C -+ C G,_; = G é uma decomposi¢io em
orelhas de ¢ entdo o emparelhamento M associado a decomposicio € tal que
M N G, é emparelhamento perfeito de G;, para todo 0 < i < r — 1, e todas
as orelhas da decomposicao sio caminhos M -alternados.

Qutra observacao importante é que a todo instante estamos considerando
apenas decomposicoes em orelhas que sdo finas, ou seja, se {P', P"} é uma
orelha dupla de G; entio nenhum de G; + P’ e G; + P" é matching covered.

4.4 Colagem seqiiencial de K,

Um importante Teorema a ser provado nesta secdo é que se G é um grafo
matching covered nao bipartido entdo existe nma decomposicdo em orelhas
Ki=GyCG C+ C G = G de G em que Gy ou (3 é ndo bipartido.
Este Teorema foi provado por Lovdsz e Plummer [11]. Existe uma prova bem
mais simples, de autoria de Carvalho e Lucchesi [3].

A prova apresentada aqui é diferente das duas anteriores e também é
muito simples. O motivo pelo qual a apresentamos € que ela introduz uma
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(a) ®) “

Figura 4.2: Exemplos de colagens.

familia infinita de grafos matching covered que desempenha um papel im-
portante na teoria.
Sejam G e (53 dois grafos tais que:

o V(G NV(Gs) = {v},

b GdeI(U) = {xla Ty .(L‘k} € adjﬁg(v) = {yh Y2y ‘yk}'

A operagao de colegem de (G, a G, em v consiste em obter um grafo G a partir
de G e G, por primeiro deletar v em ambos os grafos, e a seguir inserir as
arestas (z1,91), (¢2,¥2),. .., (zk, Yx). Por exemplo, a figura 4.2 mostra uma
colagem de dois K, e uma colagem de um Cg a um K.

Um grafo G é uma colagem seqiiencial de K4 se (¢ é cibico e satisfaz um
dos itens abaixo:

() G = Ky, 0u

(¢7) (7 é uma colagem de (71 a K, num vértice de (G; que pertence a um
tridngulo, onde (+; é colagem seqiiencial de Kj.

Por exemplo, os dois grafos da figura 4.2 sdo colagens seqlienciais de K.
QO exemplo da figura 4.3(a) é uma colagem do grafo da figura 4.2(b) a um
K4 no vértice v indicado na figura, porém esta colagem nao é seqliencial de
Ky, pois o vértice usado nao pertence a um tridngulo. Para ser sequencial,
a colagem correta deve ser fetta em um dos vértices u, w ou z, como ocorre
no exemplo da figura 4.3(b), onde a colagem é feita no vértice u.

Se ' é uma colagem seqliencial de K, definimos o grau de G' como o
numero de operagoes de colagem de K4 que foram feitas para obter G. Por
exemplo, se G = K entdo G tem grau 1. Os grafos da figura 4.2 tém grau 2
e 3, respectivamente. Note que Ce tem grau 2.
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(a) (b)

Figura 4.3: Colagem (a) ndo seqiencial e (b) seqiencial de K.

A seguir apresentaremos propriedades adicionals sobre colagem seqiencial

de K.

Propriedade 4.10 Toda colagem seqiiencial de Ky de grau maior ou igual
a dois possut precisamente dois triangulos e um subgrafo gerador que € uma
subdiviso {ndo necessariamente impar) do Cs. Além disso, a subdivisdo
ocorre nas irés arestas paralelas, ou seja, as arestas dos dois tridngulos ndo
sao subdivididas. O

Propriedade 4.11 Sejam Gy e Gy duas colagens seqienciais de Ky e seja
G o grafo obiido pela colagem de G a Gy em um vertice que pertence a um
triangulo nestes dois grafos. Entdo (G ¢ uma colagem sequencial de K. O

Proposigao 4.12 Toda colagem seqiencial de Ky € um brick.

Dem. Seja G uma colagem seqliencial de K4. Vamos fazer indugdo no grau
de G. Se o grau de G é 1 ou 2, ou seja, se G = K, ou (g entdo claramente
(G ¢ brick.
Suponha que o grau de G € maior do que dois. Como G possul um
subgrafo gerador que é uma subdivisio do Cg, temos que G é 3-conexo.
Vamos mostrar agora que G € bicritico. Mas (¢ é uma colagem de um
grafo G4 a um K4, onde (57 € uma colagem seqiliencial de K, cujo grau é um
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a menos do que o grau de . Por hipdtese de inducio, G4 é bicritico. Como

K4 é bicritico podemos concluir, pelo Lema 3.10, que ( é bicritico. Portanto,
(+ é brick. =

O seguinte Teorema, provado por C. H. C. Little, desempenha um papel
importante na demonstracdo que faremos.

Teorema 4.13 Quaisquer duas arestas de um grafo matching covered per-
tencemn a um circuito nice.

Dem. Veja [8], [11, pag. 177). Q

Teorema 4.14 Todo grafo ndo bipartide maiching covered contém um sub-
grafo nice que € uma subdivisdo tmpar de uma colagem sequencial de Ky,

Dem. Por inducio em |V(G)| + | E(G)].

Caso 1 (& contém um subgrafo préprio H que € ndo bipartido, maiching
covered e nice.

Por hipotese de indugdo, H contém um subgrafo nice K que é uma sub-
divisdo impar de uma colagem de sequencial de K4. Como K é subgrafo nice
de H e H é um subgrafo nice de 7, K € um subgrafo nice de G.

Caso 2 G contém um vértice u de grau 2.

Sejam v e w os vértices adjacentes a u ao longo das arestas o, e ay,
respectivamente. Seja H o grafo obtido de & pela contragio de {u,v,w}
a um unico vértice z. Claramente, H é nio bipartido. Para cada empare-
lhamento perfeito M de (3, exatamente uma de o, e a, pertence a M, e
assim, M\{a,,a,} é emparelhamento perfeito de H. Portanto, H é match-
ing covered. Por hipdtese de indugdo, H contém um subgrafo nice H' que é
uma subdivisdo impar de uma colagem sequencial de K.

Considere G' := (G{E(H")], o subgrafo de G induzido pelas arestas de H'.
Se no maximo um de v e w é vértice de G entdo G é nice (com relacio a
() e isomorfo a H'. Podemos entdo assumir que v € w sao ambos vértices
de G'. Como H' é uma subdivisdo impar de uma colagem sequencial de Kj,
nenhum vértice de H' tem grau maior do que trés. Portanto, pelo menos um
de v e w tem grau um em (. Neste caso, a adigao de a, e oy, a G fornece
uma subdivisdo impar de H' que é nice com relagio a G.
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Caso 3 Nenhum dos casos anteriores se aplicam.

Vamos mostrar entdo que G é uma colagem seqiiencial de 4. O grafo
G, sendo matching covered, tem uma decomposicao em orelhas Gy = A, C
Gy C -+ C G,. Como G néo € bipartido, n > 0. O grafo G,,_; é matching
covered e nice, e como o caso 1 ndo se aplica, G,—; € bipartido. Seja (A, B)
uma biparticao de G,_;.

Como G, = G ndo é bipartido, a tltima orelha é dupla, sendo que uma
delas tem ambos os extremos em A e a outra tem ambos os extremos em
B. Mas o caso 2 ndo se aplica, € portanto, esta orelha dupla é composta
simplesmente por duas arestas. Vamos denotd-las por « := (a1,¢2) e 3 1=
(b1,07) tais que {a1,a,} € Ae {&, b} C B.

Como G,.1 € matching covered, pelo Teorema 4.13 quaisquer duas de
suas arestas pertencem a um circuito nice. Em particular, se tomarmos duas
arestas de (G,_; com extremos em a; e aq, respectivamente, G,_; possui um
circuito nice ' que tem a aresta @ como corda. Seja My um emparelhamento
perfeito de G, tal que C' é M;-alternado.

Seja M um emparelhamento perfeito de G que contém « (e 3). Seja D
o circuito M;-alternado de M @ M, contendo «. Como |D] é par, D contém
3. O subgrafo G’ := G[C U D] de G, gerado por C' U D, é certamente:

e nice e matching covered, pois C' € D sao ambos circuitos M-alternados.

e nio bipartido, pois C' U« é um subgrafo de G’ que contém um circuito
impar.

Como o caso 1 nao se aplica, G = G[C U D}. Portanto, todos os vértices
de ¢ tém grau 2 ou 3. Mas como o caso 2 n&o se aplica, podemos concluir
que & é clbico. Entdo (' € um circuito hamiltoniano em G.

Lema 4.14.1 Seja G um grafo cibico ndo bipartido e C' um circuito hamal-
toniano de (G. Sejam o e § duas cordas de C' ¢ {A, B} uma bipartigdo de
G — {a, B} tal que a tem ambos os eztremos a1 € az em A e g tem ambos os
extremos by e by em B. Se para toda corda e de C distinte de o € § o grafo
(G — e ndo € matching covered entdo G € uma colagem seqiencial de K.

Dem. Vamos considerar dois casos, dependendo se as cordas « € 8 se cruzam
ou nao. Considere primeiro o caso em que « e J se cruzam, ou seja, os
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vertices ay, b1, ay, b2 estdo em C nesta ordem ciclica. Neste caso, o grafo
L = G[C U {e, f}] é uma subdivisao impar de K;, um grafo matching
covered.

Para todas as cordas f de C distintas de « e 83, o grafo C + f é matching
covered. Portanto, o e J sdo as iinicas cordas de ', caso contrério, G — ¢
seria matching covered para todas as demais cordas e. Assim, GG é A,

Vamos agora considerar o caso em que & e § ndo se cruzam. Entao
G[C U {a, 5}] ndo é matching covered. Portanto, existe alguma outra corda
e diferente de a e #. O grafo G — e por hipétese nao é matching covered.

Cada corda f, distinta de @, § e e, possui um extremo em A e outro em
B, e C é um circuito par. Logo f é admissivel em C' + f. Portanto. cada
aresta de G — {a, 0, e} é admissivel em (7 —e.

Entao o nao é admissivel em &' — e. Mas (G — e possui emparelhamento
perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira A,, em G — e. contendo ambos
os extremos de «. Como G ¢ matching covered, o é admissivel em G, e
portanto e deve ter seus extremos em componentes distintas de G — A, — e.

O grafo G—e—{«, 8} é bipartido, e portanto, as unicas barreiras maximais
sao as duas biparticdes. Como vimos na Propriedade 2.15, a adicao de arestas
em um grafo matching covered apenas refina as barreiras. Logo, cada barreira,
de G — e, em particular A,, estd contida em uma bipartigao. Como A,
contém os extremos de ¢, temos que A, € A. Podemos entao escolher A,
como sendo uma barreira maximal em G — ¢ que contém os extremos de a.
Comeo f possuil ambos os extremos em B, 3 deve ter seus dois extremos em
uma componente H de G — 4, —e¢.

Pela maximalidade de A,, toda componente de G— A, —e é ndo bipartida.
Mas G — {a, 8} é bipartido e @ tem ambos os extremos em A,. Logo, H,
a componente que contém ambos os extremos de §, € a unica nao trivial.
Vamos denotar o conjunto das componentes triviais de G — 4, — ¢ por 5.
Logo, 5 € B. Entao e deve possuir um extremo em S e outroem V(H}N A.

Por um simples argumento de contagem das arestas de V(A,), temos que
|V(V(H))| = 3. Finalmente, seja T :=V(H)N Ae Bs:=V{(H)N B.

De todos estes fatos podemos concluir que G tem as seguintes proprieda-
des:

1. A pode ser particionado nos conjuntos A, e T';

2. B pode ser particionado nos conjuntos Bg e S
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LAl N T
5 7 (> By

Figura 4.4: Grafo G.

3. As (Bg) contém ambos os extremos de o (3);
4. e € a Unica aresta que liga S a T
5. Existem exatamente duas arestas que ligam A, e By (Figura 4.4},

Seja O := V(V(H)) e considere as duas C-contragoes

G'=G contr(V(H)) e G":=G contr(V(G)— V(H)).

Vamos denotar por v’ (v") o vértice de G’ {G") resultante da contragio
de V(H) (V(G) — V(H)). Como [C| =3 e G ¢ ciibico, temos que G' e G”
sao cabicos. Além disso, (' passa pelas duas arestas que unem A, e Bg.
Portanto, os circuitos C' := CNV(G") e C" := CNV(G") sdo hamiltonianos
em G’ e em G”, respectivamente.

Os grafos G' e (' satisfazem as hipoéteses do Lema, com ', o, €, A,,
S+{v'}eC" e, 8, T+{v"}, Bgno lugar de C, a, 8, A, B, respectivamente.
Podemos entao aplicar hipotese de indugdo a ambos.

Note que ¢ pertence a um tridngulo em G’ e em (. Portanto, G ¢ obtido
pela colagem de G a G” em um vértice que pertence a um triangulo nestes
dois grafos. Pela Propriedade 4.11, G é uma colagem seqiencial de A4, O

Lema 4.15 Seja G uma colagem sequencial de K4. Entdo GG contém um
subgrafo nice que € uma subdivisdo ‘mpar do Ky ou Cg.

Dem. Se (@ tem grau 1 entdo G = K}, e se (¢ tem grau 2 entdo G = Cs.
Vamos supor entao que o grau de (G é maior do que dois.

Cousidere o subgrafo gerador (e portanto nice) H, de (¢, que é uma sub-
divisdo do Cs. Vamos denotar os vértices dos dois tridngulos de H por a, b,
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Figura 4.5: Subgrafo gerador H.

cead,l, d, respectivamente, de tal forma que P,, I e F. sejam caminhos
disjuntos em H que ligam os vértices ¢ a ¢’, b a b’ e ¢ a ¢/, respectivamente
(Figura 4.5). Como |V (H)| é par, devemos ter |V(F,)| + |[V(B)| + |V(£.)]
também par.

Se H é uma subdivisio impar do Cg entdo o Lema esta provado. Senao,
é porque um dos caminhos F,, P, ou P. deve ser uma subdivisdo par das
arestas (a,a’}), (b,b) ou (¢, '), respectivamente. Vamos supor, sem perda de
generalidade, que P, é subdiviséo par da aresta (a,a’), ou seja, que |V(F,)| é
impar. Como |V(FP,)| + |V(B)| + |V(P.)| é par, exatamente um de |V(F})| e
|[V(P,)| é impar e o outro par. Vamos supor, sem perda de generalidade que
[V(P,)| € impar e que |V(P,.)| é par. Entdo H menos a aresta (a,b) € uma
subdivisdo impar do K4 que é nice com relagao a . a

Teorema 4.16 Todo grafo nao bipartido maiching covered contém um sub-
grafo nice que € uma subdivisdo impar de Ky ou Cs.

Dem. Seja G um grafo nao bipartido matching covered. Pelo Teorema 4.14,
(¢ contém um subgrafo nice H que é uma subdivisdo mpar de uma colagem
de sequencial de K. Pelo Lema 4.15, H contém um subgrafo nice £ que é
uma subdivisdo fmpar do K4 ou Cs. Como K é subgrafo nice de H e H ¢
um subgrafo nice de G, temos que K é um subgrafo nice de G. 0

4.5 Bricks distintos de K; e Cy

Nesta se¢do provaremos que se G é um brick diferente do K4 e Cs entdo
existe uma aresta ¢ tal que (¢ — e é matching covered. Este resultado, que é
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fundamental no contexto da teoria dos grafos matching covered, foi provado
por Lovasz [10].

Apresentaremos duas provas para este Teorema. A primeira delas € obtida
atilizando os resultados da secao anterior. A outra é obtida utilizando apenas
os resultados da secdo 4.2.

Teorema 4.17 Seja G um brick diferente de Ky e Cg. Entdo G contém uma
aresta e tal gue G — e € matching covered.

Dem. Pelo Teorema 4.16, ¢ tem uma decomposigdo em orelhas Ay = Gy €
Gy C -+ C Gy = @ tal que o primeiro grafo nao bipartido ¢ uma subdiviséo
{mpar do K4 ou C.

Como (7 € 3-conexo, a ultima orelha desta decomposicio € formada por
uma (se for simples) ou duas (se for dupla) arestas. Como G € diferente de
K, e Cs, o grafo Gy_; ndo é bipartido. Pelo Lema 4.3, Gy é obtido de Gy_,
pela adigdo de uma orelha simples que vamos denotar por e. Portanto, G —e
¢ matching covered. 0

Apresentaremos agora a outra demonstracio deste Teorema.

Teorema 4.18 Todo brick distinte de K4 ¢ Cs contém pelo menos A—2 ares-
tas cuja remocdo de uma delas resulta em um grafo que € matching covered.

Dem. Seja V(v) := {f1,f2,-..,fa}, onde vy denota um vértice de grau
maximo em (5. Para cada 7 tal que 1 <7 < A,

e Seja (); uma classe de eqiiivaléncia minimal da relacdo < induzida por

fe-

e Seja M; um emparelhamento perfeito de (¢ que contém as arestas de

Q.

Por definicao de €);, o emparelhamento M; contém f;, e portanto, ndo
contém f;, para j # 1. Assim, as classes @; sdo duas a duas disjuntas.

Pelo Teorema 4.4, cada ¢}; consiste de uma ou duas arestas. Pelo Co-
rolério 4.5, G — @; é matching covered. Portanto, o Teorema estara provado
se mostrarmos que no maximo duas classes contém duas arestas.

Suponha que trés classes contém duas arestas. Mostraremos entdo que
é 0 K4 ou o Cg e, conseqiientemente, que A = 3.
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Ajuste a notacao, reindexando as arestas de V() se necessario, para que
tenhamos ¢, (J; € (3 contendo duas arestas. Para cada @, sejam ¢; e
suas duas arestas. Pelo Teorema 4.4, G — ; tem uma bipartigio {B;, B;}
tal que e; possui seus dois extremos em B; e € possui seus dois extremos em
B;.

Temos entao 8 blocos, cada um da forma C1NC,NC5. onde cada C; denota
um de B; ou B; e C; denota o outro. Se B denota o bloco €', NC, N5 entao
B denota seu bloco antipodal C; N'Cy; N Ca. Um bloco B é par ou émpar
dependendo da paridade de [{t:1 <21 <3 e = EH Vamos estender esta,
nogao de paridade para os vértices de (7, dando a cada vértice a paridade do
bloco ao qual ele pertence. Chamaremos as arestas {e;,& : | < ¢ < 3} de
especiats € as demals serao chamadas de normais.

Proposicao 4.19 Toda aresta normal de G liga vértices que pertencem a
blocos antipodais e de paridades distintas. Toda aresta especial de G liga
vértices de mesma paridade.

Dem. Considere dois indices distintos ¢ € j, ambos no conjunto {1,2,3}.
Qualquer aresta normal tem um extremo em B; e outro em B;. Portanto,
seus extremos tém paridades distintas e pertencem a blocos antipodais.
Uma aresta especial ¢; tem um extremo em B; N Bj, o outro em B; N B;.
Da mesma forma, & aresta especial €; tem um extremo em B; N B;, o outro

em B; N B;. Portanto, uma aresta especial liga vértices de mesma paridade.
a

Ajuste a notacdo, trocando B; com B» (e conseqiientemente ey com &)
se necessario, de tal forma que ambos os extremos de e sejam pares. Assim,
e1 liga um vértice em By := By N By N B3 com um vértice em 5, N By N Bs.

Caso 1 Ambos os extremos de € também sdo pares.

Neste caso, provaremos que &G é o K4. Por hipétese, nenhum extremo
de &7 pertence a Bp. Se considerarmos o emparelhamento M;, cujas arestas
especiais sao e; e €1, concluimos que

|Bq| = 1+ |Bol.

Portanto, se considerarmos agora os emparelhamentos M, e M3, podemos
concluir que cada uma de e; e e3 possui um tinico extremo em Bp e €5 e &3
nao possuem extremo em By. Temos entdo que
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s os extremos das 6 arestas especiais sio pares;

e cada bloco par tem trés arestas especials incidentes a ele, nenhuma das
quals implica outra;

e as arestas especiais possuem extremos em blocos pares;

e cada bloco par tem um vértice a mais do que seu antipodal impar:
¢ cada bloco par é uma barreira em G,

e cada bloco par é trivial;

e cada bloco impar € vazio.

Portanto, G é formado por quatro vértices, cada um deles constitui um
bloco par, que é adjacente a cada um dos outros trés vértices por trés arestas
especiais, nenhuma das quais implica outra. Finalmente, ndo existe aresta
normal. Entdo G = Ky e A = 3. A analise do caso 1 estd completa.

Caso 2 Ambos os extremos de &) sdo impares.

Neste caso, provaremos que G é o (4. Por hipdtese, um extremo de
€ pertence a By. Se considerarmos o emparethamento M, cujas arestas
especials sao e; € €, concluimos que

|Bo| = [Bol.

Vamos considerar agora os emparelhamentos M, e Ms; ambos {{ez, €5} N
V{(Bo U Bo)| e |{es, &)} N V(Bo U By)| sio pares. Como G é 3-conexo, pelo
menos um deles é ndo nulo, sendao V(B, U By) = {eq, &1}

Ajuste a notagdo, trocando os indices 2 e 3 se necessario, para que te-
nhamos e; incidente em B, e &; incidente em B,. Portanto, se fizermos
By := By N By N Bs, segue que V(B U B,) C {e3,e}. Podemos concluir
entao que os blocos B, juntamente com seu antipodal sdo nulos. Além disso,
es possui seus exiremos em By N By N By e B; N By N B3 e €3 possui seus
extremos nos blocos antipodais destes dois (Figura 4.6).

O proximo passo é mostrar que cada um dos seis blocos nao nulos de &G
é trivial. Para isto, observe inicialmente que cada bloco e seu antipodal tém
o mesmo numero de vértices. Provaremos que By é trivial. Um argumento
similar pode ser usado para os demais blocos.
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Figura 4.6: Os seis blocos ndo nulos de G.

Proposicio 4.20 Os extremos vy e vy de €, € €3 em By, respectivamente,
coincidem.

Dem. Sejam 77 € 77 os extremos de €7 € & em By, respectivamente. Suponha
que t; e vg sao distintos.

Como G é bicritico, G — {v1,v2} tem emparelhamento perfeito. Necessa-
riamente, este emparelhamento perfeito contém ambos & e ;. Portanto, o
subgrafo H de G induzido por By U By \ {vy,vs,77,7;} tem um emparelha-
mento perfeito, digamos V.

Sejam By 1= Bi N By N B; e By := By N B, N Bs. Seja H, o subgrafo de &
induzido por By UB; e Hs o subgrafo de G induzido por BsUBs. O conjunto

(Mg n E(Hg)) U (Ml M E(Ha)) U N ! {81,62,5,5}

¢ um emparelbhamento perfeito de G que contém Qy e J2, uma contradigao.
Portanto, vy = v,. O

Concluimos entdo que By ¢ uma barreira em G, e portanto, é trivial.
Logo, Bo também € trivial.

Cada par de blocos antipodais tém pelo menos uma aresta normal que os
ligam. Resta-nos mostrar que existe uma tnica aresta ligando cada par de
blocos antipodais. Se fizermos isso, podemos concluir que G = Cs ¢ A = 3.

Suponha o contririo. Sem perda de generalidade, suponha que By := {w}
e que A > 3. As arestas especiais que incidem em v, 830 e; e e3. As A — 2
arestas normais que incidem em vy sdo arestas multiplas. Portanto, cada
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uma das classes (J3,@4,...,Qa 530 formadas por uma unica aresta, cada
uma delas sendo uma das arestas normais multiplas que incidem em vy, o
que contradiz nossa hipotese de que pelo menos trés classes (J; sao duplas.

Assim, A =3 e G = Cs. O



Capitulo 5

Decomposicao em Orelhas e
Cortes Justos

5.1 Introducgao

Neste capitulo apresentaremos uma relagio entre o nimero de orelhas du-
plas de uma decomposicio em orelhas de um grafo matching covered e o
numero de bricks de uma decomposigao em cortes justos do mesmo grafo.
Apresentaremos também uma decomposicio em orelhas especial, denominada
decomposicao canonica, que sera utilizada no Capitulo 9.

Na se¢do 5.2 apresentamos uma relagio entre decomposicao em orelhas e
cortes justos. Esta relacdo sera usada na segdo 5.3 para estabelecermos um
limite inferior para o nimero de orelhas duplas de uma uma decomposigao
em orelhas de um grafo matching covered. Nesta mesma se¢io apresentamos
uma conjectura que estabelece um limite inferior para o numero de orelhas
duplas de uma decomposigio em orelhas de um grafo matching covered. Mos-
tramos ainda que uma pequena classe de grafos matching covered satisfaz a
conjectura acima. Vale ressaltar que no Capitulo 8 mostraremos que a con-
jectura é vélida para os bricks, e no Capitulo 9 mostraremos a sua validade
para grafos matching covered em geral.

Na secdo 5.4 mostraremos que, a partir de uma decomposi¢ao em ore-
lhas qualquer, podemos obter uma decomposigdo em orelhas particular que
chamaremos de candnica, de tal forma que o nimero de orelhas duplas utiliza-
dos é o mesmo da decomposi¢do inicial. Veremos, no Capitulo 9, importantes
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GI’ | GH
e -
; <S>
!

Figura 5.1: O corte C' € justo em G.

1 2

¥}
yAAS
J 4

aplicagbes desta decomposigao.

5.2 Decomposicao em orelhas e cortes justos

Sejam G um grafo matching covered e C' := V{(§)} um corte justo em G.
Sejam G’ := G contr(S) e G" := G contr($) (Figura 5.1). Vamos denotar
por d,{G) o nlmero minimo de orelhas duplas de uma decomposicdo em
orelhas de G.

Teorema 5.1 d.(G) > d.(G') + d(G").
Dem. Por indugao em |E(G)|. Seja
D:ZGGZI{‘ZCG]_C"‘CGT':G

uma decomposicio em orelhas de G que usa o mimero minimo d.(G) de
orethas duplas.
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Seja X o conjunto das arestas da 1iltima orelha, que adicionada a G, _;
fornece &. Para cada caminho desta ultima orelha, podemos enumerar suas
arestas a partir da origem com indices 1,2,...,2z + |. As arestas sao entao
classificadas como ¢mpares ou pares, dependendo da paridade do indice.
Como o comprimento do caminho é impar, a classificacao ¢ a mesma In-
dependentemente do extremo do caminho por onde se inicia a enumeragao.

Seja I o conjunto das arestas impares da orelha e P o conjunto das pares.
Entio PUIT = X e PNI = 0. Além disso, para todo emparelhamento
perfeito M de G, temosque PC MelINM=0ou /i CMePNM=10
Se M é um emparelhamento perfeito em G,.; entdo M U P é perfeito em G.

Dado que C' é justo em G, temos que |[CNP| < 1e|CNI|<1. Suponha
que ambos os conjuntos sdo unitarios. Entao todo emparelhamento perfeito
de G ou contém a aresta de C'N P ou contém a aresta de C' N J. Nesse caso.
|C]l=2eC C X. Mas G,_; é conexo. Portanto, ou G' ou G”, digamos ', é
um circuito par, cujas arestas pertencem todas a X. Nesse caso, trivialmente,

L(G)=d(G") e d(G)=0.

Logo, vale a igualdade.

Podemos supor entdao que {C'N X| < 1. Vamos mostrar que C' N P = §.
De fato, G é 2-conexo e portanto C \ X é ndo vazio. Sejam e € (C'\ X)
e M, um emparelhamento perfeito de (G;—; que contém e. Entao M, U P ¢é
emparethamento perfeito em G. Mas C' é justo em (. Portanto, e € a unica
aresta de C' em M e, conseqiientemente, C' NP = .

Assim, podemos concluir que se a orelha for dupla entdo um de seus
caminhos esta totalmente contido em G ou em G, digamos G”. Além disso,
se um dos caminhos da orelha intercepta C entao a parte do caminho em
cada G’ (G”} € uma orelha de &' (G”).

Note que G,_; é matching covered e pelo Lema 3.13, o corte € também
é justo neste grafo. Portanto, as duas C-contrages, G, e G_,, em G,_;
s&o matching covered. Vamos definir f := I se a orelha é duplaet:=0see
simples.

Por definicao,

d(G) =t + d.(Gon).

Por hipdtese de indugio,
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0.(Gron) 2 du(G)y) + du(G,).

Fazendo um ajuste de notagdo temos

dlGLy) 2 du(G)
t+d(GLy) > d(G).
Destas quatro desigualdades, obtemos a desigualdade enunciada. O

5.3 Decomposicao em orelhas 6tima

Nesta se¢do apresentaremos alguns resultados que visam responder & seguinte
questdo: Qual é o nimero minimo de orelhas duplas em uma decomposigao
em orelhas de um grafo matching covered? Uma decomposigao em orelhas é
dtima se usa o numero minimo de orelhas duplas.

Inicialmente usaremos o Teorema 5.1 para mostrar um limite inferior para
o nimero de orelhas duplas. Lembre-se que () denota o nimero de bricks
de uma decomposi¢do de G em cortes justos. Dentre os b(G) bricks desta
decomposicao, vamos denotar por p(G) o mimero de bricks que sdo, a menos
de arestas paralelas, isomorfos ao grafo de Petersen.

Teorema 5.2 Para todo grafo matching covered, d.(G) > b(G) + p(G).
Dem. Por indu¢do em |V((G)|. Vamos considerar inicialmente o caso em que

(G possui um corte justo ndo trivial C. Sejam G’ e G” as duas C-contragoes.
Pelo Teorema 5.1,

d(G) > d.(G") + du(G").

Por hipétese de indugao,

dJ{G")
d*(G”)

(&) + p(G')
b(GH) +p(GH).
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Pelo Teorema Fundamental da decomposicio em cortes justos (Teo-
rema 3.7),

HG) +6(G") = H(G)
p(G") +p(G") = plG).

Portanto, vale a desigualdade.

Podemos entao supor que G é um brace ou um brick. Se G for um brace,
HG) + p(G) = 0. Se G for um brick distinto do grafo de Petersen,

d.(G) 2 1 =b(G) + p(G),

onde a desigualdade vem do fato de que G néo é bipartido.

Resta considerar o caso em que (¢ é o grafo P de Petersen. Para toda
aresta o de P, o grafo P — o € matching covered. Portanto, em qualquer
decomposicio em orelha de P, sua iltima orelha é uma aresta. Mas P é
transitivo nas arestas, portanto

di(P) = d.(P — ), para todo a € E(P).

Fazendo uma decomposicao de P —« em cortes justos obteremos, a menos
de arestas miltiplas, dois K4. De fato, d.(P) = 2 = b(P) + p(P). 0

0O Teorema 5.2 sugere a seguinte conjectura:

Conjectura 5.3 Todo grafo maiching covered admite uma decomposicdo em
orelhas que usa b+ p orelhas duplas. O

Terminaremos esta secdo apresentando um Lema que sera utilizado no
Capitulo 8.

Lema 5.4 Sejam G um grafo matching covered ¢ C um corte justo em G.
Sejam G e Ga as duas C-contracdes em G. Suponha que eriste uma de-
composicdo em orelhas de Gy que usa d orelhas duplas e que G, ¢ bipartido.
Entdo eriste uma decomposicGo em orelhas de & que usa d orelhas duplas.
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Dem. Por inducdo em |E(G)|. Vamos supor que C = V(X) e que Gy é
obtido pela contracdo de X ao vértice Z. Analogamente, G2 é obtido pela
contracao de X ao vértice z.

Por hipdtese, G3 € bipartido. Vamos mostrar inicialmente que é suficiente
analisar o caso em que (G, é um brace. Suponha que 3 nao € brace, ou
seja, {2 possui um corte justo nao trivial. Tome um corte justo nao trivial
D = V(S) em G; tal que a margem que contém z seja maximal. Fixe a
notacdo para que tenhamos z € S.

Entdo D é justo em G. Seja G' e G” as duas D-contragdes em G onde G
é obtido pela contracao de 5. Assim, o corte C é justo em G'. Uma das (-
contrages em (& é o grafo Gy e a outra é um grafo bipartide. Por hipdtese
de inducdo, existe uma decomposi¢ao em orelhas de G' que usa d orelhas
duplas. Note que pela escolha que fizemos do corte D, podemos concluir que
(" é brace. Portanto, podemos supor que (3 € brace.

Suponha que G, tenha pelo menos trés vértices em cada bipartigao. Pelo
Lema 3.14, G3 — e é matching covered para toda aresta ¢ de G,. Tome
entdo uma aresta ¢ € E((G;) que ndo incide em z. Assim, &G — ¢ também
¢ matching covered e todas as hipdteses do Lema continuam validas. Por
hipétese de indugao, existe uma decomposi¢io em orelhas de G — e que usa
d orelhas duplas. Agora acrescente e a esta decomposi¢do para obter uma
decomposicdo para G com a mesma propriedade.

Podemos supor entao que G tem dois vértices em cada biparticio. Entéo
uma das biparti¢bes de (7, contém z e um outro vértice, digamos u, e os da
outra biparticio vamos denotar por v; e vy. Portanto, adj(u) = {v1, ve}.

Por hipotese, existe uma decomposicdo em orelhas D; de (G que usa d
orelhas dupla. Seja ) a dltima orelha de D;. Logo, Gy — (J € matching
covered. Vamos fazer ¢ := () se ) é simples e ¢ ;=1 se () € dupla.

Suponha que T & V(Q). Neste caso, G— ¢ é matching covered e todas as
hipéteses do Lema continuam vélidas com d — ¢ no lugar de d. Por hipotese
de indugao, existe uma decomposicio em orelhas de G — ¢ que usa d — ¢
orelhas duplas. Agora acrescente ¢} a esta decomposicdo para obter uma
decomposi¢do para G com d orelhas duplas.

Entdo T € V(Q). O caso em que T é vértice interno de um caminho de
@ é trivial. Podemos supor entdo que 7 é um extremo de um caminho de ¢J.
Logo, em (7, este caminho tem um extremo em vy ou vz, digamos ;.

Se vo tem dois vizinhos em X entdo novamente G — ¢} € matching covered
e podemos terminar por hipétese de indugdo. Se vz tem um tnico vizinho em
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X entao (G é uma subdivisao impar de (G{. Neste caso, claramente o Lema é
verdadeiro. O

5.4 Decomposicao em orelhas canénica

Uma decomposi¢ao em orelhas de um grafo matching covered ndo bipartido
é candnica se o primeiro grafo nao bipartido obtido é uma subdivisio fmpar
do K4 ou Cgs. O Teorema 4.16 garante que todo grafo matching covered nao
bipartido tem uma decomposi¢io em orelhas candnica. No entanto, ele nao
diz nada sobre o nimero de orelhas duplas desta particular decomposicao.
Nesta secao mostraremos que podemos obter uma decomposicao canonica
sem aumentar o nimero de orelhas duplas.

Seja G um grafo matching covered ¢ u um vértice de grau dois em G.
Sejam v e w os vértices adjacentes a u e considere o corte justo C := V(X),
onde X := {u,v,w}. Seja Gy o grafo obtido de & pela contragido de X a um
tinico vértice z.

Lema 5.5 Se existe uma decomposigdo em orelhas candnica de Gy que usa
d orelhas duplas entdo existe uma decomposigio em orelhas candnica de G
que usa d orelhas duplas.

Dem. Se v ou w tem um tnico vizinho em X entio G é uma subdivisio
impar de (5} e, neste caso, o Lema é claramente verdadeiro. Podemos supor
entao que v e w tém, cada um, pelo menos dois vizinhos em X. Neste caso,
o grau de ¢ em (7; é pelo menos quatro, ¢ portanto, G4 nao € subdivisio
impar de K, e nem de Cs.

Por hipdtese, existe uma decomposi¢io em orelhas candnica D; de Gy que
usa d orelhas duplas. Seja @ a dltima orelha de D,. Logo, G1 —~ & é matching
covered. Como Gy nio é subdivisdo impar K, e nem Cs, podemos concluir
que G7 — @ € ndo bipartido. Vamos fazer £ := 0 se () é simplese?:=1 se ()
é dupla. Entdo Dy — @ € uma decomposicao em orelhas canoénica de Gy — ()
que usa d — t orelhas duplas.

Se z &€ V(Q) em G entdo claramente G — @ é matching covered e se
z € V(@) entdo como o grau de z em G é pelo menos quatro e ¢ é simples,
concluimos que = deve ser extremo de um caminho de §. Logo, em (, este
caminho tem um extremo em v ou w, digamos v. Como v tem dois vizinhos
em X temos novamente que G — ¢ é matching covered. Portanto, G — @ ¢é
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matching covered em qualquer caso. Por hipdtese de inducao, existe uma de-
composigao em orelhas candnica de G— ¢ que usa d—1 orelhas duplas. Agora
acrescente ¢ a esta decomposi¢do para obter uma decomposicao candnica de
(G com d orelhas duplas. _ O

Lema 5.6 Sejam (G um grafo matching covered e C' um corte justo em (5.
Sejam G e Gy as duas C-contracdes em (G. Suponha que eriste uma de-
composicao em orethas candnica de Gy que usa d orelhas duplas e que G; €
bipartido. Entdo existe uma decomposi¢io em orelhas canénica de G que usa
d orelhas duplas.

Dem. Por indugao em [E{G)|. Vamos supor que € = V(X) ¢ que G, ¢
obtido pela contragdo de X ao vértice z. Analogamente, G5 é obtido pela
contracio de X ao vértice 7.

Por hipatese, 7 € bipartido. Vamos mostrar inicialmente que € suficiente
analisar o caso em que (7 é um brace. Suponha que (3 nao é brace, ou
seja, (G2 possui um corte justo nio trivial. Tome um corte justo nao trivial
D := V(5) em G, tal que a margem que contém Z seja maximal. Fixe a
notagao para que tenhamos ¥ € §.

Claramente, D é justo em G. Sejam G’ ¢ G" as duas D-contragdes em G
onde G’ é obtido pela contracio de S. Assim, o corte C' é justo em G'. Uma
das C-contragoes em G’ é o grafo G e a outra é um grafo bipartido. Por
hipdtese de indugdo, o Lema € verdadeiro para . Note que pela escolha que
fizemos do corte D, podemos concluir que G" é brace. Portanto, podemos
supor que (, € brace.

Suponha que G tenha pelo menos trés vértices em cada biparticdo. Pelo
Lema 3.14, Gy — e € matching covered para toda aresta e de (5. Tome entio
uma aresta e € F(G3) que ndo incide em Z. Assim, G—e também é matching
covered e todas as hipdteses do Lema continuam validas. Por hipdtese de
indugao, existe uma decomposicio em orelhas candnica de G — ¢ que usa
d orethas duplas. Agora acrescente e a esta decomposigio para obter uma
decomposicao para ¢ com a mesma propriedade.

Podemos supor entdo que (3 tem dois vértices em cada biparticdo. Entdo
uma das biparti¢bes de (G5 contém T e um outro vértice, digamos u. Vamos
denotar os vértices da outra biparticdo por v € w. Portanto, adj(u) = {v,w}.
Comeo G é simples, v tem grau dois em . Podemos entdo terminar pelo
Lema 5.5. O
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Agora, )4 estamos em condi¢bes de provar o Teorema da Decomposicio
Candnica. Este Teorema ¢ composto pelos dois resultados seguintes que sao
de autoria de U. S. R. Murty. Um grafo ndo bipartido matching covered

é quase-bipartido se ele é obtido pela adigdo de duas arestas a um grafo
bipartido.

Teorema 5.7 Todo grafo quase-bipartido tem uma decomposicdo em orelhas
canonice que usa uma unica orelha dupla.

Dem. Seja (G um grafo quase-bipartido obtido pela adigio das arestas e
e f a um grafo bipartido #. Suponha que G é brick. Se G é A, ou Cg,
nao ha nada a provar. Se nao, G contém uma aresta h tal que G — h é
matching covered {Teor. Lovdsz). Claramente, G — h é quase-bipartido. Por
hipétese de indugdo, G — £ tem uma decomposicio em orelhas canonica que
usa uma unica orelha dupla. Adicione A a esta decomposi¢do para obter uma
decomposi¢ao canonica de G que usa uma unica orelha dupla.

Se & nao é brick entdo tome um corte justo ¢ em G. Uma das C-
contragoes é bipartida e a outra é um grafo G; quase-bipartido. Por hipétese
de indugdo, &; tem uma decomposicido em orelhas candnica que usa uma
inica orelha dupla. Pelo Lema 5.6, G tem uma decomposi¢ao em orelhas
candnica que usa uma tunica orelha dupla. O

Teorema 5.8 Sejam G um grafo matching covered nao bipartide ¢ D uma
decomposi¢do em orelhas de G que usa d orelhas duplas. Fntdo G tem uma
decomposigdo em orelhas canonica que use no mdzimo d orelhas duplas.

Dem. Por indugéo em |E(G)|. Seja D =Ky =G CG1 C - C G =G
uma decomposicdo em orelhas de G que usa d orelhas duplas.

Se (G,-1 € nido bipartido entdo, por hipdtese de inducdo, G,-; tem uma
decomposi¢ao em orelhas candnica, Dy, que usa d ou d — 1 orelhas duplas
dependendo se a iltima orelha de D é simples ou dupla, respectivamente.
Portanto, adicionando a D; a tltima orelha de D temos uma decomposi¢io
em orelhas canodnica de G que usa d orelhas duplas.

Podemos supor entéo que G- é bipartido. Como GG é néo bipartido, a
ultima orelha de D é dupla e d = 1. Se G tem um vértice de grau dois entdo
podemos resolver pelo Lema 5.5. Suponha entdo que nenhum vértice de G
tem grau dois. Vamos denotar por (A, B) a biparticdo de G,_1. Por hipdtese,
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(7 & ndo bipartido. Entao a ultima orelha de D é dupla e composta por duas
arestas, sendo que uma delas tem ambos os extremos em A e a outra tem
ambos os extremos em B. Logo, ¢ € quase-bipartido. Pelo Lema 5.7, & tem
uma, decomposicao em orelhas candnica que usa uma nnica orelha dupla. O



Capitulo 6

Cortes Robustos

6.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos alguns cortes impares especiais que os bricks
em geral possuem. Apresentaremos também vérias propriedades destes cor-
tes. Estas propriedades serdao importantes para demonstrarmos, no préximo
Capitulo, o Teorema de Lovasz-Vempala.

Na segio 6.2 introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Para
se ter uma idéia, um corte impar em um brick é bom se ele satisfaz duas
condigdes; uma delas diz que as duas contragdes deste corte devem ser match-
ing covered. Este conceito nos permite provar nesta se¢do um Teorema que
€ uma relaxacdo do Teorema de Lovasz-Vempala.

Na secao 6.3 mostramos que os bricks em geral possuern cortes bons tais
que cada uma das contragoes deste corte, além de ser matching covered, ainda
possui a propriedade de que sua decomposigdo em cortes justos fornece um
inico brick. Estes cortes recebem o nome de robustos.

Na sec¢ao 6.4 estudamos as propriedades dos cortes robustos que possuem
uma margem de tamanho minimo.

6.2 Cortes bons

Nesta secdo introduziremos o conceito de cortes bons para bricks. Este con-
ceito nos permitird provar um Teorema que, na verdade, é uma relaxagao do
Teorema de Lovdsz-Vempala. Alguns Lemas sdo necessarios.

68
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Lema 6.1 Scjam G um brick, C := V(X) um corte tmpar em G ¢ G’ o
grafo obtido de G contraindo X a um inico vértice . Entdo G’ € brick se,
e somente s¢, G — X € 2-conexo e critico.

Dem. Se (' é brick entao claramente ¢ — X é 2-conexo e critico. Suponha
que ' — X € 2-conexo e critico, e vamos mostrar que G’ € brick.

Vamos mostrar inicialmente que ¢/ tem emparelhamento perfeito. Seja
u um vértice de ' que é adjacente a z. Como G — X é critico, G' — {u, z}
tem emparelhamento perfeito M’. Logo, M’ acrescido da aresta {u,r) é um
emparelhamento perfeito de G'. Portanto, ' tem emparelhamento perfeito.

Vamos mostrar agora que (' ndo possui barreiras ndo triviais. Seja B
uma barreira nao trivial em G’. Como G’ tem emparelhamento perfeito,
temos que |Z{G’ — B)| = |B|. Se z pertence a alguma componente Impar
de ¢ — B entdo B seria uma barreira nio trivial em . Logo, * € B. Seja
y um vértice de B tal que y # z. Entao (G — X) —y = G — {z,y} néo
tem emparelhamento perfeito. Mas isto é uma contradigéo, pois G — X ¢
critico. Portanto, G’ nio possui barreiras nio triviais. Além disso, G’ possui
emparelhamento perfeito. Portanto, G € bicritico.

Suponha que G’ nao é 3-conexo. Entdo G’ contém um 2-separador {u,v}.
Se u e v sdo distintos de z entdo {u, v} é um 2-separador em (G. Se # = z entao
v é vértice de corte de G — X. Em ambos os casos temos uma contradigao.
Logo, G' é 3-conexo.

Portanto, &' € bicritico € 3-conexo, ou seja, € um brick. a

Lema 6.2 Seja G um grafo conezxo e suponha que contraindo dots vértices u,
e ug de G obtemos um grafo critico. Entdo G tem emparelhamento perfetto.

Dem. Veja [13, pag. 80]. ]

Lema 6.3 Seja G um grafo conexo, uy, Uz, vy € Ug quatro vértices de G tais
que contraindo u; e uy pare formar u, vy e vy para formar v, e ligando u ¢
v por uma aresta obtemos um brick. Entdo um dos grafos G, G —wy — vy, e
G — uy — vy tem emparelhamento perfeito a ndo ser que G seja o grafo “H”

da Figura 6.1.
Dem. Veja [13, pag. 80}, [10]. 0

Um corte C em um brick G é bom se:
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(73] Uy

(%3] ve
) * .

Figura 6.1: Grafo H.

Figura 6.2: Um corte bom no grafo Cs.

o As duas C-contragdes em (G sdo matching covered;

e DExiste um emparelhamento perfeito My em G tal que (Mg N C| = 3.

Claramente, o segundo item desta defini¢do nos garante que um corte bom
¢ {mpar e ndo trivial. A seguir apresentaremos alguns exemplos de cortes bons
em bricks. O grafo Cg claramente contém um corte bom (Figura 6.2). Os
Lemas a seguir apresentam alguns cortes bons mais interessantes € que serdo
usados posteriormente.

Lema 6.4 Seja G um brick e e uma aresta de G. Sejam X e Y partes de
V(G) tais que:
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1. O grafo ¢ := G — ¢ € matching covered.

2. Os cortes C':=V@(X) e D' :=Va(Y), associadosem G’ a X ea V',

respectivamente, sdo ambos justos e ndo triviais.

3. Para cadae emparelhamento perfeito M de G, os cortes €' := V(X) e
D :=V(Y) em G satisfazem a desigualdade

IMNC|+[MnD| <4
Entdo os cortes C e D sdo ambos bons em G.

Dem. Vamos inicialmente provar que ambas as ('-contracoes em G sdo
matching covered. Para isto, basta provar que para toda aresta f de ¢
existe um emparelhamento perfeito M; de G que contém f e que contém
precisamente uma aresta de C.

Dado que G € matching covered e que €’ é justo em (', esta propriedade
vale trivialmente para toda aresta f de G distinta de e. Para a aresta e,
observe que o corte D nao é trivial em G pois D' nao € trivial em G'; dado
que (G é um brick, D nao é justo em . Assim, G tem um emparelhamento
perfeito M¢ tal que |Mg N D| = 3.

Da terceira hipdtese, segue que |[McND| =3 e |McNC| = 1. Além disso,
IY é justo em (' e portanto M¢ nao é um emparelhamento perfeito em G;
assim, € € Mg, De fato, ambas as C-contragdes de G sao matching covered.

Mas vimos também que {M¢ N D| = 3. Por simetria, existe um empare-
lhamento perfeito Mp de G tal que |Mp N C| = 3. De fato, C' é bom em G.
Por simetria, D) também é. !

Lema 6.5 Seja G um brick e € uma aresta tal que G — e € matching covered
e contém uma 2-separacde. Lnido tode corte justo associado ¢ uma 2-
separacdo de G —e € bom em G.

Dem. Vamos fazer € := (vy,v2) € seja {u,v} uma 2-separagio em G — e.
Como G é 3-conexo, esta 2-separagido deve separar v, de vy; caso contrario,
{u,v} seria uma 2-separagio em (. Na verdade, G — ¢ — {u,v} contém
exatamente duas componentes e estas sdo pares. Além disso, uma delas
contém v; € a outra contém v,.
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Sejam C' e " os cortes justos de G — e associados a 2-separagéo {u,v}.
Claramente, estes cortes sdo ndo triviais. Além disso, para cada emparetha-
mento perfeito M de (G, os cortes (' e C’, considerados agora como cortes em
(3, satisfazem a desigualdade

IMAC|+|MND| <4

Pelo Lema 6.4, C' e {7 sdo ambos bons em . a

Suponha que G seja um brick e que ¢ seja uma aresta tal que G' 1= G —e¢
é matching covered. Seja B uma barreira nao trivial em G’ e seja H uma
componente nio trivial de ' — B. Por um argumento de contagem ¢ facil
mostrar o seguinte resultado:

Lema 6.6 Para todo emparelhamento perfeito M de G tem-se |M N
V(V(H))| < 8, com tgualdade para no mdzimo uma das componentes de
G' - B, e somente see € M. 0

Considere agora o grafo L obtido de G' contraindo V{(G) — V(H) a um

unico vértice b.

Lema 8.7 Para toda 2-separagdo de L, os cortes em G, correspondentes aos
cortes justos em L provenientes da 2-separagdo, sdo bons.

Dem. Seja {u,v} uma 2-separagio de L e sejam C' e C' os cortes justos de
(' associados a 2-separacio {u,v}.

Se b & {u,v} entdo C e C’ sdo cortes justos associados a uma 2-separacao
de G e, pelo Lema 6.5, eles sdo bons em G. Podemos supor entdo que o = u
ou b = v, digamos b = v (Figura 6.3).

Pelo Lema 6.6, |M N V(V(H))] < 3, para todo emparelhamento per-
feito M de (. Assim, os requisitos do Lema 6.4 estdo satisfeitos, pois se
considerarmos C' e C’ como cortes em G temos que

IMOC|+|MNC|=MnNVVHE)+1<4
Portanto, C e C' sao bons em G. 0

Vamos apresentar um terceiro exemplo de corte bom em um brick. Su-
ponha que G seja um brick e que e seja uma aresta tal que G’ := G —¢e €
matching covered. Seja B uma barreira néo trivial em G'.
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Figura 6.3: Exemplo de corte bom.

Lema 6.8 Suponha que G’ — B tenha duas componentes ndo triviais. Entdo
todo corte associado & uma componente ndo trivial de G' — B € bom em G.

Dem. Sejam H, e H; duas componentes ndo triviais de G' — B e seja M um
emparelhamento perfeito em (. Pelo Lema 6.6,

M 0TV + M0 V(V(H))| < 4.

Novamente, as condicbes do Lema 6.4 estdo satisfeitas. Portanto, ambos
os cortes sdo bons. a

Relembre que o nimero de bricks de uma decomposicio em cortes justos
de um grafo matching covered G é denotado por b(G). O Teorema 4.17 afirma
que se G é um brick diferente de K, e Cg entdao G contém uma aresta ¢ tal
que G — e é matching covered. Porém, se tomarmos uma aresta e qualquer
de GG, o nimero de bricks de G — e pode ser arbitrariamente grande. O que
gostariamos é de obter uma aresta uma aresta e tal que 5G — e) fosse o
menor possivel.

Motivados por este problema, introduzimos a seguinte definigdo: Dizemos
que uma arestas e em um brick G é disponivel se G — e é matching covered
eb(G—¢e)=1.

O Teorema de Lovész-Vempala afirma que todo brick diferente do Ky, Cs
e do grafo de Petersen contém uma aresta disponivel. O Teorema a seguir €
uma relaxacao deste.
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Figura 6.4: B € uma barreira ndo trivial maximal em G — e.

Teorema 6.9 Seja G um brick e e uma aresta tal que G — e € matching
covered. Entdo

(i) Ou a aresta e € disponivel em G.
(11) Ou G contém um corte bom.

(iii) Ou G € o grafo de Petersen.

Dem. Vamos fazer e := (v1,v3). Por hipétese, G — e é matching covered. Se
(G — e é brick entdo e é disponivel em G. Podemos assumir entio que G — e
nao é brick.

Se G — e é bicritico entdo como G — e ndo é brick, ele deve ter uma
2-separacdo. Pelo Lema 6.5, G possul um corte bom.

Portanto, G — e nao é bicritico, ou seja, ele deve possuir uma barreira
nao trivial. Seja B uma barreira nio trivial maximal de G — e. Como G
nao contém barreira nio trivial, os extremos v; e v; de e devem pertencer a
componentes distintas de G — ¢ — B. (Figura 6.4).

Se G — ¢ — B possul mals de uma componente nao trivial entao pelo
Lema 6.8, G possui um corte bom. Podemos supor entdo que G — e — B
possui exatamente uma componente nao trivial. Note que esta propriedade
vale para toda barreira maximal nio trivial de G —e. Podemos concluir entao
que G — e satisfaz o item 2 ou 3 do Teorema 3.23.

Suponha que G — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G — ¢
possui uma barreira nio trivial B tal que se A é o conjunto das componentes
triviais de (G — ¢ — B entéo o grafo L obtido de G — ¢ pela contracdo de BU A
a um unico vértice b é bicritico. Entdo e possui um extremo, digamos vy, em

A.
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Figura 6.5: Os grafos G, L e G".

Se L é brick entdo b(G — e) = 1, ou seja, ¢ é disponivel em . Supo-
nha entdo que L ndo é brick. Logo, L deve conter uma 2-separagio. Pelo
Lema 6.7, G possui um corte bom.

Portanto, G — e deve satisfazer o item 3 do Teorema 3.23. Ou seja, G —e
possui duas barreiras ndo triviais By e Bz, onde uma delas, digamos By, é
maximal em G'—e, tais que G—e— B; (i = 1,2) possui uma Unica componente
nio trivial e se A; (i = 1,2) representa o conjunto das componentes triviais
de G—e— B; entao B1U A, é disjunto de BaU A; e o grafo G” obtido de G —e
pela coniracio de By U A; a um tnico vértice b; e pela contraciao de By U A,
a um tnico vértice b, é bicritico. Além disso, em (., a aresta e possui um
extremo em A, e 0 outro em A, (Figura 6.5). Observe que G” € resultado de
contragdes de cortes justos de G — e.

Lema 6.9.1 G ndo ¢ brick.
Dem. Se G" é brick entdo e é disponivel em (. ]

Portanto, G € bicritico mas nido é brick. Conseqientemente, ele deve
conter uma 2-separacao.

Lema 6.9.2 A dnica 2-separacio de G’ € {h,b,}.
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by

Figura 6.6: Os grafos G, L; e J,.

Dem. Se {z,y} é uma 2-separacio de G” onde nem  nem y esta em {b;, b2}
ou se {z,b} é uma 2-separacao de G" onde z ¢ {b;,b;} entio pelos Le-
mas 6.5 e 6.7, respectivamente, temos que G possul um corte bom. O

Sejam H,, H, ..., H, as componentes conexas de G"—{b;, b;}. Se alguma
destas componentes é impar entdo, por paridade, pelo menos duas delas
devem ser {mpares e, neste caso, B, U B; seria uma barreira nio trivial em
G — e. Mas isto contradiz a maximalidade de B;. Portanto, todas estas
componentes H; sao pares. Como {b, 5} € uma 2-separagio de G", devemos
ter r 2 2 (Figura 6.6).

Para i = 1,2,...,7, seja L; o grafo formado a partir de H; acrescentando
as arestas que ligam H; a By e H; a B;. E seja J; o grafo obtido de L;
contraindo-se os vertices de By, e também os de B, e ligando-se os vértices
resultantes das contracdes por uma aresta (Figura 6.6).

Note que cada H; deve estar ligada a B; por pelo menos uma aresta (caso
contrario, G — e — B, teria uma componente par). Da mesma forma, H; deve
estar ligada a B; por pelo menos uma aresta.

Vamos mostrar que cada H; esta ligada a B; (e a B;) por pelo menos
duas arestas nao vizinhas. Se existe u € By tal que adj(H;)N By = {u} entéo
considere o grafo G' obtido de G — ¢ contraindo B; U A; a um unico vértice
by, Os vértices u € by formam uma 2-separagao neste grafo. Pelo Lema 6.7,
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(7 possul um corte bom.

Se existe u € H; tal que adj(B1) N H; = {u} entdo {bz,u} seria uma
barreira em GG”, o que € uma contradicao pois G” é bicritico. Portanto, cada
H; esta ligada a By e a B; por pelo menos duas arestas nao vizinhas.

Lema 6.9.3 Cada J; € um brick.
Dem. Segue do fato de que G” é bicritico e do Lema 6.9.2. O

Para a parte restante desta demonstragdo, precisamos construir empare-
lhamentos perfeitos especiais de . Eles podem ser obtidos combinando os
trés tipos de emparelhamentos descritos abaixo:

(i) Para cada i, existe um emparelhamento X; em L; que emparelha dois
vértices de H; com dois vértices de B; e os demais vértices de H; sao
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; — by é critico. Seja H! o
grafo obtido de J; — by quebrando b, em dois vértices. Pelo Lema 6.2,
H! tem emparelhamento perfeito.)

Da mesma forma, existe um emparelhamento ¥; em L; que emparelha
dois vértices de H; com dois vértices de B, e os demais vértices de H;
sdo emparelhados entre si.

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito @;. (Note que H; =
Ji — {h,b3}. Como J; é brick, segue que H; tem emparethamento
perfeito.)

(1i1) Dados quaisquer dois vértices p e ¢ de B; existe um emparelhamento
N1 que emparelha v; com v, e os vértices de A; — {v;} com os de
B, — {p,q}. (Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento per-
feito. Um emparelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém
tal emparelhamento ¥,.)

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e ¢ de B, existe um
emparelhamento V2 que emparelha v; com vy € 0s vértices de Az — {v2}
com os de By — {p,q}-

Lema 6.9.4 Considere o corte C = V(A U By U Hi). Ambas as C-
contregdes em (G s@o matching covered,
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Dem. O corte C € justo em G — e. Logo, ambas as C-contracoes em
(G — e sao matching covered. Considere o emparelhamento perfeito F :=
XiUY2UNMUNUQ3U---UQ, de G. Observequee € FelFNC|=1,
Logo, ambas as C-contragdes em G também sio matching covered. O

Lema 6.9.5 O numeror de componentes pares de G—e—(A;UB;)—(AUB;)
¢ dots.

Dem. Suponha que r > 3. Considere o corte C := V(A U By U Hy).
Pelo Lema 6.9.4, ambas as C-contracées em G sdo matching covered. Seja
F = Q1UXQU%UNlUN2UQ4UQ5U"'UQ,-. Entao |CﬂF| :3, €
portanto, C' é bom. 0

Deste ponto até o final da demonstracio vamos fazer C' := V{4, U B; U
Hy). Vamos agora definir um emparelhamento em L; como sendo do #ipo !
se ele emparetha um vértice de H; com um vértice de By, outro vértice de H;
com um vértice de B; e o restante dos vértices de Hy sao emparelhados entre
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em Ly como sendo do tipo
2 se ele emparelha um vértice de H, com um vértice de B, ouiro vértice de

H, com um vértice de B, e o restante dos vértices de H, sdo emparelhados
entre si.

Lema 6.9.6 Se M, € do tipo I e My € do tipo 2 entdo M; U M, néo ¢
emparelhamento em G.

Dem. Se M; U M, é emparelhamento entdo considere £ := M; U Mo U N U
N,. Claramente, F' é emparelhamento perfeito de G e |[FF 1 C| = 3. Pelo
Lema 6.9.4, ambas as C-contragdes sio matching covered. Portanto, C é
bom. a

Temos agora informagoes suficientes para deduzir que G é, na verdade, o
grafo de Petersen. Vamos definir um grafo bipartido W que sera 2-aresta-
colorivel. A biparticdo de W serd (By, By). Um vértice p em B; serd ligado a
um vértice p’ em B por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento
do tipo 1 em L; que os satura. Analogamente, existird uma aresta azul entre
p e p' se existir um emparelhamento do tipo 2 em L, que os satura.

Pelo Lema 6.9.6, nenhuma aresta vermelha ¢ disjunta de uma aresta azul.
Como Jy € brick, e portanto matching covered, todo vértice de By U B; que é
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vermelhas: (py,p2) e (q1,¢32)

azuis: (p1,¢2) e (P2, ¢1)
P2 q2

Figura 6.7: Grafo bipartido W.

adjacente em G com um vértice em H; é saturado por um emparelhamento
do tipo 1 e, consequentemente, € incidente em W com uma aresta vermelha.
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B, e pelo menos dois em B,
que sdo incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas
azuis.

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve
ser composto por um 4-ciclo py, py, q1, 42, onde {p;,q;} € B; ( = 1,2), e
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7).

Vamos mostrar agora que, na verdade, B; = {p;,¢;} (¢ = 1,2). Suponha
que B; contenha um vértice z distinto de p, e ¢;. Se z € vizinho de algum
vertice ¥y em B, entdo existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou
2 tal que M acrescido da aresta (z,y) também é emparelhamento em G.
Claramente, M U (z,y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de
(7 que intercepta C' em trés arestas.

Concluimos entido que nenhum vértice de B; pode estar ligado a um de B;.
Portanto, qualquer outro vértice de By — {p1, g1 | deve somente ser adjacente
a vértices em Ay. Isto implica que A é uma barreira em . Como G € brick,
devemos ter |A;| = 1. analogamente, |Aq| = 1.

Se L; ou L, tem emparelhamento perfeito, digamos M, entao M pode
ser estendido a um emparelhamento de G que intercepta C em trés arestas.

Resumindo, temos as seguintes informacdes sobre L;: Identificando p,
com ¢y, € Pa COM g2, e ligando os vértices resultantes por uma aresta, obtemos
o brick J;. Nenhum dos trés grafos L, L; — {p1,¢2} € L1 — {q1,p2} tém
emparelhamento perfeito. Pelo Lema 6.3, L; deve ser isomorfo ao grafo da
Figura 6.1. Analogamente, Ly deve ser isomorfo ao mesmo grafo (Figura 6.8).
Entdo & € o grafo de Petersen (Figura 6.9). a

Podemos agora enunciar o seguinte resultado:
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Ly Lo

P2 a2 P2 g2

Figura 6.8: Grafos L, e Ly.

M v

Figura 6.9: O grafo de Petersen.
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Teorema 6.10 Todo brick distinto do K4 € do grafo de Petersen contem
uma aresta disponivel ou um corte bom.

Dem. Seja (¢ um brick distinto do K4 e do grafo de Petersen. Se G = (s
entdo (¢ tem um corte bom. Podemos supor entio que G nao é o Cg.

Pelo Teorema 4.17, G possul uma aresta e tal que G — e € matching
covered. Podemos agora usar o Teorema 6.9 para concluir que e é disponivel
ou (G possul um corte bom. a

6.3 Cortes robustos

Um corte bom C em um brick G € robusto se cada uma das C-contragoes
possul um unico brick.

Para um corte impar C, vamos denotar por M(C) o conjunto dos em-
parelhamentos perfeitos M de G que intercepta C' em exatamente &k arestas,
ou seja, (M NC| =k

Seja G um brick e seja C' um corte bom em G. Seja My um emparelha-
mento perfeito de G tal que {MoNC| = 3. Entao M, (C) # 0 e My € M3(C).

Considere agora o conjunto Cy de todos os cortes bons C’ de G tais que:

1. My(C) € M (C).
2. My € Ms3(C').
3. My(C") é maximal.

Para j = 3,5,..., seja C; o conjunto de todos os cortes C' de C;_, tais
que M:(C’) é maximal. Seja k := maz{j : (; # 0}. O Teorema a seguir
mostra que os cortes do conjunto Cy sao todos robustos.

Teorema 6.11 Se C € C;;, entdo C ¢ robusto.

Dem. Vamos denotar as margens de C por X e X. Seja Gy o grafo obtido
de & contraindo-se 2 margem X a um tnico vértice . Vamos mostrar que

b(G,) =1 por indugao em |V(G1)].

Como C € C; temos que:

e As duas C-contracbes em (7 sdo matching covered;
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Figura 6.10: Grafo G.

o O emparelhamento perfeito My de G € tal que |Mp N C| = 3.

Entdo &1 € matching covered. Se (; ¢ brick, ndo ha nada a fazer. Supo-
nha entdo que (7 ndo é brick. Se (7, € bicritico entdo, nao sendo brick, Gy
possul uma 2-separagdo {u,v}. O grafo Gy — {u,v} é composto por vérias
componentes pares. Claramente, devemos ter T = « ou T = v, sendo {u,v}
seria uma 2-separacdo em (G. Vamos supor, sem perda de generalidade, que
T = .

Seja H uma das componentes pares de G; — {u,v} e considere os cortes
Dy :=V(V(H)U {v}) e Dy := V(V(H)UV(X)}) (Figura 6.10). Para todo

emparelhamento perfeito M de G tem-se:

M0 Cl+ MO V{v) = |Mn Dy +|Mn0D,l. (6.1)

Mas |M N V(v)| = 1. Logo, reescrevendo a equagio temos:

IMNC|+1=|Mn0D|+|MnD,. (6.2)

Desta equagao, podemos concluir que M;1(C) € My(Dy) e M) C
Mq(D;). Além disso, como |My (N C| = 3, concluimos que My intercepta
um de D, e Dy, digamos Dy, em exatamente trés aresta e o outro em uma.

Portanto, o corte Dy é bom, Mp € Ma(D1} e M1(C) T My1(Dh).

. ]
URiCAmn 3
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Vamos mostrar que M;(C) € M;(Dy), V5 = 1,3,5,..., %, por indugao
em k. Ja vimos que M+(C) C M;(D;). Suponha que M;(C) C M;(Dy).
Vi = 1,3,5,...,t, e Mi2(C) € Mip2(D1). Logo, existe um emparelha-
mento perfeito F' em G tal que |FNCl=i+2elFNDy| #£i+2 Pela
equacdo 6.2, |[FNDy| =1 <1+ 2. Ousea, FF € Mu(Dy) mas F & Mu(C)
Entdao M;(C) estd contido propriamente em M. (D;). Mas isto contradiz
a escolha de C. Portanto, M;(C) C M;(Dy), ¥y =1,3,5,.... k. Podemos
concluir entao que D, € C;, V; = 1,8,5,...,k.

Vamos mostrar agora que M;(C) estd contido propriamente em M;(D;),
para algum 1 < i < %, o que também contradiz a escolha de C. O corte
D, nao é justo em . Seja F um emparelhamento perfeito de G tal que
|F'N D3| > 3. Pela equagao 6.2, devemos ter |F'N C| > [F£N Dy =4. Logo,
F e M;(Dy) mas F ¢ M;(C). Entdo M,(C) estad contido propriamente em
M;(D;). Novamente temos uma contradigio a escolha de C.

Podemos supor entdo que ) € matching covered e néo é bicritico. Por-
tanto, ele possui uma barreira nio trivial B. Conseqlientemente, o vértice T
pertence a I, pois caso contrario, B seria uma barreira nao trivial em G.

Seja K uma componente nao trivial de G, — B e seja C' := V(V(RK)).
Ambas as C'-contragtes em (7 330 claramente matching covered. Por conta-
gem temos que, para todo emparethamento perfeito M de G,

MAC|> M, (6.3)

com igualdade se, e somente se, |M N V(V(J))| = | para qualquer outra
componente J de G; — B distinta de K. Da equacdo 6.3, podemos concluir
que M (C) T M(C).

Como [|My N C| = 3 podemos concluir, por contagem, que existe uma
componente de Gy — B, digamos H, tal que |[M, N V(V(H))| = 3. Seja
D = V(V(H)). Como as duas D-contragdes em G sdo matching covered,
temos que D é bom em G.

Vamos mostrar que M;(C)
em k. J& vimos que M;(C) C
Vj—l 3,3,. ..,i,eM1+2( )g_

ncC

C M;(D), ¥5 = 1,3,5,...,k, por inducdo
Mi(D). Suponha que M;(C) € M;(D),

Mi2(D). Logo, existe um emparelhamento
perfeito F' em G tal que |F | = +2 e |FFN D| # i+ 2. Pela equagao 6.3,
|IFND| =1 <t+2. Ouseja, F € My(D) mas F ¢ Mu(C). Entdo M;(C)
esta contido propriamente em M (D). Mas isto contradiz a escolha de C'.
Portanto, M;(C) C M (D), Vj =1,3,5,...,k Podemos concluir entdo que
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D€, =135,k

Vamos mostrar agora que H € a Unica componente nao trivial de G; — 5.
Suponha que (; — B possua uma outra componente A’ nao trivial. Seja
D= V(V(H).

O corte D' é impar e nao trivial, e portanto, nio justo em G. Logo, existe
um emparelhamento perfeito /' em G tal que |[F'N D'| > 3. Entdo |[FND| =
i < |FNC|. Ouseja, FF € M;(D) e F ¢ M;(C). Conseglientemente, M;( D)
contém propriamente M;(C'). Isto novamente contradiz a escolha de C.

Portanto, H € a dnica componente nao trivial de Gi — B. Uma das D-
contragoes em () € bipartida, € a outra, que vamos denotar por G} é nao
bipartida. Por hipétese de indugdo, 8(G4) = 1. Entao 8 G;} = 1. De forma
analoga podemos mostrar que 6(G,) = 1. a

Chamaremos os elementos de Cp de cortes robustos My-induzidos por C.

Corolario 6.12 Se um brick possut um corte bom entdo ele possui um corte
robusto. O

6.4 Cortes robustos especiais

Seja G um brick que possui um corte robusto. Vamos tomar um corte robusto
C = V(X) em G tal que a margem X tenha tamanho minimo.

Seja (31 o grafo obtido de G contraindo-se X a um inico vértice . e G
o grafo obtido de G contraindo-se X a um unico vértice . Por definigao
de corte robusto, temos que 5(G1) = b(G3) = 1. Além disso, G contém um
emparelhamento perfeito My tal que |Mp N C| = 3. Vamos estudar algumas
propriedades interessantes que o grafo G4 possui.

Lema 6.13 Se G2 (ou Gy) possui um corte justo ndo trivial C' entdo em G
temos que M;(C) = M;(C"), Y5 =1,3,5,.... Ou seja, C' também € robusto
em (.

Dem. Suponha, por exemplo, que (3 possui um corte justo ndo trivial C".
Sejamn ffy € H; as duas C'-contragdes em (2. Fixe a notagdo de tal forma
que z € V(H;). Como €’ é justo em Gz e b(Gy) = 1, um de Hy e Hy é
bipartido. Se H, é bipartido entZo, como z € V{H;), uma das biparti¢des
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de Hs é barreira ndo trivial em . Mas ( nao possui barreira deste tipo.
Portanto, H; ¢ bipartido.

Observe que H; contém dois vértices que sao resultados de contragoes de
conjuntos impares nao triviais de vértices: um deles € z, e o outro, digamos
Y, € o vértice resultante da contragdo de uma margem de C".

Se x e y pertencem a uma mesma biparticao de H; entdo a outra bi-
particdo € uma barreira ndo trivial em (. Portanto, z e y devem perten-
cer a biparticoes distintas de H,. Neste caso, podemos ver facilmente que

M;(C) = M;(C"), ¥j =1.3,5,..., em G. 0
Corolario 6.14 (| € brick.

Dem. Pela minimalidade de X, temos que (| nao possul um corte que é
robusto em G. Portanto, pelo Lema 6.13, G, ndo possul corte justo nao
trivial. O

Lema 6.15 G, ndo possui um corte impar D tal que:
(i) As duas D-contragées em (G sdo matching covered.

(i1) Fziste um emparelhamento perfeito M' de G tal que M' € Ms(D) e
M ¢ M3(C).

(i11) Toda aresta de C pertence a um emparelhamento perfeito My de Gy tal

que |MyND| =1.

Dem. Seja D um corte impar em (G, satisfazendo os itens acima. Observe
inicialmente que D é um corte ndo trivial em G pois, suponha que D =
V(v), onde v € V(G1). Se v # T entdo D ¢ trivial em G, o que contradiz
o item (i1). No caso em que v = T, temos que D = C, o que contradiz
novamente o item (ii). Portanto, D é néo trivial em Gy.

Pelos itens (i) e (ii), concluimos que [} é bom em (7. Como M’ € M3(D),
podemos considerar o conjunto D dos cortes robustos M'-induzidos por D.
Seja D’ € D. Portanto, cada uma das [Y'-contragdes em G possui um unico
brick e M;(D) € My(D'). Além disso, M’ € M3(D') e M' ¢ M3(C).
Portanto, D’ # C.

Caso 1 C e D' ndo se cruzam.
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Neste caso, D' C E(G,)ou D' C E(G;). Vamos mostrar que D' C E(G4),
¢ obtermos uma contradicao a minimalidade de |X]|.

Suponha que D' C E(G;). O corte D' pode ser justo ou nao em Gj.
Suponha que D' é justo em G,. Pelo Lema 6.13, M;(C) = M;(D'), ¥j =
1,3,5,...,em (5. Isto € uma contradicio pois, M’ € M3(D') e M’ & M3(C).

Portanto, D' ndo € justo em (,. Seja F; um emparelhamento perfeito
de G, tal que |Fo 1 D'| > 3. Por (iii), ; pode ser extendido a um empa-
relhamento perfeito F de G tal que |[FN D] = 1. Entao F € M;(D) mas
F & M1(D'), o que é uma contradicao.

Portanto, D' C E({}), como queriamos demonstrar.

Caso 2 C e D' se cruzam.

Vamos denotar as margens de D' em G por ¥ e Y. Se necessério, troque
Y com Y para que tenhamos |X N Y| impar. Para simplificar a notacio
vamos fazer I := V(X NY)e U :=V(XNY).

Vamos mostrar que nao existe aresta ligando X NY a X NY pois, seja
f uma tal aresta. Entdo f € C. Por (iii), f pertence a um emparelhamento
perfeito F; de Gy tal que |F; N D| = 1. Seja Fy um emparelhamento perfeito
de G que contém f. Considere o emparelhamento perfeito F := Fy U F), de
G. Como |[FN{C| =1, devemos ter |FF N Dl > 3. Logo, F € M;(D) mas
F ¢ My(D'), o que é uma contradigao.

Portanto, nio existe aresta ligando X NY a X NY. Assim, para todo
emparelhamento perfeito M de (7,

IMNI|l+|MaUl=MnCl+|MnD. (6.4)

Vamos mostrar agora que o corte {J é justo em G5. Suponha que U néo é
justo em (2. Seja F; um emparelhamento perfeito de G, tal que |FoNU| > 3.
Observe que F; deve conter pelo menos duas arestas de D', Por (iii), F, pode
ser extendido a um emparelhamento perfeito F' de G tal que |F N D| = 1,
Entdo F' € My(D) mas F' ¢ M{(D'), o que ¢ uma contradi¢do. Portanto, U
é justo em Gy,

O corte U/ é nio trivial pois, suponha o contrario. Como nao existe aresta
ligando X NY a X NY, o corte I deve ser ndo trivial, caso contrario, G nao
seria 3-conexo. Neste caso, uma margem de ) teria tamanho menor do que
| X1, o que é uma contradi¢io a escolha de C. Portanto, U é nao trivial.
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Pelo Lema 6.13, M;(C) = M;(U), ¥Vj = 1,3.5,..., em (. Portanto,
1M 0 C| = |M nU|, para todo emparelhamento perfeito M de G.

Pela Equagao 6.4, podemos concluir que [MNJ| = |MND'|, para todo em-
parelhamento perfeito M de G. Ou seja, M;(D') = M, (1), Vj =1,3,5,....
em (. Portanto, I é robusto em G. Como a margem X NY de I estd
propriamente contida em X, temos uma contradicdo a escolha de C. 0

Corolario 6.16 G ndo possui corte bom.

Dem. Se G possul um corte bom entao claramente temos os trés {tens do
Lema 6.15 satisfeitos. O

Nos Lemas a seguir, usaremos este Corolario para mostrar que algumas
arestas de (1 sdo disponivels no proprio grafo (¢,. Veremos depois que se
uma destas ndo pertencem ao corte ' e nem ao emparelhamento My entdo
elas sdo disponivels também em G.

Lema 6.17 G ndo € o grafo de Petersen, ¢ se e € E(G1) e Gi—e € matching
covered entdo e ¢ disponivel em Gy.

Dem. Se Gy for o grafo de Petersen entdo V(Q}), onde @) é o pentagone de G4
que nio contém o vértice Z, é robusto em (G, contradizendo a minimalidade
de |X|.

Como G — e é matching covered, devemos ter um dos trés {tens do Teo-
rema 6.9 satisfeitos. Mas G nao é o grafo de Petersen e pelo Corolario 6.16,
(1 nao possul corte bom. Portanto, ¢ é disponivel em G;. 0

A seguir, usaremos 0s resultados desta se¢ao para mostrar que Gy contém
uma classe minimal da relacio “«<"” de tamanho dois ou uma de tamanho
um de tal forma que este elemento ndo pertence a M.

Lema 6.18 Se f ¢ uma aresta de G em V(T) — My entdo existe uma classe
minimal @@ de Gy induzida por{ tal que |Q] =2 ou |Q] =1 € o elemento de
@) ndo pertence a M.

Dem. Como G, é brick temos, pelo Teorema 4.4, que toda classe minimal
de (1, e em particular as induzidas por f, tem no maximo dois elementos.
Portanto, para provar este Lema podemos assumir que toda classe minimal
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induzida por f tem um inico elemento e a nossa tarefa é provar que este
elemento nao pertence a Mg.

Seja () uma classe minimal de G induzida por f. Podemos supor entio
que ¢ := {h} e vamos mostrar que h ¢ M. Por definicio de @, temos que
h= f.

Pelo Lema 4.1, o grafo G} — f possui uma barreira B que contém ambos
os extremos de % e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de Gy — f — B. Mas um dos extremos de f é 7. Logo, T pertence & uma
componente de Gy — f — B. Considere agora M, restrito £{G1). Podemos
entdo concluir por contagem que A ¢ Mo. O

Lema 6.19 Seja f uma aresta de Gy tal que f ¢ Mo ¢ nenhuma aresta de
Gy que incide em T depende de f. FEntdo existe uma classe minimal Q) de (7,
mduzida por f tal qgue |Q| = 2 ou |Q| = 1 e o elemento de Q ndo pertence a

M.

Dem. Seja f’ uma aresta de E(G) tal que f' € My, f' = f e nenhuma
aresta de E(Gy) — M, depende de f’. Pode até ser que /' = f. Seja ) uma
classe minimal de G induzida por f’.

Podemos supor entdo que @ := {h} e vamos mostrar que h ¢ M,. Supo-
nha que h € Mo. Por definicdo de @, temos que h = f'.

Pelo Lema 4.1, o grafo G1 — f' possui uma barreira B que contém ambos
os extremos de h e a aresta f’ possui seus extremos em componentes distintas
de Gy - f'— B.

Observe que toda aresta que possul os dois extremos em B depende de
[/ em (. Por defini¢ao de f’, podemos concluir que nenhuma aresta de
E(() — My possui seus dois extremos em B,

Como h € My e f' & My, se considerarmos M restrito a G; podemos
concluir por contagem que ¥ € B. Como |MyNZT| = 3, concluimos novamente
por contagem que h € a Unica aresta de My que possui ambos os extremos em
B. Portanto, A € a dnica aresta de G; que possui ambos os extremos em B.
Além disso, | Mo N V(V(K))| = 1 para toda componente K de Gy — f' — B.

Como 1 — h é matching covered, existe um emparelhamento perfeito M
neste grafo que contém f'. Isto s6 é possivel se {My N V(V(J))| = 3 para
alguma componente J de Gy — f' — B. Seja D := V(V{J)). Vamos mostrar
que, no grafo G, o corte D satisfaz as hipéteses do Lema 6.15, o que é uma
confradigao.
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Vamos mostrar inicialmente que D é bom em (7. Mostraremos primeiro
que as duas D-contragdes em G sio matching covered. Observe que para
mostrar esta propriedade é suficiente mostrar que para toda aresta hy €
E(Gy) existe um emparelhamento perfeito de G que contém h; e intercepta
D em uma unica aresta.

Se hy € My entdao ndo hd nada a fazer pois My intercepta D em uma
nnica aresta. Se hy € My e hy £ [’ entdo por definigio de f/, temos que
hy % f' em Gy. Logo, existe um emparelhamento perfeitoc F em Gy con-
tendo A; mas nao f’. Claramente, F' intercepta D em uma unica aresta.
Para a aresta f’ tome um emparelhamento perfeito em G contendo h. Este
emparelhamento contém f' e intercepta ) em uma inica aresta. Portanto,
as duas D-contracoes em G sdo matching covered.

O emparelhamento M; definido acima € perfeito em G; e tal que {M; N
D| = 3. Claramente, M; pode ser estendido a um emparelhamento perfeito
de G que pertence a M1(C). Portanto, o item (ii) esta satisfeito.

Seja A’ uma aresta de C, ou seja, A’ é uma aresta de £(G1) que incide em
7. Pela hipétese deste caso, &' % f' em (&;. Logo, existe um emparelhamento
perfeito ' em G contendo 2’ mas nio f’. Entdo, I" intercepta D em uma
Unica aresta, ou seja, D satisfaz o item (iii) do Lema 6.15.

Logo, D satisfaz as hipdteses do Lema 6.15, o que é uma contradicio.
Portanto, A € M. O

Lema 6.20 Se f € uma aresta de Gy em V(ZT)NM, e G1 — f nio € matching
covered entdo existe uma classe minimal ) de G, induzida por f tal que
Rl =2 ou Q| =1 e o elemento de Q ndo pertence a M.

Dem. Se existe uma classe minimal de Gy induzida por f de tamanho
dois entdo ndo ha mais nada a fazer. Podemos supor entdo que toda classe
minimal induzida por f tem famanho um.

Suponha que exista uma aresta f’ de G; que nao estd em My e f' = f.
Pela transitividade da relagdo =, nenhuma aresta de de G1 em V(T) depende
de f" em (1. Podemos entdo terminar aplicando o Lema 6.19.

Podemos supor entdo que nenhuma aresta de G; que esta fora de My
depende de f. Seja ( uma classe minimal de (7} induzida por f. Podemos
assumir que §) = {h} e vamos mostrar que A ¢ My. Suponha o contrario.
Como Gy — f ndo é matching covered, temos que & # f. Por definicio de ¢,
temos que h = f.
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Pelo Lema 4.1, o grafo (&; — f possui uma barreira 3 que contém ambos
os extremos de h e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de Gy — f — B. Mas um dos extremos de f é . Logo, T pertence & uma
componente de Gy — f — B.

Por contagem, podemos concluir que h € a unica aresta de Mg que possui
os dois extremos em B. Além disso, como nenhuma aresta em F{G,) — My
depende de f, concluimos que £ é a tnica aresta de F((G,) com ambos os
extremos em B. Podemos concluir agora que |MyNV(V(K))| =1 para toda
componente i de Gy — f — B.

O grafo Gy — h € matching covered. Logo, existe um emparelhamento
perfeito M neste grafo contendo f. Isto sé é possivel se existe uma compo-
nente J de Gy — f — B tal que |M; N V(V{(J))| =3. Seja D :=V(V(J)) e
vamos mostrar que, no grafo 7, o corte D satisfaz as hipoteses do Lema 6.15,
o que e uma contradicao.

Para mostrar que as duas D-contragdes em G sao matching covered é su-
ficiente mostrar que para toda aresta hy € E(G,) existe um emparelhamento
perfeito de G que contém £, € intercepta D) em uma tnica aresta.

Se hy € M, entdo nao ha nada a fazer pois My intercepta ) em uma tnica
aresta. Se hy & My entdo hy # f em (. Logo, existe um emparethamento
perfeito F' em () contendo hy; mas ndo f. Claramente, F intercepta D
em uma Unica aresta. Portanto, as duas D-contracbes em G sdo matching
covered.

O emparelhamento M; definido acima € perfeito em G, e tal que |M; N
D| = 3. Claramente, M; pode ser estendido a um emparelhamento perfeito
de (G que pertence a M;(C'}). Portanto, o item (ii) esta satisfeito.

Seja A’ # f uma aresta de (', ou seja, &' é uma aresta de E({1) que
incide em T. Como f também incide em T, temos que A’ # f em Gj.
Logo, existe um emparelhamento perfeito F em (7 contendo A' mas ndo
f. Entdo, F intercepta D em uma uUnica aresta. Para a aresta f tome um
emparelhamento perfeito e (3 que contém A. Entao esie emparelhamento
também contém f e intercepta D em uma unica aresta. Logo, D) satisfaz o
item (1ii) do Lema 6.15.

Logo, D satisfaz as hipéteses do Lema 6.15, o que é uma contradigao.
Portanto, h & M,. a



Capitulo 7

O Teorema de Lovasz-Vempala

7.1 Introdugao

Em 1987, L. Lovész conjecturou que “todo brick distinto do &4, Cg e do
grafo de Petersen contém uma aresta tal que a sua remocdo resulta em um
grafo matching covered cuja decomposicao em cortes justos fornece um tnico
brick”. Esta conjectura apareceu em conexao com a caracterizacio do match-
ing lattice. Ele notou que a prova do seu teorema poderia ser simplificada se
a conjectura acima fosse verdadetra.

Em 1994, L. Lovasz e S. Vempala provaram esta conjectura. Mas, pelas
informagdes que temos, uma versdo completa da prova deste Teorema ainda
nao fol submetida para publicagao.

Neste Capitulo, apresentamos uma prova independente deste Teorema.
Ele ¢ muito importante pois, os principais resultados que propomos nesta

Tese, e que estdo descritos nos Capitulos seguintes, dependem diretamente
dele.

7.2 O Teorema de Lovasz-Vempala

O Teorema a seguir mostra que os bricks em geral possuem uma aresta dis-
ponivel.

Teorema 7.1 [Lovisz-Vempala] Todo brick G distinto de Ky, Cg e do grafo
de Petersen possut uma aresta disponivel.

91
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Dem. Por indug¢do em |V (G)]. Seja G um brick distinto de A4 e do grafo de
Petersen. Pelo Teorema 6.10, G contém uma aresta disponivel ou um corte
bom. Se (G contém uma aresta disponivel entao nao ha nada mais a fazer.

Suponha que & possui um corte bom. Pelo Corolario 6.12, G possui um
corte robusto. Escolha um corte robusto € := V(X)) em & tal que a margem
X tenha tamanho minimo. Seja G; o grafo obtido de G pela contragdo de
X a um tnico vértice T. O grafo G, é definido de forma analoga contraindo
X a um unico vértice z. _

Como C é robusto, temos que:

o Existe um emparelhamento My em G tal que [My N | = 3;
s B(G1) = b(Gy) = 1.

Pelo Corolario 6.14, (G4 € brick. Vamos iniclalmente tratar um caso muito
simples.

Lema 7.1.1 Se G contém uma aresta e & My tal que e € disponivel em Gy
e em (3, entdo e € dispontvel em G.

Dem. Por hipdtese, e é disponivel em G; e em G4, ou seja, G; —e e Gy —e sa0
matching covered. Logo, G — e é matching covered. Além disso, (G —¢) =
(G2 —e) = 1.

Como e ¢ My, o emparelhamento M, é perfeito em G — e. Além disso,
[MoNC| = 3. Pelo Teorema 3.16 da subaditividade, (G — €) = 1, ou seja, e
é disponivel em G. 0

Lema 7.1.2 Seja ¢} := {e,f} uma classe minimal em G, tal que:
e Ou nenhuma aresta de ¢} incide em T;
o Ou uma aresta de @), digamos f, que incide em T € disponivel em G,.

Entdo e ¢ disponivel em (.

Dem. Como @ ¢ minimal, G; — {e, f} é matching covered. Pelo Lema 4.3,
Gy — {e, f} é bipartido. Além disso, a aresta e possui seus dois extremaos
em uma destas biparticdes e a aresta f possul seus dois extremos na outra
biparticao.
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Seja (A, B) uma bipartigao de Gy — {¢, f}. Fixe a notagdo para que A
contenha ¥ e os dois extremos de f, e B contenha os dois extremos de e. Se
considerarmos agora My restrito a Gy podemos concluir, por contagem, que
feMoeeg M.

Considere agora o grafo G := G — {e, f}. Por hipétese, G’ é matching
covered. O corte C é justo em (. Além disso, uma das ('-contragdes em G’
é bipartida e a outra é G, ou G — f no caso em que f incide em T.

Como 8(G2) = b(Gy — f) = 1, temos que (G') = 1. O emparelhamento
M, nos garante que ' + f é matching covered. Pelo Corolario 3.21, 6(G’ +
f) = 1. Portanto, (G — e} = 1, ou seja, e é disponivel em G. o

Lema 7.1.3 Se (2 contém uma aresta disponivel e § My entdo (¢ contém
uma aresta disponivel.

Dem. Se e nio incide em z entdo pelo Lema 7.1.1, ¢ é disponivel em G.
Suponha entdo que e incide em z. Pelo Lema 6.18, existe uma classe minimal
@ de G induzida por e tal que (@] =2 ou |@]| = {h} e & & M,.

Se || = 2 entdo podemos terminar pelo Lema 7.1.2. Se || = {A} e
h & My entao pelo Teorema 6.17, A é disponivel em ;. Claramente, % e
disponivel em G3. Pelo Lema 7.1.1, & é disponivel em G. g

Lema 7.1.4 Se Gy contém uma aresta disponivel { € My N V(zx) tal que
G1 —f ndo € matching covered entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Pelo Teorema 6.20, existe uma classe minimal ¢} de &7 induzida por
f tal que {@| =2 ou |@| = 1 e o elemento de ( ndo pertence a M.

Se |1 = 2 entdo, pelo Lema 7.1.2, G contém uma aresta disponivel.
Podemos supor entao que |} = 1 e o elemento de ¢} nio pertence a My,
digamos que @) := {e}. Note que e => f em G,. Logo, ¢ € V(Z). Assim, e
também é disponivel em G;. Pelo Lema 7.1.1, e é disponivel em G. a

J4 sabemos que G, é brick. Suponha agora que G, nao é brick. Pelos
Lemas 3.17 e 3.19, G, possui uma barreira nio trivial B tal que (i) o vértice
x pertence a B, (ii) Gy — B possul uma unica componente ndo trivial ¥, e
(ii1) o grafo obtido de (7, pela contragéo de V{(G;) — Y a um dnico vértice é
brick.

Portanto, ¢ é composto por um grafo bipartido matching covered H =
(U, W) de tal forma que:
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SNV Ny 2
Figura 7.1: O grafo G e o grafo bipartido .

o Dois vértices r ey, onde z € U ey € W, de H sao substituidos pelas
(ou explodidos nas) componentes impares nao triviais X e Y;

o O grafo obtido de G pela contragéo de V(G) — X (V(G) - Y) a um
unico vértice F {¥) € brick;

¢ Existe um emparelhamento perfeito My em G tal que |My N V{X)| =
| Mo N V(Y)| = 3 (Figura 7.1).

Lema 7.1.5 Se |U| = |W| > 2 entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Vamos analisar o caso em que |U| = |W| = 2, ou seja, U := {z,u}
e W := {w,y}. Como G ¢ brick e nao possui arestas paralelas, o grafo H
contém pelo menos duas aresta ligando w a z. No grafo (7, estas arestas
ligam w a vértices de X. Como My é emparelhamento perfeito de G, pelo
menos uma destas arestas nao esta em M.

Seja e uma aresta que liga w a = e que nio pertence a My. Como e
é paralela em H e H é matching covered, temos que H — e é matching
covered. Observe que e nio incide em Y. Portanto, o grafo G — e é também
matching covered. Além disso, Como b(G3) = 1, temos que b(Gy —e) = L.
Pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel.

Suponha agora que |U]| = |W/| > 2. Vamos tratar o caso em que H é livre
de corte justo ndo trivial, ou seja, é brace. Seja w # y um vértice de W.
Entdo |adjg(w)| > 3, ou seja, w possui pelo menos dois vizinhos distintos de
z. Portanto, H contém uma aresta e ¢ My que nao incide em z e nem em y.
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Pelo Lema 3.14, H — e ¢ matching covered. Conseqilentemente, G — ¢
¢ matching covered. Podemos agora aplicar o Teorema 3.16 (da subaditivi-
dade) para concluir que &G —e) = 1.

suponha agora que H possui um corte justo ndo trivial. Observe que
todo corte justo nao trivial de H deve separar z de y, ou seja, x e y devem
pertencer a margens distintas deste corte pois, caso contréario, terfamos uma
barreira nao trivial em G.

Seja D um corte justo ndo trivial em H tal que a margem Z de D que
contém z seja minimal. Vamos denotar por H' o grafo bipartido obtido de
H pela contracio de Z a um tnico vértice z.

Pela escolha de D podemos concluir que H' é brace. Além disso. H’
contém exatamente dois vertices provenientes de contracées de conjuntos
nao triviais de vértices: um deles é z e o outro € Z. Os demais vértices de H’
sao todos vértices originais de G.

Se z e Z pertencem a uma mesma biparti¢io de H' entio a outra bipartigao
seria uma barreira nao trivial em . Logo, = e Z devem pertence a biparti¢oes
distintas de fI'. Como H' é brace, podemos proceder de forma analoga ao

que fizemos no caso em que H € brace para mostrar que (G contém uma aresta
disponivel. O

Podemos entdo assumir, a partir de agora, que (3 também € brick. Vamos
analisar os casos em que G é K4, Cs on o grafo de Petersen.

Lema 7.1.6 Se Gy € o grafo de Petersen entdo (G contém uma aresta dis-
ponivel.

Dem. Suponha que (G seja o grafo de Petersen. Considere os vértices de
(Y3 numerados como na Figura 7.2(a). Entao M emparelha vy, vy € v3 com
vértices de X.

Seja G' := G—{(v1,vs), (vs,v4), (vs,v7) }. E facil de ver que & é matching
covered. Fazendo uma decomposicao em cortes justos de (7, comecando com
aqueles associados aos vértices de grau dois unido aos seus vizinhos, vamos
obter o grafo G" da Figura 7.2(b).

A restricido de My a G” é um emparelhamento perfeito deste grafo. Além
disso, |MeNC| = 3 em G”. O corte C é {mpar em G”; uma das C-contragoes
em (" é Gy e aoutra é K,. Pelo Teorema 3.16 (da subaditividade), 5(G") = 1,
Portanto, 8(G') = 1.
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(b) Grafo G”.

(a) Grafo G.

Figura 7.2: O caso em que (3 é o grafo de Petersen.
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(2

3 () Uy

U1 s

Figura 7.3: O caso em que G é o C.

Nio € dificil ver que G’ + (vs, v7) é matching covered. Pelo Corolario 3.21,
b(G' + {ve,v7)) = L. Usando este mesmo Coroldrio podemos inserir qualquer
uma das duas arestas restantes sem aumentar o numero de bricks do grafo
resultante. Portanto, (v1,vs) e (va,v4) sdo disponiveis em G. O

Lema 7.1.7 Se Gy = Cg entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Suponha que (3 seja Cs. Considere os vértices de G5 numerados
como na Figura 7.3. O grafo G, — {(v1,v2), (vs,v5)} € matching covered
e bipartido. Podemos agora proceder de modo andlogo ao que fizemos no
Lema 7.1.2, para mostrar que (vy,v;) € disponivel em G. a

Lema 7.1.8 Se Gy = K4 entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Suponha que G; é o K. Entdo |[X| = 3. Pela minimalidade de
|X|, devemos ter |X| = 3. Portanto, (¢ = K4, e conseqiientemente, & € o
Cs acrescido possivelmente de arestas extras. Mas o grafo Cs acrescido de
qualquer aresta contém uma aresta disponivel. Portanto, G = Ce. a

Podemos supor entio que G, nio é K4, Cs e nem o grafo de Petersen.
Por hipdtese de inducgio, G; contém uma, aresta ¢ disponivel.

Suponha que e ndo incide em z, ou seja, no grafo (G a aresta e nao pertence
a C. Entido claramente G — e é matching covered. Umas das C-contragdes
em G — e é G1 ¢ aoutra é Ga —e. Se C nao é justo em G — e entdo, pelo
Teorema 3.16 da subaditividade, podemos concluir que 5(G — ¢) = 1. Caso
contrario, b{G —e) = 2.
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Supeonha agora que e incide em z, ou seja, no grafo GG a aresta e pertence
a . Se e & M, entao, pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel,
Logo, e € M.

Se (+; — e ndo é matching covered entdo, pelo Lema 7.1.4, ¢ contém uma
aresta disponivel. Portanto, G; — e é matching covered. Pelo Lema 6.17,
5(Gh —e¢) = 1. Entdo G — e € matching covered. Umas das C-contragoes em
G—eé Gy —eeaoutraé (s —e. Se C nio € justo em &G — e entao, pelo
Teorema 3.16 da subaditividade, concluimos novamente que 6(G —¢) = 1.
Caso contrario, (G —e) = 2.

Pelos paragrafos anteriores, podemos supor, a parfir de agora que (+ — ¢
¢ matching covered, b(G —e) = 2 e 0 corte C é justo em G — e. Portanto.
e € My. Além disso, cada uma das C-contragdes em G — e possui exatamente
um brick.

Note que os resultados que temos até agora sio provenientes das seguintes
hipdteses que temos sobre G e C': O grafo (7 é um brick e ¢’ é um corte robusto
em G que possul uma margem de tamanho minimo.

A partir de agora vamos introduzir uma nova hipdtese, que ndo altera
as existentes, mas apenas orientam a escolha de ¢ em (5. Se possivel, es-
colha a aresta e disponivel em G, de tal forma que e pertenca a €, ou
eqilivalentemente, que e incide em z em G,.

Neste instante da demonstragao ainda néo temos condig¢oes de exibir uma
aresta disponivel em (, pois existemn casos em que a aresta e satisfaz todas
as condicdes que obtivemos e ainda nao é disponivel em G. Por exemplo,
considere os grafos da Figura 7.4. Em cada um deles, a aresta e € disponivel
em (G e também em ({, mas nio € disponivel em G.

Para continuarmos, precisamos conhecer um pouco mais sobre a estrutura
do grafo G. Para isso, 0 que vamos fazer a partir de agora € mostrar que
o corte €' nido pode ser um corte arbitrario no grafo G — e. Na verdade,
vamos mostrar que o corte (' é, em G — e, de um de dois tipos como veremos
a seguir. Apoés isto veremos que em cada caso estaremos em condigdes de
mostrar que G tem uma aresta disponivel.

Seja H um grafo matching covered. Dizemos que um corte justo D em
H é essencialmente proveniente de uma 2-separac¢io se

e Ou D é proveniente de uma 2-separacdo em H.

¢ Qu H possui uma barreira nao trivial B; tal que H — B, possui uma
tinica componente nio trivial e se A; representa o conjunto das com-
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Figura 7.4: A aresta ¢ ¢ disponivel em (71 ¢ (7; mas nao em G.

ponentes triviais de H — B, entdo D é proveniente de uma 2-separacao
no grafo H’' obtido de H pela contragao de By U A a um Gnico vertice
(Figura 7.5(a)).

e Ou H possul duas barreiras nao triviais By e By taisque H — B, (i =
1,2) possui uma tnica componente nio trivial e se A; representa o
conjunto das componentes triviais de H — B; entdo 51 U A; € disjunto
de B3 U Ay e D é proveniente de uma 2-separacao no grafo H” obtido
de H pela contracao de B; U Ay a um iinico vértice e de B3 U A; a um
iinico vértice (Figura 7.5(b)).

Em outras palavras, um corte é essencialmente proveniente de uma 2-
separagao se é proveniente de uma 2-separagao, a menos de contragdes de
no maximo duas margens bipartidas.

Vamos mostrar agora que o corte ' em (G — e € proveniente de uma
barreira ou é essencialmente proveniente de uma 2-separacao.

Lema 7.1.9 Se G—e contém um corte justo D tal que as duas D-contragées
em G — e sdo ndo bipartidas e D cruza C entdo C € essencialmente prove-
niente de uma 2-separagdo em G — e.

Dem. Vamos denotar as margens de D por ¥ e Y. Fixe a notagio para que
tenhamos {X (NY|impar. Para simplificar a notacao vamos fazer I .= X NY
elU:=XNY. Como C e D sao justos em G — e, temos que V(I) e V(U)
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Figura 7.5: Corte essencialmente proveniente de uma 2-separagao.

também sao justos em G —e. Além disso, em GG~ ¢ ndo existe aresta ligando
XnYaXnY.

Observe que o corte V(I) é justo em Gy — e. Como b(G1 —¢) = 1,
uma das V(I)-contracbes em (7; — e é bipartida. Sejam G4; e Gz as duas
V{I)-contracoes em (33 — e. Fixe a nota¢do para que tenhamos T € V((Gha)
(Figura 7.6).

Da mesma forma, o corte V(U) é justo em Gz — e. Sejam Ga1 e G2
as duas V(U)-contragtes em (G — e. Fixe a notagdo para que tenhamos
z € V(G2 ) (Figura 7.6).

Vamos mostrar inicialmente que Gy; € bipartido. Suponha que Gy, €
bipartido. Observe que (1, contém dois vértices resultantes de contracoes:
um deles é Z, e o outro, digamos v, € o vértice resultante da contragao de
I. Os demais vértices sdo todos vértices originais de G. Além disso, cada
bipartico de Gia tem pelo menos dois vértices pois, X NY # 9.

Claramente, em G — e existe aresta ligando I a X. Portanto, em Gy
existe aresta ligando T a v. Logo, T e v pertencem & bipartigdes distintas de
G]g.

Em G a aresta ¢ tem um extremo em T pois, € ¢ uma aresta proveniente
de G4. Entéo a biparti¢ao de Gy2 que contém T é barreira ndo trivial em G,.
Mas isto ndo pode ocorrer pois (7 ¢ brick. Portanto, G2 nao € bipartido.
Conseqiientemente, G1; € bipartido.

Sejam J; e J; as duas D-contragdes em G — ¢, onde J; ¢é obtido pela
contracdo de Y a um dnico vértice i e .J; é obtido pela contragdo de ¥ a um
tnico vértice y. Por hipétese, J; e J; sao nao bipartidos. Como b(G'—e) = 2,
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Figura 7.6: O caso em que D cruza C.
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temos que b(J;) = b(J3) = 1.

O corte V(I) é justo em J;. Sejam Jy; e Ji2 as duas V(I)-contracoes em
J1. Fixe a notagdo para que tenhamos § € V(J;2). Entdo Ji; é, a menos de
arestas paralelas, o grafo (11, que como ja vimos, € bipartido. Portanto, Ji;
€ bipartido e Ji» é ndo bipartido.

Da mesma forma, o corte V(U/) é justo em J;, e se considerarmos as
duas V(U)-contracées em Jy, uma delas (aquela que é, a menos de arestas
paralelas, o grafo G;5) é nio bipartida e a outra é bipartida.

Assim, os subgrafos induzidos pelos conjuntos de vértices [ e U sdo bi-
partidos. Portanto, (' é essencialmente proveniente de uma 2-separagdo. O

Podemos supor que ' néo cruza nenhum corte justo de G — e satisfazendo
as hipdteses do Lema 7.1.9. Portanto, G — e ndo € bicritico pois, suponha
o contrario. Como (G — ¢} = 2 temos, pelo Lema 3.18, que G — ¢ possui
uma unica 2-separacido. Enfio os unicos cortes justos de G — e sdo aqueles
associados & 2-separagdo. Portanto, C' é um destes cortes.

Podemos supor entdo que G — e contém uma barreira nao trivial. Seja B
uma barreira nao trivial maximal de G — ¢. Como G é brick, e deve possuir
seus extremos em componentes distintas de G—e— 3. Como §(G—¢) = 2, no
maximo duas componente de G — e — B sdo nio triviais. Como B é maximal,
toda componente de G — e — B € critica.

Suponha que G — e possua uma barreira nio trivial maximal B tal que
G — e — B contém duas componentes nao triviais. Sejam Y; e ¥, as duas
componentes nao triviais de G — e — B.

Para 1 = 1,2, seja M; um emparelhamento perfeito de G tal que
IM; N V(V(Y:))] = 3. Entaoe € M; (¢ = 1,2) e |My nV(V{Y2))| =
|M, N V(V(Y1))| = 1. Vamos agora considerar o corte D := V(Y)) em
G.

Lema 7.1.10 D, € robusto em G.

Dem. Claramente, as duas D;-contragdes em G sdo matching covered. Como
[M; nV(V (Y1) = 3, concluimos que D; é bom em .

Cada uma das Dj-contragdes em G — e possui um unico brick. Pelo
Corolério 3.21, cada uma das D;-contragdes possui um unico brick em G.
Portanto, I}y é robusto em (. O
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Analogamente, D; := V(Y;) é robusto em (. Pela escolha de €', temos
que | X| < Y| (: = 1,2). Por outro lado, C nao cruza D, e nem J),. Portanto,
pela minimalidade de | X| podemos concluir que X CY; ou X C Y.

Observe que o raciocinio que fizemos ¢ valido para qualquer barreira ma-
ximal ndo trivial B tal que G — e — B contém duas componentes nio triviais.
Seja By uma barreira ndo trivial maximal de G — e tal que G — e — By contém
duas componentes nao triviais e tal que a componente néo trivial que contém
X seja a menor possivel.

Vamos fixar a notacdoe para que Y] seja a componente de G — e — By que
contenha X e Y, seja a outra componente. Os emparelhamentos M; e os
cortes D; (z = 1,2) continuam definidos da mesma forma que fizemos acima.
Devido & maximalidade de B, as componentes de G — ¢ — B; sd0 criticas.

Lema 7.1.11 X =Y.

Dem. Sabemos que X C Y). Seja J; o grafo obtido de G — e pela contracgao
de V(@) — V(Y1) a um dnico vértice by. Entdo (J;) = 1. Observe que como
X C Y, temos que V(G) - V() € X.

Como C' = V(X)) ¢ justo em G — e, temos que C é justo em Jy.

Suponha que C seja nao trivial em J;. Como 8(J;) = 1, uma das C-
contragbes em J; é bipartida. Entido uma destas biparticées, digamos B', é
barreira ndo trivial em Ji. Como b(J;) = 1, temos que J; — B’ contém uma
lnica componente ndo trivial, digamos Y’. Entdo € = V(Y’'). Seja A’ o
conjunto das componentes triviais de J; — B,

Como a componente ¥; de G — e — B, é critica, concluimos que b, ¢ B’
Conseqiientemente, B’ é barreira nao trivial em G — e.

Se by pertence & componente ndo trivial Y’ de J; — B’ entdo uma das
C-contragdes em (7 — e seria bipartida. Portanto, podemos assumir que b, é
uma componente trivial de J; — B’. Como V{(G) — V(¥;) C X, concluimos
que a componente nao trivial de J; — B’ € X, ou seja, Y/ = X. Logo, C ¢
um corte proveniente da barreira B’ de G —e.

Suponha agora que C seja um corte justo trivial de J;. Digamos que
C := V(v). Se v # by entdo C seria trivial em (. Portanto, v = &, ou seja,
C = V(Y1) em G — e. Conseqilientemente, X = Y. 0

Podemos supor entdo que G — ¢ — B tem uma idnica componente nao
trivial, para toda barreira nao trivial maximal B de (G — e. Para analisar
este caso necessitamos de alguns Lemas.
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Considere uma barreira B (que pode até ser trivial) de G — e tal que
G — e — B possul uma tnica componente nao trivial. Seja A o conjunto das
componentes triviais de G — e — B. Seja (¢’ o grafo obtido de G contraindo
B U A a um unico vértice b. Como (G — ¢€) = 2, temos que 5(G’) = 2.

Lema 7.1.12 Se¢ G’ contém uma 2-separagao {u,v} tal que G'—{u,v} possui
duas componentes ndo bipartides e b € {u,v} entdo C € proveniente de uma
barreira ou essencialmente proveniente de uma 2-separacdo em G — e,

Dem. Por hipétese, b € {u,v}. Fixe a nota¢do para que tenhamos b = v.
Também por hipdtese, G" — {u,v} tem duas componentes nao bipartidas.
Vamos denotar uma. delas por S e vamos fazer S" ;= G’ — § — {u,v}.

Sejam D := V(V(S)U {u}) e D' := V(V(S) U {v}) os dois cortes justos
de G’ associados a esta 2-separagio. Claramente, D e D' também séo justos
em (G — e e cada uma das D-contragdes em G — e é ndo bipartida. O mesmo
ocorre com cada uma das [)'-contracoes em G — e.

Se C'= Dou C = D' ou C cruza um destes cortes entao podemos concluir,
pelo Lema 7.1.9, que (' é essenciaimente proveniente de uma 2-separagio em
(G — e. Suponha entio que € nio cruza D) nem I e é distinto dos dois.

Entdo devemos ter X C V(S), X C V(5§) ou X C (BUA). Se X C
(B U A) entao uma das C-contragdes em G — e seria bipartida, o que nio
ocorre. Portanto, X C V(S) ou X C V{(S"), digamos que X C V(S). O caso
em que X C V(5') pode ser resolvido de forma anéloga.

Seja J; o grafo obtido de G — e pela contragio da margem de D que
contém S5’. Assim, b(J;) = 1 e C' é um corte justo em J;. Entdo uma das
C-contracdes em J; é bipartida. Portanto, uma destas biparticdes é uma
barreira nao trivial em J;. Vamos denotar por B; esta barreira e por A; as
componentes triviais de J; — By.

Vamos denotar por s’ o vértice de J; resultante da contragdo da mar-
gem de D que contém S‘. No grafo Jy, o vértice s’ pertence a By U Ay,
caso contrario, uma das C-contracdes em G — e seria bipartida. Con-
seqiientemente, a componente néo trivial de J; — By é X.

Se s’ € A; entao B; é uma barreira nao trivial em G — e e neste caso, C
€ um corte proveniente desta barreira.

Suponha entdo que s' € By (Figura 7.7(a)). Note que adja_.(V(S")) =
{u}UB. Entéo B' := (B, — {s'})U{B} é uma barreira nio trivial em G —e.
O vértice u pertence a A; ou a X.
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Figura 7.7: O caso em que ¢’ pertence a B; e u pertence a X.

Se u € Ay entdo € é um corte proveniente da barreira B’. Se u € X
(Figura 7.7(b)) entdo B’ é uma barreira nao trivial em G — e que possui uma
inica componente nao trivial e A’ := A; U A como suas componentes triviais.
Assim, C' é proveniente de nma 2-separacio no grafo obtido de (7 — e pela
contracdo de B'U A" a um unico vértice (Figura 7.7(c)). ]

Lema 7.1.13 Se G — e contém uma 2-separagdo entdo C € proveniente de
uma barreira ou essencitalmente proveniente de uma 2-separag¢do em G — e.

Dem. Seja {u,v} uma 2-separagio de G —e. Como G é bicritico e 3-conexo,
G — e — {u,v} tem exatamente duas componentes e estas sdo nio bipartidas.
Vamos denota-las por S ¢ 5.

Fazendo ' := G — e e B := {v}, temos que G' contém uma 2-separagio
{u,v} tal que G' — {u,v} possui duas componentes nao bipartidas e b €
{u,v}. Pelo Lema 7.1.12, C' é proveniente de uma barreira ou essencialmente
proveniente de uma 2-separacio em G — e. i

Pela hipétese deste caso, temos que G —e— B tem uma tinica componente
nao trivial, para toda barreira nao trivial maximal B de ¢ —e. Entao G — ¢
satisfaz um dos trés itens do Teorema 3.23.
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O caso em que G — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, que G —e
¢ bicritico, ja foi tratado.

Suponha que G — ¢ satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G — ¢
contém uma barreira ndo trivial maximal B, tal que G — ¢ — B; possui uma
linica componente ndo trivial e se A; é o conjunto das componentes triviais
de G — e — By entdo o grafo G’ obtido de G — ¢ pela contracdo de B; U 4, a
umn unico vértice b; € bicritico.

Como &(G") = 2, concluimos, pelo Lema 3.18 que (' possui uma inica
2-separagao, digamos {u,v}. Entdo G’ — {u, v} possui exatamente duas com-
ponentes e estas sd0 nao bipartidas.

Se by & {u,v} entdo {u,v} é uma 2-separagio em G — e entdo podemos
terminar usando o Lema 7.1.13, e se & € {u,v} entdo podemos terminar
usando o Lema 7.1.12.

Suponha agora que & — e satisfaz o item 3, ou seja, Além da barreira
maximal By, G — e possui outra barreira néao trivial B, tal que G — e — By
possul uma Unica componente nio trivial e se A; representa o conjunto das
componentes triviais de G — ¢ — B, entdo B; U A; é disjunto de By U Az e o
grafo G obtido de G — e pela contragdo de By U A; a um unico vértice 51 e
pela contragdo de By U A3 a um tnico vértice b, é bicritico.

Como b(G") = 2, concluimos pelo Lema 3.18 que G” possui uma tnica
2-separagdo, digamos {u,v}. Entdo G” — {u,v} possui exatamente duas
componentes e estas sdo nao bipartidas.

Se {b1,b2} € {u,v} entdo podemos terminar pelos Lemas 7.1.13 ou 7.1.12.
Suponha entio que {&,b} = {u,v}.

Sejam S e S’ as duas componentes de G — {u,v} e sejam D e D os
dois cortes justos de G" associados & esta 2-separagdo. Entdo as duas D-
contragdes em G sdo bricks, digamos J{ e J). Claramente, D e D’ séo
justos em G — e.

Suponha que C nao cruza D nem I e é distinto dos dois. Entao devemos
ter X C S5, XCS XC(BiUA))ou X C(BUA). Se X C(BiUA;)on
X C {BzU A;z) entdo uma das C-contragoes em G — e seria bipartida, o que
ndo ocorre. 3¢ X C S ou X C &' entdo C seria um corte justo ndo trivial no
brick Ji’ ou J4, o que também nao pode ocorrer.

Portanto, C = D ou C = D' ou € ou cruza um destes dois cortes. Pelo
Lema 7.1.9, C é essencialmente proveniente de uma 2-separacio em G — e.
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Portanto, podemos supor a partir de agora que o corte C' em G — ¢ é
essencialmente proveniente de uma 2-separa¢do ou é um corte proveniente de
uma barreira. Vamos entao analisar e mostrar que em cada um destes casos
(7 contém uma aresta disponivel. Antes de iniciarmos a analisar os casos,
vamos provar dois resultados que nos serao uteis.

Lema 7.1.14 Se¢ f € uma areste de C que € disponivel em Gy entdo | €
disponivel em (G,. Além disso, Gy — [ ndo possut wma barreira ndo trivial B
tal que T € uma componente trivial de Gy — f — B.

Dem. Se f & Mp ou se f € My e Gy — [ ndo é matching covered entao
pelos Lemas 7.1.3 e 7.1.4, respectivamente, ¢ tem uma aresta disponivel.
Portanto, f € Mp e Gi — f é maiching covered. Pelo Teorema 6.17. f é
disponivel em (.

Seja. B uma barreira nao trivial de (; — f tal que T é uma componente
trivial de Gy — f — B. Como f é disponivel em G, o grafo Gy — f tem
uma 1nica componente nao trivial e nao bipartida, digamos X', e f tem seus
extremos em componentes distintas de G; — f — B. Agora, nao é dificil de

ver que o corte V(X') é robusto em G, contradizendo a minimalidade de {X|.
g

Lema 7.1.15 Se e € C entdo |C} = 4.

Dem. Suponha que e € C e C tenha exatamente irés arestas. Vamos
denotar as outras duas arestas de C por f e g. Sejam u e v os extremos de
f e g que estio em X. Entdo, u e v formam uma barreira nao trivial em
(7 — e que contém ¥ como uma componente trivial, o que € uma contradigao
ao Lema 7.1.14. o

Suponha inicialmente que C é proveniente de uma barreira B, de G — e.
Entio G — e — B; contém duas componentes nao triviais, uma delas € X e a
outra vamos denotar por Y;. Seja M, um emparelhamento perfeito de & tal
que |M; N V(V(Y,))] = 3.

Seja J; o grafo obtido de G — e pela contragao de V(G) — V(Y3z) a um
{nico vértice. Vamos considerar ainda o grafo bipartido H obtido de G — ¢
contraindo cada componente de G — ¢ — B;. Vamos denotar por z e y; os
vértices de H resultantes da contracio de X e Y5, respectivamente. Uma das
bipartices de H é a barreira Bi, € a outra vamos denotar por A;.
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Figura 7.8: Grafos (a) H e (b) H;.

Lema 7.1.16 Se H contém uma aresta f tal gue H —{ ¢ matching covered,
f ¢ MyU M, ef ndo incide em y; entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Como H — f é matching covered e f nao incide em y3, temos que
G2 — e — f é matching covered. Além disso, b(G; —e — f) = b(J2) = 1.
Como e € My e f ¢ M,;, temos que Gz — f € matching covered. Pelo
Corolario 3.21, b(Gz — f) = 1. Entéo f € disponivel em G; e f € M,. Pelo
Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel. O

Suponha inicialmente que H contém uma aresta f € V(z) tal que H — f
nao é matching covered. Como H— f tem emparelhamento perfeito, podemos
concluir, pelo Teorema 2.12, que os conjuntos A, e By podem ser particio-
nados nos conjuntos A’ e A" 1= A; — A/, B' := adj{A’) e B" := B, — B/,
respectivamente, de tal forma que |4'| = |B|, |A"| = |B"| e f é a unica
aresta de H com extremos em A’ e BY. Assim, z € A"

Portanto, B' e A" sao barreiras (talvez triviais) em H (Figura 7.8(a)).
Seja b o extremo de f em B”. Como f nao é paralela em H e o grau de b em
G é pelo menos 3, existe pelo menos duas arestas ligando & a A”.

Suponha que y;, € A”. Se A” é ndo trivial entdo A” é uma barreira
nio trivial em G e se A” é trivial entdo as arestas que ligam b a A" seriam
paralelas em H e também em G, e, neste caso, qualquer uma delas seriam
disponiveis em G. Portanto, y; € A”.

Sejam S 1= A" U (B — {b}) e T := B'U (A" - {z}). Seja H; o grafo
obtido de H pela contragio de & a um tnico vértice s e pela contragio
de T' a um dnico vértice ¢ (Figura 7.8(b)). Assim, Hy é obtido de H pela



0O Teorema de Lovisz-Vempala 109

contracao de dois cortes justos. Portanto, H; € matching covered; umas das
suas biparti¢oes € composta pelos veértices z e s, e a outra pelos vértices t e
b,

Note que o corte V(T') nao separa z e y, em H. Portanto, pelo Lema 3.15,
se g ¢ uma aresta de Hy que liga z e £ e H) — g € matching covered entao
H — ¢ também é matching covered.

Vamos mostrar agora que e € C'. Suponha o contrario. Como [MNC| = 3
e f é a Unica aresta de H, liga = a b, pelo menos duas aresta arestas de Mp
liga ¢ a t. Tome uma delas, digamos ¢ tal que ¢ € M;. Entdo H —g ¢
matching covered e, como g nao incide em ¥, o grafo Gz — e — ¢ também ¢
matching covered. Além disso, 5(Gy —e —g) = 1. Como e € M; e g ¢ M,
podemos concluir que G — ¢ é matching covered e pelo Corolario 3.21, que
b(Gy — ¢) = 1. Assim, (§; contém uma aresta disponivel que pertence a C',
contradizendo a escolha de e. Portanto, e € C.

Entio M; N C = {e}. Pelo Lema 7.1.15, temos que |C| > 4. Con-
seqitentemente, |Vg(z)| > 3, e como uma unica aresta de H liga z a b,
existem pelo menos duas arestas de Hy que liga = a t.

Se existe g em H, que liga = a t e que ndo estd em M, entao, como g
também néo estd em M,, podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que GG contém
uma aresta disponivel. Podemos supor entdo que toda aresta de H; que liga
z at é aresta de My.

Isto significa que H; nio pode ter mais do que duas arestas ligando z a
t. Portanto, H, tem exatamente duas arestas, digamos g1 e gz, ligando r a
t e estas sio arestas de My, mas nio de M,. Logo, g1 e g» sdo disponiveis
em (. Conseqiientemente, |B| > 2 e ¢ tem um extremo, digamos ¥, em
A —{z}.

Vamos agora construir um novo emparethamento perfeito de & que inter-
cepta C em trés arestas e que ndo contém gy ou go. Dai, podemos concluir
pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponivel.

Vamos denotar os extremos de e e f em X por z; e T9, respectivamente.
Como (4 é brick, G1 —z; — z, tem emparelhamento perfeito /V;. Claramente,
N, contém exatamente uma de g, e g;, digamos ¢;. Como sabemos, H — g, €
matching covered. Entdo H — gy — {b, 11} tem emparelhamento perfeito Ny.
Como ¢, é a Unica aresta incidente em z neste grafo, temos que Ny contém
g;. Claramente, Ny pode ser extendido a um emparelhamento perfeito de
Gz — {b,11}. Entdo Ny U N, U {e, f} é um emparelhamento perfeito em &
que intercepta C em trés arestas e nao contém g;.
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Suponha agora que H — f é matching covered para toda aresta f de H
que incide em V(z). Entdo G; —e— f é matching covered e b(Ga—e— f) = 1.
Se tomarmos f € {My\ M;) entdo f é disponivel em (5. Portanto, podemos
supor que ¢ € . Entdo M;NC = {e} e pelo Lema 7.1.15, temos que |C] > 4.
Logo, existe uma aresta 4 em H que incide em = e que néo estd em M, entéo,
como ¢ tambem nao esta em M,, podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que (¢
contém uma aresta disponivel. 0

Suponha agora que (' é essencialmente proveniente de uma 2-separacao
em (7 — e. Aqui temos trés casos a analisar. Cada Lema a seguir analisara
um deles.

Lema 7.1.17 Se o corte C € proveniente de uma 2-separagio em G—e entdo
G contém uma aresta disponivel,

Dem. Seja {u,v} a 2-separacdo de G — ¢ associada a C. Como G é 3-
conexo, G — e~ {u,v} tem exatamente duas componentes. Vamos denota-las
por S e §'. Entdo um dos extremos de e pertence a S e 0 outro a 5. Além
disso, S € X ou 8 C X. Fixe a notagdo para que tenhamos S C X e
C = V(SU{u}).

Como |Mo N C| = 3, M, deve conter a arestas e, deve emparelhar v com
um vértice de § e © com um vértice de 57,

Se existe uma 1inica aresta ligando v a S entdo u unido ao vizinho de v em
S seria uma barreira ndo trivial em GG — e contendo T como uma componente
trivial, o que, pelo Lema 7.1.14, ndo pode ocorrer. Portanto, existem pelo
menos duas arestas ligando v a 5.

Seja f uma aresta que liga v a S e que nao pertence a M,. Note que f
é paralela em G, ou seja, b(G; — f) = 1. Pelo Lema 7.1.3, G contém uma
aresta disponivel. O

Suponha agora que G — e possua uma barreira nao trivial B tal que
(G — e — B possua uma iinica componente ndo trivial. Seja A o conjunto
das componentes triviais de G — e — B. Entéo e possul um extremo em A.
Considere agora o grafo G’ obtido de @ contraindo BU A a um unico vértice

b.

Lema 7.1.18 Se o corte C € proveniente de uma 2-separacio em G' entdo
G contém uma aresta disponivel.
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Figura 7.9: O corte C é proveniente de uma 2-separagao em G'.

Dem. Seja {u,v} a 2-separacio de G’ associada a C'. Se b é distinto de u e
v entdo (' é proveniente de uma 2-separacio em G — e, Esta situagao ja foi
tratada no Lema 7.1.17. Podemos supor entdo que b = v ou b = v, Fixea
notagdo para que tenhamos & = v (Figura 7.9).

O outro corte justo, digamos C’, de G’ associado & 2-separagao {u,v}
também é robusto em . Portanto, se b = v entao devemos ter u € X e
BUA C X, senao teremos uma contradicao a escolha de C (& minimalidade
de | X|). Vamos fazer S:= X —{u} e §:= X — (BU A).

Vamos considerar o grafo bipartido H obtido de G — e contraindo a com-
ponente ndo trivial de G —e — B a um tinico vértice. Seja f uma aresta de G
que possui extremos em X e B, Pelo Lema 3.15, H — f é matching covered.
Portanto, se existe mais de uma aresta ligando X a B entdo Gy —e — f
também é matching covered. Além disso, 8{Gy —e — f) = 1.

seja M, um emparelhamento perfeito de G2 que contém ¢. Portanto, no
caso em que existe mais de uma aresta ligando X a B, toda aresta [ que
liga X a B e que ndo esta em M, é tal que G5 — f € matching covered. Pelo
Corolario 3.21, (G2 — f) = 1. Note que toda aresta que liga X a B é aresta
de C. Logo, no maximo uma aresta que liga X a B ¢é aresta de M.

Vamos agora mostrar que e € C. Suponha que e ¢ C. Como |MNC| = 3,
M, contém pelo menos duas arestas que liga X a B. Pelo paragrafo anterior,
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podemos concluir que uma destas duas, digamos f, ndo pertence a M,. Entao
Ga— f € matching covered e b{G,— f) = 1. Lembre-se da hipStese que fizemos
de que a aresta e deveria, se possivel, ser uma aresta de C'. Se e € C entdo f
nos leva a uma contradi¢do a escolha de e. Portanto, ¢ € C, ou seja, ¢ tem
um extremo em A e 0 outro em X.

Como |My N C| = 3, existe pelo menos duas arestas de M, ligande S5 a
B. Se existe trés arestas ligando S a B entdo uma delas é disponivel em G
e ndo pertence a My, e dai, pelo Lema 7.1.3, G tem uma aresta disponivel.
Podemos supor entdo que existe exatamente duas arestas, digamos g1 e g,
ligando S a B e estas sdo as arestas de My. Note que ¢ e g; séo, cada uma,
disponivel em (.

Vamos mostrar entao que € nao pode incidir em u. Pois, suponha que e
incide em . Seja 3 o extremo de ¢g; em S. Entdo ¢y é disponivel em Gy, €
u e 3 formam uma barreira niao trivial em G, — g1 contendo F como uma
componente trivial, o que ndo pode ocorrer pelo Lema 7.1.14. Portanto, ¢
nao incide em u.

Vamos agora construir um novo emparelhamento perfeito de G que inter-
cepta (' em trés arestas e que nao contém uma das arestas que liga 5 a B.
Dal, podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponivel.

Seja z, o extremo de e em X. Entdo G; — u — 21 tem emparelhamento
perfeito Ny. Claramente, Ny contém uma tinica aresta, digamos ¢1, que liga
S a B. Seja b o extremo de g; em B. Note que existe pelo menos duas
arestas independentes ligando B a §’, caso contrario, G nio seria 3-conexo.
Portanto, existe uma aresta h, que liga S’ a B, cujo extremo b, em B ¢
distinto de b,.

Seja N um emparelhamento perfeito de G — b, — b;. Entao NV contém e e
Ny := NN(E{H)U{e}) é emparelhamento perfeito em H — b, — b,. Seja Vz
um emparelhamento perfeito em G, — e contendo hy. Entdo N; emparelha
u com 5" e Ny U Ny U N, é emparelhamento perfeito em G que intercepta
C em trés arestas e nao contém uma das arestas que liga S a B. Como esta
aresta é disponivel em G2, podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem
uma aresta disponivel. m

Suponha agora que G — e possua duas barreiras néo triviais By e B; tais
que (7 — e — B; possua uma Unica componente ndo trivial, digamos Y:. Seja
A; o conjunto das componentes triviais de G —~ ¢ — B; e suponha que B; U A,
é disjunto de By U A;. Entao e possul um extremo em A; ¢ o outro em
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Figura 7.10: O corte C' ¢ proveniente de uma 2-separagao em G”.

As. Considere agora o grafo " obtido de (7 contraindo By U A; a um unico
vértice by e contraindo B3 U Ay a um unico vértice by.

Lema 7.1.19 Se o corte C' € proveniente de uma 2-separagio em G" entdo
G contém uma aresta disponivel.

Dem. Seja {u, v} a 2-separacio de G" associada a C. Se |{b, b2 }N{u,v}| =0
entdo C é proveniente de uma 2-separagio em G — e. Esta situagdo ja foi
tratada no Lema 7.1.17. Se |[{b1,b2} N {u,v}| = 1 entdo esta situacdo ja foi
tratada no Lema 7.1.18. Podemos supor entdo que {61, b} = {u,v}.

Como (' é proveniente da 2-separacio {u,v} de G” entdo em G devemos
ter By UA C X ou BUA; € X. Fixe a notagio para que tenhamos
By U A; € X. Como ¢ possul um extremo em A; e o outro em A,, temos
que e € C (Figura 7.10). Note que B; € uma barreira néo frivial em G —e.
Entio, podemos escolher By como sendo maximal em G1 —e. Analogamente,
podemos escolher B; maximal em Gy — e.

Vamos considerar o grafo bipartido 7; obtido de (+ — e contraindo a com-
ponente Y; de G —~ ¢ — B; a um unico vértice. Seja f uma aresta de G que
possui extremos em Y; e B;. Pelo Lema 3.15, T; — f é matching covered.

Portanto, se f é uma aresta que liga X a B, entdo Hy — f € matching
covered. Conseqlientemente, se existe pelo menos duas arestas ligando X a
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B, entao Gy —e— f também € matching covered. Além disso, b{(Gs —e— f} =
b(Ga—e) = 1. Como e # fem (G4 (ja que as duas incidem no mesmo vértice
em (3), temos que b(Gy — f) = 1, ou seja, f é disponivel em G;.

Vamos fazer t, := X —(B1UA ) e H, = 7“(82UA2). Para: = 1,2, seja
L; o grafo formado por H; acrescido das arestas que ligam H; a By e H; a B,
e seja J; o grafo obtido de L; contraindo-se os vértices de By, contraindo-se
os vértices de B; e ligando os dois vértices resultantes por uma aresta.

Vamos mostrar agora que cada H; estd, na verdade, ligado a By (e a B;)
por pelo menos duas arestas independentes (néo vizinhas). Se ady(B1) N H;
ou adj(Hy) N By é um nico vértice w entiao {w, T} seria um corte de vértice
em (v, mas isto ndo pode ocorrer porque (& € 3-conexo. Assim, H, esta
ligado a B; por duas arestas independentes. Analogamente, H; estd ligado a
B, por duas arestas independentes. Se H; tem um unico vizinho em B; entao
(' seria proveniente de uma 2-separagio no grafo obtido de G — ¢ contraindo
By U Ay a um unico vértice (situagdo analoga ocorre se H; tem um unico
vizinho em B;), e se By tem um tnico vizinho w em H; entao By U {w}
seria uma barreira ndo trivial em Gy — e que possui T como uma componente
trivial, o que também nao pode ocorrer. Se B; tivesse um unico vizinho em
H, entdo B, U {w} seria uma barreira nio trivial em G — e e C seria um
corte associado a esta barreira. Mas este caso ja fol tratado. Portanto, cada
H; estd ligado a By (e a Bj) por pelo menos duas arestas independentes.

Logo, toda aresta que liga H; a B, é disponivel em G3. Como |MyNC| =
3, se existe uma aresta, digamos ¢, ligando H; a B, que ndo estd em My
entdo pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel. Portanto, existem
exatamente duas arestas ligando H, a B, e estas sio arestas de My. Logo,
My tem duas arestas ligando Hy, a Bi, e comseqiientemente, H; tem pelo
menos quatro vértices.

Agora vamos mostrar que cada J; é um brick. Comeo e é disponivel em
G1 € G, em vista do Teorema 3.23 e Lema 3.17, € suficiente mostrarmos que
B; é a dnica barreira nao trivial maximal em G; — e, Se Gy — ¢ tem duas
barreiras ndo triviais maximais entdo uma delas, digamos B', é tal que T ¢
componente trivial de Gy —e— B’ o que ndo pode ocorrer. Assim, Gi —e tem
B, como sua tinica barreira nao trivial maximal. Se G; —e tem duas barreiras
nao trivials maximais entdo C' € um corte justo de barreira em G — e. Mas
este caso ja foi considerado. Portanto, cada J; ¢ um brick.

Para a parte restante desta demonstragdo, precisamos construir empare-
thamentos perfeitos especiais de G. Eles podem ser obtidos combinando os
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trés tipos de emparelhamentos descritos abaixo:

(1) Para cada i, existe um emparelhamento X; em L; que emparelha dois
vértices de H; com dois vértices de By e os demais vértices de H,; sao
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; — b; é critico. Seja H! o
grafo obtido de J; — b, quebrando b; em dois vértices. Pelo Lema 6.2,
H! tem emparelhamento perfeito.)

Da mesma forma, existe um emparelhamento Y; em L; que emparelha
dois vértices de H; com dois vértices de B, e os demals vertices de H;
sao emparelhados entre si.

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito ;. (Note que H; =
Ji = {b1,b2}. Como J; é brick, segue que H; tem emparelhamento
perfeito.)

(iii) Dados quaisquer dois vértices p e ¢ de By existe um emparelhamento
N; que emparelha v, com v, e os vértices de A; — {v1} com os de
By — {p,q}. (Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento per-
feito. Um emparelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém
tal emparelhamento N;.)

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e ¢ de B, existe um
emparelhamento N, que emparelha vy com v; e os vértices de A; — {v2}
com os de By, — {p,q}.

Vamos agora definir um emparelhamento em L, como sendo do Zipo f se
ele emparelha um vértice de Hy com um vértice de By, outro vértice de H,
com um vértice de By e o restante dos vértices de H sao emparelhados entre
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em L, como sendo do Zipo
2 se ele emparetha um vértice de H, com um vértice de By, outro vértice de
Hs> com um vértice de B, e o restante dos vértices de H, sdo emparelhados
entre si.

Lema 7.1.20 Se M, € do tipo I ¢ My € do tipo 2 entdo My U M, ndo €
emparelhamento em G.

Dem. Se M,UM, é emparelhamento entio considere F' := M;UM,UNUN,.
Claramente, F' é emparelhamento perfeito de G que intercepta C em trées
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arestas e tem uma Gnica aresta ligando Hy, a B;. Assim, a outra aresta que
liga Hy a B, € disponivel em Gy e nao pertence a F'. Pelo Lema 7.1.3, G tem
uma aresta disponivel. U

Vamos definir um grafo bipartido W que sera 2-aresta-colorivel. A bi-
partigdo de W serd (Bi, By). Um vértice p em B serd ligado a um vértice
p' em B; por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento do tipo 1
em Iy que os satura. Analogamente, existird uma aresta azul entre p e p’ se
existir um emparelhamento do tipo 2 em Ly que os satura.

Pelo Lema 7.1.20, nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul.
Como J, € brick, e portanto matching covered, todo vértice de B, U B, que é
adjacente em (G com um vértice em H; é saturado por um emparelhamento
do tipo 1 e, conseqientemente, € incidente em W com uma aresta vermelha.
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B; e pelo menos dois em B;
que sdo incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas
azuis.

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve
ser composto por um 4-ciclo pi, ps, g1, ¢s, onde {p;,¢;} C B: (1 = 1,2), e
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7).

Vamos mostrar agora que, na verdade, B; = {p;,¢;} (¢ = 1,2). Suponha
que B, contenha um vértice z distinto de p1 e ¢;. Se z € vizinho de algum
vértice y em B, entdo existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou
2 tal que M acrescido da aresta (w,y) também é emparelhamento em G.
Claramente, M U (z,y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de
(i que intercepta C' em trés arestas.

Concluimos entao que nenhum vértice de By pode estar ligado a um de B;.
Portanto, qualquer outro vértice de By — {p1,q; } deve somente ser adjacente
a vértices em A;. Isto implica que A; é uma barreira em . Como G ¢ brick,
devemos ter |A;| = 1. analogamente, |A;| = 1.

Note que o grafo L; ndo pode ser o grafo H sendo, como H; tem pelo
menos seis vértices, teriamos uma contradicdo & minimalidade de {X]|. Por-
tanto, pelo Lema 6.3, um dos grafos Li, Ly — {p1,p2} € Ls — {q1,¢2} tém
emparelhamento perfeito F'. Em qualquer caso, I pode ser estendido a um
emparelhamento perfeito ¥ de G que intercepta C em trés arestas e tem
uma tnica aresta ligando H; a B;. Assim, a outra aresta que liga H; a B
é disponivel em G, e nio pertence a F. Pelo Lema 7.1.3, G tem uma aresta
disponivel. Isto prova o Teorema. a



Capitulo 8

Propriedades dos Bricks

8.1 Introducgao

Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades dos bricks. Na
Secao 8.2 mostraremos que os bricks satisfazem a Conjectura 5.3, ou seja,
que os bricks diferentes do grafo de Petersen admitem uma decomposicdo em
orelhas que usa uma unica orelha dupla.

Entre outras aplicagoes, este Teorema sera utilizado na Se¢éo 8.3, junta-
mente com 0 Teorema 5.8, para apresentarmos uma propriedade que genera-
liza 0 Teorema de Lovasz-Vempala, e que sera fundamental para provarmos,
no Capitulo 9, a validade da Conjectura 5.3 para todos os grafos matching
covered.

8.2 Decomposi¢do em orelhas otima para

bricks

Nesta se¢do mostraremos que os bricks satisfazem a conjectura 5.3.

Teorema 8.1 Seja G um grafo matching covered cuja decomposi¢do em cor-
tes justos fornece um iunico brick e este € diferente do grafo de Petersen.
Entdo G admite uma decomposicio em orelhas que use uma inica orelha
dupla.

Dem. Por indugio em |V(G)| + |E(G)|. Seja G um grafo matching covered

satisfazendo as hipoteses do Teorema. Comeo a decomposi¢do em cortes justos

117
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de (7 fornece um unico brick, cada iteracio de uma decomposicio de G em
cortes justos fornece um grafo bipartido como resultade de uma contragéo.

Se (G tem um corte justo nao trivial C' entdo uma das C-contracoes,
digamos (71, é bipartido, e a outra, digamos (73, € um grafo matching covered
tal que 8(G,) = 1. Claramente, o brick de G; é o mesmo brick de G que, por
hipotese, € diferente do grafo de Petersen. Por hipétese de inducdo, existe
uma decomposigdo em orelhas D de (7, que usa uma unica orelha dupla. Pelo
Lema 5.6, D pode ser estendida a uma decomposi¢ao em orelhas de G que
1sa uma tunica orelha dupla.

Podemos supor entéo que GG nao tem corte justo nao trivial. Portanto, G
é um brick. Se G é K, ou Cg entio o Teorema é claramente verdadeiro. Su-
ponha que G é diferente do Ky e Cg. Pelo Teorema 7.1 (de Lovéasz-Vempala),
(G contém uma aresta ¢ tal que G — e é matching covered e b(G.) = 1.

Se o brick de G — e é diferente do grafo de Petersen entéo por hipdtese de
indugdo, existe uma decomposicio em orelhas de G — e que usa uma nica
orelha dupla. Podemos entdo adicionar e como uma orelha simples para obter
uma decomposicio em orelhas de G que usa uma unica orelha dupla.

Podemos supor entao que o brick de G — e € P, onde P € o grafo de
Petersen. Observe que G — e satisfaz as hipdteses do Teorema 3.23. Vamos
utilizar este Teorema para determinar a estrutura de G.

Consideremos inicialmente o caso em que G — e € bicritico, ou seja, o caso
em que (G — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23. Pelo Lema 3.17, G — ¢ €
brick. Portanto, G —e = P. Entdo G = P + e. Mas é facil ver que P + ¢
possul uma decomposicao em orelhas gue usa uma anica orelha dupla.

Se (G — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entdo (G tem a forma de um
dos grafos da Figura 8.1{(a), (b) ou {c), possivelmente acrescido de arestas
adicionais com extemos em {uy, us, ua} € B.

Se G — e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entio G tem a forma de
um dos grafos da Figura 8.2(d) ou (e), possivelmente acrescido de arestas
adicionais com extemos em {ug,u3} e B, {us,us} e B, B e B, no caso (d),
e {ur,ug,uz} e B,{ur, uq,us} € B’, no caso (e).

O que nos resia fazer é mostrar que em cada um destes cinco casos,
(G possui uma decomposicdo em orelhas que usa uma tnica orelha dupla.
Vamos denotar por T (7") o grafo bipartido (matching covered) obtido pela
contragio da componente ndo trivial de G —e — B (G — e — B’) a um unico
vértice A (h'). Vamos denotar os extremos de e por = e y, onde y € A.



Propriedades dos Bricks 119

Figura 8.1: Formas possivets para o grafo G.
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Figura 8.2: Formas possiveis para o grafo G.

Suponha inicialmente que G € da forma da figura 8.1 caso (a). Considere
G := G — {{ue,ur), (u3, us), (U1, us), e} (Figura 8.3).

Proposicéo 8.1.1 G, € maiching covered.

Dem. Considere o corte C' := V(B U A) neste grafo. Uma das C-contragoes
em (71 € o grafo bipartido T e a outra é uma subdivisio impar do K4. Pelo
Lema 3.9, ; é matching covered. g

Agora que ja sabemos que (; é matching covered, podemos ver que,
na demonstracio da Proposi¢do 8.1.1, o que fizemos na verdade foi uma
decomposicio em cortes justos para o grafo Gy, e vimos com isso que Gy
tem um dnico brick e este é o K,. Por hipdiese de inducgio, existe uma
decomposi¢do em orelhas de G| que usa uma tnica orelha dupla.

Seja M, um emparelthamento perfeitc de G que contém a aresta e.
Por simples contagem, podemos ver que M, emparelha os vértices us,
uy € us com vértices de B. Entio, podemos tomar M, contendo as
arestas {{uq,ur),(ts, us}),{us,ug)}. Isto mostra que e é uma orelha sim-
ples de ;. Por outro lado, se tomarmos M, contendo as arestas
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Figura 8.3: Grafo (G4 no caso (a).

{(ue, u7), (us, us), (¢4, us}}, podemos ver que (uq,u7) é orelha simples de
1+ e. Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente
incluir as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter
uma decomposi¢do em orelhas de G que usa uma tnica orelha dupla.

O caso (b) da figura 8.1 é similar. Vamos tratar o caso (c). Considere um
emparelhamento perfeito M de 7 contendo a aresta e. Por simples contagem,
M emparelha exatamente dois vértices de {u,us,ua} com vértices de B. As
seguintes proposicoes serao uteis para tratarmos este e outros casos futuros:

Proposigao 8.1.2 Seja S C {uy,uz,us} tal que |S| = 2. Entdo |ady(5) N
B| > 2.

Dem. Suponha, por exemplo, que |adj{{u1,us}) N B| = 1. Entdo AU {us}
é uma barreira nao trivial em G. O

Para a parte restante da prova, necessitamos de emparelhamentos per-
feitos construidos especialmente para cada situagdo. Estes emparelhamentos
podem ser obtidos combinando os emparelhamentos descritos abaixo:

Proposigdo 8.1.8 Dados dois vértices p e q em B, existe um emparelha-

mento N que contém a aresta e ¢ que emparelha os vértices de A — {y} com
os de B~ {p,q}.
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Figura 8.4: Emparethamentos perfeitos M e M’ para o caso (c).

Dem. Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento perfeito. Um em-

parelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém tal emparelhamento
N. O

Proposigao 8.1.4 Eziste emparelhamento perfeito em (G contendo e ¢ que
emparelha quaisquer dois vértices de {uy,uz,us} com vértices de B.

Dem. Vameos mostrar, por exemplo, que existe emparelhamento perfeito
em (G contendo e ¢ que emparelha u; e us com vértices de B. Pela Pro-
posicdo 8.1.2, temos que |adj({uz, us}) N B] > 2. Logo, existem dois vértices
p e q distintos em B tais que p é adjacente a u; e ¢ € adjacente a us.

Pela Proposicdo 8.1.3, existe um emparelhamento NV que contém a aresta
e e que emparelha os vértices de A — {y} com os de B — {p,¢}. Entéo
N U {(uz,p), (us, ¢} } U {{us,t1), (2a, ur), (us,us)} é da forma desejada. De
forma analoga, podemos mostrar que a Proposigio é verdadeira para qualquer
outro par de vértices em {uy,uq, ua}. a

Podemos supor entdo que M (M’) é um emparelhamento perfeito em G
que contém e e emparelha u; e uy (uy € uz) com vértices de B. Entao M (M')
contém as arestas {(uq,ur),(us,us), (us,us)} ({(u1, ue), (us, ur), (us, us)})
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Figura 8.5: Emparelhamentos perfeitos M € M’ para o caso (d).

(Figura 8.4(a) e (b)). Considere Gy := G — {(us,ur), (us, us), (w2, uq), €}
Procedendo de maneira analoga ao que fizemos no caso (a), podemos ver que
(1 € matching covered, e uma decomposicdo de (53 em cortes justos fornece
K, como seu tinico brick. Por hipétese de inducao, existe uma decomposicao
em orelhas de (7; que usa uma tinica orelha dupla. Agora vamos colocar as
quatro arestas restantes, cada uma delas como um orelha simples para obter
uma decomposigdo em orethas de G que usa uma tnica orelha dupla.

0 emparelhamento M nos mostra que e ¢ uma orelha simples de Gy, e o
emparelhamento M’ nos mostra que (us, us) € uma orelha simples de Gy +e.
Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente incluir
as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter uma
decomposicio em orelhas de G' que usa uma unica orelha dupla.

Trataremos agora o caso (d)., Para este caso precisamos da seguinte Pro-
posicao.

Proposicao 8.1.5 ladj{{uz,u3}) N B| > 2 € |adj({us, ug}) N B'| = 2. Além
disso, BU {us} € BU {ug} possuem cada um pelo menos dois adjacenies em
B'. Analogamente, B' U {u3} e B'U {us} possuem cada um pelo menos dois
adjacentes em B.
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Dem. Suponha que |adj({us,ug}) N B’| = 1. Entdo A’ U B é uma barreira
nao trivial em (&, o que € uma contradigao pois & € brick. situacio andloga
ocorre se |adj{{uz,ua}) N B| = 1.

Se B U {ug} possui um tinico adjacentes em B’ entdo A’ U {ug} é uma
barreira ndo trivial em . De forma analoga podemos mostrar os outros
Casos. O

Por simples contagem, todo emparelhamento perfeito em &' contendo a
aresta e tem exatamente duas arestas com um extremo em B e o outro em
{uqg,u3} U B'. Podemos usar as Proposigdes 8.1.5 e 8.1.3 para mostrar que
existe um emparelhamento perfeito M que empareiha {us, 13} com vértices
de B e {ug, us} com vértices de B’ (Figura 8.5(a}). Podemos também mostrar
que existe um emparelhamento perfeito M’ em (G contendo a aresta € e que
emparetha exatamente um de u, e ua, digamos u2, com um vértice de B,
e consequentemente, um de ug € ug, digamos ug, com um vértice de B’
(Figura 8.5(b)).

Considere Gy := G — {(ua, us), (uq, u7), (¢, us), e}. Por um procedimento
analogo ao da proposi¢do 8.1.1, podemos provar que (77 € matching covered.
Além disso, G tem K4 como seu unico brick. Por hipdtese de inducao, existe
uma decomposi¢ao em orelhas de (7 que usa uma Unica orelha dupla.

Considerando o emparelthamento perfeito M’ podemos ver que e € uma
oretha simples de (&1, e Considerando o emparelhamento perfeito M podemos
ver que (4, uz) € uma orelha simples de G; + e. Tomando emparelhamentos
perfeitos adequados, podemos facilmente incluir as outras duas arestas, uma
por vez, como oretha simples para obter uma decomposi¢io em orelhas de &
que usa uma unica orelha dupla.

Suponha agora que & é da forma da figura 8.2(e). Podemos proceder de
forma andloga a Proposicao 8.1.4 para mostrar que existe emparethamento
perfeito M (M') em G que contém e e emparelha uy e u; (1 e uz) com vértices
de B (Figura 8.6(a) e (b)). Considere Gy := G—{(ua, ur), (us, us), (uz, u4), e}

e proceda de forma anadloga aos casos anteriores. c

Teorema 8.2 Todo brick diferente do grafo de Petersen admite uma decom-
posigdo em orelhas que usa uma Unica oretha dupla.

Dem. Imediato a partir do Teorema 8.1. o

Pelo Teorema 8.2, concluimos que a conjectura 5.3 é verdadeira para os

bricks.



Propriedades dos Bricks 125

Figura 8.6: Emparelhamentos perfeitos M e M’ para o caso (e).

8.3 Teorema de Lovasz-Vempala reforgado

Seja G' um grafo matching covered cuja decomposi¢io em cortes justos fornece
b bricks, dentre os quais p sdo, a menos de arestas paralelas, isomorfos ao
grafo de Petersen. Vamos denotar por ¢(G) o valor b + p.

Relembre que uma aresta e é disponivel em um brick G se G—e é matching
covered e b(G — e) = 1. Dizemos que uma aresta e € E(G) é fortemente
disponivel se G — e é matching covered e ¢(G — ¢) = #(G). Vejamos alguns
exemplos. Se (¢ é o grafo de Petersen entao ¢(G) = 2. Mas para toda aresta
e deste grafo temos ¢(G —e) = 2. Portanto, toda aresta no grafo de Petersen
é fortemente disponivel.

Suponha agora que G seja um brick distinto do grafo de Petersen. Entao
#(G) = 1. Logo, uma aresta neste grafo é fortemente disponivel se G — e é
matching covered e ¢(G — e) = 1, ou seja, G — e deve ter um tinico brick e
este deve ser distinto do grafo de Petersen.

Dizemos também que um par de arestas {e, f} de um brick G ¢é fortemente

disponivel se G—{e, f} é matching covered e ¢{G—{e, f}) =0 = ¢(G)—1, ou
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seja, se G — e é matching covered e bipartido. Chamaremos de elemenio for-
temente disponivel a uma aresta fortemente disponivel ou um par fortemente
disponivel de arestas em G.

Esta secao sera dedicada a provar que “todo brick possui pelo menos trés
elementos fortemente disponiveis”. Este Teorema sera utilizado no proxime
Capitulo para que possamos provar que a Conjectura 5.3 € verdadeira. Vamos
inicialmente apresentar alguns resultados que contribuirdo diretamente para
a demonstracéo deste Teorema.

O Lema a seguir é Corolario do Teorema 8.2 e de outros Teoremas im-
portantes demonstrados nos Capitulos anteriores.

Lema 8.3 Todo brick distinto de K4 e Cg contém uma aresta fortemente
disponivel.

Dem. Seja G um brick distinto de K4 e Cs. Se G é o grafo de Petersen
entao toda aresta de (G é fortemente disponivel. Podemos supor entao que
(G também nao é o grafo de Petersen.

Pelo Teorema 8.2, existe uma decomposiciao em orelhas de G que usa
uma unica orelha dupla. Pelo Teorema 5.8, existe nma decomposicio em
orelhas canodnica D de G que usa uma tnica orelha dupla. Portanto, como
G é distinto de K4 e Cs, a Gltima orelha de D é uma aresta, digamos ¢,

Claramente, a decomposi¢ao D fornece uma decomposi¢do em orelhas
de ¢ — e que usa uma tunica orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, temos que
#(G — e) = 1. Portanto, ¢ ¢ fortemente disponivel. 0

O que vamos fazer para exibir elementos fortemente disponiveis em um
brick G, é busca-los dentre os elementos fortemente disponiveis de &', o
brick de G — ¢, onde ¢ é fortemente disponivel em . Os dois Lemas a seguir
mostram alguns exemplos de como isto ¢ feito.

Lema 8.4 Scja G um brick e ¢ uma aresta fortemente disponivel em (. Seja
G’ o brick de G — e ¢ suponha que ¢ seja uma aresta fortemente disponivel
em G'. Entio (1) G — ¢ — €' € matching covered, (ii) o brick de G —e — ¢
€ 0 brick de G' — €' € (iii) ¢(G —e —¢') = 1. Além disso, see# € em GG
entio € € fortemente disponivel em G.

Dem. Pelo Lema 3.23, o grafo ' € obtido de G—e por no méximo duas con-
tragdes de margens bipartidas de cortes justos. Se ¢’ ndo incide em nenhum
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dos vértices resultantes de contragoes entao claramente G — ¢ — ¢’ € matching
covered. No caso em que ¢’ incide em algum destes vértices, podemos utilizar
o Lema 3.15 para concluir que G — ¢ — ¢’ é matching covered. Portanto. em
qualquer caso, G — e — ¢’ é matching covered.

O brick de G — e —¢€’ é o brick de G’ — €’ pois, todo corte justo de G —e é
também justo em G — e — ¢’ (Lema 3.13). Isto significa que podemos obter o
brick de G — e — €’ fazendo inicialmente contragdes nos cortes justos de G~ ¢
até obter G'—e’. Como ¢{G'—¢') = 1, podemos concluir que ¢(G—e—e') = L.

Portanto, G — e — ¢’ tem um unico brick e este € distinto do grafo de
Petersen. Pelo Teorema 8.1, existe uma decomposi¢ao em orelhas de G—e—¢’
que usa uma unica orelha dupla. Por hipdtese, ¢ # ¢'. Entdo podemos
adicionar e como uma arelha simples a esta decomposi¢do para obter uma
decomposicdo em orelhas de G — ¢’ que usa uma tnica orelha dupla. Pelo
Teorema 5.2, podemos concluir que ¢(G — €’) = 1. Portanto, e’ é fortemente
disponivel em . O

Lema 8.5 Seja G um brick e ¢ uma aresta disponivel em G. Seja G' o brick
de G — e e suponha que o par de arestas { [, f3} € fortemente disponivel em
G'. Entdo o par {f{, f;} ¢ fortemente disponivel em G ou uma dentre f] ¢
f3 € fortemente disponivel em G,

Dem. Por definigio de par fortemente disponivel, temos que G' — {f, f3} ¢
matching covered e bipartido. Vamos denotar a biparticio de G' — {f], fa}
por (U, W). Ajuste a notacéo para que f] possua seus dois extremos em I/ e
f4 possua seus dois extremos em W,

Por hipotese, e é disponivel em . Entao 7 — e satisfaz as hipdteses do
Teorema 3.23. Portanto, (7 — e satisfaz um dos trés {tens deste Teorema.

Se (7 —e é bicritico entdo, pelo Lema 3.17, G—e é brick. Logo, G—e = .
Neste caso, se e possui um extremo em U/ e outro em W entao G — { f{, f3} é
matching covered e bipartido, ou seja, o par de arestas {fI, f;} é fortemente
disponivel em G.

Se e possui seus dois extremos em U entdo G — {e, f1, f3} = G —~ {f], fi}
é matching covered e bipartido. Considere agora um emparelhamento per-
feito M de G contendo e. Por contagem, M contém f; mas nio contém fj.
Portanto, e e f; formam uma orelha dupla de G — {e, f, f3}. Logo, existe
uma decomposicao em orelhas de G — f] que usa uma unica orelha dupla.
Pelo Teorema 5.2, ¢(G — f{) = 1. Portanto, fi é fortemente disponivel em
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(. No caso em que e possui seus dois extremos em W, podemos concluir de
forma analoga que f; é fortemente disponivel em G.

Se (G —e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entao (4 —e possui uma barreira
nao trivial B tal que se A € o conjunto das componentes triviais de G—e— B
entdo (' é obtido de G — e pela contracao de B U A a um 1tinico vértice b.
Em G’ o vértice b pertence a U ou a W. Suponha que b € U/. Entdo mesmo
que fi possua um extremo em b, podemos concluir, pelo Lema 3.15, que
G — {e, fi, f2} é matching covered e bipartido. Daqui para frente podemos
proceder de modo analogo ao caso anterior.

Se G'—e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entio (G—e possui duas barreiras
nao triviais B e B’ tals que se A e A’ sdo os conjuntos das componentes trivials
de G—e— B eG—e-— B respectivamente, entdo BU A é disjunto de B'U A’
e (' é obtido de (4 — e pela contragdo de BU A a um tnico vértice b e pela
contracdo de B’ U A’ a um tnico vértice &. Além disso, em (J, a aresta ¢
possui um extremo em A e o outro em A’. Resta agora analisar os casos
em que b e ¥’ pertencem ambos a uma mesma biparticdo de ' ou nao. Em
quaisquer dos casos vamos concluir que o par {f], f3} ¢ fortemente disponivel
em (7 ou uma dentre f] e f; é fortemente disponivel em G. ]

Motivados pelos dois Lemas acima, introduzimos o conceito de
“promocao” de elemento fortemente disponivel. Seja G um brick e ¢ uma
aresta fortemente disponivel em G. Seja G’ o brick de G — e. Dizemos que
um elemento fortemente disponivel em G’ é promovido para G se ele também
é fortemente disponivel em G ou, no caso de ser um par de arestas, um de
seus elementos é fortemente disponivel em (.

Por exemplo, o Lema 8.5 nos diz que se um par de arestas ¢ fortemente
disponivel em (&’ entdo ele pode ser promovido para G. O Lema 8.4 nos diz
que se uma aresta e’ é fortemente disponivel em G’ e e % ¢ em G entdo €'
pode ser promovida para G.

Lema 8.6 Se G € um brick e e € uma aresta de G tal que G — e é maliching
covered e possui Ky como seu wnico brick entdo G possui dois elementos
fortemente disponiveis promovidos do Ky.

Dem. Por hipétese, G — e satisfaz as hipéteses do Teorema 3.23.

Se G — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, se G — e é bicritico
entao, pelo Lema 3.17, G —e¢ é brick. Entdo G—e = K4, ouseja, G = Ky+e,
o que ndo pode ocorrer pois neste caso (7 possui aresta paralela.
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Figura 8.7: Formas possiveis para o grafo G.
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Se G — ¢ satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entao (G — ¢ possui uma
barreira nao trivial B tal que se A € o conjunte das componentes triviais
de G — e — B entdao K, é obtido de ¢ — e pela contragao de BU A a um
tnico vértice. Entdo G tem a forma de um dos grafos da figura 8.7(a) ou (b),
possivelmente acrescido de arestas adicionais com extremos em {vy,v,, 3} €

B.

Se (G—e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entdo (G—e possui duas barreiras
nao triviais B e B’ tais que se A e A’ sdo os conjuntos das componentes
triviais de G — e — B e G — e — B', respectivamente, entao 5 U A € disjunto
de B'U A" e K, é obtido de G — ¢ pela contragio de BU A a um unico veértice
e pela contracdo de B’ U A’ a wm unico vértice. Além disso, em (5, a aresta
e possul um extremo em A e o outro em A’. Entdo G tem a forma do grafo
da figura 8.7(c), possivelmente acrescido de arestas adictonals com extremos

em {vy,v2} € B, {vi,v:} e B, Be B'.

Vamos analisar os casos (a) e (b) conjuntamente. Seja M um emparelha-
mento perfeito de G contendo a aresta e. Suponha que o vértice v; tem pelo
menos dois vizinhos em B. Seja f uma aresta com extremos em vy e b, onde
be B, etal que f € M. Entao f é fortemente disponivel no A, e e # f em
G. Pelo Lema 8.4, f é fortemente disponivel em G.

Portanto, se v; possui dois vizinhos em B entdo, pela observagao que
fizemos no pardgrafo anterior, uma das arestas que liga v, a B é fortemente
disponivel em (. Caso contrario, Seja f a aresta que liga vy a B, e g :=
{vo,v3). O par {f,g} é fortemente disponivel no K;. Pelo Lema 8.5, este
par pode ser promovido para (G. Podemos usar o mesmo argumento para
o vértice vy para encontrarmos outro elemento fortemente disponivel em G’
que pode ser promovido para G.

Considere agora o caso (c). Se vy possul dois vizinhos em B entao uma
das arestas que liga v; a B é fortemente disponivel em . O mesmo vale
para vz € B'. Suponha entao que v (v;) estd ligado a B (B’) por uma tnica
aresta fi (f]). Entdo o par de arestas {f1, f;} é fortemente disponivel no
K4. Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para G. Simetricamente,
podemos encontrar outro elemento. O
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Figura 8.8: Formas possiveis para o grafo G.
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Figura 8.9: Formas possiveis para o grafo G.

De forma analoga ao que fizemos acima podemos provar o seguinte Lema.

Lema 8.7 Se G € um brick e e € uma aresta de G tal que G — e € maiching
covered e possui Cg como seu unico brick entdo G possui dois elementos
fortemente disponiveis promovidos do Ce.

Dem. Se G — ¢ é brick entdo G = Cg + e, ou seja, G é o Cg acrescido de
uma aresta paralela, o que nao pode ocorrer, ou G é isomorfo ao grafo da
Figura 8.8(a). Se G — e possul uma tnica barreira maximal ndo trivial B
entdo, pelo Lema 3.23 item 2, G tem a forma de um dos grafos da figura 8.8(b)
a (e).

Se G —e possui duas barreiras maximals ndo trivials entao, pelo Lema 3.23
item 3, 7 tem a forma de um dos grafos da figura 8.9 ou 8.10.

Consideremos entdo o caso (a) da Figura 8.8. Neste caso, cada uma das
arestas f e g do Cg, indicadas na figura, é fortemente disponivel em G.

Considere agora o caso (b). O par de arestas {f, ¢} é fortemente dis-
ponivel no Cg. Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para G.
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Figura 8.10: Formas possiveis para o grafo G.

Se v, possui dois vizinhos em B entdo uma das arestas que liga v, a B é
forternente disponivel em (G. Caso contrario, Seja f’ a aresta que liga v, a B,
e g 1= (vi,v4). O par {f',g'} é fortemente disponivel no (. Pelo Lema 8.5,
este par pode ser promovido para G.

Os casos (¢}, (d) e (e) da Figura 8.8, os casos (a) e (b) da Figura 8.9 e o
da Figura 8.10 podem ser tratados de forma andloga. a

Teorema 8.8 Seja G um brick e e uma aresta fortemente disponivel em
G. Seja G' o0 brick de G — e. FEntdo G possui trés elementos fortemente
disponiveis, sendo que dois deles sdo promovidos de G'.

Dem. Por indugdo em {E(G)|. A aresta e é um elemento fortemente dis-
ponivel de G. Resta-nos mostrar entéo que G tem dois elementos fortemente
disponiveis promovidos de .

Se G' = K entao o Teorema é demonstrado pelo Lema 8.6, ¢ se G = C,
o Teorema é demonstrado pelo Lema 8.7. Podemos supor entdo que ¢ é
distinto de K; e Cg. Como e é fortemente disponivel em G, o grafo G’
também ¢é distinto do grafo de Petersen.
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Por hipétese de indugio, G’ possul trés elementos fortemente disponiveis.
Se pelo menos dois deles podem ser promovidos para G entdo nao ha nada
mais a fazer. Suponha entdo que isto néo ocorre.

Observe que pelo Lema 8.5, todo par fortemente disponivel de G pode
ser promovido para (G. Portanto, um dos elementos fortemente disponiveis
de ' é uma aresta ¢’ que nao pode ser promovida para . Pelo Lema 8.4,
e=e emG.

Entao existe uma barreira maximal B, em G — €', contendo os extremos
da aresta e. Pelo Lema 8.4, ¢(G — e —¢€') = 1. Logo, G — B’ — ¢’ contém
exatamente uma componente nao trivial X’. Escolha e’ fortemente disponivel
em G’ tal que e = €’ e a barreira maximal B’ seja a mailor possivel.

Seja G” o brick de G' — ¢'. Por hipotese de indugdo, G’ possul dois
elementos fortemente disponiveis promovidos de G, Vamos agora considerar
dois casos, dependendo se, em G — B' — ¢/
extremo em X'

, a aresta ¢ possul ou nao um

Caso 1 ¢ ndo possui extremo em X',

Como B’ € barreira maximal em G — ¢/, a componente X’ é critica. Seja
J o grafo obtido de G pela contragio de V(G) — X' a um dnico vértice b.
Como V{X') é um corte justo em G'—e — €', temos que JJ é matching covered.
Além disso, ¢(J)} = ¢(G — e — ') = 1. Vamos mostrar que J é brick.

Como X' é critica, J - {b,z} tem emparelhamento perfeito, para todo
z € X'. Logo, se J possui uma barreira nio trivial B entao b & B, ou seja,
B é barreira em (5, o que é uma contradi¢io. Portanto, J é bicritico. Como
#(J) = 1 temos, pelo Lema 3.17, que J é brick e J # P. Entao J é o brick
de G —e — €. Logo, G" = J.

Considere um elemento fortemente disponivel de G' que € promovido de
G". Se este & um par fortemente disponivel em G’ entéo, pelo Lema 8.5, este
par pode ser promovido para G.

Suponha agora que este elemento é uma aresta, digamos e”. Entao e” é
fortemente disponivel em (&7, Pelo Lema 8.4, G — e — " ¢ matching covered.
Vamos mostrar que e & €’ em (. Assim, podemos concluir por este mesmo
Lema que e é fortemente disponivel em G.

Seja H o grafo obtido de (G pela contragio de X’ a um unico vértice
#’. Entao H é matching covered. Observe que H é composto por um grafo
bipartido acrescido das arestas e e ¢’ cujos extremos de cada uma delas
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pertencem a uma mesma biparticdo. Uma das biparticées de H ¢ B’ {a
barreira de G — ¢ — ¢’). Vamos denotar a outra biparticao por A’. Portanto,
a aresta e possui seus dois extremos em B’ e ¢’ possui seus extremos em A’
Logo, em H, temos que e < ¢’

Se ¢” ¢ V(X') entdo claramente e # ¢ em ( pois, considere um empare-
lhamento perfeito My em H contendo e. Seja f a aresta de M, que incide em
z'. Como G — €” é matching covered, existe um emparelhamento perfeito
M, em G" —¢" contendo f. Logo, M;UM; é um emparelhamento perfeito em
G contendo e, mas ndo e”, ou seja, e & €” em G. Portanto, ¢” é fortemente
disponivel em G.

Suponha agora que e” € V({X'). Se e = ¢” em G entdo e = ¢’ em H.
Mas como e & €' em H, temos, por transitividade, que ¢/ = e¢” em H. QOu
seja, em f — " existe uma barreira B” contendo ambos os extremos de
¢’. Alem disso, ¢ deve possuir seus extremos em componentes distintas de
H — B” —¢". Mas €' possul um extremo em z’. Logo, 2’ pertence a alguma
componente impar de H — B” — ¢”. Portanto, ¢’ nao é admissivel em G — ¢”,
o que ¢ uma contradigdo, pois G — e — ¢” é matching covered. Portanto,
e 7 ¢’ em (G, e assim, ¢” é fortemente disponivel em G.

Caso 2 ¢’ possui um extremo em X'.

Seja J o grafo obtido de G pela contragao de V((G)— X' a um tinico vértice
besea  :=J—¢. Note que K também pode ser obtido de G —e — ¢’
contraindo V(G) — X’. Como G — e — ¢’ é matching covered e V(X’) é justo
em G—-e—¢', temos que & é matching covered. Seja M’ um emparelhamento
perfeito em G contendo e. Entdo M’ contém e’ e a restrigio de M' ao grafo
J é um emparelhamento perfeito de J que contém e'. Portanto, J também é
matching covered.

Como €” é aresta de 3", que é o brick de G —¢—¢’, temos que ¢’ € F{J).
Vamos mostrar que ¢’ % €” em J. Suponha o contrario. Logo, em J — ¢”,
existe uma barreira B” contendo ambos os extremos de ¢/, Mas um dos
extremos de ¢’ é &’. Entdo S := (B” — ') U B’ é uma barreira emm G — ¢”
contendo propriamente B’. Como G'—e—e¢” é matching covered, temos que ¢
¢ a Unica aresta de G — e” com ambos os extremos em 5. Mas isto contradiz
a escolha de ¢ em G'. .

Portanto, ¢ # ¢” em J. Logo, existe um emparelhamento M; em J
contendo ¢’ mas nao €”. Seja M; um emparelhamento perfeito em GG contendo
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e. Entao My NV(X') = {e'} e, consequentemente, (M \E(J)) U M; é um
emparelhamento perfeito de G contendo ¢ mas nao €, ou seja, e # ¢ em
(3. Portanto, ¢” é fortemente disponivel em G. Isto prova o Teorema. O



Capitulo 9

L B -

Consequéncias Importantes

9.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos algumas consequéncias
dos Teoremas 8.2 e 8.8. Na Sec¢do 9.2 mostraremos que a Conjectura 5.3
é verdadelra para todo grafo matching covered, ou seja, mostraremos que
todo grafo matching covered admite uma decomposicdc em orelhas que usa
exatamente b + p orelhas duplas.

Na Secado 9.3 mostraremos que o matching lattice de um grafo match-
ing possui uma base formada somente por emparelhamentos perfeitos. Para
finalizar apresentaremos, na Sec¢do 9.4, uma caracterizagao para Lin(M, Z,).

9.2 Decomposicao o6tima em orelhas para
grafos matching covered

Pelo Teorema 3.2, sabemos que o numero minimo de orelhas duplas de uma
decomposicao em orelhas de um grafo matching covered G é b+p. Nesta se¢do
vamos mostrar que todo grafo matching covered admite uma decomposigao
em orelhas que usa exatamente b + p orelhas duplas.

Para isso precisamos inicialmente generalizar o conceito de elemento for-
temente disponivel visto no Capitulo anterior. Se G é um grafo match-
ing covered entdo dizemos que P é uma orelha fortemente disponivel de

G se G — P é matching covered e ¢(G — P) = ¢(G) se P for simples ou

137
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&G — P) = ¢(G) — 1 se P for dupla. Por exemplo, um elemento fortemente
disponivel em um brick é uma orelha fortemente disponivel.

Lema 9.1 Todo grafo matching covered distinto de K, e de Cy, contém pelo
menos duas orelhas fortemente disponiveis disyuntas nas arestas.

Dem. Seja G um grafo matching covered distinto de A’; e de C3,,. Vamos
fazer indugdo em |E{G)|. Se G contém arestas paralelas entao cada uma
delas € uma orelhas fortemente disponivel. Podemos supor entao que GG nao
possul arestas paralelas.

Caso 1 G tem um vértice u de grau dois.

Sejam v e w os vértices adjacentes a u, e seja X := {u,v,w}. Considere
o corte C ;= V(X). Este corte é justo em G. Sejam (Z; e Gy as duas (-
contragoes em (4, onde (G; € obtido pela contracao de X a um unico vértice
z. Entao G e G2 sao matching covered. Além disso, G é bipartido e G é
tal que ¢(G,) = ¢(G).

(71 nao pode ser K, sendo G néo seria matching covered. Se G; = (;,
entio GG = Cy,43, 0 que contradiz a hipdtese. Portanto, Gy ¢ distinto de K,
e de C'yy.

Por hipétese de indugde, Gy contém pelo menos duas orelhas, digamos
P, e P,, fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas. Vamos mostrar que
cada P; de (7, da origem a uma orelha @; fortemente disponivel em G.

Se V(P;} ndo contém z entdo tome @; := F;. Claramente (; é fortemente
disponivel em G. Suponha entdo que z é um vértice de V(P;). O caso em
que T € vértice interno de uma orelha de P; também é trivial.

Podemos supor entiao que € um vértice extremo de uma orelha de P,
Seja f a aresta de F; que incide em z. Entdo no grafo GG a aresta f incide
em um de v ou w, digamos v. Se [V{v)| > 3 entdo tome novamente Q; := P,
e se |V(v)| = 2 entdo tome @Q; := P; U {(v,u), (v,w)}. Em qualquer caso
podemos ver que ¢; fortemente disponivel em G. 0O

Caso 2 G ¢ bipartido.

Entdo ¢(G) = 0. Além disso, qualquer decomposicio em orelhas de GG
usa somente orelhas simples. Como G néo tem vértice de grau dois, a dltima
orelha de qualquer decomposi¢do em orelhas de G é sempre uma aresta.
Agora € facil de ver que G contém pelo menos duas arestas e; e e; que séo
orelhas fortemente disponiveis. O
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Caso 3 & € um brick,

Se G é K, ou Cy entao (7 tem ndo somente duas mas trés orelhas duplas
fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas. Para o grafo de Petersen. toda
aresta € fortemente disponivel. Se &G é diferente de K4, Cs € do grafo de Pe-

tersen entao peloo Teorema, 8.8 ¢ tem trés elementos fortemente disponiveis.
a

Caso 4 G ¢ bicritico.

Se (G € brick entdo podemos terminar pelo Caso 3. Suponha entao que ¢
nao é brick. Logo, ele tem uma 2-separagdo {u,v}. Seja €' um corte justo
associado a esta 2-separacao e sejam (57 e (5 as duas C-contragoes. Entédo
HGY = ¢(G1) + H(G4). Além disso, (3 e (77 sdo bicriticos e portanto, ambos
sao distintos de Ky e Oy,

Considere o grafo simples (&} obtido de Gy removendo as possivels ares-
tas paralelas que possam existir ligando os vértices u e v. Por hipétese de
indugio, G contém duas orelhas fortemente disponiveis e disjuntas nas ares-
tas. Assim, uma destas orelhas nio contém a aresta (u,v) e portanto, é
também uma orelha fortemente disponivel em G.

Analogamente, podemos mostrar que (73 também contém uma orelha que
¢é fortemente disponivel em G. 0

Caso 5 G ndao é bicritico.

Entdo G contém uma barreira nao trivial. Seja B uma barreira néo trivial
minimal em G. Sejam Hy, Ha,..., Hi, onde (k = |Bj), as componentes de
G —B,eG;, 1 €1 <k, o grafo obtido pela contracio de V(G) — V(H;) a
um iinico vértice z;. O grafo bipartido obtido pela contragio de cada H;,
1 <1 <k, aum dnico vértice sera denotado por H.

Portanto, ¢(G) = 3.5 | #(G:). Além disso, pela escolha de B, podemos
concluir que H € um brace. Como o Caso 2 nio se aplica, G é ndo bipartido.
Logo, alguma componente H; € ndo trivial.

Fixe a notagao para que H; seja nao trivial. Como G ndo tem vértices de
grau dois, (G} n&o é Cy,. Por hipdtese de inducéo, Gy contém duas orelhas,
P, e P, fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas.

Se G — P, for matching covered entdo claramente P, serd fortemente
disponivel em G. O mesmo vale para P,. Vamos mostrar entao que G — P
ou G — P, é matching covered.
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Se 1z, for vértice interno de P, entao P, nao contém z; e, claramente,
G — P, é matching covered. Se nenhuma orelha de P; possui extremo em
zy entdo claramente ¢ — P; é matching covered (¢ = 1,2). Podemos supor
entdo que uma orelha de P; e uma de P, possuem extremo em x;. Como
G4 — P, é matching covered (¢ = 1,2), o vértice ; tem gran pelo menos dois
em (G; — P, e, consequentemente, 1, tem grau pelo menos trés em Gy.

Se |B| > 3 entdo pelo Lema 3.14, H — e é matching covered para toda
aresta ¢ € F(H). Portanto, G — P; também é matching covered. Podemos
supor entdo que |B| = 2; digamos que B := {41, b;}.

Se algum vértice de B, por exemplo b, tem dois vizinhos em /, e F;
incide em b, entdo claramente G — P; é matching covered. Suponha entao
que 1sto nao ocorre. Logo, P e P, devem incidir em vértices distintos de
B. Vamos supor que P; incide em &, e P, incide em 6;. Mas como vimos, o
vértice z; tem grau pelo menos trés em ;. Entdo um de b; e by, digamos
by, tem dois vizinhos em H;. Portanto, G — P, é matching covered.

Como | B| = 2 e 0 caso 1 ndo se aplica, a componente H, é nao trivial. Por
hipotese de indugdo, G2 contém duas orelhas, P, e P, fortemente disponiveis
e disjuntas nas arestas. De forma andloga, podemos mostrar que uma delas
é fortemente disponivel em G. o

Teorema 9.2 Todo grafo matching covered G admite uma decomposicdo em
orelhas que usa exatamente ¢(G) orelhas duplas.

Dem. Por indugio em |(G)|. Pelo Lema 9.1, G' contém uma orelha forte-
mente disponivel P. Por hipdtese de inducio, G — P admite uma decom-
posicdo em orelhas que usa exatamente ¢{G — F) orelhas duplas. Portanto,
G admite uma decomposicio em orelhas que usa exatamente ¢{(7) orelhas
duplas. a

Portanto, uma decomposicao em orelhas de um grafo matching covered
(G que usa exatamente (@) orethas duplas é 6tima.

Podemos afirmar também que uma decomposi¢ao dtima pode ser feita
em tempo polinomial pois as operacdes de verificar se um grafo € matching
covered e decomposi¢ao em cortes justos pode ser feita em tempo polinomial,
digamos p;(G) e p2(G) respectivamente. Assim, podemos determinar o valor
$((G} de forma eficiente. Uma possivel orelha de G € formada por um caminho
impar maximal cujos vértices internos tém grau dois ou um par de caminhos
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disjuntos deste tipo. Assim, o tempo gasto para determinarmos uma orelha
fortemente disponivel é limitado superiormente por | E{(G){(p1(G)+p:(G)), e
portanto, o tempo gasto para determinar uma decomposi¢ao 6tima é limitado
superiormente por |E{(G)*(pi(G) + p2(G)).

9.3 Bases para o matching lattice

O reticulado gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos
de um grafo matching covered (G, chamado de maiching lattice e denotado
por Lai(M), é definido por

Lat(M):={z e ZF :z = > amx™, ap € 7},
MeMm

onde M denota o conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um
grafo. Vamos falar rapidamente sobre a caracterizacio do matching lattice
estabelecida por L., Lovasz. Uma descrigao mais detalhada sobre este assunto
pode ser encontrada em [10] e [13].

Seja G um grafo matchnig covered. Considere o espaco das fung¢des que
associam a cada aresta de G um numero real. Para um subconjunto A C
E(G), o vetor de incidéncia x* de A é definido por xy*(e) = lsee € Ae
x*(e) = 0 caso contrério. Se w é um vetor em Z¥ entdo escreveremos w({A)
para representar o valor ¥, 4 w(e).

Claramente, para um emparelhamento perfeito M e um vértice v, temos
que xM(V(v)) = 1. Portanto, se w € Lat(M), ou seja, se w = T prem anry™
entdo para todo vértice v tem-se w{V(v)) = ZCpyermanm. Logo, podemos
enunciar o seguinte Lema.

Lema 9.3 Uma condicdo necessdria para que um vefor w pertenge a

Lat{M} € que w(V(u)) = w(V(v)), pare todo u, v em V(G). O

Um procedimento muito importante que nos permite descrever o match-
ing lattice de um grafo matching covered é a decomposi¢do em corte justos
que apresentamos no Capitulo 3. Esta importancia se deve ao fato de que
Lat{M) pode ser expresso em termos dos matching lattices dos bricks e
braces provenientes da decomposi¢do em cortes justos deste grafo.



Conseqiéncias Importantes 142

Teorema 9.4 Sejam G um grafo matching covered e C um corte justo nao
trivial em G. Sejam Gy e (G as duas C-contra¢ées em G. FEntdo um vetor
w em LF pertence ao matching lattice de G se, e somente se, as restrigées
wy e we de w a E£(Gy) e E(G,) pertencem ao matching lattice de G| e (s,
respectivamente.

Dem. Veja [10], {13, pag. 105]. O

A partir deste Teorema podemos obter a seguinte caracterizacao para o
matching lattice de um grafo matching covered, onde w(C) representa o valor
Y .cc w(e), e o termo 5-ciclo denota um circuito de tamanho 5.

Teorema 9.5 Seja G um grafo matching covered, e seja w um vetor em 2%,
Fize uma decomposicdo em cortes justos qualquer de G. Entdo w pertence
ao Lat{M) de G se, e somente se,

(a) w(C) € o mesmo para cada corte C trivial ou usedo na decomposicdo;

(b) Para cada brick (resultante da decomposi¢do) igual ao grafo de Petersen,
e para cade 5-ciclo deste grafo, a soma dos pesos das arestas de G
mapeada neste 5-ciclo € par.

Dem. Veja [10], [13, pag. 105]. 0

Varias questoes referentes ao matching lattice de um grafo matching
covered surgiram. Uma delas quer saber se existe uma base para o matching
lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos. Mostraremos agora
que sim.

E importante lembrar que uma base de um lattice £ é um conjunto line-
armente independente ay,. . . , ar de vetores em £ tals que para todo elemento
a€ L,

a=Arar + -+ Ak, (Aay-o, Ae € Z),

E bem conhecido que Lat(M), bem como qualquer lattice gerado por ve-
tores inteiros, tem uma base que possui apenas vetores inteiros [18, Coroldrio
4.1b, pag. 47].

Para determinar uma base para o matching lattice formada apenas por
emparethamentos perfeitos faremos o seguinte: inicialmente determinaremos
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bases para o matching lattice de cada brick e brace proveniente da decom-
posicao em cortes justos do grafo. A seguir faremos uma “colagem” destas
bases para obter uma base para o grafo original.

A base que vamos exibir para os bricks serd determinada pelos empare-
lhamentos perfeitos associados & uma decomposicio em orelhas destes que
faremos de uma forma bem cuidadosa. Precisamos ainda de alguns resulta-
dos.

Considere um grafo matching covered G e uma decomposi¢ao em orelhas
D::I{QZGOCG]_C"'CGT-lzG

de G. Lembre-se que r é o numero de orelhas da decomposi¢ao. Dentre
as r orelhas, vamos denotar por d o nimero de orelhas duplas. Portanto,
r — d é o nimero de orelhas simples. Denotaremos, respectivamente, por m,
n o numero de arestas e vértices. Por um simples argumento de contagem
podemos mostrar que

Lema 9.6 r+d=m—n+2. O

Seja My o emparelhamento perfeito de G associado a decomposicio D,
ou seja, para cada i, (0 <1 < r — 1), as arestas de My N E(G;) constituem
um emparelhamento perfeito de G; e as arestas de My\ E{G,) constituem um
emparelhamento perfeito de G — V(G).

Para cada ¢ (0 < 7 < r — 1), sejJa M; o emparelhamento perfeito de
G formado por um emparelhamento perfeito de (&; contendo uma aresta
de E(G;) \ (E(Gi—1) U Mp) mais as arestas de My \ E(G;). (A aresta de
E(GH\ (E(Gi=1) U M) pode ser a primeira aresta de uma orelha que foi
adicionada a (i—1 para obter G;.)

Chamaremos de emparelhamentos obtidos pela decomposicio D} ao con-
junto de emparethamentos perfeitos My, My ..., M, . £ deste conjunto de
emparelhamentos que extrairemos uma base para o matching lattice de um
grafo matching covered. Uma propriedade muito simples deste conjunto é a
seguinte:

Proposicao 9.7 A segiéncia de vetores de incidéncia dos emparelhamen-
tos perfeitos de G obtidos por uma decomposi¢éo em orelhas € linearmente
independente sobre qualquer corpo.
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Dem. Pois cada emparelhamento contém uma aresta que nao pertence a
nenhum emparelhamento anterior da sequencia. a

O espaco linear gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos

perfeitos de um grafo matching covered GG sobre um corpo F. denotado por
Lin{M,F), é definido por

Lin(M,F) ={zcF¥ .z = S amx™,am € F}.
Mem

Seja & o numero de bricks de uma decomposi¢io de G em cortes justos.
Dentre os b bricks, denotaremos por p o numero destes que sdo, a menos

de arestas paralelas, isomorfos a0 grafo de Petersen. O seguinte resultado
também sera necessario.

Teorema 9.8 Seja G um grafo matching covered e F um corpo qualguer.
Entdo

(a) dim(Lin(M,F)) =m —n+2—b se a carecteristica de F for diferente
de dois;

(b) dim(Lin(M,F)) =m —n+2—b—p se a caracteristica de F for dois.
Dem. Veja [10], [13, pag. 108]. a

A parfir do Teorema 9.8 podemos concluir que o nimero maximo de
vetores linearmente independentes em Lat( M) é m—n-+2—b, pois Lat{ M) C
Lin(M,R}. Portanto, uma base para Lat(M) terd no maximom —n+2—b
vetores. No caso particular em que b(G) = 1, uma base para Lat(M) terd
no maximo m — n + 1 vetores.

Teorema 9.9 Seja G matching covered tal que b(G) = 1. Suponha que o
brick de G ndo € o grafo de Petersen. Entdo o maiching lattice de G contém

uma base formada por m —n + 1 (vetores de incidéncia de) emparelhamentos
perfeitos.

Dem. Pelo Teorema 8.1, G possui uma decomposigao em orethas que usa
uma tunica orelha dupla. Pelo Teorema 5.8, G possui uma decomposigao em
orelhas candnica.



Conseqiiéncias Importantes 145

D =K, =G, CGiC---CGo1 =G

que usa uma unica oretha dupla. Lembre-se que decomposicio em orelhas
canonica significa que o primeiro grafo nio bipartido obtido é uma subdivisao
impar do K4 ou Cs.

Seja Mo, My ..., M,_1 o conjunto de emparelhamentos perfeitos de &G ob-
tidos pela decomposicio D, e seja S 1= yMe, yMr .. yMr=1 a seqiiéncia de ve-
tores de incidéncia destes emparelhamentos. Pela Proposicéo 9.7, a sequéncia
S é linearmente independente sobre qualguer corpo. Pelo Lema 9.6. 0 nimero
de emparelhamentos desta seqiiéncia é r = m — n + 1. Resta-nos mostrar
que esta sequencia de emperelhamentos gera todos os elementos do matching
lattice de (G usando apenas coeficientes inteiros.

Seja w € Lat(M) de G. Pelo Lema 9.3, o valor w(V(u)) é constante para
todo u € V(G). Seja o 1= w(V(u)).

Vamos mostrar por indugdo em |E((G)| que se esta condicdo ocorre (ou
seja, w(V(u)) é constante para todo u € V(G)) e além disso, (@) = 1 e o
brick de (G nao € o grafo de Petersen entdo a seqiéncia S de emparelhamentos
perfeitos de G gera w usando apenas coeficientes inteiros.

Vamos analisar o caso em que G € uma subdivisao impar de K. Para
facilitar a notagao e simplificar os céalculos, vamos supor que G é 0 K. O
caso em que existem subdivisdes podera ser feito de forma andloga. Suponha
que w = (a,d’,b,t,c,c) € que as componentes de w estejam associadas as
arestas de G como na figura 9.1(a).

Considere o vetor w' := w — ay®*} — by 0¥ — 1o Claramente,
w' € Lat(M) & w € Lat(M). Além disso, w'(V(v)) = w(V(v))—{a+b+<),
para todo vértice v. Portanto, w'(V(v)) = w(V(vq)) = 0, para todo vértice
v. Ou seja, w’ é o vetor nulo. Assim, os emparelhamentos {(vy, v2), (vs,v4)},
{(v1,v4), (v2,v3)} € {{v1,v3), (ve,v4)}, que 830 0s emparelhamentos perfeitos
associados a decomposigdo D neste caso, geram w.

Suponha agora que G é Cq. Suponha que w = (a,d’,a”,b,," ¢, &, ")
e que as componentes de w estejam associadas as arestas de G como
na figura 9.1{b). Observe que os emparelhamentos perfeitos associa-
dos & decomposi¢ao D neste caso sao Fy = {(vi,v2),(vs,va), (vs,v6)},
Fy = {(vayvs), (v3,v6), (v1,v4)}, F3 i= {(v1,v5), (vasve), (vayv3)} € Fy 1=

(
{(v1,v4), (v2,v3), (vs,v6) }-
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Figura 9.1: O vetor w sobre (a) Ky e (b) Cs.

Considere w' := w — ax™ — by — ex™ — (¢’ — &)X, Assim. w' €
Lat(M) & w € Lat(M). Além disso, w'(V(v)) = w'(V(vs)) = 0, para
todo vértice v. Entao, w’ tem valor zero para todas as arestas de (G exceto,
possivelmente, para as do tridngulo formado pelos vértices v, v4 € vs onde
temos w'(vs,va) = @ — a, w(vs,vs) = ¢ — c e w(ve,v3) = b — b. Entao
ad—a+b—b=V-b+d—c=¢ —-c+d —a =0, de onde podemos
concluir que &’ = a, &' = be ¢/ = c. Logo, w’ é o vetor nulo. Assim, os quatro
emparelhamentos acima geram w em G usando apenas coeficientes inteiros.

Suponha agora que (G nio é nem o K4 e nem Cy. Como a decomposi¢io
D é canodnica e usa uma unica oretha dupla, a dltima orelha de D é simples.
Vamos denota-la por P := (vp, a1, v1,d2,V2,- .., Gzk+1, V2k+1), onde 0s ai's €
v;’s representam as arestas e vértices de P, respectivamente.

Como w(V(u)) = o, para todo vértice u € V(({), temos que w{a,) =

w(as) = -+ = w{agsr) e wlaz) = wlas) = -+ = wlagy). Observe que

ay, ay, - - - , Q2 s80 arestas de Mp € a1, as,. .., agky1 sao arestas de M, _,. Seja
w' = w — wla )M,

Entao w' tem o valor zero para as arestas a;,as,...,a41 de P. Note

que f = w'(V(u)) = a — w(a1), para todo u € V{(G). Portanto, w(a,) =
w(aq) =+ = wlaw) = 6.

Considere entdo a restricio w” de w' a G,_y = G — P. Claramente,
w"(V{u)) = B para todo u € V(G,_2). Além disso, a decomposicio D, a
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menos da orelha P, é uma decomposicio em orelhas de G- que usa uma
tnica orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, podemos concluir que 8(G,_2) =1 ¢
que o brick de GG,_; ndo é o grafo de Petersen.

Por hipétese de inducgdo, a seqiéncia yMe, y™i .. yM—2 de vetores de
incidéncia de emparelhamentos perfeitos de G restritos a (;_, gera w” usando
apenas coeficientes inteiros, ou seja,

=2
w' = ZQ’,‘XMi, a; € 1.
=0
- ke .
Entao 3 i, an, = w”(V(u)) = 8. Portanto, se conslderarmos agora estes
mesmos emparelhamentos como emparelhamentos perfeitos de GG temos

r—2
w = Z ax™, o e 1
=0
Logo, fazendo o,_; := w(a;) temos
r—1
w = ZaixM", o; € £,
=0

Isto prova o Teorema. O

Utilizando esta mesma técnica de obter bases para Lat(M) via decom-
posi¢io em orelhas, podemos mosira de forma andloga o seguinte Lema.

Lema 9.10 O wmatching lattice de um grafo matching covered bipartido
contém uma base formada apenas por m — n + 2 (vetores de tncidéncia de)
emparelhamentos perfeitos. 0

E importante notar que esta técnica de obter bases para Lat(M) via
decomposigao em orelhas nao funciona para o grafo de Petersen, pois uma
base de Lat(M) para este grafo contém 6 vetores e a decomposi¢io em orelhas
fornece somente 5. No entanto, podemos proceder de outra forma e mostrar
que este grafo também contém uma base de emparelhamentos perfeitos.

Lema 9.11 Se G ¢ o grafo de petersen entdo o matching lattice de G contém
uma base formada apenas por m —n + 1 (vetores de incidéncia de) empare-
Ihamentos perfeitos.
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Dem. Se (G é o grato de Petersen entio o nimero total de emparelhamentos
perfeifos distintos de G é 6 = m —n + 1 ¢ eles sao linearmente independentes
em R. Portanto, se w € Z% um vetor que pertence ao Lat(M) de G entao
w deve ser combinacao inteira destes seis emparelhamentos e nada mais.
Portanto, eles geram w. O

Teorema 9.12 O matching lattice de um grafo matching covered contém

uma base formada apenas por (vetores de incidéncia de) emparelhamentos
perfettos.

Dem. Seja ¢ um grafo matching covered. Vamos demonstrar, por indugao
em |V(G}| + |E(G)| que G contém uma base para Lat{M) formada por
m —n + 2 — b emparelhamentos perfeitos.

Se G nao tem corte justo nao trivial entao G é um brick ou brace. Se
G € um brick distinto do grafo de Petersen entdo podemos resolver pelo
Teorema 9.9, e se G é o grafo de Petersen entio resolvemos pelo Lema 9.11.
Se G é um brace entdo resolvemos pelo Lema 9.10.

Suponha entdo que G possui um corte justo nio trivial C'. Sejam G e
(2 as duas C-contracdes. Entado (&3 e Gz sdo matching covered. Por hipétese
de indugdo, para : = 1,2, o grafo (; contém uma base §; para o matching
lattice de G; formada por m; — n; -+ 2 — b; emparelhamentos perfeitos, onde
m;, n; € b; representam o nimero de arestas, vértices e bricks de G;. Logo,
mit+my=m+|Clyni+ne=n+2eb +b,=5b

A técnica que adotaremos agora para “colar” as bases S; para obter uma
base para (G € a mesma utilizada no Livro de Lovdsz e Plummer {11, pag.
301].

Para cada ¢ = 1,2 e ¢ € (|, seja 57 o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos de S; que contém a aresta e. Como (; é matching covered, nenhum
S¢ é vazio. Entdo selecione um FFf € 5S¢ para cada i e e. Considere os
emparelhamentos £ U F} (onde Fy € 5) e Ff U F, (onde F; € S5) de G.
Vamos denotar este conjunto de emparelhamentos perfeitos de G por 7. O
ntimero total destes emparelhamentos é

St + 3185~ 10 = 1S+ 1S -¢C

el ecC
= (my—ny 42 —-b)+{mg—ng+2—by) —|C]
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= m+{C]—(n+2)+4-b—|C|
= m-n+2-056

Note que devemos subtrair 0 valor {C| na somatoria acima porque os
emparelhamentos Fy U F; aparecem duas vezes em J. Vamos mostrar que
estes emparelhamentos de (¢ s3o linearmente independentes em R e geram
Lat{M). Assuma que para cada F) € S| e para cada Fy € S; que A(F}) e
A(Fy) sejam numeros reais tais gue

22 MENYE LY S AEN TR =0

[
e€C Fe8; ecC Fyess
Fy#Fe

Restringindo esta relaciao a G; obtemos

MEE S| Y ME) X =0

Fie5 el F2€S§
P FS

Como os emparelhamentos perfeitos de 5; sdo linearmente independentes,
A Fy) = 0, exceto possivelmente para os emparelhamentos Fy = Ff (e € C).
Analogamente, A(F,) = 0, exceto possivelmente para os emparelhamentos
F, = F} (e € C). Mas entdo na equagdo 9.3 o segundo termo é zero, e
portanto, A(F}) = 0 para todo F) € 5. Analogamente, A(F;) = 0 para todo
F; € 5. Portanto, os elementos de F sdo linearmente independentes.

Vamos mostrar agora que os elementos de F geram o matching lattice
de (¢. Seja w um vetor pertencente ao matching lattice de . Considere as
restrigées wy e wy de w a £(Gy) e E(G,), respectivamente. Pelo Teorema 9.4,
wy € wy pertencem ao matching lattice de Gy e (7, respectivamente. Como S;
forma uma base para o matching lattice de G;, temos que w; pode ser escrito
com combinacao inteira dos elementos de S;. Logo, para cada F; € 5] e para
cada F; € S existem A{(F}) e A(F}) inteiros tais que

w = Z AMF )

Fles

Wy = Z /\(Fg)XFz.
FES:
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Figura 9.2: Exemplos de conjuntos coerentes.

Para cada t = 1,2 e e € C, seja S o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos de S; que contém a aresta €. Entao em (5 tome o vetor

2= T X MENE L T MENXTR - Y w(e)(F U F).

ecC F €855 eEC FRE53 eeC

Entao z = w. Portanto, os elementos de F geram o matching lattice de

G. a

9.4 Uma caracterizagao para Lin(M, Z,)

Seja (¢ um grafo. Um conjunto A C E(G) € coerente se os graus de todos os
vértices com relacdo a A tém a mesma paridade, ou seja, para todo u e v em

V(G) tem-se

[V{(u)nN Al ={V(v)N A] {mod 2).

Por exemplo, um emparelhamento perfeito é um conjunto coerente. Ou-
tros exemplos podem ser vistos na Figura 9.2.

A soma de dois conjuntos coerentes € definida como sendo a soma de seus
respectivos vetores de incidéncia.

Lema 9.13 A classe dos conjuntos coerentes € fechada sob soma em Z,.

Dem. Para todos os subconjuntos A e B de E(G) e para todo v € V(G)
tem-se
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Viv)N(A@ B)| = |V(v)N Al +|V{v) N B| -2|V(v) N AN B|.

Se A e B s&o coerentes entio pela igualdade acima € imediato que A B
¢ coerente. o

Vamos agora mostrar como podemos utilizar decomposicao em orelhas
para obter uma caracterizagao para Lin{M, Z,).

Seja A € E((G) um conjunto coerente. Sejam Mg, M1,..., M,._, os em-
parelhamentos perfeitos obtidos pela decomposicio em orelhas

'D::I{2=GUCG1C”'CG,._1=G

de (7, onde My é o emparelhamento perfeito associado & esta decomposigao.
Suponha ainda que a dltima orelha de D € simples e vamos denota-la por C.

Como A é coerente, os graus de todos os vértices com relacao a A tém a
mesma paridade. Porta.nto o conjunto coerente A pode conter (i) nenhuma
aresta de C, (ii) todas as arestas de C, (iii) as arestas de My N C, ou (iv)
as arestas de C' — Mp. Para cada um destes quatro casos definiremos um
conjunto coerente B conveniente:

O conjunto coerente A contém | entédo faca
1) Nenhuma aresta de C' B:=A
2) Todas as arestas de C' B:=A® M, ,d M
3) As arestas de Mo C B = Ad M,
4) As arestas de C — Mo B=Ap M, _;

Em cada caso temos, pelo Lema 9.13, que B é coerente em (. Chamare-
mos este conjunto B de agregado a A.

Observe que BN C = §, ou seja, B C G,._3. Logo, a restricdo B’ de B a
F((,) também é coerente em G,_g.

Proposigéo 9.14 Se B’ € Lin({Mo, M1, ..., M,_2},2s) em G._; entdo A €
LZ.TL({MD,MH . ,M,,_l},zg) em (1.

Dem. Note que |[V{v) N B é par para todo v € V(). Logo, |V(v) N B|
também € par para todo v € V(G,_3). Portanto, o nimero de emparelha-
mentos perfeitos que geram B’ em G,_; é par.
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Logo, B € Lin{{Mo, Mi,...,M,_,},Z2) em (&, pois basta acrescentar
a cada emparelhamento perfeito que descreve B’ em (,_; as componentes
correspondendo as arestas de (' e colocar valor um nas componentes cor-
respondendo as arestas de ' N My e zero nas de ¢ — Mp. Pelo Lema 9.13,
podemos concluir que A € Lin{{ My, My,..., M, 1}, Z2). 0

Utilizando esta técnica podemos obter, por exemplo, uma caracterizagao
de Lin{M,Z,) para grafos bipartidos.

Teorema 9.15 5S¢ G ¢ bipartido matching covered entdo
Lin(M,7;) = {A C E(G) : A € coerente}.

Dem. Cada emparelhamento perfeito € um conjunto coerente. Logo, Pelo
Lema 9.13,

Lin{M,Z5} C {A C E(G) : A é coerente}.

Reciprocamente, seja A C FE(() um conjunto coerente.  Sejam
My, My, ..., M,_1 os emparelhamentos perfeitos obtidos por uma decom-
posicao em orethas Ky = Gy C Gy € --- C G,y = G de &, onde My é
o emparelhamento perfeito associado a esta decomposi¢io.

Vamos mostrar por indugio em |E(G)| que

A€ Liﬂ({Mg, J.'Ml., e -sM‘r'—l}a 22).

Como G € bipartido, ,_; = G é obtido de (,_; pela adigao de uma
orelha simples C. Considere entdo o conjunto B agregado a A, e seja B’ a
restricdo de B a (.. Logo, B’ € coerente em G, _;.

Por hipdtese de indugio, B’ € Lin{({My, M,..., M2}, Z3) em G,_,.
Pela Proposigao 9.14, podemos concluir que

A € LETI.({M(), M1, PR ,M._.-_l}, Zg)
em (. Portanto, A € Lin(M, Z,). ]

Uma questao que surge naturalmente neste momento € a seguinte: O Te-
orema 9.15 é valido para grafos ndo bipartidos? A resposta é “nao”, pois
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Figura 9.3: Um conjunto coerente que nao pertence a Lin(M, Z;).

considere G = K4 e o conjunto coerente A := V(v) representado na Fi-
gura 9.3. Néo é dificil de ver que A ¢ Lin{M, Z,).

Para grafos ndo bipartidos necessitamos da seguinte definicao: Para um
conjunto coerente A e 0 < <3, seja

A= {veV(G@): V()N Al =i (mod4)}.

Dizemos que A é par se |Ai| é par, para todo 7, 0 € ¢ < 3. Note que o
conjunto coerente do exemplo da Figura 9.3 ndo é par. Mais a frente veremos
que Lin({M,Zs) pode ser caracterizado em termos de conjuntos coerentes
pares.

Lema 9.16 Se G € bipartido matching covered entdo todo conjunto coerente
€ par.

Dem. Suponha que G tenha biparticao (X,Y), onde |[X| = [Y]| = n, €
seja A C F(G) um conjunto coerente. Entdo |[V(v)N Al =14 (mod 4) ou
V()N Al=%+2 (mod 4) para todo v € V(G).

Suponha que X tenha n; vértices de grau i e que Y tenha ny vértices de
grau i. Por um simples argumento de contagem, temos

2.+ (n—n)(E+2) |A] = dne+(n —n2)(E+2) (mod 4)
~2n; = —2ny (mod 4)
ny (mod 2) => ny + n, € par.

1
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Como (¢ tem ao todo n; + ng vértices de grau ¢, concluimos que |A;| é
par. Como V({7) é par, |A;,;| também é par. Como A é coerente, [4;+| =
|Aiy3] = 0. Portanto, A é coerente par. =

Lema 9.17 A classe dos conjuntos coerentes pares € fechada sob soma em

Z.

Dem. Sejam A e B conjuntos coerentes pares. Entdo [V(v) N A| =7 ou
(14+2) (mod4)e|V(v}NB|=jou(j+2) (mod4) paratodo v € V().
Por outro lado, para todo v € V() tem-se

V()N (A® B)| = [V(v)N Al + |V(v) N B| - 2{V(v)n AN B

Entao |[V(v)N(A® B)| =i+ jou (i +7+2) {mod4). Considere a
particdo de V(G) nos conjuntos A;N B;, A;N Bji2, Ajy2N By e Aiga N Bygs.

Como A e B sao coerentes pares, estes quatro conjuntos sao todos de
cardinalidade par ou todos de cardinalidade impar. Sejam S, := (A; N B;)U
(A€+2 M Bj_,.g) e Sg = (A; M Bj.ll_z) U (A€+2 M BJ) Ent&o |S]| = |Sg| =0
{mod 2), ou seja, sdo pares.

Note que

(A®Biy; = {ve€5:|Vv)NANB|épar}y
{veS:|V(v)N AN Bf é impar}.
(AD Bliyisz = {v€51:|V{v)N AN B} é impar} U
{ve S :|V(v)N AN B} é par}.
Um resultado basico em teoria dos grafos nos diz que em qualquer grafo,
o nimero de vértices de grau impar € par. Portanto, existe um ndmero par

de vértices v para os quais [V(v)N AN B| é impar. Como 57 e 52 sdo pares,
podemos concluir que (A @ B)iy; € (A ® B)iyj42 sdo pares. 0

Teorema 9.18 Se G € matching covered, tem um unico brick e este é dis-
tinto do grafo de Petersen entdo

Lin(M, Z;) = {A C E(G) : A ¢ coerente par}.
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Figura 9.4: Conjuntos coerentes pares do (a) K e (b) Co.

Dem. Pelo Lema 9.17,
Lin(M,Z3) C {AC E(G): A é coerente par}.

Reciprocamente, seja A C E(G) um conjunto coerente par. Como G tem
um tnico brick e este é distinto do grafo de Petersen, existe uma decom-
posicao em orelhas de G que usa uma unica orelha dupla. Logo, existe uma
decomposi¢ao em orelhas canonica D de G que usa uma unica orelha dupla.

Sejam My, My,..., M._; os emparelhamentos perfeitos obtidos pela de-
composigao canodnica de G, onde My € o emparelhamento perfeito asso-
clado a esta decomposigdo. Vamos mostrar por inducio em |E(G)| que
A€ Lin({Mo, My,..., M1}, Z3). .

oe (G € uma subdivisdo impar do Ky ou Cg entdo a verificagio é feita
listando todos os conjuntos coerentes pares de G. Por exemplo, a menos de
simetrias e com excegao de emparethamentos perfeitos, os conjuntos coerentes
pares de K, estio listados na Figura 9.4(a), e os do Cs estao listados na
Figura 9.4(b). Cada um destes pertencem ao Lin(M, Z,).
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Se (¢ nao é uma subdivisio impar do X ou Cy entdo a iltima orelha de D
é simples. Considere entdo o conjunto B agragado a A, € seja B’ a restrigao
de B a G,—3. Logo, B’ é coerente em (4, _,.

Por hipdtese de inducdo, B’ € Lin({Mo, My,....M._2},Z2) em G,_a.
Pela Proposicdo 9.14, podemos concluir que

Ae L?,n({Mg, J'W], vy M‘r—l}1 z;]
em G. Portanto, A € Lin(M, Z,). O

Teorema 9.19 Se G ¢ o grafo de Petersen entdo Lin(M,Zy) ¢ formado

pelos conjuntos coerentes pares A deste grafo tais que para cada 5-ciclo (',
lAN C| € par.

Dem. Pelo Lema 9.17,
Lin(M,Z,) C{AC E(G): A é coerente par}.

Além disso, se w € Lin(M, Z3) entdao para cada 5-ciclo ' do grafo de
Petersen, w(C) =0 {mod 2) (veja [13, pig. 8]).

Reciprocamente, seja A C E(G) um conjunto coerente par tal que para
cada 5-ciclo C em G, {ANn C| é par. Vamos mostrar que A € Lin(M,Z,)
listando os possiveis casos. Na verdade, vamos mostrar que os inicos conjun-
tos coerentes no grafo de Petersen que satisfazem as hipoteses deste Teorema
sao os emparelhamentos perfeitos e os circuitos de tamanho 8.

Suponha inicialmente que [V{v)NA| = 0 ou 2, ¥v € V{G). Neste caso, A
é um conjunto de circuitos disjuntos nos vértices. Note que o menor circuito
no grafo de Petersen tem tamanho cinco. Se A é composto por dois circuitos
entdo deve ser dois 5-ciclos, o que contradiz & hipdtese. Entio A deve ser
composto por um dnico ciclo. Logo, este ciclo deve ser de tamanho 6 ou 3.
Se A for um ciclo de tamanho 6 entdo é facil ver que existe um 5-ciclo que
intercepta A em 3 arestas. Portanto, A deve ser um ciclo de tamanho 8.
Neste caso, A é a soma de dois emparethamentos perfeitos (Figura 9.5).

Suponha agora que |[V(v)N Al =1 ou 3, Yo € V{G). Se [V(v)N Al =1
Yo € V(@) entdo A é um emparelhamento perfeito. Se |V{v) N A| = 3 para
pelo menos um vértice entdo sempre existira um 5-ciclo que intercepta A em
3 arestas, o que contradiz a hipotese.
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aDLvAvY

Figura 9.5: O conjunto coerente A é a soma de dois emparelhamentos per-
feitos.

Figura 9.6: Um conjunto coerente par que ndo pertence a Lin{M, Z3).

Se [V(v)N A| = 3 Vv € V(G) entao claramente A intercepta todo 5-ciclo

de G em um numero impar de arestas, o que novamente contradiz a hipotese.
N

Sera que a condigdo Lin(M,Z;) = {A C E(G) : A é coerente par} vale
para grafos matching covered que ndo possuem Petersen como brick? A
resposta é “nao”, pots veja o exemplo da figura 9.6. Este conjunto é coerente.
par, mas ele nao pertence a Lin(M, Z;). Veremos por que a seguir.

Vamos apresentar agora uma condicido necessaria para que um conjunto
coerente par pertenca a Lin{M,Z;) para um grafo matching covered em
geral.

Seja (G matching covered e B C F(G) um conjunto coerente par. Seja
C um corte justo em GG e sejam (3 e Gy as duas C-contragdes. Suponha
que B € Lin(M,Z,). Sejam B; e A; as restricdes de B a F(G1) e E(G),
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respectivamente. £ imediato que B; € Lin(M;,Z;) (i = 1,2), pols a restrigao
de cada emparelhamento perfeito de G a G; é perfeito em G, e assim. B; é
coerente par em G;. Veja que isto ndo acontece com o conjunto coerente da
Figura 9.6.

Esta condicdo nos sugere a seguinte definigdo: Usando a mesma notagédo
do paragrafo anterior, dizemos que um conjunto B C E(G) é fortemente
coerente se B € coerente par e para todo corte justo C, By e B; sdo coerentes
pares em (51 e (33, respectivamente.

Note que como a defini¢io de conjunto fortemente coerente € valida para
todo corte justo, podemos concluir que By e B, sdo também fortemente
coerentes em (1 e (7, respectivamente. Isto é suficiente para caracterizarmos
Lin(M, Z9) para grafos matching covered.

Teorema 9.20 Seja G um grafo matching covered, e seja B C E(G). Fize
uma decomposigdo em cortes justos qualquer de G. Fnido B pertence ao

Lin{M,Z3) de G se, e somente se,
(a) B € fortemente coerente;

(b) Para cada brick (resultante da decomposicdo) igual ao grafo de Petersen,
e para cada 5-ciclo C deste grafo, | BN C| € par.

Dem. Por inducdo em |V(G)|. Seja A € Lin(M,Z;). Pelo Lema 9.17,
B é coerente par. Vimos também que uma condicao necessaria para gque
B € Lin(M,Z;) é que B seja fortemente coerente. Pelo Teorema 9.19,
podemos concluir que o item (b} também ¢ satisfeito.

Reciprocamente, seja B um conjunto coerente em ( satisfazendo os itens
(a) e (b). Entdo B é coerente par. Se G é um brick distinto do grafo de
Petersen entdo B € Lin(M,Z;) pelo Teorema 9.18, e se G é o grafo de
Petersen entao B € Lin(M,Z,) pelo Teorema 9.19.

Suponha entdo que G nao é brick, ou seja, (G possul um corte justo nao
trivial C. Sejam G; e G as duas C-contragdes e B; := BN E(G;) (1 =1,2).
Como B é fortemente coerente, B; e B; sido também fortemente coerentes
em (71 e (2, respectivamente. Claramente, o item (b) € satisfeito por B; em
G; (1 = 1,2). Por hipétese de indugio, B; € Lin(M;,Z;) (1 = 1,2).

Considere uma aresta e € C. Sejam Fi, e Fy, emparelhamentos perfeitos
quaisquer em () e (3, respectivamente, contendo e. Sejam Mi,,..., Mg,
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(Nie,..., V. } os emparelhamentos perfeitos de (&) (G2} que descrevem B,
(B2) e que contém e.
Se e ¢ B entdo tome os seguintes emparelhamentos perfeitos de G

o M UFs, 1<i<k
* FleUNe, 1<:1<).

Como e ¢ B, o niimero de emparelhamentos que descrevermn By € By em
G, e (3, respectivamente, e que contém e é par, ou seja, k e 7 sdo pares.
Logo, 0s emparelhamentos Fy, e Fy, aparecem um numero par de vezes, o
que corresponde a zero vezes em Zs.

Se e € B entao € pertence a um nimero impar de emparelhamentos per-
feitos de M, e IV;.. Neste caso, tome 0s seguintes emparelhamentos perfeitos

de (&

o MU,
o M. UF,, 2<i<k
L FleUNiea 2S2§]

Isto prova o Teorema. O
Podemos agora enunciar o seguinte Coroldrio:

Corolario 9.21 Se G € um r-grafo que ndo possui o grafo de Petersen como
brick entdo o vetor (1,1,...,1) pertence ao Lin(M,Z;). O

Um fato importante é que usando esta mesma técnica podemos obter
caracterizacdes analogas para o Lin(M,Z,), n > 3 da seguinte forma: Pri-
meiramente precisamos generalizar as defini¢des de conjuntos coerentes, co-
erentes pares e fortemente coerente.

Seja G um grafo. Um vetor w € ZP(4) & coerente se para todo v € v em
V(G) tem-se

w(V(u)) = w(V(v)) (mod n).

Para um vetor coerente w e 0 <1 < 2n, seja
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w; = {v e V(G): w(V(v)) =1 (mod 2n)}.

Dizemos que w € par se jw;| é par para todo 7, 0 < ¢ < 2n. Dizemos
também que um vetor coerente par w é fortemente coerente se para todo
corte justo C em (5, as restricdes w' e w” sido coerentes pares em G e G”,
respectivamente, onde ' e G” representam as duas C-contrac¢ées de . O
Teorema fica entao:

Teorema 9.22 Seja G um grafo matching covered, ¢ seja w um velor em
ZE9), Fize uma decomposicao em cortes justos qualquer de (. Entdo w
pertence ao Lin(M,Z,) de (& se, e somente se,

(a) w € fortemente coerente;

(b) Para ceda brick (resultante da decomposicdo) igual ao grafo de Petersen,
e para cada 5-ciclo C' deste grafo, w(C') € par. O
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Conclusao

Faremos agora alguns comentarios sobre esta Tese.

E importante ressaltar novamente que a tnica prova que se conhece para
o Teorema 3.4 usa dualidade de programacédo linear e que ainda € um dos
grandes desafios desta teoria obter uma prova que usa somente argumentos
combinatoriais.

A Relagdo de dependéncia e os conceitos de cortes bons e robustos sao
originais. Nesta Tese vimos varias de suas aplicagdes e creditamos que a
investigagao destes conceitos trard ainda mais conseqiiéncias positivas além
das apresentadas aqui.

O leitor deve ter observado que o Teorema de Lovész-Vempala é o
Capitulo mais dificil da Tese. Realmente, A prova deste Teorema é a mais
recente de todas as que estdo na Tese. Assim. este Teorema ainda precisa
ser mais trabalhado, ou seja, ainda precisamos encontrar uma demonstracio
mais direta para deste resultado.

No Capitulo 3 mostramos qual é o mimero minimo de oreihas duplas de
uma decomposi¢ao em orelhas de um grafo matching covered. Este resultado
também responde as questdes numero 2, 2’ ¢ 3 do artigo de D. J. Naddef e
W. R. Pulleyblank [14]. Algumas conjecturas sobre a decomposigdo otima
em orelhas sao:

Conjectura 10.1 Todoe grafo maiching covered admite uma decomposigdo
em orelhas otima que comega com qualquer aresta.

Conjectura 10.2 Todo grafo maitching covered admite uma decomposigdo
em orelhas otima que comega com gqualquer circuito nice.
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Figura 10.1: Exemplo onde a decomposi¢io em orelhas nao é otima se
comegarmos com fy.

A partir destas duas conjecturas, a questio que surge naturalmente é
a seguinte: Serd verdade que todo grafo matching covered admite uma de-
composi¢do em orelhas 6tima que comega com qualquer subdivisao impar do
K, ou Cq nice? A resposta para esta questao é “nao” pois, veja o grafo da
Figura 10.1; se comegarmos uma decomposigao em orelhas deste grafo com
a subdivisdao do K, indicada na figura, teremos que usar mais uma orelha
dupla. Mas uma decomposi¢ao otima para este grafo usa apenas uma orelha
dupla.

Com relagdo a bases para o matching lattice, uma questio importante é:

1. Todo emparethamento perfeito pode pertencer a uma base?
A Conjectura a seguir responde esta questao afirmativamente:

Conjectura 10.3 Nenhum emparelhamento perfeito contém todos os ele-
mentos fortemente disponiveis de um brick.

Com relagdo a Conjectura de Tutte, podemos ver que todos os Teoremas
existentes até agora distinguem o grafo de Petersen dos demais bricks. O
que precisamos para poder atacar esta Conjectura é de uma propriedade
mais concreta que distingue os bricks que possuem o Petersen como minor,
ou seja, uma propriedade que distingue todos os snarks. No entanto, estes
resultados que obtivemos a{é agora podem nos levar a uma prova para o
problema das quatro cores.
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