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Resumo

Uma k-coloragao de arestas em um grafo GG é uma atribuicao de k cores para as arestas de
G tal que arestas incidentes em um mesmo vértice tém cores distintas. O indice cromdtico
de GG é o menor k para o qual GG possui uma k-coloracao de arestas e é denotado por
X'(G). Por definicao, x'(G) > A(G), onde A(G) é o grau maximo de G. Em 1964,
Vizing provou que, para qualquer grafo simples G, x'(G) < A(G) + 1, dando origem ao
Problema da Classificagdo, que consiste em decidir, dado um grafo G, se x'(G) = A(G)
ou Y'(G) = A(G) + 1. No primeiro caso, dizemos que G é Classe 1, caso contrario,
G é Classe 2. Em 1981, Holyer mostrou que decidir se um grafo é Classe 1 é NP-
completo. Em 1991, Cai e Ellis demonstraram que decidir se um grafo é Classe 1 continua
NP-completo mesmo quando restrito a algumas classes de grafos, tais como os grafos
perfeitos. Restringindo-se aos grafos perfeitos, nestes ultimos 15 anos, até aonde vai
o nosso conhecimento, somente os multipartidos completos e os split-indiferenca foram
inteiramente classificados. Resultados parciais foram obtidos para algumas classes de
grafos, como os duplamente cordais com A impar e os split com A fmpar, que sao Classe
1. Uma conseqiiéncia da classificagao dos grafos duplamente cordais com A impar foi a
classificacao dos grafos fortemente cordais, de intervalos e indiferenca com grau maximo
impar - todos subclasses dos grafos duplamente cordais. Uma condicao suficiente para
que um grafo G seja Classe 2 é garantir a desigualdade m > A(G) {%J? onde m e n
representam o numero de arestas e de vértices de (G, respectivamente. Nesse caso, G é
chamado de sobrecarregado. Se um grafo G possui um subgrafo H com A(H) = A(G)
e H é sobrecarregado, entao GG é chamado subgrafo-sobrecarregado e também é Classe 2.
Esta tese apresenta um estudo sobre a coloracao de arestas em grafos split, com novos
resultados sobre a classificacao de grafos split com grau méaximo par. Entre os grafos split
com A par, sabe-se que alguns sao subgrafo-sobrecarregados e que, portanto, nem todo
grafo split com grau maximo par ¢ Classe 1. Por outro lado, nao se conhece nenhum grafo
split com grau maximo par que seja Classe 2 e nao seja subgrafo-sobrecarregado. Neste
trabalho, sao apresentadas algumas técnicas com as quais se obtem uma A-coloracao
de arestas em alguns subconjuntos de grafos split com grau maximo par e é dada uma
caracterizagao estrutural dos grafos split que sao subgrafo-sobrecarregados.
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Abstract

A Ek-edge-coloring of a graph G is an assignment of k colors to the edges of G such that
adjacent edges have distinct colors. The chromatic index of G is the minimum number &
for which G has a k-edge-coloring and is denoted by x'(G). By definition, x'(G) > A(G),
where A(G) is the maximum degree of G. In 1964, Vizing proved that, for every simple
graph G, X'(G) < A(G)+1. This is the origin of the Classification Problem, that consists
in deciding, for a given a graph G, if X'(G) = A(G) or X'(G) = A(G) + 1. In the first
case, G is Class 1, otherwise, GG is Class 2. In 1981, Holyer proved that deciding if a
graph is Classe 1 is NP-complete. In 1991, Cai and Ellis [10] proved that this holds
also when the problem is restricted to some classes of graphs such as perfect graphs.
Considering the perfect graphs, in the last 15 years, as far as we know, only the classes of
complete multipartite graphs and split-indifference graphs were entirely classified. Parcial
results were obtained for some classes of graphs, such as doubly chordal graphs with odd
A and split graphs with odd A, which are Class 1. A consequence of the classification
of doubly chordal graphs with odd A was the classification of strongly chordal graphs,
interval graphs and indifference graphs with odd maximum degree - that are subclasses
of doubly chordal graphs. A suficient condition to classify a graph G as a Class 2 graph

is to guarantee that G satisfies the inequality m > A(G) M, where m and n denote

the number of edges and the number of vértices of G, respectively. In this case, G is
called overfull graph. If a graph G has a subgraph H with A(H) = A(G) and H is
overfull, then G is called subgraph-overfull graph and is also Class 2. This thesis presents
a study on edge-coloring of split graphs, with new results about the classification of split
graphs with even maximum degree. It is known that some split graphs with even A
are subgraph-overfull and, therefore, there are split graphs with even maximum degree
that are Class 2. On the other hand, it is unknown if there is a Class 2 split graph
that is not subgraph-overfull. In this work, some techniques with which we obtained a
A-edge-coloring for split graphs with even maximum degree are presented and it is given
a structural characterization for split graphs that are subgraph-overfull.
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Organizacao da Tese

Esta tese de doutorado é resultado de estudos sobre técnicas conhecidas de coloracao de
arestas em famosas classes de grafos com o objetivo de adapté-las para resolver o Problema
da Classificacao para subconjuntos de grafos split com grau maximo par. O Problema
da Classificacao, que é NP-completo quando se considera um grafo simples qualquer,
estd resolvido desde meados da década de 90 para grafos split com grau maximo ifmpar,
entretanto, poucos subconjuntos de grafos split com grau maximo par estao classificados.

O primeiro capitulo desta tese destina-se a introduzir conceitos essenciais para o en-
tendimento deste trabalho, como a prépria definicao de grafos, de coloragao de arestas
e do Problema da Classificacao. Ainda no Capitulo 1, sao apresentados os principais
teoremas e suas demonstracoes sobre solucoes do Problema da Classificacao em classes
de grafos muito conhecidas. Todos os resultados apresentados serao usados adiante. O
segundo capitulo, define grafos split e apresenta os resultados conhecidos sobre coloracao
de arestas e o o Problema da Classificagao para esta classe. Algumas das técnicas apre-
sentadas nos Capitulo 1 e 2 serao adaptadas para resolver o Problema da Classificacao
para subconjuntos de grafos split com grau maximo par.

A partir do Capitulo 3, sao apresentados nossos resultados desses anos de estudo
em coloragao de arestas de grafos split. O Capitulo 3, em particular, apresenta uma
caracterizagao estrutural do tinico conjunto conhecido de grafos split que sao Classe 2. O
Capitulo 4 faz uso de quadrados latinos para apresentar uma coloracao de arestas para
alguns grafos split com grau maximo par que sao Classe 1. O Capitulo 5 classifica alguns
grafos split com grau maximo par através da analise da vizinhanca dos vértices de grau
maximo, também conhecida como semi-ntucleo. O Capitulo 6 classifica alguns grafos split
com grau maximo par usando uma técnica parecida com a que é capaz de colorir grafos
com vértice universal, ou seja, grafos que possuem pelo menos um vértice adjacente a todos
os outros vértices do grafo. Vale ressaltar que os grafos split classificados no Capitulo 6
nao possuem vértice universal. O Capitulo 7 apresenta as conclusoes baseadas em uma
analise das contribuicoes desta tese para o estado da arte da coloracao de arestas de grafos
split com grau méaximo par.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Grafos

Para definir o que é um grafo, vamos partir do conceito de conjuntos. Segundo Cormen,
Leiserson e Rivest [16], um conjunto é uma colegao de objetos distintos, chamados elemen-
tos ou membros. Grafo é uma estrutura matematica abstrata formada por um conjunto
de elementos, denotado por V', e por um conjunto de pares de elementos de V', denotado
por E. Mais especificamente, o conjunto F é uma relacao entre os elementos de V e,
pode ser definido matematicamente como uma relacao bindria £ C V x V. Os elementos
de V sao chamados vértices e os elementos de E sao chamados arestas. Nesta tese, os
dois vértices de uma aresta sao sempre distintos, isto é, nenhuma aresta tem a forma
(v,v) (tais arestas sao comumente chamadas de lagos). Um grafo G com um conjunto de
vértices V' e um conjunto de arestas E é denotado por G = (V, E). Para evitar confusao,
nos casos em que for necessario definir dois grafos ou mais, o conjunto de vértices do grafo
G serd denotado por V(G), o conjunto de arestas do grafo G serd denotado por E(G) e,
neste caso, o grafo G sera denotado por G = (V(G), E(G)).

Considere um conjunto de vértices V. Quando a relagao £ C V x V nao é simétrica,
chamamos o grafo de grafo orientado, seu conjunto de arestas £ é um conjunto de pares
ordenados de V' e, graficamente, os elementos do conjunto V' sao representados por pe-
quenos circulos e cada par ordenado (u,v) do conjunto F é representado por uma seta do
circulo que representa o vértice u ao circulo que representa o vértice v. Quando a relacao
E C V x V é simétrica, ou seja, quando para todo par (u,v) € F tem-se (v,u) € FE,
chamamos o grafo de grafo nao-orientado ou, simplesmente, grafo. Neste caso, E ¢é repre-
sentado matematicamente por um conjunto de pares nao ordenados {u, v} de elementos de
V', portanto, {u,v} e {v,u} sdo a mesma aresta e, graficamente, nao se utilizam as setas
na representacao das arestas, bastando uma tnica linha entre os circulos que representam
os vértices u e v. Referimo-nos a representagao gréafica de um grafo, de seus vértices e de



2 Capitulo 1. Introducao

suas arestas como se fossem o préprio grafo, seus vértices e suas arestas.

O grafo Gr = ({v},0) é chamado grafo trivial. Quando {u,v} é uma aresta em um
grafo G, dizemos que u e v sao vértices adjacentes em G. Um caminho de v; a v em um
grafo G é uma seqiiéncia de vértices (v;,vjt1,...,Vk—1,7k) tal que v; é adjacente a v
em G, para j < 1 < k. Um grafo é conexo se existe um caminho entre quaisquer dois
de seus vértices. Nesta tese, os grafos considerados sao todos conexos, nao-orientados e
diferentes do grafo trivial. Pela propria definicao de conjuntos, os grafos tratados nesta
tese nao admitem as chamadas arestas multiplas, ou seja, duas ou mais arestas com o
mesmo par de vértices.

As cardinalidades dos conjuntos de vértices e de arestas sao comumente denotadas
por n e m, respectivamente. Dois vértices ligados por uma aresta sao ditos adjacentes.
Seja G = (V, E) um grafo e v um dos vértices de V. Denota-se por Ng(v) o conjunto
composto por todos os vértices adjacentes a v em . Tal conjunto é chamado vizinhanca
de v em G. Denota-se por Ng[v] = Ng(v) U{v} a vizinhan¢a fechada do vértice v no
grafo G. Quando nao ha ambigiiidade, suprime-se o nome do grafo da notagao, usando-se
apenas N(v) e N[v]. Considerando uma aresta e = {v, w}, dizemos que a aresta e incide
nos vértices v e w. O nimero de arestas que incide em um vértice v é chamado de grau
de v e denotado por d(v). Para um dado grafo GG, maximo dos graus dos vértices de G é
chamado grau mdzimo de G e denotado por A(G). Duas arestas incidentes em um mesmo
vértice sao ditas adjacentes.

O primeiro trabalho publicado e amplamente divulgado sobre grafos foi apresentado
por Leonhard Euler em 1736 [20] e refere-se ao problema das sete pontes de Konigsberg. A
cidade de Konigsberg (hoje conhecida como Caliningrado) é banhada pelo rio Rio Pregel
onde ha duas grandes ilhas que juntas formam um complexo que na época continha sete
pontes. Na Figura (1.1), pode-se ver o mapa de Konigsberg na época de Euler e a posigao
das sete pontes do Rio Pregel naquele periodo. A imagem foi retirada da Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Seven Bridges of Kénigsberg).
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g T Ty
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Figura 1.1: Mapa da cidade de Konigsberg na época de Euler.
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Conta-se que os habitantes da cidade tentavam fazer um percurso no qual atraves-
sassem todas as pontes sem repetir nenhuma. A possibilidade de tal facanha havia se
tornado uma lenda popular. Em 1736, Euler provou que tal percurso nao era possivel.
Ele modelou o problema de forma que cada porgao continua de terra era representada
por um ponto e cada ponte foi representada por um segmento de reta cujos extremos
eram 0s pontos que representavam as porcoes de terra ligadas pela respectiva ponte. A
Figura (1.2) mostra o modelo criado por Euler para representar o Problema das Pontes
de Koénigsberg como um grafo. Em (a), pode-se ver um mapa bastante simplicado da
cidade de Konigsberg, onde ficam explicitados os elementos relevantes para a solucao do
problema: as por¢oes de terra separadas pelo Rio Pregel e as pontes da cidade. Em (b) é
apresentado o mapa modelado como um grafo, onde cada porcao de terra corresponde a

um vértice e as pontes sao representadas por arestas.

(a) (b)

Figura 1.2: a) Abstracio do Mapa de Konisberg. b) Problema de Kénisberg modelado como grafo.

Modelando o problema como um grafo, Euler concluiu que sé seria possivel realizar o
percurso passando uma unica vez em cada ponte se houvesse no maximo dois pontos onde
incidissem um numero impar de segmentos de reta. Tais pontos seriam o inicio e o fim do
percurso, todos os demais pontos deveriam ser tocados por um nimero par de segmentos
de reta, pois cada ponte que leva a uma porcao de terra necessita de uma outra ponte
ainda nao atravessada para que se continue o percurso.

O problema das pontes de Konisberg é um exemplo entre intimeros outros que se
seguiram da utilizacao de grafos para modelar matematicamente problemas reais. E
muito comum que estes problemas envolvam a otimizagao na distribui¢ao ou obtencao de
recursos visando a maximizacao de lucros ou minimizacao de prejuizos. Grafos sao usados
nas mais diversas areas do conhecimento. Pode-se encontrar com facilidade aplicacoes em
redes de computadores e sistemas distribuidos, em bancos de dados, no desenvolvimento
de circuitos eletronicos, na inteligéncia artificial, na organizacao de torneios e de sistemas
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de transporte piblico, na medicina, na aeronautica, na telefonia, na ecologia, dentre
muitos outros.

1.2 Pequena histéria da coloracao de grafos

A origem da Teoria da Coloragao de grafos é um famoso problema de coloragao de mapas,
que data de 1852 e ficou mundialmente conhecido como Problema das Quatro Cores.
Certamente, foi um dos problemas mais estudados da Teoria dos Grafos e contribuiu
significativamente para o desenvolvimento desta area. Esta secao baseia-se na histéria
da coloracao em grafos, descrita no livro Chromatic Graph Theory, de Gary Chartrand e
Ping Zang [11].

O Problema das Quatro Cores surgiu quando Francis Guthrie, tentando colorir os
condados de um mapa da Inglaterra, notou que poderia fazé-lo usando apenas 4 cores de
forma que dois condados vizinhos sempre tivessem cores distintas. Francis contou sobre
sua descoberta ao seu irmao mais novo, Frederick Guthrie, que conjecturou que, para
pintar qualquer mapa de forma que regides vizinhas tenham cores distintas, seriam ne-
cessarias no maximo quatro cores. Frederick apresentou a conjectura ao seu professor de
Matemadtica, Augustus DeMorgan, que ficou muito interessado no problema e o dissemi-
nou entre matematicos ingleses e americanos, mas faleceu sem saber se a conjectura era
verdadeira.

Figura 1.3: Um mapa e o modelo criado por Kempe usando grafos.

O problema foi estudado por muitos outros matematicos e em 1879 uma prova da con-
jectura foi apresentada por Alfred Bray Kempe. Entretanto, a prova de Kempe continha
um erro, que durante uma década nao foi notado. Apesar disso, Kempe havia feito varias
observagoes interessantes. Dentre elas, Kempe modelou o problema de forma que, em um
mapa, cada regiao é representada por um vértice e existe aresta entre dois vértices se,
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e somente se, as regioes que estes vértices representam sao vizinhas no mapa. A Figura
(1.3)) mostra, a esquerda, um mapa cujas regides sao rotuladas por letras de A a M e,
a direita, o mapa modelado como um grafo, onde cada vértice corresponde a uma regiao
distinta do mapa e existe aresta entre dois vértices se, e somente se, existe uma linha de
fronteira entre as respectivas regioes no mapa.

Kempe mostrou que o problema de colorir os vértices desse grafo, usando no maximo
quatro cores e de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas, é equivalente ao
problema de se colorir o proprio mapa. Foi a primeira vez que o problema das quatro
cores foi modelado como um grafo.

Um fisico escocés contemporaneo de Kempe, Peter Guthrie Tait, também se interessou
pelo problema das quatro cores. Mais especificamente, Tait se interessou pela demons-
tracao apresentada por Kempe e tentou produzir demostragoes mais simples e menores
que a de Kempe. Todas as tentativas de Tait falharam. Entretanto, uma das idéias de
Tait mostrou-se bastante 1til e despertou o interesse da comunidade cientifica. Tait con-
siderava uma espécie de mapa conhecido como mapa cibico. Em um mapa cibico, cada
ponto de intersecao de linhas que delimitam as regioes do mapa tem exatamente trés li-
nhas. Todo mapa M que nao tem nenhuma regiao totalmente circundada por outra regiao
pode ser transformado em um mapa ctibico M’ desenhando-se um circulo (que representa
uma nova regiao) no lugar de cada ponto de interse¢ao de quatro ou mais regioes de M. A
Figura 1.4 mostra um mapa M onde existem quatro pontos onde quatro ou mais regioes
se intersectam e um mapa cibico, M’, desenhado a partir de M, onde cada um destes
pontos de intersecao de quatro ou mais regioes foi substituido por uma nova regiao. As
novas regioes no mapa M’ sao N, O, P e (). Note que em M’ cada ponto é a intersecao
de, no méaximo, trés regioes.

Figura 1.4: Um mapa, M, e o mapa ctibico correspondente, M.
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A idéia era colorir as linhas que delimitavam as regioes do mapa ctibico. Segundo Tait,
era facil demonstrar que as linhas de um mapa ctbico sempre podem ser coloridas com
trés cores de forma que linhas que se intersectam tenham cores distintas. Ele demonstrou
como esta idéia poderia ser usada para provar a veracidade da conjectura das quatro
cores. Tait estava correto ao afirmar que seu argumento poderia ser usado para provar a
conjectura, entretanto ele errou ao afirmar que era facil demonstrar que as linhas limitantes
das regioes de um mapa cubico sempre podem ser coloridas com trés cores de forma que
linhas que se intersectam tenham cores distintas. Na verdade, esta afirmacao equivale ao
Teorema das Quatro Cores e, portanto, é tao dificil de provar quanto a propria conjectura
de Frederick Guthrie. Assim, a principal contribuigao de Tait [48] para a coloracao em
grafos foi apresentar o problema das quatro cores a partir de outra perspectiva, dando
origem ao problema de coloracao de arestas.

Quase um século depois das tentativas de Kempe e Tait, em 1976, Kenneth Appel e
Wolfgang Haken [7] finalmente provaram a veracidade da conjectura das quatro cores.

O problema das quatro cores deu origem a varias formas de coloracao em grafos, dentre
elas, a coloracao de arestas que é o foco desta tese e serd descrita em mais detalhes na
secao seguinte.

1.3 Coloracao de arestas

Uma coloragdo de arestas de um grafo G = (V, E) é uma funcdo ¢ : E — S. Os
elementos de S sao chamados cores. Quando c(e) # ¢(f) para quaisquer duas arestas e e f
adjacentes, a coloracao de arestas é dita propria. Nesta tese, estamos interessados apenas
em coloragoes préprias das arestas de um grafo e, quando nao houver ambiguidade, o termo
propria podera ser omitido. Uma k-coloracao de arestas de G é qualquer coloracao propria
das arestas de G onde |S| = k. Note que, pela definicao, nem sempre todas as k cores
serao utilizadas em uma k-coloracao de arestas, apesar de haver k cores disponiveis. Nesta
tese, os termos coloracao e k-coloracao, sempre que usados, referem-se a uma coloragao
das arestas de um grafo. A Figura (1.5) mostra uma 4-coloracao das arestas do grafo Cj,
uma 3-coloracao do grafo Cy e uma 2-coloracao do grafo Cj.

Um conjunto independente de arestas ¢ um conjunto de arestas que, duas a duas, nao
incidem sobre um mesmo vértice. Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto
independente de arestas de GG. Note que, em uma coloragao de arestas de um grafo G, o
conjunto de arestas coloridas com uma mesma cor ¢ um emparelhamento em G. Considere
uma aresta t = {u,v}. Quando t € M, dizemos que ¢ cobre u e v e que M cobre u e v.

Em geral, nos problemas que podem ser modelados como uma coloracao em grafos,
as cores sao recursos a serem despendidos para a solucao do problema. Portanto, quanto
menos cores sao utilizadas, melhor é a solucao do problema. Assim, nos problemas de
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S$={1,2,3,4} S={1,2,3} S={1,2}

C3 Cy Ce

Figura 1.5: Uma |S|-coloragao prépria para cada grafo.

coloracao de arestas em um grafo, procura-se descobrir qual é o menor nimero k£ de
cores com o qual se obtém uma k-coloracao prépria das arestas do grafo. Esse niimero é
chamado de indice cromdtico do grafo e, para um dado grafo G, é denotado por \'(G).
Uma coloragao de arestas de um grafo G que usa x’'(G) cores é dita dtima.

Obviamente, o grau maximo de um grafo é um limite inferior para o indice cromatico
do mesmo, ou seja, para um dado grafo G, x'(G) > A(G). Note que a coloragao dada
para o grafo Cg na Figura (1.5) é 6tima e x'(Cgs) = A(Cs) = 2. Mas, nem sempre o indice
cromatico de um grafo é igual ao seu grau maximo. Na Figura (1.5), por exemplo, é facil
verificar que o indice croméatico do grafo (3 é 3 e seu grau maximo é 2. Em 1964, Vadim
Vizing [50] provou que o indice cromdtico de um grafo G é, no maximo, A(G) + 1. Tal
resultado restringiu de maneira muito significativa os possiveis valores do indice cromatico
de um grafo. Assim, surgiu o Problema da Classificacdo, segundo o qual um grafo G é
Classe 1 se tem x'(G) = A(G) ou Classe 2 se tem x'(G) = A(G) + 1.

Para demonstrar que um determinado grafo G é Classe 1, é necessdrio provar que
existe uma coloracao de arestas com A(G) cores para o grafo G. Para provar que G é
Classe 2, ¢é necessario provar que toda coloracao de arestas de GG precisa de pelo menos

A(G) + 1 cores.

Uma condicao suficiente para garantir que um grafo seja Classe 2 é a existéncia de um
numero de arestas “muito grande”, tao grande que as arestas nao possam ser coloridas
com apenas A(G) cores. Nesse caso, o grafo é chamado sobrecarregado. Um grafo é
sobrecarregado se satisfaz a desigualdade m > A(G) EJ Se G é sobrecarregado, entao G

¢ Classe 2, pois no maximo EJ arestas de GG podem ser coloridas com a mesma cor. Note

que se um grafo GG é sobrecarregado, entao GG tem um nimero impar de vértices.

Se um grafo G possui um subgrafo H com A(H) = A(G) e H é sobrecarregado, entdao G
é dito subgrafo-sobrecarregado. Grafos sobrecarregados e subgrafo-sobrecarregados foram
definidos pela primeira vez em [29]. Quando o subgrafo sobrecarregado H é induzido por
um A(G)-vértice e sua vizinhanca, G ¢é dito vizinhanga-sobrecarregado [18]. Grafos sobre-
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carregados, subgrafo-sobrecarregados e vizinhanca-sobrecarregados sao todos Classe 2. A
Figura (1.6) mostra um grafo sobrecarregado em (a); um grafo subgrafo-sobrecarregado
em (b), onde o grafo induzido pelas arestas pretas é sobrecarregado; e um grafo vizi-
nhanga-sobrecarregado em (c), induzido pela vizinhanga do vértice v.

(@)
(b)

Figura 1.6: a) grafo sobrecarregado. b) subgrafo-sobrecarregado. ¢) vizinhanga-sobrecarregado.

Apesar de raros, ha exemplos de grafos Classe 2 que nao sao subgrafo-sobrecarregados.
O menor desses grafos é conhecido como P* e é obtido removendo-se um vértice qualquer
do grafo de Petersen. O grafo P* pode ser visto na Figura (1.7).

Figura 1.7: Grafo de Petersen sem um vértice.

Hilton e Chetwynd [13] propuseram a seguinte conjectura.
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Conjectura 1.1 Se o grafo G tem A(G) > &f)l, G € Classe 2 se, e somente se, G é
subgrafo-sobrecarregado.

Esta conjectura é conhecida como Conjectura Ouverfull e provou-se verdadeira para
todo grafo com vértice universal [44], todo grafo G tal que A(G) > |V(G)| — 3 [14], para
os grafos multipartidos completos [32], para os grafos split-indiferenga [39], dentre outros.
Note que, se a Conjectura Overfull for verdadeira, o teorema que dela resulta tem limite

[V (P

justo para o grau maximo do grafo, ji que =3 = A(P*).

1.3.1 Complexidade na solucao de problemas de coloracao de
arestas

Esta secao destina-se a dar uma visao geral da complexidade dos problemas de coloracao
de arestas em grafos. Mais especificamente, tem como objetivo apresentar casos em que a
solucao pode ser obtida por algoritmos eficientes e outros em que nao se conhece nenhum
algoritmo de complexidade de tempo polinomial.

Como dito anteriormente, a partir de 1964, o problema de encontrar o indice cromatico
de um grafo restringiu-se ao Problema da Classificacao, que consiste em decidir se o grafo
é Classe 1 (possui uma A(G)-coloragao de arestas) ou nao. Apesar desta simplifica¢do no
enunciado do problema, decidir se um grafo é Classe 1 é NP-completo e decidir se o grafo
é Classe 2 é co-NP-completo [33].

Em 1991, Cai e Ellis [10] provaram que o Problema da Classificacdo apresenta esta
complexidade mesmo quando restrito a algumas classes de grafos como, por exemplo, a
classe dos grafos perfeitos. Mesmo assim, existem algoritmos eficientes que resolvem o Pro-
blema da Classificagao para algumas classes de grafos bem conhecidas, tais como a classe
dos grafos completos, dos grafos bipartidos [34], dos multipartidos completos [32], das
poténcias de ciclos [38] e a classe dos grafos que possuem vértice universal [44]. Também
é possivel verificar em tempo polinomial se um grafo é subgrafo-sobrecarregado [41] e,
caso a resposta seja afirmativa, sabe-se de imediato que o grafo é Classe 2.

Dada a dificuldade em se resolver o Problema da Classificacao para o caso geral, muitos
esforcos tem sido realizados na tentativa de se obter solugoes para algumas classes conhe-
cidas e bem estruturadas. Algumas vezes, os resultados sao parciais. Como exemplo,
considerando-se a classe dos grafos indiferenga com grau maximo impar, existe um algo-
ritmo de complexidade polinomial que resolve o problema [17]. Na classe dos grafos split, o
Problema da Classificacao pode ser resolvido eficientemente para os split-indiferenca [39],
para os grafos split que possuem 2 ou 3 vértices de grau méximo [49], para os grafos split
completos [12] e grafos split com grau méaximo fmpar [12].

Nas préximas secoes, sao apresentadas demonstracoes de alguns resultados sobre co-
loragao de arestas em classes de grafos bem estruturadas e bastante conhecidas. Essas
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demonstracoes trazem, implicitamente, técnicas que colaboram para a solucao do Pro-
blema da Classificagao em outras classes de grafos.

1.3.2 Quadrados latinos e a coloracao de arestas em grafos com-
pletos
Um grafo é completo se seus vértices sao dois a dois adjacentes. O grafo completo com

n vértices é denotado por K,. Como exemplo, o grafo completo K5 pode ser visto na
Figura (1.8).

Figura 1.8: K3, o grafo completo com cinco vértices.

Esta secao apresenta uma técnica muito utilizada para colorir grafos completos, que
faz uso de quadrados latinos. Além disso, apresenta o conceito de coloragao equilibrada e
mostra algumas de suas propriedades em grafos completos. O uso da coloracao equilibrada
permite encontrar uma coloracao de arestas 6tima para algumas classes de grafos como,
por exemplo, grafos com vértice universal [44] e alguns grafos split [12].

1.3.2.1 Quadrados latinos

Um quadrado latino de ordem k é uma matriz k x k com valores do conjunto {0, ..., k—1}
tal que cada elemento de {0, ..., k—1} aparece em cada linha e em cada coluna exatamente
uma vez. Um quadrado latino M = [m, ;| é comutativo se m; j = m,;, para todo i e j tal
que 0 <4,5 <k—1.

Os quadrados latinos usados nessa tese sao matrizes k x k, M = [m; ;], 0 <i,j < k—1,
definidas da seguinte forma:

m;; = (1+j) (mod k) (1.1)



1.3. Coloracao de arestas 11

Note que M é um quadrado latino comutativo. Além disso, se k£ é impar, todos os
elementos da diagonal principal de M sao distintos e o quadrado latino é dito idempotente.
Sabe-se que nao existem quadrados latinos de ordem par idempotentes [12]. Considerando
um quadrado latino de ordem par igual a k, construido conforme apresentamos em (1.1),

o valor de m;; é par e ocorre também em m para todo 7 tal que 0 <17 < g — 1.

iR
A Figura (1.9) apresenta em (a) um quadrado latino de ordem par e igual a 6 e em
(b) um quadrado latino de ordem impar e igual a 7, ambos construidos de acordo com a

equagao (1.1).

0|1 2]|3[4]5 of[1[2]|3]|4]|5]|6
1[2]3[4]5]0 112[3|4|5]|6]0
2|1 3[4]5([0]1 2(3|4|5]|6]|0] 1
3| 4|5[0]1]2 3[4]5]6[0f1]2
415]|0] 1 3 4(5|6|0[1]2]3
5]0[1[2]|3]|4 5(6|/0|1[2[3]4

6(0|1]2[3|4]5

(@) (b)

Figura 1.9: a) Quadrado latino de ordem 6. b) Quadrado latino de ordem 7.

1.3.2.2 Coloracao de arestas em grafos completos

Para fixar o conceito de quadrados latinos, vamos usa-lo para colorir as arestas de grafos
completos.

Teorema 1.2 Seja K,,, um grafo completo com n vértices, entao
X' (K,) =n—1, quando n é par;
X' (K,) =n, quando n € impar.

Demonstracao: Considere um grafo completo K,,, n impar, e defina um quadrado la-
tino M = [m,; ;] de ordem n, como descrito em (1.1). Rotule os vértices V(K,) =
{vo,v1,v2,...,v,1} e pinte as arestas {v;,v;} com a cor m;;, 0 < ,5,<n— 1. Como
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M ¢ comutativo, as cores m;; e m;,; sao iguais, nao havendo ambiguidade na escolha
da cor da aresta {v;,v;}. Como em cada linha as cores sdo duas a duas distintas, nao
incidem num mesmo vértice duas arestas com a mesma cor. Como n é impar, o grafo
K, é sobrecarregado e, portanto, x'(K,) > n. Como foram usadas n cores, esta é uma
coloragao de arestas 6tima para o K,, e x'(K,,) = n, quando n é impar.

Nos casos em que n é par, construa um quadrado latino M = [m; ;] de ordem n — 1.
Rotule os vértices V(K,,) = {vo, v1,v2,...,v,-1}. Pinte as arestas {v;, v;} com a cor m, ;,
0 <1i,7 <n—2. Pinte as arestas {v;, v,—1} com a cor m;;, 0 <i <n —2. Como n ¢ par,
o quadrado latino tem ordem impar. Assim, as cores da diagonal principal, que incidem
sobre o vértice v,_; sao todas distintas. Pelos mesmos argumentos apresentados para o
caso em que n ¢ impar, essa ¢ uma coloragao de arestas para o K, com n par. Mais que
isso, essa coloragao usou A(K,) = n — 1 cores e, portanto, é 6tima e x'(K,) = n — 1
quando n é par. =

Do Teorema 1.2, conclui-se que um grafo completo K, é Classe 1 se, e somente, n é
par.

1.3.2.3 Coloracgao equilibrada

Dado x, um nimero inteiro positivo, uma colora¢ao equilibrada das arestas de um grafo
GG é uma coloragao das arestas de G onde cada cor é usada para pintar x ou x + 1 arestas,
ou seja, a cardinalidade de quaisquer duas classes de cor diferem de, no méximo, uma
unidade. A (n — 1)-coloragdo (quando n é par) e a n-coloracao (quando n é impar)
exibidas na demonstracao do Teorema 1.2, para colorir o grafo K,, sao exemplos de
coloragao equilibrada em que x vale 5 e "7’1, respectivamente.

Lema 1.3 [44] Se um grafo G tem uma k-coloragao, entao G tem uma k-coloragdao equi-
librada.

Dizemos que a cor ¢ falta no vértice v quando ¢ nao é usada para colorir nenhuma
aresta incidente em v, caso contrario, ¢ ocorre em v. Os corolarios 1.4 e 1.5, a seguir, sao
conseqiiencias do Teorema 1.2 e do Lema 1.3.

Corolario 1.4 Seja n um inteiro par. Em uma coloracao equilibrada de K,, com n cores,
Jalta uma cor em cada vértice do grafo, cada uma de 3 cores faltam em exatamente dois
vértices e cada uma das outras 3 cores ocorre em todos os vértices do K,.

Demonstracao: Considere um grafo K,, com n par. Como K, tem grau maximo n — 1,
por Vizing [51], K,, tem uma n-coloragao. Como cada vértice tem grau igual a n — 1, falta

exatamente uma cor em cada vértice. Pelo Lema 1.3, K, tem uma n-coloracao equilibrada.

-1 ~ -
Como K, tem % arestas, uma n-coloragao equilibrada do K, corresponde a 3 classes
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de cor, cada uma com cardinalidade |25 = 2 — 1, e outras 2 classes de cor, cada uma
) 2 2 ) 2 )
com cardinalidade [”T_ﬂ = 5. Por definigao de coloragao, cada classe de cor determina

um emparelhamento do K,,. Como existem n vértices, cada uma das § classes de cor com
cardinalidade § — 1 cobre n — 2 vértices e, portanto, cada uma dessas cores falta em dois
n

vértices de K,,. Cada uma das 3
K, e, portanto, cada uma dessas cores ocorre em todos os vértices do K,,. =

classes de cor com cardinalidade % cobre n vértices de

Corolario 1.5 Seja n um inteiro impar. Em uma coloracao de K, com n cores, cada
uma das n cores falta em um vértice e em cada vértice falta exatamente uma das n cores.

A demonstragao do Corolario 1.5 é andloga a apresentada para o Corolario 1.4.

1.3.3 Coloracao de arestas em grafos bipartidos

Um grafo é bipartido se o conjunto de seus vértices pode ser particionado em dois sub-
conjuntos de forma que cada aresta tem um extremo em cada subconjunto. Um grafo
bipartido B cujo conjunto de vértices esta particionado em dois subconjuntos, X e Y, é
denotado B = [X,Y]. Um exemplo de grafo bipartido pode ser visto na Figura (1.10).

Figura 1.10: Grafo bipartido B = [X,Y].

A seguir, definiremos alguns termos necessarios para a compreensao desta secao. Para
mais detalhes consulte o livro Graph Theory, de R. Diestel [19].

Considere um emparelhamento M em um grafo bipartido B. Um caminho M -alternante
é um caminho que se inicia em um vértice que nao esta coberto por M e se alterna entre
arestas do conjunto F(B)\ M e do conjunto M. Note que é possivel existir um caminho
alternante trivial, ou seja, um caminho formado unicamente por um vértice nao coberto
por M. Seja P um caminho M-alternante. Se P nao é um caminho alternante trivial
e termina em um vértice u que também nao esta coberto pelo emparelhamento M nao
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trivial, entao P é chamado de caminho aumentdvel. Essa nomenclatura deve-se ao fato de
que é possivel construir um novo emparelhamento M’ com cardinalidade maior que |M|,
onde M' = (M UP) \ (PN M) (conhecido como diferenga simétrica entre M e P). A
Figura (1.11) mostra um emparelhamento M (arestas em preto) e pode-se observar que
o caminho (y1, 1, Y2, T3, Y4, T2, Y3, T4), por definicdo, é um caminho aumentavel.

X4 X2 X3 ;4 )g

N\

o e

Y1 y2 Y3 Y4

Figura 1.11: Emparelhamento M com caminho aumentavel (yi, 21, Y2, T3, Y4, T2, Y3, Ta)-

A Figura (1.12) mostra um novo emparelhamento, M’, construido a partir do caminho
aumentdvel apresentado na Figura (1.11). Note que o emparelhamento M’ é maximo, ja
que a uniao de M’ com qualquer outra aresta do grafo nao é um emparelhamento.

X4 X2 X3 X4 )g

Y1 y2 Y3 Y4

Figura 1.12: Emparelhamento M’ construido a partir do caminho aumentdvel da Figura (1.11).

Considere um subconjunto V'’ de vértices de G. Um conjunto C' de arestas de G é
chamado de cobertura dos vértices por arestas de V', se em cada vértice de V' incide pelo
menos uma aresta de C'. Neste caso, dizemos também que C' cobre os vértices de V.
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Considere um grafo bipartido B = [X,Y]. Uma condigdo obviamente necessaria para
a existéncia de um emparelhamento que cubra os vértices de X é que a cardinalidade da
vizinhanga de cada subconjunto S de vértices de X seja, no minimo, igual a cardinalidade
do préprio subconjunto S, ou seja, |N(S)| > |S], para todo S C X. Em 1935, Hall
mostrou que essa condicao necessaria é também suficiente, como apresenta o teorema a
seguir.

Teorema 1.6 [19] Um grafo bipartido B = [X, Y] contém um emparelhamento que cobre
os vértices de X se, e somente se, |N(S)| > |S| para todo S C X.

Demonstracao: =- Suponha que B tem um emparelhamento M que cobre todos os
vértices da particao X e seja S um subconjunto de X. Como os vértices de S estao
cobertos por arestas de M e cada aresta de M incide sobre um vértice distinto de N(S5),
a cardinalidade de N(S) é no minimo igual a cardinalidade do subconjunto S, ou seja,
IN(S)| = [S].

< A prova é por contradi¢ao. Seja B = [X, Y] um grafo bipartido com |N(S)| > ||
para todo S C X e sem nenhum emparelhamento que cubra os vértices de X. Seja M
um emparelhamento maximo em B. Entao M nao cobre os vértices de X. Considere um
vértice v € X que nao esta coberto por M e seja Z o conjunto dos vértices que podem ser
alcangados a partir de v por caminhos M-alternantes. Como M ¢é um emparelhamento
maximo, nao ha caminhos aumentaveis para M e v é o tnico vértice nao coberto por
M que pertence ao conjunto Z. Sejam S = ZNX eT = ZNY. Note que v pertence
a S e que os caminhos M-alternantes que partem de v atingem Y através de arestas
que nao pertencem a M e voltam para X através de arestas de M. Logo, cada vértice
y € T é adjacente a um vértice z € S\ {v} tal que a aresta {y,z} pertence a M, ou
seja, " C N(S). Por construgao, |T| = |S| — 1. Vamos provar que |T| = |[N(5)|. Seja
w € N(S). Por defini¢do, w é adjacente a algum vértice u € S. H4 dois casos: ou v = u,
ou temos um caminho M-alternante de v a u que termina com uma aresta de M. No
primeiro caso, quando v = u, a existéncia da aresta {u,w} garante que w € Y e que w
pode ser alcancado através de um caminho M-alternante que parte de v, ou seja, w € T
No segundo caso, quando temos um caminho M-alternante de v a u que termina com
uma aresta de M, ha dois subcasos: {u,w} pertence a M ou {u,w} nao pertence a M.
Se {u,w} pertence a M, u # v, pois o vértice v nao esta coberto por M. Como {u,w}
é a ultima aresta do caminho M-alternante de v a u, w pertence a T. Se {u,w} nao
pertence a M, existe um caminho M-alternante de v a w, ou seja, w € T. Logo, todo
vértice w pertencente a N(.S) é um vértice do conjunto 7. Entao, T'= N(S) e, portanto,
IN(S)| = |T| =S| — 1 < |S|, contradizendo o fato |[N(S)| > |S|. =
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Um grafo é k-regular se todos os seus vértices tem grau k. Um emparelhamento
perfeito ¢ um emparelhamento que cobre todos os vértices do grafo. Uma aplicagao da
condic¢ao de Hall (Teorema 1.6) é a prova de que todo grafo bipartido k-regular tem um
emparelhamento perfeito.

Lema 1.7 Se B € um grafo bipartido k-reqular, k > 1, entao B tem um emparelhamento
perfeito.

Demonstragao: Seja B = [X,Y] um grafo bipartido k-regular. Note que o nimero de
arestas de B ¢é igual a soma dos graus dos vértices de uma das partes de B. Por hipdtese, o
grafo é k-regular, logo a soma dos graus dos vértices da parte X éigual a k|X|. Da mesma
forma, a soma dos graus da parte Y é k|Y|. Como toda aresta de B incide em X e em Y,
o numero de arestas de B é igual a k| X| que, por sua vez, é igual a k|Y| e, como k > 0,
| X| = |Y]|. Agora, temos que verificar se existe um emparelhamento em B que cobre
os vértices de X. Consideremos um subconjunto S C X. Seja m o numero de arestas
incidentes a S. Note que se {x,y} é uma aresta tal que z € S, entao y ¢ S. Pela hipdtese,
B é k-regular e, portanto, o nimero de arestas incidentes a S é m = k|S|, pois em cada
vértice de S incidem k arestas. Estas arestas também incidem em N(95) e, sendo assim,
existem pelo menos k|N(S)| arestas incidentes a vértices de N(S). Logo, m < k|N(S5)]
e, portanto, k|S| < k|N(S)| que implica que |[N(S)| > |S|. Pelo Teorema 1.6, existe um
emparelhamento que cobre os vértices de X. Por outro lado, qualquer emparelhamento
em B que cubra os vértices de X também cobre os vértices de Y, pois | X| = [Y|. Segue
da definicao, que tal emparelhamento é perfeito. m

Usando o Lema 1.7, Schrijver apresenta em [46] a prova de que existe um emparelha-
mento que cobre todos os vértices de grau maximo em qualquer grafo bipartido. Para
tanto, Schrijver considera um conceito de grafos diferente do adotado nesta tese, onde
admitem-se arestas miltiplas, ou seja, admite-se a existéncia no grafo de pares de arestas
{ug,v1} e {us,vo} tais que uy = us e vy = vy. Apesar da prova de Schrijver considerar
um conceito mais geral de grafos, seu resultado é valido para todos os grafos considerados
nesta tese. Esse importante resultado sera usado adiante e, portanto, é formalizado a
seguir com a apresentacao da demonstragao de Schrijver.

Teorema 1.8 Se B é um grafo bipartido, entao existe um emparelhamento que cobre
todos os vértices de grau mdximo em B.

Demonstracao: Considere um grafo bipartido B = [X, Y] com grau méximo A(B). Va-
mos construir, a partir de B, um novo grafo bipartido A(B)-regular B’ que contém B
como subgrafo induzido. Para tanto, crie uma cépia de B e crie A(B) — dg(v) arestas
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entre cada vértice v € V(B) e a sua cépia. Note que cada vértice que é cdpia de algum
vértice pertencente a X so6 pode ser adjacente a vértices de X e a vértices que sao copia
de algum vértice do conjunto Y. Da mesma forma, cada vértice que é copia de algum
vértice pertencente a Y sé pode ser adjacente a vértices de Y e a vértices que sao copia
de um vértice do conjunto X. Logo, ao incluir as copias dos vértices de X na particao
Y e vice-versa, mantém-se a propriedade de que toda aresta do grafo tem um extremo
em X e outro em Y. Portanto, B’ também é um grafo bipartido. Além disso, o grafo
B’ construido é A(B)-regular e, pelo Lema 1.7, B’ tem um emparelhamento perfeito M.
(Apesar de nao havermos mencionado, pode-se verificar que a prova do Lema 1.7 também
é vélida para grafos que admitem arestas multiplas.) Seja M um emparelhamento em B
tal que M = {{v,u}: {v,u} € E(B)N M'}. Considere um vértice v com grau maximo
em B. Como M’ é um emparelhamento perfeito, existe uma aresta {v,u} pertencente a
M'. Como v tem grau maximo em B, toda aresta incidente em v e pertencente a E(B’)
pertence a E(B). Logo, {v,u} € M'NE(B), ou seja, existe uma aresta {v, u} pertencente
a M. Portanto, M cobre todo vértice de grau maximo em B. =

Do resultado apresentado no Teorema 1.8, pode-se obter a solucao do Problema da
Classificagao para grafos bipartidos, conforme segue.

Teorema 1.9 [22] Se B é um grafo bipartido entao B é Classe 1.

Demonstra¢ao: A demostragao é por indugao em A(B). Se A(B) = 0, B é Classe 1,
j& que nao h4 arestas para colorir e nao é necessaria nenhuma cor. Se A(B) = 1, nao
existem duas arestas incidindo sobre um mesmo vértice e, portanto, podemos usar uma
unica cor para pintar as arestas de B. Se A(B) > 2, tome um emparelhamento M que
cubra os vértices de grau maximo em B. Pelo Teorema 1.8, tal emparelhamento existe.
Considere o subgrafo B’ = B[E(B) \ M]. Note que B’ tem grau méximo A(B) — 1. Por
inducao, as arestas de B’ podem ser coloridas com A(B) — 1 cores. Pinte as arestas que
pertencem a M com uma cor nova. Portanto, B possui uma A(B)-coloragao e é Classe
1. m

1.3.4 Coloracgao de arestas em grafos com vértice universal

Considere um grafo G e seu conjunto de vértices V(G). Um vértice v € V(G) é vértice
universal quando v é adjacente a todos os outros vértices do conjunto V(G). A Figura
(1.13) apresenta um exemplo de grafo com vértice universal.

Note que um vértice universal tem necessariamente grau maximo igual a n — 1, logo
qualquer grafo G com vértice universal tem A(G) + 1 vértices. Além disso, se um grafo
G com grau maximo A(G) tem um vértice universal, entao G é subgrafo de um Ka(q)41-
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G

Figura 1.13: Grafo G com um vértice universal v.

Pelo Teorema 1.2, se A(G)+1 é par, X'(Ka(c)+1) = A(G) e Kag)+1 € Classe 1. Observe
que, neste caso, qualquer subgrafo de Ka(g)+1 com um vértice universal pode ser colorido
com exatamente A(G) cores. Portanto, o subgrafo G com A(G) = A(Ka@)+1) tem
X' (G) = A(G) e é Classe 1. Sendo assim, qualquer grafo G com vértice universal e A(G)
impar é Classe 1.

Para os casos em que A(G) é par, o problema nao é tao simples, visto que, nesses
casos, X' (Kaw+1) = A(G) + 1. Apesar de Ka(g)41 ser Classe 2 quando A(G) é par,
alguns subgrafos G com A(G) = A(Ka(g)+1) sao Classe 1. A classificagao dos grafos com
vértice universal e grau maximo par foi dada por Plantholt em [44]. Esta segao dedica-se
a dar uma idéia da demonstracgao.

Teorema 1.10 [44] Seja G um grafo com vértice universal e grau mdzimo par. O grafo
G € Classe 1 se, e somente se, G nao é subgrafo-sobrecarregado.

Primeiro, note que se GG é Classe 1, entao GG nao ¢é subgrafo-sobrecarregado. Considere
o conjunto dos grafos com vértice universal, grau maximo par e que nao sao sobrecarre-
gados. Plantholt apresentou uma A(G)-coloracao para os grafos G que possuem o maior
nimero de arestas possivel (|E(G)| = A(G) {A(GZ)“J = A(S)Q). Qualquer subgrafo com

0 mesmo grau maximo que um dos grafos coloridos por Plantholt também ¢ Classe 1, ja

que retirar arestas de um grafo nao pode aumentar o seu indice cromatico. Note que os

AG)
2

grafos coloridos por Plantholt sao obtidos retirando-se exatamente arestas de um

grafo completo com um nimero impar de vértices. A idéia é particionar V(G) em dois
A(G)
2
cores e pintar o subgrafo de GG induzido pelas arestas {u,v}, u € L e v € R, com outras
A(G)
2
as seguintes condigoes:

subconjuntos L e R, pintar os subgrafos de G induzidos por L e por R com as mesmas

cores. Para isso, Plantholt cria uma partigao [L, R| dos vértices de G, satisfazendo

. ]L]:%G)lee
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e G[R] ¢ ismorfo ao K ac) .
2

A Figura 1.14 mostra um grafo com vértice universal e uma particao dos vértices que
satisfaz essas condigoes.

Figura 1.14: Grafo com vértice universal e particio [L, R], satisfazendo as condigoes de Plantholt.

Plantholt prova que essa partigao existe para qualquer grafo com vértice universal, grau
maximo par e que nao seja sobrecarregado. Entao, define um grafo bipartido B = [L, R],
que é subgrafo de G. Note que A(B) < % +1 (aigualdade ocorre quando um vértice de
R é adjacente a todos os vértices de L). A Figura (1.15) mostra o grafo bipartido gerado

a partir da particao dos vértices da Figura (1.14).

Figura 1.15: Grafo bipartido gerado a partir da particao dos vértices do grafo da Figura (1.14).
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Em seguida, Plantholt define os subgrafos X, induzido pelos vértices de L; Y, induzido
pelos vértices de R; e Z = X UY. A Figura (1.16) mostra, a esquerda, o subgrafo X,
induzido pelos vértices do conjunto L; e, a direita, o subgrafo Y, induzido pelos vértices
do conjunto R.

Figura 1.16: A esquerda, o subgrafo X = G[L] e, a direita, o subgrafo Y = G[R].

Note que o subgrafo Z é G[E(G) \ E(B)]. Como Y ¢ isomorfo a um grafo completo

K@’ por Vizing [51], x'(V) < ATG). Para a coloracao do subgrafo X, ha dois casos.

Caso 1: # ¢ impar. Como X é um subgrafo de um grafo completo Kae 4,
2

X (X) < 25

Caso 2: % é par. Plantholt prova que se GG nao é sobrecarregado, existe uma
partigdo [L, R] dos vértices de G que satisfaz, além das condigdes estabelecidas an-
teriormente, a restricao de que o subgrafo induzido por L nao é um grafo subgrafo-
sobrecarregado e possui um vértice universal. Com isso, o grafo X possui um vértice

unlversal tem grau maximo (G) A( )

e, por inducao, pode ser colorido com cores.
Como X e Y sao disjuntos, podem ser coloridos com as mesmas ( ) cores. Seja J o
conjunto dos vértices de B que possuem grau em B igual a2 41 Se J é vazio, X'(B) =
(G) pelo Teorema 1.9. Quando J nao é vazio, Plantholt mostra que é possivel retirar
uma aresta incidente em cada vértice de J e incluir estas arestas em Z sem aumentar o
indice cromético de Z. Com isso, podemos usar # novas cores para colorir B. A Figura
(1.17) mostra o o conjunto J de vértices com grau maior que % no grafo bipartido da
Figura (1.14). A aresta tracejada deve ser removida do grafo bipartido B[L, R] e incluida
no grafo Z = X UY para que o grafo B tenha grau méaximo igual a %.

Como G ¢é a uniao dos subgrafos B e Z, ou seja, G(V(G), E(G)) é tal que V(G) =
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A
5 -

% = A(G)-coloragao e,

Figura 1.17: Grafo bipartido com o conjunto J de vértices com grau maior que
&) 4

AlG)
2

V(B)UV(Z) e E(G) = E(B)U E(Z), G possui uma
No Capitulo 6, apresentamos mais alguns detalhes desta técnica e uma adaptacao da

portanto, é Classe 1.
técnica de Plantholt para colorir alguns grafos sem vértice universal.






Capitulo 2

Grafos Split

Um conjunto de vértices que sao dois a dois adjacentes é chamado de clique. Uma clique
@ em um grafo G' é mazximal se nao existe nenhuma outra clique em G que contenha todos
os vértices de ). Um conjunto de vértices que sao dois a dois nao-adjacentes é chamado
de conjunto independente. Um grafo G = [Q, S] é split se seu conjunto de vértices V(G)
admite uma particao em uma clique ) e um conjunto independente S. Como exemplo, a
Figura (2.1) mostra um grafo split com clique @) e conjunto independente S.

Figura 2.1: Grafo split com os vértices particionados em uma clique @ e conjunto independente S.

A classe dos grafos split foi introduzida em 1977 por Féldes e Hammer [23] e é uma
classe amplamente estudada [9, 12, 23, 35, 39, 40, 42, 45, 49]. E bastante conhecida, dentre

23
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outros motivos, por ter relagdo com o problema do empacotamento e da mochila [15], com
a teoria de matroides [24], com as fungoes booleanas [43], com a andlise de processamento
paralelo em programacao de computadores [28] e com a alocagao de tarefas em sistemas
distribuidos [1].

Para os grafos split, conhece-se algoritmos polinomiais que dao a solucao de muitos
problemas combinatoriais reconhecidamente dificeis tais como encontrar a clique maxima
e o conjunto independente maximo [26], o reconhecimento pela seqiiéncia dos graus dos
vértices [27], o nimero de grafos split ndo isomorfos em fungao da cardinalidade do con-
junto de vértices [45] e o problema da coloracao dos vértices [37].

Apesar de tantos problemas resolvidos eficientemente para esta classe, a complexidade
da coloragao de arestas em grafos split continua aberta. As se¢Oes a seguir apresentam
brevemente alguns resultados conhecidos deste problema em subclasses dos grafos split.

2.1 Coloracao de arestas em grafos split completos

Um grafo é split completo se é um grafo split G = [Q, S] tal que cada vértice pertencente
a () é adjacente a todos os vértices do conjunto independente S. A Figura (2.2) apresenta
um grafo split completo G = [@, S] com |Q] =3 e |S| = 4.

Figura 2.2: Grafo split completo.

Note que, por definicao, em um grafo split completo a clique () nao é maximal. Note
também que a classe dos grafos split completos é uma subclasse dos grafos com vértice
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universal e, pelo Teorema 1.10, a conjectura 3.1 é valida para esta subclasse. Sendo
assim, quando A(G) é par, o grafo split completo é Classe 2 se, e somente se, G é
sobrecarregado. No caso dos grafos split completos, em particular, ser sobrecarregado
significa que o nimero de arestas do grafo W ¢ menor que %. Quando A(G) é impar,
G é subgrafo do K, n = |V(G)| par, e, portanto, ' (G) = X' (K,) =n —1 = A(G), ou

seja, GG é Classe 1.

2.2 Usando quadrados latinos e diagramas de cores
para colorir grafos split

Em [12], Chen, Fu e Ko usaram quadrados latinos (apresentados na segao 1.3.2.1) para
criar uma técnica de coloracao de arestas utilizada em grafos split com grau méaximo
impar, em grafos split completos e em um subconjunto dos grafos split com grau maximo
par. Para entender a técnica apresentada por Chen, Fu e Ko, é preciso conhecer o conceito
de diagrama de cores, descrito a seguir.

2.2.1 Diagrama de cores

Um diagrama de cores C é uma seqiiéncia de vetores de cores (Cy, C1, ..., C), onde cada
vetor de cor C; = [0, ..., Ciq,], 0 < i <k, é uma seqiiéncia de cores duas a duas distintas.
Um diagrama de cores C é monotonico se a cor ¢; ; ocorre, no maximo, d; — j vezes em
Co,...,Ci_q,paratodoie jtalque 0 <1< ke <75 <d,.

Um vetor de cores [cg, ¢1, . . ., ¢y, que pode ser vazio, é um sufizo de um vetor de cores
R=[ro,r1,...,7%| s€ ¢; = Ig—n+i, para 0 < i < n. Um diagrama de cores C = (Cy, ..., Cy)
é um sufizo de um diagrama de cores R = (Ro, Ry, ..., Ry) se C; é um sufixo de R;, para

todo i, 0 < ¢ < k. Chen, Fu e Ko apresentam o seguinte resultado sobre sufixos de
diagramas de cores monotonicos.

Lema 2.1 [12] Se um diagrama de cores C é monotonico, entao qualquer sufizo de C é
monotonico.

Considere um quadrado latino M = [m;;] de ordem k impar, definido como em
(1.1) e um inteiro n < k. Denota-se por Sy (n,k) o sufizo a partir da coluna n do
quadrado latino M. O sufixo Sy(n,k) é o diagrama de cores (Cy, Cy,...,C,_1), onde
Ci = [Min, Mint1, .-, Mig—1], 0 < i < n. A Figura 2.3, a seguir, apresenta o quadrado
latino M de ordem 5, construido como definimos em (1.1), e evidencia o sufixo Sy(3,5)
a titulo de exemplo.
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341
4|0

J S(3,5)

Figura 2.3: Quadrado latino de ordem 5 com sufixo S(3,5).

O inverso do vetor de cores C; é C] = [my y—1,Mij—2, ..., M|, para 0 < i < n. Para
um quadrado latino M de ordem k construido como definimos em (1.1), o inverso de
Sy (n, k), denotado por Sk, (n, k), é o diagrama de cores (C7_,,C7_,....,CT,Cr). E facil
ver que a unica diferenca entre os diagramas de cores Sy/(n, k) e Siy(n, k) é uma troca de
nomes entre cores. Pode-se concatenar cores da diagonal principal de M a vetores de cores
dos diagramas Sy(n, k) e Sy;(n, k) de forma a se obter novos diagramas de cores. Cha-
mamos de sufizo aumentado ao diagrama de cores Dys(n, k) = (Do, D1, ..., Dy_1), onde
D; =C; € Sy(n, k) para 0 <i < [%J e D; é a concatenacao de (m;;) com C; € Sy(n, k)

para {%J < 1 < n. Chamamos de inverso do sufixro aumentado ao diagrama de cores

Dy(n, k)= (D! _,,DI 5, ...,Dp) onde DI = CI para {%J < i <mne D] éa concatenacao
de (m;,;) com C} para 0 < i < EJ Nesta tese, os diagramas de cores Syr(n, k), Si;(n, k),
Dyr(n, k) e Dyy(n, k) sdo construidos sempre a partir de um quadrado latino M cons-
truido como definimos em (1.1). Por isso, a menos que haja ambigtiidade, a identificagao
do quadrado latino serd suprimida da notagao, escrevendo-se S(n, k), S"(n, k), D(n, k) e

Dr(n, k). A Figura 2.4, a seguir, apresenta os diagramas S"(3,5), D(3,5) e D"(3,5).

314 110
0|4 214 1|0
413 4101 of 4

(@) (b) (c)

Figura 2.4: Diagramas de cores: a) S"(3,5) b)D(3,5) c) D"(3,5).

Em [12] sao apresentados os seguintes lemas.
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Lema 2.2 [12] Os diagramas de cores S(n, k) e 8"(n, k) sdo monotonicos, para k impar,
0<n<k.

Lema 2.3 [12] Os diagramas de cores D(n, k) e D"(n, k) sao monotonicos, para k impar,
0<n<k.

Uma das aplicagoes do conceito de diagrama de cores monotonicos é na coloragao
de arestas de grafos bipartidos. Seja B = [X,Y] um grafo bipartido. Considere X =
{xo,21,...,2x)-1}. Para cada vértice z; € X, seja Cy, = [¢i0,City-- -, Cidp(a)—1) UM

7

vetor com dp(z;) cores duas a duas distintas. Se a seqiiéncia C = (Cyy, ..., Cyx ;) ¢
um diagrama de cores monotonico, entao pode-se colorir as arestas de B utilizando-se
as cores do vetor C,, para colorir as arestas incidentes ao vértice z;, para cada vértice
x; € X. O algoritmo ¢ guloso e, para cada vértice x;, utiliza consecutivamente as cores de
Cy,. Para cada cor ¢; j, escolhe um vértice adjacente a x; onde nao incide nenhuma aresta
colorida com a cor ¢; ; e colore esta aresta com a cor ¢; ;. Como C é um diagrama de cores
monotonico, quando o algoritmo esta colorindo uma aresta de x; e considerando a cor
¢ j, esta cor ja coloriu, no maximo, dp(z;) — j arestas do grafo, que é o niimero maximo
de vezes que esta cor apareceu anteriomente em C, nos vetores Cy,, Cy,, ..., Cy, . Como
existem nesse momento, no minimo, dp(x;) — j + 1 arestas incidentes a x; que ainda nao
foram coloridas, certamente ha pelo menos uma aresta que pode ser colorida com a cor
¢ij.- O lema a seguir formaliza este resultado.

Lema 2.4 [12] Sejam B = [X,Y] um grafo bipartido e C = (Cyy, Cyy, ..., Cry ) um
diagrama de cores monotonico onde cada C,, tem pelo menos dg(z;) cores. O grafo B
tem uma coloragao de arestas que usa as cores de C,, para colorir as arestas incidentes a
x;, para todo x; € X.

Note que a coloragao obtida através de um diagrama de cores monotonico é prépria,
mas nao necessariamente étima. A proxima secao apresenta a técnica de Chen, Fu e Ko
para colorir as arestas de grafos split usando diagramas de cores monotonicos e quadrados
latinos.

2.2.2 Coloracao de arestas em grafos split com grau maximo
impar

Esta secao apresenta uma coloracao de arestas 6tima para grafos split com grau maximo
fmpar utilizando a técnica de Chen, Fu e Ko [12], que faz uso de quadrados latinos e
diagramas de cores monotonicos. Com este resultado, os autores provam que tais grafos
sao Classe 1.
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Para compreender esta técnica, é necessario conhecer o conceito de prefixo de diagrama

de cores. Segundo Chen, Fu e Ko [12], um vetor de cores [cg, ¢y, ..., ], que pode ser
vazio, é um prefizo de um vetor de cores R = [ro,11,...,71] se ¢; = r;, para 0 < ¢ < n.
Um diagrama de cores C = (Cy,...,C%) é um prefivzo de um diagrama de cores R =

(Ro, Ry, ..., Ry) se C; é um prefixo de R;, para todo i, 0 < i < k. Denota-se o tamanho
de um vetor R por |R|. Um prefixo C = (Cy,...,C)) de um diagrama de cores R é
chamado de prefizo crescente se |Cy| < |Cy| < ... < |Ckl.

Lembre-se dos diagramas de cores D(n, k) e D"(n, k) definidos na segao anterior. A
Figura 2.5 apresenta um prefixo crescente do diagrama de cores D(9, 11).

9 |10

10| 0

011

112

8123

1013 | 4 Dprefixo
,~~ — crescente

11415

3156

5|16 |7

Figura 2.5: Prefixo crescente do diagrama de cores D(9,11).

Em [12], os autores afirmam que se P é um prefixo crescente do diagrama de cores
D(n, k) ou D"(n, k), para k impar, entdao P é monotonico. Note que essa afirmagao nem
sempre é verdadeira. Considere o diagrama de cores D(n, k) com k impar, k > 3 en > 1.
Seja P = (Py, P1,. .., P,—1) um prefixo de D(n, k), onde |P;| = 1 para 0 < i < n. Note
que, pela defini¢ao, P é um prefixo crescente, ja que |Py| < |P| < ... < |P,_1]. Note

também que, nos vetores de cores P, © > bJ,

principal do quadrado latino M = [m; ;|, usado para construir o diagrama D(n, k). Se n

P, = [m;;], onde m;; é a cor da diagonal

¢ par, entao a cor mz » estd nos vetores I e Pz, ja que a primeira cor do vetor Dy ¢ a
cor mo, =n+0 (mod k) =nea cordovetor Pr éacor §+5 (modk)=mn.Sen

é impar e n > 5, a cor M) [2] estd nos vetores P; e P(ﬂ’ ja que a cor do vetor P; é
2 (7] 2 2

min, =1+n (modk)=mn+1eacordo vetor P(%W ¢ {%W%—{%W (mod k) =n + 1.
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Como P é um prefixo crescente de D(n, k) onde os vetores tem todos cardinalidade 1 e
ha cores que se repetem em P, este prefixo nao é monotonico. O mesmo raciocinio pode
ser utilizado para provar que nem todo prefixo crescente de D"(n, k) é monotonico.

Mesmo assim, o algoritmo apresentado por Chen, Fu e Ko sempre produz uma co-
loragao 6tima para um grafo split com grau maximo impar. A seguir, apresentamos
a nossa prova de que os diagramas de cores utilizados em [12] sao monotonicos e, em
seguida, apresentamos a técnica de Chen, Fu e Ko.

Lema 2.5 Se P = (P, Py,...,P,_1) € um prefizo crescente de D(n, k) tal que P; = D;
para 1 > {%J, entao P é monotonico.

Demonstragao: Considere um prefixo crescente P do diagrama de cores D(n, k) tal que

P, = D; para 1 > {%J Note que, por construgao, cada uma das cores m;; do quadrado

latino é a primeira cor do vetor P;, EJ < <n.

Primeiro, vamos provar que cada cor p;, [%J < i < n, ocorre no maximo |P;| vezes
em P. Note que, como 7 > {%J’ P; possui uma cor de diagonal principal e todas as cores
das células m;,, a m; ;. Portanto |P;| =k —n+ 1. Como i > {%J, P; = D;. Logo, a cor
pio corresponde a cor da célula m;,;. Como as cores da diagonal principal concatenadas
na construgao de D(n, k) sao todas distintas, a cor p; ¢ nao foi incluida mais que uma vez
quando as cores da diagonal principal foram concatenadas aos vetores. Resta garantir que
a cor p;p nao ocorre mais que k — n vezes nas primeiras ¢ linhas e tltimas £ — n colunas
do quadrado latino, que compoem o diagrama de cores D(n, k). As cores em cada coluna
do quadrado latino sao duas a duas distintas. Logo, se considerarmos as colunas de n a
k —1, a cor p;o ocorre, no maximo, k — n vezes.

Agora, vamos provar que cada cor p;;, com j > 0 e 7 > {gJ, ocorre no MAaximo
|P;| —1—j vezes em vetores de cores P;_,, x > 1. A cor p; ; corresponde a cor m; ,,4;—1 do
quadrado latino de ordem k. Por construcao, se considerarmos as linhas menores que 7 e as
colunas maiores ou iguais a n, a cor m; ,4;—1 SO se repete nas células m;_z pyj—144, ¢ > 1.
Como P é um prefixo crescente, a cor m; ;1 ocorre nos vetores de cores F;_, quando
estd presente nas linhas menores que ¢, entre as colunas n+ j e k — 1 do quadrado latino.
Logo, a cor p; ; ocorre, no maximo, k—1—(n+j)+1=(k—n+1)—1—j=|P|—-1—7
vezes nos vetores de cores P,_,, x > 1.

Note que a cor m;; concatenada ao vetor de cores F; nao ocorre em vetores de cores
Pyt > {%J e x > 1. De fato, por construcao, quando consideramos ¢ > {%J, as células
do quadrado latino que podem ser iguais a m,; e pertencer a vetores de cores Pii,, ¢ <n
ex > 1,580 Mytq,i—p. Como ¢ < n, as células da coluna ¢ — x nao pertencem ao diagrama
de cores P.
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Para terminar, vamos provar que cada cor p; j, com 7 < {%J, ocorre no maximo | P;| —
1 — 7 vezes em vetores de cores P;_,, v > 1. Como i < {%J, o vetor de cores P, nao tem
necessariamente a mesma cardinalidade que o vetor de cores D; e cada cor p; ; corresponde
a cor m;n+; do quadrado latino de ordem k. Por construcao, se considerarmos as linhas
menores que ¢ e colunas maiores ou iguais a n, a cor m;,4; sO se repete nas células
Mi—zn+j+z do quadrado latino, z > 1. Como a ultima cor do vetor de cores P; € m; 4 |p,|—1
e P é um prefixo crescente, somente cores das colunas n a n + |P;| — 1 podem pertencer
aos vetores de cores P_,, x > 1. Além disso, por construgao, a cor m;,y; so se repete
nas linhas menores que ¢ entre as colunas n+ j + 1 e n+ |P;| — 1. Logo, a cor p; ; ocorre,
no maximo, n+ |P;| —1— (n+j+ 1) +1=|P] — 1 — j vezes nos vetores de cores P,_,,
x > 1. Note que nenhuma célula de diagonal principal foi concatenada aos vetores P;_,,
r>1,jaquet < {%J Portanto, nenhuma cor ocorre nos vetores P;_, mais vezes do que
aparece entre as primeiras ¢ linhas e ultimas & — n colunas do quadrado latino. m
Lema 2.6 Se P = (P,_1,P,—2,...,Fy) € um prefizo crescente de D"(n,k) = (D]

n—1»
r
n—2 *

., DY) tal que P; = D} para 0 <i < EL entao P € monotonico.

Demonstragao: Considere um prefixo crescente P = (P,_1, P,_a, ..., ) do diagrama
de cores D"(n, k) = (D} 4, D! _,,...,Dp) onde P; = D! para 0 < i < {%J Note que,
por construcao, cada uma das cores m;; do quadrado latino é a primeira cor do vetor F;,
0<i<|3]

Primeiro, vamos provar que cada cor p;p, 0 < i < {%J, ocorre no maximo |P;| vezes

em P. Note que, como 0 <17 < [%J, P; possui uma cor de diagonal principal e todas as

cores das células m;,, a m;,_1. Portanto |Pj| =k —n+ 1. Como 0 <i < {gJ, P, =D;.
Logo, a cor p;o corresponde a cor da célula m,;. Como as cores da diagonal principal
concatenadas na construcao de D"(n, k) s@o todas distintas, resta garantir que a cor p; o
nao ocorre mais que k — n vezes nas ultimas k& — n colunas do quadrado latino. Como as
cores em cada coluna do quadrado latino sao duas a duas distintas, se considerarmos as
ultimas k£ — n colunas, a cor p; o ocorre, no maximo, k — n vezes.

Agora, vamos provar que cada cor p;;, com j > 0 e i < J, ocorre no mMAaximo

n
2
|P;| — 1 — j vezes em vetores de cores P ., x > 1. Como P é um prefixo crescente,
sabemos que |P;y,| < ||, para x > 1. Além disso, como i < {%J e a seqiiéncia das cores
é [Mj j—1, Mjk—2,...Min], acor p;; corresponde a cor m; j_; do quadrado latino de ordem
k, 1 < j <k —mn. Por construcao, se considerarmos as linhas maiores que i e colunas
maiores que n, a cor m;;_; s6 se repete nas células M4 5—j—z, * > 1. Como P é um
prefixo crescente, as cores das colunas n a k — 1 podem pertencer aos vetores de cores
P, ., v > 1. Como as cores das colunas do quadrado latino sao duas a duas distintas, a

cor m; —; sO se repete nas linhas maiores que ¢ entre as colunas n e K —j — 1. Logo, a cor
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pij ocorre, no maximo, k —j —1—n+1=|P| — 1 — j vezes nos vetores de cores P,
x> 1.

Note que a cor m;; concatenada ao vetor de cores F; nao ocorre em vetores de cores
P, i< {gJ e x > 1. De fato, por construcao, quando consideramos 7 < {%J, as células

do quadrado latino que podem ser iguais a m;; e pertencer a vetores de cores P;_,, v > 1,
n

SA0 Mj_y ;+,. Como ¢ — x precisa ser no minimo igual a zero, entao x < 7 < bJ Logo,

1+ x <n e as células da coluna 7 + x nao pertencem ao diagrama de cores P.
n

Para terminar, vamos provar que cada cor p;;, com ¢ > {f

QJ, ocorre no MAaximo

|P;| — 1 — j vezes em vetores de cores P;,, x > 1. Como i > {%J’ o vetor de cores P;
nao tem necessariamente a mesma cardinalidade que o vetor de cores D]. Como P ¢é
um prefixo crescente, sabemos que |P;y,| < |P|, para z > 1. Além disso, como i > {%J
e a seqiiéncia das cores é [m; 1, M k—2,...M;y|, a cor p;; corresponde a cor my; j_;_1,
0 <j<k—n-—1,ja que nestes vetores nao houve a concatenacao com a cor da diagonal
principal. Por construgao, se considerarmos as linhas maiores que ¢ e as colunas maiores
que 7, entao a cor m; ;1 sO se repete nas células m;; 4 k—j—1-2, ¢ > 1. Como a tltima cor
do vetor de cores P; € m;;_|p,—1—1 € P é um prefixo crescente, somente cores das colunas
k—1ak—|P;|—1—1 podem pertencer aos vetores de cores P;,,, x > 1. Por construgao, a
cor m; ;—;—1 SO se repete nas linhas maiores que 7 entre as colunas k—j—2e k—|P;|—1—1.
Como j < |P|, a cor p; ; ocorre, no maximo, k—j—2—(k—|P|—1-1)+1=|P|—-1—}
vezes nos vetores de cores P, xt > 1. m

Note que os lemas 2.5 e 2.6 sao verdadeiros para quaisquer valores de k, sejam eles
pares ou impares. Estes lemas serao usados no Capitulo 4, na coloracao de um subconjunto
dos grafos split com grau maximo par.

A seguir, apresentamos a técnica de Chen, Fu e Ko para coloracao de grafos split com
grau maximo impar.

Seja G = [@, S] um grafo split com grau maximo impar e igual a 2k + 1. Os autores
assumem, sem perda de generalidade, que d(v) = A(G) para todo vértice v € @ e dividem
o grafo split em trés subgrafos da seguinte forma. Os vértices de S sao arbitrariamente
rotulados ug, u1, ..., ujg—1. Sejam h = min{z: | UL N(u;)| > [%W} eb=|U, N(w)|
Chamaremos o subgrafo de G induzido pelas arestas que possuem um extremo em ()
e outro em S de subgrafo bipartido associado a G. Considere o subgrafo bipartido B
associado a G. O grafo bipartido B é particionado em dois subgrafos H; e H,, tais que
Hy = BlQ U {ug, u1, ..., up}] e Hy = B[Q U {up1, Unta, - .., uis—1}]. O terceiro subgrafo
6 GIQ).

Os vértices de @ sao rotulados vy, v1,...,vg—1 de forma que dg,(v;) > dp,(viy1) €
quando dois vértices de () tem o mesmo grau em H,, se um deles for vizinho de uy, e o
outro nao, o vértice que nao é vizinho de u;, deve aparecer primeiro na ordem. Logo, para
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todo 1, [@1 —1<i<b, tem-se {v;,up} € E(G) e dg,(v;) = 1. A Figura 2.6 apresenta
um grafo split, G, com grau maximo impar e igual a 7 e seus subgrafos G|Q], Hy e H.

G[Q]

v V3 V1 V) V4
Up=uhn Uuq U2 U3

vo V3 Vi V2 V4 VO V3 V1 Vo V4
@ o
Hq Ho
ui u2 u3 up = Uh

Figura 2.6: Um grafo split G = [Q, S] com A(G) = 7 e seus subgrafos G[Q], Hy e H2.

Note que os subgrafos H; e H, gerados e a ordem dos vértices em () dependem da
rotulacao dada aos vértices de S. Portanto, uma vez rotulados os vértices de S, os mesmos
tem uma ordem A = (uo, Uy, ..., ug-1) € esta ordem A determina quais serdo os vértices
em H; e Hy,. Mais que isso, a ordem A\ impoe uma ordem aos vértices de () que permite
pequenas variagoes apenas nos casos em que se considera a posigao de vértices com mesmo
grau em Hs e ambos adjacentes (ou ambos nao adjacentes) a uy,. De agora em diante, a
ordem descrita para os vértices de () em relagao a uma ordem A dos vértices de S sera
chamada de ordem CFK em relacdo a A.

Os autores constroem um quadrado latino M de ordem 2k 4+ 1 e usam as cores das
células das primeiras |@| linhas e colunas para colorir as arestas do subgrafo G[Q] de
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forma que a cor da célula m,; é utilizada para colorir a aresta {v;,v;}, 0 < i,j < |Q)|.
Note que as cores das células da diagonal principal do quadrado latino nao sao utilizadas
na coloragao de G[Q)]. As cores m;;, 0 <i < |Q|, e as cores das células das primeiras |Q)|
linhas e ultimas 2k + 1 — |Q| colunas do quadrado latino sao utilizadas para construir dois
diagramas de cores com os quais sao coloridas as arestas dos subgrafos H; e Hs.

Para colorir Hy, considere o diagrama de cores C = (Cy,, Cyy, - - - 7OU| Q‘fl), onde C,, =
[muQ‘, MG |Q+15 - - > T4, |Q|+dur, (vi)_l], para0 <i < b, eC, = [mm-, MG |Q|> Mi,|Q|+15 - - - ,mi’gk],
para b <i < |Q|. Como b > [%W e dp, (vo) < dp, (1) < ... <du,(v)g]-1), o diagrama de
cores C ¢ um sufixo de um prefixo crescente P do diagrama de cores D(|Q|, 2k + 1), onde
P, = D;, para i > {%J Pelos lemas 2.1 e 2.5, C é monotonico. Logo, pelo Lema 2.4,
H, pode ser colorido pelo diagrama de cores C. A Figura 2.7 apresenta o diagrama de
cores D(5,7), que inclui a célula tracejada em cinza. As células em preto da Figura 2.7
representam o diagrama de cores C a ser utilizado para colorir o grafo H; da Figura 2.6.

516 |Cv
6|0 [Cvy
0[1|cy,=0.1
6|1]2]cy,
2|3]c,,

Figura 2.7: Diagrama de cores D(5,7) e seu sufixo C.

Para colorir Hy, primeiro sao coloridas as arestas incidentes a w, com as cores das
células da diagonal principal. Se a aresta {v;, up } pertence a E(G), entao a cor m;; é usada
para colorir {v;, uy}. Uma propriedade dos quadrados latinos de ordem impar definidos
como em (1.1) é a de possuir cores duas a duas distintas em toda a diagonal principal.
Isso garante que todas as cores que incidem em wu;, sao distintas. Para colorir arestas de
Hs[V (Hs)\{un}], considere o diagrama de cores R = (R R R,,), onde R,, é

Q-1 FMQ|-2r Tt
uma seqiiéncia vazia para i > b e, para 0 < i < b, Ry, = [m; ok, Miok—1, - - - T |Ql 4, (w5))
se {vi,up} € E(G) ou R; = [mm,migk,migk_l,...,mi7|Q|+dH1(,UZ.)], caso contrario. Por

vacuidade, se |Q|+dg, (v;) > 2k, nenhuma das células do quadrado latino entre as colunas
2k e |Q| + dy, (v;) deve ser incluida no vetor de cores. Pela ordem imposta aos vértices
de @, a célula m;;, s6 é concatenada a R,, quando 7 < P%W — 1. Portanto, R é um

sufixo de um prefixo crescente P de D"(|Q|,2k + 1), onde P, = DI, para 0 < i < {%J
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Pelos lemas 2.1 e 2.6, o diagrama de cores R é monotonico. Mais uma vez pelo Lema 2.4,
H,[V(H2) \ {un}] pode ser colorido pelo diagrama de cores R. Como exemplo, note que,
quando se considera o grafo Hy da Figura 2.6, todos os vetores de cores do diagrama de
cores R sao vazios por definicao. De fato, todas as arestas existentes no grafo H, da
Figura 2.6 sao incidentes a uy e, portanto, sao coloridas com a cor correspondente da
diagonal principal do quadrado latino de ordem 7.

Como o quadrado latino é de ordem 2k +1 = A(G), apenas A(G) cores sao utilizadas
na coloracao de arestas de G e, pontanto, o grafo G é Classe 1. A seguir, formalizamos o
resultado de Chen, Fu e Ko.

Teorema 2.7 [12] Se G é um grafo split com A(G) impar, entio G é Classe 1.

Sabe-se que nao existem quadrados latinos de ordem par cujos elementos da diagonal
principal sejam dois a dois distintos [12]. Portanto, a técnica utilizada por Chen, Fu e
Ko nao pode ser diretamente aplicada a grafos split com grau maximo par. O uso desta
técnica para grafos split com grau maximo par pode resultar em arestas com a mesma cor
incidentes ao vértice escolhido para ser uj,. A questao é saber em que casos poderiamos
aplicar a técnica de Chen, Fu e Ko. Mais ainda, que alteragbes podem ser aplicadas
ao algoritmo apresentado em [12] para que grafos split com grau méximo par possam
ser coloridos? Com o objetivo de esclarecer tais dividas, a técnica de Chen, Fu e Ko
foi amplamente explorada nesta tese de doutorado e tornou-se um dos nossos principais
objetos de estudo. Suas aplicagoes podem ser vistas nos capitulos 4 e 5.

2.3 Coloracao de arestas em alguns grafos split com

grau maximo par

Apesar do Problema da Classificacao nao estar completamente resolvido para grafos split
com grau maximo par, existem alguns resultados para subconjuntos desses grafos. Nessa
secao, utilizando as técnicas de coloracao de grafos completos e de coloracao de grafos
bipartidos, descreveremos uma coloracao de arestas para um subconjunto dos grafos split
com grau maximo par. Este resultado, apresentado anteriormente em [12], garante que
todos os grafos desse subconjunto sao Classe 1.

Seja G um grafo split. Considere uma partigao [@, S] de V(G), onde @ é uma clique
maximal e S é um conjunto independente em G. Note que G[Q] é isomorfo a K|qg).
Associamos a G um grafo bipartido Bg = [@, S], com biparticao [@, S], obtido de G pela
remocao de todas as arestas de G[Q]. Quando houver ambigiiidade, acrescentaremos um
indice que referencia o grafo. Denotamos por d(Q) = max{dg(v),Vv € Q} e por d(S) =
max{dg(v), Vv € S}. Portanto, A(B) = max{d(Q),d(S)} e A(G) = d(Q) + A(K|q)).
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Se G tem um vértice universal, pelo Teorema 1.10, G' é Classe 1 se, e somente se, G
nao é sobrecarregado. Entao, neste capitulo, G é um grafo split sem vértice universal.
H& dois casos: d(Q) > d(S) ou d(S) > d(Q). No primeiro caso, A(B) = d(Q). A seguir
apresentamos uma demonstracao de que G é Classe 1 quando d(Q) > d(5).

Lema 2.8 Seja G um grafo split. Se d(Q) > d(S), entao G é Classe 1.

Demonstragao: Considere o subgrafo completo K. Se A(K,) é impar, pelo Teorema 1.2,
A(K,) cores sao suficientes para colorir as arestas de K,. Pelo Teorema 1.9, as arestas
do subgrafo bipartido B, podem ser coloridas com A(B) = d(Q) cores. Como E(K,) N
E(B) =0 e E(K,) UE(B) = E(G), as arestas de G podem ser coloridas com A(B) +
A(K,) = A(G) cores distintas. Logo G é Classe 1.

Se A(K,) é par, pelo Teorema 1.2, o subgrafo completo K, pode ser colorido com
A(K,)+ 1 cores e, pelo Corolario 1.5, em cada vértice de K, falta uma cor distinta. Pelo
Teorema 1.8, existe um emparelhamento M que cobre todos os vértices de grau maximo
no grafo bipartido B. Pinte cada aresta {v,u} € M, v € Q e u € S, com a cor que falta
em v. O grafo induzido pelas arestas de E(B)\M é um grafo bipartido com grau méximo
A(B) — 1 e, pelo Teorema 1.9, as arestas desse grafo podem ser coloridas com A(B) — 1
cores. Entao, as arestas do grafo split G podem ser coloridas com A(K,)+1+A(B)—1=
A(K,) + A(B) = A(G) cores distintas. Portanto, G é Classe 1. m

Em [12], os autores apresentam uma demonstracao distinta para o Lema 2.8. Chen,
Fu e Ko enunciam esse resultado para o caso em que d(Q)) é estritamente maior que d(5),
entretanto, a demonstracao que apresentam inclui o caso d(Q) = d(.5).

2.4 Coloracao de arestas em grafos split-indiferenca

Um grafo é split-indiferenca se pertence a intersecao das classes de grafos split e indi-
ferenca. Um grafo é indiferenca se pode ser representado através da intersecao de uma
familia de intervalos unitarios em uma reta. Os grafos split-indiferenca foram caracteri-
zados em [39] da seguinte forma.

Um grafo conexo G é split-indiferenca se, e somente se,
1. G é um grafo completo; ou
2. G é o grafo induzido pela uniao de duas cliques Q1 e Q2 tal que |Q1 \ Q2] = 1; ou

3. G é o grafo induzido pela uniao de trés cliques Q1, Q2 e Q3 tal que |@Q1 \ Q2| = 1,
@3\ Qo] =1 e Q1UQ; =V (G); ou



36 Capitulo 2. Grafos Split

4. G é o grafo induzido pela a unido de trés cliques 1, Q2 e @3 tal que |Q1 \ Q2] =1,
Qs \ Q2| =1e@iNQs=0.

A Figura 2.8 mostra um exemplo para cada possivel configuragao das intersecoes de
cliques maximais de grafos split-indiferenca, de acordo com a caracterizagao apresentada.

Q Q1 Qo
.° 2
Q1 Qy Q3 Q1 Q Q3

Figura 2.8: Interse¢oes de cliques maximais em grafos split-indiferenga.

A solugao do Problema da Classificagao para os grafos split-indiferenga foi dada por
Ortiz, Maculan e Szwarcfiter [39]. Note que grafos split-indiferenga como os descritos nos
casos (1), (2) e (3) possuem vértice universal e, pelo Teorema 1.10, sao Classe 2 se, e
somente se, sao sobrecarregados. Em relacao aos grafos que satisfazem as condig¢oes do
caso (4), faremos uma breve descrigao da solu¢ao dada em [39).

Considere um grafo split-indiferenga G que satisfaz as condigoes do caso (4). Seja
V(G)| = n e sejam Q1 \ Q2 = {v} e Q3 \ Q2 = {u}. Note que G nao tem vértice
universal, A(G) =n—2e G[Q2] = K,,—2, n > 4.

Se n é impar, G[Qs] tem uma coloragdo 6tima com n — 2 cores e, pelo Corolario 1.5,
cada uma dessas cores falta em um vértice de G[Q)3]. Além disso, as cores que faltam nos
vértices de G[Q2] sao duas a duas distintas. Como nao hé interse¢ao entre G[@Q1] e G[Qs],
pode-se pintar as arestas que ligam vértices de G[@Qs] a v e a u com as cores que faltam
nos vértices de G[Q2]. Portanto, G é Classe 1.

Para os casos em que n é par, n —2 é par. Se n é igual a 4, entao G é isomorfo ao P, e
é, portanto, Classe 1. Para os casos em que n é par e n > 6, os autores provam que todo
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grafo completo K, possui uma coloragao 6tima que contém um emparelhamento perfeito
multicolorido. Este emparelhamento foi usado para colorir os grafos split-indiferenca com
n par. Sao descritos dois casos, como segue.

Se n é par e |Q1] e |Q3] sdo ambos no maximo %, entao existe uma coloracao de G[Q2]
com n — 3 cores que fornece um emparelhamento perfeito multicolorido M. Além disso,
sendo G[Q2] um grafo completo, é sempre possivel escolher uma coloracao de arestas de
forma que se a aresta {vy,v9} pertence a M, entdo v, e v ndo sdo ambos adjacentes a
v e nao sao ambos adjacentes a u. Faca uma coloragdo de G[Qs] com n — 3 cores de
tal forma que M seja um emparelhamento multicolorido. Pinte as arestas {w,v} tais
que w € G[Q3] com a mesma cor da aresta de M que incide em w. Pinte as arestas
{w,u} tais que w € G[Q)3] com a mesma cor da aresta de M que incide em w. Pinte o
emparelhamento M com uma nova cor n — 2. Como G possui uma n — 2-coloracao, G é
Classe 1.

Se n ¢é par e |Q1| ou |@s] é maior que F, entdao suponha que |@Qi] > §. Seja H o
subgrafo induzido por ()1 U ()5. Note que H tem um vértice universal. Logo, como
Q3\ Q2| =1, [V(H)[=n—1eA(H) =n—2. Como |Q1 \ Q2| =1 e |Q1| > 7, existem
menos de § arestas em H. Entdo, H ¢ sobrecarregado. Como A(H) = A(G), o grafo ¢
é vizinhanca-sobrecarregado e pertence a Classe 2.

O Teorema de Ortiz, Maculan e Szwarcfiter é apresentado a seguir.

Teorema 2.9 [39] Sejam G um grafo split-indiferenca conexo, |V(G)| =n > 1. Entao,
G € Classe 1 se, e somente se, G nao € vizinhang¢a-sobrecarregado.

2.5 Coloracao de arestas em grafos split considerando

0 nucleo

O niicleo de um grafo GG é o subgrafo de GG induzido pelo conjunto dos vértices de grau
maximo em G e é denotado por Ga. O estudo do nicleo de um grafo é uma ferramenta
interessante na solucao do Problema da Classificacao. Nucleos de grafos sao estudados
desde 1965, quando Vizing [51] provou que G é Classe 1 se Ga tem, no maximo, 2 vértices.
Este resultado foi generalizado por Fournier [25], que provou que se Ga é uma floresta,
entao o grafo G é Classe 1. A partir de entdao, o Problema da classificagao voltou-se para
os casos em que o nicleo do grafo contém um ciclo. Hilton e Zhao [30, 31] consideraram
os grafos cujo nucleo é a unido de ciclos e caminhos disjuntos, ou seja, A(Ga) = 2,
e conjecturaram que todo grafo com A(GA) = 2 que é diferente de P* (Fig. (1.7)) é
Classe 2 se, e somente se, é sobrecarregado. Em 2006, Tan e Hung [49] provaram que
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essa conjectura é verdadeira para grafos split. A seguir, descreveremos brevemente os
resultados de Tan e Hung.

Lembre-se que, segundo o Teorema de Hall (Teorema 1.6), um grafo bipartido B =
[X, Y] contém um emparelhamento que cobre os vértices de X se, e somente se, |[N(A)| >
|A| para todo A C X. Neste caso, dizemos que X satisfaz a condi¢io de Hall para o
grafo B. Considere um grafo split G = [@,S]. Seja H, um subgrafo de G induzido
pelo conjunto dos A(G)-vértices e pela vizinhanca deste conjunto em S. Formalmente,
se X é o conjunto dos A(G)-vértices, entao H = G[X U (S N N(X))]. Como ser grafo
split é uma propriedade hereditaria, o grafo H também é split e, portanto, possui um
subgrafo bipartido associado. Note que uma das classes da particao do subgrafo bipartido
associado a H é exatamente o conjunto X. Tal grafo bipartido pode ser denotado por
B = [X,N(X)]. Se X satisfaz a condigao de Hall para o grafo B, entdao G é Classe 1.
Este resultado ¢ formalizado no Teorema 2.10, a seguir.

Teorema 2.10 [49] Sejam G = [Q, S] um grafo split e X o conjunto dos seus A(G)-
vértices. Se |[N(A)N S| > |A], para todo subconjunto A C X, entdo G € Classe 1.

Demonstragao:  Se A(G) é impar, pelo Teorema 2.7, G é Classe 1. Suponha que A(G)
é par. Como @ é maximal, X C @. Como |[N(A)N S| > |A| para todo A C X, pelo
Teorema 1.6, existe um emparelhamento M que cobre todos os vértices de X. Seja X =
{vi,v2, .., vx1} e M = {{ur, v}, {ug,va}, ..., {yx,vix(}}, onde uy,us,...,ux; € S.
Considere o grafo G’ tal que V(G') = V(G) e E(G') = E(G) \ M. Note que A(G") =
A(G) — 1. Como A(G) é par, A(G’) é impar e G’ tem uma coloragao de arestas com
A(G) — 1 cores. Considere G’ colorido com A(G) — 1 cores. Inclua as arestas de M em
G’ e pinte as mesmas com uma nova cor. Esta é uma A(G)-coloragao de arestas para G.
Portanto, G é Classe 1. m

O Teorema 2.11 e o Lema 2.12, a seguir, sao necessarios para a prova do Teorema 2.13,
que garante que grafos split com A(Ga) < 2 sao Classe 2 se, e somente se, sdo sobrecar-
regados. Lembre-se que d(S) é o grau maximo de um vértice do conjunto independente S
em um grafo split. No Teorema 2.11, os autores provam que todo grafo split com d(S5) < 2
que nao ¢é isomorfo ao K3 é Classe 1.

Teorema 2.11 [49] Se G = [Q, S| é um grafo split com d(S) < 2 e G 2 K3, entio G €
Classe 1.

Demonstracao: Se d(Q)) > 2, entao pelo Lema 2.8, G é Classe 1. Suponha que d(Q) = 1.
Note que A(G) = |Q|. Sendo @ maximal, e d(Q) = 1, entao |Q| > 2. Se |Q| = 2,
obviamente, G é Classe 1.
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Considere |Q| > 2 e |Q| par, caso contrario, G é Classe 1 pelo Teorema 2.7. Como
@ é maximal, V(Ga) € Q. Como d(S) < 2, podemos dividir S em dois subconjuntos
disjuntos a saber: T' é o conjunto dos vértices em S que possuem grau 1 em G e W é o
conjunto dos vértices em S que possuem grau 2 em (. Seja |T'| = t. Ordene os vértices
de S = {uo,u1,...,ug-1} de forma que os ¢ primeiros sejam vértices do conjunto 7.
Como d(Q) = 1, cada vértice em @) é adjacente a no maximo um vértice em S. Ordene os
vértices de @ = {vo,v1,...,v|g|-1} de forma que o vértice v; seja N(u;), para 0 <7 <t—1
e 0s vértices vo;_; € Vg; 411 sejam os vizinhos de u;, para t <i < |S].

Seja M = [m;;], 0 <i,j < |Q| um quadrado latino de ordem k = |@Q)|, como definido
em (1.1). Pinte as arestas {v;,v;}, 0 < i,j < n, com cor m; ;. Pinte as arestas {v;,u;},
0 < i < t, com cor m;;. Pinte as arestas {vqy;_¢,u;}, t < i < |S|, com cor mao;_ 2.
Finalmente, pinte as arestas {vo;_t+1,u;}, t < i < |S|, com cor mao;_¢+19;—¢+1. Lembre-
se que os vértices vg;_; € vg; 41 sa0 ambos adjacentes a u;, mas, como k = |Q| > 2,
Mi; # Miy1+1, @ > 0 e, portanto, esta ¢ uma A(G)-coloracao de arestas de G. Logo, G
é Classe 1. m

Lema 2.12 [30] Se G € um grafo Classe 2 com A(Ga) < 2, entdo

e (G € critico, ou seja, G € Classe 2 e o grafo G' obtido apds a remocao de qualquer
aresta de G é um grafo Classe 1.

o N(V(Ga)) =V(G).

Por fim, o Teorema 2.13 classifica todos os grafos split cujo nicleo tem grau maximo
limitado por 2.

Teorema 2.13 [49] Seja G = [Q, S] um grafo split com A(Ga) < 2. O grafo G é Classe
2 se, e somente se, G € sobrecarregado.

Demonstracao: A suficiéncia do teorema ¢é bastante conhecida e nao sera demonstrada.
Seja G um grafo split Classe 2. Se G =2 K3, entao G é sobrecarregado. Vamos considerar
G % Kj. Pelo Teorema 2.11, tem-se d(S) > 3. Seja X o conjunto dos A(G)-vértices.
Note que X C @ e |X| < 3. Se |X| < 2, pelo Teorema 2.10, G é Classe 1. Portanto,
| X| = 3. Pelo Lema 2.12, SN N(X) = S. Se d(Q) > 3, entao |[N(A)N S| > |A] para todo
A C X. Pelo Teorema 2.10, G ¢ Classe 1, uma contradi¢do. Entao d(Q) < 2. Se |S| > 3,
entdao |N(A) NS| > |A], para todo A C X. Novamente, pelo Teorema 2.10, G é Classe
1 e temos uma contradi¢do. Entdo |S| < 2. Primeiro, suponha que d(Q) = 2. Entao
|S| =2 e A(G) = |V(G)| — 1, pelo Teorema 1.10, G é sobrecarregado. Agora suponha
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que d(Q) = 1. Se |S| = 2, rotule os vértices de S = {uy,us}. Sem perda de generalidade,
podemos considerar | X | = {vy,va,v3}, N(u1) = {v1}, N(ug) = {va,v3}. Considere o grafo
G’ tal que V(G') = V(G) e E(G") = E(G) \ {{u1,v1}}. Pelo Lema 2.12, o grafo G’ é
Classe 1. Pinte as arestas de G’ usando A(G’) = A(G) cores. Pinte a aresta {uy,v,} com
a cor nao usada para colorir arestas incidentes a v;. Assim, G tem uma A(G)-coloragao
e é Classe 1, uma contradigdo. Portanto |[S| = 1. Entao A(G) = |V(G)| — 1. Pelo
Teorema 1.10, G é sobrecarregado. m

De agora em diante, as técnicas para classificacao e coloracao de arestas apresentadas
serao utilizadas na apresentacao de novos resultados para a classe dos grafos split. Quando
necessario, os resultados ja apresentados serao abordados em mais detalhes para melhor
compreensao desta tese.



Capitulo 3

Sobre Grafos Split Classe 2

No capitulo anterior, foram apresentados varios resultados conhecidos sobre grafos split
que sao Classe 1. Resultados sobre grafos split Classe 2 sao mais raros. Os tnicos grafos
split Classe 2 conhecidos sao os grafos split vizinhanga-sobrecarregados. Em [18], Figuei-
redo, Meidanis e Mello mostram que todo grafo split sobrecarregado contém um vértice
universal e, portanto, é vizinhanca-sobrecarregado. Por conseqiiéncia, como ser grafo
split é uma propriedade hereditaria, os autores mostram que todo grafo split subgrafo-
sobrecarregado ¢é vizinhanca-sobrecarregado.

Um grafo G é cordal se todo subgrafo de G' que é um ciclo C),, com n > 3 possui uma
corda, ou seja, possui uma aresta do grafo que nao pertence a ciclo, mas liga dois vértices
do ciclo. Todo grafo split é um grafo cordal. Ainda em [18], os autores apresentam a
seguinte conjectura para os grafos cordais.

Conjectura 3.1 Todo grafo cordal Classe 2 é vizinhanga-sobrecarregado.

Note que a veracidade desta conjectura implica que o problema da classificacao para
grafos split pode ser resolvido em tempo polinomial. Neste capitulo, daremos uma carac-
terizacao estrutural dos grafos split que sao vizinhanga-sobrecarregados.

Considere um grafo split G = [@, S], onde o conjunto dos vértices tem uma partigao
(@, S] tal que @ é uma clique maximal e S é um conjunto independente. Seja Bg um grafo
bipartido associado a G com partigao [@, S]. Relembre que d(Q) = max{dg(v),Vv € Q}
e AG) = Q] +d(@Q) — 1.

Lema 3.2 Seja G = [Q, S| um grafo split. Se G € vizinhanga-sobrecarregado, entao Q) e
d(Q) tém paridades distintas e |Q| = (d(Q))* +1i com i impar, i > 3.

Demonstracao: Seja G = [Q, S] um grafo split. Se A(G) é impar, pelo Teorema 2.7, G é
Classe 1, e, portanto, G nao é vizinhanga-sobrecarregado. Assim, A(G) = |Q|+d(Q) — 1
deve ser par, implicando que d(Q) e |Q| tém paridades distintas.

41
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Suponha que G é vizinhanga-sobrecarregado. Se G é um grafo completo, entao d(Q) =
0 e |Q| deve ser impar com |Q| > 3, portanto, o Lema esté provado. Se G nao é completo,
pela defini¢ao de grafo vizinhanga-sobrecarregado, existe um A(G)-vértice v € @ tal que
|E(GIN[v]])] < % — 1. Note que, se G nado é completo, entao S # (. Como @ é
uma clique maximal, para cada u € N[v] NS existe pelo menos um w € @ tal que

{u,w} ¢ E(G). Entao, (d(QQ)> +d(Q) < |E(G[N[W]])| < &< — 1. Como as paridades de

2
Q e d(Q) sao distintas, tem-se |Q| = (d(Q))* + ¢ com i impar, i > 3. =

Pelo Lema 3.2, grafos split com |Q] < (d(Q))*+ 3 nao sdo vizinhanga-sobrecarregados.
Portanto, se a conjectura 3.1 for verdadeira, esses grafos sao todos Classe 1. No capitulo 4,
exibimos uma subclasse desse conjunto que é Classe 1. Por outro lado, as condigoes do
Lema 3.2 nao sao suficientes para que um grafo split seja vizinhanga-sobrecarregado, como
mostra o exemplo da Figura 3.1. Note que neste grafo, |Q| e d(Q) tem paridades distintas,

QI = d*(Q) + 3.

Figura 3.1: Grafo split que nio é vizinhanga-sobrecarregado e satisfaz as condi¢oes do Lema 3.2.

Dois vértices v e w pertencentes a um grafo G sao gémeos se Ng[v] = Ng[w]. No
teorema a seguir, apresentamos uma caracterizacao estrutural dos grafos split que sao
vizinhanga-sobrecarregados. E importante salientar que este teorema garante que todo
grafo split vizinhanga-sobrecarregado possui um certo nimero de A(G)-vértices gémeos
cuja vizinhanca induz um subgrafo sobrecarregado.

Teorema 3.3 Seja G = [Q,S] um grafo split, onde @ é uma clique mazimal e S é
um conjunto independente. O grafo G € vizinhanga-sobrecarregado se, e somente se, as
sequintes condigoes sao satisfeitas.
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1. A(G) € par; e

2. existe um conjunto X C Q) com pelo menos k = |Q| — A(G) + ( @ )) + 1 vértices de

grau A(G) que sio gémeos e tais que se v € X, o nimero de arestas de G[N[v]]|
incidentes a vértices de Q@ \ X é no mdzimo |Q| —

Demonstracao: Seja G = [@Q, S] um grafo split com partigao [@,S]. Suponha que G é
vizinhanga-sobrecarregado. Entao, pelo Lema 3.2, a condigao (1) é verdadeira. Se G for
um grafo completo, todo vértice de V(G) é um A(G)-vértice e as condigdes do Teorema
sao trivialmente satisfeitas. Logo, vamos considerar S # (). Como G ¢é vizinhanca-
sobrecarregado, G contém um A(G) Vértice v tal que G[N]v]] é sobrecarregado. Entao,
pelo Teorema 1.10, |E(G[N[v]])| < 2. Sendo assim, existem no maximo A(G) —-1- (d(§)>

vértices em () que nao sao adJacentes a pelo menos um vértice de N[v| N S . Portanto,

G[N[v]] contém pelo menos k = |Q| — #

X o conjunto dos vértices de grau méximo em G[N[v]] (|X]| > k). Como |[N[v]N S| =
d(Q), todos os vértices do conjunto X sao A(G)-vértices e sao gémeos. Além disso,

D weQ\X dG[N[v]](w) < A(QG) —-1- (d(2Q)> = Q| -k
Agora, suponha que as condigoes (1) e (2) sao verdadeiras. Seja v um dos k A(G)-
vértices que sao gémeos. Pela condigao (2), tem-se |E(G[N[v]])| < (d(ZQ)) +1Q| —k =

AG)
2

+ (d(f)) + 1 vértices de grau maximo. Seja

— 1. Como, pela condigao (1), A(G) é par, G é vizinhanga-sobrecarregado. m

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.3 é a identificacao de uma propriedade
estrutural dos grafos split que sao vizinhanca-sobrecarregados, como mostra o corolario a
seguir.

Corolario 3.4 Se G é um grafo split vizinhanga-sobrecarregado, entao A(G) > @
Demonstracao: Seja G = [@, S] um grafo split vizinhanga-sobrecarregado. Entao G tem
um A(G)-vértice v tal que G[N[v]] é um grafo sobrecarregado. Seja X o conjunto dos

A(G)-vértices gémeos em G[Nv]]. Pelo Teorema 3.3, o nimero de arestas incidentes
em @ no grafo G[N[v]] é dado por 3,cq\x dgmpp(w) < G g (d(ZQ)). Note que

2
este é um limite superior para o nimero de arestas incidentes em vértices do conjunto

S\ Nv] no grafo G. Como cada uma dessas arestas, se existir, pode incidir em um

vértice distinto de S\ N[v], tem-se |S| < d(Q) + (A< —1) — (d(Q)>. Logo, |V(G)| =

2 2

Q| +1S| < Q| +d(Q) —1+ 2 (d(Q)>. Lembre-se que A(G) = |Q| + d(Q) — 1. Entéao,

2

V(G) <AG) + 29 (d(g)). Portanto, A(G) > 2 (@) + (d(;?)) > IV(?)G)\. -

2

E interessante observar que, apesar de a Conjectura Overfull (Conjectura 1.1) conside-

|V(G)|

rar os grafos cujo grau maximo ¢ limitado inferiormente por , 0 Corolério 3.4 mostra
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que os grafos split que sao vizinhancga-sobrecarregados tem esse limite bem mais apertado,
V(&)

ja que todo grafo split vizinhanga-sobrecarregado tem A(G) > 2 (T) + %(d(ZQ)>.

Os grafos split descritos no Teorema 3.3 sao Classe 2 e, se a Conjectura 3.1 for verda-
deira, entao esse teorema apresenta uma caracterizacao dos unicos grafos split Classe 2.
Além disso, se a Conjectura 3.1 for verdadeira, o Lema 3.2 e o Corolario 3.4 apresentam
outras propriedades que sao satisfeitas por todo grafo split Classe 2.

Este trabalho foi apresentado no evento IV Latin American Workshop on Cliques in

Graphs 2010 e publicado em [5].



Capitulo 4

Usando Quadrados Latinos para
Classificar Grafos Split

Como visto na se¢ao 2.2.2, Chen, Fu e Ko [12] usam diagramas de cores monotonicos e
quadrados latinos de ordem ifmpar para mostrar que todo grafo split com grau méaximo
impar é Classe 1. Para colorir as arestas de um grafo split G com A(G) impar, os autores
consideram somente grafos split G = [@, S| com A(G) impar e tais que todo vértice de @) é
um A(G)-vértice. A justificativa é simples: se é possivel colorir G com A(G) cores, entao
todo subgrafo de G também tem uma A(G)-coloracao. Mais ainda, os subgrafos de G
que possuem grau maximo igual a A(G) s@o Classe 1. Como os autores apresentam uma
A(G)-coloragao para todos os grafos split G que possuem A(G) fmpar e cujos vértices
da clique sao A(G)-vértices, podem afirmar que todo grafo split G com grau méximo
fmpar é Classe 1. Mais que isso, exibem uma A(G)-coloragao para todos esses grafos.
Quando consideramos grafos split G com A(G) par, nao é possivel abordar o problema
da mesma maneira ja que, em alguns desses grafos, os vértices da clique sao todos A(G)
vértices e G é vizinhanga-sobrecarregado e, portanto, nao possui uma A(G)-coloragao. O
lema a seguir garante que todo grafo split G = [@, Sg| é subgrafo de algum grafo split
H = [Q, Sy] tal que H tem |Q| vértices de grau méximo, A(G) = A(H) e ' (G) = X'(H).

Lema 4.1 Se G = [Qg, Sg| € um grafo split, entio G é subgrafo de um grafo split H =
[Qu, S| tal que A(G) = A(H), Qg = Qu, todos os vértices de Qu sao A-vértices e
X'(G) = x'(H).

Demonstra¢ao: Considere um grafo split G = [Qg, Sg]. Se todos os vértices de Qg sao
A(G)-vértices, entdo G = H e o lema vale.

Resta considerar o caso em que que G tem vértices de grau menor que A(G) em Q¢.
Seja X o conjunto dos vértices que nao sao A(G)-vértices e pertencem a Q. Crie um novo
grafo H a partir de G da seguinte forma. Para cada vértice v € X, inclua A(G) — dg(v)

45
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vértices novos em S e faga-os adjacentes a v. Note que dy(v) = A(G) = A(H), para
todo v € Qy e todos os novos vértices em Sy tem grau 1. Mais ainda, nenhum vértice
foi adicionado a Q¢, logo Qg = Qg.

Como A(H) = A(G), se A(G) é impar, pelo Teorema 2.7, X'(H) = ' (G) = A(G).

Agora, suponha A(G) par. Se o grafo G é vizinhanga-sobrecarregado, entdao H
também é vizinhanca-sobrecarregado. De fato, considere G um grafo que é vizinhanca-
sobrecarregado. Entdo G tem um subgrafo sobrecarregado J induzido por um A(G)-
vértice e seus vizinhos. Como G é subgrafo de H, entao J também é subgrafo de H.
Como J é um subgrafo induzido por um vértice de grau A em G, entao nenhuma nova
aresta e nenhum novo vértice foram inseridos no subgrafo J quando criamos H. Como
A(H) = A(G) e o nimero de vértices e arestas em .J é o mesmo tanto em G quanto em H,
entao J também é subgrafo sobrecarregado em H. Neste caso, ' (G) = X'(H) = A(G)+1.

Se G nao ¢é vizinhanga-sobrecarregado, entdo A(G) < xX'(G) < A(G) + 1. Como G
é subgrafo de H, x'(H) > x/(G). Vamos mostrar que x'(H) = x'(G). Considere uma
X'(G)-coloragao para o grafo GG. Note que, para colorir as arestas do grafo H com x'(G)
cores, resta colorir as arestas inseridas em H que transformaram todos os vértices da
clique Qy em A-vértices. Em cada vértice v € Qy incidem, no méaximo, x'(G) — dg(v)
arestas nao coloridas. Note que em cada vértice v de grau menor que A(G) em Q¢ faltam
X'(G) — dg(v) cores distintas. Portanto, podemos usar cada uma dessas cores para colorir
uma aresta incidente no vértice v. Observe que tais arestas incidem em vértices de grau
1 em Sy e, portanto, esta ¢ uma coloracao prépria. Logo, X'(H) = X'(G). =

Observe que uma conseqiiéncia do Lema 4.1 é a possibilidade de restringir os estudos de
coloragao de arestas em grafos split com grau maximo par ao conjunto dos grafos split com
grau maximo par cujos vértices da clique sao todos A-vértices, ja que resolver o problema
da Classificacao para esta subclasse implica na solugao do Problema da Classificacao para
todos os grafos split. Mais ainda, exibir uma A-coloracao de arestas para os grafos split
Classe 1 cujos vértices da clique tém todos grau A implica em exibir uma A-coloragao de
arestas para todo grafo split Classe 1.

Nesse capitulo, a menos que se diga o contrario, estamos considerando grafos split tal
que todos os vértices da clique tém grau maximo.

Para colorir grafos split G que possuem grau maximo impar, em [12], Chen Fu e Ko
constroem um quadrado latino M de ordem A(G) e usam uma propriedade que garante
que as cores da diagonal principal dos quadrados latinos de ordem impar sao duas a duas
distintas. Com isso, podem usar cores da diagonal principal para colorir arestas incidentes
a um unico vértice. A técnica apresentada por eles nao pode ser aplicada diretamente em
grafos split com grau maximo par. Neste caso, o problema parece ser bem mais complexo,
visto que a utilizagao de cores da diagonal principal para colorir arestas incidentes a um
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Unico vértice pode resultar em arestas adjacentes com a mesma cor, pois é conhecido que
nao existem quadrados latinos de ordem par cujas cores da diagonal principal sejam duas
a duas distintas [12].

Existem duas abordagens consideradas nesta tese. A primeira é a utilizacao de qua-
drados latinos de ordem par com aplicacao direta da técnica de Chen, Fu e Ko. A segunda
abordagem é utilizar quadrados latinos de ordem impar e igual a A — 1 para colorir grafos
split com grau maximo A. Para tanto, sao feitas alteracoes na técnica de Chen, Fu, Ko de
forma a garantir a inclusao de uma nova cor nos diagramas de cores. Em ambos os casos
é possivel colorir um subconjunto dos grafos split com grau maximo par usando A cores.
As proximas secoes apresentam os estudos resultantes dos dois métodos considerados.

4.1 Usando quadrados latinos de ordem par

Vamos dedicar o inicio desta secao ao estudo de diagramas de cores similares aos cons-
truidos em [12] mas, desta vez, a partir de quadrados latinos de ordem par. E conhecido
que quadrados latinos de ordem par nao sao idempontentes [12]. O objetivo é responder
se tais diagramas de cores sao monotonicos. Considere um quadrado latino de ordem
par igual a k = 2s, construido como definimos em (1.1) na secao 1.3.2.1 . Note que nos
quadrados latinos M de ordem par e igual a 2s, construidos como definimos em (1.1), a
cor da célula m,; da diagonal principal se repete na célula m; 45, 0 <i < s. (Veja um
exemplo na Figura 4.1.)

O(1(2|3|4|5]|6 |7
112|13|4|5(6]|7]0
21314|5|6]710]1
314|5|6|7]01]2
4151671011 2]3
5[617]0|1|2]|3|4
6(710]1]|2|3]|4|5
710(1]12|13|4|15]|6

Figura 4.1: Quadrado latino de ordem par e igual a 8.

Vamos relembrar as definigoes dos diagramas de cores S(n, k), S"(n, k), D(n, k) e
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D" (n, k), apresentados na secao 2.2. Seja M = [m,; ;| um quadrado latino de ordem k,
definido como em (1.1) e considere um inteiro 1 < n < k. O sufixo de M a partir
da coluna n é definido pelo diagrama de cores S(n, k) = (Cy, C4,...,C,_1), onde C; =

(M s M1y - - o, Mig—1], 0 < 4 < n. Como visto, o inverso de C; é C = [my; g—1, M k-2,
oo yMig], para 0 < ¢ < n. O inverso de S(n, k), denotado por S"(n, k), é o diagrama
de cores (Cr_,,Cr 5, ..., C],Cf). O sufixo aumentado do digrama de cores S(n, k) é o

diagrama de cores D(n, k) = (Do, D1, ..., D, 1), onde D; = C; € S(n, k) para0 < i < {%J

e D; é a concatenacao de (m;;) com C; € S(n, k) para {%J < 4 < n. O inverso do sufixo
S(n, k) aumentado é o diagrama de cores D" (n, k) = (DI _, DI _,,...,Dy), onde DI = CT
para {%J < i <mne D] éa concatenacao de (m;;) com CJ para 0 <i < %J A Figura 4.2

apresenta, para exemplificar, os diagramas S(5,8), S"(5,8) , D(5,8) e D"(5,8).

51617 3121 51617 3121

61710 21110 61710 21110

71011 1107 71 011 1107

of 112 01 7]6 o 1] 2 21 0| 7|6

11 2|3 7] 619 11 2| 3 0l 7] 6|5
(a) (b) (c) (d)

Figura 4.2: Diagramas de cores: a) S(5,8) b) 8"(5,8) c) D(5,8) e d)D"(5,8).

Em [12] a validade dos lemas 2.2 e 2.3 é explicitamente garantida para os casos em
que k é impar. Como, nesta secao, os mesmos diagramas de cores serao construidos a
partir de quadrados latinos de ordem par, apresentamos os lemas a seguir para garantir
a monotonicidade dos diagramas de cores S(n, k), S"(n, k), D(n,k) e D"(n, k), quando k
é par.

Em todos os lemas, considere um quadrado latino M = [m; ;] de ordem k construido
como definimos em (1.1) e onde k é par.

Lema 4.2 Os diagramas de cores S(n, k) e 8"(n, k) sao monotonicos, para k par, 0 <
n<k.
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Demonstragao: No diagrama de cores S(n, k), cada vetor de cores tem tamanho k —n e
a cor da célula m; ; é a (j —n + 1)-ésima cor do vetor de cores C;. Para que S(n, k) seja
monotonico, a cor m; ; pode ocorrer k —n — (j —n+1) =k — j — 1 vezes em vetores de
cores anteriores a C;. Vamos provar que o nimero de vezes que cada cor m; ; ocorre nos
vetores anteriores a C; é no maximo k — j — 1. Por construcao, a cor da célula m; ; ¢ igual
a cor de uma outra célula m, , se, e somente se, i +j (mod k) =p+¢q (mod k). Logo,
se considerarmos as n primeiras linhas e as ultimas k£ — n colunas de M, a cor da célula
m;,; s6 se repete em uma linha p anterior a linha 7 se estiver em uma célula m,, , tal que
p=1—xeq=j+x. Note que z é o numero de vezes que a cor m,; pode ocorrer em
linhas anteriores a ¢ e colunas posteriores a 7. Como p > 0, tem-se z < i. Como ¢ < k—1,
tem-se © < k — 1 — j. Note também que z é, no maximo, o minimo entre o niimero de
linhas que existem entre a linha 0 e a linha ¢ — 1 (inclusive) e o nimero de colunas que
existem entre a coluna j + 1 e a coluna k — 1. Formalmente, 1 < x < min{i, k — j — 1}.
Logo, a cor m; ; ocorre em vetores de cores anteriores a C;, no maximo, min{i, k —j — 1}
vezes. Logo, o diagrama de cores S(n, k) é monotonico. Usando o mesmo argumento
apresentado em [12], se trocarmos os nomes das cores, é possivel ver a diferenga entre os
diagramas S(n, k) e 8"(n, k) é uma troca de nome entre as cores e, portanto, S"(n, k) é
monotonico. ®

Em relagao aos digramas de cores D(n, k) e D"(n, k), note que a diferenca desses
diagramas para os diagramas S(n, k) e S"(n, k) é a concatengao da célula m;; a alguns
vetores de cores. Logo, é preciso garantir que tais concatenagoes podem ser feitas de
forma a se manter a monotonicidade para os novos diagramas de cores. Os lemas a seguir
garantem que D(n, k) e D"(n, k) sdo monotonicos quando k é par.

Lema 4.3 O diagrama de cores D(n, k) é monotdnico, para k par, 0 < n < k.

Demonstrag¢ao: Para que D(n, k) seja monotonico, duas condigbes precisam ser garan-

tindas. A primeira delas é que a cor m,; concatenada ao vetor de cores Cj, {%J <1i<n,

apareca no maximo |D;| — 1 vezes anteriormente, ja que m;; ¢ o primeiro elemento do

vetor D;. Primeiro note que, apesar de a cor m;; ocorrer duas vezes na diagonal princi-

pal, ela serd incluida em D(n, k) somente uma vez, ja que as cores se repetem na diagonal
n

principal de g em g linhas e somente as cores de [ﬂ < g linhas consecutivas sao concate-

nadas aos vetores Cj, {%J < i < n. Note que para os vetores de cores D; que tem a célula
m;; concatenada, a cardinalidade de D; é k —n + 1 (k — n tdltimas células da linha i do
quadrado latino mais a célula m; ;) e, portanto, se D(n, k) é monotonico, a cor da célula
m,; pode ocorrer em k —n vetores de cores anteriores a D;. Como a cor da célula m;; nao
foi concatenada a outros vetores de cores (somente a D;), basta considerar as cores que



50 Capitulo 4. Usando Quadrados Latinos para Classificar Grafos Split

existem nos vetores de cores C; € S(n, k), j < 1, e verificar se a cor da célula m;; ocorreu
mais que k —n vezes. Note que cada vetor de cores C;, 0 < j < n, tem cardinalidade igual
a k —n e as cores que os compoem sao as cores das ultimas k — n colunas do quadrado
latino M. Como cada cor s6 ocorre uma vez em cada coluna de M, a cor da célula m,;
ocorre no maximo k —n vezes no diagrama de cores S(n, k) e, portanto, no maximo k —n
vezes nos vetores de cores D;, 0 < j < 1.

A segunda condicao que deve ser garantida é que a cor m;; nao apareca em vetores
de cores posteriores a D;. Suponha, por contradigao, que existe uma célula m, , com cor
igual a da célula m,; tal que m,, pertence a um vetor de cores D,, p > i. Note que a
cor m;; s6 ocorre em my,, se i +4 (mod k) =p+¢q (mod k). Comop >i,p=i+zxe
q =1 — 2. Como a maior linha usada na construgao do diagrama D(n, k) é a linha n — 1,
p < n—1e, portanto, t < n — 1 — 7. Como a menor coluna usada na construgao do
diagrama de cores D(n, k), excetuando-se os elementos incluidos da diagonal principal, é
a coluna n, ¢ > n e, portanto, < i —n. Note que x ¢ o niimero de vezes que a cor m, ;
pode ocorrer nos vetores de cores D, p > ¢. Note também que z ¢, no maximo, o minimo
entre o nimero de linhas que existem entre a linha ¢ + 1 e a linha n — 1 (inclusive) e o
nimero de colunas que existem entre a coluna n e a coluna i — 1 (inclusive). Formalmente,
1 <2z <min{n —1—14,i—n}. Logo, a cor da célula m;; ocorre em vetores de cores D,,
p > i, no maximo min{n—i—1,i—n} vezes. Como i < n, tem-se min{n—i—1,i—n} <0
e o nimero de vezes que a cor m;; ocorre ¢ negativo, uma contradicao. Logo, a cor da
célula m; ; nao ocorre em vetores de cores posteriores a D;, garantindo a segunda condicao.
Portanto, D(n, k) é monotonico. m

Lema 4.4 O diagrama de cores D" (n, k) é monotdnico, para k par, 0 < n < k.

Demonstragao: Para que D"(n, k) seja monotonico, a cor m;; concatenada ao vetor de
cores C7, 0 <1 < {%J’ deve ocorrer no maximo |D}| — 1 vezes anteriormente, ja que m;; é
o primeiro elemento em D}. Como no caso anterior, a cor m;; serd incluida em D" (n, k)
somente uma vez. Note que, os vetores de cores do diagrama de cores D"(n, k) estao em
ordem inversa das linhas do quadrado latino M. Além disso, as células em cada vetor de
cores também estao em ordem inversa. Nos vetores de cores D] em que se concatena a
célula m; ;, a cardinalidade de D} é k—n+1 e, portanto, se D"(n, k) ¢ monotonico, a cor da
célula m, ; pode ocorrer em k —n vetores de cores anteriores a D]. Note que é equivalente
dizer que a cor da célula m;; pode ocorrer em k£ — n vetores de cores posteriores a C; no
diagrama de cores S(n, k). Pelos mesmo argumentos apresentados no lema anterior, cada
cor ocorre no maximo k — n vezes no diagrama de cores S(n, k) e, portanto, esta condigao
esta garantida.
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A segunda condigao a ser garantida é que a cor m,; nao aparega em vetores de cores
posteriores a D]. Note que é equivalente dizer que queremos garantir que a cor da célula
m;; nao ocorre em vetores de cores C, € S(n, k), com p < i.

Suponha, por contradicao, que existe uma célula m,, 4, p < i, com cor igual a da célula
m;; tal que m, , pertence ao digrama de cores C),. Logo, i+i (mod k) =p+q (mod k)
para algum p < ¢ e, portanto, p =¢—x e ¢ = ¢+ x. Como m,, € C,, tem-se ¢ > n e,
portanto, i+ > n. Como 0 < i < {%J, tem-se x > {%J Como p > 0, entao z < 7. Como
qg<k—1entao x < k—1—1. Como z é, no maximo, o minimo entre o nimero de linhas
que existem entre a linha 0 e a linha i — 1 (inclusive) e o nimero de colunas que existem

n

entre a coluna ¢ + 1 e a coluna k — 1, bJ <z < min{i, k — 1 — i}, uma contradigao, ja

que i < {gJ e k > n. Logo, a cor da célula m;; nao ocorre em vetores de cores C), p < 1.
Portanto, D(n, k) é monotonico. m

Em relagao aos prefixos crescentes de D(n, k) e D"(n, k) quando k é par, valem os lemas
2.5 e 2.6, que garantem que se P = (Fy, Pi,..., P, 1) é um prefixo crescente de D(n, k)
tal que P, = D; para i > EJ, entao P é monotonico; e, se P = (P,_1, Py_2,...,R) é um
prefixo crescente de D" (n, k) = (D} _,, Di_,, ..., Dj) tal que P, = D} para 0 < i < [%J,
entao P também é monotonico.

Seja G = [Q, S] um grafo split com A(G) par. Assim como em [12], vamos considerar
que todo vértice em () é um A(G)-vértice. Se aplicarmos o algoritmo de Chen, Fu
e Ko para colorir G, um vértice pertencente a S = {uo,u1,...,us-1} serd escolhido
para receber somente cores da diagonal principal. Como visto na secao 2.2, tal vértice é
chamado de uyp, onde h = min{z : | Uf_j N(u;)| > P?—W} Em [12], os autores garantem
que as cores incidentes a uy, sao todas distintas, ja que o quadrado latino utilizado é de
ordem impar e, portanto, as cores da diagonal principal sao duas a duas distintas. O
mesmo nao ocorre em quadrados latinos de ordem par. Como visto, em quadrados latinos
de ordem par e igual a A, construidos como definido em (1.1), a cor m;; se repete na
célula m, a4A. Logo, se o vértice escolhido para ser uy, no grafo G, com A(G) par, tem
grau d(uy,) > %, entao pelo menos uma das cores da diagonal principal incide duas vezes
sobre uy, e a coloragdo dada nao é valida. Portanto, se G é um grafo split com A(G)
par e d(u) > % para todo u € S, nao é possivel aplicar o algoritmo de Chen, Fu e Ko
diretamente. Mesmo assim, existem grafos que satisfazem essa condicao e sao Classe 1,
como o grafo split apresentado na Figura 4.3.

Note que o grafo da Figura 4.3 tem A = 14, d(Q) = 5, d(S) = 9 e todo vértice u € S
tem d(u) > 8 > %. A Figura 4.4 apresenta a matriz de adjacéncias do respectivo grafo,
onde o nimero em cada célula refere-se a cor da aresta correspondente, apresentando uma
A-coloracao para este exemplo. Na proxima sec¢ao, apresentamos um algoritmo capaz de
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o7

NI/

Nl
S
TN

A J’l/‘ﬁ‘ri

\\

Figura 4.3: Grafo split que nio pode ser diretamente colorido pelo quadrado latino de ordem par.

colorir alguns desses grafos.

Vamos considerar agora grafos split com grau maximo par que possuem vértices no
conjunto independente com grau menor ou igual a %. Sejam G = [@, S| um grafo split com
grau maximo par e B o grafo bipartido associado a G. Seja A = (ug, U1, ..., Up, ..., U s5-1|),
uma ordem arbitraria dos vértices de S. Lembre-se que u;, é um vértice em S tal que
h = min{z : | UL N(u;)| > {%1} Note que, a escolha do vértice que serd u;, depende
da ordem A escolhida para os vértices de S.

Lembre-se que, de acordo com o algoritmo de Chen, Fu e Ko, o grafo split G é particio-
nado em trés subgrafos disjuntos nas arestas, sao eles: G[Q], Hy = B[QU{ug, u1,...,us}] e
Hy = BlQU{tup+1,Unt2, - - ., us|—1}]. Lembre-se também que os vértices em @) sdo ordena-
dos {vg, v1,...,v|g-1} obedecendo a ordem CFK em relagao a A, onde dg, (v;) > dp,(viy1)
e quando dois vértices de () tem o mesmo grau em Hs, se um deles for vizinho de uy e
o outro nao, o vértice que nao é vizinho de u; deve aparecer primeiro na ordem. Por-
tanto, a ordem dos vértices em () é completamente dependente do vértice escolhido para
ser up. Se das duas células da diagonal principal que possuem a mesma cor apenas
uma for utilizada para colorir arestas incidentes a wuy, entao a coloracao dada pelo algo-
ritmo de Chen, Fu e Ko é vilida para G. Como visto na secao 2.2, todo vértice v; com
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VO V1 V2 V3 V4 V5 VG V7 V8 V9 UQ U1 U2 U3 U4 U5
VoI- 111213141516 ]7(8 [13[0|910[1112] -
vil1]-{3[415]|6|7]18[13[10]2 [11]9 [12(0 -
V212 131-151617(819(1001114 [13[12[0 (- |1
v3|3 1415 [-1718[9M3[1112]6 10{0 [1[-[2
v4|4 1516 |7 |- |9[0[N1[12]0|8|1[13]|- [2]3
vs[S|6[7 819~ N3[12[0 |1 [10|2(|- [3]11]| 4
ve|6 718 [9[10[13[- [O[1[2[12]- 11]4[3[5
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Figura 4.4: Matriz de adjacéncias com uma A-coloragao de arestas para o grafo da Figura 4.3.

P%W —1 <i < |U N(u;)| é adjacente a uy,. (Veja um exemplo na Figura 4.5). Logo, se for
possivel escolher uy, tal que para todo vértice v; adjacente a uy, tem-se {Ui_%, upt € E(G),

para ¢ > %, entao G ¢é Classe 1, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 4.5 Seja G = [Q,S] um grafo split com A(G) par. Se existe uma ordem
A= (Uo, Uty ..., Up, ..., us|—1) para os vértices de S tal que os vértices de Q admitem
uma ordem CFK em relagao a X onde {vy,up} € E(G) quando i < | Uy N(u;)| — #,
entao G € Classe 1

Demonstragao: Considere um grafo split G = [@, S] com A(G) par e seja B o grafo

bipartido associado a G. Suponha que existe uma ordem \ = (ug, uy,...,us—1) para
os vértices de S, onde os vértices de ) admitem uma ordem CFK (vg,v1,...,v)g/-1) em
relagao a A e {v;,up} € E(G) quando i < | UM N(w;)| — %. Construa os subgrafos

G[Q, Hi = B[Q U {up+1, U2, - - - swsj-1} e Hy = B[Q U {ug, us, ..., up}]. Construa um
quadrado latino M = [m; ;] de ordem A(G) como definido em (1.1) e use as cores das
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Figura 4.5: Grafo split Classe 1 com uma ordem CFK em relagio a \.

primeiras |@| linhas e primeiras || colunas para colorir as arestas de G[Q)] de forma que
a aresta {v;,v;} seja atribuida a cor m; ;.

Seja b = | UL, N(u;)|. Para colorir Hy, considere o diagrama de cores C = (C,,,
Copseeny CU\QH)’ onde Cy, = [My ||, M |Ql+1, - - - ,mi7|Q|+dHl(vi),1], para 0 <i <b, e C, =
(105, MG |Q[> TV Q| 415 - - - » M A(G)-1], Para b < 4 < |Q|. Como b > [@W e dy,(vg) <
di, (v1) < ... < dg,(vjg-1), o diagrama de cores C é um sufixo de um prefixo crescente

P do diagrama de cores D(|Q|, A(G)), onde P, = D;, para i > U%J Pelo Lema 4.3, o
diagrama de cores D(|Q], A(G)) é monotdnico. Pelo Lema 2.5, o prefixo P do diagrama
D(|Q], A(G)) é monotonico. Pelo Lema 2.1, C é monotonico. Logo, pelo Lema 2.4, H;
pode ser colorido pelo diagrama de cores C.

Agora pinte as arestas incidentes em u;, com as cores da diagonal principal de forma
que se a aresta {v;, us} pertence a E(G), entao a cor m,,; ¢ atribuida a {v;,u,}. Note

que N(up) C {’l]b_A(G),Ub_A(G)+1, ...,U_1} € que o intervalo entre o menor e o maior
2 2
, . . ~ A(G ,
indice dos elementos desse conjunto nao excede % Como a cor m;; s se repete em
A(G)

M, A@) ;, AG), para 0 <14 < =57, entao as cores atribuidas as arestas incidentes a uy sao
2 7 2

todas distintas.

As demais arestas de Hs, sao coloridas com o diagrama de cores R = (Rv‘ o110 Bujg_as
., Ry,), onde R,, é uma seqiiéncia vazia para ¢ > b e, para 0 <i < b, R,, = [m; a(G)-1,

M AG)-25 -+ + 5 T |Ql+dy, (v)] S€ {Vi,un} € E(G) ou Ry = [my, mia@G)-1, MiAG)-2;- -+
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M |Q|+dp, (w)], caso contrério. Pela ordem imposta aos vértices de @, a célula m;;, sé é
Q
%
P de D'(|Q|, A(G)), onde P, = DI, para 0 < i < |!Zl|. Pelo Lema 4.4, D"(|Q|, A(G))

¢ monotonico. Pelo Lema 2.6, o prefixo P é monotonico. Pelo Lema 2.1, o diagrama de

concatenada a R,, quando ¢ < [ W — 1. Portanto, R é um sufixo de um prefixo crescente

cores R é monotonico. Mais uma vez pelo Lema 2.4, Hy[V (Hj) \ {up}] pode ser colorido
pelo diagrama de cores R. Como foram usadas A(G) cores para colorir as arestas de G,
essa coloracgao ¢ 6tima e G é Classe 1. =

Pela defini¢ao de ordem CFK, o vértice uy, é tal que h = min{x: |UL N (u;)| > [%W }.
Para satisfazer a condi¢ao imposta no Teorema 4.5, de que os vértices de () admitem uma
ordem CFK em relacdo a A onde {v;,u,} ¢ E(G) quando i < | Uy N(u;)| — 5, o grau
do vértice u, €, no maximo, %. Mais ainda, todo vértice u; tal que ¢ < h tem grau
no maximo %. Portanto, um grafo split que satisfaca as condicoes do Teorema 4.5 tem,
obrigatoriamente, um conjunto de vértices S" = {ug, u1,...,u,} tal que todos os vértices
em S’ tem grau menor ou igual a £ e a cardinalidade de |N(S')| > %

Nao é simples verificar a existéncia de uma ordem A dos vértices de S que permita
uma ordem CFK nos vértices de () satisfazendo o Teorema 4.5. E preciso verificar, no pior
caso, todas as combinagoes possiveis de subconjuntos S’ C S tal que |N(S")| > % e cujos
vértices tem grau menor ou igual a %. Entretanto, alguns casos particulares facilitam a

escolha do subconjunto S’, como veremos nos coroldrios a seguir.

|

O proximo corolario garante que, se existir um vértice u em S tal que [%W <d(u) <

Y

basta que se escolha este vértice para ser ug e G é Classe 1.

Corolario 4.6 Seja G = [Q, S| um grafo split com A(G) par. Se existe u € S tal que

[%1 < d(u) < %, entao G € Classe 1.

Demonstracao: Sejam G um grafo split com grau méaximo par, B o grafo bipartido

associado a G e u € S tal que [%1 <d(u) < %. Faca u ser o primeiro vértice na ordem

A dos vértices de S, ou seja, u = ug. Considere os subgrafos G[Q], Hy = B[Q U {up}] e

Hy = B[QU {uy,us, ..., ug-1}]. Faca uma ordem CFK em relacdo a A para os vértices
de . Construa um quadrado latino M = [m, ;| de ordem A(G), como definido em
(1.1). Para colorir G[Q)], atribua a cor m; ; a aresta {v;,v;}, 0 <i,j < |Q|. Para colorir
H,, pinte a aresta {v;,uo} com a cor m;,;. Como d(ug) < #, as cores usadas nas
arestas incidentes em wug sao todas distintas. Resta colorir Hy. Construa, o diagrama
de cores C = (Cyy, Cyy s - - - ,C’U‘Q‘_l), onde C,, = [my; g, Mi|Q|+1, - - - ,mi7|Q‘+dH1(Ui)_1], para
0 < i < d(up), e Cop, = [Mii, My |0, M4 |Ql+15 - - - MiAG)—1)5 Para d(ug) < @ < [Q]. Como

d(ug) > [@W edp, (vo) < dm,(v1) < ... < du,(vjg)-1), C é um sufixo do diagrama de cores

D(|Q], A(G)). Pelos lemas 4.3 e 2.1, C ¢ monotonico. Logo, pelo Lema 2.4, H; pode ser
colorido pelo diagrama de cores C. =
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Caso nao exista um vértice u nas condigoes do Corolario 4.6, pode-se verificar a
existéncia em G de um subconjunto S” de vértices de S tal que |N(S")| > P%W, d(u) <

P?—l] para todo u € S” e Ny, (u) N Ny, (w) = 0, para todo u e w pertencentes a S’. Neste
caso, GG também é Classe 1, como mostra o corolario a seguir.

Corolario 4.7 Seja G = [Q, S| um grafo split com A(G) par. Se eziste um subconjunto
S" C S tal que [N(S")| > P%W, d(u) < P%W para todo u € S" e N(u) N N(w) =0, para
todo u e w em S’, entio G ¢ Classe 1.

Demonstragao: Seja G = [Q, S| um grafo split com A(G) par e S um subconjunto de S
tal que d(u) < [%W para todo u € S" e N(u) N N(w) = @, para todo u e w pertencentes a
S’. Seja B o grafo bipartido associado a G. Considere os subgrafos G[Q], Hy = B[Q US|
e Hy = B[QU(S\S’). Faga uma ordem A dos vértices de S de forma que os |S’| primeiros
sejam os vértices do conjunto S’. Todo vértice de () tem grau no maximo 1 em Hs, pois
N(u) N N(w) = (. Entdo, construa uma ordem CFK em relacio a A onde os vizinhos
de ugy sejam os primeiros, os vizinhos de u; sejam os préoximos, seguidos dos vizinhos
de uy e assim sucessivamente até os vizinhos de uj,. Obviamente, os ultimos vértices
na ordem CFK serao aqueles que nao sao adjacentes a vértices de S’ e, portanto, tem
grau zero em H,. Para colorir G, construa um quadrado latino M = [m; ;] de ordem
A(G), como definido em (1.1). Pinte as arestas {v;,v;} do subgrafo G[Q] com a cor m; ;,
0 <1,7 < |Q|. Para colorir H,, atribua a cor m;; a aresta que tem um extremo em v; € o
outro em algum vértice u € S’. Como todo vértice u pertencente a S’ tem grau menor que
Pg—l], {%W < % e seus vizinhos em () sao consecutivos na ordem CFK, entao as cores das
arestas incidentes em u sao duas a duas distintas. Resta colorir H;. Construa, o diagrama
de cores C = (Cyy, Coys - - - 7CU\Q|71)7 onde C,, = [myq[, Mi|Q|+1, - - - 7mi,\Q|+dH1(vi)—1]a para
0 < i < |N(S)|, e Cyp, = [Miis M4 Q| Mi Q415 - - - MiaG)—1), Para [N(S'| < i < [Q]
Como |N(S")| > [%W, o grau maximo de um vértice em Hy é 1 e dy, (vo) < dg,(v1) <
.. < du,(v)g-1), C é um sufixo do diagrama de cores D(|Q|, A(G)). Pelos lemas 4.3 e
2.1, o diagrama de cores C é monotonico. Pelo Lema 2.4, H; pode ser colorido usando-se
o diagrama de cores C. =

Observe que os corolarios 4.6 e 4.7 sao casos particulares do Teorema 4.5.

Até o momento, consideramos que todos os vértices da clique de um grafo split G =
(@, S] sao A(G)-vértices. Considerando os grafos split com grau méximo par, podemos
tirar vantagem do fato de alguns vértices de () nao serem A(G)-vértices para classificar
tais grafos. Seja G = [@, S] um grafo split com grau méximo par. Se () possui pelo menos
P?—q vértices que nao sao A(G)-vértices, entao G é Classe 1, como mostra o teorema a
seguir.
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Teorema 4.8 Seja G = [Q, S| um grafo split com A(G) par. Se existem pelo menos [%w

vértices em @ que nao sao A(G)-vértices, entao G é Classe 1.

Demonstragao: Seja G = [Q,S] um grafo split com A(G) par e um subconjunto de
vértices Q' = {wvo, v1,..., U[‘%'}l} C @ tal que todo vértice em (' tem grau menor que
A(G). Inclua um novo vértice u em S e faga-o adjacente a todos os vértices de @)'. Para
que todos os vértices de @) sejam A(G)-vértices e seja possivel utilizar o algoritmo de Chen,
Fu e Ko, acrescente repetidamente um novo vértice em S e torne-o adjacente a algum
vértice v € @) que nao seja A(G)-vértice, até que todos os vértices de @) sejam A(G)-
vértices. Agora, G é um grafo split com grau maximo par que possui um vértice u € S
com d(u) = |Q'| = [%W} Pelo Corolério 4.6, G ¢ Classe 1. Como s6 incluimos arestas
incidentes em vértices que nao sao A(G)-vértices, o grau maximo do grafo resultante é
igual ao grau maximo do grafo original. Logo, se apds a coloracao retirarmos as arestas e
vértices que foram incluidos em G, teremos uma A(G)-coloracao de arestas para o grafo
original, provando que G é Classe 1. =

Considerando grafos split com grau maximo par tais que todo vértice da clique é um
A-vértice, nenhum dos resultados apresentados nesta secao aborda o caso em que todo
vértice u € S tem grau maior que %. Alguns desses grafos serao tratados na proxima
Secao.

4.2 Usando quadrados latinos de ordem impar

Como visto no tltimo capitulo, uma condigao necessaria para que um grafo G seja Classe 1
é a garantia de que G nao é vizinhanga-sobrecarregado. Além disso, em relagao aos grafos
split, conjectura-se que esta condigao seja também suficiente (Conjectura 3.1). Note que,
pelo Lema 3.2, grafos split com (d(Q))? > |Q| — 2 nao sdo vizinhanca-sobrecarregados.
Na tultima secao, nosso interesse foi tratar alguns grafos split que possuem em S um

subconjunto de vértices com grau no méaximo igual a %. Provamos que se existe um
vértice em S com grau entre % e %, entao o grafo é Classe 1. Provamos também que,

sob determinadas condigoes, grafos split que possuem em S um subconjunto de vértices
com grau menor que % sao Classe 1. Esta secao é dedicada ao estudo de grafos split com
(d(Q))* > Q| — 2 e que possuem pelo menos um vértice em S com grau maior ou igual
a @ A Figura 4.6 mostra um desses grafos e, a seguir, apresentamos um subconjunto
desses grafos que é Classe 1.

Para colorir tais grafos, adotaremos um novo método: usaremos quadrados latinos de
ordem fmpar e igual a A — 1. A partir desses quadrados latinos somos capazes de criar

matrizes de cores cujas células tém valores entre 0 e A — 1, as cores da diagonal principal
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Figura 4.6: Grafo split com vértices em S com grau maior ou igual a % e com (d(Q))? > |Q| — 2.

sao duas a duas distintas e as cores em cada linha e em cada coluna também sao duas
a duas distintas. A seguir, apresentamos um algoritmo polinomial para construir tais
matrizes. O algoritmo também constréi um diagrama de cores monotonico com o qual se
pode colorir grafos bipartidos.

O algoritmo comega construindo um quadrado latino M de ordem A — 1 onde cada
elemento representa uma das cores do conjunto £ = {0,1,...,A — 2}. A partir das
primeiras |@| linhas e colunas de M, construimos uma submatriz A = [a;;] cujas cores
serao usadas na coloragao de G[Q]. Considerando um vértice u, € S com d(uy) > % e
as primeiras |@| linhas das ultimas A — 1 — |@Q| colunas de M, construimos um diagrama
de cores monotonico C = (Cy, C4, ..., Clg|-1), tal que:

) C’L = [m2,|Q|7 e ,mi,A—Z]g O S Z < d(uh>’
o Ci=[mii,miq, - mia-2], d(up) <i<|Q].

Como C é construido a partir de M, as cores presentes nesse diagrama de cores per-
tencem ao conjunto £. Como |[£] = A — 1 e o objetivo é usar o diagrama C para colorir
um grafo split com A cores, vamos incluir uma nova cor em C. Assim, construimos um
diagrama de cores C" = (Cp, (1, ..., Clg_;) onde C} é a concatenacdo de (A — 1) com
o vetor de cores C;, para todo i tal que 0 < i < |@|. Note que C’ ndao é monotonico.
Entretanto, nos casos em que (d(Q))? > 2|Q| + 1, o diagrama C’ pode ser transformado
em um diagrama de cores monotonico através de algumas trocas de cores entre A e C'.
Mais precisamente, trocaremos algumas cores a; ; de um determinado conjunto de células

de A pela cor A — 1 e usaremos a cor a;; no lugar de A — 1 nos vetores Cj e Cf.
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A seguir, apresentamos uma descricao formal do algoritmo. A entrada é composta da
cardinalidade de uma clique maximal do grafo split, do valor de d(Q) e de d(uy), onde
up € S ed(up) > %

Algoritmo ColorDiagrams(|Q|, d(Q), d(uz))

Entrada: Inteiros positivos |Q|, d(Q) e d(uy), onde d(uy) > ‘(g—', d@Q) >1edQ)*>2Q|+1.
A= d(Q)+1Q]- 1.
Construa uma matriz Ma_1)x(a—1), tal que
mi;=(+7) (modA—1),0<ij<A—2

Construa uma seqiiéncia C = (Cy, ..., C|g|-1), onde
CZ' = [meb R ,miA_g], 0<i< d(uh).
Ci = My, mi g, - - Mia—a), d(up) < i <[Q.

Construa o diagrama de cores C' da seguinte forma:

C! é a concatenagao de (A — 1) com Cj, 0 <7 < |Q].
Construa uma matrix Ajgx|q|, tal que a;; < m;;, 0 <14,5 < [Q|;
[+ 0; '+ |Q] — 1; . + —1; ¢+ |Q| + x;

AQ)=2—z |.

2

Y

Se ¢ é impar, entao count <— l
d(Q)—3—1’J.
2

I

Se ¢ é par, entao count < {
Enquanto (I <!') e (c < A —2) faca
Troque a cor ¢ da célula a; e da célula ay; por A — 1;
Troque a cor A — 1 dos vetores de cor C] e Cj, por ¢;
I+ 1+1;I'+l'—1; count < count — 1;
Se count = (0 entao
T x+1; ¢+ |Q| + z;
Se ¢ é impar entao count < V(@% :

d(Q)—3—fBJ .

Se ¢ é par entao count < { 3 ;

[+ 1+1;
Retorne(A, C').

A Figura 4.7 apresenta a matriz A e o diagrama de cores C’ construidos pelo Algoritmo
ColorDiagrams para a coloracao de um grafo split com clique de tamanho 4, d(Q) = 3 e
d(uy) = 3, como o grafo da Figura 4.6.

Os lemas 4.9 e 4.10, apresentados abaixo, garantem algumas propriedades da matriz
A exibida pelo Algoritmo ColorDiagrams.

Lema 4.9 A matriz A apresentada pelo Algoritmo ColorDiagrams é comutativa, seus
elementos pertencem ao conjunto La = {0, ..., A—1} e sdo dois a dois distintos em cada
linha e em cada coluna.
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GAIN|—-~]|O
AlWOWIN] =
O|lh~JWIDN
SO ] O

|l |W
NI —~]|O|H~

(@) (b)

Figura 4.7: a) Matriz A de ordem |Q| = 4. b) Diagrama C’ para d(Q) = 3 e d(up) = 3.

Demonstragao: O algoritmo constréi a matriz A usando as primeiras |@)| linhas e as
primeiras |@| colunas de um quadrado latino M. Isto é possivel, pois A = |Q| +d(Q) — 1
e d(@) > 2, logo |Q] < A—1. Como M é um quadrado latino comutativo, antes das
trocas, a matriz A é comutativa e seus elementos em cada uma das linhas e das colunas sao
dois a dois distintos. Como, antes das trocas, a matriz A é uma submatriz da matriz M
cujos elementos pertencem ao conjunto £ = {0,1, ..., A—2} e a tnica cor nova usada nas
trocas é a cor A —1, os elementos da matriz A apresentada pelo Algoritmo ColorDiagrams
pertencem ao conjunto £ = {0,1,2,..., A—1}. (Note que A ndo é um quadrado latino.)

O lago de repetigao enquanto considera cada cor ¢ que pertence ao conjunto {|Q| —
1,1Ql, ..., A—=3} em ordem crescente, iniciando-se com a cor || —1 e fazendo a troca com
a cor A —1 nas células a; = agg|-1 € ary; = ajg|-1,0- Note que quando " é decrementado
de 1, [ é incrementado em 1 ou 2 e duas células de A recebem a cor A — 1. O lago de
repeticao enquanto termina quando todas as cores do conjunto {|@Q| —1,|Q|,..., A — 3}
ja foram usadas nas trocas (isto é, quando ¢ = A — 2) ou apds todas as linhas de A serem
visitadas (isto é, quando [ > I'). Em ambos os casos, cada linha e cada coluna recebe,
no maximo, uma vez a cor A — 1. Como os elementos de cada linha e de cada coluna da
matriz A, antes das trocas, eram dois a dois distintos e, como apds cada troca, a linha [ e
a coluna [’ sdo incrementadas e decrementadas, respectivamente, a matriz A apresentada
pelo Algoritmo ColorDiagrams tem elementos dois a dois distintos em cada linha e em
cada coluna.

Como, antes das trocas, a matriz A é comutativa e cada troca é realizada simultanea-
mente em a;» e em ay ;, a matriz A apresentada pelo Algoritmo ColorDiagrams ¢ também
comutativa. =
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Lema 4.10 Se A € par, os elementos da diagonal principal da matriz A, apresentada
pelo Algoritmo ColorDiagrams, sao dois a dois distintos.

Demonstracao: Por hipdtese, A é par. Logo, a matriz M usada na construcao da matriz
A tem ordem fmpar e igual a A — 1. Antes das trocas de cores, [ assume o valor 0, [’
assume o valor || — 1 e os elementos da diagonal principal de A sao dois a dois distintos.
As trocas ocorrem sempre nas células a;p e ay;. A cada troca, [ é incrementado e I’ é
decrementado. Como a condicao do lago de repeticao nao é mais satisfeita quando [ é
igual a [’, nenhuma troca de cores é realizada na diagonal principal e os elementos desta
diagonal permanecem dois a dois distintos. =

A matriz A construida pelo Algoritmo ColorDiagrams é capaz de colorir com A cores
o subgrafo induzido pelos vértices de uma clique maximal de um grafo split G com A par.
Se formos capazes de, com as mesmas A cores, colorir o subgrafo bipartido B associado a
G, entao G é Classe 1. O diagrama de cores C’, construido pelo Algoritmo ColorDiagrams,
tem A cores distintas e, quando todas as trocas necessarias sao realizadas, este diagrama
¢ monotonico e pode ser usado para colorir as arestas de B. Note que, quando a cor A —1
é concatenada a cada um dos vetores de cores, o numero de cores A — 1 nesse diagrama
¢ muito grande, maior que d(Q) — 1. Para reduzir esse niumero, trocas sao feitas entre a
cor A — 1 dos vetores de cores de C’ e cores do conjunto F' = {|Q| — 1,|Q|,..., A — 2}
nas linhas da matriz A. Essas trocas também nao podem ser feitas indiscriminadamente,
pois corre-se o risco de ter mais que d(Q) — 1 vezes a mesma cor em C’, o que impediria
C" de ser monotonico. Portanto, o niimero de trocas que podem ser feitas para que cada
cor do conjunto F seja inserida em C’ é determinado pela varidvel count e calculado de
forma que cada cor apareca em C’' no maximo d(Q) — 1 vezes. Existem casos em que o
numero de trocas que se pode fazer para reduzir o nimero de cores A — 1 em C’ ndo sao
suficientes para tornar esse diagrama de cores monotonico como, por exemplo, quando
Q| =9, d(Q) =2 ed(uy) =5 (veja a matriz A e o diagrama de cores C’ resultantes da
execugao do Algoritmo ColorDiagrams na Figura 4.8).

Entretanto, podemos afirmar que quando d(Q) > 1 e (d(Q))? > 2|Q| + 1 o ntimero de
trocas de cores que podem ser feitas sao suficientes para garantir que C’ seja monotonico.
Os lemas a seguir garantem a monotonicidade de C’' nos casos em que d(Q) > 1e (d(Q))* >
2|Q| + 1.

Lema 4.11 Se d(Q) > 1 e (d(Q))? > 2|Q| + 1, entdo nao existem mais que d(Q) — 1
cores A — 1 na seqiiéncia C' resultante da execug¢ao do Algoritmo ColorDiagrams.

Demonstragao: O Algoritmo ColorDiagrams concatena a cor A — 1 a cada um dos |Q)|
vetores de cores do diagrama C, criando o diagrama C’ com |@)| ocorréncias da cor A — 1.
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Figura 4.8: a) Matriz A para clique de tamanho |Q| = 9. b) Diagrama C’ para d(Q) = 2 e d(up) = 5.

Para reduzir esse ntimero, o Algoritmo ColorDiagrams faz trocas entre algumas cores
A — 1 existentes em C’ e algumas cores de células da matriz A pertencentes ao conjunto
de cores F' = {|Q| — 1,]Q],..., A — 3}.(Note que F esta sendo descrito pelo conjunto
{Q + z,—1 <z < A —|Q| —3 = d(Q) — 4}.) Assim, o algoritmo usa no maximo
|F| = d(Q) — 2 cores distintas para fazer as trocas com a cor A — 1. Para cada cor
distinta usada, o algoritmo deixa um vetor de cores com a cor A — 1. (Isso ocorre quando
count = 0.)

Se o laco de repeticao enquanto termina porque [ > [’ mas com ¢ < A — 2, entdo o
numero de vezes que a cor A — 1 aparece em C’ quando o algoritmo termina é menor
ou igual a |F| = d(Q) — 2 (incluindo o caso em que a cor A — 1 aparece em C] quando

=1 = V%J + 1). Logo, o nimero de vezes que a cor A — 1 ocorre em C' é menor que

aQ) 1.
Se o laco de repeticao enquanto termina porque ¢ = A — 2, entao, o numero de vezes
que a cor A — 1 aparece em C' depende da paridade de Q).

Se |Q| é par, o menor e o maior elemento de F' sao fmpares. Portanto, o nimero ¢ de
vezes que a cor A — 1 aparece em C’ é determinado a seguir.
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t=1Q| - (d(Q) — 142 <(d(Q;_ 3) (d(Q;— 3) . (d(Q;— 5)

Q = (d(Q) = 1+2(d(Q) =3+ d(Q) =5+ -+ d(Q) — (d(Q) —2))) =

(d@) —1)(d(Q) =3)\ _
o1~ (@ -1+ -9
Q- (d(Q)2 1)
Por hipétese, ((d(Q))? > 2|Q| + 1, logo

Se |Q] é fmpar, (d(Q))? é par e (d(Q))? > 2|Q| + 2. Logo, o nimero ¢ de vezes que a
cor A — 1 aparece em C’ é:

t=1Q| —2(d(Q) —2+d(Q) — 4+ +d(Q) — (d(Q) — 2)) =
Q| - (d@ (d(Q) — )s
@Q) -2 d@QUQ)=2) _ 0y 4

O Lema 4.12 garante que, para uma entrada valida, C' é um diagrama de cores mo-
notonico.

Lema 4.12 Se d(Q) > 1, d(up) > % e (d(@))* > 2|Q| + 1, entdo a seqiéncia C' apre-
sentada pelo Algoritmo ColorDiagrams é um diagrama de cores monotonico.

Demonstra¢ao: Primeiro, note que o diagrama de cores C' é construido a partir do dia-
grama de cores C e que C ¢ um sufixo do diagrama de cores D(|Q|, A — 1). Pelos lemas
2.1 e 2.3, C é monotonico.

Como (d(Q))* > 2|Q| + 1, quando d(Q) = 2 tem-se |Q| = 1. Neste caso, o Algoritmo
ColorDiagrams apresenta uma matriz A = [0] e um diagrama de cores C' = {C{} tal que
C{, ={1}. Logo, C’ é um diagrama de cores monotonico.

Agora, considere d(Q) > 3. O Algoritmo ColorDiagrams constréi um diagrama de
cores C' = (Cg, (1, . .., Clg_;) onde cada vetor de cores C} é a concatenagao das seqiiéncias
(A —1) e C;. Note que, neste momento, C' nao é um diagrama de cores monotonico.
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Em seguida, para garantir que a seqiiéncia C’' apresentada seja um diagrama de cores
monotonico, o Algoritmo ColorDiagrams troca a cor A — 1 de alguns vetores de cores C]
pela cor |Q|+x € F={|Q| —1,|Q|,...,A — 3} de forma que a cor |Q| + = aparega em
C' no maximo A — |Q| = d(Q) — 1 vezes.

Considere o diagrama de cores C usado para gerar C'. Note que a cor |Q| + x € F
ocorre x + 1 vezes em C quando é impar, e ocorre, no maximo, x + 2 vezes em C quando é
par. De fato, quando a cor |Q| + x é par, é uma das cores da diagonal principal de M que

pode ter sido incluida em C. Note que quando d(uy,) = Q1o cor |Q| + = aparece x + 2

2
%‘, menos cores da diagonal principal sao concatenadas

aos vetores de C e a cor || + = pode aparecer menos que x + 2 vezes em C.

vezes em C e, quando d(uy) >

Como a cardinalidade dos vetores de cores de C' é, no minimo, |Cj| = d(Q) — 1 e
como as cores incluidas nos vetores do diagrama C” através de trocas ocupam a primeira
posicao em cada vetor, para garantir que C’ é monotonico, é preciso garantir que cada
cor incluida durante as trocas nao ocorrera mais que d((Q)) — 2 vezes nos vetores de cores
anteriores. Considerando entao que cada cor pode ocorrer d(Q)) — 1 vezes em C’, é possivel
determinar o nimero de vezes que a cor |Q| + = € F' pode ser incluida em C" durante a
execugao do lago enquanto. Assim, se |Q| + x é impar, esta cor pode ser incluida em C’
no maximo d(Q) — 1 — (z + 1) = d(Q) — 2 — x vezes. Como o Algoritmo ColorDiagrams
faz as trocas entre a cor A — 1 e a cor |Q| + z em C] e C], ao mesmo tempo, este par

d(Q)—2—c

de trocas ocorre exatamente {fj vezes, a menos que [ se torne maior que ' e o

algoritmo termine.

Analogamente, se |Q] + z é par, a cor A — 1 pode ser trocada no méximo d(Q) — 1 —
(x 4+ 2) = d(Q) — 3 — x vezes pela cor |Q| + x e o par de trocas (em C] e C}) ocorre

d(Q);S—zJ

exatamente { vezes, a menos que [ torne-se maior que I’ e o algoritmo termine.

Por construgao, a cor |Q| — 1 nao ocorre no vetor de cores C e, portanto, pode ser
incluida d(Q) — 1 vezes em C'. Para as demais cores de F', vale a regra de que o iltimo
vetor de cores do diagrama C que contém a cor |Q| +z, 0 <z < d(Q) — 4, é o vetor C,.
Se a cor |Q| + x € F ¢ incluida no diagrama de cores C’, entao cada cor |Q] +e € F
com e < z é incluida pelo menos 1 vez em C’ antes da inclusao de |Q| + z. Além disso, a
primeira troca ocorre em C{) e as trocas sdo em ordem crescente do nimero da cor |Q|+z.
Como o primeiro valor de x no Algoritmo ColorDiagrams é igual a —1, a inser¢ao da cor
|Q| + x substituindo a cor A — 1 sempre ocorre em vetores posteriores a C?. Como toda
cor |@Q| + x que substitui uma cor A — 1 ocupa a primeira posi¢ao de um vetor de cores,
esta cor pode ocorrer d(Q)) — 2 vezes em vetores de cores anteriores, devido a cardinalidade
de cada vetor de cores. Como o numero de trocas foi calculado para que cada cor |Q| + x
ocorra, no maximo, d(@Q) — 1 vezes em C’, os vetores que receberam cores do conjunto F'
durante as trocas satisfazem a condicao para monotonicidade.

Resta garantir que os elementos de C' com cor A — 1 satisfazem as condigoes de
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monotonicidade. Pelo Lema 4.11, quando o Algoritmo ColorDiagrams termina, existem
no maximo d(Q) — 1 cores A — 1 em C'. Lembre-se que cada cor A —1 € C! é o primeiro
elemento do vetor de cores C!. Como ha no maximo d(Q) — 1 ocorréncias da cor A — 1
em C’, ha no maximo d(Q) — 2 cores A — 1 em (Cy, ..., C}) com j <.

Portanto, a seqiiéncia C’ apresentada pelo Algoritmo ColorDiagrams é um diagrama
de cores monotonico. m

O teorema a seguir, mostra que fazendo uso do diagrama de cores monotonico C' e da
matriz A, construidos pelo Algoritmo ColorDiagrams a partir de um quadrado latino de
ordem fmpar, é possivel classificar alguns grafos split que possuem grau maximo par.

Teorema 4.13 Seja G = [Q,S] um grafo split com grau mdzimo par. Se S tem um

vértice uy, tal que d(uy) > % e d*(Q) > 2|Q| + 1, entio G € Classe 1.

Demonstragao: Seja G = [Q,S] um grafo split com A(G) par. Seja () uma clique maxi-
mal. Note que remover arestas de um grafo nao pode aumentar o seu indice cromatico,
logo é suficiente mostrar que x'(G) = A quando todos os vértices de @) sao A(G)-
vértices. Lembre-se que B é um grafo bipartido obtido a partir de G removendo-se
todas as arestas que incidem em dois vértices distintos de (). Lembre-se também que
d(Q) = max{dg(v),v € Q} e que A(G) = |Q| +d(Q) — 1.

Suponha que S tem um vértice uy, com d(up) > @ e que d*(Q) > 2|Q| + 1.

Ordene os vértices em S = {ug,uy,...,ug-1} de forma que vy = uj. Ordene os
vértices em @ = {vg,v1,...,v|g-1} de forma que os primeiros d(uy) vértices sejam adja-
centes a uy,.

Seja A a matriz resultante da execugao do algoritmo ColorDiagrams(|Q|, d(Q),d(us)).
Para 0 < i,j < |Q| — 1, use a cor a;; para colorir a aresta {v;,v;}. Pelo Lema 4.9, os
elementos de qualquer linha da matriz A sao dois a dois distintos e A é comutativa. Logo,
essa é uma coloragao das arestas de G[)]. Resta colorir as arestas de B.

Primeiro, vamos colorir as arestas de B incidentes a uy. Por hipdtese, d(uy) > %‘
Use as cores a;; da diagonal principal de A para colorir as arestas {v;, up}, 0 < i < d(uy).
Como A(G) é par, pelo Lema 4.10, os elementos da diagonal principal de A sao dois a
dois distintos. Logo, as arestas incidentes a wu;, sao coloridas com cores distintas. Como G
é um grafo simples, somente cores a; ; com i # j sao usadas para colorir arestas de G[Q)].
Logo, cada cor a;; difere de todas as outras cores incidentes ao vértice v;. Portanto, essa
¢ uma coloragao de arestas de G[Q U {uy}].

Seja B’ o grafo bipartido induzido pelas arestas que possuem um extremo em () e
outro em S\ {uy}. Considere o diagrama de cores C' = (Cy, (1, ..., C|g|-1) construido
pelo Algoritmo ColorDiagrams(|Q|, d(Q),d(uy)). As primeiras d(uy) seqiiéncias em C' tém
tamanho d(Q) — 1 e as demais tém tamanho d(Q). De fato C; = [c,m;q|,- .., Mia—2],
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quando 0 < i < d(up), e Cf = [c, M, M4)q]; - - -, Mia—2], quando d(up) < i < |Q|, onde
ce FU{A-1}={|Q| - 1,]Q],..., A =2 A —1}.

Lembre-se que dp(v;) < d(Q), 0 < i < |Q]. Como os vértices de |Q] estao rotulados
de forma que os primeiros d(uy,) vértices sejam vizinhos de wuy, esses vértices tem grau,
no maximo, d(Q) — 1 no grafo B’. O tamanho de uma seqiiéncia C! é pelo menos dp (v;),
0 <i < |Q|. Pelo Lema 4.12, C’' é um diagrama de cores monotoénico. Logo, pelo Lema 2.4,
pode-se colorir as arestas de B’ usando o diagrama de cores C’ e esta é uma coloragao de
arestas de B'.

As cores das arestas incidentes a v; em G sao duas a duas distintas, 0 < i < |Q|. De
fato, para cada i, 0 <14 < |@Q)|, as cores das arestas {v;,v;} pertencem a linha i da matriz
A e as cores das arestas {v;,u;}, u; € S, pertencem a C}, que possui no méaximo uma cor
A — 1. Lembre-se que todos os elementos da linha 7 da matriz A e todos os elementos
de C!, exceto A — 1, pertencem a linha ¢ da matriz M e sdo distintos. Como M é um
quadrado latino, as cores das arestas incidentes a cada v;, 0 < i < |@Q], s@o duas a duas
distintas. Entao tem-se uma A(G)-coloragao das arestas de G e, portanto, G é Classe
1. m

A Figura 4.3 e a Figura 4.4 mostram, respectivamente, um grafo split que pode ser
colorido usando a técnica apresentada no Teorema 4.13 e a coloracao obtida através dessa
técnica.

Os corolarios a seguir apresentam alguns casos em que o grafo split G com d?*(Q) >

(]

2|Q] + 1 nao tem um vértice em S com grau pelo menos ' e, mesmo assim, pode ser

colorido por essa técnica.

Corolario 4.14 Seja G = [Q,S] um grafo split com grau mdximo par. Suponha que
d?(Q) > 2|Q| + 1. Se S tem um subconjunto de vértices S" tal que N(u;) N N(u;) = 0
para todo w; e u; pertencentes a S' e uma das condigoes a sequir é satisfeita, entio G €
Classe 1.

o [N(S)| >4 ou

o [IN(Y)| < \% e existe um conjunto Q' ={v:v € Q\ N(S') e d(v) < A(G)} tal que
Q1+ NS > 4

Demonstragao: Considere S C S tal que N(u;) N N(u;) = () para cada u;, u; € S
Primeiro, suponha que |N(S")| > % Construa um grafo split G’ a partir de GG, contraindo
o conjunto S’ em um vértice uy,. Como N (u;) N N(u;) = 0 para cada u;,u; € S, o grafo
G’ é simples e split. Além disso, u, tem grau pelo menos QQ‘ Como a desigualdade
d*(Q) > 2|Q|+1 também é verdadeira para G/, pois os inteiros | Q| e d(Q)) nao se alteraram,
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pelo Teorema 4.13, G’ tem uma coloracao de arestas com A(G) cores. Use a cor de cada
aresta de E(G’) que ndo incide em u; para colorir a aresta correspondente em E(G)
e para cada vértice u; € S’ atribua a cor da aresta {up,v;} € E(G’) para a aresta
{u;,v;} € E(G).

Agora, suponha que | N(S")| < @ e que existe @' = {v:v € Q\N(Y') e d(v) < A(G)}
com |Q'|+|N(S)| > % Construa um grafo split G’ a partir de G contraindo o conjunto
S" a um vértice uy e incluindo exatamente uma nova aresta {v;, u,} incidente em cada
v; € Q. Como |Q'|+ |N(S")] > ‘%l, o vértice uy, ¢ um vértice de G’ com grau pelo menos
%. Além disso, G’ é um grafo split simples, ja que N(u;) N N(u;) = 0 para cada u; e
u; pertencentes a S" e @' N N(S") = 0. Note que A(G") = A(G) pois foi adicionada uma
unica aresta a cada vértice que possui grau menor que A(G). Finalmente, a desigualdade
d*(Q) > 2|Q| + 1 também ¢ verdade para G, pois os inteiros |Q| e d(Q) nao se alteram.
A atribui¢ao de cores as arestas de E(G) ¢ andloga ao caso anterior. Portanto, tem-se
uma coloracao de arestas para G com A(G) cores. m

Corolério 4.15 Seja G = [Q, S] um grafo split com grau mdzimo par e d*(Q) > 2|Q|+1.

Se IN(9)| < %, entdo G ¢é Classe 1.

Demonstragao: Suponha |N(S)| < % Entao, existem pelo menos {%1 vértices em
com grau || — 1. Rotule os vértices vy, ...,vg-1 em @ de forma que d(vy) < d(vy) <
c S d(U‘Q|_1).

Vamos colorir G com A(G) cores. Execute o Algoritmo ColorDiagrams(|Q|,d(Q), {%b
Por hipétese, d*(Q) > 2|Q| + 1, logo, pelo Lema 4.12; a seqiiéncia C' construida pelo
algoritmo Colordiagrams ¢ monotonica.

Para colorir a aresta {v;,v;} de G[Q], 0 < 4,5 < |Q|— 1, use a cor a;; da matriz A
construida pelo algoritmo.

Seja B o grafo bipartido associado a (. Resta colorir as arestas de B. Seja x =
|Q| —|N(S)|. Logo, v, é o primeiro vértice em @ tal que dgv, > 0. Considere a seqiiéncia
T C C’ formada pelos vetores C!, z <1i < |Q)].

O diagrama de cores 7 é monotonico. De fato, seja t;,; € T; um elemento de um
dos vetores de cores em 7. Pela construgao de T, existe um vetor C}, k > i, tal que
T; = C}, e, portanto, |T;| é exatamente igual a |C}|. Como i < k, ha menos vetores de
cores precedendo T; que C}.. Além disso, se ha algum vetor de cores T}/, i’ < 7, entao existe
em C’ algum vetor de cores C},, k' < k, tal que C}, é exatamente igual a T}y. Portanto, o
nimero de cores iguais a t; ; que precedem 7; em T é menor ou igual a |C}| — 7 = |T;| — j.

Entao, pelo Lema 2.4, nés podemos colorir as arestas do grafo bipartido B usando o
diagrama de cores T .

Para verificar que as cores das arestas incidentes a v; € V(G), 0 < i < |Q)], sdo duas
a duas distintas, os argumentos sao os mesmos apresentados no Teorema 4.13. Portanto,
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G éClassel. m

A coloracao de arestas de grafos split usando quadrados latinos de ordem impar foi
apresentada no evento Seventh Cologne Twente Workshop on Graphs and Combinatorial
Optimization, em 2008, na cidade de Gargnano, Italia. Um resumo deste trabalho foi

publicado em [4].



Capitulo 5

Classificacao de Grafos Split pelo
Indice Cromético do Semi-Niicleo

Como visto na secao 2.5, o estudo do ntcleo de um grafo fornece informagcoes tteis para
resolver o Problema da Classificacao. O mesmo se pode dizer do semi-nicleo de um grafo
(G, definido como o subgrafo induzido pelo niicleo de G e sua vizinhanca. A Figura 5.1
apresenta um grafo com os vértices do seu niicleo preenchidos de preto e o seu semi-nicleo
circundado por um retangulo cinza de bordas tracejadas.

Figura 5.1: Grafo com vértices do niicleo preenchidos de preto e semi-niicleo no retangulo cinza.
Em 2010, Machado e Figueiredo [36] enunciaram o seguinte teorema.

Teorema 5.1 [36] O indice cromdtico de um grafo G € igual ao indice cromdtico do seu

semi-nucleo.

69
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Neste capitulo, usamos o semi-nicleo H de um grafo split G' para determinar o indice
cromatico de G. Considerando grafos split, encontrar o indice cromatico de H pode ser
tao dificil quanto encontrar o indice cromético de G, pois o semi-nicleo de um grafo
split é também um grafo split. Entretanto mostraremos que, em alguns casos especificos,
essa abordagem ¢ 1til na classificacao desses grafos. Por exemplo, o proximo teorema é
resultado da aplicacao da técnica de Plantholt para colorir grafos com vértice universal
(Teorema 1.10) em semi-nticleos de grafos split.

Teorema 5.2 Sejam G = [Q, S| um grafo split e H o seu semi-nicleo. Se H tem um
vértice universal, entao G € Classe 2 se, e somente se, H € sobrecarregado.

Demonstracao: Sejam G = [@, S| um grafo split e H o seu semi-nicleo. Como ser split
é uma propriedade hereditaria, o grafo H também é um grafo split. Pela definicao de
semi-nucleo, A(H) = A(G). Para determinar o indice cromatico de G, pelo Teorema 5.1,
é suficiente calcular o indice cromatico de H. Por hipétese, H tem um vértice universal.
Logo, pelo Teorema 1.10, H é Classe 2 se, e somente se, H ¢é sobrecarregado. Portanto,
G é Classe 2 se, e somente se, H é sobrecarregado. m

Como o problema da classificagao esta resolvido para todo grafo simples que possui
um vértice universal, vamos considerar grafos split cujo semi-nticleo nao possui vértice
universal. Considere um grafo split G = [@, S] cujo semi-nicleo H = [@), Sy| nao possui
vértice universal. Lembre-se que todo grafo split possui um subgrafo bipartido associado
a si. Seja B = [Q, Sy|, o subgrafo bipartido associado a H. Sejam X o conjunto dos
A(G)-vértices do grafo split G. Note que X também é o conjunto dos A(H)-vértices.
Segundo o Teorema de Hall (Teorema 1.6), B contém um emparelhamento que cobre os
vértices de X se, e somente se, X satisfaz a condicao de Hall para o subgrafo bipartido
B. Neste caso, pelo Teorema 2.10, H é Classe 1 e, conseqiientemente, GG é Classe 1. O
resultado a seguir garante que se dg(Q)) > | X|—1 e H nao possui vértice universal, entao
X satisfaz a condicao de Hall no subgrafo bipartido associado a H.

Lema 5.3 Sejam G = [Q, S] um grafo split, X o conjunto dos A(G)-vértices e H o semi-
nicleo de G. Se H nao tem vértice universal e dg(Q) > |X|—1, entdo para cada A C X,
IN(A)N S| > |A].

Demonstragao: Sejam H o semi-nicleo do grafo split G = [@,S] e X o conjunto dos
A(G)-vértices. Entao H é um grafo split com partigao [Q, N(X) N S]. Como qualquer
A(G)-vértice é também um A(H)-vértice, dy(Q)) > |X| — 1. Por hipétese, H nao tem
vértice universal, entao existem dois vértices distintos, v; e v; pertencentes a X, tais que
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Ng(vi) # Np(v;). Portanto, |[N(X) N S| > d(Q) + 1. Como d(Q) + 1 > |X]|, tem-
se [N(X)N S| > |X]|. Logo, o conjunto |X| satisfaz |[N(X) N S| > |X]|; e para cada
subconjunto A C X tal que |A] < |X|—1, IN(A)NS| > |X]| -1, pois d(Q) > | X]| — 1,
validando o lema. m

Usando o lema acima, é possivel classificar o subconjunto dos grafos split com grau
méximo par que possuem d(Q) > |X| — 1, onde X é o conjunto dos A-vértices do grafo.

Teorema 5.4 Sejam G = [Q,S] um grafo split e X o conjunto dos A(G)-vértices. Se
d(Q) > |X| =1, entao G ¢ Classe 2 se, e somente se, G ¢ vizinhanga-sobrecarregado.

Demonstracao: Sejam G = [@,S] um grafo split, H o seu semi-niicleo e X o conjunto
dos A(G)-vértices.

Se H tem vértice universal, entao pelo Teorema 5.2, G é Classe 2 se, e somente se, H
é sobrecarregado. Se H é sobrecarregado, (G ¢ vizinhanca-sobrecarregado.

Suponha que H nao tem vértice universal. Por hipdtese, d(Q)) > |X| — 1. Logo, pelo
Lema 5.3 e pelo Teorema 2.10, H é Classe 1. Pelo Teorema 5.1, G é Classe 1. Portanto,
G é Classe 2 se, e somente se, G é vizinhanga-sobrecarregado. =

Considere um grafo split G = [@, S] com A(G) par. Seja X o conjunto dos A(G)-
vértices. No Teorema 2.13, Tan e Hung [49] provaram que quando A(Ga) < 2, o grafo
split G é Classe 2 se, e somente se, G é sobrecarregado. Note que nesses grafos | X| < 3.
Considere o grafo H induzido por N[X] com |X| = 3. Se H possuir vértice universal,
os trés A(G)-vértices sao gémeos. Logo, pelo Teorema 1.10, H é Classe 1 se, e somente
se, H nao é sobrecarregado e, pelo Teorema 5.1, G é Classe 1 se, e somente se, G nao
é vizinhanga-sobrecarregado. Suponha que H nao possui vértice universal. Se d(Q) >
| X| — 1, pelo Lema 5.3 e pelo Teorema 2.10, G é Classe 1. Entao, os grafos split Classe 2
com | X| = 3 possuem d(Q) = 0 ou d(Q)) = 1. Sendo assim, K3 e K5\ a, onde a € E(K5),
sao os unicos grafos split Classe 2 com A(Ga) = 2.

Considere agora um grafo split G com A(G) par, | X| > 4 e d(Q) = |X| — 2. Note
que A(G) = Q| + |X| — 3 e A(Ga) > 3. Mostraremos primeiro que G nao é vizinhanga-
sobrecarregado. Em seguida, mostraremos que se |X| é impar, entao G é Classe 1.

Lema 5.5 Sejam G = [Q,S] um grafo split com A(G) par e X o conjunto dos A(G)-
vértices. Se | X| >4 e d(Q) = |X|— 2, entao G ndo € vizinhang¢a-sobrecarregado.

Demonstracao: Sejam G = [Q, S] um grafo split com A(G) par e X o conjunto dos seus
A(G)-vértices. Por hipétese, assuma | X| >4 e d(Q) = | X| — 2. Note que, como A(G) =
Q|+ d(Q) — 1, entao A(G) = |Q|+|X|— 3. Suponha que G é vizinhanga-sobrecarregado,
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entao, pelo Lema 3.2, a condicao (d(Q))? < |Q| — 3 implica |Q| > (|X| —2)*+ 3 e, pelo
Teorema 3.3, |Q| — # + (d(§)> + 1 < |X] implica |Q| < —|X|* + 8/ X| — 11. Essas
desigualdades implicam que existe um grafo split que é vizinhanga-sobrecarregado se, e
somente se, | X| = 3. Portanto, G nao é vizinhanga-sobrecarregado. =

Lema 5.6 Sejam G = [Q, S| um grafo split com A(G) par e X o conjunto dos A(G)-
vértices. Se d(Q) = |X| — 2, |X| € impar e |X| > 4, entao G ¢é Classe 1.

Demonstragao: Sejam G = [@, S| um grafo split com A(G) par e d(Q) = | X| — 2, onde
X é o conjunto dos A(G)-vértices com |X| > 4 e |X| impar. Pelo Lema 5.5, G nao é
vizinhanga-sobrecarregado.

Como A(G) = |Q|+d(Q) — 1, tem-se A(G) = |Q|+|X|—3. Por hipétese, | X| é impar
e A(G) é par. Logo |Q| ¢ par.

Para determinar o indice cromético de GG, pelo Teorema 5.1, é suficiente determinar o
indice croméatico do semi-ntucleo de G. Como () é uma clique maximal, X C (). Considere
o semi-nicleo H de G. Por definicao de semi-nicleo, H = [@, Sy] é um grafo split com
partigdo @ e Sy = N(X) NS, com A(H) = A(G) = A. Como G nao é vizinhanga-
sobrecarregado, para cada A-vértice v, G[N[v]] ndo é sobrecarregado. Logo, H nao é
vizinhanga-sobrecarregado, pois G[N[v]] = H[N|[v]] para todo A-vértice v. Se H tem um
vértice universal, pelo Teorema 1.10, H é Classe 1.

Agora, suponha que H nao tem vértice universal. Entao existem em X dois A-vértices,
v e w, tais que N[v] # N|w|. Logo, |Sg| > d(Q) +1 = |X|—1. Se |[N(A) N Su| > |A]
para todo A C X, entao, pelo Teorema 2.10, H é Classe 1 e o lema esta provado. Resta
considerar o caso em que existe um subconjunto A C X tal que |[N(A)NSy| < |A|. Nesse
caso, apresentaremos uma A-coloracao de arestas para H.

Como d(Q) = | X| =2, se |[N(A)NSy| < |A|, entao ou |[A| = |X|—1e |[N(A)NSy| =
| X|—2ou|A|l=|X|e|N(A)NSy| = |X|—1. (Note que, quando |A| = | X|, |N(A) NSk
s6 pode ser igual a | X| — 1, pois estamos considerando que H nao tem vértice universal.)
Em ambos os casos, existem pelo menos dois A-vértices que sao gémeos, sejam eles y
e z. Note que |[N(y) N Sy| = |[N(2) N Sy| = du(Q) = de(Q) = d(Q). Seja u um
vértice de grau minimo pertencente a N(y) N Sy e seja M um emparelhamento em H
com |X| — 2 arestas que cobre X \ {y, z} e ndo incide em u. Considere o conjunto de
arestas M' = M U{{y, u},{z, u}}. Note que tanto M U {{y, u}} quanto M U{{z,u}} séo
emparelhamentos.

Construa, a partir de H, um grafo split H' = [Qpy, Sy] de forma que H' = (V(H) U
Vi, (E(H) \ M')U Ey), onde o conjunto de vértices Vy é formado por A — dy(v) — 1
novos vértices de grau 1 adjacentes a cada vértice v € @ e o conjunto de arestas Fy
sao as respectivas arestas incidentes aos vértices do conjunto Vy. Note que Qp = @ e
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Sy = Sg UV, o conjunto dos A(H)-vértices é X, o conjunto dos A(H')-vértices é Qg
e A(H')=A(H)— 1.

Como A(H') é impar e H' é um grafo split, H' tem uma A(H’)-coloragao, com cores
{0,1,...,A(H") — 1}, dada pelo algoritmo de Chen, Fu, e Ko [12]. Vamos denotar por
y', 2 e u os vértices em H' que correspondem, respectivamente, aos vértices y, z e u
pertencentes ao grafo H. Considere uma ordem A dos vértices de Sy tal que os vértices
em Ny (y') NSy sejam os primeiros e o vértice u’ seja o tltimo na ordem. Agora, ordene
os vértices em @y de forma que 3y’ e 2’ sejam os dois primeiros vértices em uma ordem
CFK em relagao a A. Tal ordem para os vértices de (Q existe. Para verificar este fato,
considere o subconjunto Sy, C Sy, com Sy, = (ug, u),...,u;), tal que h é o menor
nimero para o qual [Ny (Sg,)| > l% Considere também o subgrafo Hy = [Qpu/, Sp,)
induzido pelas arestas de H' com um extremo em (g e outro em Sp,. Note que H,
¢ definido de acordo com a forma como sera construido pelo algoritmo de Chen, Fu e
Ko. Se |Ny,(v)| < |Su,| = h+ 1, entdo {¢/,u,} ¢ E(H') e {2,u),} ¢ E(H'). Neste
caso, dp, (y') = du,(Qp) e, portanto, dp,(v) < dg,(y') para cada vértice v € Qpr. Caso
contrario, se |Np,(y')| > h+ 1, entao dy,(y') = h+ 1 = |Su,|, {¢,u,} € E(H') e, como
y' e 2/ sao gémeos, {z/,u,} € E(H'). Neste caso, para todo vértice v, v # ¢ e v # 2/,
tal que {v,u},} € E(H') tem-se dy,(v) < dp,(y') = h + 1. Portanto, ¥’ e 2/ podem ser os
dois primeiros vértices na ordem CFK em relacdo a A, ou seja, vo = ¢ e v; = 2. Atribua
uma coloracao 7’ para as arestas do grafo H’', aplicando o algoritmo de Chen, Fu e Ko,
utilizando as ordens A e CFK descritas.

Para colorir as arestas de H, ordene os vértices em () e em Sy de forma que obedecam
a mesma ordem que seus respectivos correspondentes em H’. Vamos denotar por v) o
vértice de Qg+ correspondente a v; € Qn, 0 < i < |Q]. Usaremos as cores aplicadas
as arestas correspondentes em H’ e nos restard colorir as arestas de M’. Como M’ =
M U {{y,u},{z,u}} e M é um emparelhamento que nao cobre os vértices y, z e u,
podemos usar uma nova cor para colorir o conjunto de arestas M U{{y,u}} ou o conjunto
de arestas M U {{z,u}}, mas nao ambos.

Pela prépria forma de se construir o quadrado latino, apresentada em 1.1, pode-se
notar que ap6s a coloragao de H' cada aresta {v;,v;} € Qp tal que i +j = |Q] — 1
(mod A —1) seré colorida com a cor || — 1. Mais ainda, como |@)| é par, nenhuma aresta
incidente em vértices de Sy serd colorida com a cor || — 1. Neste caso, podemos trocar
a cor da aresta {vg, v|g—1} por uma nova cor A(H) — 1, colorir a aresta {vo, u} com a cor
|Q| — 1 e colorir as arestas de M U {{vy,u}} com a cor A(H) — 1. Entretanto, se vjg|_1
for um A(H)-vértice, entao estd coberto por M e a cor A(H) — 1 incide duas vezes sobre
esse vértice (nas arestas {vo, vigi-1} € {vjg|-1,um} € M). Como A(G) = |Q|+d(Q) —1
e d(Q) = |X|— 2, sabemos que |Q| > | X|, caso contrério, A(G) é impar, contradizendo a
hipétese. Como |Q| > | X| > 4, tem-se vy # v(g|-1) € V1 7# Vjg|-1. Como M U {vg,u} é um
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emparelhamento, e a aresta {v|g|—1, un } Pertence a esse emparelhamento, u # u,,. Como
a cor |Q] — 1 ja nao incide no vértice vjg|_; e incide somente no vértice v do conjunto Sy,
podemos substituir a cor da aresta {v|g|—1,um} pela cor |Q] — 1. Portanto, se |Q| é par,
H tem uma A(H )-coloragao de arestas.

Pelo teorema 5.1, G é Classe 1. m

No Teorema 5.7, a seguir, classificamos os grafos split com grau maximo par que
possuem |Q| par, d(Q) > |X| — 2, onde X é o conjunto dos seus A-vértices.

Teorema 5.7 Sejam G = [Q, S| um grafo split com A(G) par e X o conjunto dos A(G)-
vértices com | X| impar. Se d(Q) > |X| — 2, entao G € Classe 2 se, e somente se, G ¢é
vizinhanga-sobrecarregado.

Demonstragao: Considere um grafo split G = [Q, S] com A(G) par e seja X o conjunto
dos A(G)-vértices com | X| impar.

Se d(Q) > |X| — 1, entao, pelo Teorema 5.4, G é Classe 2 se, e somente se, G é
vizinhanga-sobrecarregado.

Seja d(Q) = | X|—2. Se |X| =3, entao d(Q) > 1 e A(Ga) < 2. Pelo Teorema 2.13, G
é Classe 2 se, e somente se, G é sobrecarregado. Finalmente, se |X| > 4, o teorema segue
pelo Lema 5.6. =

A técnica de coloracao apresentada no Lema 5.6 nao pode ser diretamente aplicada a
um grafo split G com A(G) par, | X| > 4 e d(Q) = |X| —2 que possua | X| par. Note que,
neste caso, || é impar e a aresta {v(jg|—1)/2, un} esta colorida com a cor |Q|—1 e para que
a técnica apresentada seja aplicada com éxito, é preciso garantir que u # uy € U, # Up.

Por contradigao, suponha que wuj, = u, entao, u) = u' no grafo H'. Logo, |Sy/| = h+ 1.
Entao, |[Ng/(Sw,) \ {v'}| < |Q|/2. Isso implica que existem |@Q)|/2 + 1 vértices de Qp/ que
nao sao adjacentes aos vértices uyg, ..., u},_; pertencentes a Spg,. Como dy/(v) > 1 para

cada v pertencente a Qg, entao dy/(u') > |Q|/2 + 1. Portanto, dgy/(u’) > dg(uf). Um
absurdo, ja que uj e u' pertencem a Ny (y') e escolhemos u' como sendo um vértice com
o menor grau em Ny (/).

Nao é tao simples assim garantir que w,, # uj,. Para tanto, é preciso encontrar um
emparelhamento M que cobre o conjunto de vértices X \ {y, z}, nao cobre o vértice u e
ao qual a aresta {v|g|—1,up} nao pertence. Além disso, a ordem escolhida para os vértices
de Sy pode interferir na determinacao de wuy e, conseqiientemente, na existéncia de tal
emparelhamento.

A Figura 5.2 mostra um grafo split com A par, | X| > 4, d(Q) = | X| — 2 e |@| impar
no qual é feita uma ordenacao dos vértices de Sy e um emparelhamento que permitem a
coloragao de G.



1)

Figura 5.2: Grafo split com A par e | X| par que possui emparelhamento para coloragao.

A Figura 5.3 mostra um grafo split com A par, | X| > 4, d(Q) = | X|—2 e |@| impar no
qual ¢ feita uma ordenacao dos vértices de Sy e um emparelhamento que nao permitem
a coloracao de GG. Observe que os grafos das figuras 5.2 e 5.3 sao isomorfos.

Figura 5.3: Grafo split com A par e |X| par que nio possui emparelhamento para coloracio.

Durante o desenvolvimento desta tese, tentamos aplicar a mesma técnica para classifi-
car grafos split com d(Q)) = |X| —1i, ¢ > 3, e notamos que a dificuldade de se utilizar esta
técnica aumenta a medida que o nimero de vértices nao cobertos pelo emparelhamento
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aumenta. Note que o nimero de A-vértices nao cobertos pelo emparelhamento M é igual
a diferenca entre | X| e |[N(X)NS| e no Lema 5.6, | X| —|N(X)NS| =1, sendo necessaria
apenas mais uma cor disponivel (a cor || — 1) para colorir uma das arestas incidentes ao
vértice nao coberto pelo emparelhamento.

Esta classificacao de alguns grafos split pelo indice cromatico do semi-nticleo foi pu-
blicada em [6].



Capitulo 6

Estendendo a Técnica de Plantholt

Como visto na segao 1.3.4, em 1981 Plantholt [44] resolveu o Problema da Classifica¢ao
para os grafos simples com vértice universal. O autor apresentou uma técnica capaz de
colorir com A cores os grafos com vértice universal que nao sao sobrecarregados e tém grau
maximo par. Neste capitulo, serda apresentada uma adaptacao da técnica de Plantholt
que permite uma A-coloracao de arestas em alguns grafos split sem vértice universal e
com grau maximo par.

Dizemos que a cor ¢ falta no vértice v quando ¢ nao é usada para colorir nenhuma
aresta incidente em v. Seja G = [@, S| um grafo split sem vértice universal, com grau
maximo par e que nao é vizinhanga-sobrecarregado. Considere o subgrafo G' = G[N[v]],
onde v é um A(G)-vértice. Note que G’ é um grafo split com vértice universal que nao
¢ sobrecarregado ¢ A(G') ¢é par e igual a A(G). Logo, a técnica de Plantholt pode ser
aplicada para colorir as arestas de G’ com A(G) cores. Note que existem vértices em
G’ que nao sdo A(G’)-vértices. Logo, ao aplicarmos a técnica de Plantholt para colorir
as arestas de (', algumas cores faltardo em alguns vértices. Seja P = V(G) \ N[v].
Note que toda aresta incidente em P nao pertence a F(G’) e, portanto, nao pode ser
colorida quando usamos a técnica de Plantholt. Neste capitulo apresentamos condigoes
suficientes para garantir que as cores que faltam nos vértices do subgrafo G’ colorido com
a técnica de Plantholt possam ser distribuidas de forma a garantir a coloragao das arestas
que incidem em P. Mais ainda, mostraremos que verificar se o grafo split sem vértice
universal G satisfaz as condigoes para que esta técnica seja aplicada tem complexidade de
tempo polinomial e que o algoritmo para coloracao de arestas de GG também é polinomial.

6.1 A técnica de coloracao de Plantholt estendida

Seja G um grafo com vértice universal e A(G) = n, onde n é par. Note que |V (G)| = n+1.
Plantholt particiona os n + 1 vértices de V(G) em dois conjuntos L e R com tamanhos

7
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5 + 1 e 3, respectivamente. Em seguida, mostra que os subgrafos induzidos por L e por
R sao subgrafos de grafos completos que podem ser coloridos com as mesmas % cores.
Como o sucesso da aplicacao da técnica de particionamento de Plantholt em grafos sem
vértice universal depende diretamente de quantas e quais sao as cores nao utilizadas por
Plantholt na coloracao das arestas de G[R] e de G[L], comegaremos por determinar com
mais precisao as cores que faltam nos vértices desses subgrafos. A partir do Lema 1.3 e dos
corolarios 1.5 e 1.4 da secao 1.3.2.3, pode-se validar algumas propriedades da coloragao

equilibrada de subgrafos dos grafos completos, como apresentamos nos lemas a seguir.

Lema 6.1 Seja n um inteiro par e G = K, \ F, onde F é um subconjunto de FE(K,)
com |F| = f. Entao G tem uma (n — 1)-colora¢ao equilibrada onde cada uma de f' =
min{ f,n — 1} cores faltam em dois vértices de G.

Demonstragao: Seja F' um subconjunto de F(K,) com |F| = fe G = K, \ F. Por
hipétese, n é par, entao pelo Teorema 1.2, K, tem uma (n—1)-coloragao de arestas. Como
G é subgrafo de K, o grafo G também tem uma n — 1-coloracao. Logo, pelo Lema 1.3, G
tem uma (n — 1)-coloracao equilibrada. Pela defini¢ao de coloragao equilibrada e porque
|E(G)| = @ — f, cada classe de cor de uma (n — 1)-coloracao equilibrada de G' ou tem
tamanho 7 — [%W ou tem tamanho 7 — {%J

Se f > n—1, cadauma das n—1 classes de cor tem tamanho mdximo 5 —1 e corresponde
a uma cor que falta em pelo menos dois vértices. Se, por outro lado, f < n — 1, entao
existem [ classes de cor com tamanho § —1emn —1— f classes de cor com tamanho 7.
Neste caso, cada uma das [ classes de cor de tamanho § — 1 corresponde a uma cor que

falta em dois vértices de G. m

Lema 6.2 Seja n um inteiro impar e G = K, \ F, onde F' é um subconjunto de E(K,)
com |F|=f, f> "T_l Entao G tem uma (n — 1)-coloracao equilibrada e

_ 3(n—1 _ A -y
® se "Tl <f< %, cada uma de [ — ”Tl cores falta em exatamente trés vértices

de G e cada uma das w — f cores restantes falta em exatamente um vértice de
G;

e se f> ?’("T_l), toda cor falta em pelo menos trés vértices de G.

Demonstragao: O grafo G descrito no enunciado deste lema tem uma (n — 1)-coloracao
equilibrada. De fato, se G tem grau maximo menor que n — 1, por Vizing [51] e pela
definigao de coloracao de arestas, G’ tem uma (n — 1)-coloragao. Se A(G) =n — 1, entao

G tem um vértice universal. Por hipétese, |E(G)| = |F| = f > 231, entao G nao ¢
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sobrecarregado e, pelo Teorema 1.10, G tem uma (n — 1)-coloragdo. Em ambos os casos,
pelo Lema 1.3, G tem uma (n — 1)-coloracao equilibrada.
Se ”7*1 < f< 3("7_1), entao uma (n — 1)-coloragao equilibrada de G corresponde a

_n-1 n—1 n—3 _1_(f_n=1y_ 3=l
=75 L classes de cor com tamanho 2 2 —l1="*en 1 (f—"5) =75 f classes
de cor com tamanho T' Portanto, cada uma de f — = cores falta em exatamente trés
-t 3(n—1)
vértices e cada uma das outras 21 — f cores falta em exatamente um vértice.
S(n—l)

Note que, quando f todas as cores faltam em exatamente trés vértices.

2
Portanto, quando f > =5— toda cor de uma (n — 1)-coloracao equilibrada de G falta

em pelo menos trés Vertlces de G. =

O Teorema a seguir apresenta condicoes suficientes para que um grafo split G com
A(G) par seja Classe 1. Antes, para facilitar a compreensao, vamos apresentar em linhas
gerais como seré feita a colora¢ao de um grafo split G = [@, S] com A(G) par, sem vértice
universal e que satisfaz as condicoes do teorema a seguir. Nos particionamos G em dois
subgrafos de forma que cada um deles possua uma A(G -coloracao de arestas. Para fazer
isso, usamos um A(G)-vértice especial, v, e partlmonamos o conjunto V(G) em N[v] e
P =V (G)\ NJv]. Note que P C S. Em seguida, particionamos N[v] em dois conjuntos, L
e R, de forma que o subconjunto R tenha A(QG) vértices de () e contenha, obrigatoriamente,
o subconjunto N(P). Note que |L| = G) + 1. O subgrafo de GG induzido pelas arestas
que possuem um extremo em R e outro em LU P é um grafo bipartido cujo grau maximo
nao excede £ ) + 1. As demais arestas de G possuem ambos os extremos em R ou em L
e induzem os subgrafos G[R] com A(G[R]) = (2 —1e G[L] com A(G[L]) < (2 ) Noés
escolhemos uma aresta incidente a cada vértice com grau @ + 1 no subgrafo bipartido e
denotamos esse conjunto de arestas por F. Em seguida, mostramos que é possivel colorir
E(G[R])UE(G[L])UF com A(G) cores. O grau maximo do grafo bipartido sem as arestas

do conjunto F' nao excede TG) e, pelo Teorema 1.9, este subgrafo pode ser colorido com

A(G)
2
usadas A(G) cores, o grafo G é Classe 1.

novas cores. Como todas as arestas de GG podem ser apropriadamente coloridas e sao

Teorema 6.3 Seja G = [Q, S] um grafo split com A(G) par. O grafo G € Classe 1 se
existe um A(G)-vértice v tal que N[v] admite uma parti¢ao [L, R] que obedece as sequintes
condicoes.

1. RCQ;
_ A@G).
2. |R| = =57,
3. os vértices em L ndao sao adjacentes a vértices do conjunto V(G) \ (LU R);

4. G[L] tem f > # arestas; e
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5. 0 numero mdximo de A(G)-vértices em R € f' = min{f, %}

Demonstra¢ao: Seja G um grafo split com particao [Q,S] e A = A(G) par. Suponha
que existe um A-vértice v em G tal que N[v] admite uma partigao [L, R] como a descrita
no enunciado deste teorema e seja P = V(G) \ (L U R). (Para um exemplo de como
particionar os vértices de G, veja a Figura 6.1.)

Figura 6.1: Grafo split com os vértices particionados em L, R e P.

Como v é um A-vértice, [N[v]| = A+1. Como, por hipétese, N[v] = LUR e |R| = £,
tem-se |L| = % + 1. Logo, o maior grau possivel para um vértice do conjunto L no
subgrafo G[L] é £. Note que G[R] tem grau maximo £ — 1. De fato, por hipétese, R C Q

e |R| = 5. Logo, o grafo G[R] ¢ isomorfo a um K a. A forma de colorir os subgrafos G [R]

e G[L] depende da paridade de . Portanto, o problema serd dividido em dois casos: £

A

€ 1mpar ou 3 € par.

Caso 1: % é impar.

O grafo G[L] é isomorfo a algum subgrafo do K a4y € por hipétese, G[L] tem f > %
arestas. Pelo Lema 6.1, G[L] tem uma %—colora(;éo equilibrada onde cada cor ¢; falta em
pelo menos dois vértices pertencentes a L, 1 <i < f' = min{f, % .

Seja R = {v,vg,... ,v%} e seja J = {v1,v2,...,v)y} o subconjunto dos vértices de
R que sao adjacentes a todos os vértices de L. Cada vértice pertencente ao conjunto J
¢é adjacente a % — 1 vértices do conjunto R e a % + 1 vértices do conjunto L. Portanto,
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cada vértice do conjunto J é um A(G)-vértice. Por hipétese, hd no maximo f vértices
de grau A(G) em R. Logo, |J| < f’. (Note que no exemplo da Figura 6.1, J = (. A
Figura 6.2 mostra um exemplo em que J = {vy,vs}.)

Figura 6.2: Grafo split com partigao [L, R, P] e |J| = 2.

O grafo G[R] é isomorfo a K ae 2 ¢ fmpar. Pelo Coroldrio 1.5, G[R] pode ser colorido
com % cores de forma que em cada vértice falte uma cor distinta e cada cor falte em
exatamente um vértice. Pela simetria de G|R|, pode-se escolher qual cor ¢; faltard no
vértice v;, 1 < i < %. Como |J| < f’ e cada vértice v; € J é adjacente a todo vértice
do conjunto L, v; é adjacente a um vértice u € L onde falta a cor ¢;. Atribua a cor ¢; a
aresta {v;, u}. Para cada vértice v € R\ J que seja adjacente a % + 1 vértices do conjunto
L U P, existe um vértice w € P tal que w é adjacente a v. Atribua a cor ¢, que falta no
vértice v apés a coloragao de G[R], a aresta {v, w}. Note que nao haverd duas cores iguais
incidindo em um mesmo vértice do conjunto P, ja que as cores que faltam nos vértices
do conjunto R apés a coloragao de G[R| sao duas a duas distintas.

Por hipotese, os vértices pertencentes a L nao sao adjacentes a vértices do conjunto P.
Entao, cada vértice do conjunto L U P ¢é adjacente a no maximo %

R. Além disso, cada vértice do conjunto R é adjacente a, no maximo, % + 1 vértices do

vértices do conjunto

conjunto L U P. Note que, quando um vértice v € R é adjacente a % + 1 vértices do
conjunto L U P, entao uma das arestas incidentes a v ja estd colorida. Assim, o grafo
induzido pelas arestas nao coloridas do grafo G é um grafo bipartido com grau maximo

%. Pelo Teorema 1.9, pode-se colorir tal grafo bipartido com % cores novas.
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Caso 2: % é par.

O grafo G[L] é isomorfo a algum subgrafo do K a onde % +1 é impar. Pela condigao

+15

4), |B(GIL])| = f > 2. Logo, pelo Lema 6.2, G[L] tem uma 2-coloracio equilibrada
1 S 2 &
tal que cada cor de um conjunto com p = min{f — %, %} cores falta em pelo menos
trés vértices de L e cada uma das outras % — p cores falta em pelo menos um vértice
pertencente a L. Note que p € [0, %], p=f— %, quando % < f< 3%, ep= %, quando
> 32, Sejam ¢q, ¢o, . . ., ¢y, as cores que faltam em pelo menos trés vértices de L.
4 .] 14
O grafo G[R] ¢ isomorfo ao Ka e 5
2
%—colora(;éo equilibrada onde cada uma de um conjunto de % cores falta em dois vértices,

é par. Entao, pelo Coroldrio 1.4, G[R] tem uma

cada uma das outras % cores nao falta em nenhum vértice de R e em cada vértice de R
falta exatamente uma cor. Noés ordenamos os vértices de R de forma que os primeiros
sejam os A(G)-vértices adjacentes a todos os vértices de L, seguidos dos A(G)-vértices
adjacentes a pelo menos um vértice do conjunto P e, por fim, os demais vértices do

conjunto R. (Veja um exemplo de como ordenar os vértices de R na Figura 6.3.)

R

Figura 6.3: Grafo split com 4 par e vértices de R ordenados.

Quando realizamos a §-coloracdo do grafo G[R], a simetria de G[R] nos permite
A A

escolher em quais vértices de R deve faltar cada cor. Lembre-se que p = min{f — 3,5
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e seja p' = min{p, 2}. Como p € [0, 5], tem-se p’ € [0, 5] e, pela definicdo de p/, p' < p.

Seja X = {v1,..., vy} 0 conjunto dos 2p’ primeiros vértices de R. Durante a %—colora@éo
de G[R], nés obrigamos cada cor ¢;, 1 < i < p' a faltar em um par de vértices, ve; 1 € vy,
pertencente a X. Note que p’ é o nimero de cores que faltam em pelo menos trés vértices

de L e dois vértices de R. Note também que quando f = %, o conjunto X ¢é vazio.
A A
172
vértices de L; p’ = min{p, %} ¢ o numero de cores que faltam em dois vértices de R e em

Lembre-se que p = min{ f — } é o numero de cores que faltam em pelo menos trés
pelo menos trés vértices de L; e f' = min{f, %} é o nimero maximo de A(G)-vértices em
R.

Se f> 2, entaop € [§,5]. 0/ = £, |X| =20 = £ e, portanto, X pode ser igual a R.

Se % <f< %, entdo p = f — %, p =pe f' = f. Neste caso, X é um subconjunto
préprio de R. Logo, existem £ — 2p’ = 2($ — f) vértices em R\ X.

Por constru¢ao, cada uma das cores ¢y, ¢a, . . ., ¢y falta em dois vértices de X (se X # ()
ep < %. Além disso, pelo Corolario 1.4, ha % cores que faltam em dois vértices de R
e em cada vértice de R deve faltar exatamente uma cor. Entao, cada cor do conjunto
a = {cyt1,Cpi0,... ,c%} deve faltar em dois vértices de R\ X. Seja Y o conjunto dos
A(G)-vértices que pertencem a R\ X. A cardinalidade de Y é, no méximo, |a|. De fato,
pela condigao (5), o niumero de vértices de R que nao sao A(G)-vértices é pelo menos
S — f e, portanto, ha no maximo § — f = |a| vértices com grau A(G) em R\ X. Entdo,
durante a coloracao de G[R], nés forcamos que em cada vértice do conjunto Y falte uma
cor distinta do conjunto a. (A Figura 6.4 mostra o conjunto R e os subconjuntos X e

Y com a distribuicao das cores que faltam nos vértices desses subconjuntos. Note que
kK <lal)

R
X Y
C1 C1 C2 C2 Co'  Cp'||Cp+1 Cp+2  Ck' |[Cp+1 Cp+2  CN4
® 600 --- O ® o ® - 0 ® ® - 0

Vi V2 V3 V4 Vop-1 Vop'[[V2p+1 V2p+2 Vop'+k]| VK'+1 VK'+2 VA2

Figura 6.4: conjunto R e subconjuntos X e Y com distribuigao de cores que faltam nos vértices.

Para cada A(G)-vértice v pertencente a R nés usamos a cor que falta em v para colorir
uma aresta incidente em v. Pela ordem imposta aos vértices de R, os A(G)-vértices que
estao em R pertencem a X UY.

Se X nao ¢é vazio, entao existem p’ pares de vértices, vo;_1 € v9;, onde falta a cor ¢,
1 <i<p. Sejavum A(G)-vértice pertencente a X. Entao v é adjacente a % +1 vértices
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do conjunto L U P. Como |L| = % + 1, para cada vértice de L que nao ¢é adjacente a
v, existe um vértice em P que é adjacente a v. Lembre-se que existem pelo menos trés
vértices em L onde falta a cor ¢;, 1 < i < p’. Como todas as cores faltam em todos os
vértices de P, para cada vértice u € L onde falta a cor ¢;, se u nao é adjacente a v, entao
existe um vértice w € P que é adjacente a v e tal que a cor ¢; falta em w. Portanto,
cada A(G)-vértice v € X é adjacente a pelo menos trés vértices do conjunto L U P onde
falta a mesma cor que falta em v. Logo, para cada par de A(G)-vértices do conjunto X,
Voi_1 € U9, onde falta a cor ¢;, é possivel escolher um par de vértices distintos, x; e xo,
pertencentes a L U P, onde falta a cor ¢; e tal que z; é adjacente a vy;_1 e x5 é adjacente a
v9;, 1 <@ < p/. Entao, colorimos as arestas {1, v9;_1} € {2, v9;} com a cor ¢;, 1 <i <p'.
Lembre-se que os A(G)-vértices que estdo no conjunto R estdo ordenados de forma que
sejam os primeiros vértices na ordem. Assim, quando o nimero de A(G)-vértices é impar
e menor que | X|, temos um par de vértices vq; 1 € vy; onde vg;_1 é um A(G) vértice, mas
v9; nao é A(G)-vértice. Neste caso, o vértice vq;_1 é adjacente a pelo menos trés vértices
de L U P onde falta a cor ¢; e podemos escolher qualquer um desses vértices (seja w este
vértice) para colorir a aresta {vy;_1,w} com a cor ¢;.

Se Y nao é vazio, podemos colorir uma aresta incidente em cada vértice de Y da
seguinte forma. Para cada vértice v pertencente a Y e adjacente a todos os vértices de L,
existe um vértice u € L onde falta a mesma cor que falta em v. Entao, nés atribuimos a
cor que falta em v a aresta {v,u}. Para cada vértice v € Y e adjacente a algum vértice
w € P, nés atribuimos a cor que falta em v para a aresta {v,w}. (Lembre-se que as cores
que faltam nos vértices de Y sao duas a duas distintas.)

Note que nao hd A(G)-vértices em R\ (X UY) e, portanto, nos vértices do conjunto
R\ (X UY) incidem no maximo % arestas sem cor. Além disso, apds a coloracao de uma
aresta incidente em cada A(G)-vértice do conjunto R, o nimero de arestas nao coloridas
incidentes a cada A(G)-vértice pertencente a R ¢ igual a %. Por hipdtese, os vértices do
conjunto L nao sao adjacentes aos vértices do conjunto P. Mais ainda, cada vértice do
conjunto L U P ¢ adjacente a, no maximo, % vértices de R. Entao, existem no maximo

% arestas sem cor incidentes a cada vértice de GG. O grafo induzido pelas arestas sem cor

de G é um grafo bipartido com particao [R, L U P] e grau maximo %. Pelo Teorema 1.9,

este subgrafo bipartido pode ser colorido com % cores novas.

Portanto, pelos casos (1) e (2), concluimos que G é Classe 1. =

Dado um grafo split G' e uma particao [L, R] de N[v], onde v é um A(G)-vértice, o
algoritmo que realiza a A(G)-coloracao descrita no Teorema 6.3 tem complexidade de
tempo polinomial, j& que uma coloragao equilibrada dos vértices de G[L] e de G[R] pode
ser feita em tempo polinomial [44] e a coloragao de grafos bipartidos também pode ser feita
em tempo polinomial [46]. Mais ainda, se existe uma partigao [L, R] de N[v] que satisfaca
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as condicoes apresentadas no Teorema 6.3, esta particao também pode ser encontrada em
tempo polinomial. A seguir, mostramos como construir tal particao, se ela existir.

6.2 Como encontrar uma particao L, R

Nesta se¢ao, apresentamos uma ordenacao dos vértices de () que permite facil verificacao
das condig¢oes do Teorema 6.3 e a construgdo de uma partigao [L, R] que satisfaz tais
condicoes.

Considere um grafo split G com uma clique maximal (), um conjunto independente
S e um A(G)-vértice v. Seja P = V(G) \ N[v]. Particione o conjunto @) em quatro
subconjuntos como segue.

e P, é o conjunto de vértices de ) com grau menor que A(G) e adjacentes a algum
vértice em P.

e Px é o conjunto de vértices de () com grau exatamente igual a A(G) e adjacentes a
algum vértice em P.

e [, é o conjunto de vértices de () com grau menor que A(G) e que nao sao adjacentes
a nenhum vértice em P.

e LA é o conjunto de vértices de () com grau exatamente igual a A(G) e que nao sao
adjacentes a nenhum vértice em P.

Nos consideramos a seguinte ordenacao para os vértices de (): primeiro, os vértices
do conjunto L; em ordem nao-decrescente de graus; depois, os vértices de La; depois, os
vértices de Pa; e os tltimos sao os vértices de F,.

Se |Q] < %, nao hé particao [L, R] para os vértices de N[v] que satisfaga as condigdes
(1) e (2). Se |Q| > %, entao seja R o conjunto dos tltimos %
imposta aos vértices de ). Entao, as condigoes (1) e (2) do Teorema 6.3 estao satisfeitas.
Neste caso, L é o conjunto (Q \ R) U (N[v]NS).

Se |P| + | Pal| > #, entao cada vértice de R é adjacente a algum vértice do conjunto

vértices na ordem

P e existe pelo menos um vértice de Pa U P, pertencente ao conjunto L. Entao a condicao

(3) do Teorema 6.3 nao é satisfeita e, portanto, nao hé particao [L, R] para os vértices
de N[v]. Se |P| + |Pal < ¥7 a condigao (3) ¢ satisfeita e vamos verificar o nimero de
arestas em G[L] (condigao (4)).

Se |E(G[L))| < %, entdo nao existe parti¢do [L, R| para os vértices de N[v]. De

fato, a ordenacao imposta aos vértices de () garante o maior niimero possivel de arestas

em G[L]. Note que os vértices pertencentes a R ou sao adjacentes a vértices do conjunto
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P ou tem grau maior ou igual ao grau dos vértices pertencentes a L. Se |E(G[L])| > #,
a condicao (4) é satisfeita.

Agora, verificamos o numero de A(G)-vértices em R (condigao 5). Se esse nimero for
maior que o niimero de arestas em G[L], uma particio [L, R] para os vértices de N|[v] ndo
existe. De fato, a ordenacao imposta aos vértices de () garante o maior nimero possivel de
arestas em G[L]. Logo, se o niimero de vértices em R exceder |F(G[L]|, a tinica alternativa
¢ diminuir o nimero de A(G)-vértices pertencentes a R, trocando A(G)-vértices de R por
vértices que nao sao A(G)-vértices em L. Se todos os vértices em L sao A(G)-vértices,
nao hé o que fazer, a partigao [L, R] dos vértices de N|[v] ndo existe. Caso contrério, nds
substituimos um A(G)-vértice de R por um vértice de L que nao seja A(G) vértice. Se

fizermos isso, a condi¢ao (5) permanece insatisfeita. Essa substitui¢ao diminui em pelo

menos um o nimero de arestas em G[L] e diminui em no maximo um o nimero de A(G)-
vértices em R. (Note que, se o A(G)-vértice escolhido para a troca pertencer ao conjunto
P, a condigao (3) também nao serd satisfeita.) Sendo assim, neste caso, nao ha partigao
[L, R] para os vértices de N[v].

Portanto, dados um A(G) vértice e a ordenagao dos vértices de ) apresentada nesta

segao para construcao da parti¢ao [L, R], se o nimero de A(G)-vértices em R for menor
AG)
2

ou igual ao nidmero de arestas em G[L], |P| + |Pal < e o numero de arestas em

G[L] for maior que #, entao [L, R] é uma partigdo de N[v] que satisfaz as condigoes

do Teorema 6.3. Se, para todo A(G)-vértice, a parti¢ao [L, R] construida, da forma como

apresentamos nesta se¢ao, nao satisfaz essas condi¢oes (nimero de A(G)-vértices em R
. , Va2l al A(G ,

menor ou igual ao nimero de arestas em G[L], ||+ |Pa| < % e o numero de arestas em

A(G)

4

G[L] maior que ), entao nao existe uma parti¢ao [L, R] nas condi¢oes do Teorema 6.3.

Em [27], os autores apresentam um algoritmo de complexidade de tempo linear para
reconhecer um grafo split e apresentar uma partigao [@, S|, onde @) é uma clique maximal.
As condigoes do Teorema 6.3 podem ser verificadas em tempo polinomial para um A(G)-
vértice fixo. Como hé, no méximo, |@| vértices de grau maximo em (G, a subclasse de
grafos split descrita no Teorema 6.3 pode ser reconhecida em tempo polinomial.

A técnica apresentada neste capitulo também pode ser aplicada a outros subconjuntos
de grafos split. Como exemplo, se um grafo split G com grau maximo par tem um
conjunto de A(G)~+1 vértices que admitem uma particao [L, R] que satisfaga as condigoes
do Teorema 6.3, entdo GG é Classe 1. Note que este conjunto de A(G) + 1 vértices nao é
necessariamente a vizinhanga de um A(G)-vértice (veja um exemplo na Figura 6.5).

Este trabalho foi apresentado no evento IV Latin American Algorithms, Graphs and
Optimization Symposium e um resumo expandido foi publicado em [3]. Mais detalhes e
outras observacoes sobre a extensao da técnica de Plantholt para coloracao de arestas em
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k y ¢4

Figura 6.5: Grafo que nao possui particao [L, R] para nenhum A-vértice v, mas pode ser colorido.

grafos split com A par estdo em um artigo aceito para publica¢do em [2].






Capitulo 7

Conclusoes

Um dos resultados interessantes desta tese é apresentacao de uma caracterizacao estru-
tural dos grafos split que sao vizinhanca-sobrecarregados. Segundo o Teorema 3.3, um
grafo split G = [Q, S] é vizinhanga-sobrecarregado se, e somente se, A(G) é par e existe
um conjunto X C @ com pelo menos k = |Q] — # + (d(ZQ)) + 1 vértices de grau
A(G) que sao gémeos e tais que se v € X, o numero de arestas de G[N[v]] incidentes a
vértices de @ \ X é no maximo |Q| — k. E importante salientar que este teorema garante
que todo grafo split vizinhanga-sobrecarregado possui um certo nimero de A(G)-vértices
gémeos cuja vizinhanca fechada induz um subgrafo sobrecarregado. Uma conseqiiéncia
imediata ¢ a identificagao de uma propriedade estrutural dos grafos split que sao vizi-
nhanca-sobrecarregados, apresentada no Corolario 3.4, segundo a qual todo grafo split
vizinhanga-sobrecarregado possui A(G) > 14G] G)| . Além disso, como os grafos split descri-
tos no Teorema 3.3 sao Classe 2, se a ConJectura 3.1 for verdadeira, esse teorema apresenta
uma caracterizacao dos unicos grafos split Classe 2. Conhecer propriedades estruturais
de grafos split que sabemos que sao Classe 2 pode fornecer argumentos para garantir
que outros subconjuntos de grafos split que nao possuem tais propriedades tenham uma
A-coloracao de arestas e sejam enfim classificados.

Como afirmamos anteriormente, se a Conjectura 3.1 for verdadeira, a resposta do
Problema da Classificacao para grafos split pode ser obtida em tempo polinomial. Nossa
expectativa é de que a Conjectura 3.1 seja verdadeira para os grafos split. Lembre-se que
essa conjectura foi proposta para grafos cordais, uma superclasse dos grafos split. Varios
problemas combinatoriais conhecidos possuem o mesmo grau de complexidade tanto para
grafos split quanto para os grafos cordais. Em [47] sdo apresentados os seguintes exemplos
dessa afirmagao: o problema de coloracao de vértices e de encontrar a clique maxima, que
sao polinomiais para ambas as classes; e os problemas de encontrar um conjunto domi-
nante, encontrar o corte maximo e um circuito hamiltoniano, que sao NP-completos para
ambas as classes. No artigo [21] de Celina Figueiredo, a autora diz que problemas capazes

89
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de separar grafos split e grafos cordais em relacao ao grau de complexidade sao raros e o
problema da coloracao de arestas é citado como um dos possiveis problemas capazes de
apresentar graus de complexidade distintos para tais classes, servindo de motivacao para
o estudo aqui apresentado.

O Lema 3.2 também apresenta propriedades que sao satisfeitas por todo grafo split
vizinhanga-sobrecarregado. Segundo este lema, se o grafo split G = [@, S] é vizinhanga-
sobrecarregado, entao Q e d(Q) tém paridades distintas e |Q| = (d(Q))? + ¢ com i {mpar,
i > 3. Sendo assim, grafos split com |Q| < (d(Q))*+3 nao sdo vizinhanga-sobrecarregados
e, se a conjectura 3.1 for verdadeira, esses grafos sao todos Classe 1. Este resultado tornou
bastante atraente a tentativa de apresentar uma A-coloracao de arestas para grafos split
com grau maximo par que tenham |Q| < (d(Q))?> + 3. No capitulo 4, exibimos uma
subclasse desse conjunto que é Classe 1.

O estudo da técnica de Chen, Fu e Ko para grafos split permitiu rapidas conclusoes
sobre a classificacao de alguns grafos split com grau maximo par. A grande barreira para
a aplicagao desta técnica sao os quadrados latinos de ordem par, em que os elementos da
diagonal principal sempre se repetem. Mas a técnica pode ser diretamente utilizada em
qualquer grafo split que possua um vértice no conjunto independente capaz de “absorver”
metade das cores da diagonal principal. Neste caso, o grafo é Classe 1. Este resultado, foi
apresentado no Corolario 4.6: se G = [, S] é um grafo split com A(G) par e existe u € S
tal que {%W <d(u) < #, entao G é Classe 1. Em alguns casos, apesar de o grafo split
nao possuir tal vértice u, é possivel simular a existéncia deste vértice para colorir o grafo,
quer seja incluindo arestas incidentes a um novo vértice do conjunto independente que
incidem em vértices com grau menor que A na clique, quer seja utilizando um conjunto
de vértices de S que possuem suas vizinhancas duas a duas disjuntas, como apresentamos
no Corolario 4.7 e no Teorema 4.8.

Para os grafos split que nao possuem o precioso vértice u capaz de receber metade
das cores da diagonal principal e para os quais nao se pode sequer simular a existéncia de
u, outras alternativas que nao sao tao ébvias foram observadas, como a apresentada no
Teorema 4.5. Por este teorema, se um grafo split G = [@, S| com A(G) par tem uma ordem
A= (ug, U, ..., Up, ..., ug—1) para os vértices de S tal que os vértices de () admitem uma
ordem CFK em relacdo a A onde {v;,u;} ¢ E(G) quando i < | U, N(u;)| — %, entao
G é Classe 1.

Em outros casos, como quando os vértices em S tem todos grau maior que a

2
as vizinhancas dos subconjuntos de vértices de S nao satisfazem as propriedades exigidas

ou quando

para a classificacao do grafo através da técnica com quadrados latinos de ordem par, ainda
pode-se obter um resultado através da técnica que utiliza quadrados latinos de ordem
impar, cujo resultado aparece no Teorema 4.13. Utilizar um quadrado latino de ordem
impar e incluir nele mais uma cor de forma que ainda se possa garantir a monotonicidade
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dos diagramas de cores, a comutatividade da matriz A e a propriedade de que nessa matriz
as cores de cada linha e de cada coluna sao duas a duas distintas foi um trabalho dificil.
Para nossa satisfagao, o subconjunto de grafos split que conseguimos colorir com esta
técnica sao exatamente aqueles que possuem pelo menos um vértice em S com grau maior

que % e d*(Q) > 2|Q| + 1. Note que dentre esses grafos estao alguns daqueles que nao
Rl ., A
2 ¢33
deste vértice. Note também que este é um subconjunto daqueles grafos cujo estudo da

possuem vértices em S com grau entre e nao sao capazes de simular a existéncia
classificagao consideramos muito atraente por possuirem |Q| < (d(Q))* + 3. Sobre esta
técnica, percebemos que ainda existe uma pequena folga entre o nimero de vezes que
algumas cores aparecem no diagrama C’ e o numero de vezes que estas cores poderiam
aparecer. Pretendemos ainda responder a pergunta sobre como tais folgas podem ser
aproveitadas para ampliar o nimero de grafos split que podem ser coloridos por esta
técnica.

Da mesma forma que fizemos com a técnica dos quadrados latinos de ordem par,
quando consideramos os quadrados latinos de ordem impar, também podemos simular a
existéncia de um vértice u dentro das condi¢oes do Teorema 4.13 para poder ampliar o
niumero de grafos que somos capazes de classificar, como apresentamos no Corolario 4.14
e no Corolério 4.15.

Uma propriedade dos grafos split que futuramente pretendemos explorar mais inten-
samente é a apresentada no Lema 4.1, que garante que se G = [Qg, Sg] é um grafo split,
entdo G ¢é subgrafo de um grafo split H = [Qp, Sy tal que A(G) = A(H), Q¢ = Qu,
todos os vértices de Qg sao A-vértices e X' (G) = x'(H). Uma conseqiiéncia do Lema 4.1
¢ a possibilidade de restringir os estudos de coloracao de arestas em grafos split com grau
maximo par ao conjunto dos grafos split com grau méaximo par cujos vértices da clique sao
todos A-vértices, ja que resolver o problema da Classificacao para esta subclasse implica
na solucao do Problema da Classificacao para todos os grafos split. Mais ainda, exibir
uma A-coloracao de arestas para os grafos split Classe 1 cujos vértices da clique tém
todos grau A implica em exibir uma A-coloracao de arestas para todo grafo split Classe
1. Apesar de termos discutido sobre a veracidade ou nao desta propriedade no inicio dos
trabalhos dessa tese, a demonstragao sé foi feita depois de alguns anos, pois estavamos
envolvidas em outras abordagens que nao necessitavam deste resultado. Assim, muitas
vezes consideramos grafos split que possuem vértices em () com grau menor que A. Mas a
propriedade apresentada no Lema 4.1 pode ser uma boa restricao a se impor nas pesqui-
sas sobre coloracao de arestas em grafos split com A par, a medida que diminui o conjunto
de grafos que precisam ser considerados e fornece mais uma propriedade estrutural que
pode ser utilizada como argumento para que se obtenha uma classificacao. Um exemplo
de restricao como essa que permitiu a classificagdo de mais um subconjunto dos grafos
split é a de se considerar apenas o semi-nucleo de grafos split, sabendo que os resultados
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obtidos classificam também todo grafo split cujo semi-nticleo satisfaca as condicoes do
Teorema 5.7.

Por fim, o estudo da técnica de coloracao de arestas em grafos com vértice universal,
dada por Plantholt, permitiu uma diversificacao significativa no tratamento que demos
ao Problema da Classificacao para grafos split. Por ser uma técnica de decomposicao que
nao envolve quadrados latinos, nos permitiu ampliar nossos horizontes sobre o problema.
Ao mesmo tempo, € interessante observar que é freqiiente a decomposi¢ao do grafo split
em grafos bipartidos e grafos completos para solucao desse problema.

A técnica de coloracao de Plantholt estendida que apresentamos ainda é um campo
fértil para a classificacao de grafos split, pois observamos que pode ser aplicada a ou-
tros subconjuntos de grafos split, por exemplo, em grafos split G com grau maximo par
que tenham um conjunto de A(G) + 1 vértices que admitem uma partigao [L, R| que
satisfaca as condigoes do Teorema 6.3. Note que este conjunto de A(G) + 1 vértices nao
¢ necessariamente a vizinhanga de um A(G)-vértice.

O conjunto de técnicas apresentadas nesta tese pode ser visto como um algoritmo para
classificacao de um subconjunto dos grafos split. Em cada um dos capitulos, sao fornecidas
condicoes distintas que, se satisfeitas, respondem ao Problema da Classificacao para um
dado grafo split. Nos casos em que o grafo split é Classe 1, os métodos utilizados para se
obter tal classificacao, apresentados na forma de demonstracoes dos lemas e teoremas ou
através de algoritmos, também exibem uma A-coloragao para as arestas do grafo.

Assim, esta tese contribui para a solu¢cao do Problema da Classificacao de grafos split
a medida que impoe, com a apresentacao de cada técnica, mais restricoes para a existéncia
de grafos split ainda nao classificados.

Apesar de todos os nossos esforcos, o Problema da Classificacao continua aberto para
esta classe. Por outro lado, os varios métodos aplicados e resultados obtidos sem que
chegdssemos a classificacao de todos os split demonstram que trata-se de um problema
complexo. Apesar da dificuldade, nao é um terreno arido. O estudo da coloracao de
arestas em grafos split é uma area de pesquisa bastante fértil e, apesar de todas as técnicas
estudadas e aplicadas sobre a classe, existem ainda outras alternativas que merecem a
atencao de quem decide estudar este problema.

Nossos proximos passos sao o estudo da caracterizacao dos grafos split-permutagao,
resultado recentemente publicado em [40] e a tentativa de resolver o Problema da Clas-
sificacao para esta subclasse. Além de continuar na tentativa de solucionar o problema
para todos os grafos split.
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