


ABC D E B F B
B E ED DBB DB BE

E E D F FD D C D D
D

E F

ABC DE
F E ABC DE
A

A

B B
A F
B AB

E
F C F E

D

A
D





Instituto de ComputaçãoUniversidade Estadual de Campinas
Problemas em grafos om pouos P4's eem grafos indiferençaVagner PedrottiAgosto de 2011

Bana Examinadora:
• Célia Piinin de Mello (Orientadora)
• Cláudia Linhares Sales - DC - Universidade Federal do Ceará
• Sulamita Klein - IM e COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeiro
• Flávio Keidi Miyazawa - IC - Universidade Estadual de Campinas
• Orlando Lee - IC - Universidade Estadual de Campinas
• Simone Dantas (Suplente) - IM - Universidade Federal Fluminense
• João Meidanis (Suplente) - IC - Universidade Estadual de Campinas
• Christiane Neme Campos (Suplente) - IC - Universidade Estadual de Campinas

iv



ResumoNesta tese de doutoramento são onsiderados três problemas em grafos, para os quais sãoobtidos resultados quando a entrada é restrita a algumas lasses. Todos os problemassão problemas de otimização ombinatória sobre grafos simples e apresentam diferenteslassi�ações de omplexidade. Em dois asos, o estudo foou lasses de grafos om�pouos P4's� e o uso da deomposição modular. No último aso, onsiderou-se umasublasse dos grafos de intervalos e a apliação de uma ténia onheida omo pullbak.O primeiro problema estudado é o Problema dos Separadores Minimais, para o qualsão onheidos algoritmos polinomiais em toda lasse de grafos que possuir um númeropolinomial de separadores minimais. Serão dados, omo ontribuição deste trabalho, umalgoritmo linear para listar os separadores minimais de grafos P4-arregados estendidos elimitantes justos no número e tamanho dos separadores minimais destes grafos, bem omode algumas de suas sublasses, P4-arregada, P4-arrumada e P4-leve. Estes resultadosestendem um algoritmo anterior para grafos P4-esparsos, ao mesmo tempo que inluemestas lasses de grafos entre as que possuem um número de separadores minimais limitadopor um função linear no número de vérties do grafo.Em seguida, será tratado o Problema de Empaotamento de Cliques, uma extensãodo problema de emparelhamento máximo. Para a maioria das lasses de grafos mais im-portantes, o problema é NP-Difíil. A ontribuição apresentada resolve este problema emtempo polinomial (para qualquer tamanho �xo de lique) em grafos P4-arrumados, atra-vés de uma ténia similar a utilizada para os ografos. Infelizmente, para as superlassesmais estudadas da lasse P4-arrumada, este problema é NP-Difíil, o que é um indíio deque a ténia utilizada foi totalmente aproveitada em relação às lasses om pouos P4's.Por �m, será estudado o Problema da Coloração Total Forte, uma variação do pro-blema lássio da oloração total, que foi introduzido há pouo tempo e ainda tem suaomplexidade omputaional desonheida. Como esperado, existem algoritmos polino-miais apenas para lasses bastante simples de grafos. Além da omplexidade, outro im-portante ponto em aberto para o problema é a onjetura de que o número de oresneessárias na solução do problema para um grafo G seria limitado por ∆(G) + 3. Aténia do pullbak, já utilizada para os Problemas de Coloração de Arestas e Coloraçãov



Total em grafos dualmente ordais será estendida, resultando em um algoritmo linear paragrafos indiferença (também onheido omo grafos de intervalos próprios). Este algoritmoproduz uma solução que valida a onjetura nesta lasse de grafos.Estas ontribuições on�rmam a importânia da deomposição modular em algoritmospara lasses de grafos om �pouos P4's� e ampliam o uso da ténia do pullbak paravariações dos problemas lássios de oloração.
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AbstratIn this dotoral thesis, three problems on graphs are onsidered and results are givenfor them when the input is restrited to some graph lasses. All the problems areombinatorial optimization problems on simple graphs and have distint lassi�ations ofomplexity. In two of them, the researh foused on graph lasses known as graphs with�few P4's� and on the use of modular deomposition on suh graphs. In the last problem,a sublass of interval graphs was studied with respet to the appliation of the tehniqueknown as pullbak.The �rst problem studied is the Minimal Separator Problem. For this problem, thereexists polynomial time algorithms for every lass of graphs whih has a polynomial num-ber of minimal separators. A linear-time algorithm, that lists all minimal separators ofextended P4-laden graphs, is presented. Moreover, tight bounds on the number and onthe total size of minimal separators are given for extended P4-laden graphs and for someof their sublasses: the P4-laden, P4-tidy, and P4-lite graphs. This result extends a previ-ous algorithm for P4-sparse graphs and gives, for the above lasses, better bounds on thenumber of minimal separators that were already known to be polynomial.Then, the Clique Paking Problem is analyzed. The problem is an extension of thelassial Maximum Mathing Problem and is NP-Hard for almost all graph lasses. Theontribution presented solves the problem in polynomial time (for any �xed lique size) in
P4-tidy graphs through a tehnique similar to that used for ographs. However, the mostwell-known superlasses of P4-tidy graphs ontains split graphs, for whih this problem isNP-Hard. This is an evidene that the tehnique was fully explored with respet of graphlasses with few P4's.At last, the Strong Total Coloring Problem is onsidered. It is a reently introduedvariation of the lassial Total Coloring Problem and its omplexity is still unknown. Asexpeted, there are quite few graph lasses for whih the problem has a polynomial timealgorithm. Besides its omplexity, another important open question for this problem isa onjeture whih states that ∆(G) + 3 olors are su�ient for oloring any graph G.A known tehnique, alled pullbak, used for edge and total oloring of dually hordalgraphs is extended to derive a linear time algorithm for indi�erene graphs (also knownvii



as proper interval graphs). This algorithm produes solutions that validate the onjeturefor this graph lass.These ontributions assert the importane of modular deomposition in algorithms forgraph lasses with �few P4's� and broaden the pullbak tehnique to variations of lassialoloring problems.
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Capítulo 1IntroduçãoEsta tese reúne os resultados aumulados durante a pesquisa realizada no urso de dou-torado. O prinipal objetivo desta pesquisa foi obter resultados teórios om imediataapliação em algoritmos para solução de problemas de otimização ombinatória em gra-fos. Para fundamentar o trabalho, foram esolhidos problemas que são onheidamenteomplexos (NP-Difíeis) ou uja di�uldade é desonheida, quando não existe restriçãosobre a entrada. Todavia, em todos os asos onsiderados, existem algoritmos om om-plexidade temporal polinomial para resolver estes problemas quando o grafo de entrada éondiionado de alguma forma.Dado o onheimento e familiaridade prévios om a deomposição modular [60℄, osprimeiros problemas onsiderados foram esolhidos dentre problemas que já haviam sidoresolvidos em algumas lasses de grafos por algoritmos que envolvem o uso intrínseo destadeomposição. A deomposição modular tem sido usada para resolver vários problemas,omo a orientação transitiva de grafos de omparabilidade [56℄ e reonheimento de lassesde grafos, tais omo P4-arregada [31℄ e várias de suas sublasses [32℄.O interesse na deomposição modular justi�a-se pela evolução nos algoritmos que aproduzem, geralmente obtidas pela exploração de suas propriedades. O primeiro algo-ritmo para omputar a árvore de deomposição modular de um grafo é de Cowan, Jamese Stanton[23℄ e sua omplexidade temporal é O(n4). Subsequentemente, surgiram algo-ritmos mais e�ientes, omo os de Ehrenfeuht et al. [29℄ e de Muller e Spinrad [57℄,ambos O(n2). Finalmente, em 1994, Spinrad e MConnell [56℄ propuseram o primeiroalgoritmo linear para a deomposição modular. O interesse pela deomposição modularfoi aumentando à medida que sua obtenção tornava-se mais e�iente. Além disso, mesmoapós o primeiro algoritmo linear, a pesquisa por algoritmos de implementações mais sim-ples ontinuou e produziu novos algoritmos, omo o de Tedder et al. [68℄. Uma reenteompilação de vários algoritmos foi publiada por Habib e Paul [39℄.Nesta tese, são onsiderados dois problemas em grafos, restritos a algumas lasses1



2espeí�as, que fazem parte de uma família de lasses onheidas omo lasses de grafosom �pouos P4's�. Nestes grafos, a deomposição modular é extensivamente utilizadapara algoritmos de reonheimento e para a solução de problemas lássios de otimiza-ção, omo oloração de vérties e lique máxima. No topo da hierarquia destas lassesestá a P4-arregada estendida, que reúne sublasses de�nidas ao longo do tempo, taisomo: ografos, P4-leve, P4-esparsa, P4-redutível, P4-extensível [21, 44, 42, 48, 45℄, alémde outras extensões e variações [33, 32, 11℄. Muitas destas lasses possuem apliaçõesespeí�as, das quais podem-se itar o número guloso [1℄, para a lasse P4-arregadaestendida; o emparelhamento máximo [30℄ e problemas de oloração [14℄, para a lasseP4-arrumada; o omportamento do operador lique [28℄, para uma pequena restrição dalasse P4-arrumada; e lique máxima, obertura mínima por liques, grafo sanduíhe,partições em liques e onjuntos independentes [47, 12, 25℄, para a lasse P4-esparsa.O primeiro problema onsiderado neste trabalho é o Problema dos Separadores Mi-nimais, que pode ser resolvido por um algoritmo de tempo polinomial (em relação aotamanho do grafo) para ada separador minimal [5℄. Todavia, quando o grafo perteneà lasse P4-esparsa, é onheido um algoritmo linear para listar todos os separadoresminimais do grafo [58℄. Este algoritmo já faz uso da deomposição modular, de formaque o foo do trabalho neste problema também foi o de estender a ténia utilizada parasuperlasses. Como fruto do trabalho, o problema foi resolvido em tempo linear para alasse P4-arregada estendida, através do método proposto, que onstrói os separadoresminimais de um grafo a partir de sua deomposição modular. Além disso, foram obtidasexpressões que forneem limitantes justos para o número e tamanho da desrição dos se-paradores minimais dos grafos P4-arregados estendidos, P4-arregados, P4-arrumados eP4-leves. Com isto, o problema de ontagem de separadores minimais para estas lasses,proposto em [58℄, foi resolvido. Ainda é possível estender este trabalho, onsiderandooutras lasses ou superlasses dos grafos P4-arregado estendido, desde que se demonstreque os grafos satisfazem um onjunto de restrições.O segundo problema tratado é o Problema do Empaotamento de Cliques. Este pro-blema foi resolvido em tempo polinomial (�xando o tamanho das liques) para ografospor Guruswami et al. [36℄. Este algoritmo opera reursivamente na o-árvore do grafo,reonstruindo-o a partir de seus vérties e onstruindo um onjunto de soluções inter-mediárias em ada nó. Nosso estudo sobre o problema ulminou na extensão da téniausada para resolver o problema em tempo polinomial para grafos na lasse P4-arrumada,substituindo a o-árvore pela árvore de deomposição modular. Este resultado, de ertaforma, está no limite de possíveis extensões quando se onsidera a hierarquia das las-ses om �pouos P4's�, uma vez que a próxima andidata seria a lasse P4-arregada ouP4-arregada estendida e ambas ontém os grafos split, para os quais o problema éNP-Difíil.



3O último problema estudado envolve uma variação de um problema lássio de olo-ração. Esta variação está entre os problemas em que prouram-se olorações mínimas devérties, arestas e ambos (total) de forma que elementos adjaentes ou inidentes tenhamores distintas. Um limitante bem onheido da oloração de arestas de um grafo G,
∆(G) + 1, foi dado por Vizing, que também estabeleeu uma onjetura para o limitanteda oloração total, ∆(G)+ 2. A variação que será estudada pode ser apliada à oloraçãode arestas ou à oloração total e resume-se em proibir que, em vérties adjaentes, sejamutilizados os mesmos onjuntos de ores. Estes problemas serão hamados de Problemada Coloração de Arestas Forte e Problema da Coloração Total Forte, respetivamente.Para eles, existem onjeturas que ∆(G) + 2 [75℄ e ∆(G) + 3 [74℄ seriam limitantes nonúmero mínimo de ores neessárias, respetivamente.Como resultado do tereiro problema estudado, neste trabalho onluiu-se que umalgoritmo de omplexidade de tempo linear já onheido para o Problema da ColoraçãoTotal restrito a lasse de grafos dualmente ordais, também soluiona o Problema da Co-loração Total Forte para grafos que satisfazem restrições adiionais. Estes grafos formamuma sublasse dos grafos indiferença, também onheidos omo grafos de intervalos uni-tários. Além disso, a ténia utilizada produz uma oloração total forte om no máximo
∆(G)+3 ores para qualquer grafo indiferença, mostrando que a onjetura proposta porZhang et al. é válida nesta lasse de grafos. Observa-se que o Problema da ColoraçãoTotal Forte foi reentemente introduzido e ainda tem sua omplexidade temporal deso-nheida para grafos em geral. Até o momento, este problema é soluionado e�ientementeapenas em pouas lasses de grafos.Neste último problema, a deomposição modular não é utilizada e a lasse envolvidanão está na ategoria de lasses om �pouos P4's�. Todavia, o estudo desta lasse possi-bilitou o uso de ferramentas e ténias distintas para abordar um problema relativamentenovo e om grandes oportunidades de pesquisa.A organização desta tese fornee as notações, de�nições e terminologias omuns noCapítulo 2, o qual também apresenta a deomposição modular e várias das lasses degrafos om �pouos P4's�. Os Capítulos 3, 4 e 5 tratam, respetivamente, do Problemados Separadores Minimais, do Problema do Empaotamento de Cliques e do Problema daColoração Total Forte. Por �m, as onlusões são dadas no Capítulo 6.



Capítulo 2Fundamentação TeóriaNeste apítulo são dadas a nomenlatura e notações para as noções fundamentais degrafos, bem omo são de�nidas e dadas as prinipais araterístias da deomposiçãomodular de grafos e de algumas lasses de grafos, objeto de estudo. Estes fundamentossão neessários para a ompreensão do trabalho desrito nos apítulos subsequentes.2.1 Noções elementares e GrafosNeste trabalho, os onjuntos seguem a noção matemátia de onjuntos. Apenas paraeslareimento, são desritas algumas operações e araterístias importantes.O onjunto vazio será representado por ∅. Um onjunto é dito unitário se ontémapenas um elemento. As operações de união, interseção e diferença entre onjuntos serãorepresentadas por ∪, ∩ e \. A união e interseção de vários onjuntos pode ser representadapor ⋃C∈C e ⋂

C∈C, sendo C um onjunto de onjuntos ou por ⋃i=p
u Ci e ⋂i=p

u Ci, sendo pe u inteiros e Ci um onjunto, para i inteiro entre p e u. A ardinalidade do onjunto A(número de elementos do mesmo) é expressa omo |A|.Dado um onjunto S, de�ne-se uma partição P de S omo sendo um onjunto P =

{P1, P2, . . . , Pn}, tal que Pi ⊂ S para 1 ≤ i ≤ n, Pi ∩ Pj = ∅ para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ne i 6= j, e ⋃i=1
n Pi = S. Os elementos do onjunto que forma a partição P são hamadospartes.Um grafo simples G = (V (G), E(G)) (não orientado) é dado por um onjunto devérties V (G) e um onjunto de arestas E(G). Cada elemento de E(G) é um par nãoordenado ontendo dois elementos de V (G). Nesta tese, o termo grafo será usado paradesignar um grafo simples.Um grafo é trivial se ontém apenas um vértie e nenhuma aresta. Os vérties queformam uma aresta são hamados extremos da aresta. Dois vérties que são extremos deuma aresta são ditos adjaentes ou vizinhos.4



2.1. Noções elementares e Grafos 5Um subgrafo H = (V (H), E(H)) de um grafo G é um grafo tal que V (H) ⊆ V (G) e
E(H) ⊆ E(G). Além disso, se toda aresta de G ujos extremos pertenem ambos a V (H)for também uma aresta de H , então H é um subgrafo induzido de G. O subgrafo induzidode G, ujo onjunto de vérties é X , é representado por G[X ].A vizinhança de um vértie v é o onjunto de vérties u para os quais existe uma aresta
{v, u} no grafo e é representada por NG(v). De�ne-se, também NG[v] = NG(v) ∪ {v}.O grau de um vértie v, por vezes denotado por dG(v) é o número de arestas que o temomo extremo . O grau máximo de um grafo é o maior grau entre todos os seus vértiese é denotado por ∆(G).Um aminho em um grafo simples G de um vértie a a um vértie b é uma sequêniade vérties (v1, v2, . . . , vn), sem repetição, tal que a = v1, b = vn e {vi, vi+1} ∈ E(G) para
1 ≤ i < n. Os vérties a e b são hamados extremos do aminho e os demais, vértiesinternos.Um grafo é onexo se para todo par de vérties distintos, x e y, existe um aminho de
x a y no grafo. Um omponente onexo de um grafo qualquer é um subonjunto maximalde seus vérties ujo subgrafo induzido é onexo.Um separador S de um grafo G é um subonjunto de seus vérties tal que G[V (G)\S]é desonexo. Note que, se G é desonexo, ∅ é um separador de G.Um grafo aminho de n vérties, representado por Pn, é o grafo ujos vérties são
v1, v2, . . . , vn e ujas arestas são {{vi, vi+1} : 1 ≤ i < n}.Um ilo de n vérties (Cn), n ≥ 3, é obtido do Pn adiionando a aresta {vn, v1}.Um grafo ompleto de n vérties (Kn) é um grafo no qual todo par de vérties distintossão adjaentes. Um grafo om n vérties e nenhuma aresta será representado por Sn.Uma lique é um subonjunto dos vérties de um grafo que induz um grafo ompleto.Já um subonjunto dos vérties de um grafo que induz um grafo sem arestas é hamadoonjunto independente. Os maiores valores entre os tamanhos das liques e dos onjuntosindependentes de um grafo G são representados por ω(G) e α(G), respetivamente.O omplemento de um grafo G será representado por G e é de�nido de modo que
V (G) = V (G) e {x, y} ∈ E(G)⇔ {x, y} /∈ E(G).Dados dois grafosG1 eG2, a união destes grafos é representada porG1∪G2 e resulta nografo (V (G1)∪V (G2), E(G1)∪E(G2)). A união disjunta destes dois grafos é igual a uniãodeles, aso V (G1)∩V (G2) = ∅. Caso ontrário, renomeiam-se os vérties de G2 de modoque nenhum deles esteja ontido em V (G1) e, então, toma-se a união dos grafos. Por �m,de�ne-se o join dos grafos G1 e G2, G1+G2 = (V (G1)∪V (G2), E(G1)∪E(G2)∪{{x, y} :

x ∈ V (G1), y ∈ V (G2)}).O isomor�smo entre dois grafos, G e H , é representado por G ≃ H .Uma árvore é um grafo simples e onexo que não possui nenhum subgrafo induzidoisomorfo a um ilo. Os vérties de uma árvore também são hamados de nós. Opional-



2.1. Noções elementares e Grafos 6mente, um de seus vérties pode ser esolhido omo sendo a raiz da árvore e, neste aso,dado um nó n qualquer, mas distinto da raiz, todos os nós que �am no únio aminhoque liga n à raiz, exluindo o próprio n e inluindo a raiz, são os anestrais de n (a raiznão tem anestrais). O únio anestral de um nó (exeto a raiz) que é seu vizinho é seupai. Todos os vizinhos de um nó, exeto seu pai, se houver, são seus �lhos e todos os nósde grau um, exeto a raiz, são hamados folhas.Um grafo é bipartido se seu onjunto de vérties pode ser partiionado em duas partes,
A e B, de forma que não exista nenhuma aresta do grafo om ambos os extremos em Aou em B. Um grafo é bipartido ompleto se é bipartido e para quaisquer a ∈ A e b ∈ B,o grafo ontém a aresta {a, b}.Um grafo é ordal se não possui nenhum subgrafo induzido isomorfo ao Cn para n ≥ 4.Dado um grafo G qualquer, o menor número de arestas que devem ser adiionadas aomesmo para que ele se torne um grafo ordal é onheido omo preenhimento mínimo eé denotado por Φ(G).Um grafo é fraamente ordal se não ontiver nenhum Cn ou Cn para n ≥ 4. Umgrafo G é dualmente ordal se existir uma ordem linear nos seus vérties, (v1, v2, . . . , vn)tal que, todo vi possua um vizinho máximo em Gi = G[v1, v2, . . . , vi]. Um vértie u évizinho máximo de vi, se NGi

[w] ⊆ NGi
[u] para todo w ∈ NGi

[vi]. Ainda, um grafo éfortemente ordal se todos os seus subgrafos induzidos (inluindo o próprio grafo) sãodualmente ordais.Um grafo é split se o seu onjunto de vérties admite uma partição em dois onjuntos
K e S que induzem um grafo ompleto e um grafo sem arestas, respetivamente. Umapartição deste tipo é hamada partição split e denotada por (K,S).Um grafo G é perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G, χ(H) = ω(H).Um grafo G é perfeitamente ordenável se admite uma ordem o para seus vértiestal que todo subgrafo induzido H de G tem seus vérties oloridos de forma ótima porum algoritmo guloso (que atribui a menor or possível para ada vértie) avaliando seusvérties segundo a ordem o restrita aos vérties de H .Como uma sublasse dos grafos perfeitamente ordenáveis estão os grafos brittle ,para os quais todo subgrafo induzido possui um vértie que não é extremo ou não évértie interno de nenhum P4 induzido.Uma propriedade relativa a grafos é dita hereditária se, quando satisfeita por um grafo
G, também é satisfeita por todo subgrafo induzido de G. Uma lasse é hereditária se apertinênia à lasse é uma propriedade hereditária, ou seja, se G pertene à lasse, todosubgrafo induzido de G também pertene à lasse. Como exemplos, tem-se as lasses degrafos bipartidos, ordais e perfeitos.



2.2. Módulos 7
(a) Módulos em um grafo. (b) Um grafo primo. () Outro grafo primo.Figura 2.1: Exemplos de módulos.2.2 MódulosUm subonjunto não vazio, M , dos vérties de um grafo G é um módulo de G se, paratodo vértie v de V (G) \M , ou (NG(v)∩M = ∅) ou (M ⊆ NG(v)). De outra forma, ummódulo é um onjunto de vérties de um grafo indistinguíveis pelos demais vérties. AFigura 2.1a ontém dois exemplos de módulos de um grafo. Note que os vérties e, f e gnão são vizinhos de nenhum dos vérties do módulo {a, b, c}, enquanto d ontém em suavizinhança todos os vérties deste módulo. Para maior lareza, pereba que o onjuntode vérties A = {d, e} não forma um módulo, embora d seja vizinho de todos os vértiesdo grafo não ontidos em A e o vértie e não seja vizinho de nenhum dos vérties do grafonão ontidos em A. Esta seria uma noção de erta forma inversa ao oneito de módulo,o qual não é respeitado pelo onjunto A, dado que o vértie f é adjaente a d e não a e.São hamados de módulos triviais de um grafo G, os módulos V (G) e {v}, para todo

v ∈ V (G). Os demais módulos também são onheidos por onjuntos homogêneos. Umgrafo ujos únios módulos são os módulos triviais é hamado de grafo primo, omo osgrafos (b) e () da Figura 2.1. Grafos primos são omuns, omo os grafos Cn para n ≥ 5e Pn para n ≥ 4, por exemplo. Note que, se M é módulo de G, M também é módulo de
G e, desta forma, se G é primo, G também é primo. Além disso, se G é primo, G e G sãoonexos.Dados dois módulos distintos X e Y de um grafo G, o relaionamento destes módu-los traz informações sobre o grafo ou sobre outros módulos. São duas as situações deinteresse. Primeiro, se os módulos forem disjuntos (X ∩ Y = ∅), então ou as arestas
{{x, y} : x ∈ X, y ∈ Y } pertenem a G (e os módulos são hamados adjaentes) ou Gnão ontém nenhuma de tais arestas (e os módulos são hamados não-adjaentes). Seambos os módulos intereptam-se, mas nenhum ontém o outro, diz-se que os módulossão sobrepostos e, neste aso, os seguintes onjuntos também são módulos de G: X \ Y ,
Y \X , X ∩ Y , X ∪ Y e (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ).Alguns módulos relaionam-se om outros módulos de maneira difereniada, sem quese sobreponham a nenhum outro. Uma vez que tais módulos têm papel destaado na



2.2. Módulos 8
(a) Dois módulos fortes. (b) Dois módulos não fortes.Figura 2.2: Módulos fortes e não fortes num grafo.deomposição modular, diz-se que um módulo M de um grafo G é forte se, para todomódulo P de G, ou P ∩M = ∅, ou P ⊆ M ou M ⊆ P . Observa-se na Figura 2.2 doismódulos fortes no item (a) e dois módulos sobrepostos (não fortes) para o mesmo grafoem (b). Para veri�ar tal a�rmação, note que o grafo não possui outros módulos alémdos destaados na �gura e dos módulos triviais.De�ne-se uma partição de ongruênia P omo uma partição dos vérties de um grafo

G de forma que ada parte é um módulo de G. Desta forma, omo todas as partes de
P são módulos dois a dois disjuntos, pelo exposto aima, são dois a dois adjaentes ounão-adjaentes. Representa-se a relação de adjaênia entre as partes de P por um grafodenominado grafo quoiente, de�nido a seguir.Dado um grafo G e uma partição de ongruênia P = {M1,M2, . . . ,Mk} para G, ografo quoiente de G em relação a P é o grafo G|P dado por V (G|P) = {M1, M2, . . . ,

Mk} e E(G|P) = {{Mi,Mj} : Mi,Mj ∈ P, Mi e Mj adjaentes em G}. Não será feitadistinção na notação entre um vértie de G|P e a orrespondente parte de P, de formaque um vértie de G|P será tomado omo módulo de G e vie-versa, quando abível.Para failidade de notação, o grafo quoiente pode ser denotado sem a de�nição de P,omo G|{M1,M2, . . . ,Mk} e, neste aso, podem ser omitidos os módulos unitários. NaFigura 2.3 estão representadas duas partições de ongruênia do mesmo grafo, om seusrespetivos grafos quoiente.Nota-se também que o grafo G[X ] é isomorfo ao grafo quoiente G|P se X = {v1,

v2, . . . , vk} e vi ∈ Mi, 1 ≤ i ≤ k. Além disso, denominam-se fatores, os subgrafosinduzidos por ada módulo ontido em P em G.Quando, para um grafo G, todos os módulos de uma partição de ongruênia P sãofortes, então pode-se araterizar todos os módulos de G a partir do grafo quoiente edos grafos fatores. Um onjunto M ⊆ V (G) é um módulo de G se, e somente se, Mfor módulo de um dos grafos fatores ou M for a união das partes de P que formam ummódulo do grafo quoiente.



2.3. Deomposição Modular 9

(a) Um grafo e uma de suas par-tições de ongruênia. (b) Outra partição de ongruên-ia do mesmo grafo.
() O grafo quoiente dapartição em (a). (d) O grafo quoiente dapartição em (b).Figura 2.3: Um grafo e duas de suas partições de ongruênia.2.3 Deomposição ModularPode-se deompor os módulos de um grafo G usando partições de ongruênia e entãodeompor novamente ada grafo fator, em suessão, até que todos os grafos fatores sejamgrafos triviais. Esta deomposição pode ser representada omo uma árvore, ujos nósorrespondem a módulos de G. A raiz da árvore orresponde ao módulo trivial V (G) eos �lhos de ada nó orrespondem às partes de uma partição de ongruênia do subgrafoinduzido pelo módulo assoiado àquele nó.Como visto, se forem usadas para tal deomposição partições de ongruênia ujaspartes sejam módulos fortes, om auxílio dos grafos quoiente de ada partição, pode-seobter todos os módulos do grafo. Contudo, é interessante restringir ainda mais o tipo departição utilizada, pois partições em módulos fortes não são únias (na Figura 2.3 as duaspartições exibidas para o grafo ontêm apenas módulos fortes) e podem ser degeneradas,omo partições nas quais ada parte é formada por um vértie do grafo. Além disso, serianeessário identi�ar módulos nos grafos quoientes para determinar os módulos do grafo.A deomposição modular de um grafo é de�nida omo a deomposição reursiva doonjunto de vérties do grafo em módulos fortes maximais próprios. Um módulo é ummódulo forte maximal próprio se é um módulo maximal entre os módulos fortes do grafo,exluindo o próprio onjunto de vérties do grafo. A árvore que representa esta deom-posição é hamada de árvore de deomposição modular (ADM) e está exempli�ada naFigura 2.4.



2.3. Deomposição Modular 10

(a) O grafo usado nas �guras 2.3(a) e (b). (b) A deomposição modular do grafo (a). Osnós foram marados om os módulos fortesassoiados.Figura 2.4: Uma árvore de deomposição modular.Como a partição dos vérties de um grafo em módulos fortes maximais próprios éúnia, também é únia a árvore de deomposição modular de um grafo. Além disso, aárvore de deomposição modular de um grafo ontém um nó para ada módulo forte. Ouseja, outra maneira teória de onstruir a árvore é enontrar todos os módulos fortes deum grafo, riar um nó para ada um deles e então de�nir omo pai de um nó o menormódulo forte que o ontém.Além disso, assoia-se a ada nó da árvore de deomposição modular, um grafo quo-iente determinado pela partição de ongruênia usada no nó e pelo subgrafo induzidopelo módulo representado. De aordo om a ondição satisfeita pelo grafo quoiente,rotula-se ada nó interno da árvore de deomposição modular. Se o grafo quoiente forompleto, o nó é hamado de serial e é rotulado om S ; se não ontiver arestas, o nóé hamado de paralelo e é rotulado om P ; e se for primo, é hamado de vizinhança eé rotulado om N. Os nós rotulados omo paralelos ou seriais também são onheidosomo degenerados enquanto os rotulados omo vizinhança são onheidos também porprimos. A Figura 2.5 exibe a árvore de deomposição modular previamente apresentadana Figura 2.4, adiionando os rótulos dos nós internos.Note ainda a relação que existe entre o subgrafo H induzido pelo módulo representadonum nó da árvore de deomposição modular e o tipo do nó. Se o tipo do nó for serial,então o grafo quoiente orrespondente é ompleto om dois ou mais vérties e, portanto,seu omplemento é desonexo, por onseguinte H é desonexo; se for paralelo, então ografo quoiente orrespondente não possui arestas mas possui dois ou mais vérties, sendo,portanto, desonexo e, onsequentemente, H também é desonexo; e se for vizinhança,
H e H são onexos uma vez que o grafo quoiente orrespondente ao nó é onexo e seuomplemento também o é.Ainda, nota-se que todos os módulos de um grafo G são araterizados pela sua árvore
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Figura 2.5: Árvore de deomposição modular rotulada.de deomposição modular T . Ou seja, M é um módulo de G se, e somente se, M é umnó de T ou M é a união de �lhos de um nó degenerado de T .2.4 Classes de grafosNesta seção serão estudadas algumas lasses que podem ser de�nidas em termos da deom-posição modular de seus grafos, embora, a prinípio, muitas delas tenham sido estudadassem auxílio desta poderosa ferramenta. O uso da deomposição modular em tais lassesdestaa-se por proporionar soluções lineares ou polinomiais para problemas que, paragrafos em geral, são NP-ompletos ou ainda indeterminados, omo o isomor�smo.Todas as lasses de grafos avaliadas nesta seção são onheidas omo lasses de grafosom �pouos� P4's. Isto porque estas lasses restringem a presença de P4 induzidos em seusgrafos, o que limita, de erta forma, a densidade loal destes subgrafos. Além disso, todasestas lasses possuem araterizações interessantes expressas em termos de propriedadesda árvore de deomposição modular de seus grafos.A Figura 2.6 exibe lasses de grafos nesta ondição e a relação de ontinênia entreelas. Em seguida, algumas notações são introduzidas e, então, algumas destas lasses sãode�nidas e araterizadas.Entre as lasses de grafos om pouos P4's, pode-se dar mais ênfase as lasses P4-arregada e P4-arregada estendida. Giakoumakis [31℄ introduziu estas lasses e tambémmostrou que problemas omo ilo máximo, oloração de vérties e lique máxima sãoresolvidos em tempo linear para os grafos destas lasses. A lasse P4-arregada estendidaontém muitas lasses bem estudadas, tais omo P4-arregada e P4-arrumada, que porsua vez, ontém as lasses P4-leve, P4-extensível, P4-esparsa e ografos [32℄. Cada umadestas sublasses possuem apliações espeí�as. Por exemplo, o número de dispersão(sattering number) e emparelhamento máximo são resolvidos em tempo linear em grafosda lasse P4-arrumada [32, 30℄.
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Figura 2.6: Diagrama de Hasse das lasses, adaptado de [32℄.As restrições que versam sobre estas lasses de grafos limitam a oorrênia de subgrafosinduzidos isomorfos ao P4 e o relaionamento que estes subgrafos mantêm entre si ou omos demais vérties do grafo. Dada a importânia do P4 para tais lasses, são introduzidasabaixo algumas notações que failitarão o uso destes oneitos.Dado um grafo G e um inteiro n > 1, de�ne-se Pn(G) = {P ⊆ V (G) : G[P ] ≃ Pn}.Em espeial, P4(G) ontém todos os onjuntos de quatro vérties que induzem em G umgrafo isomorfo ao P4.Considere um grafo G para o qual existem P ∈ P4(G) e v ∈ V (G) \ P . Tome seusubgrafo H = G[P ∪ {v}]. Se |P4(H)| ≥ 2, então o vértie v é hamado de pareiro de Pem G e denota-se por R(G,P ) o onjunto de todos os vérties pareiros de P em G. Noteque, neste aso, H é isomorfo a um dos grafos Z1 a Z7 da Figura 2.7. Caso ontrário, H éisomorfo a algum dos grafos dos asos I, U e B da mesma �gura, nos quais |P4(H)| = 1.A seguir serão estudadas algumas lasses om �pouos P4�. Os ografos, grafos P4-esparsos, grafos P4-leves e grafos P4-arregados são detalhados nas seções 2.4.1, 2.4.2,2.4.3 e 2.4.4. As lasses P4-esparsa estendida, P4-arrumada e P4-arregada estendida sãotratadas em onjunto pela Seção 2.4.5. Todas estas lasses são lasses hereditárias.
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Figura 2.7: Grafos de ino vérties om um P4 induzido (por {a, b, c, d}) e um vértieadiional (v). Os grafos Z1 a Z7 possuem ao menos outro P4 induzido no mesmo grafo,destaado por vérties vazados, de forma que, nestes grafos, v é pareiro do P4 induzidopor {a, b, c, d}.



2.4. Classes de grafos 142.4.1 CografosA lasse dos ografos (do inglês ograph) foi de�nida por vários autores em trabalhosindependentes e, assim, apareeu na literatura om vários sin�nimos, entre eles, D∗-grafos,grafos P4 restritos e HD-grafos. Contudo, a primeira de�nição da lasse [53℄ é reursiva edenomina um grafo simples por ografo se o mesmo satis�zer uma das seguintes ondições:
• Possuir um únio vértie; ou
• seu omplemento for um ografo; ou
• for a união disjunta de dois ografos (veja 2.1).Da própria de�nição segue que pode-se deompor qualquer ografo até seus vértiesisolados, alternadamente tomando seus omponentes onexos e omplementando-os. Vê-se failmente que esta deomposição é únia e pode ser representada omo uma árvore naqual os nós orrespondem às duas operações usadas e as folhas orrespondem aos vértiesdo grafo. Contudo, esta árvore de deomposição ontém nós om um únio �lho, daoperação de omplemento, que em seguida serão divididos em seus omponentes.Ao aglutinar estas duas operações, de�ne-se a o-árvore omo a árvore de deom-posição de ografos em subgrafos induzidos pelos vérties dos omponentes onexos dografo (rótulo 0 para operação de união) ou pelos vérties dos omponentes onexos doomplemento do grafo (rótulo 1 para operação join). Um exemplo de um ografo e suao-árvore estão na Figura 2.8.A o-árvore e a árvore de deomposição modular de um ografo são isomorfas e seusrótulos são orrespondentes, ou seja, os rótulos 0 e 1 da o-árvore orrespondem aosrótulos paralelo e serial da árvore de deomposição modular, respetivamente (esta relaçãopode ser vista na Figura 2.8). Com isso, os ografos são os únios grafos uja deomposiçãomodular não ontém nós do tipo vizinhança.Pode-se reonstruir um ografo a partir de seus vérties usando a o-árvore e as ope-rações de união e join. O grafo orrespondente a um nó de rótulo 0 (1) é obtido pelaunião (join) dos grafos orrespondentes aos �lhos deste nó na o-árvore.As adjaênias entre vérties de um ografo são expressas na sua o-árvore, uma vezque dois vérties de um ografo são vizinhos se, e somente se, o anestral omum aambos, mais distante da raiz, é um nó rotulado 1. Já que exibir a o-árvore é su�ientepara desrever o ografo, a hereditariedade da lasse (veja 2.1) é provada mostrando quedado um ografo G e sua o-árvore T , ao remover um vértie de G é possível adaptar Tpara representar o novo grafo.Lema 2.1 ([21℄). Todo subgrafo induzido de um ografo é um ografo.
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(a) Um ografo. (b) Co-árvore de (a). () Deomposição modular de (a).Figura 2.8: Um ografo e suas deomposições.Apesar dos ografos terem sido introduzidos por Lerhs [53℄, também foram estudadosindependentemente por vários pesquisadores, resultando em uma riqueza de arateriza-ções, das quais destaamos a seguinte [21℄: um grafo G é um ografo se, e somente se,não possuir subgrafos induzidos isomorfos ao P4.Também é onheido um algoritmo linear para onstrução da o-árvore e reonhe-imento da lasse [22℄, anterior aos algoritmos lineares de deomposição modular (paragrafos gerais), que também podem ser usados para este �m, sendo, porém, muito maisomplexos.2.4.2 P4-esparsaEsta lasse de grafos foi introduzida por Hoàng em sua dissertação de mestrado [42℄, naqual forneeu algumas araterizações equivalentes e mostrou que estes grafos são perfeitos(veja 2.1) e perfeitamente ordenáveis (veja 2.1).Um grafo G pertene à lasse P4-esparsa (do inglês P4-sparse) se, todo subgrafo Hinduzido em G, om ino vérties, satis�zer |P4(H)| ≤ 1, ou, de forma equivalente, separa todo P ∈ P4(G), tem-se que R(G,P ) = ∅. A seguir, examina-se uma família degrafos espeiais para esta lasse e então introduz-se algumas araterizações equivalentes.Um grafo G é uma aranha (do inglês spider) se V (G) pode ser partiionado emonjuntos K, S e R de forma que:
• K é uma lique, S é um onjunto independente e |K| = |S| ≥ 2;
• Existe uma bijeção b : K → S tal que:� ∀k ∈ K,NG(k) ∩ S = {b(k)}, aso em que G é hamado de aranha magra; ou� ∀k ∈ K,NG(k) ∩ S = S \ {b(k)}, aso em que G é hamado de aranha gorda.
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(a) Uma aranha magraom |K| = 4 e |R| = 1. (b) Uma aranha gorda om

|K| = 3 e |R| = 2.Figura 2.9: Aranhas gorda e magra.
• ∀r ∈ R, (K ⊆ NG(r)) e (NG(r) ∩ S) = ∅.A partição dos vérties de uma aranha segundo a de�nição aima será representadaomo (K,S,R) e referida omo partição an�nia ou simplesmente partição. Esta partiçãoestá bem de�nida, uma vez que é únia. A Figura 2.9 ontém exemplos de aranhas gordase magras. Vérties vazados pertenem à K, vérties negros pertenem à S e os vértiesem tom inza à R.Note que, qualquer subgrafo isomorfo ao P4 em uma aranha está ontido no subgrafo

G[R] ou no subgrafo G[K ∪ S] e, neste último aso, seus extremos (vérties de grau 1)estão em S e os vérties internos em K.A deomposição modular de uma aranha tem omo raiz um nó vizinhança. Alémdisso, todos os vérties em K e S são módulos fortes triviais, �lhos da raiz, e R, quandoexistir, será um módulo forte representado por outro �lho da raiz.Giakoumakis e Vanherpe propuseram para esta lasse uma araterização relaionadaa deomposição modular das aranhas.Teorema 2.2 ([33℄). Um grafo G pertene à lasse P4-esparsa se, e somente se, paratodo nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente for iso-morfo a uma aranha e seus fatores forem todos grafos triviais, exeto possivelmente aqueleorrespondente ao onjunto R, da partição an�nia (K,S,R) do grafo quoiente.Em outra araterização, por restrições loais, as aranhas apresentam papel impor-tante.Teorema 2.3 ([46℄). Um grafo G é um grafo P4-esparso se, e somente se, todo subgrafo
H induzido em G, om ao menos dois vérties, satisfaz uma das seguintes a�rmações:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• H é isomorfo a uma aranha.
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(a) O grafo H . (b) O grafo H .

() Um grafo da lasse P4-leve. (d) A deomposição modular dografo em ().Figura 2.10: Um grafo da lasse P4-leve e sua deomposição modular.A lasse também possui uma araterização por subgrafos proibidos, assim omo osografos, dada abaixo.Lema 2.4 ([46℄). Um grafo G é um grafo P4-esparso se, e somente se, não ontém nenhumsubgrafo induzido isomorfo a qualquer dos grafos {Z1, Z2, . . . , Z7} da Figura 2.7.2.4.3 P4-leveEsta lasse foi introduzida por Jamison e Olariu ([44℄) (neste denominada P4-lite) eontém todo grafoG ujos subgrafos induzidos de até seis vérties possuem no máximo dois
P4 induzidos ou são isomorfos ao grafo H ou ao grafo H da Figura 2.10 (que possuem seisvérties e três subgrafos isomorfos ao P4). A mesma �gura ontém um exemplo de grafoda lasse, embora o reonheimento destes grafos �que mais laro após a araterizaçãodada a seguir.Uma pseudo-aranha (do inglês pseudo-spider) é um grafo obtido de uma aranha departição an�nia (K,S,R), substituindo um vértie v ontido em K ∪ S por um par denovos vérties, v′ e v′′, e fazendo ambos adjaentes aos mesmos vérties aos quais v eraadjaente. Os novos vérties podem ser ou não adjaentes. A partição an�nia da pseudo-aranha é obtida da partição an�nia da aranha, removendo o vértie v de seu onjuntoe adiionando, ao mesmo, o par de novos vérties, v′ e v′′. Note que esta partição é úniapara uma pseudo-aranha. A deomposição modular de uma pseudo-aranha também tem



2.4. Classes de grafos 18omo raiz um nó vizinhança, ujo grafo quoiente é uma aranha.Com base no trabalho de Giakoumakis et al. [32℄, tem-se uma araterização onstru-tiva destes grafos.Teorema 2.5 ([32℄). Um grafo G é um grafo P4-leve se, e somente se, todo subgrafo Hinduzido em G, om ao menos dois vérties, satisfaz uma das seguintes a�rmações:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• H é isomorfo a uma aranha;
• H é isomorfo a uma pseudo-aranha; ou
• H é isomorfo a P5 ou a P5.No mesmo trabalho é apresentado um algoritmo de reonheimento linear baseado naárvore de deomposição modular, do qual obtém-se outra araterização para a lasse:Teorema 2.6 ([32℄). Um grafo G pertene à lasse P4-leve se, e somente se, para todo nóvizinhança de sua árvore de deomposição modular, seu grafo quoiente é isomorfo ao P5,ao P5 ou a uma aranha (vide Seção 2.4.2) e seus fatores são todos grafos triviais, exetoquando o grafo quoiente for isomorfo a uma aranha, aso em que o fator orrespondenteao onjunto R da partição an�nia do grafo quoiente não tem restrições adiionais emais um fator (orrespondente a um vértie de K ou S) pode possuir dois vérties.É fáil notar que esta lasse ontém todos os grafos P4-esparsos. Ainda, mostra-se queos grafos da lasse são brittle [44℄ (veja 2.1) e, portanto, perfeitamente ordenáveis.2.4.4 P4-arregadaGiakoumakis introduziu a lasse P4-arregada (do inglês P4-laden [31℄) omo ontendotodo grafo ujos subgrafos induzidos om até seis vérties ontém no máximo dois P4induzidos distintos ou são grafos split.Uma vez que os grafos H e H da Figura 2.10 são asos espeiais de grafos split,veri�a-se trivialmente que esta lasse ontém propriamente a lasse P4-leve. Além disso,foi dada uma araterização da lasse segundo sua deomposição modular, para a qualintroduz-se a seguinte notação: seja G um grafo split e {K,S} uma partição de seusvérties em uma lique e um onjunto independente. Denotam-se, por S(G), o subon-junto de S formado por vérties que não são vizinhos de pelo menos um vértie em K, ouseja, S(G) = {s ∈ S : NG(s) ( K}; por K(G), a vizinhança de S(G) (que está ontidaem K),isto é, K(G) = NG(S(G)) e por R(G), os demais vérties de G.



2.4. Classes de grafos 19Teorema 2.7 ([31℄). Um grafo pertene à lasse P4-arregada se, e somente se, o grafoquoiente de ada nó vizinhança de sua árvore de deomposição modular for isomorfo:
• ao P5 ou ao P5 e seus fatores forem grafos triviais; ou
• a uma aranha e seus fatores forem todos grafos triviais, exeto o fator orrespondenteao onjunto R (da partição an�nia da aranha), se não vazio, e mais outro vértiequalquer, ujo fator pode onter dois vérties; ou
• a um grafo split G e os fatores orrespondentes aos vérties em S(G) forem on-juntos independentes e os orrespondentes aos vérties em K(G) forem liques.Desta araterização, também deriva-se a araterização onstrutiva. Para tal, seum grafo H é formado a partir de um split G om uma partição split (K,S) pelasubstituição de vérties em R(G) por subgrafos quaisquer, então H é hamado um grafopseudo-split .Teorema 2.8. Um grafo G é um grafo P4-arregado se, e somente se, todo subgrafo Hinduzido em G, om ao menos dois vérties, satisfaz uma das seguintes a�rmações:
• H é desonexo;
• H é desonexo;
• H é isomorfo a uma pseudo-aranha;
• H é isomorfo a P5 ou a P5; ou
• H é um grafo pseudo-split (inlui as aranhas).No trabalho em que foi de�nida, também foi apresentado um algoritmo linear de reo-nheimento da lasse que valida os ritérios de�nidos no Teorema 2.7. Outra araterístiainteressante da lasse é que seus grafos são brittle, a exemplo de sua sublasse P4-leve.Na Figura 2.11 está exposto um grafo da lasse e sua deomposição modular. Noteem () que o grafo quoiente do nó de rótulo vizinhança é um grafo split, pois pode-separtiionar seus vérties na lique {b, d, e} e no onjunto independente {a, c, f}. O úniofator não trivial é o onjunto independente {a′, a′′}, que orresponde ao vértie a do grafoquoiente, pertenente a S(G).
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(a) Um grafo da lasse. (b) Sua deomposição modular. () O quoiente do nó raiz de (b).Figura 2.11: Um grafo da lasse P4-arregada.2.4.5 ExtensõesAs lasses de grafos P4-esparsa, P4-leve e P4-arregada, desritas anteriormente, foram es-tendidas através de um método omum, produzindo as lasses P4-esparsa estendida [33℄,P4-arrumada [32℄ (do inglês P4-tidy) e P4-arregada estendida [31℄. O método usadoonsiste em permitir que grafos das lasses estendidas possuam subgrafos induzidos iso-morfos ao C5. Desta forma, estas lasses podem ser araterizadas onstrutivamente, ombase na araterização da lasse que foi estendida, bastando permitir o C5 omo subgrafoinduzido. A araterização pela deomposição modular também pode ser obtida, permi-tindo que qualquer nó vizinhança de um grafo de uma destas lasses tenha omo grafoquoiente o C5 e seus fatores sejam grafos triviais.



Capítulo 3Separadores Minimais de GrafosP4-arregados estendidosNeste apítulo, desreve-se um algoritmo de omplexidade temporal linear para listar to-dos os separadores minimais de um grafo da lasse P4-arregada estendida. Para tanto,demonstra-se que para qualquer grafo da lasse P4-arregada estendida, o número de se-paradores minimais do grafo e a soma da ardinalidade de todos estes separadores sãolimitados por funções lineares no tamanho do grafo. Além disso, são dados limitantes dife-reniados e justos para a lasse P4-arregada estendida e para algumas de suas sublasses:P4-arregada, P4-arrumada e P4-leve.3.1 IntroduçãoUm separador é um onjunto de vérties de um grafo tal que, ao serem removidos, obtém-se um grafo desonexo (note que o onjunto ∅ é um separador de qualquer grafo deso-nexo). Um separador também é onheido omo orte de vérties. Dados dois vértiesdistintos do grafo, a e b, um separador é dito ab-separador se, ao remover seus vértiesdo grafo, não existe mais aminho entre a e b, ou seja, a e b �aram em omponentesonexos distintos do grafo resultante. Um ab-separador minimal é um ab-separador quenão ontém propriamente nenhum outro ab-separador do grafo. Por �m, um separadorminimal de um grafo é um ab-separador minimal, para algum par de vérties a e b dografo. O Problema dos Separadores Minimais (PSM) onsiste em determinar todos osseparadores minimais de um grafo.Como ilustração destes oneitos, onsidere os grafos na Figura 3.1. No aso (a), osseparadores minimais do grafo são os onjuntos {a, c, e}, {b, c, d}, {e}, {f, g} e {e, h}. Noteque o onjunto destes separadores não é minimal. Contudo, ada separador é minimalpara um par de vérties espeí�o. Por exemplo, {e, h} é um fg-separador minimal. Já21



3.1. Introdução 22o aso (b) ilustra uma família in�nita de grafos para os quais o número de separadoresminimais é exponenial no tamanho do grafo. Isto é fáil de ver, onsiderando que os
ab-separadores minimais são onjuntos {s1, s2, . . . , sn} nos quais si = xi ou si = yi, paratodo 1 ≤ i ≤ n. Logo, há, pelo menos, 2n separadores minimais num grafo om 2n + 2vérties e 3n arestas.

(a) (b)Figura 3.1: Grafos usados para exempli�ar o oneito de separadores minimais.Os separadores minimais de um grafo relaionam-se a outros oneitos em teoria dosgrafos, omo por exemplo a triangularização mínima [59, 41℄, bem omo são utilizados emalgoritmos para variados problemas, omo variações do Problema da Filogenia Perfeita [37,38℄. Além disso, Bouhitté e Todina [9, 10℄ mostraram que o treewidth e o preenhimentomínimo podem ser omputados em tempo polinomial em qualquer lasse de grafos ujosseparadores minimais forem limitados polinomialmente no tamanho do grafo. Note queambos os problemas são asos espeiais de triangularizações e são NP-Difíeis para grafosarbitrários [2, 73℄. Bodlaender e Rotis usaram a ténia da deomposição modular paramostrar que se os grafos primos obtidos na deomposição possuírem um número polinomialde separadores minimais, então os problemas aima itados são resolvidos em tempopolinomial. Os autores também demonstraram que estes problemas podem ser resolvidosem tempo polinomial em algumas lasses espeiais de grafos om um número exponenialde separadores minimais [8℄.A literatura ientí�a ontém uma série de algoritmos para listar todos os separadoresminimais de um grafo. O primeiro deles, de Kloks e Kratsh, tem omplexidade temporal
O(n5R) [51℄, no qual R é o número de separadores minimais do grafo. Em 2000, Berryet al. [5℄ publiaram um algoritmo de omplexidade temporal O(n3R). Convém notarque os grafos fraamente ordais, ordais, trapezoidais e de permutação possuem umnúmero polinomial de separadores minimais (veja revisões em [58, 51℄). Embora os grafosfraamente ordais ontenham tanto os grafos ordais omo os P4-arregados, o número deseparadores minimais de grafos ordais é O(n) [66℄ enquanto que para os grafos fraamenteordais é O(n + m) [6℄. Além disso, existem algoritmos para enontrar os separadores



3.2. Classe P4-esparsa 23minimais de grafos ordais [52, 7℄ e P4-esparsos [58℄ em tempo linear, de grafos fraamenteordais [6℄ em tempo O(m2) e de grafos planares 3-onexos [55℄ em tempo linear porseparador.Neste apítulo, será onsiderado o Problema dos Separadores Minimais restrito à lasseP4-arregada estendida, que ontém tanto a lasse P4-arrumada omo os grafos split.Como resultado deste trabalho, a lasse P4-arregada estendida �gura entre as lassesde grafos que possuem um algoritmo de tempo linear para este problema e ujo númerode separadores minimais é O(n). Ambos resultados são melhorias em relação aos grafosfraamente ordais, uma superlasse da P4-arregada.Na Seção 3.2 serão desritos os resultados onheidos para o PSM restrito à lasse P4-esparsa. Já na Seção 3.3 a ténia utilizada para a lasse P4-esparsa é generalizada paragrafos arbitrários através da deomposição modular. Na Seção 3.4 são araterizados osseparadores minimais de grafos da lasse P4-arregada estendida. Limitantes no número etamanho destes separadores minimais são dados na Seção 3.5. Na Seção 3.6 os limitantesdados são demonstrados justos. Finalmente, as onlusões deste trabalho são resumidasna Seção 3.7.No restante deste apítulo as seguintes notações serão utilizadas: λ(G) represen-tará o onjunto de todos os separadores minimais de um grafo G, lG = |λ(G)| e sG =
∑

X∈λ(G) |X|. Os dois últimos parâmetros representam o número e o tamanho da desriçãode todos os separadores minimais de um grafo.3.2 Classe P4-esparsaNesta seção desrevem-se os resultados já publiados por Nikolopoulos e Palios [58℄ sobreos separadores minimais de grafos P4-esparsa. Tais resultados ompreendem a desriçãodos separadores minimais de alguns tipos de grafos e suas omposições.Um grafo da lasse P4-esparsa é um grafo união, join ou uma aranha e todos seussubgrafos induzidos também satisfazem esta ondição. Assim, ao tratar estes três a-sos, pode-se omputar todos os separadores minimais da lasse. Este estudo foi feito eulminou no seguinte resultado.Lema 3.1 (Nikolopoulos e Palios [58℄). Considere um grafo G.
• Se G é desonexo e B1, B2, . . . , Bp, p ≥ 2, são seus omponentes onexos, então
λ(G) = {∅} ∪

⋃p
i=1 λ(Bi).

• Se G é desonexo e B1, B2, . . . , Bp, p ≥ 2, são os omplementos dos omponentesonexos de G, então T ∈ λ(G) se, e somente se, T = Ti ∪ (V (G) \ V (Bi)) e
Ti ∈ λ(Bi).
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• Se G é uma aranha om partição (K,S,R) então T ∈ λ(G) se, e somente, se� T = K ∪ TH e TH ∈ λ(H), sendo H = G[R]; ou� T = {v}, v ∈ K e G é uma aranha magra; ou� T = K \ {v}, v ∈ K e G é uma aranha gorda.Para ilustrar os separadores minimais de grafos união e join, dados pelo Lema 3.1,onsidere a Figura 3.2. O grafo união do item (a) tem omo separadores minimais osonjuntos ∅ (b1c1-separador minimal) e {a2} (a1a3-separador minimal), que são os sepa-radores minimais de ada operando, além do onjunto vazio. Já no item 3.2b, apresenta-seum grafo join tal que B1 = {a1, a2, a3, a4} e B2 = {b1, b2}. Este grafo tem omo sepa-radores minimais o onjunto {a1, a2, a3, a4}, que é a união do onjunto ∅ (b1b2-separadorminimal) om B1, e os onjuntos {a2, b1, b2} e {a3, b1, b2}, obtidos unindo B2 om osseparadores minimais de G[B1], {a2} e {a3}, respetivamente.

(a) Um grafo união. (b) Um grafo join.Figura 3.2: Grafos união e join para exemplo de separadores minimais.Além disso, na Figura 3.3 há exemplos de aranhas, ujos separadores minimais sãodados, também, pelo Lema 3.1. No item (a), os separadores minimais são {k1}, {k2}e {k3} (dados pelas vizinhanças dos vérties em S) e o separador {h2, k1, k2, k3} obtidounindo K ao separador minimal {h2}, de G[R], onde R = {h1, h2, h3}. A aranha doitem (b) tem omo separadores minimais os onjuntos {k1, k2}, {k1, k3} e {k2, k3}, quesão os vizinhos de ada vértie em S, já que R = ∅.
(a) Uma aranha magra. (b) Um aranha gorda.Figura 3.3: Aranhas para exemplo de separadores minimais.



3.3. Apliação da Deomposição Modular 25A �m de analisar o tempo gasto pelo algoritmo, é preiso onsiderar o número e otamanho total dos separadores minimais dos grafos. Nikolopoulos e Palios onduziramtal estudo e hegaram ao seguinte resultado.Teorema 3.2 (Nikolopoulos e Palios [58℄). Seja G um grafo P4-esparso om n vérties e
m arestas. Se G é desonexo, ele possui no máximo (2n− 1)/3 separadores minimais, ese G é onexo, possui no máximo (2n− 2)/3 separadores minimais. Em qualquer aso, otamanho total da desrição dos separadores minimais de G não exede 4m/3.3.3 Apliação da Deomposição ModularObserva-se que a desrição dos separadores minimais obtida por Nikolopoulos e Palios,dada no Lema 3.1, é dividida em três asos: grafos união, join e aranhas. Em adaum destes asos, a árvore de deomposição modular do grafo tem um nó raiz om rótulodistinto: paralelo, serial ou vizinhança, respetivamente. Ainda mais, ao onsiderar ografo quoiente do nó raiz, ele será um grafo sem arestas, ompleto ou uma aranha prima(tal que |R| ≤ 1). Os dois primeiros são os únios asos de grafos quoientes não primosem uma árvore de deomposição modular, enquanto o tereiro tipo é um aso espeial denó vizinhança.A relação entre os grafos onsiderados no Lema 3.1 e propriedades das suas árvoresde deomposição modular motivou o estudo da araterização dos separadores minimaisem situações mais gerais. A seguir, a questão será abordada para um grafo H qualquer,obtendo os separadores minimais deste grafo a partir dos separadores minimais do grafoinduzido por módulos de H e dos separadores minimais do respetivo grafo quoiente,obtido ontraindo tais módulos a um vértie. Note que, se o grafo H não possuir ummódulo não-trivial (om pelo menos dois e no máximo |V (H)| − 1 vérties), então o lemaabaixo não adiiona informações sobre os separadores minimais de H .Teorema 3.3. Seja H um grafo, M1, M2, . . ., Mp um onjunto de módulos de H, doisa dois disjuntos e tais que sua união forma V (H) (eles são uma partição de V (H) emmódulos), e G = H|{M1,M2, . . . ,Mp}. Seja vi, 1 ≤ i ≤ p, o vértie de G representantedo módulo Mi de H. Então, T é um separador minimal de H se, e somente se:
• T = T ′ ∪

(
⋃

vk∈NG(vi)
Mk

) se T ′ é um separador minimal de H [Mi]; ou
• T =

⋃

vk∈T ′ Mk e T ′ é um separador minimal de G.Demonstração. Com o objetivo de determinar os separadores minimais de H , serão exa-minados os pares de vérties não adjaentes {a, b}. Se a e b pertenem ao mesmo módulo
Mi, é fáil pereber que T = T ′ ∪ (

⋃

vk∈NG(vi)
Mk) é um separador minimal de H se, e



3.3. Apliação da Deomposição Modular 26somente se, T ′ é um separador minimal de H [Mi]. De fato, uma vez que Mi é um módulode H , os vérties de qualquer Mk, tal que vk ∈ Ng(vi), são todos adjaentes a todosos vérties de Mi e, portanto, T é um {a, b}-separador de H se, e somente se, T ′ é um
ab-separador de H [Mi]. Além disso, a minimalidade de T segue da minimalidade de T ′.Se a e b pertenerem a módulos distintos, Mi e Mj , onsidere o grafo ontraído G.Para ada aminho P de a a b em G, existe em H um onjunto de aminhos obtidos de
P pela substituição de ada vérties Vx de P por qualquer outro vértie vy de Mx. Logo,a remoção de T =

⋃

vk∈T ′ Mk desoneta a de b em H se, e somente se, a remoção de
T ′ desoneta vi e vj em G. Além disso, a minimalidade de T segue da minimalidadede T ′. Por �m, observa-se que se T é um ab-separador minimal de H , então T tambémé um separador minimal om respeito a qualquer outro par de vérties x e y, x ∈ Mi e
y ∈Mj .A Figura 3.4 exempli�a a onstrução dos separadores minimais de um grafo H deaordo om o Teorema 3.3. O item (a) representa um separador minimal S de H quetambém é separador minimal do grafo G, mostrado em (d), pois S não ontém os vérties
d1 e d2. Já o separador minimal apresentado no item (b) é obtido a partir do separadorminimal de G dado em (e), substituindo o vértie a pelo módulo M . O último aso,representado pelo item (), oorre quando um separador minimal deH é formado tomandoum separador minimal de H [M ] ({b2}) e aresentando os vérties adjaentes a b em G,onforme (f).

(a) Um separador minimaldisjunto de um módulo. (b) Um separador minimalontendo um módulo. () Um separador minimalontendo parte de um mó-dulo.
(d) Contração do mó-dulo M de (a). (e) Contração do mó-dulo M de (b). (f) Contração do módulo

M de ().Figura 3.4: Relação entre separadores minimais e módulos.



3.4. Classe P4-arregada estendida 27A apliação repetida dos resultados do Teorema 3.3 levam imediatamente a uma a-raterização dos separadores minimais de qualquer grafo, baseado em sua deomposiçãomodular.Nota-se também que parte dos resultados dados por Nikolopoulos e Palios no Lema 3.1podem ser provados usando o Teorema 3.3. Isto porque num grafo desonexo seus ompo-nentes onexos são módulos e num grafo ujo omplemento é desonexo, os omponentesonexos do omplemento do grafo também são seus módulos. O Teorema 3.3 tambémarateriza os separadores minimais de aranhas não primas a partir dos separadores mi-nimais de aranhas primas.O Teorema 3.3 fornee uma estratégia para omputar os separadores minimais de umgrafo a partir da sua deomposição modular. Dado um grafo G qualquer e sua árvore dedeomposição modular, T , partiionam-se os vérties de G em módulos fortes M1, M2, . . .,
Mt, representados pelas subárvores T1, T2, . . . Tt, de T , obtidas removendo-se a raiz de T .Pela ontração dos módulos M1,M2, . . . ,Mt, obtém-se o grafo quoiente Q de G, ujosseparadores minimais não podem ser omputados pelo mesmo algoritmo (já que Q podeser primo ou isomorfo a G). Já os separadores minimais dos grafos induzidos por adamódulo Mi podem ser omputados reursivamente, uma vez que a ADM de G[Mi] é Ti.Então, a simples apliação do Teorema 3.3 produz λ(G).O Algoritmo 1 omputa reursivamente os separadores minimais de um grafo qualquerusando a estratégia desrita. Relembre que a árvore de deomposição modular T de umgrafo, bem omo a onstrução dos grafos quoientes assoiados a ada nó interno de T podeser feita em tempo linear no tamanho de G. O Algoritmo 1 apenas exeuta uma busaem profundidade na árvore T , omputando, para ada nó, os separadores do subgrafoinduzido pelo orrespondente módulo. Logo, o tempo total do algoritmo depende de sGe da omplexidade para omputar os separadores minimais dos grafos quoientes.3.4 Classe P4-arregada estendidaNesta seção, o PSM será soluionado para uma superlasse dos grafos P4-esparsos, alasse P4-arregada estendida, de�nida na Seção 2.4.5. Para tanto, é neessário omputaros separadores minimais de todos os grafos que podem surgir omo quoientes da deom-posição modular de grafos da lasse P4-arregada estendida, ou seja, grafos split, C5, P5e P5, além dos quoientes dos grafos união e join, já onsiderados anteriormente. Noteque aranhas primas são grafos split.
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Algoritmo 1 Separadores minimais usando a deomposição modular (sepmin).Entrada: Um grafo G e sua ADM, T .Saída: λ(G) ontém todos os separadores minimais de G.
λ(G)← ∅Se |V (G)| ≥ 2 entãoObtenha o grafo quoiente Q da raiz de TComputar λ(Q) usando outro algoritmoPara ada separador minimal S ∈ λ(Q) faça

S ′ ← ∅Para ada vértie vi ∈ S faça
S ′ ← S ′ ∪MiFim Para

λ(G)← λ(G) ∪ {S ′}Fim ParaPara ada Mi faça
λ(Gi)← sepmin(Gi, Ti)Para ada separador minimal S ∈ λ(Mi) faça
S ′ ← SPara ada vértie vj ∈ NQ(vi) faça
S ′ ← S ′ ∪MjFim Para

λ(G)← λ(G) ∪ {S ′}Fim ParaFim ParaFim Se



3.4. Classe P4-arregada estendida 293.4.1 Grafos splitComo visto, os grafos split assumem um papel importante omo grafos quoiente de nósda deomposição modular de um grafo da lasse P4-arregada estendida. Logo, o primeiropasso para onsiderar esta lasse é, naturalmente, araterizar os separadores minimaisde um grafo split.Lema 3.4. Sejam G um grafo split e (K,S) uma partição split de G om K maximal.Então, P ∈ λ(G) se, e somente se, P = NG(v), v ∈ S.Demonstração. Considere um grafo split G om partição split (K,S) tal que K é umalique maximal. Note que, se G for um grafo ompleto, S = ∅ bem omo λ(G) = ∅.Se v ∈ S e P = NG(v) então existe um vértie u ∈ K \ P uma vez que K é maximal.Logo, P é um uv-separador pois v não tem vizinhos em G[V (G) \ P ]. Além disso, P éum uv-separador minimal uma vez que para qualquer w ∈ P , w é um vértie adjaente aambos u e v.Agora, onsidere P um separador minimal de G. Então, existe um {u, v} ⊂ V (G) talque P é um uv-separador minimal de G e uma das seguintes ondições deve ser satisfeita:
• u ∈ K e v ∈ S: Note que P deve onter todos os vérties em NG(v) ∩ NG(u),que é igual a NG(v) uma vez que NG(v) ⊂ K \ {u} ⊆ NG(u). Portanto, P é um
uv-separador minimal somente se P = NG(v).
• {u, v} ⊆ S: Uma vez que NG(u) ⊂ K e NG(v) ⊂ K, segue que NG(u) ⊆ P ou
NG(v) ⊆ P . Caso ontrário, existem x ∈ NG(u)\P e y ∈ NG(v)\P que formam umaminho (u, x, y, v) em G[V (G)\P ]. Agora, se P é um uv-separador minimal, P estáontido em NG(v) ou NG(u) uma vez que estes onjuntos são uv-separadores.Apresenta-se na Figura 3.5, um grafo split (a) om uma partição (K,S). Note queos vizinhos de s1 não formam um separador minimal, isto porque nesta partição, K não émaximal. O mesmo grafo é apresentado em (b) (fazendo k4 = s1), agora om uma partição

(K,S) na qual K é maximal. Observa-se que, neste grafo, os separadores minimais são osvizinhos de ada vértie em S, ou seja, {k2} e {k3}. Por �m, exibe-se em () um grafo quepossui múltiplas partições (K,S) om K maximal, uma delas obtida movendo s1 para Ke outra, movendo s2 para K. Note que, independentemente da esolha, os separadoresminimais dados pelo Lema 3.4 são sempre os mesmos, {k3} e {k1, k2, k3}.
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(a) Um grafo split. (b) Uma partição maximalpara o grafo (a). () Um grafo split omvárias partições maximais.Figura 3.5: Separadores minimais em grafos split.3.4.2 Outros asosPor �m, basta onsiderar um pequeno onjunto de grafos, que são permitidos omo grafosquoientes de nós da árvore de deomposição modular de um grafo P4-arregado esten-dido. Para tal, onsidere um P5 om vérties V (P5) = {a, b, c, d, e} e arestas E(P5) =

{{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}} e um C5 obtido adiionando a aresta {e, a} ao P5. Os sepa-radores minimais dos grafos em questão são forneidos na Tabela 3.1.Grafo Separadores minimais
P5 {b}, {c} e {d}
P5 {a, b}, {a, e} e {d, e}
C5 {a, c}, {a, d}, {b, d}, {b, e} e {c, e}Tabela 3.1: Separadores minimais de P5, P5 e C5.3.4.3 AlgoritmoEm vista dos resultados das seções anteriores, pode-se listar os separadores minimais dequalquer grafo da lasse P4-arregada estendida. Para tal, estende-se o Algoritmo 1, a �mde omputar os separadores minimais dos grafos quoientes que podem surgir nos nós daárvore de deomposição modular de um grafo desta lasse. Como já é sabido, estes grafossão os grafos ompletos, sem arestas, split ou isomorfos a C5, P5 ou P5. O algoritmoentão identi�a em qual desses asos se enquadra ada nó da árvore de deomposiçãomodular e omputa seus separadores minimais de aordo om os lemas 3.1 e 3.4.Cada nó da ADM de um grafo da lasse P4-arregada estendida pode ser lassi�ado(quando for um nó do tipo vizinhança, o grafo quoiente deve ser identi�ado omo umgrafo split ou um dos três asos simples aima desritos) em tempo total linear [31℄,através do reonheimento de grafos split [40℄.Todos os passos desritos estão representados no Algoritmo 2, o qual tem omo entradaum grafo primo da lasse P4-arregada estendida G. Note que aranhas não são tratadas



3.5. Limitantes 31expliitamente, pois são grafos split (quando primas). Além disso, pseudo-aranhas nãosão onsideradas, pois não são grafos primos e seus grafos quoiente são aranhas.Algoritmo 2 Separadores minimais para grafos quoiente de grafos P4-arregados esten-didos (sepminquo).Entrada: Um grafo G da lasse P4-arregada estendida que seja primo.Saída: λ(G) ontém todos os separadores minimais de G.Se G for isomorfo a C5, P5 ou P5 entãoProduzir λ(G) onforme valores pré-omputados.Senão Se G for um grafo sem arestas (quoiente de grafos união) então
λ(G)← {∅}Senão
λ(G)← ∅Se G for um grafo split entãoPara ada vértie si ∈ S faça

λ(G)← λ(G) ∪ {NG(si)}Fim ParaSenão Se G não for um grafo ompleto (quoiente de grafos join) entãoFalha pois G não satisfaz os pré-requisitos.Fim SeFim Se3.5 LimitantesO algoritmo apresentado na seção anterior alula os separadores minimais de qualquergrafo da lasse P4-arregada estendida em tempo linear, desde que o tamanho total dadesrição de todos eles, assim omo o número total de separadores minimais, sejam linearesno tamanho do grafo. Nesta seção, será mostrado que este fato é válido para os grafosP4-arregados estendidos e também serão dadas onstantes que limitam, em relação aotamanho do grafo, o tamanho e número de separadores minimais, para a lasse e váriassublasses.3.5.1 Fórmula geralO objetivo geral desta seção é mostrar que existem onstantes α e β tais que lG ≤ αnGe sG ≤ βmG, para qualquer grafo G da lasse P4-arregada estendida. Deste modo,esta lasse se assemelha ao grafos ordais, ambas om O(n) separadores minimais e sediferenia dos grafos fraamente ordais, om n+m separadores minimais. Note que, peloTeorema 3.2, se G for P4-esparso, então estas relações valem para α = 2/3 e β = 4/3.



3.5. Limitantes 32Em seu trabalho, Nikolopoulos e Palios mostraram que seus limitantes para grafosP4-esparsos eram justos exibindo uma família de ografos que satisfazem os limites dados.Uma análise desta família mostra que, à medida que tomamos grafos maiores na sequênia,estabelee-se a relação β = 2α, que também vale para grafos P4-esparsos. A onstruçãodesta família, será estendida a outras lasses de grafos na Seção 3.6.1, de forma que estarelação seja mantida.A seguir, serão omputados os limitantes para lG e sG para qualquer grafo G dalasse P4-arregada estendida e também para várias de suas sublasses (P4-arregada, P4-arrumada e P4-leve). Serão obtidos valores distintos de α para ada uma dessas lasses.Tais limitantes serão estabeleidos om auxílio da Propriedade que segue.Propriedade 3.5. Para um grafo G e um número real α ≥ 0, as seguintes ondições sãosatisfeitas:
sG ≤ 2αmG lG ≤

{

αnG − 1/3 , se G é desonexo;
αnG − 2/3 , se G é onexo.Note que todo grafo satisfaz as ondições da Propriedade 3.5 para algum valor positivode α. Além disso, se um grafo satisfaz tais ondições para α = x, ele também as satisfazpara qualquer α ≥ x. A Propriedade 3.5 será usada para lassi�ar famílias de grafos deaordo om o menor valor de α para o qual as ondições da propriedade valem. Estesvalores mínimos de α forneem limitantes para lG e sG nos grafos de ada família.3.5.2 Estudo de grafosNesta seção, serão onsideradas famílias de grafos às quais um grafo G da lasse P4-arregada estendida pode pertener. Estas famílias estão relaionadas à araterização dalasse via deomposição modular, dada no Teorema 2.7 da Seção 2.4.4. Para ada asoserão dadas ondições su�ientes para que o grafo G satisfaça a Propriedade 3.5.Embora os grafos união e join já tenham sido onsiderados por Nikolopoulos e Palios,tais grafos, nas lasses que serão tratadas neste apítulo, podem originar-se tendo omooperandos grafos que não foram onsiderados naquele trabalho, omo pseudo-aranhas.Desta forma, os grafos união e join serão analisados de forma mais genéria.Lema 3.6. Se G =

⋃p
i=1Gi, p ≥ 2, é uma união de grafos onexos Gi, então G satisfaza Propriedade 3.5 para α se ada Gi satisfaz a Propriedade 3.5 para α.



3.5. Limitantes 33Demonstração. Seja G =
⋃p

i=1Gi, p ≥ 2 uma união de grafos onexos Gi. Pelo Lema 3.1,
lG = 1 +

p
∑

i=1

lGi
≤ 1 +

p
∑

i=1

(αnGi
−

2

3
) = αnG +

3− 2p

3
≤ αnG −

1

3

sG =

p
∑

i=1

sGi
≤

p
∑

i=1

2αmGi
= 2αmG.Lema 3.7. Se G = G1 + G2 + . . . + Gp, p ≥ 2, é um grafo join, então G satisfaz aPropriedade 3.5 para α se ada Gi satisfaz a Propriedade 3.5 para α.Demonstração. Seja G = G1 +G2 + . . .+Gp, p ≥ 2 um grafo join. Pelo Lema 3.1,

lG =

p
∑

i=1

lGi
≤

p
∑

i=1

(αnGi
−

1

3
) = αnG −

p

3
≤ αnG −

2

3

sG =

p
∑

i=1

[(nG − nGi
)lGi

+ sGi
] ≤

p
∑

i=1

[(nG − nGi
)(αnGi

−
1

3
) + 2αmGi

]Uma vez que mG =

p
∑

i=1

[
nGi

2
(nG − nGi

) +mGi
], para que sG ≤ 2αmG é neessário

p
∑

i=1

[(nG − nGi
)(αnGi

−
1

3
) + 2αmGi

] ≤ 2α

p
∑

i=1

[
nGi

2
(nG − nGi

) +mGi
]que é válido uma vez que αnGi

−
1

3
≤ αnGi

, ∀i, 1 ≤ i ≤ p.Pelo Teorema 3.2 os ografos satisfazem a Propriedade 3.5 para qualquer α ≥ 2/3.Embora os lemas anteriores não imponham tal restrição e todo ografo possa ser omple-tamente deomposto pelas operações de união e join, ela surge omo onsequênia daondição lG ≤ αnG − 2/3 apliada ao ografo elementar, que é o grafo trivial (um grafoonexo de 1 vértie e sem nenhum separador).Em seguida, onsiderar-se-ão as aranhas, de forma a rea�rmar os resultados já o-nheidos e ampliar seu esopo, permitindo que o subgrafo induzido pela parte R sejaqualquer. Para tanto, a Tabela 3.2 onsolida os parâmetros relevantes para uma aranha
G, om partição (K,S,R), de ambas as espéies: magra e gorda, representando por nH ,
mH , lH e sH os respetivos parâmetros do grafo H = G[R] e onsiderando k = |K| = |S|.Alguns parâmetros reebem uma nomenlatura na tabela (omo mt e sT , nos quais te T referem-se a aranhas magras e gordas, respetivamente) para que suas expressõesaritmétias sejam refereniadas na avaliação das pseudo-aranhas.



3.5. Limitantes 34Espéie Número de vérties Número de separadores (lG)Ambas nG = nH + 2k lG = lH + k(a) Cardinalidade.Espéie Número de arestas Tamanho dos separadores (sG)Magra mt = mH + (k2 + k)/2 + knH st = sH + lHk + kGorda mT = mH + 3(k2 − k)/2 + knH sT = sH + lHk + k(k − 1)(b) Tamanho.Tabela 3.2: Parâmetros para separadores minimais de aranhas.Lema 3.8. Seja G uma aranha om partição (K,S,R) e H = G[R]. Se R 6= ∅ e Hsatisfaz a Propriedade 3.5 para α, então G satisfaz a Propriedade 3.5 para max{α, 2/3}.Se R = ∅, então G satisfaz a Propriedade 3.5 para α = 2/3.Demonstração. Seja G uma aranha om partição (K,S,R). Note que k ≥ 2. PeloLema 3.1 e uma vez que R pode ser vazio (mas lH ≥ 0) tem-se que lG = k+ lH ≤ k+αnH .Dado que G é onexo, deseja-se que lG ≤ αnG − 2/3.
k + αnH ≤ α(nH + 2k)−

2

3
⇐⇒ k ≤ 2αk −

2

3

α ≥
k + 2

3

2k
que é verdadeiro se α ≥

2

3Para provar que sG ≤ 2αmG, dois asos são analisados. O primeiro trata o aso emque G é uma aranha magra e o outro quando G é uma aranha gorda. Em ambos os asos,o limitante é obtido da hipótese sobre H e das equações dadas na Tabela 3.2.Se G é uma aranha magra tem-se que:
sG = sH + lHk + k ≤ 2αmH + αnHk + k

sG ≤ 2αmG se 2αmH + αnHk + k ≤ 2α(mH + nHk +
k2

2
+

k

2
)

αnHk + k ≤ α(2nHk + k2 + k)

αnH + 1 ≤ α(2nH + k + 1)

α ≥
1

nH + k + 1
que é válido se α ≥ 1/3.



3.5. Limitantes 35Finalmente, se G é uma aranha gorda:
sG = sH + lHk + k2 − k ≤ 2αmH + αnHk + k2 − k

sG ≤ 2αmG se 2αmH + αnHk + k2 − k ≤ 2α(mH + nHk +
3k2

2
−

3k

2
)

αnHk + k2 − k ≤ α(2nHk + 3k2 − 3k)

αnH + k − 1 ≤ α(2nH + 3k − 3)que é verdadeiro se k − 1 ≤ α(3k − 3)e, onsequentemente, se α ≥ 1/3.Com isto, os resultados de Nikolopoulos e Palios sobre grafos P4-esparsos (Teorema 3.2)também podem ser onluídos dos lemas 3.6, 3.7 e 3.8, dado que todos os possíveis grafosquoientes em nós da árvore de deomposição modular de um grafo P4-esparso satisfazema Propriedade 3.5 para α ≥ 2/3.A �m de onsiderar a lasse P4-arregada estendida e sublasses, que motivaram esteestudo, serão onsideradas a seguir as pseudo-aranhas. Pode-se araterizar os separadoresminimais de tais grafos om a apliação direta do Teorema 3.3 sobre os separadoresminimais de uma aranha, uma vez que os vérties v′ e v′′ da pseudo-aranha, que resultamda divisão do vértie v da aranha, formam um módulo. Além disso, a ontração de talmódulo na pseudo-aranha, produz a aranha original.Corolário 3.9. Sejam G′ uma aranha om partição (K,S,R) e G uma pseudo-aranhaobtida de G′ dividindo um vértie v em dois vérties v′ e v′′. Então, T ∈ λ(G) se, esomente se,
• T = T ′, onde T ′ ∈ λ(G′) e v /∈ T ′; ou
• T = (T ′ \ {v}) ∪ {v′, v′′}, onde T ′ ∈ λ(G′) e v ∈ T ′; ou
• T = NG(v

′) = NG(v
′′), se v ∈ K e v′ não é adjaente a v′′.Na Figura 3.6 são apresentadas uma aranha (a), ujos separadores minimais são {k1},

{k2} e {k3}, além de duas pseudo-aranhas derivadas desta aranha. No aso (b), os separa-dores minimais são idêntios aos da aranha, já que nenhum deles ontém v e o separadorminimal de v′ e v′′ é {k1}, já onsiderado. Já para a pseudo-aranha em (), o separador mi-nimal {k1} da aranha, torna-se {v′, v′′}, pois v = k1, e o grafo tem um novo v′v′′-separadorminimal, {s1, k2, k3}.Agora, os valores de lG e sG para uma pseudo-aranha G om partição (K,S,R) serãoalulados usando o Corolário 3.9. Seja k = min{|K|, |S|} e H = G[R]. Se G é uma
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(a) Uma aranha magra. (b) Uma pseudo-aranhaobtida fazendo v = s1. () Uma pseudo-aranhaobtida fazendo v = k1.Figura 3.6: Pseudo-aranhas para exemplos de separadores minimais.pseudo-aranha obtida de uma aranha om partição (K ′, S ′, R) pela divisão de um vértie

v ∈ K ′ em dois vérties não adjaentes, v′ e v′′, então lG = lH + k + 1. Para os demaistipos de pseudo-aranhas, tem-se que lG = lH + k. Note também que nG = nH + 2k + 1para qualquer pseudo-aranha. Finalmente, na Tabela 3.3 são forneidos os valores de mGe sG, baseados nos valores de st, mt, sT , e mT para aranhas, dados na Tabela 3.2.
{v′, v′′} /∈ E(G) {v′, v′′} ∈ E(G)Espéie v ∈ S v ∈ K v ∈ S v ∈ KMagra mt + 1 mt + k + nH mt + 2 mt + k + nH + 1Gorda mT + k − 1 mT + 2k + nH − 2 mT + k mT + 2k + nH − 1(a) Número de arestas em pseudo-aranhas.

v ∈ S v ∈ KEspéie � {v′, v′′} ∈ E(G) {v′, v′′} /∈ E(G)Magra st st + lH + 1 st + lH + k + nH + 1Gorda sT sT + lH + k − 1 sT + lH + 3k + nH − 3(b) Tamanho dos separadores minimais de pseudo-aranhas.Tabela 3.3: Parâmetros para separadores minimais de pseudo-aranhas.Agora, estabeleem-se os limitantes para separadores minimais de pseudo-aranhas.Lema 3.10. Seja G uma pseudo-aranha om partição (K,S,R) e H = G[R]. Se R 6= ∅e H satisfaz a Propriedade 3.5 para α, então o grafo G satisfaz a Propriedade 3.5 para
max{α, 11/15}. Se R = ∅, então G satisfaz a Propriedade 3.5 para α = 11/15.Demonstração. Seja G uma pseudo-aranha om partição (K,S,R). Lembre-se que k ≥ 2.Portanto, pelo Corolário 3.9 e hipótese sobre H , tem-se que lG ≤ k+ lH+1 ≤ k+αnH+1.



3.5. Limitantes 37Logo, para que lG ≤ αnG − 2/3, é neessário que
k + αnH + 1 ≤ α(nH + 2k + 1)−

2

3

k + 1 ≤ 2αk + α−
2

3

α ≥
k + 5

3

2k + 1
, que é satisfeito para α ≥

11

15
.Por de�nição de pseudo-aranhas, existem dois vérties v′ e v′′ em K ou em S quepodem ser ontraídos para obter uma aranha G′. Considere os seguintes asos:

• {v′, v′′} ⊂ S: Pelo Corolário 3.9, sG = sG′ e, pelo Lema 3.1, sG ≤ 2αmG′ < 2αmG,para α ≥ 1/3.
• {v′, v′′} ⊂ K e v′ não é adjaente a v′′: Nesse aso, são usadas as equações dadasnas Tabelas 3.2 e 3.3.Seja G uma pseudo-aranha magra. Portanto, sG = sH + lH(k + 1) + 2k + nH + 1 ≤

2αmH +αnH(k+1)+2k+nH +1 e mG = mH +nHk+nH +(k2+3k)/2. Note quese R = ∅, H não existe e a inequação lH ≤ αnH − 1/3 é falsa para qualquer valorde α. Para ontornar esta situação, usa-se a inequação relaxada lH ≤ αnH , que éválida para R = ∅ assim omo para R 6= ∅. Logo, sG ≤ 2αmG se
αnH(k + 1) + 2k + nH + 1 ≤ α(2nHk + 2nH + k2 + 3k),que é satisfeita se (a) αnH(k + 1) + nH ≤ 2αnH(k + 1)

α ≥
1

k + 1
, verdadeira se α ≥

1

3e se (b) 2k + 1 ≤ α(k2 + 3k)

α ≥
2

k + 3
+

1

k2 + 3k
, verdadeira se α ≥

1

2
.Caso ontrário, G é uma pseudo-aranha gorda e, portanto, sG = sH + lH(k + 1) +

k2 + 2k + nH − 3 ≤ 2αmH + αnH(k + 1) + k2 + 2k + nH − 3 e mG = mH + nHk +

nH + (3k2 + k)/2− 2. Usando-se a mesma inequação relaxada que do aso anterior,tem-se que sG ≤ 2αmG se
αnH(k + 1) + k2 + 2k + nH − 3 ≤ α(2nHk + 2nH + 3k2 + k − 4),que é satisfeita se (a) αnH(k + 1) + nH ≤ 2αnH(k + 1)→ α ≥

1

3e (b) k2 + 2k − 3 ≤ α(3k2 + k − 4)→ α ≥
1

2
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• {v′, v′′} ⊂ K e v′ é adjaente a v′′: Seja G∗ a pseudo-aranha obtida de G removendoa aresta {v′, v′′}. Portanto, pelo Corolário 3.9 e resultados anteriores, segue que
s(G) < s(G∗) ≤ 2αmG∗ < 2αmG para α ≥ max{α, 1/2}.Este resultado sugere que um grafo G que ontenha, omo subgrafo induzido, umapseudo-aranha possui limitantes para lG e sG maiores que os limitantes válidos para grafosP4-esparsos. O mesmo oorre para os grafos split, onforme o resultado a seguir.Lema 3.11. Um grafo split G onexo e om pelo menos dois vérties, satisfaz lG ≤ nG−2e sG ≤ mG.Demonstração. Seja G um grafo split om partição split (K,S), tal que K é maximal.Diretamente do Lema 3.4, tem-se que lG ≤ |S|. Além disso, uma vez que K é maximal eo grafo tem ao menos dois vérties, |K| ≥ 2 e |S| ≤ nG − 2. Cada separador minimal de

G é um onjunto P = NG(v), v ∈ S. Portanto, ada vértie u ∈ P pode ser assoiado auma aresta distinta {u, v} em G. Logo, sG ≤ mG.Como onsequênia direta do Lema 3.11, pode-se estabeleer outro limitante para osgrafos split.Corolário 3.12. Um grafo split satisfaz a Propriedade 3.5 para qualquer α ≥ 1.Todavia, em grafos da lasse P4-arregada estendida, permite-se que nós da árvore dedeomposição modular orrespondam a grafos pseudo-split, obtidos a partir de grafossplit, nos quais alguns vérties podem ser substituídos por outro grafo da lasse P4-arregada estendida (veja a de�nição na Seção 2.4.4). Neste aso, se um nó da árvorerepresenta um grafo pseudo-split G, então o grafo quoiente deste nó será um grafosplit primo, G′. Logo, |R(G′)| ≤ 1, pois R(G′) é um módulo de G′. Dado o grafoquoiente G′, a pseudo-aranha G pode ser produzida a partir de G′ expandindo vértiesem K(G′) para grafos ompletos, vérties em S(G′) para grafos sem arestas e, por �m,o vértie em R(G′) para um grafo da lasse P4-arregada estendida (pois a lasse é here-ditária). Note que, ao expandir apenas os vérties em S(G′) e K(G′), o grafo resultanteainda é um grafo split, G′′, tal que |R(G′′)| ≤ 1. Logo, basta onsiderar a expansão deum únio vértie em um grafo split para tratar este aso, feita no lema a seguir.Lema 3.13. Sejam G um grafo, M um módulo de G, 2 ≤ |M | < nG, G′ = G|{M} e
v um vértie representante de M . Se G′ é um grafo split onexo om partição split
(K ′, S ′) tal que v ∈ K ′, NG(v) ∩ S ′ = ∅, então G satisfaz a Propriedade 3.5 para α se
G[M ] também satisfaz esse fato para α, om α ≥ 1.



3.5. Limitantes 39Demonstração. Seja H = G[M ]. Note que, por onstrução de G′,
nG = nG′ + nH − 1 e mG = mG′ +mH + (|K ′| − 1)(nH − 1).Por hipótese, (K ′, S ′) é uma partição split de G′. Como v não tem vizinhos em S ′, então

K ′ é maximal e, pelo Lema 3.4, v não partiipa de qualquer separador minimal de G′.Logo, pelo Teorema 3.3, tem-se que
lG = lG′ + lH e sG = sG′ + sH + lH(|K

′| − 1).Como o grafo G′ é onexo e nG′ ≥ 2, segue, pelo Lema 3.11, que lG′ ≤ nG′ − 2 e
sG′ ≤ mG′.Primeiramente, será provada a restrição para lG, ou seja, lG ≤ αnG − 2/3.

lG′ + lH ≤ α(nG′ + nH − 1)− 2/3pela hipótese sobre H , lH ≤ αnH − 1/3portanto, lG′ ≤ α(nG′ − 1)− 1/3.Uma vez que lG′ ≤ nG′ − 2, basta que 0 ≤ α(nG′ − 1)− nG′ + 5/3.Ou seja, α ≥ nG′ − 5/3

nG′ − 1
que é verdadeiro se α ≥ 1.Agora, resta provar que sG ≤ 2αmG.

sG′ + sH + lH(|K
′| − 1) ≤ 2α(mG′ +mH + (nH − 1)(|K ′| − 1))pela hipótese sobre H , sH ≤ 2αmHportanto, sG′ + lH(|K

′| − 1) ≤ 2α(mG′ + (nH − 1)(|K ′| − 1))novamente pela hipótese sobre H , lH(|K ′| − 1) ≤ (αnH − 1/3)(|K ′| − 1)logo, sG′ ≤ α(2mG′ + (nH − 2)(|K ′| − 1)) + |K ′|/3− 1/3omo G′ é um grafo split, sG′ ≤ mG′e basta que 0 ≤ α(2mG′ + (nH − 2)(|K ′| − 1)) + |K ′|/3− 1/3−mG′.Então, α ≥ mG′ − (|K ′| − 1)/3

2mG′ + (nH − 2)(|K ′| − 1)e assim é su�iente que α ≥ 1/2.(Note que mG′ ≥ 1 uma vez que nG′ ≥ 2 e G′ é um grafo onexo por hipótese.)Nesta seção, foram dados limitantes para uma série de famílias de grafos, baseando-senos requisitos de�nidos pela Propriedade 3.5. A Tabela 3.4 resume os resultados paraonsulta e omparação dos valores mínimos para α permitidos em ada aso. Note que



3.5. Limitantes 40os resultados são válidos para grafos união e join, desde que ada operando satisfaçaa proposição para o valor de α em questão. Ainda, para aranhas e pseudo-aranhas, éneessário que o subgrafo induzido pela abeça (parte R) também satisfaça a proposiçãopara o mesmo α. Grafo Menor α Referênia (Lema)União - 3.6Join - 3.7Aranha 2/3 3.8Pseudo-aranha 11/15 3.10Split modi�ado 1 3.13Tabela 3.4: Resumo da Propriedade 3.5 para algumas famílias de grafos.Por �m, a deomposição modular de um grafo P4-arregado estendido pode onter nósdo tipo vizinhança que orrespondem a um onjunto �nito de subgrafos induzidos. Taisgrafos foram listados na Seção 3.4.2 juntamente om seus separadores minimais. Destaforma, alulam-se os valores mínimos de α que satisfazem a Propriedade 3.5 para estesgrafos na Tabela 3.5. Grafo (G) nG mG lG sG Menor α
K1 1 0 0 0 2/3
P5 5 4 3 3 11/15

P5 5 6 3 6 11/15
C5 5 5 5 10 17/15Tabela 3.5: Propriedade 3.5 para alguns grafos.3.5.3 Estudo de lassesApós analisar as famílias de grafos na Seção 3.5.2, tem-se reursos su�ientes para estabe-leer limitantes para os separadores minimais de quaisquer grafos na lasse P4-arregadaestendida. Além disso, serão dados limitantes melhores para algumas de suas sublasses.Em todas as lasses novas onsideradas, a deomposição modular de um grafo dalasse pode onter nós orrespondentes a grafos união, join e aranhas, assim omo nosgrafos P4-esparsos. Além disso, os nós podem orresponder a pseudo-aranhas e, onformeo aso, a grafos split ou a um C5, P5 ou seu omplemento (P5). Cada um destes grafossatisfaz a Propriedade 3.5 para valores mínimos de α resumidos na Tabela 3.4. Comoonsequênia, em ada lasse, valerá a maior restrição para α entre todas as possíveis. O



3.6. Limitantes justos 41resultado está dado na Tabela 3.6, que identi�a o tipo de grafo permitido em ada lassee o menor limitante α válido.Classe Pseudo-aranha P5 e P5 C5 Split αP4-leve • • 11/15P4-arregada • • • 1P4-arrumada • • • 17/15P4-arregada estendida • • • • 17/15Tabela 3.6: Limitantes dos separadores minimais das lasses de interesse.Assim, prova-se o prinipal resultado deste apítulo.Teorema 3.14. Se G é um grafo P4-leve, então lG ≤ 11nG/15 e sG ≤ 22mG/15. Se Gé um grafo P4-arregado, então lG ≤ nG e sG ≤ 2mG. Se G é um grafo P4-arrumado ouum P4-arregado estendido, então lG ≤ 17nG/15 e sG ≤ 34mG/15.Demonstração. É su�iente mostrar que a Propriedade 3.5 é válida para grafos P4-levesom α = 11/15, para grafos P4-arregados om α = 1 e para P4-arrumados e P4-arregadosestendidos om α = 17/15.A prova segue por indução no número de vérties do grafo, na qual a base é um entrequatro grafos onexos espeiais, ujos separadores minimais obedeem aos parâmetrosexpostos na Tabela 3.5, que também fornee os menores valores de α para que tais grafossatisfaçam a Propriedade 3.5.Dado um grafo de uma das lasses onsideradas, ou ele é um dos grafos da base daindução, ou é um grafo união, join, aranha, pseudo-aranha ou split (dependendo dalasse onsiderada). Em ada aso, os valores mínimos de α para ada um destes grafosfoi demonstrado nos Lemas 3.6, 3.7, 3.8 e 3.10 e do Corolário 3.12.Para ada lasse, toma-se o maior valor mínimo exigido para α entre os possíveisgrafos permitidos, resumidos na Tabela 3.6. Assim, nos asos de grafos união e join,os operandos, por hipótese de indução satisfazem a Propriedade 3.5 para o valor de αdesejado. Nos asos de pseudo-aranhas e aranhas, o grafo induzido pela abeça, se houver,também atenderá à propriedade desejada.3.6 Limitantes justosOs limites apresentados na seção anterior para a lasse P4-arregada estendida e algumasde suas sublasses são, de fato, justos no sentido que não há melhor razão para limitar
lG e sG em relação a nG e mG, respetivamente, que seja válida para todos os grafos emada lasse. Isto será provado nesta seção, fazendo uso de uma onstrução já usada porNikolopoulos e Palios.



3.6. Limitantes justos 423.6.1 Construção padrãoA família da onstrução padrão é formada por uma sequênia in�nita de grafos, na qualo primeiro grafo G0 é qualquer grafo onexo dado, G1 = G0 ∪G0, G2 = G1 +G1 e assimsuessivamente, ada grafo sendo, alternadamente, a união ou join entre duas ópias dografo anterior na sequênia. Nikolopoulos e Palios utilizaram esta onstrução fazendo G0ser o grafo trivial (K1).A Figura 3.7 ilustra a onstrução padrão. No item (a), está representado o grafo
G2 quando G0 é o grafo trivial, de forma que este é um grafo da onstrução originalde Nikolopoulos e Palios. Já no item (b), está representado o mesmo grafo G2 quando
G0 é formado por dois vérties não-adjaentes. Por �m, o item () ilustra a árvore dedeomposição modular de um grafo da sequênia. Nas folhas desta árvore deve-se inluira árvore de deomposição modular do grafo G0 esolhido.

(a) G2 para G0 ≃ K1. (b) G2 para G0 ≃ K2. () Deomposição modular de G2n.Figura 3.7: Construção padrão para grafos om limitantes justos.No aso mais genério em que onsidera-se um grafo G0 onexo qualquer, onforme seavança na sequênia, as razões lGi
/nGi

e sGi
/mGi

tendem a limites que dependem apenasdos parâmetros do grafo G0, base da sequênia. Fato este dado pelo Lema 3.15, no qualsimpli�a-se a notação da seguinte forma: ni = nGi
, mi = mGi

, li = lGi
e si = sGi

.Lema 3.15. Dado um grafo base G0 para produzir a sequênia in�nita de grafos de�nidosaima, as razões li/ni e si/mi tornam-se tão próximas de (l0 + 2/3)/n0 e 2(l0 + 2/3)/n0quanto se queira, respetivamente, usando valores resentes de i.Demonstração. Como mostrado no Lema 3.1, pode-se inferir que:
li = 2li−1, para i = 0 (mod 2) e li = 2li−1 + 1, para i = 1 (mod 2),



3.6. Limitantes justos 43o que, para i = 0 (mod 2) e grande o su�iente, leva a:
li = 2li−1 = 4li−2 + 2 = 4(4li−4 + 2) + 2 = . . .

= 2il0 + 2

i/2−1
∑

j=0

4j = 2i(l0 +
2

3
)−

2

3
.Agora, uma vez que ni = n0 · 2

i, tem-se que, para i = 0 (mod 2), i ≥ 2:
lim
i→∞

li
ni

= lim
i→∞

(
l0 +

2
3

n0
−

2
3

2in0
) =

l0 +
2
3

n0
.Considere, agora, a relação entre si e mi. Pelo Lema 3.1:

si = 2si−1, para i = 1 (mod 2) e si = 2si−1 + 2li−1ni−1, para i = 0 (mod 2).Para i = 0 (mod 2), i ≥ 2, si pode se esrito omo
si = 2si−1 + 2li−1ni−1 = 4si−2 + 2

li
2

ni

2
= 4si−2 +

lini

2
.Portanto, para i = 0 (mod 2) e grande o su�iente, segue que

si = 4(4si−4 +
li−2ni−2

2
) +

lini

2
= 42si−4 + 4

li−2ni−2

2
+

lini

2
.Generalizando, si = 2is0 +

i/2
∑

j=1

4i/2−jl2jn2j

2
= 2is0 +

2i

2

i/2
∑

j=1

l2jn2j

4jno entanto, l2jn2j

4j
=

(4j(l0 +
2
3
)− 2

3
)4jn0

4j
= 4jn0(l0 +

2

3
)−

2n0

3e i/2
∑

j=1

l2jn2j

4j
=

i/2
∑

j=1

4jn0(l0 +
2

3
)−

i/2
∑

j=1

2n0

3
= 4n0(l0 +

2

3
)
2i − 1

3
−

in0

3
,os quais impliam que si = 2i(s0 + 2n0(l0 +

2

3
)
2i − 1

3
−

in0

6
).Do Lema 3.1 tem-se que

mi = 2mi−1, para i = 1 (mod 2) e mi = 2mi−1 + n2
i−1, para i = 0 (mod 2).Portanto, para i = 0 (mod 2), i ≥ 2, segue que

mi = 2mi−1 + n2
i−1 = 4mi−2 + n2

i−1 = 4(mi−2 + n2
i−2)

= 4(4(mi−4 + n2
i−4) + n2

i−2) = 42mi−4 + 42n2
i−4 + 4n2

i−2

= 2im0 +

i/2−1
∑

j=0

4i/2−jn2
2j = 2im0 +

i/2−1
∑

j=0

4i/2−j(22jn0)
2

= 2im0 + n2
0

i/2−1
∑

j=0

4j+i/2 = 2im0 + 2in2
0

2i − 1

3
.



3.6. Limitantes justos 44Finalmente, a razão si/mi pode ser estabeleida:
si
mi

=
2i(s0 + 2n0(l0 +

2
3
)2

i−1
3
− in0

6
)

2im0 + 2in2
0
2i−1
3

=
s0 + 2n0(l0 +

2
3
)2

i−1
3
− in0

6

m0 + n2
0
2i−1
3

=
6s0 + 4n0(l0 +

2
3
)(2i − 1)− in0

6m0 + 2n2
0(2

i − 1)
.Logo, obtém-se

lim
i→∞

si
mi

=
2(l0 +

2
3
)

n0

.3.6.2 Estudo das sublassesA partir da onstrução padrão estudada na Seção 3.6.1, serão exibidos grafos ujos se-paradores minimais se aproximam dos limitantes dados na Seção 3.5.3 tanto quanto sedesejar. Desta forma, nenhuma relação menor que as exibidas é válida para todos osgrafos de ada lasse onsiderada.Teorema 3.16. Os limitantes dados no Teorema 3.14 são justos para ada lasse degrafos onsiderada.Demonstração. Tomando G0 = P5, ada Gi seria um grafo P4-leve. Já onsiderando
G0 = C5, ada Gi seria um grafo P4-arrumado.Pelo Lema 3.15, se G0 = P5, existem grafos P4-leves ujas razões li/ni e si/mi sãoas mais próximas a 11/15 e 22/15, respetivamente, quanto se queira. Da mesma forma,usando-se G0 = C5 pode-se produzir grafos P4-arrumados, ujas razões se aproximam de
17/15 e 34/15.Resta mostrar que existe uma família de grafos P4-arregados para os quais a razão
lG/nG se aproxima de 1 enquanto sG/mG, de 2. Para tanto, onsidera-se a seguintesequênia de grafos split:Seja Hj um grafo split om uma lique K = {k1, k2, . . . , kj}. Considere C = {Y ⊂

K : Y 6= ∅} e para ada X ∈ C, ria-se um vértie vX em S tal que NHj
(vX) = X . Poronstrução e pelo Lema 3.11, λ(Hj) = C.Observe que lHj

= 2j − 2 e sHj
= j2j−1 − j, enquanto que nHj

= 2j + j − 2 e
mHj

= j2j−1 − j + j(j − 1)/2. Isto permite mostrar que
lim
j→∞

lHj

nHj

= lim
j→∞

2j − 2

2j + j − 2
= 1 e lim

j→∞

sHj

mHj

= lim
j→∞

j2j−1 − j

j2j−1 + j(j−3)
2

= 1.



3.7. Conlusão 45Agora, se for usado omo G0 um grafo split Hj nesta sequênia, serão produzidosgrafos Gi tais que li/ni tende a (lHj
+2/3)/nHj

e si/mi a 2(lHj
+2/3)/nHj

. Usando valoresresentes de j para Hj ,
lim
j→∞

lHj
+ 2

3

nHj

= 1 +
2
3

2j + j − 2
= 1 e lim

j→∞
2
lHj

+ 2
3

nHj

= 2 +
4
3

2j + j − 2
= 2.

3.7 ConlusãoO problema da listagem dos separadores minimais foi abordado, dissertando-se sobre seusaspetos e informações sobre o aso geral. Também foi desrito um algoritmo e�ientepara resolver o problema na lasse P4-esparsa, apresentado por Nikolopoulos e Palios.Em seguida, foi exposta uma generalização daquela ténia, fruto de nossa ontribui-ção, fazendo uso direto da deomposição modular e dos grafos quoiente para obter osseparadores minimais de um grafo qualquer. Então, apliou-se a ténia em um on-junto de superlasses dos grafos P4-esparsos, dado pelas lasses P4-leve, P4-arrumada,P4-arregada e P4-arregada estendida.Para ada uma das lasses onsideradas foram dados limitantes para o número e ta-manho total dos separadores minimais dos grafos que elas ontêm. Em todos os asos, onúmero de separadores minimais do grafo é limitado linearmente pelo número de vértiesdo grafo e o tamanho total destes separadores, no tamanho do grafo. Desta forma, oalgoritmo baseado na ténia, lista todos os separadores minimais de um grafo de taislasses em tempo linear.Embora sejam todos lineares, os limitantes para algumas lasses diferem na onstante.Além disso, demonstrou-se que os limitantes são justos, exibindo famílias de grafos deada uma das lasses, tais que seus separadores minimais se aproximam inde�nidamentedos limites estabeleidos.Uma versão preliminar dos resultados obtidos foi apresentada no V Latin-Amerian Al-gorithms, Graphs and Optimization Symposium, realizado em Gramado em novembro de2009 e foram publiados, na forma de resumo estendido [63℄. O trabalho ompleto foi re-digido na forma de um Relatório Ténio do Instituto de Computação da UNICAMP [64℄.Além disso, foi submetido a um periódio internaional e está em fase de revisão.



Capítulo 4Empaotamento de Cliques de GrafosP4-arrumadosNeste apítulo, será desrita uma solução do Problema de Empaotamento de Cliquesem grafos pertenentes a lasse P4-arrumada. O algoritmo proposto adiiona a lasse P4-arrumada às pouas lasses de grafos para as quais sabe-se resolver o problema em tempopolinomial. Este fato é interessante pois sabe-se que o problema é NP-Difíil mesmoquando restrito a algumas lasses de grafos.4.1 IntroduçãoO Problema do Empaotamento de Cliques (PEC) é um problema de otimização ombi-natória no qual deseja-se onheer qual é o maior número de liques duas a duas disjuntase ada uma de ardinalidade r, que existem em um grafo dado.Na Figura 4.1 pode-se ver soluções do PEC em um mesmo grafo para três asos,quando r = 2 (a), quando r = 3 (b) e quando r = 4 ().
(a) Para r = 2. (b) Para r = 3. () Para r = 4.Figura 4.1: Exemplos de soluções do PEC.Este problema pode ser onsiderado uma espeialização do Problema de Empaota-mento de Subgrafos em Grafos. Neste problema deseja-se enontrar subgrafos de um dado46



4.1. Introdução 47grafo que sejam disjuntos nos vérties e que ada um deles seja isomorfo a um grafo de umonjunto pré-de�nido F . O objetivo a atingir pode variar, sendo omuns a maximizaçãodo número de vérties ou arestas dos subgrafos esolhidos. Para reduzir o PEC a esteproblema mais genério, basta onsiderar F = {Kr}.O PEC também é onheido omo Problema do Emparelhamento Multidimensional,uma vez que pode-se tomá-lo omo uma extensão do lássio Problema do Emparelha-mento Máximo (que orresponde ao PEC quando r = 2), para o qual são onheidos váriosalgoritmos polinomiais. Entretanto, omo onsequênia de um resultado em Kirkpatrik eHell [49℄ sobre a omplexidade do Problema de Empaotamento de Subgrafos em Grafos,o PEC é NP-Difíil para grafos arbitrários e r ≥ 3.Alguns resultados reentes limitam o esopo em que o problema é tratável, mostrandoque ele ontinua NP-Difíil mesmo quando o grafo de entrada é restringido a algumaslasses de grafos. Entre as lasses om resultados deste tipo estão, para qualquer r ≥ 3,os grafos ordais, totais e linha; para r = 3 ou r = 4, os grafos planares e, para r ≥ 4, osgrafos split (resultados de Guruswami et al. [36℄) e os grafos planares úbios (provadoem 2008 por Cerioli et al. [15℄).Na vertente oposta, são raros os asos em que foram publiados algoritmos polinomiaispara o PEC restrito a lasses de grafos. Paree haver apenas um para valores arbitráriosde r � tratando os ografos (no mesmo trabalho de Guruswami et al. [36℄). Já para o asoespeial em que r = 3, há um algoritmo para grafos indiferença [54℄.Um aso espeial do PEC meree nota: quando deseja-se saber se é possível parti-ionar os vérties do grafo em liques de tamanho r. Esta variante orresponde a umemparelhamento multidimensional perfeito e existem algoritmos polinomiais que a resol-vem para lasses de grafos nas quais o PEC é NP-Difíil. Entre tais lasses estão os grafosordais e fortemente ordais [24℄ e os grafos split [36℄. Claramente, aso o grafo nãopossua uma partição de vérties deste tipo, estes algoritmos não forneem uma soluçãopara o PEC. Além disso, esta variante do PEC é um problema NP-Completo para grafosem geral quando r ≥ 3 [50, 49℄.Dada a di�uldade do problema, algoritmos aproximados também foram apresentadospara asos espeiais do PEC e problemas relaionados. Quando r = 3, existe um algoritmo1,2-aproximado para o PEC de grafos om grau máximo menor que 5 [54℄. Tambémhá um algoritmo 2-aproximado para o Problema do Empaotamento de Subgrafos emGrafos quando F = {K2, K3, . . . , Kt} e outros algoritmos om melhores aproximaçõespara t ∈ {3, 4, 5} [16℄.Com o objetivo de apresentar um algoritmo polinomial para o PEC em grafos dalasse P4-arrumada, na Seção 4.2 será desrito o algoritmo polinomial para ografos deGuruswami et al., na Seção 4.3 serão detalhadas as extensões neessárias para ontem-plar a lasse P4-arrumada e será apresentado o algoritmo para a mesma e, por �m, as



4.2. Resultados para ografos 48onlusões deste trabalho estarão na Seção 4.4.Durante as análises de omplexidade, se G é o grafo de entrada para o problema, n e
m representarão, respetivamente, |V (G)| e |E(G)|.4.2 Resultados para ografosNesta seção, serão desritos os resultados apresentados para o PEC em ografos porGuruswami et al. [36℄. Posteriormente, estes resultados serão estendidos para superlassesdos ografos.Como visto na Seção 2.4.1, todo ografo pode ser deomposto reursivamente em o-grafos menores (om menos vérties) por apenas duas operações, num proesso e�iente.Este fato é um onvite para algoritmos reursivos nesta lasse, que preisam apenas ons-truir soluções a partir de soluções menores, onsiderando apenas dois asos: grafos uniãoe join (veja a Seção 2.1). Conheidas as soluções do PEC para grafos de uma família,é fáil ombinar tais soluções para resolver o PEC em grafos união dos elementos da fa-mília. Todavia, o mesmo não é verdade para grafos join. Desta forma, para resolver oPEC em ografos, de�ne-se um problema mais genério, mas que pode ser mais failmenteresolvido reursivamente tanto em grafos união omo em grafos join.Um onjunto P de liques de um grafo G, duas a duas disjuntas, será denominadoum empaotamento do tipo (n2, . . . , nr) se, para ada inteiro i, 2 ≤ i ≤ r, P ontiverexatamente ni liques de ardinalidade i e, além disso, não ontiver liques unitárias oude tamanho maior que r. Na Figura 4.2, pode-se ver dois empaotamentos de liques detipos distintos para o mesmo grafo.Dados um grafo G e inteiros não negativos n3, n4, . . ., nr, o problema a ser resolvidoé o seguinte: determinar o maior inteiro não negativo n2 tal que existe um empaota-mento do tipo (n2, . . . , nr) para G. A solução deste problema será representada por umafunção f(G, n3, . . . , nr). Caso G não admita um empaotamento do tipo (0, n3, . . . , nr),o problema não tem solução e a função f não está de�nida para tais argumentos. NaFigura 4.2b, f(G, 1, 1) = 2 já que não restaram vérties no grafo para empaotar novasliques de ardinalidade 2.Nota-se que, se f(G, n3, . . . , nr) = j, então existe um empaotamento do tipo (j,

n3, . . . , nr) para G, mas não existe um do tipo (j + 1, n3, . . . , nr). Observe, também,que omputar f(G, 0, 0, . . . , 0) orresponde ao emparelhamento máximo de G (o maiornúmero de K2 disjuntos no grafo).Observe que para omputar f não basta enontrar um empaotamento P do tipo
(0, n3, . . . , nr) em G, remover de G os vérties orrespondentes às liques em P (junta-mente om as arestas inidentes a tais vérties) e omputar o emparelhamento máximono grafo resultante. A falha de tal ténia é que podem existir vários empaotamentos
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(a) Um empaotamentodo tipo (1, 1, 1). (b) Um empaotamento dotipo (2, 1, 1).Figura 4.2: Empaotamentos de liques om n3 = 1 e n4 = 1.deste tipo e, para ada um, o emparelhamento máximo obtido pode ter tamanho distinto.Claramente, o PEC pode ser resolvido através da função f omputando o maior inteiro

k, 1 ≤ k ≤ n/r, tal que f(G, 0, 0, . . . , k) está de�nida. Deste modo, resolver o PEC emografos equivale a omputar reursivamente f(G, n3, . . . , nr) quando G é um grafo uniãoou join.4.2.1 Grafos uniãoSuponha que G seja a união disjunta de p grafos, G1, G2, . . . , Gp. Então ada lique de Gestará ompletamente ontida em um dos grafos Gi, 1 ≤ i ≤ p. A função f(G, n3, . . . , nr)pode ser omputada para ada possível distribuição das nl, 3 ≤ l ≤ r, liques de G nosgrafos Gi.Na Figura 4.3 pode-se observar as duas possíveis maneiras de empaotar um triângulo(K3) em um grafo união om dois omponentes onexos, a �m de omputar f(G, 1). Emada uma delas, o exemplo re�ete o maior número de K2 que podem ser empaotadosjuntamente om o K3.
(a) Tentativa sub-ótima. (b) Tentativa ótima.Figura 4.3: Tentativas de empaotamento de liques em um grafo união.Para failitar a análise, observa-se que a união disjunta de grafos é uma operaçãoassoiativa, de forma que G = G1∪ (G2∪ (...Gp)), ou seja, G pode ser obtido apliando-se

p− 1 operações de união disjunta om dois operandos ada. Desta forma, apenas o aso



4.2. Resultados para ografos 50em que G = G1 ∪G2 será onsiderado, uja solução é dada por
f(G, n3, . . . , nr) = max{f(G1, n

′
3, . . . , n

′
r) + f(G2, n

′′
3, . . . , n

′′
r) :

n′
i, n

′′
i ∈ Z

+ e n′
i + n′′

i = ni para todo 3 ≤ i ≤ r}e avaliada apenas quando as duas hamadas reursivas estiverem de�nidas.Note que o número total de ombinações avaliadas por este método é ∏r
i=3(1 + ni).Como ni ≤ n/i, são onsideradas O(nr−2) possibilidades.4.2.2 Grafos joinConsidere um grafo G produto da operação join entre p grafos, G1, G2, . . . , Gp. Nesteaso, uma lique de G pode onter vérties de mais de um dos grafos Gi. De fato, a uniãode até p liques, ada uma ontida em um grafo Gi distinto, forma uma lique de G.Assim omo para grafos união, a operação que forma os grafos join é assoiativa e aanálise será resumida ao aso em que G é o grafo join de G1 e G2. Note que, os vérties deada lique do empaotamento de G podem estar partiionados entre G1 e G2 de diversasmaneiras, enquanto que, para um grafo união, G1 ∪G2, existem apenas duas maneiras �ou a lique está ontida em G1 ou em G2. Isto torna o �mputo de f(G, n3, . . . , nr) maisomplexo para grafos join.Cada lique de um empaotamento P do tipo (n2, . . . , nr) para G terá parte de seusvérties em G1 e parte em G2 (uma das partes pode ser vazia). Para ada i, 1 ≤ i ≤ r,das ni liques em P , ni,j representará o número destas liques om j vérties em G1 e

i − j vérties em G2. Note que n1,0 e n1,1 são sempre nulos pois P não ontém liquesunitárias, mas estão de�nidos apenas para failitar a notação. Portanto, o empaotamento
P é formado ombinando dois empaotamentos P ′ e P ′′, de G1 e G2, respetivamente, deforma que ni =

∑i
j=0 ni,j . Representa-se por n′

i e n′′
i , para 1 ≤ i ≤ r, o número de liquesde ardinalidade i nos empaotamentos P ′ e P ′′, respetivamente. Assim, n′

i =
∑r

j=i nj,i e
n′′
i =

∑r
j=i nj,j−i. Note que, ada uma das n′

i liques de P ′ é parte de uma lique de P deardinalidade maior ou igual a i. Além disso, as respetivas liques em P , que ontribuempara n′
i, não são neessariamente da mesma ardinalidade.Na Figura 4.4 pode-se observar dois empaotamentos dos tipos (0, 1) e (1, 1) para umgrafo join. Considere omo operandos do grafo join o subgrafo G1, induzido pelos trêsvérties à esquerda e o G2, induzido pelos três vérties à direita. No aso (a), n′′

3 = 1 pois
n3,0 = 1. Já no aso (b), que orresponde ao valor ótimo de f(G, 1), tem-se que n′

1 = 2,
n′′
2 = 1 e n′′

1 = 1, pois n3,1 = 1 e n2,1 = 1.Dado um empaotamento P do tipo (n2, . . . , nr) para um grafo join G = G1 + G2,
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(a) Tentativa sub-ótima. (b) Tentativa ótima.Figura 4.4: Tentativas de empaotamento de liques em um grafo join.veri�a-se que as seguintes ondições são atendidas:

ni =

i
∑

j=0

ni,j, para 2 ≤ i ≤ r (4.1)
n′
2 ≤ f(G1, n

′
3, . . . , n

′
r) e n′′

2 ≤ f(G2, n
′′
3, . . . , n

′′
r) (4.2)

|V (G1)| ≥ n′
1 +

r
∑

i=2

in′
i e |V (G2)| ≥ n′′

1 +

r
∑

i=2

in′′
i (4.3)A primeira ondição é válida pela maneira omo os vérties das liques em P sãopartiionados em G1 e G2, formando os empaotamentos de liques P ′ e P ′′. A segundaondição é válida pois existem os empaotamentos de liques P ′ e P ′′ para G1 e G2, que,ignorando liques unitárias, são dos tipos (n′

2, . . . , n
′
r) e (n′′

2, . . . , n
′′
r), respetivamente.Note que f(G1, n

′
3, . . . , n

′
r) pode ser maior que n′

2, pois a função f proura por um em-paotamento de liques om o número máximo de K2 (o mesmo vale para G2 e n′′
2) eque P ′ e P ′′ podem onter liques de tamanho 1, partes de uma lique maior em G. Aúltima ondição deorre do fato que os grafos G1 e G2 ontêm as liques em P ′ e P ′′,respetivamente, e que estas liques são duas a duas disjuntas.Aima, foi onluído que as Condições 4.1 a 4.3 são satisfeitas por um empaotamentode liques P deG. Estas mesmas ondições são também su�ientes para a existênia de umempaotamento do tipo (n2, . . . , nr) para G, que é omposto a partir de empaotamentosde liques para G1 e G2.Para omputar f(G, n3, . . . , nr), Guruswami et al. propuseram um algoritmo que,dado um valor para n2, avalia todas as possíveis atribuições de valores aos inteiros não-negativos ni,j , até que estes satisfaçam as Condições 4.1 a 4.3. Iniialmente, n2 = 0 e esteserá inrementado a ada iteração bem-suedida. Quando uma iteração falha, o valor de

n2 anterior é retornado. No aso da primeira iteração falhar, a função estará inde�nida.Este proedimento já omputa f num grafo join, ontudo uma pequena melhoriapode ser feita, onsiderando a seguinte propriedade.Lema 4.1 ([36℄). Se P é um empaotamento do tipo (n2, . . . , nr) para um grafo G =

G1+G2, então existe um empaotamento Q do mesmo tipo para G, tal que Q não ontém



4.2. Resultados para ografos 52duas liques distintas A e B tais que A ⊆ V (G1) e B ⊆ V (G2). Além disso, nenhumalique de Q possui um vértie de G que não pertença a nenhuma lique de P .A demonstração do Lema 4.1 se dá por onstrução e onsiste em substituir liques
A = {u1, u2, . . . , us} ⊆ V (G1) e B = {v1, v2, . . . , vt} ⊆ V (G2), om s, t ≥ 2, que oorremem P , pelas liques A′ = {v1, u2, . . . , us} e B′ = {u1, v2, . . . , vt}, respetivamente, paraobter um empaotamento Q om a propriedade desejada.A propriedade desrita no lema anterior essenialmente signi�a que não é preisoanalisar nenhuma atribuição de valores aos inteiros ni,j na qual, para algum k e l, nk,0 ≥ 1e nl,l ≥ 1, visto que existe um empaotamento do mesmo tipo para o qual esta ondiçãonão aontee. Logo, pode-se aresentar às restrições anteriores a seguinte:

r
∑

i=1

ni,0 = 0 ou r
∑

i=1

ni,i = 0 (4.4)O número total de atribuições de valores aos inteiros ni,j que é onsiderado pelo pro-edimento aima desrito a �m de omputar f(G, n3, . . . , nr) será analisado a seguir.Ignorando a última restrição, ada lique de tamanho i no grafo G pode possuir de 0a i vérties em G1, resultando em i+1 possibilidades. Ao tomar-se ni liques de tamanho
i, podemos distribuí-las em i+ 1 estos, num total de (

ni+i
ni

) possibilidades, que é O(ni
i).Esta análise deorre da assoiação dessa ontagem om o lássio problema de ontagemde maneiras de distribuir ni bolas indistinguíveis em i + 1 estos distinguíveis. Comoas esolhas para ni e nj , i 6= j são independentes, o total de possibilidades a analisar,onsiderando todos os parâmetros n2, n3, . . . , nr de uma avaliação de f é O(n2+3+...+r),visto que ni ≤ n, para qualquer 2 ≤ i ≤ r.Considerando a restrição 4.4, pode-se exeutar a análise da omplexidade da ompu-tação de f(G, n3, . . . , nr) em dois passos. Primeiro, onsideram-se todas as possibilidadesde atribuições aos inteiros ni,j que desonsideram liques ontidas em G1, depois faz-seo mesmo para G2. Logo, o número de formas distintas para dividir os vérties de umalique de tamanho i foi reduzido de i + 1 para i. Seguindo o raioínio anterior, resultaque o tempo total para avaliar uma atribuição de parâmetros de f é O(n1+2+...+(r−1)).4.2.3 Solução para ografosO algoritmo proposto que resolve o PEC para os ografos omputa a árvore de deompo-sição modular (que é isomorfa a o-árvore) para o grafo de entrada em tempo linear [22℄.Cada nó desta árvore orresponde a um subgrafo induzido do grafo original, que tambémé um ografo. Além disso, ada nó que não é folha é rotulado om P ou S se o grafo



4.2. Resultados para ografos 53representado pelo nó for a união ou o join, respetivamente, dos grafos representadospelos �lhos (veja mais sobre a o-árvore na Seção 2.4.1).Posteriormente, a o-árvore é transformada em uma árvore binária, que será hamadao-árvore binária. Isto é feito da seguinte forma: ada nó om quatro ou mais �lhos(f1, f2, f3, f4, . . . , fk) é substituído por um nó om dois �lhos, o primeiro deles terá omo�lhos f1, f2, . . . , f⌊k/2⌋ e o segundo, f⌊k/2⌋+1, . . . , fk. Um nó om três �lhos f1, f2, f3 ésubstituído por dois nós A e B. Os �lhos de A serão f1 e B e os de B serão f2 e f3. Noteque a o-árvore de G não possui nós om um únio �lho.Na onstrução da o-árvore binária, toda vez que um nó e substituído por novos nós,estes têm o mesmo rótulo do nó removido. Esta árvore deompõe o ografo repetidamentepelas operações binárias de união e join até seus vérties isolados. Logo, a o-árvorebinária pode ser usada diretamente para apliação das ténias desritas nas seções 4.2.1e 4.2.2.Na Figura 4.5 pode-se examinar um ografo no item (a) e sua o-árvore no item (b). Ao-árvore binária obtida a partir do proedimento desrito aima é dada em (). Note que,a forma esolhida para onstruir a o-árvore binária evita que se formem longas adeiasde nós inexistentes em relação a o-árvore original, desbalaneando demasiadamente aárvore. Todavia, este uidado não é neessário - um nó om vários �lhos poderia serdividido em dois e seus �lhos distribuídos livremente. Note que a o-árvore de um ografoé sempre a mesma, salvo por isomor�smos, mas a o-árvore binária não, pois depende daesolha da divisão dos �lhos de ada nó.
(a) Um ografo. (b) Sua o-árvore. () Uma de suas o-árvores binárias.Figura 4.5: Exemplo de o-árvore binária.O algoritmo usa a onheida ténia da programação dinâmia, armazenando em adanó da árvore uma tabela que ontém o valor da função f no grafo orrespondente aonó, para ada sequênia de parâmetros n3, n4, . . . , nr que for neessária. As tabelas sãopreenhidas através de uma busa em profundidade, das folhas em direção a raiz. Destaforma, na avaliação de um nó, os valores de f para seus �lhos já estão alulados earmazenados nas respetivas tabelas, podendo ser obtidos em tempo onstante. Para asfolhas da árvore, a tabela é preenhida om zeros.



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 54Considere uma avaliação de f(G′, n3, n4, . . . , nr) em um grafo G′ orrespondente a umnó qualquer da o-árvore binária. Veri�a-se failmente que a soma ∑r
i=3 ni será maiorou igual às somas ∑r

i=3 n
′
i e ∑r

i=3 n
′′
i das hamadas reursivas de f nos �lhos do nó,independentemente do nó representar uma operação de união ou join.Reorde que o objetivo �nal é omputar f(G, 0, 0, . . . , k) no grafo G de entrada, paratodos valores inteiros de k no intervalo 1 ≤ k ≤ γ, sendo γ = ⌊n/r⌋. Logo, a somaomputada no parágrafo anterior está limitada a γ e esta restrição propaga-se para todosos nós da o-árvore binária. Assim, em ada nó, basta omputar os valores de f para osparâmetros que obedeem a este limite. Como exeríio de ombinatória, veri�a-se queo número de possibilidades que atende a estas ondições é (γ+r−2

γ

) e esta função é O(γr−2)que, por sua vez, é O(nr−2).Por �m, o número de nós da o-árvore binária é O(n) e número total de hamadasde f omputadas em todos os nós é O(nr−1). Assim, o tempo total do algoritmo é
O(n2+...+(r−1)nr−1). Note que, embora polinomial, o algoritmo pode ser impratiável paravalores elevados de n ou r.4.3 Considerações para a lasse P4-arrumadaA ténia desrita na Seção 4.2 resolve o PEC para ografos em tempo polinomial. Asaraterístias esseniais da ténia são: a existênia de uma árvore de deomposição dografo obtida em tempo polinomial e que permita reonstruí-lo a partir de grafos-base (noaso, vérties isolados) através de um onjunto de operações; a possibilidade de omputarada hamada de f em tempo polinomial em qualquer nó da árvore de deomposição,onsiderando que f já foi omputada em seus �lhos para todos parâmetros neessários; eque f seja omputável em tempo polinomial para os grafos-base (trivial no aso de vértiesisolados).Desta forma, pode-se estender a ténia a qualquer lasse ujos grafos satisfaçamtais ondições básias. Naturalmente, surgem omo andidatos superlasses dos ografos.Todavia, a abrangênia dos andidatos está limitada já que o problema é NP-Difíil mesmoquando restrito a algumas lasses de grafo, por exemplo, a lasse dos grafos split. Entreas várias opções, aqui será estudada a lasse P4-arrumada, por onter várias outras (omoa P4-esparsa e a P4-redutível, por exemplo), mas ujas superlasses imediatas, dentre asque temos onheimento, está a P4-arregada estendida, que ontém os grafos split.A árvore de deomposição utilizada para grafos da lasse P4-arrumada é a árvore dedeomposição modular (veja Seção 2.3), que pode ser obtida em tempo linear [56℄. Osnós desta árvore estão rotulados omo P, S, ou N. Os dois primeiros orrespondem aosrótulos da o-árvore e às operações de união e join dos grafos representados pelos �lhosdo nó. O tereiro rótulo orresponde a um tipo distinto de nó, que, para grafos da lasse



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 55P4-arrumada, pode representar os seguintes grafos [32℄:
• C5, P5 ou P5; ou
• uma aranha; ou
• uma pseudo-aranha.Um proessamento similar ao apliado na o-árvore também é exeutado, tornandoos nós de rótulos P e S todos binários, a �m de usar as ténias onheidas para grafosunião e join. A árvore obtida é denominada árvore de deomposição modular quasebinária (ADMQB). Um exemplo desse proessamento é dado na Figura 4.6, na qualapresenta-se um grafo (a) e sua árvore de deomposição modular (b). Para hegar aADMQB (), apenas substituiu-se o nó de rótulo S por um par deles, deixando o nó derótulo N intoado, embora possua mais de dois �lhos.

(a) Um grafo da lasseP4-arrumada. (b) Sua árvore de de-omposição modular. () Uma ADMQB do grafo.Figura 4.6: Um grafo da lasse P4-arrumada e uma ADMQB.O algoritmo é exeutado da mesma forma que para os ografos. Em ada nó daADMQB é armazenada uma tabela om o resultado de f para as atribuições de parâmetrosneessárias. Tais tabelas são preenhidas das folhas em direção à raiz por uma busa emprofundidade. O proessamento dos nós rotulados om P e S é o mesmo usado para osografos. Contudo, ao atingir um nó do tipo N, utilizam-se novas ténias para omputar
f . Caso o nó orresponda a um C5, P5 ou P5, a tabela é preenhida om valores pré-omputados. Caso o nó seja uma aranha ou pseudo-aranha, algoritmos apropriados,desritos nas próximas subseções, serão exeutados.4.3.1 AranhasAs aranhas foram de�nidas na Seção 2.4.2. Relembre que seu onjunto de vérties podeser partiionado em três onjuntos onheidos omo K, S e R. Note que se uma aranha
G é tal que R 6= ∅, então G[K ∪ R] = G[K] + G[R] e G[S ∪ R] = G[S] ∪ G[R]. Logo,qualquer lique de uma aranha estará ontida em K ∪ R ou em K ∪ S e, neste último



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 56aso, a lique onterá no máximo um vértie de S pois S é um onjunto independente de
G. Dado um empaotamento de liques P para uma aranha G representa-se por nS

i , para
2 ≤ i ≤ r, o número de liques de tamanho i em P que ontenham um vértie de S.As demais liques de P são liques do grafo G[K] + G[R], se R 6= ∅, ou de G[K], asoontrário. No primeiro aso, serão usadas as mesmas de�nições dos inteiros ni,j , n′

i e n′′
ijá usadas para os grafos join na Seção 4.2.2 onsiderando G1 = G[K] e G2 = G[R]. Nooutro aso, por onveniênia, serão usadas as mesmas de�nições, onsiderando G1 = G[K]e G2 um grafo vazio. Logo, n′′

i = 0 e ni,j = 0 para 0 ≤ j < i e 1 ≤ i ≤ r.Como ilustração destes oneitos, onsidere as aranhas dadas na Figura 4.7. Emambos exemplos, as arestas que ligam ada vértie hi om ada vértie ki foram omitidas,para diminuir a poluição visual. No aso (a), a aranha admite um empaotamento do tipo
(1, 0, 1), omo o formado pelas liques {k1, k2, h1, h2} e {s3, k3}. Para este empaotamento,
n4,2 = 1 e nS

2 = 1, fazendo n′
2 = 1 e n′′

2 = 1. Já no aso (b), toma-se omo exemplo umempaotamento do tipo (2, 1) onstituído pelas liques {k1, k2, s3}, {h1, k3} e {h2, h3}, aoqual orrespondem os inteiros n2,1 = 1, n2,0 = 1 e nS
3 = 1, impliando n′

1 = 1, n′′
1 = 1 e

n′′
2 = 1.

(a) Uma aranha magra. (b) Uma aranha gorda.Figura 4.7: Empaotamento de liques em uma aranha.Sendo que existem dois tipos de aranhas, as magras e as gordas, do ponto de vista deempaotamento de liques, a diferença entre elas é que na aranha magra uma lique queontenha um vértie de S poderá onter no máximo um outro vértie (pertenente a K),enquanto que numa aranha gorda, tal lique pode onter até |K| − 1 vérties em K.Da mesma forma que para os grafos join, serão estudadas as ondições neessáriaspara que exista um empaotamento de liques de uma aranha. A seguir, determinam-seas ondições su�ientes sobre os inteiros ni,j e nS
i para onstruir um empaotamento deliques em onformidade om tais inteiros.Primeiramente, dado um empaotamento P do tipo (n2, . . . , nr) para uma aranha Gom partição (K,S,R), valem as seguintes ondições (que podem ser veri�adas para asaranhas da Figura 4.7).
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ni =

i
∑

j=0

ni,j + nS
i , para 2 ≤ i ≤ r (4.5)

n′′
2 ≤ f(G[R], n′′

3, . . . , n
′′
r) se R 6= ∅ (4.6)

|S| ≥

r
∑

i=2

nS
i , |K| ≥ n′

1 +

r
∑

i=2

in′
i +

r
∑

i=2

(i− 1)nS
i e |R| ≥ n′′

1 +

r
∑

i=2

in′′
i (4.7)

nS
i = 0, para todo i ≥ 3 (i ≥ |K|+ 1) se a aranha é magra (gorda) (4.8)A primeira ondição é verdadeira desde que ada lique em P ontém exatamente umvértie de S ou está ontida em K ∪ R. Para R 6= ∅, a segunda ondição deorre dofato que as interseções das liques em P om R origina um empaotamento de liquesem G[R] ontendo n′′

i liques de ardinalidade i em G[R], para 1 ≤ i ≤ r. Note queonsiderar f para G[K] equivale a veri�ar se K ontém vérties su�ientes, fato inluídona próxima ondição. A tereira ondição é satisfeita pela estrutura das aranhas e pelasde�nições de n′
i, n′′

i e nS
i . Note que a restrição sobre a ardinalidade de S é redundantepois |S| = |K| ≥∑r

i=2(i − 1)nS
i ≥

∑r
i=2 n

S
i e foi mantida pois será utilizada na próximasubseção. Além das ondições anteriores, adaptadas das ondições 4.1 a 4.3, P satisfaztambém a ondição 4.8 pois liques do empaotamento que ontém vérties de S nãopodem ter ardinalidade maior que 2 para aranhas magras e maior que |K| para aranhasgordas.Finalmente, a �m de apresentar um proedimento para omputar f(G, n3, . . . , nr)para uma aranha G, demonstra-se que as ondições aima são não apenas neessárias,mas também su�ientes para determinar a existênia de empaotamentos de liques emaranhas. Relembre-se que, dos inteiros ni,j obtém-se n′

i e n′′
i .Lema 4.2. Seja G uma aranha. A aranha G possui um empaotamento de liques P dotipo (n2, . . . , nr) se, e somente se, existirem inteiros não negativos ni,j e nS

i , para 2 ≤ i ≤ re 0 ≤ j ≤ i, satisfazendo as ondições 4.5 a 4.8.Demonstração. Seja G uma aranha om partição (K,S,R) e P um empaotamento dotipo (n2, . . . , nr) para G. Os argumentos desritos anteriormente mostram que existeminteiros ni,j e nS
i assoiados ao empaotamento P satisfazendo as ondições 4.5 a 4.8.Note que estas ondições re�etem a estrutura das aranhas.Agora, dada uma aranha G e os inteiros ni,j e nS

i , para 2 ≤ i ≤ r e 0 ≤ j ≤ i, quesatisfazem as ondições 4.5 a 4.8, será onstruído um empaotamento de liques P do tipo
(n2, . . . , nr) para G.Primeiramente, rotule ada vértie de K por ki, 1 ≤ i ≤ |K| e os ordene omo
OK = (k1, k2, . . . , k|K|). Se G for uma aranha magra, rotule omo si o vértie de S



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 58adjaente a ki, para 1 ≤ i ≤ |S|, e onsidere a sequênia OS = (s1, s2, . . . , s|S|). Casoontrário (G é uma aranha gorda), rotule omo si o únio vértie em S que não é adjaentea ki, para 1 ≤ i ≤ |S|, e onsidere a sequênia OS = (s|S|, s1, s2, . . . , s|S|−1).Em seguida, ada lique de P será onstruída, omeçando pelas que ontém vértiesem S. Para ada inteiro 2 ≤ i ≤ r, onstrói-se nS
i liques de tamanho i om um vértieem S. Cada lique é formada removendo-se o primeiro vértie de OS e os i− 1 primeirosvérties de OK e tomando-os omo um onjunto.Agora, mostra-se que ada onjunto adiionado à P é uma lique. Se G for uma aranhagorda, ada um dos onjuntos formados usará um vértie de S e ao menos um vértie de

K, mas não todos, pela ondição 4.8. Logo, pela ordenações OS e OK , os vérties si e kinuna estarão ambos no mesmo onjunto, que, portanto, será uma lique. Se G for umaaranha magra, ada onjunto onterá os vérties adjaentes si e ki, uma vez que, pelaondição 4.8, as únias liques possíveis tem tamanho 2.Pode-se, agora, formar as liques que não ontém vérties em S.Considere os inteiros n′
j para 1 ≤ j ≤ r. Forma-se um empaotamento de liques

P ′ om n′
j liques de ardinalidade j, obtidas removendo-se, para ada j, jn′

j vértiesremanesentes em OK . Também onsidere um empaotamento P ′′ do tipo (n′′
2, . . . , n

′′
r)para G[R], no qual inluem-se n′′

1 vérties isolados de G[R] que ainda não perteniam aliques em P ′′. Agora, para ada ni,j > 0, 1 ≤ j < i ≤ r, repete-se ni,j vezes o seguinteproedimento: remove-se uma lique de tamanho j de P ′ e uma lique de tamanho i−j de
P ′′, unem-se as duas liques e adiiona-se a lique resultante a P . Findo o proedimento,restam em P ′ e P ′′ as liques que orrespondem aos inteiros ni,i e ni,0, respetivamente.Adiionando à P todas as liques restantes em P ′ e em P ′′, tem-se o empaotamentodesejado.Como G[K] é um grafo ompleto, P ′′ é um empaotamento de liques para G[R] e
G[K ∪R] = G[K] +G[R], os onjuntos aima produzidos evidentemente são liques.A ondição 4.7 garante a existênia de vérties su�ientes em K, S e R para produzir
P ′ e P ′′. Além disso, a ondição 4.6 garante a existênia do empaotamento P ′′.Note que, se R = ∅, então ni = n′

i+nS
i , para 2 ≤ i ≤ r, pelas ondições 4.5 e 4.7. Logo,o proesso é resumido a riar P ′ e adiionar suas liques à P para obter o empaotamentodesejado.Finalmente, a ondição 4.5, garante que o número orreto de liques de tamanhos 2 a

r foram adiionadas a P .Assim omo para grafos join, o algoritmo proposto para omputar f(G, n3, . . . , nr),sendo G uma aranha, omeça om n2 = 0 e a ada iteração bem-suedida inrementa n2.Uma iteração onsiste em avaliar todas as possibilidades de atribuições aos inteiros ni,j e
nS
i até que se enontre uma satisfazendo as ondições do Lema 4.2. Quando nenhuma das



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 59atribuições satisfaz tais ondições, a iteração falha e o valor anterior de n2 é retornado.Caso a primeira iteração falhe (om n2 = 0), a função estará inde�nida.Antes de analisar o tempo gasto pelo algoritmo, onsidere uma pequena simpli�ação.Dado que, para alular f(G, n3, . . . , nr) é neessário determinar o maior valor de n2 talque exista um empaotamento de liques do tipo (n2, . . . , nr), a seguinte propriedademostra-se útil, quando G é uma aranha.Lema 4.3. Se P é um empaotamento do tipo (n2, . . . , nr) para uma aranha G, entãoexiste um empaotamento de liques Q do mesmo tipo para G tal que toda lique detamanho 2 está ontida em R ou ontém um vértie de S. Além disso Q e P ontêm asmesmas liques de ardinalidade maior que 2.Demonstração. Considere os inteiros ni,j e nS
i assoiados a P . É neessário mostrar queexiste quantidade su�iente de vérties livres em S para onstruir Q a partir de P . Defato, toda lique em P ontida emK∪S possui no máximo 1 vértie em S. Logo, o númerode vérties em S não ontidos em liques de P é, pelo menos, ∑r

i=1 in
′
i ≥ 2n2,2 + n2,1.Assim, as seguintes transformações podem ser exeutadas: nS

2 ← nS
2 +n2,1+n2,2, n2,2 ← 0e n2,1 ← 0. Por inspeção, observa-se que os inteiros, após as transformações, satisfazemas ondições 4.5 a 4.8 e, pelo Lema 4.2, existe um empaotamento de liques Q para aaranha G.Note que as transformações exeutadas na demonstração do lema anterior alteramapenas os inteiros n2,2, n2,1 e nS

2 , não afetando a forma omo liques de ardinalidade maiorque 2 são formadas. Na verdade, as transformações podem ser feitas in loo, removendoas liques de P que orrespondem aos inteiros n2,1 e n2,2 e usando seus vérties juntamenteom vérties livres de S para ompor as novas liques e adiioná-las novamente a P .Desta propriedade, resulta imediatamente que poderíamos adiionar a expressão n2,1+

n2,2 = 0 às ondições neessárias para existênia de um empaotamento de liques em umaaranha, de modo que n2 = n2,0 + nS
2 . Ainda, dados os inteiros ni,j e nS

i que satisfazemas ondições já onheidas para um empaotamento P do tipo (0, n3, n4, . . . , nr), pode-seimediatamente alular N2, o maior valor de n2 tal que exista um empaotamento dotipo (n2, n3, . . . , nr) para a mesma aranha. Desta forma, o algoritmo preisaria apenasanalisar as possíveis maneiras de distribuir as liques de tamanho entre 3 e r. Então,para ada possibilidade, alulam-se as quantidades de vérties dos onjuntos S e K quenão são utilizados pelas liques ontidas em P : FS = |S| −
∑r

i=3 n
S
i e FK = |K| −

∑r
i=1 in

′
i −

∑r
i=3(i− 1)nS

i . Uma vez que os inteiros n2,0 e nS
2 podem ser maximizados deforma independente, N2 = min{FS, FK} + f(G[R], n′′

3, . . . , n
′′
r) − n′′

2, se R 6= ∅, ou N2 =

min{FS, FK}, aso ontrário. Os álulos podem ser ainda simpli�ados, observando-seque FK ≤ FS e, portanto, min{FS, FK} = FK .



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 60Com isto, iniia-se a análise da omplexidade temporal do algoritmo. Considere, aprinípio, que R 6= ∅. Uma vez que, para aranhas magras, nenhuma lique de tamanhomaior que 2 pode usar vérties em S, então a ontagem de possibilidades analisadas é amesma que para o grafoG[K]+G[R]. Logo o tempo gasto éO(n2+3+...+(r−1)). Para aranhasgordas, num enário de pior aso, qualquer lique desejada pode ser empaotada utilizandoum vértie de S. Assim, o número de possibilidades analisadas para ni liques de tamanho
i é (

ni+i+1
ni

). Todavia, as liques ontidas em K ∪ R onstituem um empaotamento de
G[K] +G[R] e, assim, apliando o Lema 4.1, o número de possibilidades é reduzido para
(

ni+i
ni

), que é O(ni
i). Portanto, o tempo total gasto é O(n3+4+...+r).Se R = ∅ e G for uma aranha magra, todas as liques desejadas de tamanho maior que

2 preisam estar ontidas em K e, omo exposto nos omentários do Lema 4.3, onsidera-se n2 = 0. Logo n′
i = ni, para todo 3 ≤ i ≤ r, e uma únia avaliação da ondição 4.7é su�iente para determinar se o empaotamento é viável. O álulo de N2 também éimediato, resultando em um tempo total de O(n) para ontar os vérties em K e S. Se

G for uma aranha gorda, numa análise simples, ada lique ontém ou não um vértie de
S. Logo, para as ni liques de tamanho i, haverá (

ni+1
ni

)

= ni + 1 possibilidades. Assim,o total de possibilidades é O(nr−2).4.3.2 Pseudo-aranhasRelembre que uma pseudo-aranha é um grafo que é obtido de uma aranha por uma úniaalteração: tome um vértie v de K ou S e o divida em dois vérties v′ e v′′, ada um delestendo a mesma vizinhança do vértie v. Além disso, v′ e v′′ podem ou não ser adjaentes.Veja mais sobre pseudo-aranhas na Seção 2.4.3.Para failitar a notação, se G é uma aranha, GK
N e GK

A representarão as pseudo-aranhas obtidas de G substituindo um vértie v ∈ K por dois, não-adjaentes e adjaentes,respetivamente. De modo análogo, GS
N e GS

A representarão as pseudo-aranhas obtidasquando v ∈ S. Os novos vérties sempre serão hamados de v′ e v′′ e os onjuntos K, Se R da aranha G são estendidos para a pseudo-aranha, removendo v do onjunto ao qualpertenia e adiionando ao mesmo onjunto os vérties v′ e v′′. Além disso, as mesmasde�nições de ni,j , nS
i e seus derivados serão usadas para um empaotamento de liques deuma pseudo-aranha.Na Figura 4.8 são apresentadas duas pseudo-aranhas obtidas om base na aranha daFigura 4.7a, tomando v = s2.A análise das pseudo-aranhas é dividida em quatro asos, sem distinguir se a pseudo-aranha originou-se de uma aranha magra ou gorda. Serão dadas ondições para o empa-otamento de liques em todos os asos de pseudo-aranhas nos lemas 4.4, 4.5 e 4.7 e o pro-edimento para alular f será dado para ada um deles. Além disso, duas propriedades
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(a) Uma pseudo-aranha GS

N
. (b) Uma pseudo-aranha GS

A
.Figura 4.8: Pseudo-aranhas om |S| = |K|+ 1.apresentadas nos lemas 4.6 e 4.8 serão usadas para restringir a busa de empaotamentosde liques durante a omputação de f , melhorando a omplexidade do algoritmo nos asosobertos pelos lemas 4.5 e 4.7.Primeiramente, onsidere o aso mais simples, que pode ser reduzido à análise de umaaranha.Lema 4.4. Seja G uma aranha, então f(GS

N , n3, . . . , nr) = f(G, n3, . . . , nr).Demonstração. Se P é um empaotamento do tipo (n2, . . . , nr) para G, pode-se transfor-má-lo em um empaotamento P ′ do mesmo tipo para GS
N apenas troando v por v′ (ou

v′′) em alguma lique de P que ontenha v, se houver.Agora, seja P um empaotamento de liques para GS
N do tipo (n2, . . . , nr) e seja

(K,S,R) a partição an�nia de GS
N . Se G é uma aranha magra, então pelo menos umdos vérties v′ ou v′′ não faz parte de nenhuma lique de P , pois ambos os vérties temomo únio vizinho o mesmo vértie de K. Logo, P também é um empaotamento do tipo

(n2, . . . , nr) para G. Já se G é uma aranha gorda, então P pode onter liques distintas C ′e C ′′ tais que v′ ∈ C ′ e v′′ ∈ C ′′. Se este for o aso, omo |S| > |K|, existe um vértie u ∈ Snão usado por nenhuma lique de P . Pela de�nição de aranha gorda, os vizinhos de uontêm C ′\{v′} ou C ′′\{v′′}. No primeiro aso, faça P ′ = (P \{C ′})∪{{u}∪(C ′\{v′})} e,no outro aso, proeda de forma análoga, obtendo, em ambos os asos, um empaotamento
P ′ do tipo (n2, . . . , nr) para G.É fáil observar, na Figura 4.8a, que, em qualquer empaotamento de liques para GS

N ,
v′ ou v′′ não fará parte de nenhuma lique. Logo, o algoritmo que resolve o PEC paraaranhas, de�nido na Seção 4.3.1, também resolve o PEC para GS

N , bastando desonsiderar
v′′, por exemplo.Em seguida, onsiderar-se-á uma pseudo-aranha na qual v′ e v′′ são adjaentes. Nesteaso, ambos podem partiipar de uma mesma lique. De�ne-se o inteiro ne

i ∈ {0, 1}, 2 ≤
i ≤ r, para representar se um empaotamento de liques ontém uma lique de tamanho
i ontendo v′ e v′′. Note que, esta possível lique não é levada em onta pelos inteiros nS

i ,



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 62que só onsideram liques om um únio vértie em S. Desta forma, um empaotamentodo tipo (n2, . . . , nr) de uma pseudo-aranha GS
A satisfaz as seguintes ondições.

ni =
i

∑

j=0

ni,j + nS
i + ne

i , para 2 ≤ i ≤ r (4.9)
n′′
2 ≤ f(G[R], n′′

3, . . . , n
′′
r) se R 6= ∅ (4.10)

|K| ≥ n′
1 +

r
∑

i=2

[in′
i + (i− 1)nS

i + (i− 2)ne
i ] e |R| ≥ n′′

1 +
r

∑

i=2

in′′
i (4.11)

|S| ≥

r
∑

i=2

(nS
i + 2ne

i ) (4.12)
nS
i = 0, para todo i ≥ 3 (i ≥ |K|+ 1) se a aranha é magra (gorda) (4.13)
ne
i = 0, para todo i ≥ 4 (i ≥ |K|+ 2) se a aranha é magra (gorda) (4.14)

r
∑

i=2

ne
i ≤ 1, para 2 ≤ i ≤ r (4.15)Note que as ondições 4.9 a 4.13 são análogas às ondições 4.5 a 4.8 para aranhas,apenas onsiderando os inteiros ne

i , quando neessário. As ondições 4.14 e 4.15 re�etemas possibilidades válidas para a únia lique possível ontendo os vérties v′ e v′′. Alémdisso, note que a ondição 4.12 onsidera expliitamente o tamanho de S, invalidandoatribuições aos inteiros nS
i e ne

i que usem mais vérties do que disponíveis neste onjunto,ao passo que para aranhas essa restrição estava indiretamente garantida.Como exemplo, a pseudo-aranha da Figura 4.8b possui um empaotamento do tipo
(1, 2) dado pelas liques {v′, v′′, k2}, {h1, h2, k3} e {k1, h3}. Para este empaotamento,
ne
3 = 1, n3,1 = 1 e n2,1 = 1, impliando n′

1 = 2, n′′
1 = 1 e n′′

2 = 1. Pode-se veri�ar que talempaotamento satisfaz as ondições apresentadas aima.Lema 4.5. Se G é uma aranha, então GS
A possui um empaotamento de liques P do tipo

(n2, . . . , nr) se, e somente se, existem inteiros não-negativos, ni,j, nS
i e ne

i satisfazendo asondições 4.9 a 4.15 para GS
A.Demonstração. Seja G uma aranha. Se o grafo GS

A possui um empaotamento de liques
P do tipo (n2, . . . , nr) veri�a-se, por inspeção, que os inteiros ni,j, nS

i e ne
i , assoiados a

P , satisfazem as ondições propostas neste lema.Agora, se existem inteiros ni,j, nS
i e ne

i , para 2 ≤ i ≤ r e 0 ≤ j ≤ i, que satisfazem asondições 4.9 a 4.15, é dado a seguir um proedimento para onstruir um empaotamento
P do tipo (n2, . . . , nr) para GS

A.
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i = 0, para todo 2 ≤ i ≤ r, então failmente veri�a-se que os inteiros ni,je nS

i satisfazem as ondições 4.5 a 4.8 para G e, pelo Lema 4.2, existe um empaotamentode liques P ′ do tipo (n2, . . . , nr) para G. Se houver uma lique em P ′ ontendo v,este vértie é substituído por v′ ou v′′. Desta forma, obtém-se o empaotamento do tipo
(n2, . . . , nr) para GS

A.Suponha, agora, que ne
i 6= 0 para algum 2 ≤ i ≤ r. Pelas ondições 4.14 e 4.15, existeum únio inteiro j tal que ne

j = 1, i.e., para todo inteiro k, 2 ≤ k ≤ r e k 6= j, ne
k = 0.Desta forma, aplia-se a seguinte transformação: nS

j−1 ← nS
j−1 + 1, se j ≥ 3. Logo, osinteiros ni,j e nS

i satisfazem as ondições do Lema 4.2 e G possui um empaotamento P ′do tipo (n2, . . . , nj−1 + 1, nj − 1, . . . , nr), se j ≥ 3 ou do tipo (n2− 1, n3, . . . , nr) se j = 2.Para onstruir P , no primeiro aso, tome qualquer lique C de P ′ om j − 1 vértiese ontendo um vértie de S (tal lique existe por onstrução). No outro aso, tomepara C uma lique unitária ontendo um vértie de S não usado em P ′ (que existe pelaondição 4.11). Seja {u} = C ∩ S. Altere os rótulos dos vérties da aranha de modoque u = v (basta troar u om v e b−1(u) om b−1(v), onforme a de�nição de aranha naSeção 2.4.2). Por �m, P = (P ′\C)∪({v′, v′′}∪(C\{v})) é o empaotamento desejado.Visto que, para omputar f deseja-se sempre o maior número possível de liques detamanho 2 no empaotamento, a seguinte propriedade usa esse fato para limitar um pouoas possibilidades a serem onsideradas.Lema 4.6. Se G é uma aranha, G′ = GS
A, P é um empaotamento de liques do tipo

(n2, . . . , nr) para G′ e P é máximo para n2 (ou seja, não existe um empaotamento dotipo (n2 + 1, n3, . . . , nr) para G′), então existe um empaotamento de liques P ′ para G′,do mesmo tipo, tal que v′ e v′′ pertenem a mesma lique, ou seja, ne
i = 1 para algum

2 ≤ i ≤ r.Demonstração. Suponha que v′ e v′′ não fazem parte da mesma lique de P . Se ambos v′e v′′ não estiverem ontidos em nenhuma lique de P , então P não é máximo para n2 pois
P ∪{{v′, v′′}} seria um empaotamento de liques para GS

A om mais liques de tamanho
2. Então, sem perda de generalidade, seja v′ ∈ C ′ ∈ P e u ∈ (C ′ \ {v′}). Como u ∈ K,basta permutar v′′ por u em suas respetivas liques. Ou seja, se houver um C ′′ ∈ P talque v′′ ∈ C ′′, onsidere P ′ = (P \ {C ′, C ′′}) ∪ {(C ′ ∪ {v′′}) \ {u}, (C ′′ ∪ {v}) \ {v′′})}. Senão existir C ′′, onsidere P ′ = (P \ {C ′}) ∪ {(C ′ ∪ {v′′}) \ {u}}. Veri�a-se por inspeçãoque P ′ é o empaotamento desejado.Por �m, serão avaliadas as pseudo-aranhas obtidas quando v′ e v′′ estão ontidos em
K. Se eles forem adjaentes, K será uma lique e um empaotamento de liques para apseudo-aranha satisfará as mesmas ondições 4.5 a 4.7, que os empaotamentos de liquespara aranhas satisfazem. Contudo a ondição 4.8 �a substituída pelas duas ondições



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 64abaixo, pois se a pseudo-aranha em questão for magra, pode-se formar uma lique om
v′, v′′ e o vértie de S adjaente a ambos.

nS
i = 0, para todo i ≥ 4 (i ≥ |K|+ 1) se a aranha é magra (gorda) (4.16)

nS
3 ≤ 1, se a pseudo-aranha é magra. (4.17)Já se os vérties v′ e v′′ não forem adjaentes, nenhuma lique da pseudo-aranha podeusar todos vérties de K, pois esta parte não é uma lique. Assim, um empaotamento deliques para a pseudo-aranha satisfará as mesmas ondições 4.5 a 4.7, além das seguintes.

n′
i = 0 e nS

i = 0, para todo |K| ≤ i ≤ r (4.18)
nS
i = 0, para todo i ≥ 3 (i ≥ |K|) se a aranha é magra (gorda) (4.19)Na Figura 4.9 enontram-se dois exemplos de pseudo-aranhas, obtidos fazendo v = k2na aranha da Figura 4.7a, aos quais tais ondições se apliam. Para o aso (a), tem-se umempaotamento do tipo (1, 0, 0, 1) dado por {s2, v′′} e {v′, k1, k3, h1, h2} tal que nS

2 = 1 e
n5,3 = 1. Já para o aso (b), existe um empaotamento do tipo (0, 0, 0, 0, 1) formado pelalique {k1, v′, v′′, k3, h1, h2}.

(a) Uma pseudo-aranha GK
N
. (b) Uma pseudo-aranha GK

A
.Figura 4.9: Pseudo-aranhas om |K| = |S|+ 1.As ondições desritas além de neessárias para a existênia de um empaotamento deliques para tais pseudo-aranhas, também são su�ientes, omo a�rma o lema a seguir.Lema 4.7. Se G′ é uma aranha e G = G′K

N ou G = G′K
A , então G possui um empaota-mento de liques P do tipo (n2, . . . , nr) se, e somente se, existem inteiros não-negativos,

ni,j, nS
i satisfazendo as ondições 4.5 a 4.7 para G e também as ondições 4.16 e 4.17, se

G = G′K
A , ou as ondições 4.18 e 4.19, se G = G′K

N .Demonstração. Dada uma aranha G′ e os inteiros ni,j e nS
i satisfazendo as ondições destelema, será formado um empaotamento de liques P , para G = G′K

N ou G = G′K
A , omo



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 65desejado. Para tal onsidere que K ′, S e R são a partição an�nia da aranha G′ e K, Se R, da pseudo-aranha G.Note que, omo |K ′| = |K| − 1 pode ser impossível obter um empaotamento omos parâmetros soliitados para G′. Contudo, a seguir será mostrado que pode-se obterum empaotamento de liques P ′ para G′ om todas as liques desejadas para P , exetopossivelmente uma. Esta lique ausente é substituída em P ′ por outra, que possuirá umvértie em K ′ a menos que o desejado em P para K. Então, através de uma troa devérties e usando v′ e v′′, aresenta-se um vértie a esta lique para obter P .Quando for neessário obter um empaotamento de liques P ′, onforme desritoaima, serão utilizados os inteiros ni,j e nS
i que iniialmente são idêntios aos valoresde ni,j e nS

i para representar a estrutura de P ′.Considera-se um aso espeial quando G = G′K
A , nS

3 = 1 e G for uma pseudo-aranhamagra. Nesta situação apliam-se as seguintes transformações: nS
3 ← 0 e nS

2 ← nS
2 + 1.Veri�a-se por inspeção que os inteiros ni,j e nS

i satisfazem as ondições 4.5 a 4.8 para G′,o que implia na existênia de um empaotamento P ′ do tipo (n2 + 1, n3 − 1, n4, . . . , nr)para G′. Por onstrução, P ′ onterá uma lique C om dois vérties, um deles em S e ooutro em K. Seja {u} = C ∩K. Se u 6= v, troque, em ada lique de P ′, u por v e b−1(u)por b−1(v). Logo C ∩K = {v} e, ao substituir v por v′ e v′′, forma-se o empaotamentode liques P , desejado para G.Se os inteiros dados não on�guram o aso espeial e a primeira parte da ondição 4.7(a que envolve K) não for satisfeita om igualdade, então há sobra de vérties em K everi�a-se por inspeção que os inteiros ni,j e nS
i satisfazem as ondições 4.5 a 4.8 para G′.Logo, pelo Lema 4.2, G′ possui um empaotamento P ′ do tipo (n2, . . . , nr). Se houveruma lique C ′ ∈ P ′ tal que v ∈ C ′, substitua v por v′. Assim, obteve-se o empaotamento

P = P ′ para G.Agora, onsideram-se os asos distintos do aso espeial e sem sobra de vérties em
K. Se n′

i ≥ 1 para algum inteiro i, será feita uma transformação nos inteiros para queuma dentre as liques desejadas ontenha um vértie a menos de K. Logo, seleioneinteiros k e l, 1 ≤ l ≤ k e 2 ≤ k ≤ r tais que nk,l ≥ 1 (aso a) e faça nk,l ← nk,l − 1e nk−1,l−1 ← nk−1,l−1 + 1, se k ≥ 3. Caso ontrário, nS
k ≥ 1 para algum k, 3 ≤ k ≤ r(aso b) e aplia-se a seguinte transformação: nS

k ← nS
k − 1 e nS

k−1 ← nS
k−1 + 1. Estastransformações garantem que os inteiros ni,j e nS

i satisfazem as ondições 4.5 a 4.8 para
G′, que, pelo Lema 4.2, possui um empaotamento P ′.Em seguida, a partir de P ′ será produzido o empaotamento de liques P desejado.Primeiro, onsidere que G = G′K

N , no qual v′ e v′′ não podem pertener a mesma lique.Suponha que foi apliado o aso a. Se k = 2 e l = 2, então existe um vértie x ∈ K ′não usado por nenhuma lique de P ′. Se k = 2 e l = 1, então existe um vértie x ∈ R nãousado por nenhuma lique de P ′. Nestes dois asos, forma-se C ′ = {x}. Por �m, se k ≥ 3,



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 66então existe uma lique C ′ ∈ P ′ tal que C ′ ∈ K ′∪R e |C ′∩K ′| = l−1. Em todos os asos,pela ondição 4.18, existe um vértie u ∈ K ′ \ C ′. Alteram-se os rótulos dos vérties de
G′ de modo que u = v (onforme feito no Lema 4.2, orrigindo as liques em P ′). Agora,adiiona-se v′ à C ′, faz-se P = (P ′ \ {C ′}) ∪ {C ′ ∪ {v′}} e, se houver uma lique C ′′ ∈ P ′tal que v ∈ C ′′, substitui-se v por v′′, fazendo P ← (P \ {C ′′}) ∪ {(C ′′ \ {v}) ∪ {v′′}}.Chega-se, assim, ao empaotamento P desejado.Considere agora que foi apliado o aso b. Note que a pseudo-aranha G é gorda, asoontrário, ou haveria vérties livres em K ou a ondição 4.19 seria violada.Portanto, k ≥ 3 e existe C ′ ∈ P ′ tal que |C ′| = k − 1 e C ′ ∩ S = {u}. Uma vez que
k ≤ |K|−1 (pela ondição 4.18), |C ′| ≤ |K|−2 = |K ′|−1 e |C ′∩K ′| ≤ |K ′|−2. Ou seja,existem ao menos dois vérties em K ′ \C ′ e, pela de�nição de aranha gorda, ao menos umdeles, denominado t, é adjaente a u. Altere os rótulos dos vérties de G′ de modo que
t = v, adiione a C ′ o vértie v′ e troque v por v′′ em qualquer lique de P ′ que ontivesse
v para hegar ao empaotamento desejado. Ou seja, P = (P ′ \ {C ′})∪{C ′∪{v′}} e, asoexista C ′′ ∈ P ′ tal que v ∈ C ′′, faça P ← (P \ {C ′′}) ∪ {(C ′′ \ {v}) ∪ {v′′}}.Como última tarefa, P será produzido a partir de P ′ no aso em que G = G′K

A . Nesteaso, v′ e v′′ podem pertener a mesma lique.Considere que foi apliado o aso a. Se k = 2, então existe um vértie x ∈ K ′ ou
x ∈ R não utilizado por nenhuma lique de P ′. Se x ∈ K ′, altere os rótulos dos vértiesde G′ para que x = v e faça P = P ′ ∪ {{v′, v′′}}. Já se x ∈ R, tome a lique C ′ ∈ P ′ talque v ∈ C ′ e faça C = (C ′ \ {v})∪ {v′} e P = (P ′ \ {C ′})∪ {C, {x, v′′}}. Se k ≥ 3, entãoexiste uma lique C ′ ∈ P ′ tal que |C ′| = k − 1 e C ′ ∈ K ′ ∪ R. Se existir x ∈ C ′ ∩ K ′,altere os rótulos dos vérties de G′ para que x = v e faça C = (C ′ \ {v}) ∪ {v′, v′′} e
P = (P ′ \ {C ′}) ∪ {C}. Caso ontrário, tome qualquer x ∈ C ′ (x ∈ R) e C ′′ ∈ P ′ tal que
v ∈ C ′′ e faça C ′′

1 = (C ′′ \ {v}) ∪ {v′}, C ′
1 = (C ′ ∪ {v′′} e P = (P ′ \ {C ′, C ′′}) ∪ {C ′

1, C
′′
1}.Suponha, por �m, que foi apliado o aso b. Logo k ≥ 3 e existe uma lique C ′em P ′, tal que |C ′| = k − 1 e C ′ ∩ K ′ 6= ∅. Seja u ∈ C ′ ∩ K ′ e altere os rótulos dosvérties de G′ tal que v = u. Produz-se P troando v pelo par v′ e v′′ em C ′, i.e.,

P = (P ′ \ {C ′}) ∪ {(C ′ \ {v}) ∪ {v′, v′′}}.Com isto, foram determinadas as ondições neessárias e su�ientes para existir umempaotamento de liques em todos os tipos de pseudo-aranhas.Por �m, para omputar f , é neessário determinar N2 para um dado empaotamentodo tipo (n2, . . . , nr), para todos os tipos de pseudo-aranhas, exeto a GS
N , que já foionsiderada no Lema 4.4. Para tal, onsidere a propriedade abaixo.Lema 4.8. Se G é uma aranha, G′ é uma pseudo-aranha tal que G′ = GS

A, G′ = GK
N ou

G′ = GK
A e P é um empaotamento de liques de G′ do tipo (n2, . . . , nr), então existe umempaotamento de liques P ′ para G′, do mesmo tipo, tal que, n2,2 = 0 e n2,1 ≤ 1.



4.3. Considerações para a lasse P4-arrumada 67Demonstração. Como para aranhas, seja FS o número de vérties em S não utilizadospor nenhuma lique em P , ou seja, FS = |S| −
∑r

i=2(n
S
i + 2ne

i ) om ne
i = 0 para todo

2 ≤ i ≤ r se a pseudo-aranha G′ não for do tipo GS
A. Em todos os asos, o empaotamento

P será tal que FS ≥
∑r

i=1 in
′
i − 1 ≥ 2n2,2 + n2,1 − 1. Logo, pode-se apliar as seguintestransformações nos inteiros, a �m de tornar n2,2 = 0, de forma semelhante ao Lema 4.3.Dado que x = min{FS − n2,2, n2,1}, faça: nS

2 ← nS
2 + n2,2 + x, n2,2 ← 0 e n2,1 ← n2,1 − x.Veri�a-se failmente que, após as transformações, os inteiros ni,j e nS

i ontinuamsatisfazendo as ondições dos lemas 4.5 ou 4.7, dado que os inteiros originais, dados pelosparâmetros de P , obedeiam às respetivas ondições.O Lema 4.8 fornee, para pseudo-aranhas, uma simpli�ação semelhante a que oLema 4.3 fornee para aranhas. Ou seja, pode-se adiionar as ondições n2,2 = 0 e
n2,1 ≤ 1 às restrições sobre os inteiros na busa por empaotamentos.Assim, pode-se onsiderar o tempo gasto pelo algoritmo para omputar o valor de f ,dados os inteiros n2, n3, . . . , nr, em ada tipo de pseudo-aranha G obtida de uma aranha
G′. De aordo om o Lema 4.4, se G = G′S

N , então o algoritmo tomará O(n3+4+...+r), nopior aso. No aso em que G = G′K
A , a análise é similar do que para uma aranha, na qual,para ada 3 ≤ i ≤ r, as ni liques de tamanho i podem ser distribuídas em r+1 maneirase o valor máximo de n2 pode ser alulado em tempo onstante, resultando no mesmotempo O(n3+4+...+r).Para G = G′S

A , pode-se esolher um valor de 2 ≤ j ≤ r tal que nj ≥ 1 para que ne
j = 1(note que, mesmo que ni = 0, para todo 3 ≤ i ≤ r, sempre é possível fazer n2 = 1) e então,para ada uma das r possibilidades, onsidera-se que as liques restantes são distribuídasda mesma forma que para aranhas entre os inteiros ni,j e nS

i e omputa-se o máximo de
n2 para ada possibilidade. Como r é uma onstante, o tempo total resultante também é
O(n3+4+...+r).Por �m, se G = G′K

N , a distribuição de liques oferee apenas algumas possibilidadesa menos que para o aso em que G = G′K
A (aquelas em que todos os vérties de K sãousados em onjunto em uma lique). Deste modo, neste aso o tempo gasto também é damesma ordem.4.3.3 Outros asosComo observado na Seção 4.3, a função f(G, n3, . . . , nr) também deve ser omputada paraos grafos C5, P5 e P5 pois estes estão presentes em grafos P4-arrumados. Nestes asos, osvalores de f são dados a seguir.
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f(C5, 0, 0, . . . , 0) = 2 f(P5, 0, 0, . . . , 0) = 2

f(P5, 0, 0, . . . , 0) = 2 f(P5, 1, 0, . . . , 0) = 1Em todos demais asos, f está inde�nida pois o empaotamento desejado não existe.4.3.4 O AlgoritmoComo já foi exposto, o algoritmo apresentado para omputar o PEC em grafos da lasseP4-arrumada usa a mesma ideia do algoritmo desenvolvido por Guruswami et al.As três subseções anteriores desreveram os passos para omputar f nas aranhas,pseudo-aranhas e demais grafos P4-arrumada de aordo om os Lemas 4.2, 4.5, 4.4 e 4.7.Além disso, analisaram a omplexidade temporal em ada aso, onsiderando as melhoriasdeorrentes dos Lemas 4.3, 4.6 e 4.8. Como resultado, no pior aso, o tempo gasto peloalgoritmo é O(n3+4+...+r) para omputar uma invoação da função f no grafo orrespon-dente a qualquer nó da ADMQB de um grafo da lasse P4-arrumada.De maneira análoga aos ografos, o número de nós da ADMQB é O(n) e são ompu-tadas, no máximo, O(nr−2) invoações de f por nó. Como resultado, o algoritmo leva
O(n3+4+...+rnr−1) para omputar o PEC. Note que esta omplexidade é maior que a doalgoritmo para ografos por um fator de nr−2.4.4 ConlusãoNeste apítulo, o problema do PEC foi desrito, assim omo a ténia de solução onheidapara ografos. Em seguida, o problema foi resolvido para a lasse de grafos P4-arrumada,utilizando uma ténia semelhante e tratando adequadamente aranhas e pseudo-aranhas� subgrafos araterístios de grafos dessa lasse � e desreveu-se um algoritmo polinomialpara o problema, dado um r �xo.Este é um dos resultados que ompõe esta tese e a ténia de solução utiliza a deom-posição modular omo importante ferramenta que guia o algoritmo pelo paradigma dadivisão e onquista.Uma versão menor do trabalho foi apresentada no Terer Taller Latinoameriano deClanes en Grá�as, oorrido em Guanajuato, Méxio em outubro de 2008. Além disso,uma versão ompleta foi publiada omo Relatório Ténio do Instituto de Computaçãoda UNICAMP [62℄ e uma versão está sendo preparada para submissão a periódio.



Capítulo 5Coloração Total Forte de GrafosIndiferençaNeste apítulo, será estudada uma variante do problema lássio da oloração total de gra-fos, hamada oloração total distinguidora de vérties e também onheida por oloraçãototal forte.O estudo deste problema será restringido à lasse dos grafos indiferença, uma sublassebastante onheida e estudada dos grafos de intervalos. Como prinipal resultado, provou-se limitantes superiores para a oloração total forte de grafos indiferença e, para algunsdestes grafos om araterístias espeí�as, o problema foi resolvido. Os limitantes dadossão su�ientes para estabeleer que grafos indiferença satisfazem a onjetura de Zhanget al. sobre oloração total forte.Além disso, as ténias utilizadas para as provas teórias são onstrutivas, de modoque um algoritmo de oloração aproximado é failmente obtido a partir das onstruçõesdos limitantes. Este algoritmo tem omplexidade linear e resolve o problema para umsubonjunto dos grafos indiferença.5.1 IntroduçãoUma oloração total de um grafo é uma oloração de seus vérties e arestas de forma quevérties adjaentes, arestas adjaentes e arestas e vérties inidentes tenham ores distin-tas. Coloração de arestas e oloração de vérties são asos pariais da oloração total, nosquais apenas arestas ou vérties são oloridos, respetivamente. Representa-se por C(v) oonjunto de ores assoiado ao vértie v numa oloração total do grafo, ou seja, a or dovértie v e as ores de todas as arestas inidentes a v. Uma oloração total de um grafoé distinguidora de vérties adjaentes, se para todo par de vérties adjaentes, u e v, dografo, os onjuntos C(u) e C(v) são distintos. Neste texto, uma oloração total distingui-69
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(a) Coloração total. (b) Coloração total forte.Figura 5.1: Coloração total e total forte de um grafo.dora de vérties adjaentes será hamada de oloração total forte. O número mínimo deores para olorir um grafo em ada um destes problemas é hamado, respetivamente,de número romátio total , índie romátio, número romátio e número romátio totalforte. Estes parâmetros são denotados por χ′′(G), χ′(G), χ(G) e χ′′
a(G), respetivamente.Na Figura 5.1 apresentam-se duas olorações totais para um C5, ambas om o númeromínimo de ores. No item (a), a oloração não é uma oloração total forte, pois observam-se vérties adjaentes que usam o mesmo onjunto de ores, {0, 1, 2}. Em (b) a oloraçãoé total forte para o mesmo grafo. Note que nem sempre é possível obter uma oloraçãototal forte om χ′′(G) ores.O tópio deste apítulo é abordar o problema do número romátio total forte paragrafos simples. Este problema foi introduzido por Zhang et al. [74℄, que também determi-naram o valor do número romátio total forte para algumas famílias de grafos tais omografos ompletos, ilos, grafos bipartidos ompletos, leques (grafos join entre um ami-nho e um gravo trivial), rodas (grafos join entre um ilo e um grafo trivial) e árvores.Além disso, os autores propuseram a seguinte onjetura:Conjetura 5.1. Se G é um grafo onexo, simples e om pelo menos dois vérties, então

χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3.São bastante onheidos na literatura os limitantes superiores para o índie romátiode um grafo simplesG, χ′(G) ≤ ∆(G)+1, dado por Vizing [69℄, e os dados pela Conjeturada Coloração Total, χ′′(G) ≤ ∆(G) + 2, apresentada, independentemente, por Behzad [4℄e Vizing [69, 70℄.O limitante superior dado na Conjetura 5.1 é justo, uma vez que o número romátiototal forte de um grafo ompleto é χ′′

a(Kp) = p + 2 = ∆(Kp) + 3, quando p ≥ 3 éímpar [74℄. Tomando 2t+1 = p, e assoiando ada vértie do Kp a um inteiro entre 1 e p,esta oloração atribui a or j ao vértie j e às arestas {j+2, j+2t−1}, {j+3, j+2t−2}, . . .,
{j+ t−1, j+ t+2} e {j+ t, j+ t+1}, para ada j de 1 a p. Além disso, as arestas {2t, 1}e {p, 2} reebem as ores p e 1, respetivamente, e, para j de 1 a 2t−1, a aresta {j, j+2}



5.1. Introdução 71reebe a or p+ 1, se j mod 4 = 1 ou 2, ou a or p+ 2, se j mod 4 = 0 ou 3. Além disso,a Conjetura 5.1 foi on�rmada para grafos om ∆(G) = 3 [18, 43, 71℄, hiperubos [17℄,grafos periplanares [72℄ e grafos Halin [19℄.Note que χ′′(Kp) = p para um grafo ompleto Kp om número ímpar de vérties.Assim, χ′′
a(Kp) = χ′′(Kp) + 2. Já quando p é par, χ′′(Kp) = χ′′

a(Kp) = p + 1 e umaoloração total forte do Kp om o número mínimo de ores pode ser obtida a partir deuma oloração total do grafo Kp+1 (om p + 1 ores), apenas removendo um de seusvérties.A oloração total distinguidora de vérties adjaentes de um grafo simples está re-laionada om a oloração de arestas distinguidora de vérties, que foi onsiderada pelaprimeira vez por Burris e Shelp [13℄ e, posteriormente, foi disutida por muitos outrosautores (Bazgan et al. [3℄ provaram que n + 1 é um limitante superior do problema, porexemplo). Nesta forma da oloração, quaisquer dois vérties devem possuir onjuntos deores distintos. Posteriormente, foi estudado o problema em que essa exigênia é apliadaapenas a vérties adjaentes [17, 75℄.Sabe-se há tempo que é NP-Difíil determinar o índie romátio e o número romátiototal de um grafo [67, 69℄. O estado da omplexidade do problema de determinar o númeroromátio total forte de um grafo ainda não é onheido. Parte da di�uldade do problemada oloração total forte provavelmente se deve a existênia de uma di�uldade adiionalpara onstruir esse tipo de oloração: dado um grafo e uma oloração total forte paraele, a mesma oloração pode não ser válida para alguns de seus subgrafos. Isto nunaaontee om as olorações de vérties, arestas e total, nas quais todo subgrafo aeita amesma oloração do grafo original.Neste apítulo, o estudo será direionado para grafos indiferença. Estes são umasublasse de grafos de intervalos (veja, por exemplo, [35℄) no qual todos os intervalostêm o mesmo tamanho (unitário). Eles também podem ser araterizados omo grafosde intervalos livres de K1,3 induzido [34℄ e são reonheidos em tempo linear [20, 26℄.Grafos indiferença também podem ser araterizados por uma ordem linear: seus vértiespodem ser linearmente ordenados de forma que os vérties ontidos em uma mesma liquemaximal são onseutivos [65℄. Esta ordem é hamada ordem indiferença.Problemas de oloração foram onsiderados para grafos indiferença, mas ambos osproblemas de determinar o índie romátio e o número romátio total destes grafosontinuam abertos. Todavia, alguns resultados pariais são onheidos para um grafoindiferença G. Se ∆(G) é ímpar, então χ′(G) = ∆(G), aso ontrário, χ′(G) ≤ ∆(G) + 1(a última inequação é dada pelo teorema de Vizing). Ainda, se ∆(G) é par, χ′′(G) =

∆(G) + 1, aso ontrário, χ′′(G) ≤ ∆(G) + 2, i.e., a Conjetura da Coloração Total estáon�rmada [27℄. Estes resultados foram obtidos através do uso de uma ténia de rolagem(pullbak) para omputar o número romátio total de um grafo indiferença.



5.2. Preliminares 72Na Seção 5.2 são apresentadas notações usadas no texto e resultados onheidos rela-tivos ao tema. Os resultados novos são dados na Seção 5.3 e, por �m, as onlusões dotrabalho são dadas na Seção 5.4.5.2 PreliminaresNeste trabalho, será usada a ténia de rolagem a �m de dar uma oloração total fortepara grafos indiferença. Esta ténia foi usada anteriormente para ataar os problemasda oloração de arestas e da oloração total de grafos dualmente ordais, uma superlassedos grafos indiferença.Para maior agilidade, alguns resultados onheidos [27℄ serão reapresentados a seguir.Um pullbak de G paraG′ é uma função f : V (G)→ V (G′), tal que se {u, v} ∈ E(G),então {f(u), f(v)} ∈ E(G′) e f é injetiva quando restrita a NG[v], para todo v ∈ V (G).Este tipo de função nos permite usar ores de vérties e arestas numa oloração de G′para os vérties e arestas de G, pois as restrições impostas às olorações de vérties, dearestas e total são preservadas pela função.Será denotado por G2 o grafo que satisfaz V (G2) = V (G) e {u, v} ∈ E(G2) se, esomente se, u e v são distintos e sua distânia em G é no máximo 2.Lema 5.2. Existe um pullbak de um grafo G para um grafo ompleto Kp se, e somentese, χ(G2) ≤ p.Lema 5.3. Se G é um grafo dualmente ordal, então χ(G2) ≤ ∆(G) + 1.Uma vez que um grafo indiferença G é um grafo dualmente ordal, dos lemas 5.2 e 5.3,obtém-se diretamente o seguinte resultado.Corolário 5.4. Se G é um grafo indiferença, existe um pullbak de G para K∆(G)+1.Neste texto, quando uma or α está ontida em C(v), diz-se que α aparee em v, asoontrário, diz-se que α falta em v.5.3 Grafos indiferençaNesta seção, um pullbak a partir de um grafo ompleto será onsiderado para dar umaoloração total forte para grafos indiferença. Esta oloração será ótima se o grafo satis�zeralgumas propriedades adiionais, disutidas adiante. Caso ontrário, a oloração será umaaproximação, su�iente para provar a Conjetura 5.1 para grafos indiferença.Para este objetivo, uma oloração total de um grafo ompleto Kp, sendo p um inteiroímpar, será onsiderada. É sabido que χ′′(Kp) = p. Rotule os vérties de Kp om
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{v0, . . . , vp−1} e onsidere uma oloração total deKp dada pela seguinte função c : V (Kp)∪

E(Kp) −→ {0, . . . , p− 1}.
c(vi) = 2i mod p, e

c(vi, vj) = (i+ j) mod p.É fáil observar que todas as ores disponíveis apareem em ada vértie de Kp, umavez que c é uma oloração total de Kp om p ores.Lema 5.5. Sejam G um grafo indiferença e p um inteiro ímpar tal que p ≥ ∆(G) + 2.Então, G possui uma oloração total forte om p ores.Demonstração. Seja v0, . . . , vn−1 uma ordem indiferença de um grafo indiferença G e seja
p um inteiro ímpar tal que p ≥ ∆(G) + 2. Considere uma função π : V (G) ∪ E(G) −→

{0, . . . , p− 1} de�nida abaixo.
π(vi) = c(vi mod p) = 2i mod p, e

π(vi, vj) = c(vi mod p, vj mod p) = (i+ j) mod pPelo Corolário 5.4, existe uma função pullbak de G para um grafo ompleto Kp. Afunção π é um pullbak de G para um grafo ompleto Kp e, logo, π é uma oloraçãototal para G. De fato, a sequênia (0, 2, . . . , p − 1, 1, 3, . . . , p − 2) de ores é atribuídarepetidamente, pela função π, aos vérties de G seguindo a ordem indiferença onsiderada.Uma vez que, para qualquer vértie vi ∈ V (G), |NG[vi]| ≤ ∆(G) + 1 < p, a função π éinjetiva quando restrita a N [vi]. Além disso, se {vi, vj} ∈ E(G), a or π(vi, vj) é a mesmaor da aresta {vr, vs} ∈ E(Kp) om r = i mod p e s = j mod p.Na Figura 5.2 estão ilustrados no item (a) uma oloração total de um K5 onforme afunção c e, no item (b), a oloração total forte produzida pela função π sobre um grafoindiferença de grau máximo 3. Os vérties do grafo indiferença estão em uma ordemindiferença.Agora, será demonstrado que π é uma oloração total forte de G. Para tanto, mostra-se que para ada vértie vi de G existe uma or α que falta em vi e ao mesmo tempoaparee em ada vértie vj adjaente a vi tal que j > i. Desta forma, para todos pares devérties adjaentes de G, existe uma or que aparee em um deles e esta mesma or faltano outro, provando o lema.Seja vi um vértie de G e vj o vértie mais à direita de vi na ordem indiferença, queseja adjaente a vi. Por onstrução, vi não é adjaente a vj+1, se existir. Ainda mais, vinão é adjaente a vj+1−p (se existir), aso ontrário vi teria grau p− 1 ≥ ∆(G) + 1, umaontradição.Para ontinuar a prova, onsidere a ilustração na Figura ().
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(a) Coloração total do K5. (b) Coloração total forte.
() Prova da ausênia de uma or.Figura 5.2: Coloração total forte omo exemplo de pullbak.Dado que π é um pullbak de um Kp, a or α que π assoiaria a (vi, vj+1) poderiaestar assoiada apenas a arestas (vi, vk) tais que k = j + 1 + lp, l ∈ Z. Isto implia que

vk 6∈ NG[vi] e, portanto, vi não possui arestas inidentes oloridas por π om a or α. Alémdisso, π(vi) 6= α. De fato, se π(vi) = α = π(vi, vj+1), então 2i mod p = i + j + 1 mod p.Logo, i = j + 1 + lp, l ∈ Z. Por outro lado, pela esolha de j + 1, isto é impossível, jáque i < j + 1 e j + 1− p < i. Portanto, α 6∈ C(vi).Para terminar a prova, seja α = π(vi, vj+1). Agora, será mostrado que a or α apareeem todos os vérties entre vi+1 e vj na ordem indiferença.Pela de�nição de ordem indiferença, G[{vi+1, . . . , vj}] é um grafo ompleto pois
{vi, vj} ∈ E(G). Logo, pela de�nição de π, α = π(vi, vj+1) = π(vi+k, vj+1−k), para
1 ≤ k < (j − i + 1)/2. Adiionalmente, se j + 1 − i for par, o vértie v(j+1−i)/2 tambémpossui a or α. Logo, a or α aparee em todos os vérties entre vi+1 e vj e o lema estáprovado.Note que, para qualquer grafo G om pelo menos dois vérties de grau máximo adja-entes, é válido que χ′′

a(G) ≥ ∆(G)+2. As a�rmações a seguir são onsequênias imediatasdo Lema 5.5.Corolário 5.6. Se G é um grafo indiferença om grau máximo ímpar, então G tem umaoloração total forte om ∆(G)+ 2 ores. Além disso, se G possui ao menos dois vértiesde grau máximo adjaentes, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.Corolário 5.7. Se G é um grafo indiferença om grau máximo par, então G tem umaoloração total forte om ∆(G) + 3 ores.



5.4. Conlusões 75Estes resultados forneem limitantes superiores para a oloração total forte de grafosindiferença su�ientes para a�rmar que tais grafos satisfazem a onjetura da oloraçãototal forte (Conjetura 5.1).Teorema 5.8. Se G é um grafo indiferença, então χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3.A �m de omplementar os resultados anteriores, agora, será onsiderado um asoespeial de grafos indiferença om grau par, para o qual será apresentada uma oloraçãototal om o número mínimo de ores, também obtida pelo uso de um pullbak de umgrafo ompleto, que é uma oloração total forte om número mínimo de ores.Lema 5.9. Se G é um grafo indiferença om grau máximo par e não possui dois vértiesde grau máximo adjaentes, então χ′′

a(G) = ∆(G) + 1.Demonstração. Neste aso, χ′′
a(G) = χ′′(G). Por argumentos similares aos do Lema 5.5,se p = ∆(G) + 1 (que é um número inteiro ímpar) , a função π ainda é um pullbak de

G para Kp e, portanto, π é uma oloração total de G.Uma vez que não existem dois vérties de grau máximo adjaentes em G, então
χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 1. Se v for um vértie de grau máximo de G, então todas as oresusadas apareem em v. Um vizinho u de v tem pelo menos uma or faltando (pois elenão tem grau máximo), logo C(u) 6= C(v).Como no Lema 5.5, tome uma ordem indiferença de G e sejam vi um vértie que nãotem grau máximo e vj o vizinho de vi mais à direita na ordem. Uma vez que, i < j + 1e j + 1 − p = j − ∆(G) < i (pois j < i + ∆(G)), a or α = π(vi, vj+1) não aparee em

vi. Por argumentos semelhantes aos usados no Lema 5.5, a or α aparee em todos osvérties entre vi+1 e vj , o que ompleta a prova.5.4 ConlusõesNeste apítulo, foi demonstrado que a Conjetura 5.1 vale para todos os grafos indiferença.A ténia usada proporionou a elaboração de um algoritmo aproximado de tempo linearque olore um grafo indiferença qualquer. Além disso, se o grafo tem grau máximo par enão possui vérties de grau máximo adjaentes ou se o grafo tem grau máximo ímpar epelo menos dois vérties de grau máximo adjaentes, o algoritmo garantidamente enontrauma oloração om número mínimo de ores.Estes resultados foram apresentados no Latin Amerian Workshop on Cliques in Gra-phs, oorrido em Itaipava em novembro de 2010 e foram submetidos à revista MatemátiaContemporânea [61℄.Uma ontinuidade natural para este trabalho é onsiderar o problema da oloração dearestas distinguidora de vérties adjaentes para grafos indiferença. Infelizmente, a ténia



5.4. Conlusões 76utilizada paree não ser failmente adaptável. Por exemplo, no grafo da Figura 5.2b, oprimeiro vértie om a or 3 e o vértie seguinte são adjaentes e suas arestas inidentesompartilham o mesmo onjunto de ores {1, 2, 4}. Além disso, o Lema 5.5 usa a or dovértie v(j+1−i)/2 para garantir a distinção entre C(vi) e C(v(j+1−i)/2), quando j − i é par.Algo que não é possível na oloração de arestas. Outra vertente é analisar a Conjetura 5.1no ontexto dos grafos de intervalos.



Capítulo 6ConlusõesO foo deste trabalho foi a solução de problemas ombinatórios em grafos, prinipalmentepelo uso da deomposição modular, a �m de ontribuir para expandir o uso desta poderosaferramenta, que tem sido apliada om suesso em uma ampla gama de problemas. Nestadireção, naturalmente estudam-se as lasses de grafos om �pouos P4's�, para as quais adeomposição modular tem um vínulo maior.O leitor foi familiarizado om a deomposição modular e om as lasses de grafos om�pouos P4's� no Capítulo 2, no qual também estão ompiladas as notações e fundamentosneessários para o desenvolvimento dos assuntos posteriores.O Problema dos Separadores Minimais foi estudado no Capítulo 3. Embora sejamonheidos algoritmos polinomiais para este problema em qualquer lasse de grafos ujonúmero de separadores minimais seja limitado polinomialmente, o mais e�iente entreestes algoritmos leva tempoO(n3) por separador. Nossas ontribuições para este problemasão um algoritmo linear que lista todos os separadores minimais dos grafos P4-arregadosestendidos e o estabeleimento de limites justos para a quantidade e tamanho total destesseparadores minimais em grafos da lasse P4-arregada estendida e em algumas de suassublasses: P4-arregada, P4-arrumada e P4-leve. Os limitantes obtidos para o número deseparadores minimais são todos O(n), melhorando os anteriormente onheidos, O(n+m).O algoritmo proposto é resultado de uma ténia que foi desenvolvida para obter osseparadores minimais de um grafo qualquer a partir dos separadores minimais dos grafosquoientes de sua árvore de deomposição modular, generalizando o trabalho anteriorpara a lasse P4-esparsa.O Capítulo 4 aborda o segundo problema onsiderado, o Problema do Empaotamentode Cliques, que é inerentemente difíil mesmo para lasses de grafos que podem ser vistasomo �simples�, no sentido que são lasses ujo reonheimento, bem omo problemas lás-sios de otimização são resolvidos em tempo polinomial ou mesmo linear. A deomposiçãomodular já havia sido utilizada para resolver o Problema do Empaotamento de Cliques77



78quando a entrada é um ografo. Nossa ontribuição é uma extensão deste algoritmo paratratar, em tempo polinomial, grafos de uma superlasse, a P4-arrumada. Nota-se que umanova extensão do algoritmo no mesmo sentido é pouo provável, visto que as superlassesmais estudadas da P4-arrumada ontém os grafos split, para os quais este problema éintratável.O último problema onsiderado é o Problema da Coloração Total Forte, no Capítulo 5.Este estudo foge do esopo da deomposição modular e das lasses de grafos om �pouos
P4's�, ofereendo novos desa�os e oportunidades. O problema é uma variação reentementeapresentada do lássio problema de oloração total e ainda não teve sua omplexidadeomputaional determinada. Nosso estudo demonstrou que uma ténia onheida omopullbak e utilizada para oloração total de grafos dualmente ordais, pode ser adaptadapara oloração total forte de grafos indiferença. Estes grafos formam uma sublasse bemonheida dos grafos de intervalos que, por sua vez, são uma sublasse dos grafos dual-mente ordais. A oloração produzida pelo algoritmo proposto para um grafo indiferença
G usa no máximo ∆(G)+ 3 ores, validando a Conjetura de Zhang et al. nesta lasse degrafos. Além disso, o algoritmo produz, em alguns asos bem determinados, a oloraçãoótima.As ontribuição apresentadas por esta tese de doutorado permitem que alguns proble-mas em grafos sejam resolvidos em lasses de grafos para as quais não havia algoritmoanterior ou de uma forma mais e�iente. Para tal, foram propostas extensões e generali-zações de ténias onheidas a �m de ampliar seu esopo.



Referênias Bibliográ�as[1℄ J. C. S. Araújo e C. L. Sales. Grundy number on P4-lasses. Eletroni Notes inDisrete Mathematis, 35:21�27, 2009. LAGOS'09 - V Latin-Amerian Algorithms,Graphs and Optimization Symposium.[2℄ S. Arnborg, D. G. Corneil e A. Proskurowski. Complexity of �nding embeddings ina k-tree. SIAM J. Algebra. Disr. Methods, 8(2):277�284, 1987.[3℄ C. Bazgan, A. Harkat-Benhamdine, H. Li e M. Wozniak. On the vertex-distinguishingproper edge-olorings of graphs. J. Comb. Theory B, 75(2):288�301, 1999.[4℄ M. Behzad. Graphs and their hromati numbers. Tese de doutorado, Mihigan StateUniversity, 1965.[5℄ A. Berry, J.-P. Bordat e O. Cogis. Generating all the minimal separators of a graph.Internat. J. Foundations Comput. Si., 11(3):397�403, 2000.[6℄ A. Berry, J.-P. Bordat e P. Heggernes. Reognizing weakly triangulated graphs byedge separability. Nordi J. of Computing, 7:164�177, September de 2000.[7℄ A. Berry e R. Pogorelnik. A simple algorithm to generate the minimal separatorsand the maximal liques of a hordal graph. Inform. Proess. Lett., 111(11):508�511,2011.[8℄ H. L. Bodlaender e U. Rotis. Computing the treewidth and the minimum �ll-inwith the modular deomposition. Algorithmia, 36:375�408, 2008.[9℄ V. Bouhitté e I. Todina. Treewidth and minimum �ll-in: Grouping the minimalseparators. SIAM J. Comput., 31:212�232, January de 2002.[10℄ V. Bouhitté e I. Todina. Listing all potential maximal liques of a graph. Theor.Comput. Si., 276(1-2):17�32, 2002.[11℄ A. Brandstädt e R. Mosa. On variations of P4-sparse graphs. Disrete Appl. Math.,129:521�532, August de 2003. 79



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 80[12℄ R. S. F. Bravo, S. Klein, L. T. Nogueira e F. Protti. Charaterization and reognitionof P4-sparse graphs partitionable into k independent sets and l liques. Disrete Appl.Math., 159(4):165�173, 2011.[13℄ A. C. Burris e R. H. Shelp. Vertex-distinguishing proper edge-olorings. J. GraphTheory, 26:73�82, 1997.[14℄ V. Campos, C. L. Sales, K. Maia, N. Martins e R. Sampaio. Restrited oloringproblems on graphs with few P4's. LAGOS'11 - VI Latin-Amerian Algorithms,Graphs and Optimization Symposium, 2011.[15℄ M. R. Cerioli, L. Faria, T. O. Ferreira, C. A. J. Martinhon, F. Protti e B. Reed.Partition into liques for ubi graphs: Planar ase, omplexity and approximation.Disrete Appl. Math., 156:2270�2278, 2008.[16℄ F. Chataigner, G. Mani¢, Y. Wakabayashi e R. Yuster. Approximation algorithmsand hardness results for the lique paking problem. Disrete Appl. Math., 157:1396�1406, 2009.[17℄ M. Chen e X. Guo. Adjaent vertex-distinguishing edge and total hromati numberof hyperubes. Inform. Proess. Lett., 109:599�602, 2009.[18℄ X. Chen. On the adjaent vertex distinguishing total oloring numbers of graphswith ∆ = 3. Disrete Math., 308(17):4003�4007, 2008.[19℄ X. Chen e Z. Zhang. AVDTC numbers of generalized halin graphs with maximumdegree at least 6. Ata Mathematiae Appliatae Sinia, English Series, 24:55�58,2008.[20℄ D. G. Corneil, H. Kim, S. Natarajan, S. Olariu e A. P. Sprague. Simple linear timereognition of unit interval graphs. Inform. Proess. Lett., 55:99�104, 1995.[21℄ D. G. Corneil, H. Lerhs e L. S. Burlingham. Complement reduible graphs. DisreteAppl. Math., 3(3):163�174, 1981.[22℄ D. G. Corneil, H. Lerhs e L. S. Burlingham. A linear reognition algorithm forographs. SIAM J. Computing, 14(4):926�934, 1985.[23℄ D. D. Cowan, L. O. James e R. G. Stanton. Graph deomposition for undiretedgraphs. Em 3rd S-E Conf. Combinatoris, Graph Theory and Computing, páginas281�290. Utilitas Math., 1972.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 81[24℄ E. Dahlhaus e M. Karpinski. Mathing and multidimensional mathing in hordaland strongly hordal graphs. Disrete Appl. Math., 84(1-3):79�91, 1998.[25℄ S. Dantas, S. Klein, C. P. de Mello e A. Morgana. The graph sandwih problem for
P4-sparse graphs. Disrete Math., 309(11):3664�3673, 2009.[26℄ C. M. de Figueiredo, J. Meidanis e C. P. de Mello. A linear-time algorithm for properinterval graph reognition. Inform. Proess. Lett., 56:179�184, 1995.[27℄ C. M. H. de Figueiredo, J. Meidanis e C. P. de Mello. Total-hromati number andhromati index of dually hordal graphs. Inform. Proess. Lett., 70:147�152, 1999.[28℄ C. P. de Mello, A. Morgana e M. Liverani. The lique operator on graphs with few
P4's. Disrete Appl. Math., 154(3):485�492, 2006.[29℄ A. Ehrenfeuht, H. N. Gabow, R. M. MConnell e S. J. Sullivan. An O(n2) divide-and-onquer algorithm for the prime tree deomposition of two-strutures and modulardeomposition of graphs. J. Algorithms, 16(2):283�294, 1994.[30℄ J. L. Fouquet, I. Parfeno� e H. Thuillier. An O(n) time algorithm for maximummathing in P4-tidy graphs. Inf. Proess. Lett., 62(6):281�287, 1997.[31℄ V. Giakoumakis. P4-laden graphs: A new lass of brittle graphs. Inf. Proess. Lett.,80:29�36, 1996.[32℄ V. Giakoumakis, F. Roussel e H. Thuillier. On P4-tidy graphs. Disrete Math. Theor.Comput. Si., 1(1):17�41, 1997.[33℄ V. Giakoumakis e J. M. Vanherpe. On extended P4-reduible and extended P4-sparsegraphs. Theor. Comput. Si., 180(1-2):269�286, 1997.[34℄ P. C. Gilmore e A. J. Ho�man. A haraterization of omparability graphs and ofinterval graphs. The Canadian Journal of Mathematis, 16:539�548, 1964.[35℄ M. C. Golumbi. Algorithmi Graph Theory and Perfet Graphs. Aademi Press,New York, 1980.[36℄ V. Guruswami, C. Pandu Rangan, M. S. Chang, G. J. Chang e C. K. Wong. The
Kr-Paking Problem. Computing, 66:79�89, 2001.[37℄ D. Gus�eld. The multi-state perfet phylogeny problem with missing and removabledata: Solutions via integer-programming and hordal graph theory. J. Comput. Biol.,17, 2010.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 82[38℄ R. Gysel e D. Gus�eld. Extensions and improvements to the hordal graph approahto the multi-state perfet phylogeny problem. Em Bioinformatis Researh andAppliations, volume 6053 de Let. Notes Comput. Si., páginas 52�60. SpringerBerlin / Heidelberg, 2010.[39℄ M. Habib e C. Paul. A survey on algorithmi aspets of modular deomposition.Computer Siene Review, 4(1):41�59, 2010.[40℄ P. L. Hammer e B. Simeone. The splittane of a graph. Combinatoria, 1(3):275�284,1981.[41℄ P. Heggernes. Minimal triangulations of graphs: A survey. Disrete Math.,306(3):297�317, 2006.[42℄ C. T. Hoàng. A lass of perfet graphs. Dissertação de mestrado, Shool Comput.Si., Montreal, 1983.[43℄ J. Hulgan. Conise proofs for adjaent vertex-distinguishing total olorings. DisreteMath., 309:2548�2550, 2009.[44℄ B. Jamison e S. Olariu. A new lass of brittle graphs. Stud. Appl. Math., 81:89�92,1989.[45℄ B. Jamison e S. Olariu. On a unique tree representation for P4-extendible graphs.Disrete Appl. Math., 34(1-3):151�164, 1991.[46℄ B. Jamison e S. Olariu. A tree representation for P4-sparse graphs. Disrete Appl.Math., 35(2):115�129, 1992.[47℄ B. Jamison e S. Olariu. Linear time optimization algorithms for P4-sparse graphs.Disrete Appl. Math., 61:155�175, 1995.[48℄ B. Jamison e S. Olariu. A linear-time reognition algorithm for P4-reduible graphs.Theor. Comput. Si., 145(1-2):329�344, 1995.[49℄ D. G. Kirkpatrik e P. Hell. On the ompleteness of a generalized mathing problem.Em STOC '78: Proeedings of the tenth annual ACM symposium on Theory ofomputing, páginas 240�245, New York, NY, USA, 1978. ACM.[50℄ D. G. Kirkpatrik e P. Hell. On the omplexity of general graph fator problems.SIAM J. Comput., 12:601�609, 1983.[51℄ T. Kloks e D. Kratsh. Listing all minimal separators of a graph. SIAM J. Comput.,27(3):605�613, 1998.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 83[52℄ P. S. Kumar e C. E. V. Madhavan. Minimal vertex separators of hordal graphs.Disrete Appl. Math., 89:155�168, 1998.[53℄ H. Lerhs. On liques and kernels. Relatório ténio, Departament of ComputerSiene, University of Toronto, Março de 1971.[54℄ G. Mani¢ e Y. Wakabayashi. Paking triangles in low degree graphs and indi�erenegraphs. Disrete Math., 308:1455�1471, 2008.[55℄ F. Mazoit. Listing all the minimal separators of a 3-onneted planar graph. DisreteMath., 306:372�380, 2006.[56℄ R. M. MConnell e J. P. Spinrad. Linear-time modular deomposition and e�ienttransitive orientation of omparability graphs. Em SODA '94: Proeedings ofthe �fth annual ACM-SIAM symposium on Disrete algorithms, páginas 536�545,Philadelphia, PA, USA, 1994. Soiety for Industrial and Applied Mathematis.[57℄ J. H. Muller e J. P. Spinrad. Inremental modular deomposition. J. ACM, 36(1):1�19, 1989.[58℄ S. D. Nikolopoulos e L. Palios. Minimal separators in P4-sparse graphs. DisreteMath., 306(3):381�392, 2006.[59℄ A. Parra e P. She�er. How to use the minimal separators of a graph for its hordaltriangulation. Em Automata, Languages and Programming, volume 944 de Let.Notes Comput. Si., páginas 123�134. Springer Berlin / Heidelberg, 1995.[60℄ V. Pedrotti. Deomposição modular de grafos não orientados. Dissertação demestrado, Universidade Estadual de Campinas, 2007.[61℄ V. Pedrotti e C. P. de Mello. Adjaent-vertex-distinguishing total oloring ofindi�erene graphs. Matemátia Contemporânea. Aeito para publiação.[62℄ V. Pedrotti e C. P. de Mello. Kr-paking of P4-tidy graphs. Relatório TénioIC-09-19, Instituto de Computação, Universidade de Campinas, Maio de 2009.[63℄ V. Pedrotti e C. P. de Mello. Minimal separators in P4-tidy graphs. Eletroni Notesin Disrete Math., 35:71�76, 2009.[64℄ V. Pedrotti e C. P. de Mello. Minimal separators in extended P4-laden graphs.Relatório Ténio IC-10-05, Instituto de Computação, Universidade de Campinas,Fevereiro de 2010.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 84[65℄ F. S. Roberts. On the ompatiblility between a graph and a simple order. J. Comb.Theory B, 11:28�38, 1971.[66℄ D. J. Rose. Triangulated graphs and the elimination proess. J. Math. Anal. Appl.,32(3):597�609, 1970.[67℄ A. Sánhez-Arroyo. Determining the total olouring number is NP-Hard. DisreteMath., 78(3):315�319, 1989.[68℄ M. Tedder, C. Corneil, M. Habib e C. Paul. Simpler linear-time modulardeomposition via reursive fatorizing permutations. Em Proeedings of the 35thinternational olloquium on Automata, Languages and Programming, Part I, páginas634�645, Berlin, Heidelberg, 2008. Springer-Verlag.[69℄ V. G. Vizing. On an estimate of hromati lass of a p-graph. Diskrete Analiz,3:25�30, 1964. (em Russo).[70℄ V. G. Vizing. The hromati lass of a multigraph. Kibernetika (Kiev), 3:29�39,1965. Versão em inglês na Cybernetis 1, 32�41.[71℄ H. Wang. On the adjaent vertex-distinguishing total hromati numbers of thegraphs with ∆(G) = 3. J. Comb. Optim., 14:87�109, 2007.[72℄ Y. Wang e W. Wang. Adjaent vertex distinguishing total olorings of outerplanargraphs. J. Comb. Optim., 19:123�133, 2010.[73℄ M. Yannakakis. Complexity the minimum �ll-in is NP-Complete. SIAM J. Algebra.Disr. Methods, 2(1):77�79, 1981.[74℄ Z. Zhang, X. Chen, J. Li, B. Yao, X. Lu e J. Wang. On adjaent-vertex-distinguishingtotal oloring of graphs. Siene in China Series A: Mathematis, 48:289�299, 2005.[75℄ Z. Zhang, L. Liu e J. Wang. Adjaent strong edge oloring of graphs. Appl. Math.Lett., 15:623�626, 2002.



Índie Remissivoaranha, 15�19gorda, 15magra, 15partição an�nia, 16, 18árvore, 5brittle, 6, 18, 19lasse hereditária, 6o-árvore, 14, 52binária, 53ografo, 14oloraçãonúmero romátio, 70número romátio total, 70número romátio total forte, 70, 71total, 69total distinguidora de vérties adjaen-tes, 69total forte, 70onjunto homogêneo, 7deomposição modular, 9, 16, 18árvore, 9, 14, 18, 52, 54nó degenerado, 10, 11nó paralelo, 10nó primo, 10nó serial, 10nó vizinhança, 10, 14, 16, 18�20quase binária, 55empaotamento do tipo (n2, . . . , nr), 48grafo
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