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Resumo

Um mapa tridimensional é uma colegdo de elementos topoldgicos primitivos — células,
faces, arestas e vértices — conectados por relagoes de adjacéncia e incidéncia. Abordamos
nesta tese o problema de produzir automaticamente uma representacao geométrica “boni-
ta” de um mapa 3D, dada apenas sua representagao topolégica na forma de um esquema
de colagem de poliedros.

O modelo geométrico que construimos consiste de um grande nimero de tetraedros com
faces planas, resultantes da subdivisdo topoldgica das células do mapa dado. A geometria
do modelo é determinada por func¢des numéricas, denominadas energias, que quantifi-
cam virios tipos de defeitos estéticos e utilitdrios do modelo. A geometria é escolhida
minimizando-se uma combinacio apropriada das fun¢des de energia, por métodos padroes
de otimizagao nao-linear. O modelo geométrico é entdo exibido com diversas técnicas de
visualizagdo.
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Abstract

A three-dimensional map is a collection of primitive topological elements — cells, faces,
edges and vertices — connected by adjacency and incidence relations. We consider in this
dissertation the problem of automatically producing a “nice” geometric representation of
a 3D map, given only its topological description, presented as a polyhedral gluing model.

The geometric model that we build consists of a large number of tetrahedra with planar
faces, resulting from topological subdivision of the cells of the given map. The model’s ge-
ometry is determined by numerical functions called energies, which quantify several kinds
of aesthetic and utilitarian defects of the model. The geometry is chosen by minimiz-
ing a suitable combination of energy functions, through standard non-linear optimization
methods. The geometric model is then rendered using a variety of visualization techniques.
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Capitulo 1

Introducao

A visualizacdo de objetos de dimensdes maiores do que trés é um problema desafiante, uma
vez que a Nnossa experiéncia visual limita-se ao espaco euclidiano tridimensional. Dentre
tais objetos, os mapas tridimensionais (que incluem a fronteira de politopos 4D) sfo de
grande interesse, nio somente em matemadtica {22], mas também em ciéncias aplicadas
como a robdética [27] e a mecanica [38].

Em tais aplicagoes, frequentemente encontramos a necessidade de visualizar a estrutura
topoldgica de um mapa tridimensional para o qual contamos apenas com uma descri¢do
combinatéria. Para solucionar este problema, precisamos de uma ferramenta que permita
gerar, de maneira automatica, representacdes geométricas do mapa 3D que possam ser
facilmente entendidas pelo usudrio. Os resultados promissores obtidos por R. M. Rosi {30]
para o problema andlogo em duas dimensdes nos motivaram a explorar o uso de técnicas
similares para a visualizagao de mapas 3D.

Para construir um modelo geométrico de um mapa tridimensional C, néds subdividimos
cada um de seus elementos em partes com topologia simples (simplexos). O resultado é
uma triangulacdo T do mapa €. Uma representacao geométrica da triangulagao 7 pode
entdo ser especificada mapeando-se cada vértice para um ponto no R™, onde m > 3. De-
terminamos as posi¢tes destes vértices minimizando uma fungdo de energia £ que penaliza
caracteristicas visuais indesejdveis do modelo. Finalmente, a configuracio otimizada ¢(7T)
é projetada para o espago R® e renderizada através de técnicas de visualizagio especificas
para solidos com estrutura interna.
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1.1 Trabalhos Relacionados

Desenho de grafos. Existe ampla literatura tratando o desenho de grafos no plano [37],
uma tarefa que pode ser vista como a versdo unidimensional de nosso problema. A dizer a
verdade, muitas das ferramentas que nds usamos — tais como o uso de molas entre vértices
para evitar auto-intersecoes e uniformizar o tamanho dos elementos — foram diretamente
inspiradas em métodos inicialmente desenvolvidos para o desenho de grafos no plano [18].

Mapas bidimensionais. A visualizagdo automdtica de mapas bidimensionais (subdi-
visbes de superficies) foi abordada por Rosi em sua tese de mestrado [30]. A figura 1.1
ilustra uma descrigdo combinatéria de uma mapa sobre o toro T? e um modelo geométrico
do mesmo, obtido automaticamente pelas ferramentas desenvolvidas por Rosi. Nossas
técnicas de modelagem e otimizacdo constituem extensées naturais das técnicas descritas
naquele trabalho.

(a) (b)

Figura 1.1: Visualizacdo automatica de um mapa bidimensional: (a} repre-
senta¢io combinatdria, {b) modelo geométrico.

Politopos quadri-dimensionais. Mesmo antes da era digital, muitos autores procu-
raram tornar visivel a estrutura de objetos quadri-dimensionais através da construgdo de
modelos fisicos de suas projecdes no espago R3; védrios destes modelos podem ser vistos
no livro de Coxeter [4]. Mais tarde, ainda nos primordios da computacao grifica (1967),
o pioneiro M. A. Noll produziu filmes de politopos 4D rodando no R*. Sua técnica era
desenhar cada quadro com um plotter e fotografar o resultado [26].
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Nas dltimas décadas, muitos outros autores exploraram a visualizagdo de politopos 4D
baseados em projecbes. Podemos citar, por exemplo, Carey et al. [3], Hanson e Pheng [13],
S. Hollasch [16], Steiner e Burton [33] e muitos outros.

Outros trabalhos. No filme Not Knot [12], Gunn e Maxwell fornecem um excelente

exemplo da visualizacdo de mapas tridimensionais na forma de uma visdo “interior” de
um ladrithamento de um espaco hiperbélico 3D por dodecaedros regulares de dngulo reto.

1.2 Estrutura desta tese

Descrevemos nesta tese os conceitos e técnicas que desenvolvemos e avaliamos para o
problema acima, aproximadamente na ordem em que eles sdo empregados na visualizacao
de um mapa dado. Nos capitulos 2 e 3 recordamos os conceitos de variedade fopoldgica
e de mapas n-dimensionais (particdes de tais variedades em células). Nos capitulos 4
e 5 tratamos da decomposicdo dos elementos de um mapa tridimensional em simplexos
topologicos e a representacac geométrica dos mesmos como colegdes de simplexos num
espago R™ (m > 3). No capitulo 6 definimos algumas fungdes energia que quantificam os
critérios estéticos e utilitarios que definem um “bom”™ modelo geométrico. No capitulo 7,
descrevemnos dois algoritmos de otimizacdo nédo linear que utilizamos em nossos testes para
minimizar essas fungoes energia. No capitulo 8, descrevemos varias técnicas de computagao
grafica que empregamos para facilitar a visualizagdo do modelo geométrico otimizado.
Nos capitulos 9 e 10, apresentamos alguns exemplos adicionais de realizagdes geométricas
obtidas pelos nossos métodos. Finalmente, no capitulo 11, resumimos as contribuicoes e
descrevemos varios problemas que restam a resolver.



Capitulo 2

Variedades topolodgicas

Este capitulo tem como finalidade apresentar algumas nogoes essenciais de variedades
topoldgicas necessarias para esta tese.

2.1 Conceitos basicos

Consideramos conhecidos os conceitos basicos de topologia de conjuntos, tais como, espago
topoldgico, homeomorfismo, fecho, interior, etc. No apéndice B apresentamos um resumo
destes prerequisitos; mais detalhes podem ser encontrados em textos introdutérios de
topologia de conjuntos [19, 24, 34, 35].

Se X é um sub-espago de um espaco topoldgico Y, denotamos por dy X a fronteira de
X em Y, por ky X o fecho de X e por 1ty X o seu interior. {Omitiremos o subscrito ¥
quando for ébvio do contexto). Também denotamos por B? a bola d-dimensional unitdria

aberta de R?, isto 8, BY = {(z1,...,2q4) : 25 4+ -+ + 25 < 1} e por $¢! sua fronteira
{(z1,...,2q) : T2+ ---+ 2% = 1}. (Note-se que B? é homeomorfo a R?.) Finalmente
denotamos por HY o semi-espago fechado {(zy,...,x4) € R : z; > 0}.

2.1.1 Simplexo geométrico

A envoltdria conveza positiva de um conjunto de pontos vg,...,vq € 0 conjunto de todos
0S PONtos gy -+ -+ + Qqvq, onde 0s pesos o sao estritamente positivos e Zl ;= 1.

Um k-simplezo geométrico aberto é a envoltéria convexa positiva de £ -+ 1 pontos
independentes de B™, m > k, chamados de cantos do simplexo. Observe-se que um -
simplexo A é homeomorfo & k-bola B*. Considerando as envoltérias convexas positivas de
todos os subconjuntos dos cantos de A, obtemos 25! simplexos, disjuntos aos pares. Os

’;ﬁ) subconjuntos com j + 1 cantos, § < k sdo chamados as j-faces de A. As (k — 1)-faces
sio chamadas as facetas de A.
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kB2

Figura 2.2: Exemplos de 2-variedades topolégicas contidas no R2.

TZWSIXSI

Figura 2.3: Exemplos de 2-variedades topoldgicas contidas no R*. (F é a
fita de Mdbius. No caso da garrafa de Klein K2, mostramos uma projecio
tridimensional de um modelo contido no B*.)
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2.1.2 Politopos convexos

O conceito de poliedro regular pode ser generalizado para dimensoes arbitrarias. Em geral,
um politopo convero de dimensdo d é o fecho convexo de pelo menos d + 1 pontos de R™
que ndo estdo contidos em nenhum sub-espago euclidiano de dimensao d.

Dizemos que um hiperplano orientado i de R™ suporta um politopo P se ele inter-
cepta P e P estd contido no semi-espago nio negativo de h. As intersecdes de P com
seus hiperplanos de suporte sdo as faces de P. Os vértices sao as faces de dimenséo 0 ¢
as facetas so as faces de dimens@o d — 1. Verifica-se que toda face de P é um politopo
convexo cujas faces sdo um subconjunto das faces de P.

2.2 Variedade topoldgica

Um espago topoldgico X é dito uma variedade d-dimensional se todo ponto de X possui
uma vizinhanca homeomorfa a H¢ ou RY. Os pontos de X que possuem vizinhangas
homeomorfas a R® constituem o interior absoluto X de X; os demais pontos constituem a
borda da variedade, denotada por 5X. As figuras 2.1 a 2.4 ilustram variedades topoldgicas
1-dimensionais, 2-dimensionais e 3-dimensionais, respectivamente. Exemplos adicionais
serdo vistos mais adiante neste capitulo.

Figura 2.1: Exemplos de 1-variedades topoldgicas.
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kB2 x §t

Figura 2.4: Exemplos de 3-variedades topoidgicas contidas no R>.

2.3 Variedades orientaveis

Definimos um ceminho num espago topoldgico X como sendo uma funcao continua ¢
do intervalo [—1,+1] para X. Dizemos que o caminho é um ciclo se ¢(~1) = ¢(+1).
Definimos também um caminho orientado em X como sendo uma fungio continua ¢: B* x
[—1,+1] — X, tal que para todo ¢ a funcio ¢(z) = ¢(z,t) é um homeomorfismo de B¢
para ¢(B%,t). Dizemos que o caminho é um ciclo orientado se ¢(z, —1) = ¢(x,+1) para
todo r € B?.

A trajetdria de um caminho orientado ¢ é o caminho ¢y: [~1,+1} — X definido por
do(t) = ¢(0,t) para todo t, onde 0 = (0,...,0) é o centro de B’. Uma variedade é
orientdvel se todo ciclo € a trajetdria de algum ciclo orientado.
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2.4 Técnicas para definicao de espacos topoldgicos

Espagos topoldgicos podem ser definidos de muitas maneiras. Apresentamos a seguir as
principais técnicas que se encontram na literatura. Exemplos adicionais destas construcdes,
especializadas para duas e trés dimensoes, serdo apresentadas nas secoes 2.5 e 2.6.

2.4.1 Modelo algébrico implicito

Um espago topoldgico pode ser definido como o subconjunto de pontos no B* que satis-
fazem uma ou mais equagdes algébricas fi(z1,2,,...,2,) = 0. Este subconjunto recebe
implicitamente a estrutura topoldgica induzida pela topologia do R*. Dois exemplos séo a
esfera S”~! e a bola B" definidas anteriormente. Note que nem sempre o espago topoldgico
definido desta forma é uma variedade e que sua dimensao d é em geral menor que n.

2.4.2 Modelo paramétrico

Outra variante da construgao algébrica é a construcao paramétrica onde o espago desejado
X é a imagem ¢(Y) de um conjunto qualquer ¥ de R™ sob uma funcio ¢ de ¥ para um
espago topoldgico Z. Neste caso, a topologia de X é induzida pela topologia de Z. Observe
que X nao ¢é necessariamente homeomorfo a Y, pois ¢ pode nio ser um homeomorfismo.
Por exemplo, a fita de Mébius F no R® é a imagem da faixa infinita ¥ = Rx [~1, +1] pela
funcao ¢(f, s) = ((2 + scos(6/2)) cosf, (2 + scos(0/2)) sin b, ssin{H/2)).

2.4.3 Espaco produto

Outra construcao importante ¢ o produto cartesiano de dois ou mais espacos topoldgicos.

A estrutura topoldgica do produto ¢ implicitamente derivada da topologia dos espagos

fatores (vide apéndice B). Exemplos desta construcio sio o espago R* = R x ... x R?
\———V——.——/

e o toro n-dimensional T" = S' x ... x S. "
LR

T

2.4.4 Espaco quociente

Um espago topolégico também pode ser obtido pelo quociente de outro espago X por uma

relagio de equivaléncia “=" sobre os pontos de X. O espago quociente X/= tem por
pontos as classes de equivaléncia da relagdo “=". Um conjunto A de pontos de X/= é
aberto se e somente se | J A é aberto em X.

Por exemplo, seja X = R*\ {0} e seja “=" a relacdo de equivaléncia sobre X definida

por z = y < z/|z| = y/ly|- Verifica-se que o quociente X/= é um espago topoldgico
homeomorfo a S" 1,
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2.4.5 Ladrilhamento

Um caso particular importante da construgo por espago quociente é quando a relacéo de
equivaléncia “=" é definida por um conjunto & = {¢1, ¢2,..., dn} de bijecdes do espaco
X para X. Essas bijecbes geram um grupo ® = (¢1, ¢o, ..., ¢n) que consiste de todas as
combinacdes finitas das fungdes ¢; e de suas inversas. Dois pontos z,y sdo por definicio
equivalentes mddulo @ se e somente se existe ¢ € @ tal que ¢(z) = y. O espago quociente
de X por esta relacdo, que denotamos por X/®, é o espaco de ladrilhamento definido
por ®. Cada elemento desse espago consiste de um ponto z e suas imagens sob todas
as combinacoes das bijecdes ¢;. Por exemplo, se X é o espago R" e ¢; é a translagdo
x ~+ x + e;, onde g; é o i-ésimo vetor da base candnica, verifica-se que X/® é o toro
n-dimensional T".

2.4.6 Colagem

Uma instincia importante da construgdc por espaco quociente é a colagem de dois sub-
espacos topoldgicos Z' e Z” de um espaco X, por uma bijegdo ¢: Z' ++ Z" dada. A bijecdo
¢ define implicitamente uma relagio de equivaléncia “=” sobre X:

T1 = Ty & (71 = 1) V (¢(z1) = 22) V (92} = 21)

O resultado da colagem ¢, por definicdo, o espaco quociente X/ =. Por exemplo, seja X
a unido de duas cépias disjuntas da bola B¢, isto é, X = B? x {-1,+1}, Z’ = §¢ x {-1},
Z" = 84 x {+1} e ¢(z,~1) = ¢(x,+1). A colagem de Z' com Z” transforma X num
espaco topoldgico homeomorfo 3 esfera S¢.

O conceito de colagem se estende de maneira 6bvia a um conjunto de colagens simultaneas
por duas ou mais bijegdes ¢;: Z; <+ Z]. Note que Z] e Z7 néo precisam ser disjuntos.

2.4.7 Cirurgia

Uma variante da técnica de colagem € a cirurgia de duas variedades topoldgicas X', X7
Nestas operacgdes, remove-se de X' e X" dois subconjuntos abertos Z' ¢ Z" e identifica-se
cada ponto da fronteira de Z' com um ponto na fronteira de Z”, por um homeomorfismo
dado ¢. O resultado da cirurgia € a colagem de X' U X" definida por ¢. Note-se que X' e
X" podem ser a mesma variedade.

2.4.8 d-gemas

Uma maneira simples e eficaz de especificar variedades por meio de colagem € através
de uma estrutura combinatéria denominada gema {da abreviacgo do nome inglés, graph-
encoded manifold), definida por Séstenes e Mandel [22].
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Uma gema de dimenséo d (ou d-gema) consiste de urn conjunto finito T de nése d+ 1
emparelhamentos perfeitos ¢y, 01, ...,04 de T (isto é, bijecdes de T em T tais que 0;(z) # z
¢ o7(z) = z, para todo £ € T). Uma d-gema pode ser representada de maneira ébvia por
um grafo ndo dirigido sem lacos, cujas arestas sfo rotuladas com “cores” 0,1,...,d, de tal
forma que em cada vértice incide exatamente uma aresta de cada cor. Veja a figura 2.5.

EH
i
L4
T
1
LRILY
LEE]
T

(a) (b)

Figura 2.5: Exemplos de gemas: (a) uma 2-gema para o plano projetivo RP?,
(b) uma 3-gema para o espago projetivo RP?. As marcas nas arestas indicam
as cores.

O espaco topolégico especificado por uma d-gema, por definicio, é o resultado da colagem
de um ou mais d-simplexos geométricos, segundo especificado pelos emparelhamentos o;.
Mais precisamente, para cada elemento z € T tomamos um simplexo s, com vértices
rotulados com as “cores” 0,1,...,d; e, para cada ¢, colamos as faces de s, e s,,(;) opostas
aos vértices de cor 1. A correspondéncia ¢,; entre pontos das duas faces é feita por
interpolagdo linear, casando-se vértices da mesma cor. A figura 2.6 mostra os esquemas
de colagem especificados pelas gemas da figura 2.5.

e 2
T N B, L 0 3
a b ¥
1 2
4 0 : 1 1 1
0 0 f -
d 0 i D . #
2 ¢ ™
d c 0 3 g 3 g 3
2 e 1 2 2 2

(a) (b)

Figura 2.6: Interpretagio das gemas da figura 2.5 como modelos de colagem:
(a) o plano projetivo RIP?, (b) ¢ espaco projetivo RP.
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Observe-se que um mesmo espago topoldgico pode ser definido de muitas maneiras distin-
tas. Note-se também que os espagos resultantes das constructes acima nao sao necessa-
riamnente variedades.

2.5 Construcao de variedades bidimensionais

Para exemplificar os métodos acima, vamos a seguir ilustrar seu uso na construcio de
algumas variedades topolégicas bidimensionais classicas.

2.5.1 Modelos algébricos

Conforme ja observamos, a esfera $2 pode ser definida implicitamente como o subconjunto
de R® que satisfaz a equaco 7% + y? + 22 = 1. Outro exemplo é o toro T? que pode ser
definido implicitamente no R* por T2 = { (z,y,u,v) : 2+ =1 A2+t =1}

A esfera S? e o toro T? podem ser definidos também como sub-espacos do R® pela
equaches paramétricas:

S?={(sinacos 3, sinasinF, cosa) : a€[0,7],8€[0,27]}

T? = {{{2 + cos B) cosa, (2 + cos B)sine, sinf) : o €(0,2r],5€[0,27] }

A garrafa de Klein K? e o plano projetivo real RP? podem ser modelados parametricamente
no R* pelas férmulas:

K = {(ECosa,Qsincxcosﬁcos%, sin 3, cosﬁsin%) s o, 8e0, 27:“]}

8
RP? = { ((1 + cosa)cos 3, (1 + cosa)sin 3, sina sin g, sin v cos -2—) :

a€0,27],8 € [0,4n] }

Note-se que estas variedades ndo sdo orientaveis.

2.5.2 Espaco quociente

Um exemplo cldssico de variedade bidimensional definida por quociente é o plano projetivo
(real) RP?, que é o quociente da esfera unitdria 8% de R® pela relacdo de equivaléncia “="
que identifica cada ponto de S? com seu antipoda, isto é p = —p, para todo p € s
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2.5.3 Produto cartesiano

Além dos exemplos ja vistos, R> = R x R e T? = S! x 8!, outros exemplos de variedades
bidimensionais que podem ser definidas por produto cartesiano sdo o cilindro oco {ou anel)
S! x kB! e o toro bidimensional T? = §! x §! — ou seja,

T = {(331;532,53351?4) : z?—?-x%:l A I%-«}-,’L‘i:l}

2.5.4 Colagem de poligonos

O toro bidimensional T? também pode ser obtido pela colagem de pares de lados opostos
de um quadrado, como indicado na figura 2.7(a). As setas indicam a ordem de emparel-
hamento dos pontos em cada par de lados. A garrafa de Klein K2 também é obtida por
uma colagem semelhante, em que dois dos lados sao identificados em sentidos opostos,
como indicado na figura 2.7(c).

b
a a colagem o
P b :
(a)
a
b b colagem
P a

()
Figura 2.7: Esquema de colagem para a obtencfo do toro T? (a) e a garrafa de Klein K? (c).

Outros esquemas de colagem do quadrado resultam na esfera S% no plano projetivo RP?,
na fita de Mdbius F e no cilindro xB! x §1. Na verdade, um resultado fundamental da
topologia de conjuntos é que toda variedade bidimensional conexa e compacta pode ser
obtida pela colagem de pares de lados de um poligono regular com numero suficiente de
lados [19].
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2.5.5 Cirurgia

No caso de variedades bidimensionais, toda cirurgia pode ser reduzida a uma sequéncia
de cirurgias simples denominadas semas coneras. A soma conexa de duas variedades
bidimensionais disjuntas X; e X5, denotada por X1# X, consiste em remover o interior de
dois discos fechados D; € X, e Dy C X, e colar as bordas dos mesmos. Verifica-se que a
topologia do resultado depende apenas de X; e X5, quaisquer que sejam os discos Dy, Dy
e o homeomorfismo usado para colar suas bordas.

A figura 2.8 ilustra a soma conexa de dois toros, dando origem ao bi-toro T*#T2,

T? T? — Dy

T2 4 T2

T? — .Dg

Figura 2.8: Soma conexa de duas 2-variedades.

Verifica-se que a garrafa de Kiein K? pode ser obtida como a soma conexa de dois
planos projetivos, RP?#RP?.

Na teoria das variedades bidimensionais, as expressdes costurar uma alga e costurar
umea fita de M&bius sio usados como sinénimos de efetuar a soma conexa com o toro T e
com o plano projetivo RP?, respectivamente. Qutro resultado fundamental da topologia é
que toda variedade bidimensional conexa, compacta e sem borda pode ser obtida a partir
de uma esfera, de um plano projetivo, ou de uma garrafa de Klein, por costura de um
nimero finito de algas [19].

2.6 Construcao de variedades tridimensionais

Nesta secdo, vamos ilustrar o uso das técnicas da secdo 2.4 para a construgao de var-
iedades tridimensionais. A maioria destes exemplos sdo extensoes 6bvias de construgoes
de variedades bidimensionais; entretanto, em alguns casos, a extensdo pode ser definida
de varias maneiras, com resultados diferentes.
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2.6.1 Modelo algébrico implicito

Dois exemplos de definicdes algébricas para variedades tridimensionais sio a hiperesfera
§% = {(z,y,2,w) : 2°+y?+2*+w? =1} (um subconjunto do R?*) e o toro tridimen-
stonal

T = { (2,47, 8u0) : 22+ =1 AP+ =1 Au+*=1}

(um subconjunto do R®).

2.6.2 Modelo paramétrico

A bola fechada «<B® no R?® pode ser definida também pela equacio paramétrica:
kB? = {(rcos fcosa, rcosfsina, rsinf) : a€[0,27],8 € [-n/2,7/2),r €[0,1]}
A esfera §® pode também ser realizada pela equacio paramétrica:

S* = {(sin asin 8 cosy, sinasin 8sin~y,sinacos 3,cosa) : o, 8,y € [0,27]}

2.6.3 Espacos quociente

O espago projetivo (real) tridimensional RP® pode ser definido, de maneira andloga ao
plano projetivo RP?, como o quociente da hiperesfera §3 = {(z1,...,z4) : 28+ - -+2? = 1}
pela relacdo de equivaléncia que identifica cada ponto = de S® com seu antipoda —z. Ao
contrario de RP?, verifica-se que RP® é uma variedade orient4vel.

2.6.4 Produto cartesiano

Todo produto cartesiano de trés variedades unidimensionais, ou de uma variedade bidimen-
sional com uma variedade unidimensional, é uma variedade tridimensional. Por exemplo,
S! x 8! x §* é outra maneira de definir o toro tridimensional T®. Note-se que $% x S! é
uma outra variedade tridimensional, distinta de S% e de T®. Um outro exemplo é a argola,
ou toro magcico, que é o produto cartesiano do circulo S* e do disco kB® (veja a figura 2.4).

2.6.5 Colagem de poliedros

Poincaré propds o esquema de colagem de poliedros em 1895, num de seus trabalhos
cldssicos [28]. Esta técmica é aniloga ao esquema de colagem de poligonos para var-
iedades 2D. A variedade 3D é descrita como o resultado da colagem de faces (A4;, B;) de
um ou malis poliedros, por meio de bijecdes dadas ¢;. O emparelhamento das faces pode
ser especificado, por exemplo, por rétulos colocados no interior das mesmas; e os homeo-
morfismos ¢; podem geralmente ser especificados por rétulos sobre as arestas ou sobre os
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vértices. Veja a figura 2.9. (Em alguns casos, entretanto, esta segunda convengéo pode
resultar em ambiguidades.)

A figura 2.9{a) mostra um esquema de colagem que resulta no toro tridimensional T°.
Cada colagem identifica duas faces do cubo, de tal forma que arestas com mesmo rétulo
sdo casadas respeitando a orientagio. A figura 2.9(b) mostra um esquema de colagem para
a construcio do espaco projetivo real RP?.

b
e
b
A ca B A a
a B a
............. L
c 7 o C
b
(a) (b)

Figura 2.9: Esquema de colagem para a construgdo de algumas variedades
tridimensionais.

A familia dos espacos-lente proporciona infinitos exemplos de construcao por colagem.
O espaco-lente de ordem (m,n) é a variedade tridimensional resultante da colagem das
faces superiores e inferiores de uma bipirAmide de n lados, apds uma rotagdo de 2m(m/n)
radianos. A figura 2.10 mostra o esquema de colagem do espago-lente de ordem (1, 3).
Em particular, o espago-lente de ordem (1, 1) é a hiperesfera S* e o espago-lente de ordem
(2,4) é 6 espago projetivo RP® (figura 2.9(b)).
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Figura 2.10: O esquema de colagem do espago-lente de ordem (1, 3).

QOutros exemplos de construcdo por colagem sao as construgbes por coberturas ramificadas
de S [34]. Em particular, o espago lente de ordem (m,n) é uma cobertura de n camadas
da hiperesfera S® com duas curvas de ramificagio.

2.6.6 Ladrilhamento

O toro T? também pode ser definido como o ladrilhamento do espago R® gerado pelas
translacOes unitarias ¢, ¢y, ¢, paralelas aos trés eixos de coordenadas cartesianas.

2.6.7 Cirurgia

A cirurgia no caso tridimensional é mais complicada que seu andlogo bidimensional. Recor-
damos que, no caso bidimensional, basta considerar cirurgias de duas variedades disjuntas,
onde as partes removidas sdo os interiores de dois discos fechados. Como as bordas de-
sses discos sdo circulos, elas podem ser casadas de apenas duas maneiras distintas, que
produzem o mesmo resultado. Para o caso tridimensional, infelizmente, é necessario con-
siderar a remocao de subconjuntos mais complicados, cujas fronteiras podem ser casadas
de infinidade de maneiras, resultando numa infinidade de variedades nio equivalentes.

Cirurgia de Dehn

Dehn propds a construgao de variedades tridimensionais orientaveis por cirurgia em 1910 [6].
Ele demonstrou que toda variedade tridimensional finita e orientavel pode ser construida
partindo-se da hiperesfera S® através da remocio de um nimero finito de argolas B® x S,
abertas e disjuntas duas a duas e costurando-se essas argolas de volta com colagens apro-
priadas de suas fronteiras.
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Decomposigoes de Heegaard

Outra técnica de cirurgia para a construcgio de variedades tridimensionais foi proposta por
Heegaard em 1916 [15]. Heegaard mostrou que toda variedade tridimensional orientavel
pode ser obtida pela colagem de dois sélidos com algas ao longo de suas bordas. Um sélido
com alca é uma variedade tridimensional compacta com borda contida no R®. A borda
de tal sélido é uma variedade bidimensional orientavel compacta, que, como mencionado
na secdo 2.5.5, é a soma conexa de um numero finito de toros T?. Note-se que estes
sdlidos podem ser colados de intimeras e complicadas maneiras pelas snas superficies. Um
diagrama mostrando como esta colagemn é feita recebe o nome de diagrama de Heegaard.

2.7 Classificacao topoldgica de variedades

A classificacdo topoldgica das variedades bidimensionais é uma teoria fechada. Sabe-se
que a topologia de qualquer variedade 2D compacta, conexa e sem borda é inteiramente
determinada por dois parametros — sua caracteristica de Fuler (um valor inteiro) e sua
orientabilidade {um valor booleano). Estes dois parimetros sao invariantes topoldgicos,
significando que eles sdo preservados por homeomorfismos e sdo completos no sentido que
duas variedades sdo homeomorfas apenas se elas tém os mesmos invariantes.

Infelizmente, o éxito alcancado na classificagdo das variedades bidimensionais nao pode
ainda ser emulado no caso das variedades tridimensionais. Em particular, ndo se conhece
nemhum conjunto completo de invariantes topoldgicos para 3-variedades e ainda nao se
conhece um algoritmo para decidir se duas 3-variedades sdo homeomorfas, dadas suas
representacoes (em qualquer dos modelos enumerados na se¢do 2.6) [34]. Nem sequer se
conhece algum algoritmo paré decidir se uma variedade tridimensional é homeomorfa &
hiperesfera $3. que é a mais simples das variedades 3D.

A classificacio de variedades com dimens&o > 4 promete ser ainda mais dificil. Na
verdade, a falta de um algoritmo para reconhecer §* implica que nao sabemos sequer
decidir se um espaco topoldgico 4D (descrito, por exemplo, por colagem de facetas de um
politopo quadridimensional) é uma variedade.



Capitulo 3

Mapas d-dimensionais

3.1 Definicao e conceito basicos

3.1.1 Mapas e elementos

Um mapa d-dimensional é uma parti¢ao finita C de uma variedade d-dimensional X tal
que: (1) a fronteira 8xc de todo elemento ¢ € C é a unido de elementos de C; e (2) para
cada j-elemento ¢ de C, existe uma fungao continua v, de kBB’ sobre xc tal que a imagem
inversa ;! de quaisquer k-elemento e de C contido na fronteira de ¢ é um niimero finito
de subconjuntos disjuntos de 8B, cada um destes homeomorfo a e. Veja a figura 3.1.

Figura 3.1: Mapa 1D (parti¢io da borda do circulo) (a), mapa 2D (particio
da esfera) (b) e mapa 3D (particio de xB? x S1).

Nesta tese estamos interessados principalmente em mapas tridimensionais, cujos ele-
mentos tém dimensdo menor ou igual a 3. Chamamos um O-elemento de vériice, um
1-elemento de aresta, um 2-elemento de face e um 3-elemento de célula. Denotamos por
VC, EC, FC e CC os vértices, arestas, faces e células de um mapa C.

18
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3.1.2 Isomorfismo

Dois mapas C', C" definidos sobre variedades X', X" sfio ditos isomorfos, ou topologi-
camente equivalentes, se existe um homeomorfismo ¢ de X’ para X" tal que a imagem
de cada elemento de C’ por ¢ é um elemento de C”. Nesse caso dizemos que ¢ € um
isomorfismo de C' para C”.

A topologia de um mapa C € a classe de equivaléncia de todos os mapas que séo isomorfos
a C. A topologia pode ser descrita combinatorialmente de muitas maneiras. O método
mais conhecido é o esquema de colagem de poliedros, que consiste de um conjunto finito
de poliedros disjuntos, com colagens (bijecdes) dadas entre pares de faces. As bijecles
podem ser especificadas por meio de rétulos associados as arestas e faces, como discutido
na se¢ao 2.6.5. O interior de cada poliedro representa uma célula do mapa; e suas faces,
arestas e vértices sao os demais elementos. Veja a figura 3.2.

Verifica-se que a variedade subjacente ao mapa da figura 3.2 é o toro tridimensional
T3 = §?x S' x S'. Vale notar que os modelos de colagem ilustrados nas figuras 3.2 e 2.9(a)
(capitulo 2), descrevem a mesma variedade, mas mapas distintos (ndo isomorfos).

b u
c i D
¢ b 5 5 i " ¢
ha E r Ar F a
A E B B! F A
a T T a
g}_......_..b‘.:,»wl uuuuuuuu 'Qruuu--‘;-} ----------
Cr c s $ 7 o (>
b u

Figura 3.2: Esquema de colagem de poliedros para um mapa 3D sob o toro
tridimensional T®.

3.1.3 Caracteristica de Euler

A caracteristica de Euler para um mapa topolégico tridimensional C € definida pela férmula
x(C) = |VC|— |EC| + |FC| - |CC]. {(3.1)

Verifica-se que a caracteristica de Euler s6 depende da topologia do espago subjacente
a C [4, 34]. Em particular, se C é um mapa tridimensional sem borda, verifica-se que
x(C) = 0. Segue-se que quaisquer dois mapas isomorfos tém a mesma caracteristica de
Euler, mas a reciproca nao vale.
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3.1.4 Dualidade

Dizemos que dois mapas C e C*, sobre uma mesma variedade n-dimensional, sdo duais, se
existe uma bijegdo * entre os k-elementos de C e os (n — k) elementos de C*, para todo &,
tal que dois elementos ¢ e d s&o incidentes em C, se e somente se os elementos ¢* e d* sdo
incidentes em C*, com as relacdes de ordem preservadas. Veja a figura 3.3.

(a) (b)

Figura 3.3: Um mapa bidimensional (a) e seu dual (b).
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3.2 Exemplos de mapas tridimensionais

A seguir definimos alguns mapas tridimensionais que usaremos como exemplos nos capitulos
seguintes. Por conveniéncia, a cada mapa atribuiremos um identificador convencional co-
mo 4-face, 8-cell, etc.

3.2.1 Mapas minimos

Segue da definicdo que os mapas tridimensionais mais simples possuem pelo menos um
vértice, uma aresta, uma face e uma célula. A figura 3.4 mostra dois mapas com estas
propriedades.

SB

Figura 3.4: Esquemas de colagens para os mapas minimos.

Os esquemas na figura 3.4 indicam a colagem da célula esférica consigo mesma através
da identificagao da sua borda livre. Estas colagens podem ser indicadas através das fungdes
(x,v,2) ¢ (z,y,—%), para o primeiro esquema e da funcdo (z,y,2z} & (—z,—y, —2)
para o segundo esquema. Verifica-se que as variedades subjacentes a estes mapas sao
homeomorfas & hiperesfera S° e ao espaco projetivo RP?, respectivamente.
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3.2.2 Mapas derivados de poliedros regulares

Todo poliedro pode ser considerado um mapa tridimensional com borda, que possul uma
tnica célula {o interior do poliedro) e cujas faces, arestas e vértices sio os elementos
correspondentes da fronteira do poliedro. Portanto, podemos falar no mapa cubo, mapa
octaedro, etc. A figura 3.5 ilustra os mapas derivados de poliedros regulares e os identifi-
cadores que usaremos para oS Iesmos.

4-face 6~face 8~face

12~face 20-face

Figura 3.5: Mapas derivados de poliedros regulares.
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3.2.3 Estrelas de arestas

Definimos o mapa estrela de arestas de ordem n, denotado por edgestar [n], como sendo
o resultado da colagem de n tetraedros em torno de uma aresta comum. Vide figuras 3.6

e 3.7.
A A A A
g T ‘ e g ‘ - 8w ‘ i -
¢y Cy Cy Co Cs3 Cra Co

Cq

Figura 3.6: Esquema de colagem para o mapa estrela de arestas de ordem n
(edgestarnl).

edgestar [5] edgestar [10]

Figura 3.7: Exemplos de mapas estrelas de arestas.
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3.2.4 Estrelas de vértices

Uma estrela de vértice é um mapa formado por n tetraedros colados de forma a cercar
completamente um vértice comum. A topologia do mapa é determinada pela topologia
de sua borda, o mapa 2D formado pelas faces dos tetraedros opostas a este vértice co-
mum. Definimos em especial os mapas 4-vstar, 8~vstar, 20~vstar e 60-vstar cujas
bordas sao isomorfas as fronteira dos poliedros regulares tetraedro, octaedro, icosaedro e
pentakisdodecahedro [2] respectivamente. A figura 3.8 mostra estes mapas.

4-vatar 8~vastar

20-vstar 60-vstar

Figura 3.8: Exemplos de estrelas de vértices regulares.
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3.2.5 Bipiramides alongadas

A bipirdmide alongada de ordem n é um mapa estrela de vértice que consiste de 4n tetrae-
dros colados em 4 camadas, como indicado na figura 3.9.

X X X
- - (Y13 it
A
Ay i A, A, z A, a1 0
Ay Ay Ay Ay An Ag
- g g -
"/ N a S/ \ p ,
BG B, Q‘. B :
: B I By By I B, B, I B, ;
B By By B, B, B,
M"v ﬁ—évw vw - ]
Y Y Y

Figura 3.9: Esquema de colagem para mapas bipirdmide alongada.

As camadas extremas formam duas estrelas de arestas de ordem n, com um vértice co-
mum A {o centro da estrela). Cada uma das camadas intermedidrias é uma coroa de
tetraedros unidos apenas por arestas. Denotamos estes mapas por elongbip{n]. Note-se
que elongbip[5] é outro nome para a estrela de vértices 20-vstar.
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Figura 3.10: Os mapas elongbip[4] e elongbip[10].

3.2.6 Barra e toro macico

Malis geralmente, podemos empilhar n estrelas de arestas alternadas com 2n coroas de
tetraedros, ambas de ordem m, de modo a formar uma barra aproximadamente cilindrica,
que denotamos por column[m,n]. Colando os dois extremos de uma barra, obtemos
uma triangulacio com a topologia de um toro macico (kB? x S!) que demotamos por
donut [m,n]. A figura 3.11 mostra exemplos destes mapas.

column [5, 10] donut {5, 10]

Figura 3.11: Exemplos de mapas barra e toro macico.
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3.2.7 DMapa prisma

Definimos o mapa prisma de ordemn n, denotado por prism{n], como sendo o resultado
da colagem de 3n tetraedros, como ilustrado na figura 3.12.

Figura 3.12: O mapa prisma prismin].

3.2.8 Mapa lamina

Definimos o mapa ldmina de ordem (m,n), denotada por slab[m,n], como o mapa que
consiste de 2n cdpias do mapa prism[m], coladas em orientacdes alternadas como indicado
na figura 3.13. Note-se que o nimero de tetraedros no mapa slab[m,n] é 6mn.

Figura 3.13: O mapa ldmina slablm,nl.
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3.2.9 O mapa tubo fechado

Colando as quatro bordas de um mapa ldmina slab[m,nl, aos pares opostos, obtemos
um mapa que denominamos tubo fechado, e denotamos por tube[m,n]. A variedade
subjacente a este mapa é o toro espesso T? x kB*; sua borda consiste de duas componentes
conexas, cada uma com 2mn tridngulos e topologia do toro T%.

Figura 3.14: O mapa tube[5,10].

3.2.10 O mapa monoplexo

O mapa monoplero, denotado por monoplex, é uma triangulaciio degenerada que consiste
de uma tnica célula tetraedrica, com as quatro faces coladas aos pares como indicado na
figura 3.15.

Figura 3.15: Esquema de colagem para a construcio do mapa monoplex.

O mapa monoplexo possui apenas dois vértices, trés arestas, duas faces e uma célula. A
variedade subjacente € a hiperesfera S8,
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3.2.11 Mapas associados a politopos regulares

O conjunto das faces de dimensoes 7 < 3 de um politopo convexo de dimensio 4 constitui
um mapa 3D, cuja variedade é homeomorfa & hiperesfera S§* (assim como a fronteira de
um poliedro convexo ¢ um mapa bidimensional, cuja variedade é homeomorfa & esfera §2).

De particular interesse sao os politopos convexos regulares. Dizemos que um politopo
convexo n-dimensional P é regular se para todo par de faces v, v da mesma dimensao
existe urmna isometria do R" que leva P para P e u para v. Uma condi¢do necessdria
(mas nao suficiente) para que um mapa tridimensional C seja a fronteira de um politopo
convexo e regular é que a estrela de cada célula ¢ de C seja isomorfa a um mesmo mapa
poliedro convexo k. e que a soma dos dngulos diedrais dos poliedros em torno de cada
aresta seja menor que 2w. Outra condi¢do é que a soma dos dngulos dos poliedros em
torno de cada vértice de C seja menor que 47. A partir destas condigdes, prova-se que
existem exatamente seis politopos convexos e regulares de dimenséo 4, que denotaremos
por 5-cell, 8~cell, 16-cell, 24-cell, 120-cell e 600-cell [4], conforme seu nimero
de células.

Os politopos B-cell, 8-cell e 16-cell pertencem a familias gerais, com represen-
tantes em qualquer dimensdo m. Em particular, essas familias incluem o tetraedro, o
cubo e o octaedro no R®, respectivamente. Os politopos 120-cell e a 600-cell podem
ser considerados andlogos ao icosaedro e dodecaedro respectivamente, no sentido que estes
sdo dois poliedros regulares que tem simetrias rotacionais de ordem 5 e ndo pertencem
a familias gerais. O politopo 24-cell é especifico do R* e ndo possui nenhum andlogo
natural no R3.

A seguinte tabela relaciona o nidmero de k-elementos (0 < k < 3) destes mapas e os
respectivos mapas duais.

l Mapa | IVC| | |EC| | |FC| | |CC} | Mapa Duaﬂ

| 5-cell| 5 | 10 | 10 | 5 5-cell |
8-cell | 16 32 24 8 16-cell
16-cell | 8 [ 24 [ 32 | 16 8-cell

24-cell | 24 96 96 24 24~cell

120-cell ! 600 | 1200 720 120 600-cell
600-cell | 120 | 720 | 1200 600 120-cell
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.O mapa 5-cell, conhecido também pelos nomes de pentacoro, pentatopo, pentacélula e
hipertetraedro, é a fronteira de um simplexo regular de dimensdo 4. Veja a figura 3.16.
Este mapa consiste de cinco tetraedros, cada um colado por uma face a um dos outros
quatro. Observe-se que em toda aresta do mapa 5~cell incidem exatamente 3 faces e 3

tetraedros.
1 5 1 5
X
4 4
2 5
X
4
1 P s
2 i 3 i
3 2

Figura 3.16: Esquema de colagem e colagem parcial, do mapa 5~cell.

O mapa 8-cell é a fronteira do hipercubo ou tesseract, que é a envoltdria convexa dos 16
pontos {(%1,4+1,+1,+1)}. Veja a figura 3.17. O mapa possui 8 células cibicas, 24 faces
quadradas, 32 arestas e 16 vértices. Note que em cada arestas incidem 3 faces e 3 células.

2 1 9 4 10
i F = ¥
6 51 5 11 ' i
3 ' t J
3 § 1
1 1 e’
I 4 EH—— AT I 4 rz/f““
7 s 8 1 7 16 | i
5 1 2 B2 13 i
6 ' 14 ] ! 13 i N 9 E -
i ' ;
AL Jiz | o] Js N J14
7 16 5 i1 4 10
A 13 ik 2
11 ” 14 15 ' G ¢
¢ 1 ¢
: 4‘\ e
1+ SRS 4 | 5 SV 3 k.,.____\ /
12 16 18 ? ~

Figura 3.17: Esquema de colagem e colagem parcial, do mapa 8-cell.
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O mapa 16-cell é o dual do mapa 8-cell, e representa a topologia da fronteira do
hiperoctaedro, ou politopo em cruz, que é a envoltdria convexa dos 8 pontos abaixo:
{(#£1,0,0,0),(0,£1,0,0),(0,0,£1,0),(0,0,0,+1)}.

Veja a figura 3.18. O mapa consiste de 16 tetraedros, 32 faces triangulares, 24 arestas e 8
vértices. Cada aresta ¢ incidente a 4 faces e 4 tetraedros.

Figura 3.18: Esquema de colagem e colagens parciais do mapa 16-cell.
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O mapa 24-cell corresponde a fronteira da envoltéria convexa dos 24 pontos abaixo:

{ (£1,%£1,0,0), (£1,0,+1,0), (0,0, =1, &1),
(0,+1,%1,0), (0,£1,0,+1), (£1,0,0,%£1) } .

Este mapa consiste de 24 células octaedrais, coladas como indicado na figura 3.19. Ele
possui 96 faces, 96 arestas e 24 vértices. Em cada aresta incidem trés octaedros e em cada
vértice incidem seis octaedros.

Figura 3.19: Esquema de colagem do mapa 24-cell.
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O mapa 600-cell possui 120 vértices, 720 arestas, 1200 faces triangulares e 600 células

tetraedrais. Este mapa é a fronteira do politopo hipericosaedro, que é a envoltéria convexa
dos 120 pontos abaixo:

s (=1, 0,0, 0), em todas as permutacdes e sinais (8 pontos)
o (1, &1, £1, 1), em todos os sinais (16 pontos)
o (1, &=p, £p7', 0), todas as permutacdes pares (96 pontos)

onde p= (1 ++/5)/2 = 1.61803... é a “razdo de ouro”. Veja a figura 3.20.

Figura 3.20: Uma prejecio no R® do mapa 600-cell.

A montagem do mapa 600~cell, que consiste de 600 tetraedros, é demasiado com-
plexa para ser efetuada manualmente, Consequentemente, implementamos um algoritmo
especifico para este propdsito, que usa a técnica de cirurgia de Dehn (veja segio 2.6),
conforme descrita por Davis [5]. O algoritmo constréi inicialmente duas argolas macigas
donut [5, 10] cada uma com 150 tetraedros e uma argola oca tube {5, 101, com 300 tetrae-
dros que atua como uma camada de cola entre elas. A borda de cada argola macica e cada
uma das bordas da argola oca, tém 200 faces triangulares.
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O mapa 120-cell é o dual do mapa 600-cell. Ele é a fronteira de um politopo convexo
regular, conhecido como hiperdodecaedro, que possui 600 vértices, 1200 arestas, 720 faces
pentagonais e 120 células dodecaedrais. Veja a figura 3.21.

Figura 3.21: Uma projecdo no R® do mapa 120-cell.

O mapa 120~cell foi construido a partir do mapa 600-cell, por dualidade topolégica
(veja-se o programa DualPolytope no apéndice A).
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3.2.12 O mapa simplexo truncado

O mapa simplezo truncado, que denotamos por 10-cell, é a fronteira de um politopo 4D
convexo que possui 10 vértices, 30 arestas, 30 faces e 10 células, sendo 5 destas tetraedros
e b octaedros. Este politopo nfo é regular, uma vez que possui dois tipos diferentes de
células (tetraedros e octaedros). O mapa 10-cell é seu proprio dual. Este mapa pode ser
construido mediante o esquema de colagem ilustrado na figura 3.22.

9 6 3 2 7
1‘3 5‘4 8‘6 1‘0 9‘5
4 0 7 3 2

Figura 3.22: Esquema de colagem do mapa simplexo truncado.

3.2.13 Grades toroidais

Nas segbes 2.6.5 e 3.1.2 vimos exemplos de mapas com células ctibicas na variedade T® (veja
também as figuras 2.9(a) e 3.2) respectivamente com uma e duas células. Generalizando
esses exemplos, definimos uma grade toroidal tridimensional de ordem m x n X p, denotada
por 3-torus[m,n,pl, como sendo o resultado da colagem de mnp células cibicas ¢ ;%
parai€[0,....m—1],j€[0,...,n~1 ek €[0,...,p — 1]. Especificamente, a face do
cubo ¢; ;1 que estd voltada para a dire¢do +X é colada com a face —X do cubo ¢y, onde
i' = (1 + 1) mod m; e analogamente para as outras direcbes. Veja as figuras 3.23 e 3.24.
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l ; t“;i;,'wi;*‘ § V b
¥ m'*'rm ::

Figura 3.24: Uma projecdo no R® do mapa 3-torus[6,6,6].
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Capitulo 4
Triangulacao do mapa

Uma célula ou face de um mapa tridimensional pode ter um nimero arbitrario de vértices
e a sua fronteira pode apresentar topologias arbitrariamente complexas. A fim de constru-
ir modelos geométricos de tais elementos, é quase que obrigatério subdividi-los em partes
menores, de complexidade topoldgica limitada.

4.1 Simplexos e triangulagoes

4.1.1 Refinamentos

Em outras palavras, em vez de modelar o mapa original C, nés modelamos um mapa C’
que é um refinamento de C, no sentido de particido de conjuntos; ou seja, todo elemento
de C é uma unido finita de elementos de C’ e todo elemento de £’ estd contido em algum
elemento de C.

Em geral, as faces, arestas e vértices adicionais introduzidas neste processo de refina-
mento serdo omitidas nas imagens finajs. Mais precisamente, cada elemento de C' deve
herdar os atributos do elemento original do mapa C que ¢ contém.

4.1.2 Simplexo topolégico

Um k-elemento ¢ de um mapa C € dito um simplezo topoldgico se existe um mapa continuo ¢,
do fecho kA de algum simplexo geométrico A para o fecho de ¢, tal que a restrigio de
1 a cada face f de A é um homeomorfismo de f para um elemento de C. Dizemos que
um k-simplexo topoldgico ¢ de C é prdprio se 7 pode ser escolhido de forma a ser um
homeomorfismo (isto é, se as imagens das j-faces de A sfo disjuntas aos pares), como
ilustrado na figura 4.1(b). Caso contririo dizemos que ¢ é um simplexo imprdprio, como
ilustrado nas figuras 4.1(c) e 4.1(d).

37
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1: Um 2-simplexo geométrico (a) e 2-simplexos topolégicos: préprio
{b), impréprios (c) e (d).

4.1.3 Triangulacao

Uma triangulacdo d-dimensional é um mapa d-dimensional cujos elementos sdo simplexos
topolégicos. Uma triangulagio é propria se todos os seus simplexos séo préprios.

4.1.4 Orientacao topolégica de um simplexo

Uma ordenagdo dos vértices de um d-simplexo topoldgico ¢ define uma orientacdo para o
mesmo. Duas ordenagoes definem a mesma. orientacio se estas diferem num nimero par de
transposigoes de pares de vértices. Denotamos por (vg,...,7s) a orientagio definida pela
ordenacio wg, ..., Uq, i5to é, a classe de permutacbes de vértices com a mesma paridade
aue vg, . . .,vq. Assim, por exemplo {(abcd) e {adbc) denotam a mesma orientacio, que é
diferente de {beda).

Dizemos que uma orientacdo (vg, ..., vy de um d-simplexo ¢ induz a orientacio

(g, - .-, Vg-1), Sobre a faceta f de c com vértices {vo,...,v4—1}. Veja a figura 4.2. Por esta
definicao, considerando todas as permutacdes equivalentes dos vértices de ¢, nés obtemos
orientacoes induzidas para todas suas facetas. Observe-se que duas ordens equivalentes
dos vértices de ¢ induzem orientacoes equivalentes em cada faceta de c.
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Figura 4.2: Orienta¢es induzidas nas faces de um 3-simplexo pela orientagao
{u,v,2,y) do mesmo,

Dizemos que duas orientagoes o; e 0, de dois simplexos topolégicos adjacentes sdo coerentes
se estes induzem orientagoes opostas sobre qualquer faceta compartilhada. Por exemplo,
{(w,u,v, 2} e {w,v,u,y) sdo orientagdes coerentes para os dois tetraedros da figura 4.3.

Figura 4.3: Orientagbes coerentes para tetraedros adjacentes.

Dizemos também que uma triangulacdo é orientdvel quando podemos atribuir uma orien-
tacao a cada um de seus 3-simplexos de tal forma que todos os pares adjacentes possuam
orientacdes coerentes. Finalmente, dizemos que um mapa tridimensional C é orientdvel,
se ele possui um refinamento 7 que é uma triangulacio orientdvel. Verifica-se que para

d < 3 uma variedade é orientével (no sentido da seg@o 2.3) se e somente se todo (ou algum)
mapa sobre a mesma € orientavel.
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4.2 Subdivisao baricéntrica

A subdivisgo baricéntrica topoldgica é um refinamento padrao C® de qualquer mapa d-
dimensional C em simplexos topolégicos proprios.

A subdivisdo baricéntrica do j-esqueleto de C é definida recursivamente como segue.
Para § = 0, a subdivisio ¢ trivial, isto é, todo vértice de C é um vértice de C#. Para
7 > 1, subdividimos recursivamente o i-esqueleto de C, para todo 0 < ¢ < j. Para cada
j-elemento ¢ de C, seja ¢ uma fun¢io de ¥ para sc que satisfaz as condicGes da definicio
de mapa (veja secdo 3.1). Relembramos que a imagem inversa ¢! de qualquer j-elemento
e de C, contido na fronteira de ¢, é um nudmero finito de subconjuntos disjuntos de OB,
cada um destes homeomorfo a e. Para cada j-elemento ¢ de C2 contido em Oc e para cada
componente ' de ¥~1(t), seja t* a unifo de todos os raios abertos que conectam o centro
o de B a pontos em t'. A subdivisdo de ¢ em C* consiste do vértice {¢/(o)} e as imagens
de tais conjuntos ¢ pela funcdo v. Veja figura 4.4.

B

ERT)

C

B

Elemento original de C Subdivisdao da borda

Subdivisio de B* Elementos de C2

Figura 4.4: Um 2-elemento e sua subdivisdo baricéntrica topoldgica.
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A figura 4.5 ilustra esta seqiléncia de passos na subdivisdo baricéntrica do mapa 6-face.

SUNRBUSHIPN, IEPHANG,

() (d)

Figura 4.5: O mapa 6~face (a), a subdivisdo do 1-esqueleto (b), a subdivisao
do 2-esqueleto {¢) e a subdivisio do 3-esqueleto {d).
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A figura 4.6 exibe a subdivis@o baricéntrica, de maneira explodida, de outros mapas deriva-
dos de poliedros regulares.

4-face 6-face 8-face

Figura 4.6: Subdivisao baricéntrica de mapas derivados de poliedros regu-
lares.

4.3 Propriedades da subdivisao baricéntrica

A subdivisfo baricéntrica de um mapa tridimensional C é essencialmente tnica; isto é,
todas as subdivisdes C2 obtidas a partir de um mapa C por diferentes mapeamentos 1 sio
topologicamente equivalentes.

Se C é um mapa d-dimensional, ¢ ficil deduzir que todo d-elemento de C® tem pelo
menos um vértice que pertence a um j-elemento de C, para cada j em {0,1,...,d}. Con-
sequentemente, todo k-elemento de C2 possui k + 1 vértices distintos entre si. Em outras
palavras a subdivisdo baricéntrica de um mapa é uma triangulacio prépria.
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Por outro lado, a subdivisio baricéntrica pode nao produzir uma triangulacio suficien-
temente densa para a construcao de um modelo geométrico efetivo. SubdivisGes adicionais
podem ser necessarias para esse fim, como veremos nas secdes 4.4 e 4.5.

Além disso, a aplicacao iterada da subdivisdo baricéntrica resulta em modelos com
vértices de graus excessivamente desiguais. A figura 4.7 ilustra este problema, na subdi-
visdo baricéntrica do mapa 3-torus[n,n,nl.

V78
N
Ly
N7 \
; \
Figura 4.7 A subdivisio baricéntrica de wuma célula do mapa

3-torusin,n,nl.

Observe-se que o novo vértice acrescentado no interior de cada célula, pela primeira sub-
divisdo baricéntrica, possui grau 26, enquanto que os vértices acrescentados no interior
das faces e arestas possuem grau 10 e os vértices originais do mapa passam a ter grau 26.
Uma segunda etapa de subdivisdo baricéntrica produzird vértices com grau variando entre
8 e 146. Esta desigualdade de graus gera problemas na obtengdo de modelos geométricos
adequados, em particular modelos em que as arestas tém comprimentos aproximadamente
iguais (vide capitulo 6).

4.4 Refinamento seletivo

A subdivisao baricéntrica torna-se necessiria quando tratamos mapas tridimensionais que
nio sio triangulacées. Como vimos, uma tnica aplicagdo da subdivisdo baricéntrica é
suficiente para obter uma triangulacio topologica propria.

A solucéo para os inconvenientes da subdivisdo baricéntrica é utilizar no maximo um
nivel da mesma seguido por outros esquemas de subdivisdo — de preferéncia, aplicando-a
apenas aos simplexos em que ela é necesséria.
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4.4.1 Refinamento minimal

As figuras 4.8, 4.9 e 4.10 ilustram esquemas de refinamento seletivo minimal {com nimero
minimo de partes) para células, faces e arestas, respectivamente, de uma triangulagio
tridimensional. E importante notar que, para £ = 1 ou & = 2, a subdivisio de todo
k-elemento e implica na subdivisdo dos j-elementos incidentes a e.

Figura 4.8: Subdivisio seletiva de um tetraedro.

Figura 4.9: Subdivisao seletiva de uma face e dos tetraedros incidentes a
esta.
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Figura 4.10: Subdivisio seletiva de uma aresta e do anel de tetraedros inci-
dentes na mesma.

4.5 Refinamento uniforme

O esquema de refinamento uniforme de ordem k é baseado na subdivisio de um tetraedro
geométrico em %(ks' + 2k} tetraedros e é(kg‘ — k) octaedros, para k > 1, por k — 1 planos
equidistantes paralelos a cada face; sendo que cada octaedro ¢ entdo subdividido em oito
tetraedros, formando um 8-vstar (vide segdo 3.2.4). O nimero total de tetraedros na
malha refinada é portanto T(k) = 2k* — 2k. Cada aresta e do tetraedro ¢ dividida em k
segmentos, e cada face f é dividida em k® faces triangulares.

Esta solucdo é andloga ao esquema de refinamento de tridngulos utilizado por Rosi e
Stolfi no caso bidimensional [23, 31]. A figura 4.11 mostra o refinamento de um tetraedro
numa malha de tetraedros de ordem k = 2, dando origem a 12 tetraedros menores. A
figura 4.12 corresponde & ordem k = 4, dando origem a 104 tetraedros menores.
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Figura 4.12: Refinamento uniforme de tetraedros de ordem 4.
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4.6 Outros esquemas de refinamento

Para o caso de mapas cujas células sdo cubos topoldgicos, outra abordagem é subdividir
cada cubo numa grade de k* cubos menores e aplicar subdivisdo baricéntrica a estes
iltimos. A figura 4.13 ilustra este refinamento.

()

Figura 4.13: Outro esquema de refinamento: célula cibica original (a), refi-
namento uniforme de cubos de ordem 2 (b} e subdivisao baricéntrica de cada
célula ciibica (c).



Capitulo 5
Representacao geométrica dos mapas

Uma vez construida uma triangulacdo adequada do mapa d-dimensional original C, o
proximo passo € construir uma representacio geométrica da mesma. Neste trabalho, uti-
lizamos uma representacao simples em que cada tetraedro é representado por um tetraedro
geométrico retilineo (contido num sub-espaco afim tridimensional do R™).

Qutra possibilidade seria modelar cada tetraedro por um elemento finito descrito para-
metricamente por polinémios cibicos — o equivalente tridimensional de um retalho tri-
angular de Bézier [8]. Esta alternativa permitiria obter modelos mais suaves, com con-
tinuidade de primeira ordem — &s custas de um aumento no nimero de varidveis por
tetraedro e da introduco de restrigbes entre essas varidveis, que por sua vez exigiriam
algoritmos de otimizagéo mais elaborados.

5.1 Configuracoes

A partir de uma triangulacéo topoldgica 7 do mapa d-dimensional C, podemos construir
uma representacdo simplicial de C em algum espago R™, m > d, atribuindo a todo simplexo
topolégico de 7 um simplexo geométrico em R™, preservando as relactes de incidéncia e
adjacéncia entre elementos.

Uma representacdo simplicial é completamente determinada pelas coordenadas carte-
sianas dos vértices de 7. Portanto, definimos uma configuragio geométrice de uma trian-
gulacio 7" como uma fun¢do ¢: V7 — R™, Adicionalmente, para cada elemento c de 7
com vértices {vp,...,Vx}, denotamos por ¢{c} a envoltdria convexa positiva do conjunto
{é{vy), ..., &(ve)}. Também denotamos por ¢(T) a colegdo {é(c}: c € T}.

Supondo m > d, se T é uma triangulacido d-dimensional prépria e a configuracio ¢
estd em posicdo geral, entdo ¢{c) serd um simplexo geométrico homomeorfo a ¢, para todo
¢ € 7. Mais ainda, se os elementos c¢1,c; de T sdo incidentes entre si, 0 mesmo sera
valido para os correspondentes simplexos ¢(c;) e ¢(cz). Portanto, exceto por eventuais

48
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intersecgbes entre elementos, a colecdo ¢{7) serd uma representacao simplicial de C, como
definido acima.

5.2 Degeneracoes geométricas

Obviamente, uma representagio simplicial ¢(7") serd 1til para fins de visualizagao somente
se elementos distintos de 7 forem mapeados para simplexos geométricos distintos. Porém,
se T contém dois j-elementos distintos ¢, ¢ que compartilham os mesmos 7+ 1 vértices, os
simplexos ¢(c;) e ¢(cy) serdo sempre coincidentes, para qualquer configuracio ¢. Um par
de elementos nessas condigdes constitui uma degeneragdo geométrica da triangulacdo 7.

Verifica-se que a subdivisio baricéntrica C® de um mapa C pode ainda conter degen-
eracOes geométricas. Por exemplo, o mapa monoplex possui uma tnica célula que é um
simplexo topolégico degenerado. A subdivisdo baricéntrica do mesmo possui 24 tetrae-
dros; todos esses tetraedros sio préprios. Porém, eles formam 12 pares geometricamente
degenerados. Veja a figura 5.1.

(a) (b)

Figura 5.1: Subdivisio baricéntrica do mapa monoplex {parcialmente colado)
(a) e pares de tetraedros geometricamente degenerados (b).

A fim de eliminar as degeneraghes geométricas, pode ser necessario subdividir ainda mais
os simplexos de C*. O seguinte teorema mostra uma maneira de obter esse resultado:
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Teorema 5.1 Seja C um mapa SD arbitrdrio, € C*2 o resultado de aplicar o subdivisdo
baricéntrica duas vezes a C. Quaisquer dois j-elementos de C2> temn pelo menos um vértice
nae em comurn.

Prova. Sejam ¢; e ¢, dois j-elementos de CA4. Existem dois casos que precisamos analisar.
Em primeiro lugar, suponha que ¢; e ¢ sdo j-elementos pertencentes a dois k-elementos
diferentes ey, es de C2 (para qualquer k& > j). Pela defini¢io de subdivisdo baricéntrica
(segdo 4.2), c; tem pelo menos um vértice v; no interior de e; e similarmente ¢; tem um
vértice v9 no interior de e;. Portanto v; 5 vy e o teorema estd provado.

Agora suponha que ¢; e ¢; pertencem ao mesmo k-elemento e de C2. A demonstracio é
feita por indugdo em j. Para j = 0, o teorema é trivial; portanto consideramos 7 > 1. Uma
vez que e € um simplexo topoldgico proprio, ao construir a segunda subdivisdo baricéntrica
nés podemos escolher o mapa ¢¥: kB* — ke da defini¢io (secdo 4.2), de maneira a ser um
homeomorfismo. Pela defini¢do, ¢; é a imagem sob ¢ de um conjunto ¢; que é a uniao dos
raios conectando o centro O de B a pontos de um conjunto # na fronteira de B*. Por
sua vez, t. é a imagem inversa de um (j — 1)-elemento de C*® pertencente & fronteira
subdividida de e. Por hipdtese de indugdo, quaisquer dois (j — 1)-elementos de C24 (em
particular ¢ e #,) possuem pelo menos um vértice ndo em comum. Uma vez que ¥ é
um homeomorfismo, segue-se que ¢, e ¢z possuem também pelo menos um vértice ndao em
comum. O

Como consequéncia do teorema 5.1, quando m > d, qualquer fungio injetora ¢ de VT
para R™ possui a propriedade que ¢(c) # ¢(e) sempre que ¢ # e.

O teorema 5.1 demonstra que é possivel eliminar as degeneracgtes geométricas por uma
subdivisio adequada dos tetraedros de 7. Entretanto, como ja observamos na se¢ao 4.3, a
subdivisao baricéntrica recursiva produz triangulagoes muito irregulares e com um numero
elevado de tetraedros. Na pratica, é preferivel aplicar subdivisdo seletiva, como descrito
na secao 4.4, apenas onde necessario. Mais especificamente, subdividimos os elementos
envolvidos em denegeragoes geométricas, comecando com os elementos de maior ordem:
primeiro pares de tetraedros (figura 4.8), a seguir faces (figura 4.9) e por Ultimo arestas
figura 4.10). Esta ordem garante que nao serdo criadas novas degeneragdes geométricas
durante a subdivisdo seletiva. Em cada caso, aplicamos o esquema de subdivisdo minimal
apropriado (secdo 4.4) aos dois elementos envolvidos.

5.3 Mergulho de uma triangulacao

A auséncia de degeneragfes geométricas é uma condicao necessiria mas ndo suficiente.
Uma boa representacio geométrica de C deve também estar livre de auto-intersecGes. Em
termos de nosso modelo, é desejavel que os simplexos ¢(c), paratodo ¢ € T, sejam disjuntos
dois a dois. Uma realizaciio geométrica com esta propriedade é chamada de mergulho
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simplicial de 7. O teorema a seguir garante a existéncia de um mergulho simplicial para
qualquer triangulagao d-dimensional, num espacgo euclidiano de dimens&o suficientemente
alta.

Teorema 5.2 (Whitney) Se T € uma triangulacio d-dimensional, podemos atribuir a
cada vértice v de T um ponto ¢(v) no espaco R4, de tal maneira que todos os elementos
de ¢{T) sdo disjuntos dois a dois.

Demonstragdes deste teorema 5.2 podem ser encontradas no livro de Stillwell [34] e no
livro de Giblin [9]. Em particular, o teorema 5.2 garante que a triangulac¢io de todo mapa
tridimensional C é mergulhdvel em R’. Este resultado é somente um limite superior e
levanta a seguinte questdo: existem mergulhos simpliciais em espagos de dimensdo menor
que 2d + 1 7 Na verdade, o prépric Whitney demonstrou posteriormente que toda d-
variedade diferencidvel (espago mais restrito que a variedade topolégica) tem um mergulho
diferencidvel em R?¢. Isto explicaria porque a garrafa de Klein pode ser mergulhada no R?,
enquanto que o teorema 5.2 garante apenas sua realizacdo em R®. Gitler [10] conjetura que
toda variedade diferencidvel d-dimensional tem um mergulho diferencidvel no R2é—(d+1
onde a(d) é a soma dos digitos bindrios do nimero d.

Além disso, se d = 2, podemos sempre obter mergulhos simpliciais em R? se a trian-
gulacio é orientdvel e em R?*, caso contririo. Por analogia, podemos esperar que toda
triangulacdo tridimensional seja mergulhdvel no R* se orientdvel e no R® caso contririo.
N¢s ainda ndo conseguimos determinar se estas conjeturas sdo validas.

Em todo caso, devemos ter em mente que uma realizacio no R* com auto-intersegdes
pode ser mais facil de visualizar do que uma realizagio no espago R’ sem auto-intersecdes.
Por essa razdo, em todos os nossos testes, nés utilizamos R* como espago de modelagem.



Capitulo 6

Comparando realizacoes

Neste capitulo abordamos o problema de escolher, dentre todas as possiveis configu-
ragbes ¢(7 ) de um mapa C, uma configuracao que seja suficientemente “bonita” ou “efi-
caz’ — isto €, que facilite a0 maximo a compreensdo da topologia do mapa C através de
inspecao visual do modelo.

6.1 Funcoes de energia

A fim de quantificar a nocdo de “beleza”, emprestamos da literatura sobre desenho de
grafos o conceito de funcdo de energia — uma medida numérica £(¢) de “feiura” de
uma configuracido particular ¢. Uma funcio de energia é portanto um mapeamento de
(R4)™ para R, que tem idealmente seu valor minimo em configuracbes ¢ que minimizam
determinados defeitos visuais. Em especial, as fungdes de energia que utilizamos tentam
capturar os seguintes objetivos estéticos:

(A) uniformizar o tamanho e forma dos elementos do mapa;
{B) evitar intersecgbes entre elementos do mapa;

(C) minimizar a curvatura do modelo.

As experiéncias de Rosi [30] na visualizagio de mapas 2D sugerem que a exigéncia (A) deve
ser aplicada a triangulacdo 7, em vez do mapa original C. A justificativa é que as partes
do mapa C que precisam ser subdivididas mais finamente sdo em geral as partes onde a
topologia é mais complicada. Portanto, ac representar os elementos de 7 com tamanho
uniforme, estaremos representando essas partes de C em escala maior, permitindo assim
visualizar sua topologia com clareza.
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6.1.1 Funcoes de energia mistas

Em geral, as fungtes energia mais simples capturam apenas um critério estético especifico,
como suavidade da variedade ou uniformidade do tamanho dos elementos. Portanto, uma
configuracao que € 6tima para uma funcdo energia usualmente deixa de atingir outros
critérios estéticos visuais importantes. Assim, as func¢des energia que utilizamos sdo em
geral combinagoes convexas de energias simples:

E() = ay E1(P) + o Ea(d) + - - -

Os pesos «; determinam a importancia relativa dos critérios representados pelas funcdes &;.

6.2 Energia elastica de arestas

O critério {A) de uniformidade no tamanho dos elementos é capturado pela energia eldstica
de arestas Eeqqe(@), em que cada aresta é modelada por uma mola retilinea:

Eeige (D) = Kedge Z S, [(%)2 + (%)2 - 2} ) (6.1)

ecET

Nesta férmula, I é o comprimento corrente da aresta e = (u, v) na configuracéo ¢ ou seja
|o(u) ~ ¢(v)]; Le é o comprimento de repouso da mola (isto é, o comprimento ideal da
aresta e); S, € a rigidez da mola; e Keqq ¢ um fator de normalizacio (vide secio 6.6). Esta
energia foi utilizada por Hoppe et al. [17] na otimizac¢do de malhas triangulares. Note-se
que o custo computacional de avaliar £,y é linear no tamanho de 7.

Uma primeira justificativa para a férmula (6.1) é que cada termo termn valor minimo
(zero) quando [, = L,. Mais geralmente, cada termo é aproximadamente S.(l./L.)? para
lo > L., Se(Le/l.)? paral, < Lo e 25.{(l. — L¢)/L.)? quando {, ~ L,. Veja a figura 6.1. A
menos de um fator constante, esta tltima férmula € a energia eldstica de uma mola fisica
de comprimento de repouso L, e comprimento atual [..
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& edge

le/Le

Figura 6.1: Comportamento da energia de eldstica de arestas.

Portanto, minimizar £ tende a fazer com que 0s comprimentos das arestas sejam
proximos do seu comprimento ideal L.. A uniformidade nos comprimentos das arestas
implica também outras caracteristicas visuais desejdveis, tais como dreas uniformes para
os tridngulos, volumes uniformes para os tetraedros e Angulos diedrais uniformes entre os
tridngulos incidentes sobre uma mesma aresta.

6.2.1 Triangulacoes nao rigidas

A energia elastica de arestas £.4p. mantém vértices adjacentes afastados uns dos outros,
mas ndo impede a configuracio de dobrar-se sobre si mesma, criando auto-intersecgdes
nao essenciais. Por exemplo, a figura 6.2(b) mostra uma configuracdo do mapa 4-face
ap6s subdivisao uniforme de ordem 3 {vide segéo 9.1.2) que é minima para a energia &g



6.2. Energia eldstica de arestas 55

(a) (b)

Figura 6.2: Uma triangulacao uniforme de ordem trés do mapa 4-face (a),
e uma configuracio da mesma que é um minimo local para a energia eldstica
de arestas €400 (b).

Observe-se que a triangulacio em questdo poderia ser realizada no R?; e essa normal-
mente seria a realizacio desejada. Entretanto, na configuracéo da figura 6.2(b) os vértices
ndo estio todos num mesmo hiperplano de R*.

Neste caso, o problema ocorre em parte porque a triangulacdo, mesmo quando todas
as arestas tem comprimento fixo, nfo é rigida — isto é, pode ser dobrada no R* ao longo
de certos planos, sem alterar os comprimentos das arestas. A figura 6.3 ilustra a versao
bidimensional deste problema -— a triangulagio 6.3(a) pode ser dobrada no R?® ao longo
das linhas pontilhadas, mantendo todas as arestas com comprimentos iguais.

(a) (b)

Figura 6.3: Uma triangulacio bidimensional que ndo é rigida.
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Mesmo quando a triangulacdo é rigida, em geral hi muitas configuracbes indesejéveis
que s3o minimas para £... Por exemplo, se numa configuracido 6tima ¢ os vizinhos
de um vértice v estdo todos aproximadamente no mesmo hiperplano H de R™, entdo a
configuracdo ¢’ que é obtida a partir de ¢ por reflexdo do vértice v através de H também
serd Otima para Eegge.

Por estes motivos, a otimizacao de £eq4q., apenas sem outras energias, geralmente produz
modelos altamente dobrados. Na verdade, a configuracio da figura 6.2(b) é atipica; a
grande maioria das configuracbes minimas sfio altamente contorcidas, como mostrado na
figura 6.4.

Figura 6.4: Projecio 3D de uma configuragdo minima tipica para a ener-
gia Eedge- A triangulacho é a mesma da figura 6.2.
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6.2.2 Distorcao inevitavel da variedade

Na verdade, em certas triangulacdes, a minimizagdo da energia £y, (com pardmetros S,
e L, uniformes) necessariamente resulta num modelo geométrico bastante retorcido. Este
problema ocorre especialmente em triangulagBes cujos vértices tem graus muito grandes
ou muitos pequenos.

Para melhor apreciar o problema em questfo, considere o caso de uma triangulagio
bidimensional 7 com borda, consistindo de n tridngulos cercando um vértice comum
como as ilustradas na figura 6.5. Se quisermos que todas as arestas de 7 tenham o
mesmo comprimento, entao, na realiza¢io do mapa da figura 6.5(a), teremos que colocar
o vértice v para fora do plano dos seus quatro vizinhos como ilustrado em 6.5{(a’). Por
outro lado, no caso do mapa da figura 6.5(c), os vizinhos do vértice v ndo poderao ficar
no mesmo plano. Apenas vértices de grau seis, como o caso do mapa da figura 6.5(b), tém
chance de permanecer no mesmo plano que todos os seus vizinhos.

(a) (b) (c)

(a”) (b') ()

Figura 6.5: Alguns mapas bidimensionais simples (no alto) e configuragdes
minimas dos mesmos para a energia .4, (em baixo).



6.2. Energia elastica de arestas 38

A figura 6.6 mostra exemplos tridimensionais andlogos aos casos 6.5(a) e 6.5(c). E uma
infelicidade da geometria tridimensional euclidiana que néo existe um andlogo 3D da con-
figuragio 6.5(b) ~— ou seja, nao é possivel colar n tetraedros regulares de forma a envolver
completamente um vértice comum, ou uma aresta comum.

(a) (c)

(@) (<)

Figura 6.6: Os mapas tridirnensionais 8~vstar e 20~vstar (no alto) e con-
figuragdes minimas dos mesmos para a energia .44, {em baixo).

Note-se que o problema da figura 6.6(a) ocorre, em particular, na figura 6.2(b) — os
vértices de grau seis (com estrela octaedral) estdo fora do hiperplano de seus vizinhos. Na
verdade, exceto por esses vértices, a triangulagdo da figura 6.2 pode ser realizada no R®
com todas as arestas iguais.

O problema da distorcao inevitdvel da variedade poderia ser solucionado com uma
escolha mais inteligente dos pardmetros L, e Se; porém nio conhecemos nenhum algoritmo
para esse fim. SolugSes parciais para esse problema, baseados na combinagio de £,.44. com
outras fungdes energia, serdo discutidas nas préximas se¢oes.
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6.3 Energia de molas

Uma maneira de tentar evitar superposicio de tetraedros na projecio, e auto-intersecgoes
em geral — critério estético (B) — é usar uma versdo mais abrangente da energia de
elasticidade de arestas, a energia de molas E;pring, originalmente proposta por Kamada e
Kawai para o desenho de grafos no plano [18]. A idéia é inserir uma mola de comprimento
adequado entre cada par de vértices u, v, adjacentes ou nao:

d 2 D 2
Espring(¢) = Kspring Z Su'v [(Eﬂ) + (dtw) —“2:| s (62)
w,vEVT uy uy
uFEy

Nesta férmula, dy, = [¢(u) — ¢(v)]| é distdncia corrente entre os vértices u and v; Dy, é a
distdncia ideal entre u e v; Sy, € a rigidez da mola; e K,pring € um fator de normalizacio
(vide se¢do 6.6). Kamada e Kawai sugerem utilizar D,, igual & distancia topoldgica entre
u e v na triangulacdo 7 (no sentido da teoria dos grafos), e S,, = 1/DZ,. Estes sdo
os valores que utilizamos em nossos testes, exceto que nods dividimos D, pela distancia
topolégica méxima entre os vértices de 7, a fim de manter o tamanho da configuragio
4tima aproximadamente invariante sob refinamentos topolégicos.

A figura 6.7 mostra realizacdes dos mapas column[5,10] e donut([5,10], com 150
tetraedros, que sao minimas para Epring- A figura ilustra como a minimizagdo da ener-
gia Egpring tende a distribuir as deformages impostas pela topologia do mapa de maneira
mais uniforme possivel. Observe-se como os tetraedros da configuragdo 6.7(b), apesar de
deformados em relagio A figura 6.7(a) (por causa da topologia da triangulagdo), ainda tém
tamanhos e formas bastante uniformes.

Figura 6.7: Configuracbes minimas para a energia Epring NOS mapas
column (b, 10] (a) e donut [5,10] (b).
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A substituicdo de Eegge POT Espring reduz até certo ponto o problema da distorgio da
variedade descrita na secao 6.2.2. Em particular, a introducido de molas entre os vértices
nio-adjacentes da figura 6.5(c) ajuda a manter os vizinhos de v no mesmo plano, desde
que o grau nao seja muito elevado. Entretanto, a energia Egpriny Do tem efeito sobre o
problema de vértices de grau baixo, ilustrado na figura 6.5(a).

A figura 6.8 ilustra realizacbes geométricas étimas para a energia &gyrin, dos mapas
estrela de vértices. Observe-se que o modelo minimo para 20-vstar é regular e estd
contido num sub-espago tridimensional euclidiano do R* e portanto pode se projetado
no R® sem deformagdes. Em particular, a configuragao da figura 6.6(c’) que é Otima
para Eedge, N80 € Otima para Eqpring. Por outro lado, a configuragdo do mapa 8-vstar que
é minima para Espring (veja figura 6.8) ainda tem o vértice central fora do hiperplano dos
seus vizinhos, como na figura 6.6(a’); e a configuragio étima da triangulagio 60-vstar
continua bastante retorcida.
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(a) 4-vstar (b) 8-vstar

{c) 20~vstar {d) 60-vstar

Figura 6.8: Realizagbes Otimas de alguns mapas estrela de vértice para a
energia Epring. A maior esfera identifica o centro topoldgico do mapa.

Uma maneira de diminuir a severidade deste problema consiste em multiplicar o com-
primento ideal D,, de cada aresta (u,v) pelo fator \/N, /N, + N,/N, onde N, e N, sdo os
graus de seus vértices extremos. Denotamos esta versao modificada da energia de molas por
Espringuar- A figura 6.9 ilustra o efeito da inclusdo da energia Espringer 10 mMapa 60-vstar.
Comparando-se esta figura com a da figura 3.8, pode-se verificar que a configurago 6tima
é praticamente a representacao ideal do mapa.
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Figura 6.9: Uma configuracdo do mapa 60-vstar que é um minimo local
para a energia de molas &springyar-

A figura 6.10 mostra uma configuracio minima da energia £y, para a mesma triangu-
lacdo da figura 6.2. Note-se que persiste o problema da distor¢io da variedade nos vértices
octaedrais, como mostrado nas figuras 6.2(b) e 6.8(b); porém a configuracio (altamente
dobrada) da figura 6.4 j4 n&o é mais étima para a energia & pring-

Figura 6.10: Uma configuracdo que é um minimo local para a energia de
molas Eepring. A triangulagdo é a mesma da figura 6.2.
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Note-se que a férmula &pring inclui todos os termos da férmula de £.qp.. Portanto, mini-
mizar a energia £,p.n, tende a manter todas as arestas de ¢(7) com comprimento préximo
ao seu comprimento ideal Dy, (como quando minimizamos E.4); € 80 mesmo tempo a
evitar interseccoes entre partes de ¢{7) que ndo sdo adjacentes em 7. Em particular,
minimizar a energia Eprin, também diminui a ocorréncia de pares de tetraedros adjacentes
sobrepostos. A razio é que ela introduz uma mola repulsiva entre os vértices ndao compar-
tilhados dos dois tetraedros — o que tende a manté-los em lados opostos da face comum,
numa projecdo geral.

Uma desvantagem da energia Egprng é seu alto custo computacional, uma vez que o
ntmero de termos cresce quadraticamente com o tamanho de 7.

6.3.1 O ‘“efeito abacaxi”

Pelas razbes expostas acima, a minimizacio da energia &£,ppiny, por si, geralmente produz
uma configuracdo extremamente distorcida, no sentido que todo vértice de grau baixo
geralmente est4d bem longe do sub-espago tridimensional médio de seus vizinhos. Veja a
figura 6.11.

(a) (b)

Figura 6.11: Uma configuracdo que minimiza a energia Egpring, mostrando o
“efeito abacaxi”. A triangulagio é um refinamento uniforme de ordem 2 da
subdivisao baricéntrica do mapa 8-cell. O modelo (a) mostra unicamente os
vértices e arestas originais do mapa C, enquanto o modelo (b) mostra todas
as arestas da triangulacido 7 de C.
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Denominamos este problema, que causa sérios problemas na visualizacio do modelo, de
“efeito abacaxi”. Ele serd tratado na préxima segao.

6.4 Energias de curvatura

A fim de combater o efeito abacaxi, precisamos introduzir outras energias que obriguem a
variedade subjacente a ¢{7), a ser, na vizinhanc¢a de cada ponto p de 7, o mais préxima
possivel de um sub-espago tridimensional euclidiano V.

Em outras palavras, precisamos minimizar a curvatura tridimensional aparente da
variedade ¢{7"). Mais do que isso, se a topologia de C s6 pode ser realizada com uma
variedade curva, entdo precisamos distribuir a curvatura inevitavel de ¢(7} de maneira
mais uniforme possivel.

6.4.1 Energia de curvatura tridimensional

Uma vez que cada tetraedro de ¢(7) estd contido num sub-espago euclidiano tridimen-
sional de R™, que tem curvatura 0, a curvatura da variedade ¢{7") estd toda concentrada
nas faces. Em geral, se #1,¢, s8o dois tetraedros adjacentes, suas imagens ¢(t;) e ¢{t)
estao contidas em dois sub-espagos 3D diferentes Uy, U, de R™, cuja interseccdo é o plano
contendo a face compartilhada f (veja figura 6.12). Sejam 71,7, dois vetores do R* per-
pendiculares a face f, contidos respectivamente em U; e Uz, que apontam para o interior
de cada tetraedro. A curvatura da variedade 3D na face é nula quando U; = U, isto é,
quando 7y = —rp. Veja figura 6.12.

Figura 6.12: Angulo diedral 65 entre sub-espacos tridimensionais.
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Mais geralmente, a curvatura na face f depende do angulo 8 entre ry e 79, que é dado
pela formula cosfy = (ry - r2)/{|r1| |r2]). O objetivo de equalizar a curvatura pode entéo
ser atingido minimizando-se a energia de curvatura 5D, que definimos pela f6rmula

1 1
gcurvﬁ(é) = KcurvS IGZFT (m - 5) . (63)
A constante K3 € um fator de normalizagdo (vide secio 6.6). Pode-se verificar que
quando #; é préximo de 7 (isto é, quando a curvatura na face f é préxima de zero), temos
que cosf; ~ —1 + (8; — m)*® e portanto o termo da equagdo (6.3) é aproximadamente
%(ﬁf — )2, A figura 6.13 ilustra o comportamento desse termo, em funcdo do dngulo 6.
Portanto, a0 minimizar £,y estamos tentando aproximar todos os dngulos §; de 7.

10 T T T

E curyd

o
|
1

0 ! H |
0 ir o ir 2
Angulo fi

Figura 6.13: Comportamento da energia de curvatura tridimensional para
dois tetraedros adjacentes, em termos do dngulo #; entre os respectivos sub-
espagos tridimensionais.
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A figura 6.14 mostra uma configuragio da mesma triangulacio da figura 6.11, otimizada
para a energia mista & = 0.99 s + 0.01 Esprng. Note-se que a inclusdo de Eupms
praticamente elimina o “efeito abacaxi”, satisfazendo o critério (C) sem prejuizo de (A)
e (B).

(a) (b)

Figura 6.14: Configuracio minima da energia & = 0.99 £.yps + 0.01 Espring.
A triangulacio € a mesma da figura 6.11 (um refinamento uniforme de or-
dem 2 da subdivisdo baricéntrica do mapa 8-cell). O modelo (a) mostra
unicamente os vértices e arestas originais do mapa C e as faces de silhueta
(vide segdo 8.3.1) enquanto o modelo (b) mostra todas as arestas da triangu-
lagdo T de C.

Em particular, se o mapa C é uma particdo de uma variedade que pode ser mergul-
hada no R®, (necessariamente orientdvel e com borda), toda configuragio que minimiza
a energia E.urps estard contida num tnico sub-espago euclidiano tridimensional de R™.
Por exemplo, a figura 6.15 mostra uma configuracdo do mesmo mapa da figura 6.2, que é
um minimo para E.uvg. Observe que os vértices octaedrais agora estdo no mesmo espago
tridimensional que os demais.
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Figura 6.15: Duas projecdes de R® para R® de uma mesma configuracio do
mapa 4-face (apds subdivisdo uniforme de ordem 3), que é um minimo local
para a energia de curvatura Eqyrsg.

Na verdade, a configuracao da figura 6.15 é extremamente atipica — pois a ener-
gia £,ums, POT 51 86, ndo impede auto-intersecgdes nem garante uniformidade de taman-
ho dos elementos. A grande maioria das configuracdes da triangulacdo 6.15 que sao
4timas para Ecurps SA0 extremamente irregulares, como mostra a figura 6.16. Portanto, na
prética, &gy € normalmente usada em combinacao com Egpring-

Figura 6.16: Projecdo 3D de uma configuragdo minima tipica para a energia
Eeurvy- A triangulacio é a mesma da figura 6.2.
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6.4.2 Energia de curvatura bidimensional

A energia de curvatura £..; depende apenas da variedade tridimensional subjacente
a ¢(7) e nfo da posicao das faces e arestas de C dentro dessa configuragio. Portanto, uma
configuragéo que minimiza &g (possivelmente combinada com &yppypg) ainda pode ter
faces bastantes contorcidas. Isto pode acontecer mesmo em modelos que estdo contidos
inteiramente em R® e portanto tem &,y minima. Veja as figuras 6.16 e 6.17.

Figura 6.17: Projecdo 3D de uma configuragio que minimiza a energia £ =
0.90 Ecurvs + 0.10 Egpring. A triangulacio é um refinamento de ordem 2 da
subdivisao baricénirica do mapa 6-face.

Para evitar este problema, é necessario definir uma energia sensivel & curvatura das faces,
como descrito a seguir. Sejam %, t» dois tridngulos adjacentes de 7 contidos numa mesma
face f de C e sejam ry, 7, dois vetores do R* perpendiculares & aresta e, comum aos dois
tridngulos, tais que o vetor r; estd contido no plano U; do tridngulo £; € aponta para o
interior de ¢;. A curvatura da face f na aresta e é minima quando U; = U, isto é, quando
ry = —7q. Veja figura 6.18.
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Figura 6.18: Angulo diedral 8, entre duas faces adjacentes de 7.

Definimos entao a energia de curvatura bidimensional pela férmula

Earss(®) = Kara - (1= =3 ) (6.4

1~ cosé
ec B’ e

onde o conjunto E’ inclui toda aresta e € E7 que estd contida em alguma face f do mapa
original C; e 8. é o angulo entre os vetores r; e rp associados aos tridngulos da face f
incidentes & aresta e, como definimos acima.

Como observado na segdo 6.4.1, o termo geral da somatdria na férmula (6.4) é aprox-
imadamente {#. — 7)? quando f, é préximo de ». Portanto, minimizar £.,.e tende a
aplainar as faces de C, distribuindo a curvatura inevitdvel das mesmas entre as arestas
de 7 da maneira mais uniforme possivel. Veja a figura 6.19.

Figura 6.19: Projecio 3D de uma configuracdo que minimiza a energia
E = 0.9 Ecyrpg + 0.1 Eoyrys. A triangulacio ¢ a mesma da figura 6.17 (um
refinamento de ordem 2 da subdivisiio baricéntrica do mapa 6-face).
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6.4.3 Energia de curvatura unidimensional

Na maioria dos mapas de interesse pratico, toda aresta pertence a pelo menos duas faces
que, numa configuracdo dtima, se encontram formando um &dngulo menor que 7. Nesse
caso, a suavidade das faces do mapa implica até certo ponto na suavidade das arestas. En-
tretanto, em casos especiais, pode ser necessdrio impor este iltimo critério explicitamente.

Para esse fim, vamos considerar duas arestas adjacentes ey, e; de 7 pertencentes a uma
mesma aresta h de C. Sejam r;,ry dois vetores do R* definidos sobre ey, e, apontando
para longe do vértice compartilhado v. A curvatura da aresta h no vértice v é minima
quando r; = —Tg. Veja a figura 6.20.

Figura 6.20: Angulo 8, entre sub-espagos unidimensionais.

Portanto, definimos a energia de curvatura unidimensional pela equacio

1 1
gcurui (é) = Kcurvl Z (m - é‘) ) (65)

vEV’
onde V' é o conjunto de todo vértice v de T que estd contido em alguma aresta e € EC,
8, é o Angulo entre os vetores ry e 7y associados &s duas arestas de 7 incidentes em v e
Koy & um fator de normalizacdo (vide se¢do 6.6). Minimizar a energia £,y implica em
deixar todas as arestas de C retilineas, na medida do possivel.

6.5 Outras funcoes de energia

Além das energias acima descritas, nés experimentamos varias outras energias, que even-
tualmente resultaram supérfluas e/ou nfo deram resultados satisfatérios. Algumas dessas
energias sdo descritas a seguir.
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6.5.1 Energia de excentricidade

A energia de excentricidade ., mede 0 quanto cada vértice v esta longe do baricentro
do conjunto N, de seus vizinhos. Especificamente,

gexcen(QS) - Kezcen Z ic‘u - bv|2 1 (66)
veEVT

onde ¢, sao as coordenadas cartesianas do vértice v; b, é o baricentro de todos os vizinhos
do vértice v; e Kepeen € um fator de normalizagio (vide se¢do 6.6). Minimizar £.zcen tende
a equalizar o comprimento de todas as arestas incidentes ao vértice v e também a manter
o vértice v no mesmo sub-espaco tridimensional que seus vizinhos.

Esta energia revelou-se supérfiua, pois minimizar £.peen € aproximadamente equiva-
lente a minimizar alguma combinagdo da energia eldstica de arestas £y e da energia de
curvatura Equrez; €, por sua vez, q4, € menos Util que a energia de molas Egpring-

6.5.2 Energia de espalhamento

A energia de espalhamento é definida pela férmula

gspread(qf’) = Kspread Z IC'U{Q ) (67)
veVT

onde ¢, s@o as coordenadas cartesianas do vértice v, e Kpreqq € um fator de normalizagao
(vide secdo 6.6). Minimizar esta energia tende a manter todos os vértices préximos &
origem do R*. Esta energia ¢ supérflua pois Expriny jé impede que 0s vértices se afastem
além de um certo limite.

6.5.3 Energia de compressao de volume

A energia de compressao de volume é definida por
gcompr (@) = Kcompr Z

P (7) N (Y“f } 2} ’ (6.5)

onde v; é o volume corrente do tetraedro ¢, V; seu volume ideal e K om, ¢ um fator de
normalizacdo {vide sec@o 6.6). Minimizar £ omp- tende a manter os volumes dos tetraedros
préximos aos volumes ideais V;. Esta energia ¢ até certo ponto supérflua pois a minimizagéo
de Eeuge 08 Egpring jé produz este efeito (além de outros).
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6.5.4 Energia elastica de tetraedros

Esta energia € uma generalizacdo das energias Ecompr € Eedge- Ela considera que cada
tetraedro t de 7 é feito de algum material eldstico, com uma forma de repouso ¢o(t)
especificada. A energia eldstica de tetraedros mede o grau de deformagfo necessério para
transformar a forma candnica ¢g(t) na forma corrente ¢(¢). A energia é dada pela férmula

gelast(é) = Kelast Z ‘/;0 [% (A? + %é‘ - 2) -+ E (I‘f - 320} R (69)
teTT t 6

onde V;° é o volume ideal do tetraedro ¢o(t). Os pardmetros o e 5 sdo os mddulos de
elasticidade, volumétrico e de rigidez do material, respectivamente; A;, I'; e X, sfo os
invariantes de rotacdo da deformacao corrente do tetraedro ¢, calculados a partir da matriz
M que leva ¢o(t) para ¢(t). A constante K, ¢ um fator de normalizagdo (vide secdo 6.6).
Uma descricao detalhada desta energia, em particular dos invariantes de rotagio, pode ser
encontrada na tese de R. L. W. Liensenfeld [21].

A energia Eeuq resultou supérflua porque duplica até certo ponto um dos objetivos da
energia £qgge-

6.5.5 Energia de dngulos diedrais

A energia de dngulos diedrais é definida por

de 2 =N\ 2
Eequa (D) = Kequa Z Z (‘g}“) + (%j*) - 21, (6.10)
e€ET i=1 e

onde d, é o numero de faces de 7 incidentes na aresta e, ; é o dngulo diedral entre faces
consecutivas 7 e (7 + 1) mod d,, na ordem topoldgica; 8. = 2n/d, é o ingulo diedral medio
ideal; e Kequo ¢ um fator de normalizacdo (vide secdo 6.6). Esta energia é computada
somente para arestas que ndo estdo na borda de 7. Minimizar £y, tende a deixar os
angulos diedrais préximos a seus valores ideais Be, 0 que ajuda a reduzir auto-interseccdes
da variedade subjacente a ¢(7).

Esta energia revelou-se supérflua, uma vez que produz, aproximadamente, os mesmos
efeitos da energia & pring — pelo menos, para arestas de grau moderado.
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6.5.6 Energia de orientacao de tetraedros

A energia de orientacdo de tetraedros aplica~se quando a triangulacio T é orientével
(segdo 4.1.4) e pressupde que todos seus tetraedros estio orientados de maneira coerente,
Fla é definida pela férmula

Eorien(9) = Korien [M (VI+a]-a)+ai-2] (6.11)
teTY
onde
o T1 T2 1
A =|¥ W b 1 ’
Zy 21 22 1
Wy Uy Wa 1

e z,Y, 2, w sa0 as coordenadas tridimensionais (apds a projecdo) dos vértices do tetraedro
t € T7 na ordem determinada pela orientacdo de 7. O pardmetro M é uma constante
suficientemente grande, e K. € um fator de normalizacio {vide secio 6.6). A energia
Eorier, penaliza configuracdes ¢(7T ) que possuem tetraedros cuja orientacao geométrica dis-
corda da orientacio topoldgica. A minimizacéo desta energia tende a reduzir dobramentos
nao essenciais. Quando a variedade subjacente é homoeomorfa a um subconjunto do R a
minimizacdo desta energia geralmente produz um modelo que é localmente um mergutho
no R®.

6.6 Normalizacao das funcoes de energia

Para usar as funcles de energia eficazmente, é desejavel que seus valores relativos nio
sejam significativamente afetados por refinamentos do modelo geométrico (vide secio 4.4).
Essa propriedade nos permitiria otimizar varios refinamentos de um mesmo mapa C, sem
ter que ajustar os pesos @; das energias mistas para cada refinamento.

Mais especificamente, queremos garantir, para qualquer energia mista £, que as con-
figuragbes minimas ¢ da triangula¢io 7 sfo préximas das configuragbes minimas ¢ de
qualquer subdivisao topolédgica 77 de 7.

Foi pensando neste objetivo que definimos a distdncia ideal D, na férmula da en-
ergia Espring, €COmMO inversamente proporcional ac didmetro topolégico da triangulagao T
(vide segao 6.3). Foi também por esse motivo que incorporamos em cada energia & um
fator de normalizacio K;. Nos testes apresentados nesta tese, usamos K; = 1 para todas
as energias. Em principio, seria possivel alcangar o objetivo acima calculando-se valores
apropriados para K; (e para os demais parametros da férmula de &;), a partir da topolo-
gia de 7. Infelizmente, este parece ser um problema dificil para o qual ainda nao temos
nenhuma solucdo adequada.



Capitulo 7
Otimizacao

Uma vez estabelecida a funcfo de energia £ a minimizar, o préximo passo consiste em
encontrar uma configuragdo com energia minima. Este é um problema nio trivial, uma
vez que a funcdo £ depende de m - [V7| varidveis (m > 3), e geralmente possui um grande
ntimero de minimos locais.

Nossa abordagem € utilizar métodos gerais de otimizagdo néo-linear para transfor-
mar uma dada configuracao inicial ¢q numa configuracio ¢ que € um minimo local de &£.
Repetimos esta busca para um certo niimero de configuragdes iniciais ¢g, escolhidas aleato-
riamente e selecionamos a configuragéo final com menor energia.

Infelizmente, ndo existe um critério automatico para estabelecer que valor da energia £
corresponde a uma boa visualizagdo. Na prética, fixamos um limite de tempo e retornamos
a melhor configuragdo encontrada dentro deste limite.

Nés estudamos a possibilidade de usar métodos gerais de otimizacdo combinatéria, tais
como recozimento simulado (simulated annealing), para estender a busca além do minimo
local encontrado pelos métodos de otimizacio genéricos. Porém. a experiéncia obtida na
visualizacdo de complexos 2D [30] nos levou a crer que tais métodos nio seriam mais
eficazes do que a simples repeticio da minimizacao a partir de vérias configuracoes iniciais
aleatdrias.

No nosso trabalho fizemos uso de dois métodos de otimizaglo genéricos: minimizacao
coordenada a coordenada (que denotaremos por Coord), com iteragdes diagonais periédicas [29];
e descida pelo gradiente (que denotaremos por Grad), com passo adaptativo [29]. Estes
algoritmos estdo descritos nas segdes 7.1 e 7.2 respectivamente.
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A figura 7.1 mostra véarias etapas do progresso na otimizagdc do mapa 600-cell para a
energia Espring.

Figura 7.1: Otimizacdo do mapa 600-cell. Na sequéncia: a configuracio
inicial e configuracgdes intermedidrias apds, 40, 50, 60, 110, 120, 130, 140,
160, 180, 190, 200, 210, 220, 230, 240, 250, 260 280, 300, 320, 330, 350 e 430
passos do método Grad, na minimizacio da energia Espring.
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7.1 Minimizacao coordenada a coordenada

O método Coord de otimizagdo coordenada a coordenada consiste em otimizar uma co-
ordenada de cada vértice por vez, usando um método de minimizagio unidimensional —
como por exemplo o algoritmo de Brent [29] -— enquanto todos os outros vértices sdo
mantidos fixos. Apds cada n + 1 iteragbes do método acima, fazemos uma iteragdo “di-
agonal” extra ao longo da linha conectando as configura¢des resultantes da primeira e da
iltima iteracdo. Demonstra-se que, se a funcdo objetivo fosse um polindmio quadratico
nas varidveis, (com matriz hessiana positiva definida), esta linha reta passaria pelo minimo
global.

O método Coord estd detalhado no algoritmo 7.1, que usa os procedimentos auxiliares
UniMin, EvalAxial e EvalDiagonal, descritos mais adiante. Este método pode ou nao
usar o gradiente da funcio energia, dependendo do minimizador UniMin empregado.

7.1.1 Procedimento principal

Algoritmo 7.1 (Coord): Minimizacdo Coordenada a Coordenada
Entrada:

o cvalF: procedimento que caleulo a funcdo F(z) e seu gradiente VF(z).
e 7 numero de varidveis.
&: disténcia estimada do ponto inicial ao dtimo.

e £ precisao desejada na posicao do ponto dtimo.
e ymaz: numero mdzimo de avaliagcdes de F'(x) permitidas por coordenada.
o emaz: nimero mdzimo total de avaliagdes de F(z) permitides.

Entrada e Saida:

e z: ponto inicial no R™ (entrada) e ponto de minimo (safda).
o f: valor da fungdo F em z (entrada e saida).
e gf: gradiente da funcdo F em z (entrada e safda).

Varidveis locais:
o s, 7,y k, nev, m, fy, to.
Passos:

1. nev< 0 [total de avaliagdes da fungdo ]
2.k« 0 [coordenada sendo minimizada ]

3. m 4 0 [minimizagdes aziais desde a dltima minimizagdo diagonal ]
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L s+ 0/ni=1...n [dltimo passo efetuado em cada coordenada ]

. enquanto nev < emaz, faca:

5.1. se m < n ent&o [realize urna minimizacdo azriall:

5.1.1.
5.1.2.
5.1.3.
5.1.4.
3.1.5.
5.1.6.
5.1.7.
9.2.1.
5.2.2.
5.2.3.
5.2.4.
5.2.5.
5.2.6.
5.2.7.

to <~z [valor de x; antes da minimizacdo azial]
y <z [origem da linha azial]

T4~ xp; b+ f; dh + gf

UniMin(EvalAxial, |sg| +£/10, e, umaz,t, h, dh)
mem-+1

S +— xp — 1g

se m= lentdo fy < f [valor de F apés a primeire minimizacdo axiall

5.2. sendo [realize uma minimizacdo diagonall:

se |s} < /20 entdo retorne;

y+ x [origem da linha diagonal]

r <+ s/ls| [direcdo da diagonal)

t0; h« f; dh «r-gf; |distdncia ao longo de linha diagonal]
UniMin(EvalDiagonal, |s} 4+ &/10, €, umaz, t, b, dh)

se |{f; — NI/(|s] +1) < ¢ entdo retorne;

m < 0;

53. k<« (k+1) mod n;

6. retorne.

7.1.2 Procedimento UniMin

Algoritmo 7.2 (UniMin): Minimizacao unidimensional
Entrada:

evalH :

procedimento que calcula a fungdo H(t) e sua derivada (dH/dt)(t).

d: dist@ncia estimada do t inicial ao Gtimo.

£: precisGo exigida.

umaz: ndmero mdzimo de cdleulos de H{t) permitidos.

Entrada ¢ Saida:

o t: argumento inicial {entrada) e dtimo (saida).
o h: wvalor de H(t) (entrada e saida,.
o dh: derivada de H em t (entrade e saida).
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O procedimento UniMin{evalH, 9, ¢, a,b, umaz,t, h, dh} busca um minimo local de uma
funcado H de um tnico argumento real. Inicialmente, a varidvel ¢ deve conter uma estima-
tiva inicial para a posicao do minimo, enquanto que A e dh devem conter os correspondentes
valores da funcdo H e sua derivada. O procedimento dado evalH(t) deve calcular o valor
de H(t) e de sua derivada. O procedimento UniMin termina a busca quando determina
algum intervalo de tamanho menor ou igual a € que contém um minimo local, ou apés
efetuar umaz calculos de H. Em qualquer caso, o procedimento devolve em ¢ o minimo
encontrado, e em h e dh os correspondentes valores da funcio H e sua derivada.

O algoritmo que utilizamos em nossos testes é o método de minimiza¢fo unidimensional
de Brent [29], que ndo vsa a informacdo de derivada.

7 1.3 Procedimento EvalAxial

O procedimento EvalAxial (t) é invocado pelo minimizador univariado UniMin para com-
putar o valor da funcéo F num ponto ao longo de uma linha axial (paralela a um dos eixos
de coordenadas). A reta é definida pelas varidveis externas y (um ponto sobre a reta) e k
(indice da coordenada em questdo), definidas no procedimento Coord. Mais precisamente,

Evalaxial calcula H(t) = F(y & t), onde y &£ ¢ denota o ponto ¥ com a coordenada
y, substituida por t. O procedimento atualiza também as varidveis (z, f, gf) do algoritmo
Coord, quando o valor calculado resulta menor que o 6timo corrente f.

Algoritmo 7.3 (EvalAxial): Calculo da funcao ao longo de uma reta axial

Varidveis globais:

e k- coordenada que estd sendo minimizada.
e y: ponto na reta azvial.
e 2, f, gf, nev: vide algoritmo Coord.

Entrada:
e t: novo valor para a coordenada Ty.
Saida:

o h: valor da fun¢do H(t) = Fy & t).
e dh: derivade de H(t) = F(y & t} em relacdo a t.

Varidveis locais:

oo, f,of
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Passos:

1. 7'+ y; x) &

2. (f', gf") « eval F(2'); nev+ nev+ 1;
3. h+ f; db < gfy;
4

.se fl < fentioz+ 2'; [+ fs of + of’;

7.1.4 Procedimento EvalDiagonal

O procedimento EvalDiagonal(t) é invocado pelo minimizador univariado UniMin para
computar o valor da funcao F num ponto ao longo de uma reta diagonal que liga os ex-
tremos da primeira e dltima otimizacdo axiais. Mais precisamente, EvalDiagonal calcula
a fungédo H(t) = F(y +t r), onde y é o fim do dltimo passo axial e r é a diregdo da
diagonal, ambos definidos no procedimento Coord.

Algoritmo 7.4 (EvalDiagonal): Cdlculo da fungio ao longo de uma diagonal
Varidveis globais:

e y: origem da diagonal.
o 7. direcao da diagonal.
e z, [, gf, nev: vide algoritmo Cooxd.

Entrada:
e t: distdncia a partir de 1y ao longo da diagonal.

Satda:

o h: walor da funcdo F no pontoy +1r.
o dh: derivada de F(y+1t 1) em relacdo a t.

Varidveis locais:
o 2, f', of.
Passos:
1, ¢’ +—y+tr;
2. (f', of ) + eval F(z'); nev « nev+ 1,
3. dh « gf -1,
4

.se f' < fentiox <o f«— f; of + of;
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7.2 Meétodo descida pelo gradiente

O método Grad de minimizacdo por descida pelo gradiente tenta seguir a trajetéria z{¢)
definida pela equacao diferencial

dz

— = ~V f(z(l 7.1

= = —Vf(=(t) (7.1
partindo do ponto inicial z(0}, até atingir um ponto onde V f(z(t)) = 0. Note que esta
equagio obriga o ponto z a evoluir sempre na dire¢do de maior decrescimento da funcéo.

Resolvemos a equagdo (7.1) numericamente usando um simples integrador de Euler
com passo adaptativo [29]. Na verdade, nosso otimizador integra a equacéo diferencial

dr _ Vi)
i~ TN (7-2)

enquanto Vf(z(f)) # 0. Vale observar que as equagdes (7.1) e (7.2) definem a mesma
curva, parametrizada de maneira diferente. Com a equacdo (7.1), a velocidade de percurso
¢ proporcional & magnitude do gradiente, e portanto diminui rapidamente & medida que
o otimizador se aproxima do minimo exigindo ajustes frequentes no passo de integragao.
E por essa razdo que utilizamos a equacio (7.2), em que a trajetéria é percorrida com
velocidade constante (|dz/dt] = 1).

O algoritmo 7.5 descreve o0 método Grad em detalhe. O algoritmo usa os procedimentos
auxiliares Diff e CheckStep, definidos mais adiante.

7.2.1 Procedimento principal

Algoritmo 7.5 (Grad): Minimizacdo por descida pelo gradiente
FEntrada:

o cvalF: procedimento que calevla a funcdo F{z) e seu gradiente VF(z).
e n: numero de varidvets.

e §: distdncia estimade do ponto inicial ao dtimo.

e ¢ precisdo desejeda na posicdo do dtimo.

e emaz: nimero total mdzimo de qualiagdes permitidas.

Entrado e Saida:

e z: ponto inicial no R™ (entrada) e ponto de minimo (saida).
e f: valor da funcdo F em z (entrada e saida).
e gf: gradiente da fungdo F em z (entrada e saida).
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Varidveis locais:
e err: estimativa de erro do estado.
s 5, &' estados do integrador.
e v, v’ derivadas dos estados do integrador.
e nev: numero de avaliacdes de F.
o dt, t, t". ' varidveis de tempo.

Passos:

1. se lgft = 0, retorna.
2. s+ x; t + 0; [inicializa o estado do sistema]
3.t —t+0
4. enquanto ¢t < " faca:
4.1. v 4 EvalDiff(t,s);

4.2. se |v} = 0 ou nev > emaz entio retorna;

4.3. repita [ienta avancar até algum tempo t' no intervalo (t,--- "] ]
431t « ¢
4.3.2. (s',v', err) + Step(¢, s,v,t') [extrapola até t' |
4.3.3. t” < CheckStep(?, s,t', &', err) [verifica se o erro € aceitdvel]
4.3.4. se t" <t entdo retorna;

4.4. até que t" >

4.5. t « t'; s + & [avanga o sistema para o tempo t' )

5. retorna.

O passo t'—1 é automaticamente determinado em cada passo, pelo procedimento CheckStep
descrito mais adiante.

7.2.2 Procedimento Step

O procedimento Step(t,s,v,?’) executa um passo genérico do integrador adaptativo de
Euler para a equacdo ds/dt = D(f,s), onde D é uma funcio dada. O procedimento
extrapola linearmente a trajetdria do sistema desde o tempo ¢, dados o estado s e a
velocidade v = ds/dt(t), até um tempo dado ¢ > t. O resultado é o novo estado s’ = s(t),
a nova velocidade v' = $(t') e um vetor err que da o erro estimado de integragao em cada
componemte do estado s
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Algoritmo 7.6 (Step): Passo do integrador de Euler
Entrada:

t: tempo inicial.

L

e 5: estado do sistema no tempo t.

o v: dertvada do sistema no tempo t.
»

t': tempo final.
Saida:

e 5': estado do sistema no tempo .
e err: estimativa de erro para o estado.
e V': derivada do estado no tempo t'.

Passos:
1. 8 s+ (t' — t)v;

2. ¥ ¢ EvalDiff(¢,s');
3. err+ (t ~t)(v —2")/2;

7.2.3 Procedimento EvalDiff

Este procedimento é invocado (vdrias vezes por passo) pelo integrador de Euler para
computar a derivada v(t) = ds/dt do estado s no tempo t.

Algoritmo 7.7 (Evalbiff): Calcula a derivada do estado
Varidveis globais:
o evalF, z, f, gf, nev: vide algoritmo Grad.

Entrada:

e t: um instante de tempo.
e s: o estado correspondente s(t).

Saida:
e v: derivada ds/dt no instante t.

Varidvets locais:

o, f,of"
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Fassos:

1. ' + s

2. {f', gf") « eval F(z'); nev+ nev+1;

3. Se f' < f entdio z ', f + ', of « of;

4. Se |gf'| = 0 entdo v < 0, sendo v + —gf'/|gf'|

7.2.4 Procedimento CheckStep

O procedimento CheckStep(t, s, t', s, err) é invocado pelo integrador de Euler para decidir
se 0 1iltimo passo — do estado s no tempo t até o estado s’ no tempo t', com erro estimado
err — € aceitavel. Em caso afirmativo, o procedimento devolve um tempo t” > ¢, que é o
tempo final sugerido para o préximo passo. Caso contrario, CheckStep devolve um tempo
" < ¢, para o qual ele estima que o erro seria aceitdvel.

Algoritmo 7.8 (CheckStep): Verifica a validade de um passo.
Entrada:

o t: tempo inicial.
s: estado inicial.
t': tempo final.

s': estado final.

e ¢rr: estimativa de erro cometido no passo t — t'.
Saida:

o t": tempo final apropriado, para este passo ou para o prozrimo.
Varidveis globaus:

e nev, emaz, €, ¢: vide algoritmo Grad.
Varidveis locais:

e speed, dt, dtmin, dimaz, diideal, dinew.
Passos:

1. se nev > emaz entdo retorna t'; [termina integragdol

2. speed < |s — &'|/(t' — t); [velocidade correntel

3. dimin « maz(1-100,0.001 £/ speed); [menor passo aceitdvel]
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4. dtmaz < min(14+100, 100 &/ speed); [maior passo aceitdvel]
5. dt « t' — t; [passo corrente]
6. se |err] > O entdo:

6.1. o « +/&/lerr] [fator de ampliacdo do passo]
6.2. se a < 0.1 entao dtideal + dt/10
6.2.1. sendo, se « > 10 entdo dtideal < 10 dt;
6.2.1. senao dtideal « o dt;
6.3. sendo dtideal + 10 dt;
7. dtnew + min{dtmaz, max(dtmin, dtideal))
8. selerr <¢

8.1. entdo retorna t” < ¢ + dinew [passo adequado, prosigal

8.1. sendo retorna t' + ¢ + dtnew [tente novamente com passo menor]

7.3 Comparacgao entre métodos de otimizacao

Nesta seciio comparamos o desempenho do método de descida pelo gradiente {(Grad) e
minimizacio coordenada a coordenada (Coord).

Para facilitar a comparacdo dos diferentes otimizadores, definimos um passo do otimi-
zador como sendo uma avaliacdo da funcao energia £(¢) e seu gradiente se for o caso.
A justificativa é que estes calculos representam de longe a parte mais dispendiosa da
otimizagao.

7.3.1 Custo do gradiente

Uma desvantagem do método de descida pelo gradiente (Grad), em relacdo ao métodos
que ndo usam o gradiente, ¢ a necessidade de computar o gradiente da fungao de ener-
gia VE. A primeira vista, este cilculo pode parecer extremanente dispensioso, pois exige
calcular n derivadas cuja complexidade é geralmente bem maior que a da fungdo. En-
tretanto, como técnicas apropriadas {1], pode-se reduzir o custo de computar o gradiente
de qualquer funcdo matemdtica a um custo bem modesto — apenas trés ou quatro vezes
o custo de calcular a prépria funcdo — aplicando-se sistematicamente a regra da cadeia
a cada operacdo. Com essas técnicas, o custo de se calcular o gradiente € quase sempre
compensado pela aceleracdo da convergéncia que pode ser obtida com o mesmo, como
mostrado a seguir.

A figura 7.2 mostra a evoluc@o da energia £(¢) da melhor configuragio obtida por cada
método, em funcio do ndmero ¢ de passos (avaliagbes da fungio de energia) efetuados.
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Figura 7.2: Evolucio da energia Espring(¢) otimizada com os métodos Coord
e Grad partindo de uma configuracdo aleatéria, para uma triangulaco do
mapa 8-cell (80 vértices). As configuraces exibidas na parte superior (re-
spectivamente inferior) na figura, foram obtidas com o método Coord (respec-
{ivamente Grad}.
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Figura 7.3: Evolugio da energia ypring (¢) otimizada com os métodos Coord
e Grad partindo de uma configuragao aleatéria. A triangulacio é a mesma da
figura 7.2. As configuragGes na parte superior (respectivamente inferior) da
figura, foram obtidas com o método Coord (respectivamente Grad).
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Figura 7.4: Comparagao dos métodos Coord e Grad partindo de uma confign-
ragdo “amaciada” (energia x tempo processamento) para uma triangulagio
com 928 vértices e energia Eqyryg. As configuragbes nesta figura foram obtidas
através da abordagem multiescala, partindo das configuracoes finais na figu-
ra 7.2. As realizacOes na parte superior (respectivamente inferior) na figura,
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Figura 7.5: Comparagio dos métodos Coord e Grad partindo de uma configu-
racio aleatéria e refinada (energia x tempo processamento} com 928 vértices e

energia Egpring. As realizacdes no extremo superior (inferior) na figura, foram
obtidas com o método Coord (Grad}.
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Resumindo, no limite das nossas experiéncias, o método de otimizacao Grad, baseado
no principio de descida pelo gradiente, é geralmente mais eficiente do que os algoritmos
que ndo usam o gradiente - em particular, Coord.

Por outro lado, no caso particular das energias de curvatura, o método Grad mostrou-se
efetivo s se configuragdo inicial j4 estd relativamente “amaciada” (veja figura 7.4).

7.4 Otimizacao multi-escala

A otimizacio é muito dispendiosa quando o nimero de vértices é grande, ndo somente de-
vido ao alto custo de avaliar as fungOes de energia, mas também devido ao fato de que um
modelo maior possui mais minimos locais indesejaveis, onde a otimizacio pode ficar presa.
Portanto, para modelos com milhares de vértices, geralmente fazemos uso de uma aprozi-
macao multi-escala. A saber, partindo de uma configuracio aleatoria, primeiro otimizamos
um modelo grosseiro com o nivel minimo de subdivisio necessario para evitar degeneracdes
geométricas. Uma vez obtida uma configuragdo 6tima aproximada ¢y, subdividimos este
modelo, retendo sua geometria (isto é, atribuimos coordenadas iniciais ¢;(v) aos novos
vértices por interpolagio linear da configuracio ¢p) e usamos esta configuracio ¢; como
o ponto inicial para um segunda etapa de otimizagdo; e assim repetidamente. Por este
processo, temos conseguido otimizar modelos com mais de 15000 tetraedros, em somente
algumas horas de cdlculo.

Por outro lado o uso da abordagem de otimizagio multi-escala mostrou-se bastante
adequada em comparagado ao nao uso desta técnica como mostrado na figura 7.5.



Capitulo 8
Visualizacao do modelo otimizado

Neste capitulo detalhamos as técnicas que usamos para visualizar os modelos geométricos
dos mapas tridimensionais.

De modo geral, nossa abordagem consiste em primeiro projetar o modelo ¢(7) do
espago de modelagem R™ para o R®, através de uma extenso direta da projecdo em per-
spectiva padrdo [16]. O resultado da projecdo é um conjunto de tetraedros, colados por
suas faces, usualmente com muitos pares de tetraedros sobrepostos. Este objeto tridimen-
sional pode ser renderizado com métodos convencionais de computacdo grafica (tais como
o tracado de raios), produzindo imagens bidimensionais que podem ser exibidas na tela
do computador ou em algum outro dispositivo grafico.

8.1 Ferramentas de visualizacao

Para visualizar o modelo, nés utilizamos uma variedade de ferramentas. Algumas dessas
ferramentas permitem visualizar diretamente o modelo 4D, enquanto que outras exigem a
aplicacio prévia de um programa que efetue a projecac de R* para o R®.

8.1.1 Visualizacao direta interativa

A ferramenta mais simples que utilizamos é o programa Wire{ de S. R. Hollasch [16], um
visualizador wireframe baseado na biblioteca GL (Graphics Library). O Wire/ mostra a
configuracio ¢(7) projetando-a do R* para o R%. O programa Wire/ suporta projegao
paralela e/ou perspectiva do espaco R* para o R®, seguida de outra projegdo paralela e/ou
perspectiva do R® para o R? e permite ao usudrio mudar a posicio do observador, tanto
no espaco R* quanto no R?.

90
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Para nossos propositos, modificamos o programa Wire{ de modo a:

e utilizar cores RGB (24 bits/pixel) em vez de cores mapeadas (8 bits/pixel);
e oferecer opgoes de antialiasing e neblina;

e produzir pares de imagens para visdo estereoscépica;

e rodar automaticamente ¢ modelo com velocidade varidvel; e

e gerar arquivos em formatos reconhecidos por outros programas gréficos, tais como o
Geomview, X3D e POV-Ray.

A figura 8.1 mostra uma imagem produzida com a ferramenta Wiref. O modelo ap-
resentado é parte do proprio pacote Wired; trata-se do l-esqueleto do hipercubo (vide
se¢ao 3.2.11), constituido de 8 células cibicas, 24 faces quadrangulares, 32 arestas e 16
veértices.

Figura 8.1: Imagem do mapa 8-cell produzida pelo programa Wired.
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Esta figura ilustra o uso de variagdo de cor para evidenciar a distancia no R* entre o obser-
vador e os varios elementos do modelo. Observe-se que a célula cibica que aparentemente
é “interna” na projecdo 3D na realidade encontra-se mais afastada do observador no R*
em comparagao & célula “externa” (e, por esse motivo, é renderizada com cor menos in-
tensa). Além disso, as arestas que conectam essas duas células estdo inclinadas em relagao
ao espago 3D de projecdo e portanto sua projecdo € ainda menor que as demais (e sdo
renderizadas com cores graduais).

Na preparacao do arquivo de entrada do Wired, o usudrio pode omitir arestas e es-
pecificar individualmente as cores das demais. Esta liberdade permite obter varios efeitos
de visualizagdo. Por exemplo a figura 8.2 é outra imagem produzida com o Wired. O
modelo geométrico (que serd utilizado na maioria das figuras deste capitulo) é uma tri-
angulacdo do mapa 8-cell, obtida por subdivisdo baricéntrica e dois estagios do re-
finamento uniforme de ordem dois. A triangulagdo resultante fol otimizada segundo
a abordagem multi-escala: para a energia Euin,, Das etapas iniciais e para a energia
E = 0.99 Eyryz + 0.005 Ecyryz +0.005 Ecypyz, na etapa final (com 1000 passos do otimizador
Grad). A configuracao otimizada foi por fim projetada sobre a esfera S3. As linhas mais
escuras sio arestas originais do mapa, enquanto as linhas mais claras sao as arestas das
faces de silhueta (vide secdo 8.3.1); as demais arestas da triangulacdo foram omitidas.

Figura 8.2: Realizacio do mapa 8~cell renderizada com o programa Wire/
(versao modificada).
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Como pode ser apreciado pelas figuras, as imagens produzidas com Wire{ sdo bastante
incompletas, uma vez que nao sao exibidos os vértices, faces e células do mapa. Porém, o
uso de tonalizacdo por profundidade (vide secio 8.3.2) e a rotagdo interativa da cémara
no R* contrabalangam as deficiéncias mencionadas e fornecem uma compreensdo bastante
itil da estrutura desses mapas.

As “abas” na figura 8.2 que parecem se estender a partir das arestas dos cubos s8o na
verdade faces que sfo curvas no R* e sdo dobradas quase que sobre si mesmas pela projecio
no R®. A figura 8.3 ilustra o efeito andlogo na projecio do R* para o R?. Observe-se que
a projecdo da face F estende-se por fora da projecdo de suas arestas fronteirigas a,b,¢,d
e que a projecdo das arestas ¢ e ¢ estdo dobradas em forma de “U”.

Figura 8.3: Transbordamento dos elementos préximos as arestas da projegio.
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8.1.2 Visualizacdao do processo de otimizacgao

Para a visualizacdo da configuracdo em tempo real durante o processo de otimizacio, uti-
lizamos um moddulo baseado na biblioteca ScreenPlot (um modelo wireframe simples imple-
mentado em Modula-3 por Stolfi [36]), incorporado ao programa de otimizacdo OptShape
(veja apéndice A.1). A figura 8.4 mostra vérias etapas na otimizacdo do mapa 8-cell
obtidas com esta biblioteca.

Figura 8.4: Otimizagio de uma triangulacdo que é a subdivisio baricéntrica do mapa
8-cell. Na sequéncia: a configuragio aleatdria inicial e configuragdes intermedidrias apds,
5, 10, 20, 50, 65, 70, 75, 90, 100, 150, 200, 225, 250, 300 e 600 passos do método Grad na
avaliacio da energia Copring. A sequéncia deve ser lida por linhas, de esquerda para a direita
e de cima para baixo.
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8.1.3 Visualizagao semi-interativa apds projecio para o R®

Para as ferramentas de visualizacdo que s6 se aplicam a modelos tridimensionais nés im-
plementamos para este iltimo propédsito o programa ProjectTo3D (veja no apéndice A.1)},
que suporta projecio paralela ou perspectiva. A teoria desta projecdo estd descrita na
secao 8.2.

Algumas das ferramentas que utilizamos para visualizacio de objetos 3D séo:

e X3D [32], um visualizador wireframe baseado na biblioteca grafica X11.

e Geomuview 1.6.1 OpenGL [20], um visualizador interativo de objetos geométricos em
diversos formatos (p. ex. linhas poligonais) disponivel em diversas plataformas.

A figura 8.5 ilustra uma triangulacio do mapa 8-cell renderizada com o programa
X3D. Uma limitagio severa deste programa é que o elemento basico de desenho é o poligono
e portanto ele ndo permite realcar os vértices e arestas do mapa original C.

Figura 8.5: Realiza¢io do mapa 8-cell renderizada com o programa X3D.
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A figura 8.6 ilustra uma triangulacdo do mapa 8~-cell, visualizada com o programa
Geomuiew. Em contraste com o programa X3D), este programa permite o uso de técnicas
avancadas de visualizacdo, tais como faces semi-transparentes e fontes de luz.

O Geomview permite também a produgao de imagens estereograficas 3D (bi-coloridas
ou polarizadas), como ilustrado na seg&o 8.3.8. Por outro lado, 0 Geomuiew também utiliza
o poligono como elemento basico de modelagem, e portanto nao pode facilmente realgar
arestas e vértices do mapa original.

Figura 8.6: Realizagdo do mapa 8-cell renderizada com o programa Ge-
omuiew, exibindo faces semi-transparentes.

Apesar de suas limitagdes, os programas X3D e Geomview sdo bastante 1teis na pratica,
uma, vez que fornecem uma visdo geral interativa da proje¢io no R® do modelo geométrico
do mapa C. Observe-se, ndo entanto, que elas nio permitem alteragio na posigio do
observador no R
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8.1.4 Visualizacao com tracado de raios

Para produzir imagens de alta qualidade dos modelos tridimensionais, usamos o programa
de tracado de raios POV-Ray (versio 3.1a), que permite o uso de recursos de foto-realismo
como texturas semi-transparentes e sombras.

Uma vez que nosso objetivo é mostrar a estrutura do mapa dado C, em vez da tri-
angulacdo T do mesmo, nés renderizamos cada k-simplexo de ¢(7) com estilo diferente,
dependendo de suas dimensoes e da dimensio do elemento de 7 que o contém. Em partic-
ular, na versao mais simples desta técnica, os vértices de 7 que sao também vértices de C
sdao renderizados como esferas opacas. Os vértices e arestas de 7 que constituem arestas
de C sio renderizados como cadeias de esferas pequenas e cilindros finos que conectam
as esferas-vértice de C. Os tridngulos de 7 que pertencem a faces de C s&o renderizados
com aspecto semitransparente. Os demais elementos da triangulacdo 7" sao omitidos nas
imagens (com excegdo das faces de silhueta; vide segdo 8.3.1).

A figura 8.7 ilustra esta técnica com uma triangulacio do mapa 8~cell, cuja projecao
em wireframe pode ser vista na figura 8.2. Note-se que os elementos originais do mapa C —
vértices, arestas, faces — s@o claramente visiveis nesta imagem, que deve ser comparada
com as figuras 8.2, 8.5 e 8.6.

Figura 8.7: Imagem do mapa 8-cell produzida com o programa POV-Ray.
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8.2 Projecao perspectiva do R™ para o R3

A projecio do modelo ¢(7) do R™ para o R® é uma etapa essencial para todas as técnicas
anteriores. Verifica-se que tal projecdo pode ser decomposta numa projecdo paralela =
de R™ para R*, seguida de uma projegdo paralela ou perspectiva p de R* para R3.

Em coordenadas homogéneas, uma projecio perspectiva ou paralela g: R* — R® ¢
dada por uma matriz 5 x 5. As 5 coordenadas homogéneas [v,w,z,y, z] resultantes do
produto determinam as trés coordenadas cartesianas z/w, y/w, z/w do ponto em questdo
e a distdncia v/w do ponto ao hiperplano de projecdo no R*.

A matriz de projecio pode ser especificada por pardmetros andlogos aos que definem
a projecdo perspectiva de R® para R? (8], a saber: a posi¢do obss do observador no R*,
um ponto de interesse int, na cena, e dois vetores adicionais (Y e Z,;). Os pontos obsg
e ints definem a linhae de visdGo para a cena 4D. Por definicdo, o espago de projecdo I é
o hiperplanoc (sub-espago tridimensional euclidiano) de R? que é perpendicular & linha de
visao e contém o ponto ints. A projecdo perspectiva de um ponto p € R* é entdo o ponto p’
onde a reta que passa por obss e p intercepta o hiperplano I. Por defini¢fo, o sistema de
coordenadas da imagem tem como origem o ponto inty e eixos paralelos aos vetores:

o W= direcao do vetor int; — obsy, ou seja a diregado normal ao espacgo /.
e V= direcio da componente de ¥, ortogonal a W.
e 7= direcio da componente de Z, ortogonal a W e Y.

e X = vetor unitdrio ortogonal a W, Y, Z, tal que X,Y, Z, W é uma base positiva.

A projecado perspectiva consiste portanto em calcular as coordenadas w, z, y, z do ponto
no sistema da imagem e multiplic-las pelo fator o = d/(d — w), onde d = |obs; — inty| é
a disténcia do observador ao hiperplano de projecio. (Note que o — 1 quando d — o).
A figura 8.8 tenta ilustrar os pardmetros do modelo de visualizacio 4D e a geracdo do
sistema, de coordenadas da imagem.

v Coordenadas Coordenadas
da cena N da cena
Y
A { = Coordenadas

da imagem

" '-‘._.
*Obs 4 Obsy

Figura 8.8: Parametros de visualizagio 4D e coordenadas da imagem.
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A projecdo em perspectiva geralmente produzird projegdes menores para segmentos
que estejam mais afastados do ponto de observagao 4D. Mais especificamente, segmentos
situados no espago [ permanecem inalterados e segmentos paralelos a I sdo ampliados
ou reduzidos conforme estejam na frente ou atrds de [ (isto é, mais préximos ou mais
afastados de obss do que 7).

No caso limite, em que o ponto obs, situa-se no infinito, obtém-se a projecdo paralela,
na qual o tamanho da projecao de um objeto ndo depende de sua distancia do espago
de projecdo I. Hollasch [16] argumenta que nenhuma das duas projecdes — paralela ou
perspectiva — é mais intuitiva do que a outra.

8.3 Eliminacao de partes ocultas

A projecdo de um mapa 3D no R®, em geral, consiste de dois ou mais sélidos interpe-
netrados, conectados um ao outro unicamente através de suas superficies comuns; sendo
que cada um destes sélidos esta subdividido independentemente em células ou partes de
células. Esta situacdo é andloga 3 projecio de uma malha fechada de tridngulos do R®
para o R?: o resultado serd geralmente dois ou mais poligonos planos sobrepostos, conec-
tados unicamente através de suas fronteiras comuns, onde cada um destes poligonos esta
subdividido independentemente em faces ou partes de faces. Veja a figura 8.9.

(a) (b) (c)

Figura 8.9: Um mapa 2D modelado como a parti¢do da esfera, em projecao
“completa” (a), em projecio da parte “visivel” apenas (b) e em projecéo da
parte “oculta” apenas (c).

Mesmo um mapa tridimensional simples fica dificil de visualizar quando as diversas
camadas da sua projecdo sio renderizadas conjuntamente. Portanto, quando projetamos
o modelo do R* para o R®, nds precisamos realizar a eliminagdo de partes ocultas, da
mesma maneira como eliminamos partes ocultas quando projetamos malhas triangulares
do R?® para o R%. A figura 8.10 ilustra esta técnica.
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A visibilidade das células pode ser determinada, de modo geral, mediante tragcado de raios
no R* {16}, ou mediante uma versdo tridimensional do método Z-buffer [33]. Como caso
particular, se a triangulacdo no R* é o 3-esqueleto de um politopo convexo, a visibilidade
de cada tetraedro pode ser determinada através da orientacdo de sua projecio no R®. Este
método é andlogo ao método de remocdo de faces ocultas que pode ser usado na projecdo
de poliedros convexos.

8.3.1 Faces de silhueta

Observe-se na figura 8.10 como a projecao das faces, arestas e vértices do mapa original C
resulta numa imagem relativamente incompleta; em particular, nao é possivel visualizar a
verdadeira extensio das células do mapa €. A fim de superar este inconveniente, devemos
exibir também os fridngulos de silhueta de 7 — situados entre os tetraedros da “metade
da frente” e os tetraedros “da metade de trds” do modelo projetado — mesmo quando
estes tridngulos néo sdo parte de faces do mapa original C.

Uma face triangular f € ¢(7) pertence & silhueta do modelo projetado se as projecoes
p(t1) e p(ty) dos dois tetraedros ¢, ¢; incidentes em f estio no mesmo lado do plano suporte
de p(f). Matematicamente, esta condico equivale a dizer que os simplexos ordenados
{a,b,c,u,0) e {a,bcv,0) noR* (antes da projegdo) tem o mesmo sinal; onde a, b, ¢ 530 0s
vértices do tridngulo f, u e v s80 os vértices de £; e t; opostos a face f e 0 é a posicdo do
observador no R* (obsy). Veja a figura 8.11.

p(ty

Figura 8.11: Face de silhueta.
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A figura 8.12 ilustra a inclusdo das faces de silhueta. Compare estas imagens com as da
figura 8.10.

Figura 8.12: O mapa 8-cell em projegao “completa” (a), em projecao da
parte “visivel” apenas (b), em projecdo da parte “oculta” apenas (c}, todas
incluindo as faces de silhueta.
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8.3.2 Tonalizagao por profundidade

Uma alternativa mais econdmica a eliminagio de partes ocultas, que ndo requer o cilculo
da visibilidade das células, é variar a tonalidade e/ou brilho dos elementos projetados
conforme sua distdncia do observador no R*. (Esta técnica é conhecida por depth cueing em
inglés.) Veja-se por exemplo a figura 8.13, onde os elementos do mapa C que se encontram
mais afastados do observador no R* sio renderizados com cores menos contrastantes.

Figura 8.13: Realizacdo do mapa 8-cell com disténcia do observador no R
evidenciada por meio de variacio de contraste.

8.3.3 Faces gradeadas

Mesmo depois da eliminacio de partes ocultas o modelo projetado no R® ainda consiste
de células (ou partes de células) coladas de maneira arbitrariamente complexa. Portanto,
quando este modelo é por sua vez projetado no R?, ainda havera em geral, muitas faces
sobrepostas sobre o mesmo ponto da imagem.
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Para tornar visivel a existéncia e ordem dessas faces sobrepostas, podemos pintar cada
face do mapa 3D com uma textura semitransparente, simulando uma grade ou malha.
Veja a figura 8.14.

(a) (b)

Figura 8.14: RealizagOes dos mapas ndo triangulados 6~face (a} e 8-cell
(b) onde as faces séo representadas por grades, modeladas através de texturas.

A malha deve ser suficientemente aberta para que as varias camadas de faces sobrepostas
sejam visiveis na imagem e a estrutura celular do modelo projetado possa ser apreciada;
mas seus filamentos devem ser grossos o bastante para que, quando dois filamentos de faces
diferentes se cruzam, seja possivel perceber qual dos dois estd mais préximo do observador
{0bs3).

A simulacdo de grades por meio de texturas semi-transparemtes, tal como implemen-
tados no tragador POV-Ray, tem a desvantagem de que a textura nao acompanhar os
movimentos das faces no R*.
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Uma outra solucio, que é compativel com animacio, consiste em modelar a grade como um
objeto geométrico tridimensional, formado por cilindros finos ligados por esferas pequenas,
como ilustrado na figura 8.15. Em conjung¢io com esta técnica, o uso de iluminacdo nio
uniforme e o calculo de sombras préprias sio importantes para evidenciar a disténcia e
inclinacdo das varias faces.

Figura 8.15: Realizacdo do mapa 8-cell onde as faces sdo representadas
por grades modeladas por cilindros e esferas.
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Outro detalhe que contribui para este objetivo é a presenca de sombras projetadas por
uma face sobre a outra. Compare-se por exemplo, as figuras 8.16(a) ¢ 8.16(b).

(a) (b)

Figura 8.16: Efeito do uso de iluminacdo nio uniforme e modelagem de
faces gradeadas na visualizagho do mapa 8-cell: sem sombras projetadas
(a) e com sombras projetadas (b).

8.3.4 Normalizacao

Quando a variedade subjacente ao mapa original C tem a topologia da hiperesfera S°, é
muitas vezes desejdvel que o modelo geométrico do mapa tenha também (aproximada-
mente) a geometria tradicional da mesma, o conjunto {p € R*; |p| = 1}.

Verifica-se experimentalmente que se 0 mapa C tem uma topologia favoravel e a funcgdo
de energia usada leva em conta os angulos entre células {por exemplo, pela inclusdo de
E.urvs com peso adequado) o modelo ¢{7T) otimizado é geralmente convexo (mais precisa-
mente; é o esqueleto tridimensional de um politopo convexo do B™). Nesse caso, a forma
do modelo j& otimizado pode ser tornada mais préxima do S* ideal por meio de uma
translacdo que coloca o baricentro de ¢(7) na origem, seguida de uma normalizagdo que
forca a restrigio |¢{v}] = 1 para todo vértice v € V7

v o) — b R:IC)
d(v) ¢ B(v) — b; ¢(v) ok (8.1)
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onde b é o baricentro de todos os vértices da triangulagdo 7. Veja a figura 8.17.. Ideal-
mente, este objetivo pode ser alcancado também por meio de téenicas de otimizacao restri-
tas; porém a solucdo trivial acima, quando possivel, é muito mais simples de implementar.

(a) (b)

Figura 8.17: Uma realizacdo do mapa 8-cell antes (a) e depois (b) do
processo de normalizagio por projecio sobre a hiperesfera $2.

8.3.5 Descolagem parcial

Quando a variedade subjacente ao modelo geométrico tem a topologia da esfera S° ¢
possivel construir um modelo visualizével retirando-se uma das células do mapa e mode-
lando o mapa sem borda resultante sobre a variedade xB®. (Para que esta operacio seja
possivel, é necessdrio que a célula retirada seja incidente a no maximo um lado de cada
face.) O mapa assim obtido pode ser modelado diretamente no R®; quer por meio de um
otimizador especializado, que nao usa a quarta coordenada, quer utilizando-se uma energia
mista com peso suficientemente grande para a energia de curvatura tridimensional £cyrys-

O resultado ¢(7T) é uma subdivisio de um «B* imerso no R®. (Para que a imersio
seja um mergulho, é necessario utilizar a energia de molas £yring, 01, para topologias mais
complexas, a energia de orientagdo &,men, com refinamento suficientemente fino.) A célula
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que foi retirada corresponderia entdo ao complemento R® \ ¢(7), essa fronteira sers a
borda de ¢{7T).

A figura 8.18 ilustra esta técnica aplicada ao mapa 8~cell. O modelo resultante possui
48384 tetraedros, 97152 faces, 58632 arestas e 9865 vértices.

Figura 8.18: Uma projecdo 3D do mapa 8-cell com uma célula ciibica
eliminada. A realizacao foi otimizada segundo a abordagem multiescala ~-
consideramos inicialmente a energia £pring para a triangulagdo baricéntrica
e, nos refinamentos sucessivos as energias de curvatura Eeymz € Ecurvz-

8.3.6 Efeitos atmosféricos

Se nés somente renderizamos vértices, arestas e faces do mapa 3D, ignorando as células, nés
obteremos uma visdo “paper-frame” incompleta do mapa — tdo incompleta quanto a visao
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wireframe de uma malha triangular. Para obter imagens mais completas dos mapas 3D,
pode ser ttil fazer que as células sejam também visiveis, preenchendo o interior com algum
meio semi-transparente — tal como neblina, liquido colorido, luz incandescente, ete. Nio
chegamos a efetuar experimentos neste sentido.

8.3.7 TIluminando o hiperespaco

Hanson e Pheng [13] e Carey et al. [3] investigaram a extensdo de modelos familiares de
iluminacio 3D para o espago quadri-dimensional. Nestes modelos, uma fonte de luz no R*
ilumina cada ponto do objeto — incluindo o interior das células — com iluminacdo cuja
intensidade depende da distdncia da fonte de luz e a inclinacdo entre a normais (no espago
41)) das células e a direcio da fonte de Inz. Como no caso 3D, a luz 4D pode ser blogueada
ou modificada por objetos 3D. O uso pleno desta técnica requer que o interior das células
seja modelado com efeitos atmosféricos.

8.3.8 Técnicas de visao estereoscopica

A estrutura 3D do modelo projetado pode ser apreciada também através de estereogramas,
técnica de apresentaciio que utiliza nossa visdo estereoscépica o que permite uma visual-
izacdo muito mais clara da profundidade relativa dos elementos no modelo 3D projetado.
De modo geral, a técnica consiste em preparar duas imagens do modelo 3D, vistas de ca-
da olho do observador que sao apresentadas separadamente para cada olho. Este objetivo
pode ser conseguido de varias maneiras, por exemplo através de éeulos com lentes coloridas
ou polarizadas (vide figura 8.20), ou com olhar cruzado. Esta segunda técnica presupde
um certo treinamento e pode ser desconfortdvel para algumas pessoas (vide figura 8.21).
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Figura 8.20: Imagem estereoscopica do mapa 8~cell obtida com o programa.
POV-Ray.



Figura 8.21: O mapa 8-cell em par estéreo. Estas imagens devem ser
apreciadas através da técnica de olhar convergente.
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8.3.9 Movimentacao da camara no R™

Nenhuma técnica de visualizacdo estatica é tao efetiva, para exibir a estrutura 4D dos
mapas 3D, quanto o uso de animacdes mostrando o efeito do movimento do observador
(ou do objeto). Como minimo, podemos mover o observador no R® {obs;) para obter uma
melhor intuicdo da estrutura 3D do modelo projetado. Muito mais efetivo, contudo, é
movimentar o observador no espago R* (obs,) o que resulta em modificagdes da projecio 3D
que nio correspondem a nenhum movimento rigido desta dltima (figuras 8.22 e 8.23.)

Em particular, o movimento do observador no R* (obs,) altera a visibilidade 4D dos
elementos do modelo ¢(7). O efeito na projecdo p{o(7)) é que os elementos de ¢{7T)
aparecem e desaparecem gradualmente onde eles encontram a superficie do modelo proje-
tado (as faces de silhueta). As figuras 8.22 a 8.24 ilustram esta técnica.
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Figura 8.22: Projeces 3D do mapa 8-cell para vérias posi¢des do observador no R*. A
sequéncia deve ser apreciada por linhas, de esquerda para a direita e de cima para baixo.
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Figura 8.23: (Continuagio.)
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Figura 8.24: (Continuagio.)



Capitulo 9

Exemplos: Politopos regulares

Para ilustrar nossa abordagem mostramos neste capitulo algumas realizacoes de mapas
regulares; especificamente, os esqueletos 3D dos politopos convexos e regulares: 5-cell,
8~cell (hipercubo), 16~cell (hiperoctaedro), 24-cell, 120-cell e 600-cell. Incluimos
também o mapa semi-regular 10-cell (esqueleto do 4-simplexo truncado).

Modelos destes mapas poderiam ser facilmente construidos por subdivisao e projecao
dos modelos geométricos dos politopos correspondentes encontrados na literatura. O ob-
jetivo deste capitulo é mostrar que nossas técnicas permitem obter os mesmos modelos
regulares de maneira automatica, apenas como resultado da minimizacao das fungdes en-
ergia vistas no capitulo 6. Além disso, espera-se que estes exemplos familiares ilustrem
as técnicas de visualizacao que temos empregado e preparem o leitor para a compreensao
dos mapas mais complexos do capitulo seguinte.

Todos os nossos testes utilizam o R* como espago de modelagem. As otimizagdes
partiram de configuractes aleatdrias, onde cada coordenada cartesiana foi escolhida de
maneira uniforme e independente do intervalo [—1, +1].

117
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9.1 Politopos regulares

9.1.1 O mapa 5-cell

Lembramos que 0 mapa 5-cell, ou pentacélula (vide se¢fo 3.2.11}, consiste de 5 tetraedros
colados com topologia de §®. Uma vez que o mapa 5-cell ji é uma triangulacio nio de-
generada, ele pode ser modelado diretamente, sem necessidade de subdivisio baricéntrica.
A figura 9.1 mostra uma configuracéo 6tima desse mapa para a energia &pring-

(c) (d) (e) (f)

Figura 9.1: Projecdo 3D de uma configuracdo 6tima do mapa 5-cell, ex-
ibindo faces parcialmente transparentes (a} e tonalizacdo por profundidade
(b). Vdérias vistas da projegéo tridimensional (c), (d), (e} e (f). A realizacdo
foi obtida com 200 passos do método Grad.

Observe-se na figura 9.1(b) que o vértice central estd mais afastado do observador no R?
e portanto é exibido com cores menos contrastantes. Observe também, que a técnica
de tonalizacio por profundidade ndo é suficiente para mostrar a distancia relativa dos
elementos do mapa com respeito & posicio do observador no R*, E necessario também que
o tamanho dos mesmos diminua segundo essa distancia.
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A figura 9.1 é a representacdo tradicional minima do mapa 5-cell; mas, para melhor
apreciar a regularidade da topologia, ¢ interessante produzir modelos mais suaves, onde a
variedade subjacente tenha geometria mais préxima da hiperesfera S°.

As imagens nas figuras 9.2 e 9.3 mostram projecdes tridimensionais de um modelo
geométrico mais refinado do mapa 5-cell. O modelo é resultante da subdivisao bar-
icéntrica e de dois estdgios consecutivos do refinamento de ordem dois de cada tetraedro
(veja secdo 4.5). A triangulacdo resultante tem 3480 vértices, 20760 arestas, 34560 faces
e 17280 tetraedros. A realizacdo fol otimizada segundo a abordagem multi-escala — con-
sideramos inicialmente a energia £, para as triangulagdes mais grosseiras e na etapa
final a energia £ = 0.99 £ yrpy + 0.005 Euroz + 0.005 £y

Figura 9.2: Projecdo 3D completa de uma triangulacao do mapa 5-cell,
visualizado com faces gradeadas e com tonalizagio dos elementos conforme
sua distancia do observador no R*. A configuracio final foi otimizada com
500 passos do método Grad.
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Politopos regulares

9.1.

As animacdes 9.4 a 9.6 mostram uma sequéncia de projegoes do modelo acima, resultantes

do movimento do observador no R4,

Ay m‘ﬁmﬂv

L

do observador no R*. A sequéncia deve ser apreciada por

linhas, de esquerda para a direita e de cima para baixo.

Figura 9.4: Projectes 3D da parte visivel do mapa 5-cell triangulado para
varias posigGes
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Figura 9.5: (Continuagio.)
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Figura 9.6: (Continuagio.)



9.1. Politopos regulares 124

9.1.2 O mapa 8-cell

No mapa 8~cell ou hipercubo (vide secdo 3.2.11), as células sdo cubos e portanto pre-
cisamos trabalhar com triangulagdes do mesmo. A figura 9.7 mostra uma representagao
geométrica da triangulacdo baricéntrica do mapa 8-cell (com 80 vértices, 464 arestas,
768 tridngulos e 384 tetraedros), que é otima para a energia & = 0.99 Euryp + 0.01 Egpring-
Observe-se como a inclusio da energia £.,~2 resulta em faces planas ¢ arestas retilineas.

Figura 9.7: Configuragdo da triangulagio baricéntrica do mapa 8-cell, que
foi otimizada para a energia & = 0.99 Eqyrpg + 0.01 Espring com 500 passos do
método Grad.
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As figuras 9.8 e 9.9 mostram modelos geométricos mais refinados do mapa 8-cell, apds
subdivisdo baricéntrica e duas etapas do refinamento uniforme de ordem 2.

Figura 9.8: Mapa 8-cell projetado no R, visualizado com faces gradeadas
e tonalizacdo por profundidade. A realizacdo foi obtida com 1000 passos do
método Grad para a energia £ = 0.90 Eqyprps + 0.05 Egyppz + 0.05 Eurur. A
triangulacdo possui 11072 vértices e 55296 tetraedros.
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Figura 9.9: Duas projegdes diferentes para o R® de uma mesma realizacio
do mapa 8-cell, visualizado com faces gradeadas e faces de silhueta, em
projecio “completa” (a) e (¢} e projecéio da parte “visivel” apenas (b} e (d}.
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As animacoes 9.10 a 9.12 mostram o resultado do movimento do observador no R*.

Figura 9.10: Projegbes 3D da parte visivel do mapa 8-cell para varias
posicdes do observador no R?. A sequéncia deve ser apreciada por linhas, de
esquerda para a direita e de cima para baixo.
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Figura 9.11: {Continuacio.)
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Figura 9.12: (Continuacgo.)
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9.1.3 O mapa 16-cell

O mapa 16-cell ou hiperoctaedro é uma triangulagdo ndo degenerada e portanto podemos
constuir diretamente um modelo otimizado sem necessidade de subdivisao baricéntrica. A
figura 9.13 mostra uma configuragdo étima deste mapa para a energia Espping-

Figura 9.13: Projecdo 3D de configuragdo 6tima do mapa 16-cell. A con-
figuracao foi obtida com 500 passos do método Grad.

As figuras 9.14 ¢ 9.15 mostram um modelo geométrico mais refinado do mapa 16-cell,
obtido apés trés etapas de refinamento uniforme de ordem 2, dando origem a uma trian-
gulacio com 5568 vértices, 33216 arestas, 55296 faces e 27648 tetraedros. A configuracao
otimizada foi obtida através do método Grad aplicando uma estratégia multi-escala: a
triangulacdo original e cada subdivisdo sucessiva foram otimizadas considerando a energia
Espring. A triangulacao final foi otimizada para a energia & = 0.99 Eyrps + 0.005 Ecyrve +
0.005 Ecyrys -
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Figura 9.14: Projecdo 3D do mapa 16-cell, visualizado com faces gradeadas
e com tonalizacio dos elementos projetados conforme sua disténcia do obser-
vador no R*. A configuracio final foi otimizada com 1000 passos do método
Grad.
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(c)

Figura 9.15: O mapa 16-cell projetado no R%, visualizado com faces origi-
nais gradeadas e faces de silhueta. Projegbes “completa” (a), parte “visivel”
(b), parte “oculta” {c).
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As animacdes 9.16 a 9.18 mostram o resultado do movimento do observador no R?.

Figura 9.16: ProjecSes 3D da parte visivel de uma triangulaciao do mapa
16-cell para varias posicdes do observador no RY. A sequéncia deve ser
apreciada por linhas, de esquerda para a direita e de cima para baixo.



9.1. Politopos regulares . 134

Figura 9.17: (Continuacio.)
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(Continuagdo.)

Figura 9.18
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9.1.4 O mapa 24-cell

As células do mapa 24~cell (vide secdo 3.2.11) sdo octaedros, portanto a otimizacéo
s6 pode ser aplicada a friangulacdes do mesmo. Em nossos testes usamos uma triangu-
lagdo em que cada octaedro ¢ subdividido radialmente em oito tetraedros, como no mapa
8-vstar (vide secdo 3.2.4). A figura 9.19 mostra uma configuragio 6tima deste mapa para
a energia Espring-

Figura 9.19: Projecdo 3D de uma triangulagdo do mapa 24-cell, otimizada
para a energia Egpring. A configuracio foi obtida com 500 passos do método
Grad.

A figura 9.20 mostra varias projecoes 3D de um modelo geométrico mais refinado do mapa
24-cell. Obtivemos estas realizagGes considerando duas etapas do refinamento uniforme
de ordem dois, dando origem a uma triangulagao com 3568 vértices, 33216 arestas, 55296
faces triangulares e 27648 tetraedros. A configuragio foi obtida por otimizacdo multi-
escala, considerando-se a energia £,priny para as triangulagoes mais grosseiras e a energia
mista & = 0.90 Ecyrg + 0.05 Epprpz + 0.05 oy para a triangulacdo final.
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(c)

Figura 9.20: O mapa 24-cell projetado no R3: em projecio “completa”
(a), parte “visivel”(b) e parte “oculta” (c}. A configuracio foi obtida com
500 passos do método Grad.
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As animacdes 9.21 a 9.23 mostram o resultado do movimento do observador no R*.

e

2

T‘:‘
)

Figura 9.21: Projecdes 3D da parte visivel de uma triangulacio do mapa
24-cell para virias posigdes do observador no R*. A sequéncia deve ser
apreciada por linhas, de esquerda para a direita ¢ de cima para baixo.
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Figura 9.22: (Continuacio.)
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Figura 9.23: (Continuacio.)
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9.1.5 O mapa 600~cell

O mapa 600-cell é também uma triangulacio ndo degenerada, e portanto pode ser mo-
delado diretamente sem necessidade de subdivisiio baricéntrica. A figura 9.24 mostra um
configura¢io étima deste mapa para a energia Egpring.

Figura 9.24: Projec@o 3D de uma configuragio 6tima do mapa 600-cell,
otimizada com 500 passos do método Grad.

As figuras 9.25 e 9.26 ilustram projegbes 3D da parte “visivel” de outro modelo deste
mapa. obtido por refinamento uniforme de ordem dois. A configuracéo foi obtida através
da estrategia multi-escala — refinamos a configuracao mostrada na figura 9.24 retendo a
sua geometria, e otimizamos a triangulaco final com a energia £eyrs.

Observe-se nas figuras 9.25 e 9.26 como ¢é dificil visualizar as diferentes camadas de
células quando o mapa possul um nidmero grande destas, mesmo quando exibimos unica-
mente a parte “visivel” (frontal) do mapa.
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Figura 9.25: Projecao 3D da parte “visivel” (frontal) do mapa 600-cell.
A realizacgio exibe faces com textura de transparéncia modulada. A configu-
racao foi obtida com 500 passos do método Grad. A triangulacio possui 7200
tetraedros.
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Figura 9.26: Projegdo 3D da parte “visivel” (frontal) do mapa 600-cell. A
realizacio exibe faces gradeadas. A confignragio é a mesma da figura 9.25.
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9.1.6 O mapa 120-cell

A figura 9.27 mostra uma realizagdo do mapa 120-cell obtida por dualizacio topolédgica
e geométrica do modelo do mapa mostrado na figura 9.24.

Figura 9.27: Projecio 3D de um modelo do mapa 120-cell, obtido por
dualizacio de um modelo do mapa 600-cell.

A figura 9.28 mostra uma realizagao refinada do mapa 120-cell obtida por subdivisao
baricéntrica da configuracio anterior.
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Figura 9.28: Projegio 3D da parte “visivel” (frontal) de um modelo triangu-
lado do mapa 120-cell. A realizacdo exibe faces gradeadas. A configuracdo
foi obtida com 500 passos do método Grad para a energia Espring-

Este modelo possui 2640 vértices, 17040 arestas, 28800 faces e 14400 tetraedros.

3
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9.1.7 O mapa 10-cell

A figura 9.29 mostra uma realizacao geométrica do mapa 10-cell, simplexo truncado
que possui 5 células octaedrais e 5 tetraédricas. As células octaedrais deste mapa foram
modeladas atraveés da colagem de oito tetraedros na topologia 8-vstar, como no caso o
mapa 24-cell (vide secdo 9.1.4).

Figura 9.29: Projecao 3D de configuracdo Stima do mapa 10-cell. A con-
figuracao foi obtida por otimizaglo da energia Epring apés 500 passos do
método Grad.

A figura 9.30 mostra uma realizacio geométrica de um refinamento do modelo da figu-
ra 9.29, obtido por subdivisdo baricéntrica seguida de uma etapa de refinamento uniforme
de ordem dois. A triangulacdo resultante possui 2580 vértices, 15540 arestas, 25920 faces e
12960 tetraedros. A configuracéo da figura 9.30 foi obtida minimizando-se a energia mista
E = 0.90 E.yrpg + 0.05 Ecprpe + 0.05 £z, a partir da geometria da figura 9.20.



9.1. Politopos regulares 147

Figura 9.30: Proiecio 3D da parte “visivel” (frontal) do mapa simplexo
truncado. A projeco mostra uma célula octaedral e parte de algumas células
tetraedrais. A configuracio foi obtida com 500 passos do método Grad.



Capitulo 10

Outros mapas

Neste capitulo apresentamos algumas realizagdes de mapas especiais que nac possuem
realizacbes geométricas regulares no R*: quer por terem topologia irregular, quer por terem
realizacOes regulares apenas em espacos de dimensdo maior que 4. Para estes mapas, ndo
existe uma realizacio “obviamente” étima e portanto as realizacfes obtidas pelas nossas
técnicas sdo em certo sentido “criativas”.

10.1 O mapa monoplexo

Lembramos que o mapa monoplex consiste de uma tnica célula tetraedral com suas faces
coladas aos pares (vide se¢do 3.2.10). O mapa resultante possui 2 vértices, 3 arestas e
2 faces. Modelamos este mapa através da colagem de um tetraedro subdividido em 16
tetraedros menores, como o ilustrado na figura 3.18(b).

A figura 10.1 mostra duas projecoes 3D de um modelo geométrico refinado do mapa
monoplexo, resultante de trés estdgios de refinamento uniforme de ordem k£ = 2. A
triangulacdo final possui 5568 vértices, 33216 arestas, 55296 faces e 27648 tetraedros. A
configuragdo minima mostrada na figura foi obtida através da técnica multi-escala, usando
a energia de molas £,prin, Nas etapas iniciais e a energia £ = 0.99 £z + 0.005 Ecyree +
0.005 € urpy Da ultima etapa.

148



10.1. O mapa monoplexo 149

Figura 10.1: Projecdes 3D completas de uma triangulagdo do mapa
monoplex, otimizada para a energia & = 0.99 E.ymg + 0.005 Epprug +
0.005 Ecyrvs, com aplicacio mulii-escala do método Grad (500 passos nas
etapas iniciais € 1000 passos na etapa final).
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10.2 O mapa grade toroidal

Como descrito na segdo 3.2.13 o mapa 3-torus[n, n,n] é formado por n° células cibicas,
coladas ciclicamente nas trés diregoes de modo a constituir uma subdivisdo regular do toro
tridimensional T?. Este mapa admite uma realizacio regular no R® (uma subdivisio do
espaco produto S* x §! x S!). Entretanto, uma vez que T® é uma variedade orientével,
o mapa também admite uma realizagio (irregular) sem auto-intersegdes no R'. (Por
analogia, considere que o toro bidimensional T? tem uma realizacdo uniforme no R* —
o “toro chato”, S! x S! — mas admite também uma realizacio ndo uniforme no R® —
o “toro classico”.) A figura 10.2 mostra uma realizacdc do mapa 3~torus[6,6,6], com
6% = 216 células.

Figura 10.2: Uma proje¢do completa no R® de uma realizacio do mapa
3-torus([6,6,6], otimizada inicialmente para a energia E,pring, €, apds subdi-
visao baricéntrica, re-otimizada para a energia £ = 0.99 £ yrps +0.05 Epyroz +
0.05 Eourpz-
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10.3 O espacgo projetivo

O espaco projetivo RP? é uma variedade orientédvel que pode ser obtida pelo esquema
de colagem mostrado na figura 2.9(b), ou pela gema da figura 2.5(b) do capitulo 2. Por
dualizaco desta Ultima obtemos um mapa com 4 células, 12 faces, 16 arestas e 4 vértices.

A figura 10.3 mostra uma realizagdo de um refinamento deste mapa, obtido por sub-
divisio baricéntrica seguida de dois etapas de refinamento uniforme de ordem dois. A
realizacdo foi obtida minimizando-se a energia &priny para a triangulacdo baricéntrica
(1000 passos do método Grad ) e da energia mista £ = 0.85 E.ypyz + 0.15 Ecume nas etapas
seguintes (3000 e 1000 passos do método Grad respectivamente).

Figura 10.3: O mapa espago projetivo RP? em par estéreo. Estas imagens
devem ser apreciadas através da técnica de olhar convergente.
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10.4 A gema 72

O exemplo seguinte é um mapa estudado por S. Lins no contexto da caracterizagao al-
goritmica de variedades [22]. O mapa é definido por uma gema de 24 nés (r3; na notagéo
de Lins). O modelo de colagem de tetraedros resulta num mapa altamente degenerado
com 24 tetraedros, 48 faces, 28 arestas e apenas 4 vértices. A variedade subjacente a este
mapa é a esfera S%. O mapa dual (24 vértices, 48 arestas, 28 faces e 4 células) é altamente
sinétrico, no sentido que, para quaisquer par de células ¢; e ¢, existe um isomorfismo do
mapa que leva ¢, para ¢y.

A figura 10.4 mostra um modelo geométrico de uma tnica célula deste mapa (24
vértices, 36 arestas e 14 faces) obtido através da técnica de multiescala; inicialmente
considerando a energia Egpringrar € finalmente a energia £ = 0.88 Ecypg + 0.11 Ecprz +
0.01E springvar aPGs 2000 e 1000 passos do método Grad respectivamente.

Figura 10.4: Um modelo para uma triangulagdo de uma tnica célula do
mapa r3, exibida com faces gradeadas.
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A figura 10.6 mostra um modelo do mapa dual da gema 7%}, menos uma célula (o
que resulta num mapa com borda sobre a bola xB*). O modelo foi obtido aplicando-se
subdivisao baricéntrica, que produziu uma triangulagdo com 432 tetraedros, seguida de
subdivisdo uniforme de ordem 2, resultando em 5184 tetraedros. O modelo foi otimizada
com o método Grad, segundo a abordagem multiescala — inicialmente para a energia
E cpringvar, € €M seguida para a energia Ecupz, com 1000 e 100 passos, respectivamente.
(Este modelo ainda estd longe de ser um mergutho no R®, pois aproximadamente metade
dos tetraedros tém orientacdo geométrica contraria & dos demais.)

Figura 10.6: Um modelo para uma triangulagio do mapa r33, menos uma
célula, exibida com faces gradeadas.



Capitulo 11

Conclusoes

Os exemplos apresentados nos capitulos 9 e 10 mostram que as técnicas por nés desen-
volvidas — especificamente, a otimizacao de funcbes energia — permitem construir bons
modelos geométricos no R*, para mapas com algumas centenas de vértices. Com técnicas
de multiescala, conseguimos obter modelos otimizados para triangulagbes desses mapas
com quase 10° tetraedros.

Dentre as fungOes energia, observamos que as mais importantes sdo a energia de molas
Espring © & energia de curvatura tridimensional £.ury. Usamos a energia de molas para
evitar auto-interseccdes do modelo bem como uniformizar o tamanho de seus elementos.
Usamos a energia de curvatura £,,3 para garantir a suavidade da variedade subjacente
ao modelo. Outras funcdes energia que experimentamos tém aplicacdo limitada, e sdo até
certo ponto redundantes quando as energias Espring € Ecurny s80 utilizadas,

Dentre os métodos de otimizaclo, verificamos que o método de descida pelo gradi-
ente Grad, apesar do custo adicional exigido pelo calculo das derivadas da energia, é mais
eficiente que os métodos que nao utilizam informacgio de derivadas. Observamos que o
método Grad geralmente consegue encontrar boas configuracdes para as energias consid-
eradas apesar de ser teoricamente um método de otimizagdo local apenas.

Quanto & visualizacao do modelo otimizado no R*, as técnicas que desenvolvemos
tem alcance mais limitado. Quando um mapa tem a topologia de um subconjunto de
R*, o modelo geométrico resultante pode ser efetivamente visualizado através da técnica
de faces gradeadas. Técnicas de visdo estereoscépica também podem auxiliar na com-
preensdo destes modelos. As mesmas técnicas permitem visualizar mapas com topologias
da hiperesfera §3, quer por remocio de uma célula do mapa, quer por normalizacio e
projecio perspectiva combinadas com eliminagio de partes ocultas, tonalizagio por pro-
fundidade ou movimentacio do observador no R*. As técnicas de visualizacio que temos
desenvolvido sdo ainda inadequadas para mapas com outras topologias.

U defeito acidental de nossos programas, que poderia ser facilmente consertado, é
3 limitacdo a mapas orientaveis, que se deve & escolha da estrutura facet-edge para a
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modelagem da topologia dos mapas e de suas triangulacdes.

A téenica de otimizagao multiescala exige, para mapas com topologias complexas ou
degeneradas, vérios estagios de refinamento sucessivos do mapa original. Observamos que
a subdivisdo baricéntrica nao é apropriada para esse fim, pois tende a produzir vértices
com grau muito elevado, que dio origem a simplexos com lados extremamente desiguais
e modelos nao suaves. Os esquemas de subdivisio uniforme reduzem este problema, mas
nio o eliminam completamente.

11.1 Sugestoes de trabalhos futuros

Naturalmente, ha um grande numero de problemas em aberto que merecem ser abordados,
entre 0s quails citamos:

e Escolha dos pesos. No estigio atual de nossa pesquisa escolhemos os pesos das
fungbes energia mistas por tentativa e erro. Seria altamente desejdvel encontrar
métodos automaticos para essa tarefa; ou pelo menos, compreender melhor os efeitos
dos pesos. Em particular, ainda resta determinar os fatores de normalizacio K; (vide
secdo 6.6) que tornariam os pesos invariantes sob refinamento do mapa.

e Geracdo de configuracoes iniciais. Nossas configuracbes de partida sdo ger-
adas atribuindo-se a cada coordenada um valor aleatério e independente no intervalo
[~1,+1]. Seria desejdvel gerar configuragdes de partida que fossem mais préximas da
configuracio final, e/ou menos sujeita a produzir configuracdes indesejaveis. Parece
possivel, por exemplo, estender as heuristicas estudadas por Rosi no caso bidimen-
sional [30] para o caso tridimensional.

o Eficiéncia da otimizacao. Atualmente, a otimizacdo de uma configuracdo com
alguns milhares de vértices exige vérias horas de processamento. Certamente deve
ser possivel acelerar bastante este processo, por exemplo desenvolvendo métodos de
otimizacio especializados para as funcdes energia de interesse.

s Mapas nao orientaveis. A estrutura de dados facet-edge ndo permite a repre-
sentacdo de mapas nao orientdveis; entretanto, muitas de nossas ferramentas estao
preparadas para lidar com tais mapas. Uma vez que os mapas nao orientdveis sdo
justamente os mais dificeis de entender é desejavel remover esta limitacao.



Apéndice A
Descricao dos programas

Noés implementamos os métodos e algoritmos apresentados neste trabalho usando a lin-
guagem Modula-3 [14, 25] e a linguagem C [11]. A programacio totalizou cerca de 50.000
linhas de cédigo. Neste capitulo vamos descrever os principais componentes desta imple-
mentacao. Maiores detalhes podem ser obtidos nas interfaces dos médulos das bibliotecas
e nos comentarios dos programas.

A.1 Programas principais:

MakeMap

e Descricdo: Este programa constréi a topologia de alguns mapas tridimensionais sem
borda. As coordenadas dos vértices sio atribuidas de maneira aleatéria, no intervalo
[~1,+1].

e Sintaxe:
MakeMap -shape { sphere | torus | ... }

¢ Opcgoes:
-shape, especifica o mapa a ser modelado — sphere, torus, etc.

MakeRegularPolytope

e Descricdo: Este programa constrdi a topologia e geometria de mapas derivados dos
politopos 4D regulares e convexos.

s Sintaxe:
MakeRegularPolytope -shape { 5cell | 8cell | ... |} [-random]
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e Opcdes:
~ghape, especifica o mapa a ser modelado ~ 5-cell, 8-cell, 16-cell, ete.

~random, especifica que cada coordenada de vértice é atribuida de maneira aleatéria,
no intervalo {—1,+1].

DualMap

¢ Descricdo: Este programa constréi a topologia “dual” de um mapa dado.

e Sintaxe:
DualMap -inTp (name) -inSt (name)

e Opgoes:
~inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.

MakeMapWithBorder

e Descri¢ao: Este programa constroi a topologia de alguns mapas tridimensionais com
borda. As coordenadas dos vértices sao atribuidas de maneira aleatéria, no intervalo
(—1,+1].

o Sintaxe:
MakeMapWithBorder -shape { sausage | torus2D | ... }

e Opcoes:

-shape, especifica 0 mapa a ser modelado — sausage, torus2D, etc.

MakeVStar

o Descricio: Este programa constrél a topologia de mapas estrelas de vértices (vide
segio 3.2.4).

e Sintaxe:
MakeVStar -shape { 4-vstar | 8-vstar | ... }

o Opcoes:
-shape, especifica o mapa a ser modelado — 4-vstar, 8-vstar, etc.
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MakeBipyramid

e Descricfo: Este programa constréi a topologia de mapas estrelas de arestas (vide
se¢ao 3.2.3) e de mapas bipirdmides alongadas {vide se¢do 3.2.5).

e Sintaxe:
MakeBipyramid -order {(num) [ -fixed ] [ -openr | -elongated ]

o Opcoes:
~-order, especifica a ordem do mapa.

-fixed, se especificada, as coordenadas dos veértices sio calculadas de modo que a
geometria seja aproximadamente igual & indicada nas figuras 3.7 e 3.10. Caso con-

trario as coordenadas dos vértices sao atribuidas de maneira aleatéria, no intervalo
—1,+1}.

-open, se especificada, esta opgdo determina que o dltimo tetraedro do mapa estrela
de arestas néo deve ser colado ao primeiro, deixando portanto o anel de tetraedros
aberto.

-elongated, se especificada, constréi o mapa com topologia de bipirdmide alongada.

BarycentricSubdivision

e Descrigdo: Este programa implementa a subdivisfo baricéntrica de um mapa dado
(vide se¢do 4.2).

o Sintaxe:
BarycentricSubdivision ~inTp (name) -inSt (name} [ -net ] [ -fixed ]

o Opcoes:
-inTp (name}, especifica 0 arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.
-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
-net, esta opcao implementa a técnica de faces gradeadas (vide secdo 8.3.3).

~fixed, se especificada, esta opgéo subdivide o mapa retendo sua geometria inicial.

SelectSubdivision

e Descricao: Este programa implementa o refinamento adaptativo dos elementos —
tetraedros, faces e arestas — de um mapa tridimensional envolvidos em degeneracgoes
geométricas (vide secdo 4.4).
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e Sintaxe:
SelectSubdivision -inTp (name} -element { edge | face | tetrahedron }

e Opgdes:
-inTp (name), especifica o0 arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-glement, especifica o refinamento minimal de uma aresta, face ou tetraedro.

RandomShape
e Descricao: Este programa gera n variacoes aleatdrias de uma configuragdo geométrica.

e Sintaxe:

RandomShape -inSt (name} -trials (num) (num)
[ -normalize ] [ -jitter (num) ]

e Opgoes:
-inSt <name>, especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
—-trials, especifica o ndmero de configuracdes aleatérias a gerar.

-normalize, esta op¢do produz uma configuracdo normalizada Ji.e., distdncia media
dos vértices ao origem igual a “17.

-jitter, valor que especifica o grau ou magnitude da pertubacdo aleatéria.

RefineTriang

e Descricio: Este programa implementa o refinamento uniforme para uma triangulagio
de um mapa tridimensional, como descrito na segdo 4.5.

e Sintaxe:
RefineTriang -inTp (name) -inSt (name) -order {num) [ -net 1 [ ~-fixed ]

o Opcoes:
-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.
-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
-order (num), especifica a ordem de refinamento.
-net, esta opcdo implementa a técnica de faces gradeadas.

~fixed, se especificada, esta opgio subdivide o mapa retendo sua geometria inicial.
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ProjectTo3D

e Descricio: Este programa projeta uma configuragio ¢(7) para o R?, como descrito
na se¢do 8.2

e Sintaxe:

ProjectTo3D ~inTp (name) -inSt (name) [ -outFile (name) ]
-projection [ Perspective | Parallel ]
[ [ -autoProject ] |
[ ~From4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -To4 {(num) (num) (num) (num) ]
[ -Up4 {(num) {(num) (num) (num) ]
[ -Over4 (num) (num) (num) (num) ]
1
[ -Vangle4 (num) ]
[ -printDepth ]

e Opcoes:
~-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
-outFile {name), especifica o arquivo de saida que contém a projecdo do mapa.
-projection, especifica 0 modo de projecdo —Perspective, Parallel.

-printDepth, imprime a profundidade 4D ou componente w dos vértices da con-
figuracao.

~From4, -To4, -Up4, -Over4, -Vangle4, especifica os pardmetros de visualizacdo 4D.

OptShape

e Descricio: Este programa é o otimizador das funcdes de energia e permite também,
‘gnu” com a evolugdo das energias sob mini-

4

escrever arquivos do tipo “.plot” e
mizac¢ao para propositos de comparacao.

e Sintaxe:
OptShape —-inTp (name} -inSt (name} —outFile (name)

-maxEvals (num)
[ ~writeEvery {(num) | -writedAll ]
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[ -showAll | -showBest ] [-wait] [-scale]
-minimizer

[ Grad [ RKF4 | Euler ] | Coord [ Brent | JS ] 1

[ -energy (wt) Edge 1 [ -energy (wt) Spring ]

[ -energy (wt) Curv3D ] [ -energy (wt) Curv2D ]

[ -energy (wt) CurviD ]

o Opcoes:
-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
-outFile {name), especifica o arquivo de safda contendo a configuracio otimizada.
~-maxEvals, especifica o nimero méaximo de avaliacbes da func¢io de energia.
-showAll, opc¢do que indica quando escrever o arquivo com a configuracio otimizada.
-scale, especifica a escala de desenho da configuragdo durante a otimizacao.

-minimizer, especifica 0 método de minimizagdo, Grad (Gradiente), com integrador
RKF4 ou Euler ou Coord (Coordenada), com minimizador univariado de Brent ou
de Stolfi).

A.2 Programas auxiliares

Estes programas ndo sdo estritamente necessarios para a solugdo do problema, mas séo
bastante Uteis na visualizacio das configuracdes geométricas otimizadas. Os programas
auxiliares em geral geram arquivos ASCII em formatos reconhecidos por outros programas
graficos como Geomuiew (.skel e .off}, X3D (.poly), POV-Ray (.inc) e Wire/ (.w4).

TriangToPov

e Descricido: Este programa escreve uma configuragio 3D no formato reconhecido pelo
programa de tragado de raios POV-Hay.

¢ Sintaxe:
TriangToPov -inTp (name) -inSt3 (name) [ -outFile (name) ] [ -all ]

e Opcoes:
-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.
-inSt3 (name), especifica o arquivo que contém a configuracido 3D do mapa.

~outFile (name), especifica o arquivo de saida no formato “.inc”.
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~-all, esta opcao considera para efeitos de desenho todos os elementos da triangulacao
T, caso contrario somente faces existentes.

TriangToWire4

e Descrigao: Este programa escreve uma configuragiao 4D no formato reconhecido pelo
' visualizador grafico interativo Wired.

e Sintaxe:

TriangToWire4 -inTp (name) -inSt (name) [ -outFile (name) ]
[ ~From4 (num) (num) (num) (num) J
[ ~To4 (num) (oum) (num) (num) ]
[ -Up4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -Over4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -Vangle4 (num) ]
[ ~From3 (num) (num) (num} ]
[ ~To3 (num) (num) (num) ]
[ -Up3 (num) (num) (num) ]
[ -Vangle3 {(num) ]
[ -DepthCuelLevels {(num) ]
[ ~FogDensity (num) ]

¢ Opgoes:
-inTp {(name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
-outFile (name), especifica o arquivo de saida no formato “.w4”.

~-From4, -To4, -Up4, ~Over4, -Vangle4; especifica os pardmetros de visualizaco 4D.
~-From3, -To3, -Up3, -Vangle3; especifica os pardmetros de visualizacdo 3D.

-DepthCuelevels, ~FogDensity; especifica pardmetros de visualizagao adicionais.

TriangToGeom

e Descricao: Este programa escreve uma dada configuracdo 3D em formatos recon-
hecidos pelo programa Geomuiew.

¢ Sintaxe:
TriangToGeom ~inTp (name} -inSt3 (name) [ -outFile (name) 1 [ -all ]
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Opcgoes:

-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém & topologia do mapa.
-inSt3 (name), especifica o arquivo que contém a configuragdo 3D do mapa.
-outFile ({name), especifica 0 arquivo de saida nos formatos “.skel” ou “.off”.

-all, esta opgao considera para efeitos de desenho todas as faces da triangulagio 7,
caso contrario somente as faces existentes.

TriangToX3D

e Descricdo: Este programa escreve uma configuragao 3D no formato reconhecido pelo

programa X3D.

Sintaxe:
TriangToX3D -inTp (name) -inSt3 (name) [ -outFile (name} ] [ -all ]

Opcoes:

~-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.
-inSt3 (name), especifica o arquivo que contém a configuracio 3D do mapa.
~outFile ({name), especifica o 0 arquivo de saida no formato “.poly”.

-all, esta opcao considera para efeitos de desenho todas as faces da triangulacao 7,
caso contrario somente faces existentes.

WhatDegenerations

o Descricao: Este programa permite a deteccdo de elementos topoldgicos envolvidos

em degeneragdes geomeétricas.

Sintaxe:
WwhatDegenerations ~inFile (name) [ -detail ]

Opcoes:
~-inFile (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

~detail, esta opcdo, se especificada, imprime informacoes detalhadas a respeito dos
elementos da triangulacio envolvidos em degeneragoes geométricas.
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A.3 Programas de Visualizacao

DepthCueing4D

e Descricao: Este programa implementa a técnica de tonalizacdo por profundidade
(vide segao 8.3.2).

e Sintaxe:

DepthCueing4D -inTp (name} -inSt (name) [ -outFile (name) ]
-projection [ Perspective | Parallel ]
[ [ -autoProject J |

[ -From4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -To4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -Up4 (num) (num) (num) (num) ]
[ -Over4 (num) (num) (num} (num) ]
]
[ -Vangle4 {(num) ]
[ -printDepth ]
[ -ColorFar (num) (num) (num) ]
[ ~ColorNear (num) {num) {num) ]
[ -DepthFar {(num) ]
[ -DepthNear (num} ]
[ -DepthCueLevels (num) ]
[ -Silhouette [ ~color | -opacity 1 ]

* Opcoes:
-inTp (name}, especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.

-inSt {name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
~-outFile (name), especifica o arquivo de saida no formato “.inc”.

-Fromé4, -To4, ~Up4, -Overd, -Vangle4; especifica os pardmetros de visualizacao 4D.
-printDepth, imprime a profundidade 4D dos vértices da triangulacao.
~-ColorFar, especifica a cor atribuida aos pontos mais afastados do observador no R*.

-ColorNear, especifica a cor atribuida aos pontos mais préximos do observador

no R*.
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-DepthFar, DepthNear, especifica os pardmetros de distdncia para cédlculo da tona-
lizagao por profundidade.

-DepthCuelevels, especifica os niveis desejados para cdlculo da tonalizacio por
profundidade.

-Silhouette, esta opcdo, permite a inclusao no desenho das faces de silhueta.

-color, -opacity, especifica a cor e indice de opacidade atribuido as faces de sil-
hueta.

Visibility

e Descricdo: Este programa implementa técnica de visualizagdo eliminagdo de partes
ocultas (vide se¢do 8.3 para maiores detalhes).

e Sintaxe:

Visibility -inTp (name) -inSt (name) [ -outFile (name) ]
~-gide [ both | front | back ]
[ -silhouette [ -color | -opacity 1 ]
[ -projection [ Perspective | Parallel ]
[ [ -autoProject 1 |
[ ~From4 (num) (num) (num) {(num) ]
[ ~To4 (num) (num) (num) (num) ]
[ ~Up4 (num) (num) (num) {num) ]
[ -Over4 (num) (num) (num) {num) ]
]
[ -Vangle4 (num) ]

e Opgoes:
-inTp (name), especifica o arquivo de entrada que contém a topologia do mapa.
-inSt (name), especifica o arquivo de entrada que contém a geometria do mapa.
~putFile (name), especifica o arquivo de saida no formato “.inc”.
-gilhouette, esta opcao, se especificada, inclui no desenho as faces de silhueta.
-color, opacity; especifica a cor e indice de opacidade das faces de sithueta.
~-From4, To4, Up4, Over4, Vangle4; especifica os pardmetros de visualizacao 4D.

-side, especifica o tipo de projec@o desejado — both, front, back.
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A.4 Formatos dos arquivos

Os programas descritos acima comunicam-se via arquivos ASCIL Os principais formatos
de arquivos sdo: Topologia (“.tp”), Estado 4D (“st”), Estado 3D (“st3”) e Materiais
(“.ma”). As bibliotecas 1ibm3triang e libm3nontriang contém as rotinas necessdrias
para a escrita e leitura destes arquivos. A seguir defalhamos a estrutura destes arquivos.

A.4.1 Topologia

Este arquivo é usado para descrever a topologia de um mapa 3D. Basicamente contém as
relacdes de conexidade entre pares face-aresta da configuracdo topolégica.

begin topology (format of (data))
vertices (ndmero)

edges (nimero)

faces (ndmero)

polyhedra (ndmero)

{face-aresta 0)

{face-aresta 1}

{face-aresta n — 1)
end topology

Cada (face-aresta i) contém a informacdo : tabela Fnext, tabela de origens com os
atributos Org, Dest, Pmneg e Ppos, componente face e componente aresta.

A.4.2 Estado 4D

Este arquivo € usado para descrever a geometria 4D (coordenadas dos vértices) de uma
dada configuragio. O formato é:

begin state (format of (data))
vertices (nudmero)

{vértice 0)

(vértice 1)

{vértice (n — 1))
end state

Onde cada (vértice i) contém as coordenadas cartesianas 4D do vértice 1.
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A.4.3 Estado 3D

Este arquivo € usado para descrever a geometria 3D (coordenadas dos vértices) de uma
dada configuragao. O formato é:

begin state3D (format of {data))
vertices (nudmero)

{vértice 0)

{vértice 1)

(vértice (n — 1))
end state3D

Onde cada (vértice i) contém as coordenadas cartesianas 3D do vértice .

A.4.4 Materiais

Este arquivo descreve os atributos dos elementos do mapa tais como cores, transparéncia,
raio para o desenho, além dos atributos de existéncia e degeneracio, etc:

begin materials (format of (data))

| Vertex data:

{vértice 0)

{vértice I)

{vértice (n — 1))
| Edge data:
{aresta 0)
{aresta 1)

{aresta (n — 1))
| Face data:
{face 0)

{face 1)

{face (n — 1))

| Polyhedron data:
{poliedro 0)
{poliedro 1}
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{poliedro (n — 1))
end materials

Onde para cada k-elemento: (vértice i),(aresta 1), (face i) e {(poliedro i) é listado os
atributos das propriedades materiais.

A.5 Utilizagcao dos programas

A figura A.1 resume as principais tarefas envolvidas na visualizacio automatica dos ma-
pas 3D. Basicamente sdo trés etapas principais — Modelagem da topologia, Otimizacao
das configuragoes geométricas e por iltimo a Visualizacio das configuracdes dtimas.

Figura A.1: Diagrama mostrando as principais etapas na visualizagio au-
tomdtica dos mapas 3D.

A figura A.2 ilustra de maneira mais detalhada o processamento descrito nas linhas
acima. Assim, um tipico processamento para a visualizacio automadtica dos mapas 3D
comeca com a construcao do modelo topolédgico do mapa, feita através de um dos progra-
mas — MakePolytope, MakeMap, etc.

A seguir, efetuamos, se necessaria, a construgdo da subdivisdo baricéntrica do ma-
pa. Esta subdivisdo torna-se obrigatéria em todo mapa 3D que néo é uma triangulagio.
A subdivisao baricéntrica é um refinamento padrao de qualquer mapa C em simplexos
topolégicos préprios (vide seciio 4.2). Porém, apds este processo o modelo pode apre-
sentar degeneracOes geométricas. Contamos com o programa SelectSubdivision que
permite eliminar estas degeneracoes (vide secdo 4.4).

Uma simples etapa da subdivisio baricéntrica ou seletiva pode nao produzir uma trian-
gulagdo suficientemente fina. A fim de obter configuragGes suaves, aplicamos refinamentos
sucessivos através do programa RefineTriang.

Se necessario, efetuamos também uma atribuicdo de coordenadas aleatodrias para os
vértices do mapa (ou da subdivisdo/refinamento do mapa), através do programa Random-
Shape. Em seguida, usamos o programa OptShape para determinar uma configuracio
Stima, segundo uma funcao energia especificada. Se optamos por uma abordagem multi-
escala, entdo a configuracdo ¢ refinada e novamente otimizada.

Neste ponto, temos varias opgdes de visualizacio. Optamos primeiro pela opcio da
visualizagdo semi-interativa apds projecdes do modelo ¢(7) para o R, obtidas através do
programa ProjectTo3D. Checamos o resultado da otimizacdo com os programas auxiliares
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de desenho TriangToX3D, TriangToPov e TriangToGeom. Escolhemos as melhores reali-
zagdes e rodamos algumas vezes mais o programa OptShape, geralmente este processo
é iterado manualmente variando os seus diversos parimetros. Uma vez escolhido uma
configuracao &tima que realmente revele a topologia do mapa 3D usamos os programas
especializados de visualizagdo Visibility, Halo, DepthCueing4D, etc.

Figura A.2: Diagrama mostrando o uso dos programas.
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A.6 Bibliotecas

Os programas de modelagem e otimizagio utilizam vérias bibliotecas de Modula 3, incluin-
do geometria projetiva (1ibm3geo), otimizagdo (1ibm3min), implementados por Stolfi [36].
Especificamente para este trabalho nds desenvolvemos as bibliotecas: 1ibm3triang, para
a modelagem topoldgica de triangulacgdes; 1ibm3nontriang, para a modelagem topolégica
de ndo triangulacdes e 1ibm3energy para o computo das funcdes de energia. O programa
de visualizacio Wired, utiliza a biblioteca grafica GL (Graphics Library).

A.6.1 libm3triang

A biblioteca 1ibm3triang contém os seguintes modulos:

Octf:

Este programa implementa a estrutura de dados facet-edge [7], para a manipulacio e
representacdo da topologia dos mapas 3D e de suas triangulagoes.

Triangulation:

Este programa fornece um amplo conjunto de procedimentos para a modelagem e manipu-
lacdo de triangulacgBes tridimensionais. Assim como procedimentos para a leitura e escrita
dos principais formatos de arquivos descritos na secdo A.4, este programa fornece também
um conjunto de procedimentos que implementa as principais operagbes geométricas no
espaco R*.

Tridimensional:

Este programa prové procedimentos para a escrita e leitura de estados 3D, assim como
procedimentos para o cdlculo de operages geométricas no R®.

Tools:

Este programa apresenta uma misceldnea de funcdes e procedimentos auxiliares.



Apéndice B
Conceitos elementares de topologia

Esta se¢do, extraida da dissertacéo de Rosi [30], tem como finalidade recordar os conceitos
béasicos de topologia e estabelecer a notagdo correspondente. Nao é nossa pretensio nos
aprofundarmos nestes conceitos. Para maiores detalhes, recomendamos consultar os livros
textos padrdes de topologia [19, 24, 34, 35].

B.1 Espacgo topoldgico

Um espago topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto ndo vazio e 7 é uma familia
de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes condigoes:

Q@ET;
o X eT;
e se AC T entdo UAd € T,

ese ACT e AéfinitoentdoNA e 7.

Os membros de 7 s&o chamados conjuntos abertos do espago (X,7) e a familia 7 é a
topologia do mesmo. Se U € T, entao seu complemento X \ U é um conjunto fechado do
espaco. No restante deste apéndice, vamos supor que (X, 7) é um espago topoldgico.

B.2 Continuidade e homeomorfismo
Uma fungdo f de um espago topoldgico (X, T) para um espago topoldgico (X', 77), é dita

continua se para todo conjunto aberto U de X' a imagem inversa f~1(U) é um aberto
de X.

172



B.3. Topologia da reta real 173

Um homeomorfismo entre dois espagos (X, 7) e (X', T') é uma fungdo bijetora continua
f de (X, 7) para (X', 77}, cuja inversa f~! também é continua. Diz-se entdo que os dois
espagos sdo homeomorfos ou topologicamente equivalentes.

Uma propriedade topoldgica é uma propriedade de pontos e subconjuntos de um espago
(X, 7)) que pode ser ser definida apenas em termos dos conjuntos abertos de 7 (e das
operacdes da teoria de conjuntos). Dizemos que um espago X é conezo se ndo existe
nenhum subconjunto préprio e nao-vazio de X que é ao mesmo tempo fechado e aberto.
Dizemos que um conjunto de pontos Z num espago X separa dois pontos u,v € X \ Z, se
nao existe nenhum sub-espago de X \ Z que seja conexo e contenha v e v. Obviamente,
um homeomorfismo preserva todas as propriedades topoldgicas de pontos e subconjuntos
de pontos.

B.3 Topologia da reta real

O exemplo mais importante de espago topoldgico é (R, Tr), onde R é o conjunto dos
ntimeros reais e um conjunto U C R pertence & familia 7z se e somente se todo ponto
de U pertence a algum intervalo aberto de R que estd totalmente contido em U. A
familia Tg € a topologia padrdo de R.

B.4 Espaco produto

Se (X1, 71) e (X2, T2) sho espagos topoldgicos, definimos o espago produto (X1, T1) x{Xa, T2)
como sendo o par {X; x X3, T), sendo que um subconjunto U € X; x X, pertence a 7 se
e somente para todo ponto pde U existem Uy € Ty e Uy € Tr taisque pe Uy x U, C U

O produto de espacos topoldgicos é associativo e portanto esta definicdo pode ser
estendida a produtos multiplos

(X1, T1) x (X5, T2) x -+ x (X5, Ta)

e poténcias cartesianas (X, 7)™ Desta forma obtemos, em particular, a topologia padrdo
do espago cartesiano R", para todo n > 1.

B.5 Sub-espacos

Seja Y um subconjunto ndo vazio de X eseja 7(Y) afamilia {UNY : U € T }. Prova-se
que (Y, 7(Y)) também é um espaco topoldgico; ele é o sub-espaco de (X, T) induzido por
Y. A familia 7(Y) é a topologia de Y relativa a (ou induzidae por) (X, T). O conceito
de sub-espagos permite-nos construir facilmente muitos espagos topoldgicos interessantes:
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qualquer subconjunto do R* — um segmento, uma esfera, uma curva fechada, um disco
com buracos — é automaticamente espaco topoldgico, com a topologia induzida pela
topologia padrao do R".

B.6 Espaco quociente

Se = é uma relacdo de equivaléncia sobre os pontos de um espaco (X, 7)), definimos o
espaco gquociente (X, 7)/= como sendo (X', 77), onde X’ é o conjunto X/= das classes de
equivaléncia de X por =; e 77 é a familia de todos os conjuntos A/=, para todo A € T
que ¢ unido de classes de X/=. O conceito de espago quociente foi usado no capitulo 2.

B.7 Separabilidade

Dois pontos de um espago topoldgico sio separdveis se existe um conjunto aberto que
contém um ponto mas nao o outro; caso contrério, eles sio insepardveis. Um espago é
separdvel se todos os pares de pontos sdo separéveis.

Do ponto de vista topoldgico, dois pontos inseparaveis sdo essencialmente indistingui-
veis. N&o estaremos perdendo muita coisa interessante se restringirmos nossa atengao a
espagos separaveis; pois o quociente de qualquer espago por sua relagéo de inseparabilidade
é um espago separdvel, cujos abertos correspondem aos abertos do espago original de
maneira biunivoca e compativel com C.

B.8 Vizinhanca, fecho e fronteira

Se p é um ponto de X e V' é um subconjunto de X tal que p € U € V para algum conjunto
aberto U de 7T, entéo dizemos que V' é uma vizinhanga de p na topologia 7.

Mais geralmente, se A é um subconjunto de X, dizemos que V' é uma vizinhanga de A
em 7 se V for uma vizinhanca de todo ponto p de A.

Se A C X, dizemos que um ponto p € X pertence ao tnterior a A na topologia 7 se e
somente se 4 é uma vizinhanca de p relativa a 7. Por outro lado, dizemos que p pertence
ao fecho de A relativo a 7 se toda vizinhanga de p encontra A.

Se denotarmos por ¢4 o interior de A e kA seu fecho (numa determinada topologia 7),
podemos provar que

X\ k(X\A) =14 C ACkrA=X\(X\A).

O conjunto kA\tA é por defini¢do a fronteira de A na topologia T; ele contém todo ponto
z € X \ A tal que qualquer vizinhanc¢a de z encontra A.
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B.9 Limite, incidéncia, compacidade

Seja A um subconjunto de X e p um ponto de X. Dizemos que p é um ponto de acumulacio
{ou ponto limite) de A em T se e somente se qualquer vizinhangca de p contém um nimero
infinito de pontos de A.

Dizemos gue um conjunto A C X incide num conjunto B C X se B possul um ponto
de acumulacgao de A.

Um espaco topolégico é compacto se todo conjunto infinito de pontos tem um ponto
de acumulagio.
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