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Prefacio

Estudamos problemas de convexidade e de proximidade em geometrias ndo euclidianas.
Definimos duas geometrias provenientes de conjuntos de orientagoes restritas e, a partir de-
las, definimos conceitos relacionados a convexidade e obtemos propriedades maternaticas
relevantes para a elaboragdo de um algoritmo eficiente para a determinagéo de envoltéria
convexa nestas geometrias. Definimos uma outra geometria baseada em um conjunto de
curvas dadas, que satisfacam certas propriedades simples, e com defini¢oes semelhantes
4 geometria euclidiana, apresentamos algoritmos eficientes para construgao de envoltdria
convexa. Demonstramos que nesta geometria a métrica de comprimento de arco garante
a aplicabilidade do algoritmo de Klein para construcao do Diagrama de Voronoi Abstrato
e construimos também uma familia de exemplos de métricas comportadas.
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Capitulo 1

Introducao

Geometria Computacional pode ser definida como uma 4rea de pesquisa que busca solucdes
algoritmicas eficientes para problemas de natureza geométrica. Devido is caracteristicas
de tais problemas, a geometria computacional tem encontrado aplicacoes em computacao
grafica, robética, banco de dados geograficos e vérias outras areas, conforme observado
em [22].

Muitos desses problemas tém tido solugdes 6timas e estas, em geral, consideram a
descri¢ao dos problemas na geometria euclidiana. Este tipo de abordagem ¢ satisfatério
para muitos dos problemas ja resolvidos. Entretanto é importante observar que para
determinados casos ¢ convenlente considerar geometrias nao euclidianas para busca de
solucdes para um problema.

Diante disto, decidimos investir em geometrias nao euclidianas para busca de solugoes
para problemas cujas caracteristicas indiquem o possivel uso de uma geometria nao eua-
clidiana. Dos problemas escolhidos para topicos desta pesquisa, escolhemos aqueles rela-
cionados a convexidade em geometrias advindas de um conjunto de orientacoes restritas
e também alguns relacionados a convexidade e proximidade em geometrias advindas de
familias de curvas. Nesta tese indicamos o conjunto de nossas contribuicoes estd indicado
com um asterisco (*}).

A primeira geometria que definimos baseia-se em um conjunto de orientagdes restritas
onde orienta¢do (de uma reta) € o angulo que esta faz com o eixo Oz medido no sentido
anti-horario. Um conjunto O de orientacdes restritas é um conjunto finito de orientacdes,
por exemplo

O := {0,45,90, 135,180, 225, 270, 315}.

Aplicagdes para tals geometrias incluem:

¢ problemas em projetos VLSI (determinacdo da envoltéria convexa, por exemplo)
que envolvem unicamente objetos cujas fronteiras sao dadas por segmentos de retas



paralelas ao eixo Oz ou Oy, ou seja, as orientacoes destes segmentos estao no con-
junto dado pelas seguintes orientagoes 0,90, 180,270, tais objetos sao denominados
objetos retilineares;

e modelagem geométrica para controle de acesso concorrente a um banco de dados
utilizado por varios usuérios.

Preparata e Shamos [22] dedicam um capitulo inteiro do seu livro para problemas de
aplicacdo pratica relacionados a objetos retilineares.

No caso das aplicacoes citadas acima convém definir uma geometria baseada no con-
junto de orientagbes dada para explorar propriedades matematicas e, a partir daf, buscar
solugdes aos problemas propostos.

Nesta tese definimos duas geometrias advindas de um conjunto de orientacgoes restri-
tas e, a partir dai, definimos conceitos como o de convexidade e obtemos propriedades
matematicas relevantes para serem utilizadas na elaboracdo de um algoritmo para deter-
minacao da envoltéria convexa nesta geometria. E importante observar que o conjunto de
orientagdes nao é fixo, isto €, toda a teoria desenvolvida é valida para qualquer conjunto
finito de orientagdes.

No capitulo 2 definimos as geometrias Gp+ e Go- advindas de um conjunto de ori-
entagdes restritas, definimos os conceitos de convexidade, semi-planos, poligonos, menor
poligono convexo envolvente de um dado conjunto de pontos e envoltdria convexa. Além
disso, obtermnos varias propriedades matematicas relativas a convexidade.

No capitulo 3 descrevemos um algoritmo para determinacao da envoltoria Gp+-convexa.
A abordagem a ser utilizada é a da divisdo e conquista usada em [11] para determinacao
da envoltéria convexa no caso euclidiano. Vale ressaltar que o nosso algoritmo possul a
mesma complexidade do algoritmo de Kirkpatrick e Seidel para a geometria euclidiana.

Uma das caracteristicas da geometria Go+ € a existéncia de pelo menos uma reta pas-
sando por um dado par de pontos. Na realidade o mimero de retas que passa por um
dado par de pontos € infinito, no entanto os segmentos de retas entre o par de pontos
sao coincidentes. Além desta caracteristica, a intersecido de duas retas quaisquer desta
geometria € conexa, embora esta intersecdo nao necessariamente seja composta de um
dnico ponto. Estas caracteristicas nos foram ftels para explorar varias propriedades con-
cernentes a convexidade semelhantes as propriedades de conjuntos convexos na geometria
euclidiana.

Intuitivamente, quanto maior a semelhanca da geometria definida com a geometria
euclidiana maior o nimero de propriedades andlogas que podem existir na nova geometria.
Entdo isto nos motivou a definir uma nova geometria com caracteristicas mals proximas
da geometria euclidiana.

Assim, definimos no capitulo 4 a geometria G onde para qualquer par de pontos do



plano temos uma reta que passa por eles e esta reta é unica, veja que, conforine ja ob-
servado, isto nao acontece na geometria Go+. Esta geometria basela-se em um conjuntoe
de curvas que satisfaca certas propriedades definidas no capitulo 4. Neste capitulo ex-
ploramos propriedades de convexidade nesta nova geometria e exibimos dois algoritmos
para determinacao da envoltdria convexa. O primeiro algoritmo é semelhante ao algo-
ritmo “Quick-Hull” para construgao da envoltéria na geometria euclidiana. O segundo
algoritmo se baseia no algoritmo euclidiano de Kirkpatrick e Seidel [11]. Em ambos os
algoritmos alcancamos a mesma complexidade dos algoritmos do caso euclidiano.

No capitulo 5.1 abordamos o problema da determinagdo do Diagrama de Voronoi
na geometria Gr. A abordagem adotada para este problema ¢ a de utilizar o conceito de
Diagrama de Voronoi Abstrato introduzido por Klein [12]. Vale observar que esta estrutura
geométrica se construida na geometria euclidiana ¢ igual ao Diagrama de Voronoi que
conhecemos.

Klein [12] demonstra que o método utilizado por Shamos e Hoey [28] para construgao
do Diagrama de Voronoi pode ser utilizado para contrucdo do diagrama de Voronoi Abs-
trato. Em particular, o método pode ser utilizado quando os bissetores sao provenientes
de uma métrica comportada (conceito definido por Klein). Provamos entéo na secio 5.1
que a métrica associada a geometria Gr € uma métrica comportada e com 1sso mostramos
que o Diagrama de Voronoi Abstrato na geometria G pode ser obtido através das técnicas
apresentadas em [28].

Por fim, no capitulo 6 tecemos alguns comentéarios a respeito dos resultados obtidos
e de trabalhos futuros. Adicionamos também a tese seis apéndices. Os apéndices A ¢ B
tratam das geometrias §; e &s, respectivamente, definidas apenas com intuito diddtico. O
apéndice C trata da geometria G R definida por Rawlins [23]; a presenca desta tem o obje-
tivo de constrata-la com as geometria Go+ e Gp-. Todas estas geometrias baseiam-se em
um conjunto de orientacdes restritas. O apéndice D traz alguns conceitos e propriedades
relacionados a espacgos métricos e topologia. O apéndice E trata de variedades Riema-
nianas, estes dois ultimos apéndices tém como objetivo apenas apresentar as defini¢oes
relativas a espacos métricos ¢ variedades Riemannianas usadas na tese. Por dltimo, o
apéndice F contém uma tabela de simbolos usados na tese.



Capitulo 2

Geometrias para Orientacoes
Restritas

Geometria Computacional pode ser definida como uma area de pesquisa que busca solucdes
algoritmicas eficientes para problemas de natureza geométrica. Devido as caracteristicas
de tais problemas, a geometria computacional tem encontrado aplicagées em computacdo
grafica, robdtica, banco de dados geograficos e varias outras areas, conforme observado
emn [22].

Em particular, projetos VLSI tém se utilizado dos métodos da geometria computaci-
onal para problemas que envolvem objetos retilineares, ou seja, objetos cujas fronteiras
sao formadas por segmentos de retas paralelas ao eixo Oz ou Oy.

O interesse especial dado a este tipo de objeto em projetos VLSI se deve, em geral,
as limitagbes técnicas impostas pela tecnologia. Em alguns tipos de projetos VLSI, por
exemplo, somente sao permitidos layouts cujos tragados dos segmentos de reta sejam
paralelos ao eixos Oz ou Oy. A exploracao de objetos retilineares tem sido extensamente
pesquisada em [17, 18, 19].

E natural considerar problemas que permitam o uso de objetos que generalizam os
retilineares. Podemos considerar objetos cujos segmentos de reta de sua fronteira sejam
paralelos a um dado conjunto de retas.

Ja existem hoje aplicagoes que demandam tals objetos, em projetos VLSI, por exemplo,
os avangos tecnolégicos ja permitem o uso de retas horizontals, verticais e retas com
orientacao de 45 e 135 graus (ou 225 e 315 graus, respectivamente), onde a orientagdo de
uma reta € o angulo que esta faz com o eixo Oz medido no sentido anti-horario. Nete que
neste exemplo, o conjunto de retas dado & constituido por uma reta vertical, uma reta
horizontal, uma reta com orientagido 45 (223) e outra reta com orientacdo 135 (313).

Podemos representar o conjunto de retas apenas pelas suas orientagbes. Assim, o



conjunto O de orientagbes do exemplo acima é
O = {0,45,90, 135, 180,225,270,315}.

A partir de agora consideraremos que o conjunto O é um conjunto simétrico, ou
seja, para qualquer a € O temos o + 180 mod 360 € . Além disso, denotaremos a
cardinalidade de O por é.

Diante do interesse especial por objetos restritos a um conjunto de orientacdes, con-
centraremos nossos estiudos nestes objetos onde O & finito e § > 4. Em particular,
exploraremos problemas de convexidade e problemas de interse¢des que envolvem estes
objetos.

A nossa abordagem para estudo dos problemas acima citados € a de definir geometrias
advindas do conjunto de orientagoes, para a partir daf explorar propriedades matematicas
delas e obter solugoes dos problemas propostos nesta tese.

Em especifico, trabalharemos com os problemas de determinacio da envoltdria convexa
de um conjunto de pontos.

A abordagem de definir novas geometrias para estudo dos problemas citados acima
naturalmente nos direciona a referenciar a geometria euclidiana. Por esta razdo a secio
2.1 exibe algumas particularidades relevantes da geometria euclidiana para serem contras-
tadas com as de outras geometrias.

2.1 Geometria Euclidiana

A métrica euclidiana nos fornece a distancia entre dois pontos no plano que corresponde ao
comprimento do segmento de reta da geometria euclidiana que os une. Representaremos
a métrica euclidiana por d..

Convexidade

Um conjunto S de R? é euclidianamente convero se para quaisquer dois pontos p e g
de S, o segmento de reta entre p e ¢ esta contido em 8. Daqui por diante substituiremos
o termo euclidianamente convexo por convexo, salvo quando necessario diferenciar.

Equivalentemente, podemos dizer que um conjunto S é convexo se a intersecao de
qualquer reta euclidiana com o conjunto S é conexa (ou vazia).

Um problema importante e bastante explorado na geometria computacional € a deter-
minagao da envoltdria convera de um conjunto de pontos no plano. A enwvoltoria convera
de um conjunto S é definida como o menor conjunto convexo que contém S. Ou equiva-
lentemente, como a intersecao dos conjuntos convexos que contém S, ou ainda, como a
intersecao dos meios-planos que contém S.



Ainda existem outras definigdes para convexidade de conjuntos, para o leitor interes-
sado podemos citar (6] e [15]; ja para caracterizagdes de conjuntos convexos temos [6] e
[14].

Definicoes de envoltdria convexa para uma outra geometria podem ser encontradas
em {19] (veja também o apéndice C.1.3). Na se¢ao seguinte definiremos geometrias nao
euclidianas relacionadas a um conjunto de orientacdes restritas.

2.2 Geometrias para Orientacoes Restritas

Observe que de um conjunto de orientagdes € possivel definir uma geometria. O conjunto
de retas com orientagoes em (J mals as mesmas regras de incidéncia entre pontos e retas
da geometria euclidiana definem uma geometria advinda do conjunto de orientagdes em
RZ%, a qual denotaremos por G;. Note que na definigio da geometria acima se o conjunto
O = [0,360) entao temos a geometria euclidiana.

Na geometria euclidiana para qualquer par de pontos distintos p e ¢ do plano temos um
segmento de reta euclidiana que liga p a ¢. O mesmo jd ndo acontece quando trabalhamos
com a geometria G;. Por exemplo, seja o conjunto {0, 90, 180,270} e os pontos p := (0,0)
e g := (1,1). Neste caso, nenhuma reta euclidiana com orientagao em {0,90, 180,270}
contém p e g a0 mesmo tempo.

Para contornar este problema, podemos considerar um outro conjunto de retas (de-
nominadas de (O-escadas e definidas por Rawlins {23]) para definir uma nova geometria
associada ao conjunto . Daremos a seguir as definicoes de Rawlins.

2.2.1 (O-linhas e O-escadas

Definicdo 2.2.1 (Rawlins[23]) Uma curva C € uma O-escada se C possui intersecdo

conera' ou vazia com quelquer reta euclidiana cuja orientacdo pertence ao conjunto O.

Além disso, Rawlins define o conceito de O-linhas.

Definicio 2.2.2 (Rawlins [23]) Toda reta euclidiana cuja orientagdo pertence ao con-
junto O € chamada de O-linha.

Em particular, toda O-linha é uma Q-escada.

A geometria onde as retas sdo as O-escadas, e o conjunto de pontos e as regras de
incidéncia sao os mesmos da geometria euclidiana sera denotada por Gy;. Observe que a
geometria G, contorna o problema da nao existéncia de segmento de retas entre qualquer

par de pontos de R? que havia na geometria G;, no entanto na geometria G, o niimero de

{Em todas as geometrias com que trabalhamos aqui, estamos considerando 2 topologia euclidiana.
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Figura 2.1: (J-escadas entre dois pontos onde O = {0, 90, 180, 270}.

segmentos distintos de retas ((O-escadas) entre um par de pontos pode ser infinito (figura
2.1). Esta é uma caracteristica indesejavel pois conduz a inconsisténcias ou construcdes
nao univocamente determinadas.

2.2.2 As geometrias Gp,Gop+ e Go-

Nosso objetivo agora é definir duas geometrias associadas ao conjunto O em gue o ndmero
de segmentos de retas entre dois pontos € um. Na realidade o ndmero de retas que passam
por dois pontos pode ser infinito, no entanto todos os segmentos de retas entre dois pontos
sdo coincidentes.

Para isto, iniciaremos com a definicdo de orientagdo e caminhos poligonais dadas a
Seguir.

Defini¢do 2.2.3 (Rawlins[23]) A orientacio de uma reta euclidiana € o menor dngulo
ndo negative no sentido anti-hordrio que a rete realiza com o eizo Oz+.

Definigao 2.2.4 (Rawlins[23]) Dizemos que um conjunto de orientagées O ¢ simétrico
se para qualqguer o € O temos o + 180 mod 360 € O.

Definicao 2.2.5 Um caminho poligonal € uma seqiiéncia finita de segmentos [euclidia-
nos) tal que:

o cada extremo de segmento € compartilhado por no mdzimo 2 segmentos (veja a figura
2.9);

o ezistem ezatamente dois extremos que pertencem a um unico segmento. [A estes
denominaremos de extremos do caminho poligonal ).

Permite-se que os pontos extremos da linha poligonal sejam pontos no infinito, em
cujo caso o primeiro € o ultimo segmentos sdo semi-retas.
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Linha Poligonal Simples
Linha Poligonal Nio Simples

Figura 2.2: Exemplo de caminhos poligonais.

Definigdo 2.2.6 Um caminho poligonal € simples se a intersecdo de quaisquer dois dos
seus segmentos € vazie ou € um ponto extremo dos segmentos.

Representaremos um caminho poligonal C de (k — 1) segmentos pela seqiencia

(ClacZJ v '7Ck)7

onde ¢; e ¢j+1 5a0 08 extremos do i-ésimo segmento e ¢; € ¢; sao os extremos de (.

Definicao 2.2.7 Chamaremos de esquinas de um caminho poligonal C os pontos de C
que pertencem a dois segmentos de C.

Definigao 2.2.8 (*} Um caminho O-poligonal entre dois pontos distintos p e ¢ € um

caminho poligonal simples {cy,¢q,...,cr) tal que a orientacdo de cada segmento Ty,

1 <1<k, estd contida no conjunto Q.

Definicio 2.2.9 Chamaremos de esquinas de um caminho O-poligonal C o0s pontos de
C gue pertencem a dois segmentos de C'.

Denotaremos por ®(R) a orientagao de R, onde R pode ser uma reta euclidiana ou uma
semi-reta. A orientacao de uma semi-reta é dada pela orientacdo (no sentido anti-horério}
da translag@o que leva o ponto de partida da mesma para a origem.

Facamos agora uma analise do nimero de caminhos O-poligonais existentes entre dois
pontos distintos p e g, considerando dois casos:



Figura 2.3: Construcao para a Proposicao 2.2.12.



e quando o segmento de reta euclidiana & que liga p a ¢ possui orientagao ®(R) ¢ O
e

e quando o segmento de reta euclidiana R que liga p a g possui orientagao ®(R) ¢ O.

E facil ver que em ambos os casos, se considerarmos os caminhos @-poligonais que
possuem uma ou mais esquinas entao o numero de caminhos O-poligonais é infinito.

No caso em que ®(£) € O, existe um caminho O-poligonal que ndo possui esquina
que é o proprio segmento de reta euclidiana que liga p a g. Obviamente este é o caminho
O-poligonal de menor comprimento euclidiano entre p e ¢.

No caso em que ®(R) € O nio é possivel construir um caminho O-poligonal sem
esquinas. Assim, considerando os caminthos O-poligonais com apenas uma esquina, temos

. : . . [6/2 : .
que o nimero de caminhos O-poligonais neste caso é 5 |- Veremos adiante que ndo é

necessario considerar caminhos com mais de uma esquina.

Dentre os caminhos O-poligonais com uma esquina existern apenas 2 caminhos que
realizam o menor comprimento euclidiano como sera demonstrado no Lema 2.2.10. Um
método para se encontrar estes caminhos € dado na Proposicao 2.2.12.

Lema 2.2.10 (*) Sejam p,q € R%. Dentre os caminhos O-poligonais de menor com-
primento euclidiano ligando p a g, existern no mdzimo dois caminhos O-poligonais com
apenas uma esquind.

Demonstragao: Sejam p,q € R*. Considere o paralelogramo P de vértices diagonais
p e g de menor perimetro construido com duas orientacdes oy, oy € O, tals que a; < ay.
Sobre a fronteira de P ha dois caminhos Py e Ps ligando p a g.

Se & é um caminho de comprimento euclidiano minimo entre p e ¢ entdo o subca-
minho de & entre qualquer par de pontos (p,p”), denotado por I(p', p”), também é de
comprimento euclidiano minimo.

Ademais, & nao pode sair fora de P pois, caso contrario, seja p; a primeira esquina de
¥ a partir de p fora de P, um subcaminho $¥(p, ¢) encontra umn dos raios que emanam de
p nas diregbes oy e 3. Seja py o primeiro ponto de intersecio de $(p;, ¢) com um destes
raios. O segmento pp; sobre este raio é mais curto que S(p, pz). Contradicdo. Logo &
estd inteiramente contido em P.

Ainda mais, ¥ nao pode sair fora de nenhum dos paralelogramos formados por esquinas
consecutivas com diregoes o e az. Se & entra num desses paralelogramos, ou ¥ usa uma
orientagao entre a; e ay ou & tem uma esquina dentro de um desses paralelogramos.
Estas duas possibilidades nao podem ocorrer, pois P deixaria de ser o paralelogramo com
menor perimetro.
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Logo, & usa apenas as orientagbes oy € o entre p e ¢. Portanto o comprimento de &
é igual a metade do perimetro de P e, portanto, Py e Pg 530 os caminhos minimos entre
p e ¢ com uma s esquina. O

A propriedade do Lema 2.2.10 também aparece em [29]. Acreditamos que nossa de-
monstragao € mals simples.

A seguir a Proposicao 2.2.12 mostra como obter os dois caminhos O-poligonais de
comprimento euclidiano minimo com uma esquina. Para isto devemos fazer algumas
defini¢oes.

Seja O um conjunto de & orientagdes {(ay, oz, ..., as) indexados de modo que o; <
cip1,¥i 1 <1< 8, esejam p e g € R*, pontos distintos.

Definicao 2.2.11 (Rawlins [23]) Um intervalo (o, o) € dito O-livre se

Oﬂ [ag,ag] - @

Escotha i, 1 <1 < §, tal que o; < @(pg) < ciqq (as operacdes nos indices 1,...,6 sdo
implicitamente médulo &), onde pg é o raio com origem em p e passando por ¢.

Na figura 2.4, considere o setor formado pelos dois ralos que emanam de p nas diregdes
o; e az4q (veja a figura 2.3). Seja R o raio bissetor deste setor, partindo de p. Seja L a
reta euclidiana perpendicular a R passando por g. Seja p; (pix1) a intersecao de L com o
raio que parte de p na direcdo a; (@i}

Seja C a circunferéncia centrada em p de raio d.(p, p;). Note que, por construcao, C
passa por p;+1 € ¢ pertence ao segmento que liga p; € piy1-

Proposigao 2.2.12 (*) Sejam O,p,q,p;, piss € C como descritos acima. Seja L a reta
euclidiana com orientagdo iy, passando por g € seja p’ o intersecdo de L com o raio pp;
(figura 2.4{). Entdo o caminho O-poligonal (p,p’,q) € um dos caminhos O-poligonais com
uma esquina € de menor comprimento que liga p a q.

Demonstracao: Da demonstragao do Lema 2.2.10, segue-se que para todo caminho
O-poligonal de comprimento euclidiano minimo que utiliza somente duas orientagbes comn
mais do que duas esquinas existe um caminho O-poligonal com uma esquina que utiliza
as mesmas orentacoes e de mesmo comprimento. Consideraremos o caminho O-poligonal
{p,p’,q) como um caminho O-poligonal entre p e g.

Note que (p,p’,q) faz parte da fronteira do paralelogramo formado por o; e w41.
Além disso, as orientagdes o; e ;41 fazem com que p e ¢ estejam sobre uma diagonal
do paralelogramo. Como «; e ;1 formam um intervalo O-livre entdo o paralelogramo
é o de menor perimetro com p e ¢ sobre uma das diagonals. Assim, (p,p’,q) é um dos
caminhos O-poligonais de menor comprimento que liga p a g. O
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Figura 2.4: Construgao para obter um dos caminhos O-poligonais de menor comprimento
entre dois pontos.

Corolario 2.2.13 As orientagdes dos caminhos O-poligonais de menor comprimento en-

tre dois pontos distintos e com apenas uma esquina formam um intervalo O-livre.

Demonstracdo: Imediata da Proposicao 2.2.12.0

Nosso objetivo agora € definir uma geometria associada ao conjunto O em que o
nimero de segmentos de reta entre dois pontos é sempre um. Na realidade, definiremos
duas tais geometrias. Para isto, devemos inicialmente definir os conjuntos de retas que
fardo parte destas duas geometrias.

Definicao 2.2.14 (*) Chamaremos de reta degenerada uma reta euclidiane R cuja ori-
entacio ®(R) € O.

Chamaremos de teta nao degenerada um par de semi-retas com mesma origem e ori-
entagies o € 3 com o < 3 tais que a e 3+ 180 formam um intervalo O-livre, e o, € O.

Geometria Go

Definiremos a geometria Go cujo conjunto de retas é formado por todas as retas
degeneradas e néo degeneradas, cujo conjunto de pontos é R* e as relagdes de incidéncia

i2
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entre pontos e retas sao as mesmas da geometria euclidiana. Denominaremos as retas da
geometria Go de Gp-reta degenerada e Go-reta ndo degenerada conforme o caso.

Na geometria Go podemos ter dois segmentos de retas distintos passando por um dado
par de pontos.

Proposicido 2.2.15 (%) Seja R uma Go-reta e p e q dois pontos distintos de R entéo o

segmento da Go-reta que liga p a g € um caminho O-poligonal entre p e ¢ de comprimento
euclidiano minimo.

Demonstracdo: Imediata da Proposigao 2.2.12. O
Definiremnos a seguir duas geometrias onde o nimero de segmentos de retas entre dois
pontos quaisquer de R? é um. Para isto, particionaremos o conjunto de todas as retas nao

degeneradas em dois conjuntos segundo a orientacido do vetor resultante das orientacoes
das semi-retas utilizadas.

Definigdo 2.2.16 (%} Seja R uma reta ndo degenerada formada por duas semi-retas cujas
orientacées sdo o e 3. Diremos que R € positiva se

0< (& + 7)< 180,

» . ;o —_ PP N ~
e € negativa £m caso contrdrio, onde o € um vetor unitdrio com orientagdo e.
Geometria Go+ e Go-

Definiremos o conjunto das retas da geometria Gp+ como sendo constituido de todas
as retas degeneradas e todas as retas nao degeneradas positivas, o conjunto dos pontos
como sendo todos os pontos de R? e as relacdes de incidéncia conforme a geometria
euclidiana. Denominaremos as retas da geometria Gp+ de Go+-reta degenerada e Go+-
reta niao degenerada conforme o caso.

A geometria Gp- € definida similarmente. Note que as retas degeneradas fazem parte
tanto de Gp+ quanto de Gp- e note que se R é uma reta degenerada de Gp+ sua orientagao
é:

0 < ®(R) < 180.

Por conveniéncia, se K é uma reta degenerada de G- consideraremos sua orientacao
como sendo:

180 < ®(R) < 360.

Assim, convém chamarmos as retas degeneradas de positivas (negativas) se estas sio
vistas como retas de Go+ {Go-).
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Em resumo, as geometrias Gp+, Go-, Go e G, resolvem o problema da ndo existéncia
de retas passando por um dado par de pontos de R® pois nestas geometrias existe pelo
menos 1 reta passando por um dado par de pontos de RZ.

E importante observar que as geometrias Gp+ e Go- possuem um unico segmento
de reta entre quaisquer dois pontos. A geometria Go possul no maximo dois segmentos
distintos entre dois pontos qualsquer de mesmo comprimento euclidiano. A geometria G,
pode possuir um mimero infinito de segmentos de reta entre dois pontos qualsquer e nao
necessariamente possuem o mesmo comprimento euclidiano.

Como consequéncia da definicdo da geometria Go+ (Gp-), podemos formular, dentre
outros, problemas de convexidade que serao abordados nas segoes seguintes. Indicaremos
quando alguns destes problemas foram tratados na literatura através de uma abordagem
que essencialmente corresponde a considera-los na geometria G, que definimos.

Na secdo seguinte exibiremos defini¢oes de estruturas geométricas das geometrias Go+,

go— e Go.

2.3 Conceitos, Estruturas Geométricas e Proprie-
dades das Geometrias Gp, Go+ € Gp-

Daqui por diante, para simplificagdo de notaco, utilizaremos Gp. para denotar Go+ e
Go-, quando quisermos nos referir a ambas ao mesmo tempo.

Nesta se¢io definiremos conceitos e estruturas geométricas comuns as geometrias Go-
e Go. Para simplificacdo utilizaremos ¢ para denotar Go- € Go. Algumas propriedades
das geometrias Gy e G, sado exibidas no apéndice A. Ndo exibiremos tais propriedades
nesta secao pois acreditamos que desta forma a exposicao fica mais didética.

Definicao 2.3.1 (*) Um G-semi-plano € uma das duas regiées fechadas do plano cuja
fronteira € uma G-reta.

Daqui por diante S denotara um conjunto de pontos (nio necessariamente finito).

Definicdo 2.3.2 (*) Um conjunto S € G-convexo se a intersecio de S com gqualgquer
G-reta € coneza.

Definicdo 2.3.3 (*) A envoltéria G-convexa de um conjunto S € o menor conjunto fe-
chado G-convero que contém S.

Conforme veremos na subsecao 2.3.1 a intersecdo de conjuntos G-convexos € umn con-
junto G-convexo. Assim, envoltéria G-convexa estd bem definida, pois como no caso
euclidiano, “C” define uma relacao de ordem parcial para conjuntos G-convexos.
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Definicao 2.3.4 (*) Dados n pontos py,p1,- .., Pao1, que definem uma seqiiéncia de seg-
mentos de G-retas em ordem ciclica T; = pipiyy, 0 <1 < n—1, onde as somas dos indices
sdo tomadas modulo n, os pontos p;’s juntamente com os segmentos T;’s formam um G-
poligono. Os pontos sio chamados de vértices e os segmentos de G-arestas do G-poligono.

Defini¢ao 2.3.5 (*) Dizemos que um G-poligone P = (pg,p1,--.,pr-1) € simples se ele
salisfaz a seguinle propriedade:

o todas as arestas de P sdo disjuntas exceto pelos vértices que as arestas consecutivas
compartilham, isto €, T; N Tiyq = {piy1} para 0 < i <n—-1eTinNT; = § para
r<j—leyg<id+n-—1.

Como nesta tese nao utilizaremos o conceito de G-poligonos nao simples, todas as
referéncias a G-poligonos subentendem como G-poligonos simples. Além disso, quando
nos referirmos a um G-poligono consideraremos as vezes também o interior do mesmo.

Definigdo 2.3.6 (*) Um G-poligono € G-convero se sua intersecdo com qualquer G-reta
¢ coneza.

Chamaremos de menor G-poligono G-convero envelvente de um conjunto S o menor
G-poligono G-convexo que contém S.

Veremos na subsecao 2.3.1 que esta definicdo é consistente apenas nas geometrias
Ga, Go e Gp-, pois a intersecao, nestas geometrias, de G-poligonos G-convexos é um G-
poligono G-convexo. Logo, “C” estabelece uma relagio de ordem parcial entre G-poligonos
G-convexos para § = G3,G0,Go-.

2.3.1 Propriedades das Geometrias Gp, Go+ e Gp-

Nesta secao descreveremos propriedades comuns as geometrias Go € Go-.
Incidéncia

Conforme vimos anteriormente, existe pelo menos uma G-reta passando por qualquer
par de pontos do R?.



G-convexidade Demostraremos agora que um conjunto Go--convexo pode ser dado por
intersecoes de Go--semi-planos. Este fato é demonstrado na Proposicac 2.3.12 que utiliza
os resultados das Proposigoes 2.3.7, 2.3.8 € 2.3.9 e as definigbes 2.3.10 e 2.3.11.

Proposigao 2.3.7 (*) Um conjunto G-convero € conezo.

Demonstragdo: Seja P um conjunto G-convexo. Suponha, por absurdo, que P seja
nao conexo. Sejam Py e P; componentes conexas de P. Sejam py, p; pontos de Py e Py,
respectivamente. Seja R uma G-reta passando por p; e p. A intersecdo de R com Py e
P, é ndo conexa, o que contradiz 2 hipdtese de que P é G-convexo. O.

Proposigdo 2.3.8 (*) A intersegdo de dois conjuntos G-convezos € um conjunto G-
CONVETO.

Demonstragdo: Sejam P; e P; conjuntos G-convexos. Suponha, por absurdo, que
P, NP, é ndo G-convexo. Assimn, seja K uma G-reta tal que R0 (P;NP3) é nao conexa.

Sejam py, p2 € r tals que os pontos p; e pz pertencem a componentes conexas distintas
de RN {P; N P3) e, além disso, seja p’ um ponto pertencente ao segmento de R que liga
1 a pp tal que p' € (P, N Py).

Por hipétese, Py (P;) é G-convexo. Além disso, p1,ps € P; {P3). Assim, a intersegéo
de R com Py (Py) é conexa. Logo temos que p’ € Py (P;). Portanto, p’ € (P1NP;3), 0
que contradiz a escolha de p’. O

Proposicao 2.3.9 (*) Seja P um conjunto Go--convero e p € P. Fntdo existe pelo
menos um raio com origem em p cuja orientacdo pertence a O tal que este ndo intercepla

P.

Demonstragao: Seja K um ralo com origem em p e orientacdo a € O tal que R
intercepta P. O raio R’ com origem em p e orientagdo a + 180 nao intercepta P, pois do
contrario P seria nao Gos-convexo. O

A seguir definiremos um conceito a ser utilizado na Proposicao seguinte.

Definicao 2.3.10 (*) Denominaremos de bragos de uma Go-reta ndo degenerada as duas
semi-retas que a formam.

Para distinguirmos os bragos esquerdo e direito de uma Gp-reta nao degenerada con-
sideraremos umn observador referencial que situar-se-4 na intersecao das semi-retas que a
formam olhando no sentido do vetor resultante das orientagdes destas semi-retas. Veja a
figura 2.5.
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Figura 2.5: Observador usado como referéncia.

Definigao 2.3.11 (*) Seja T wma Gp-reta ndo degenerada. Entdo o brago esquerdo
(brago direito) € a semi-reta de T que estd a esquerda (direita) do observador descrito
acima.

Para denotar o brago esquerdo {direito) de uma Gp-reta T utilizaremos a notagio
B.{T) (Bs(T")). Além disso, para referenciarmos a orientagido de cada braco de uma
Go-reta nao degenerada T usaremos

$(B.(T) e B(B.(T)).
No caso de uma Go-reta degenerada T utilizaremos
o(T").

Proposigao 2.3.12 (*) Um conjunto fechado € Go--convezro se e somente se ele € dado
por intersecdo de Goe-semi-planos.

Demonstracao:

<= Seja P um conjunto dado por intersecoes de Gp.-semi-planocs. Note que Go«-semi-
planos sio conjuntos Gee-convexos. Pela Proposicao 2.3.8, a intersecdo de conjuntos
Go.-convexos é um conjunto Gp.-convexo. Assim, P é um conjunto Go.-convexo.

= Seja P um conjunto Gp.-convexo e seja p € P, mostraremos que existe um Goe-
serni-plano que contém P e ndo contém p.

Pela Proposicao 2.3.9 existe um raio Ry com orientacao a € O e origem em p tal que
Ry nao intercepta P. Como P é fechado, da Go+-convexidade de P segue-se que existem
raios euclidianos com origem em p e de suporie do conjunto P tals que estes estdo a
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Figura 2.6: Construcdo da demonstracao da Proposigao 2.3.12.

Figura 2.7: Construcao da demonstracao da Proposicao 2.3.12.
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esquerda e a direita de iy com relagdo a um observador situado no ponto p e othando na
direcao do raio Hg.

Assim, sejam £, e R; os raios euclidianos de suporte do conjunto P com origem em
p. Além disso, sejam p1 e p; os primeiros pontos das intersecoes de R; e R; com P,
respectivamente (veja a figura 2.6). Seja B uma Gp--reta que passa por p; e pa.

Consideraremos o caso em que R é uma Gp--reta nao degenerada, o caso em que f é
degenerada é analogo. '

Pela Gp--convexidade de P, o segmento de reta de R entre p; e p; esta inteiramente
contido em P. Seja eg a esquina de R. Considere agora o segmento de reta euclidiana
que liga €g a p. Seja p’ o ponto da intersecao deste segmento com a fronteira de P mais
proximo de p. Além disso, seja i a mediana do segmento de reta euclidiana p'p (veja a
figura 2.6).

A Gps-reta R’ paralela a R com esquina em m limita um Gp--semi-planc que nao
contém p. Mostraremos que R nao intercepta P.

Suponha, por absurdo, que R’ intercepta P. Devemos analisar dois casos:

e os dois bracos de R’ interceptam P; neste caso temos que m € R em € P, ou
seja, a intersecao de R’ com P é ndo conexa, o que é uma contradicio, pois P é
Go«-convexo;

e apenas um dos bragos de R’ intercepta P; suponha, sem perda de generalidade, que
o brago esquerdo de R’ intercepta P, num ponto p" (figura 2.7).
Seja T' a Gp+-reta degenerada com orientacao ®(Be(R')) que passa por m.
Temos que p” € T'NP, m € T"\P ¢ T'NBA(R) € T'NP contradiz a Gp--convexidade
de P. O

A Proposi¢ao 2.3.12 nao é valida nas geometrias Go e G, pois nestas duas geometrias
existemn semi-planos que nao sao convexos. Na Proposi¢io seguinte estabelecemos uma
propriedade semelhante & da Proposigac 2.3.12.

Proposigao 2.3.13 (*) Um conjunto fechado € Go-convero se e somente se ele € dado
por intersecdo de Go-semi-planos Go-convezos.

Demonstracao: Analogo a demonstracao 2.3.12. O

Proposigao 2.3.14 (*) Seja P um conjunio Go-convezo. Entdo P € dado por intersecies
de Go-semi-planos limitados por Go-retas degeneradas.

Demonstragao: Consegliiéncia das definigoes de Gp+ e Go- retas. O
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Figura 2.8: A fronteira da intersecao pode ser descrita por vértices de P e © malis os
pontos de intersecao das arestas.

G-poligonos Agora daremos algumas propriedades sobre G-convexidade em G-poligonos.

Proposicao 2.3.15 (*) A intersecao de dois G-poligonos G-convezos € um G-poligono
G-converzo.

Demonstracio: Sejam P e @ dois G-poligonos G-convexos. Pela Proposiciao 2.3.8
a intersecdo de conjuntos G-convexos € um conjunto G-convexo e pela Proposicao 2.3.7
conjuntos G-convexos sao conexos.

Além disso, a fronteira da intersecido de P e Q sera dada por segmentos de G-retas,
j4 que as fronteiras de P e Q sao formadas por segmentos de G-retas. Assim, a fronteira
da intersecao pode ser descrita por uma sequéncia de pontos provenientes de P, Q e dos
pontos da intersecio P N Q {veja um exemplo na figura 2.8). O

Proposicao 2.3.16 [*) O menor Go--poligono Go+-convezo envolvente de um conjunto
S € dado por intersegées de Go--semi-planos.

Demonstracio: Tmediata da Proposicio 2.3.12. O

Proposigao 2.3.17 (*) O menor Go-poligono Go-convezo envolvente de um conjunto S
€ dado por intersecoes de Go-semi-planos Gpo-converos.

Demonstragdo: lmediata da Proposicio 2.3.14. O

Envoltéria G-convexa Exibiremos agora algumas propriedades sobre Envoltoria G-
convexa.

Proposicao 2.3.18 (¥} A envoltoria Go--convezra € dada por intersecées de Go«-semi-
planos.
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Demonstracdo: Imediata da Proposigao 2.3.12. O

Proposicao 2.3.19 (*) A envoltdria Go-conveza € dada por intersecies de Go-semi-
planos limitados por Go-retas degeneradas.

Demonstracao: Imediata da Proposicao 2.3.14. O

Proposigao 2.3.20 (*) A envoltoria G-convera de um conjunto S € igual ao menor G-
poligono G-convero envolvente de S.

Demonstracdo: Sejam EC(S) e MPCE(S) a envoltdria G-convexa e o menor G-poligono
G-convexo envolvente de S, respectivamente. Inicialmente mostraremos que

MPCE(S) c EC(S).
Suponha por absurdo que existe
p € MPCE(S) \ EC(S).

Assim, p € S pois p ¢ EC(S). Como EC(S} é um conjunto G-convexo e p € EC(S)
entao pelas demonstragées das Proposices 2.3.12 e 2.3.13 existe um G-semi-plano M
{G-convexo) que separa p de EC(S).

Note que a G-reta que limita H intercepta MPCE(S). A intersecao de H com MPCE(S)
é um G-poligono G-convexo menor do que MPCE(S), o que é uma contradigao.

Por ouiro lado,

EC(S) C MPCE(S).
por definicao de EC(S). O

2.3.2 Intersecao de Gp-semi-planos

Apresentamos aqui uma interessante relacao entre intersecao de Gp-semi-planos e en-
voltdria Geoe-convexa.

Proposigao 2.3.21 (*) A intersegdo dos Go-semi-planos que contém um comjunto S €
dada pela intersecdo da envoltéria Go+-conveza com a envoltoria Go--convera de S.

Demonstra¢ao: Fazer intersecao de todos Go-semi-planos que contém S é equivalente
a fazer intersecao da intersecao dos Gp+-semi-planos que contém S com a intersegzao dos
Go--semi-planos que contem S.

Pela Proposicao 2.3.13 a envoltdria Go--convexa é dada por intersecio de Gp--semi-
planos. Portanto, a intersecao de Gp-semi-planos que contém S é dada pela intersecio
das envoltérias Go.-convexas de S, O



Figura 2.9: Ilustragio para a Proposicio 2.3.22.

Disposicao de Gp+-retas

A seguinte Proposigao mostra uma relacio que existe entre Go-retas. Tal relagdo sera
utilizada para o calculo de complexidade do algoritmo para determinacio da envoltéria
Go+-convexa a ser dado no capitulo 3.

Proposigao 2.3.22 (*) Sejam R ¢ S duas Go-retas ndo degeneradas. Além disso, seja
T uwma Go-reta degenerada. Entdo

1. (figura 2.9)
O(Ba(R)) < B(B.(5)) < ®(B.(R))

B(Bu(R)) + 180 < O(B4(S)) < B(B.(R)) + 180

ou

(Bs(R)) < ©(Bu(S5)} < O(BAR))

®(By(R)) + 180 < ®(B.(5)) < ®(B.(R)) + 180.

®(Bs(R)) < ®(T) < B(B.(R)).

Demonstracao: A Go-reta R é nao degenerada, assim pela Corolario 2.2.13 os intervalos

[®(B4(R)), ®(B.(R)) + 180]

[®(B.(R)), (B4(R)) + 180]
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sao intervalos (-livres.

Desta forma, qualgquer braco, tanto o esquerdo quanto o direito, de uma outra Gp-reta
nao degenerada nao pode estar no intervalo O-livre de R. Portanto,

(Ba(R)) < ®(B.(5)) < &(B.(R))

®(Ba(R)) + 180 < @(Ba(5)) < ®(B.(R)) + 180

ou

®(Bu(R)) < (B4(S5)) < ®(B.(&))
®(Ba(R)) + 180 < &(B.(S)) < ®(B.(R)) + 180.

Ademais, qualquer Go-reta degenerada 7' deve ter sua orientagac fora do intervalo
O-livre de . Assim,

®(B4(R)) < ®(T) < 3(B.(R)).0

Em outras palavras, a Proposicao 2.3:22 afirma que no caso de duas Gp-retas nao
degeneradas, o brago direito de uma delas esté entre os bragos da outra e a orientagao do
braco esquerdo daquela esta entre as orientacdes simétricas do braco direito e esquerdo
desta.

Além disso, a Proposigao 2.3.22 diz que nao pode haver uma Go-reta degenerada 1 e
uma Go-reta nao degenerada R que, no sentido anti-horario, antecede By(R) ou sucede
B.(R).

No capitulo seguinte utilizaremos algumas das Propriedades sobre Gp+-convexidade
para construgao de um algoritmo para a determinacao da envoltéria Gp+-convexa.
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Capitulo 3

Construcao da Envoltéria
GoH+-convexa

Neste capitulo descrevemos um algoritmo para determinacao da envoltoria Go+-convexa
de um conjunto de pontos. A abordagem a ser utilizada é a da divisdo e conquista similar
4 usada em [11].

Na secao 3.1 sao dadas algumas propriedades relevantes para a descricao de um al-
goritmo para determinacao da envoltdria, na secio 3.2 descrevemnos o referido algoritmo
e na secao 3.3 damos a prova de corregdo e, por fim, na secido 3.4 é feita a analise de
complexidade do algoritmo.

3.1 Propriedades Relevantes para o Algoritmo

Nesta secao descreveremos algumas propriedades relativas a envoltéria Gp+-convexa. A
construcdo dela sera por divisao e conquista.

A divisdo do problema é realizada através de uma Gp+-reta [ degenerada e [|S|/2]
pontos de S estdo a esquerda de L e |[S]|/2] estao a direita de L (possivelmente sobre L}.
Assumiremos que, a menos de uma rotagao, 90 € O, e daqui por diante L é uma Go+-reta
degenerada tal que ®(L) = 90.

Mostraremos a seguir que apesar de trabalharmos com um nimero limitado de ori-
entacoes a envoltéria é limitada.

Proposicao 3.1.1 (*) A envoltéria Go+-convera de S € limitada para é > 4.
Demonstragdo: Sejam Ry, Ry duas Go+-retas degeneradas. Sejam Hp, e Hp, (Mg, e

H, ) dois Go+-semi-planos de suporte de S tal que a fronteira destes é dada por Gp+-retas
degeneradas com orientacao o(R:) (o(Rz)).
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Note que a intersecao destes quatro semi-planos de suporte determinam um qua-

drildtero limitado que contém a envoltdria Gp+-convexa de S que €, portanto, limitada.
]

Convencao

Convencionaremos que uma Go+-aresta de uma envoltéria Gp+-convexa é a parte da
fronteira da envoltoria dada por um segmento de uma Gp+-reta T tal que os extremos
deste segmento sdo pontos de S e, além disso, este segmento é o maior segmento de T
cujos extrermnos sao pontos de S.

Daqui por diante, denotaremos por ECg_, (S) a envoltoria Gp+-convexa de um con-
junto finito de pontos S.

Definiremos a seguir uma relacao de ordem entre pontos que serd usada para deter-
minar dois pontos na fronteira da envoltéria Gp+-convexa (Proposiciao 3.1.3). De posse
desses dois pontos determinaremos duas sequéncias de arestas da envoltoria denominadas
de cadeia superior e cadeia inferior dadas na definicao 3.1.4.

Defini¢do 3.1.2 Dizemos que um ponto p estd a esquerda (direita) de uma Go+-reta de-
generada se p estd 4 esquerda (direita) de um observador olhando na direcdo da orientagdo
da reta.

Proposigdo 3.1.3 (*) Seja S um conjunto finito de pontos em R* e considere a ordenagdo
dos pontos segundo uma Go+-rete degenerada. Seja pn, (py) o ponto mais a4 esquerda

(direita) e com menor ordenada possivel. Entdo p,, {pa) pertence a fronteira da envoltoria
Go+-conveza de S.

Demonstragio: Suponha, por contradi¢io, que p,, nao pertence a fronteira da en-
voltéria Gp+-convexa de 5, ou seja, p,, pertence ao interior de S.

Seja H areta vertical que passa por p,,. Note que o conjunto S esté totalmente a direita
da reta H e, além disso, A limita um Gp+-semi-plano de suporte e, portanto, a intersecao
da envoltéria Gp+-convexa com o Gp+-serni-plano de suporte limitado por H resulta em
um conjunto Gp+-convexo menor do que a envoltdria Gu+-convexa. Contradicdo. [

Definicdo 3.1.4 (*) Seja S um conjunto finito de pontos em R? ¢ considere a ordenacdo
dos pontos com relagdo a o := 90. Seja pn (pu) o ponto mais & esquerda (direita) e com
menor ordenada possivel. Defintremos a cadela superior de ECQO+(S) relativa a L como
a sequéncia de Go+-arestas da fronteira de EC5_ , (S) que vai de pn, a py no sentido
hordrio com relagdo a um ponto interior a envoltoria Go+-convera. Analogamente, a
cadeia inferior de ECg_, (S) relativa a L ¢ a seqiéncia de Go+-arestas da fronteira de
ECg,. (S) que vai de p,, a py no sentido anti-hordrio com relagdo @ um ponto interior @
envoltéria Gn+-conveza.
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Figura 3.1: Ilustragdo para a Proposicio 3.1.7.

Definiremos a seguir o termo “ponte superior” que serd usado no algoritmo para de-
terminacio da envoltdria Gp+-convexa.

Definicao 8.1.5 (¥) Seja ECg_, (S) a envoltoria Go+-conveza de S e denote as cadeias
superior e inferior relativas ¢ uma deda Go+ -reta degenerada L, respectivamente, por C'S
e C1. Denominaremos de ponte superior com relacao a L a Gp+-aresta da cadeia superior
interceptada por L. No caso de duas G+ -arestas interceptarem L entdo a ponte superior
com relacido a L € a Gp+-aresta cujo extremo esquerdo ¢ interceptado por L. A ponte
inferior com relacao a L € definide analogamente.

As Proposigdes 3.1.6, 3.1.7 e 3.1.8 dizem respeito a ponte superior e serao utilizadas
na descrigao do algoritmo.

Proposigao 3.1.6 (*) Seja CS a cadeia superior relativa a L da envoltdria Go+-conveza
de S. Considere o conjunto A das Go+-arestas de C'S sem seus pontos extremos. Fntdo
L intercepta no matimo uma Gps-aresta de A.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que L intercepta mais de uma Gp+-aresta de
A. Note que toda gop-aresta pode ser estendida para uma Gp+-reta de suporte de S
(Proposicao 2.3.12). Assim, se L (®(L) = 90) interceptar duas Gp+-arestas uma das
duas vai possuir intersecao com L acima da outra e ao estendermos as Gp+-arestas para
o infinito uma das Gp+-retas estendidas vai separar os extremos da outra Gp+-aresta.
Contrariando o fato de que as Gp+-retas extendidas sdo de suporte. O.

A seguir temos duas Proposi¢oes relacionadas a uma ponte superior com relacao a L.
As Proposigdes para a ponte inferior sao analogas e por isso sao omitidas.
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Proposi¢do 3.1.7 (*) Uma Go+-reta ndo degenerada cujas orientagdes dos bragos diretto
e esquerdo sdo o e 3, respectivamente, € umae Gp+-reta de suporte de 8 cujo brago direito
¢ interceptado por L se e somente se existem:

s uma Go+-reta degenerada Ty com orientacdo o que € uma Go+-reta de suporte do
conjunto

Sy:={p €5 :p estd a direita de L} ¢ ;

o uma Go+-reta degenerada Ty com orientacdo 8 que € uma Go+-reta de suporte do
conjunto

S.:={p' €8 :p estd ¢ esquerda de T1}

e além disso, os raios partindo de Ty N1y com orientacoes o € 3 que formam um intervalo
O-livre € S4U S, = 8 (vejo a figura 3.1).

Demonstracdo: Como « e [ formam um intervalo O-livre entio os raios partindo de
Ty T, formam uma Gp+-reta. Note que o brago direito Ty € possul todos os pontos de Sy
de um s6 lado, o mesmo acontece com Ty. Como S, U S, = S entao temos uma Gp+-reta
de suporte. O

Note que uma das hipdteses da Proposicio 3.1.7 pede que L intercepte o braco direito
da ponte, esta hipotese pode ser modificada e exigir-se que L intercepte o braco esquerdo
da ponte. Neste ultimo caso, as conclusdes serao andlogas.

Apresentaremos agora uma Proposicao analoga a 3.1.7 para o caso em que a ponte é
um segmento de Go+-reta degenerada.

Proposicdo 3.1.8 [*) Sejam p,q € R? tais que p.x < gz ¢ ®(pg) & O. Além disso,
sejam o, 3 € O tais que {(a, 8 + 180) € uma intervalo O-livre. Seja | wm dos caminhos
O-poligonais com apenas uma esquina entre p e g que utiliza as orientacdes o e §. Entdo
[ € um segmento de Go+-reta se ®(pg) € (o, 8 + 180) e o wvetor resultante da soma dos
vetores unitdrios com orientagdes o e 3 estd em [0, 180).

Demonstragdo: Imediata da Proposiciao 2.2.10.0
Descreveremos a segulr um algoritmo para determinacao da envoltdria Go+-convexa.

3.2 Descrigao do Algoritmo (*)
Descreveremos um algoritmo para construcao da envoltéria Gp+-convexa para um con-

junto finito de pontos em R?. Utilizaremos uma abordagem de divisao e conquista seme-
lhante a usada em [11].
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Algoritmo Envoltéria-Gp+-Convexa-Superior
Entrada: Conjunto de pontos S.
Saida: A cadeia superior da envoltéria Gp+-convexa de S.

M; = {p:p.xz < q.z,Vg € S}

M, = {p: p.x > q.z,Yg € S}

seja p,, o ponto de menor ordenada em M,

seja pys o ponto de menor ordenada em M,

se |S| = 1 entao devolva p,, senao devolva CadeiaSuperior(p.,pa,S)

Figura 3.2: Algoritmo Envoltéria-Go+-Convexa.

A construcao da envoltéria Gp+-convexa serad realizada em duas partes: primeiro
a construiremos a cadeta superior da enveltdria §p+-convexa e, porsteriormente, con-
trufremos a cadeia inferior. Assim a obtencao da envoltéria Go+-convexa de S serz dada
pela concatenacgdo das cadeias superior e inferior.

Como os procedimentos para a construcao da duas cadelas sao semelhantes, descre-
veremos apenas a construcao da cadela superior. Conforme ja observado a divisao do
problema serd realizada através de uma Gp+-reta L degenerada.

Nesta abordagem, ao invés de resolvermos as instincias menores do conjunto S que
foram criadas pela divisao, trataremos primeiramente de determinar como combinar as
solucoes que vamos obter. Em outras palavras, devemos primeiramente encontrar uma
Go+-aresta da cadeia superior que intercepta L. Se duas Go+-arestas da cadeia superior
interceptarem L, ou seja, se L contiver um vértice v da envoltéria Gp+-convexa entao
devernos identificar a Go+-aresta que possui v como ponto extremo esquerdo. Dito de
outra forma, devemos encontrar a “ponte superior com relagdo a L”. Daqui por diante,
utilizaremos apenas o termo “ponte com relacido a L7, salvo quando necessario diferenciar.
Nas figuras 3.2 e 3.3 apresentamos os algoritmos que descrevern os passos acima descritos.

Note que no algoritmo da figura 3.3, 0 comando Ponte(S, L}, na linha < 1 >», atribui
a (r,s) os pontos extremos da ponte com relagdo a L. Descreveremos em seguida como
obter tais pontos.

A Proposicdo 3.1.7 sugere um método para encontrar a ponte com relagdo a L.
Inicialmente verificaremos se a ponte com relagdo a L é um segmento de uma Go=+-reta
degenerada. Para cada oy € O, 1 <1 < 6/2, seja R, 0 conjunto de retas euclidianas com
orientagio «; passando por pontos de S, e seja também I,,; o conjunto das intersegdes das
retas de R,, com L. Além disso, seja max,, o ponto de maior ordenada em I, e seja R,
a reta euclidiana de R, que passa por max,,.

Se existir um valor para ¢ tal que R,, NS contém pontos a esquerda e a direita de
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Algoritmo CadeiaSuperior

Entrada: Pontos p,,,pay extremos da cadela superior da envoltoria Go+-convexa e o
conjunto S de pontos.

Saida: A cadeia superior da envoltéria Go+-convexa.

seja ¢ um numero real tal que
p.z < a para [|S]|/2] pontospec Se
g.x > a para [|5]/2| pontos g S
L:={(z,y):z=a}
(r,s) —Ponte(S, L) < 1>
E:={p:pzx<rzVpeS}
D:={p:pz>szV¥pecS}
imprima(r, s}
se r #* p,, entao CadeiaSuperior(p,,,r, E)
se s # py entao CadeiaSuperior(s, pps, D)

Figura 3.3: Algoritmo CadelaSuperior.

L entao encontramos uma Gp+-reta de suporte de S e portanto temos uma ponte com
relacao a L. Note que se existir um valor ¢ tal que B,, NS contém pontos a esquerda e &
direita de L entao este valor é inico. Por outro lado, se nao existir um valor para ¢ que
satisfaga a condi¢do acima entdo devemos procurar a ponte com relacio a L em segmentos
de Gp+-retas nao degeneradas (a figura 3.4 ilustra um dos casos).

A determinacdo da ponte com relacido a L no caso em que a ponte é um segmento de
Go+-reta nao degenerada baseia-se na Proposiciao 3.1.7. Inicialmente consideraremos que
toda Gp+-reta nao degenerada é uma Gp+-reta candidata a contribuir com um segmento
que formaré a ponte superior com relacio a L.

Descreveremos agora como verificar se uma Gep+-reta candidata realmente contribui
corn um segmento que formara a ponte, tratando apenas o caso em que uma dada ori-
entacdo o € O € a orientacido do brago direito de uma Gp+-reta (Proposicao 3.1.7), pois
0 caso em que o € a orientagao do brago esquerdo é analogo.

Se nesta analise a Gp+-reta candidata néao for aquela que contribui com a ponte entio
descartaremos «, consequentemente descartaremos a Gp+-reta considerada, e tomaremos
outra orientacao em O,

Seja o € O tal que a é a orientagdo do brago direito de uma Gy+-reta cuja orientacao
do brago esquerdo é 3. Seja S41)(Sc.z;) 0 conjunto de pontos de S a4 direita (2 esquerda)
de L, Ry} 0 conjunto de Go+-retas degeneradas com orientagdo o passando por pontos
de S(4.1) € I44) © conjunto de pontos dados pelas intersegbes de £ € Ry ,y com L. Além
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Figura 3.4: Caso em que a ponte superior origina-se de uma Gp+-reta degenerada.

disso, seja Ry € Rygq) a Go+-reta cuja intersegio com L possui maior ordenada em Ijg,,).

Seja S(e,r,) © conjunto de pontos de S a esquerda de L e & esquerda ou sobre R,
seja Rie,g) 0 conjunto de Go+-retas degeneradas com orientagido J passando por pontos
de S}(e,RQ)-

E facil ver que se S, r,y = 0 entdo nio existe Go+-reta de suporte de S cuja orientacio
do brago direito é & que passe por pontos de S¢; 1) e S(. 1). Em outras palavras a Go+-reta
cuja orientagdo do brago direito é a ndo contém uma ponte (a figura 3.5 ilustra esse caso).
Devemos entao considerar outra orientacao e recomecar o método.

Suporemos entdo que S,y 7 0. Assim, seja I(. g o conjunto de pontos dados pelas
intersecoes de R € Ry, ) com R,. Além disso, seja R € Ry, g) a Go+-reta degenerada
cujo ponto de intersecdo com R, é o mais proximo do ponto de intersecao L N R,.

Agora, seja pq 0 ponto de S mais afastado do ponto L N R, tal que py € R, e seja pe
o ponto de S mais afastado do ponto L N R, tal que p; € Rs (veja a figura 3.6).

Note que os Talos com orientacao o e 3 com origem em R, N By passando por py e p.
formam um caminho O-poligonal C com uma dnica esquina. Este caminho O-poligonal é
uma Go+-reta pois, por escotha, o é uma orientagdo do braco direito de uma Gp+-reta. O
Algoritmo Ponte aparece na figura 3.7. Os algoritmos chamados pelo algoritmo Ponte

sao dados nas figuras 3.8, 3.9 e 3.10. O Algoritmo CasoEsq foi omitido por ser analogo
ao algoritrno CasoDir.
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S(e,Ry) =10
S(e, L) S(d, L)

S{e, L) S(d, L)

Figura 3.6: A orientagdo « ¢ a orientacio do brago direito da ponte superior.
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Algoritmo Ponte
Entrada: Conjunto de pontos S e a Gp+-reta degenerada L.
Saida: Pontos extremos da ponte com relacao a L.

S(.r) := {p € S: p estd & esquerda ou sobre L}

Siar) = {p €S : pestd & direita ou sobre L}

(pe,pa, ACHOU ) +—CasoDeg(S(..1), S(a.r), L)

se ndo ACHOU entéo (p.,ps) +— CasoNaoDeg(S(1).S(..r), L)
devolva (p., ps)

Figura 3.7: Algoritmo Ponte.

Algoritmo CasoDeg
Entrada: Conjunto de pontos Sic 1), S(a,1), a Go+-reta degenerada L.
Saida: Pontos extremos da ponte com relagao a L.

se S, 1y C L e Sy C L entao < 1>
pe = (p € Sery : ¥ < ¢y, V9 € S(epy U Sar))
pa = (p € S(e,1) 1 P-Y > ¢.¥, V9 € S(ery U S(ar)
devolva (p., p4, verdadeiro)
senao
¢ e 1
repita
seja R,, o conj. das gop-retas deg. com orientacao «; passando por pontos de S
L.={p:p=RnL,ReR,}
maxXe, ;= (p€1:py>qy,q€l.)
seja R,, a Gp+-reta degenerada que passa por max, com orientagio o
P :={R,, NS}
se |P] s 1 entao
pe:=(p& P:pzr<quzVgeP)
pi={(pEP:pz>qxVge& FP)
se p. estd a esquerda de [ e py & direita de L entéo
devolva (p., ps, verdadeiro)
te—1+1
até que 1 > 6/2
devolva (7,7, falso)

Figura 3.8: Algoritmo CasoDeg.
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Algoritmo CasoNaoDeg
Entrada: Conjunto S.1),8(41), a Go+-reta degenerada L.
Saida: Pontos extremos p, € py.

1 — 1
repita
se «; é a orientagao do brago direito e o; # 90 entao L1l>
(pe, Pds ACHOU) — CasoDir(ai? S(d,L}7 L)
senao

(pe, pa, ACHOU) + CasoEsq(cy, S(. 1y, L)
se ACHOU entao devolva (p.,p;} senédo i « 1+ 1
até que z > ¢

Figura 3.9: Algoritmo CasoNaoDeg.

3.3 Corretude do Algoritmo (¥*)

O algoritmo CadeiaSuperior (figura 3.3) realiza a divisao de 8 através da construcao
dos conjuntos E e D, e elimina os pontos que nao podem contribuir como pontos extremos
da ponte com relacao a L. A Proposigao seguinte demonstra que aqueles pontos podem
de fato ser eliminados.

Proposicao 3.3.1 Seja P a ponte com relagdo a L com pontos exiremos r e s tal que
r.z < s.z. Seja
F:={peS:rz<pz<szepg P}

Entdo para qualquer g € F, ¢ ndo € vértice de nenhuma Go+ -aresta da cadeia superior de

EC5_, (S).

Demonstragdo: Analisaremos apenas o caso em que P é um segmento de uma Gp+-reta
nao degenerada, o caso degenerado é analogo. Suponha, por absurdo, que existe ¢ € F
 tal que ¢ é um ponto extremo de uma ponte superior P’ com relagdo a uma Gp+-reta
degenerada L' com ®{L’) = 90, assuma s.p.g que L’ estd & esquerda de L.

Faremos a demonstracdo analisando dois casos: a ponte P’ é um segmento de uma
Go+-reta degenerada e a ponte P’ é um segmento de uma Gp+-reta nao degenerada.

1. Suporemos agora que a ponte P’ é um segmento de uma Gp+-reta B degenerada.
Pela Proposicao 2.3.22 a orientacao de uma Gp+-reta degenerada esta entre os bragos
de toda Gp+-reta nao degenerada. Assim,

O(B.(P)) < ®(R) < ®(Ba(P)).
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Algoritmo CasoDir

Entrada: A orientacdo &, o conjunto Sy 1y, a Go+-reta degenerada L.
Saida: Pontos extremos p. € pg.

seja [ uma orientacao de O fal que
a e 8 formam um intervalo O-livre
seja Ryq) 0 conj. das Gp+-retas deg. com orientagdo « passando por
pontos de Sz 1)
I(d,a} = {p p= En L,R < R(d,a)}
max; = (p € Lgoa) 1 p¥ 2 ¢.4,Vq € Lany)
seja R, a Gp+-reta que passa por max; tal que ®(R,) =«
S(e,r.) = {p € 5 : p estad a esquerda ou sobre R,}
s5€ S(e,RQ) % @ entao
seja Ry, 3 o con). das Go+-retas deg. com orientacdo B passando por
pontos de S¢ g,
I(eﬁ) = {p :p=RNR, Re R(e,ﬁ)}
seja fig € R. 5 a Go+-reta degenerada cujo ponto de intersecdo
com £, € o malis proximo do ponto de intersecao LN R,
seja pg o ponto de S mais afastado do ponto L N R,
tal que ps € R,
seja p. o ponto de S mais afastado do ponto L N R, tal que p, € R;
devolva {p., ps,verdadeiro)
devolva (7,7, falso)

Figura 3.10: Algoritmo CasoDir.
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Se ®(Ba(P)) < ®(R) < 90 entao a Gp+-reta R separa r de s (contradigio). Por
outro lado, se 90 < ®(R) < ®(B.(F)) entao R separa r de s (contradigdo) ou R
contribui para uma ponte inferior.

2. Analisaremos agora 0 caso em que a ponte superior P’ é um segmento de uma
Go+-reta R ndo degenerada. Pela Proposicao 2.3.22 os bracos de R sdo tais que

®(Ba(P)) < ®(B.(R)) < ®(BlP))

B(By(P)) + 180 < ®(Ba(R)) < B(B.(P)) + 180.

Assim, da mesma forma que no caso degenerado aplicando-se argumento analogo
do itern anterior a cada braco da Go+-reta ndo degenerada R, temos que Gp+-reta
R passando pelo ponto ¢ separa r de s (contradi¢do). O

A ponte com relagao a L

O algoritmo Ponte encontra a ponte com relagdo a L analisando dois casos: ou a
ponte é um segmento de Go+-reta degenerada ou a ponte é um segmento de Go+-reta nao
degenerada {com esquina entre seus pontos extremos}.

Os dois casos sao divididos nos algoritmos CasoDeg e CasoNaoDeg. Analisernos
inicialmente o algoritmo CasoDeg. Devemos analisar duas situacdes a saber:

e a orientagao do segmento de Gp+-reta degenerada que € a ponte com relacao a L
possul a mesma ortentagao que L;

e as orientacoes da ponte e da Gp+-reta degenerada L sao distintas.

A primeira situagao ocorre somente quando os pontos de S¢. 1) e 541 estao sobre L.
Este caso é previsto no ponto < 1 > na figura 3.8.

Na segunda situacdo, o algoritmo CasoDeg escolhe dentre as Gp+-retas degeneradas
que passam por pontos de S aquela que possui intersecio de maior ordenada com L e que
possui pontos a esquerda e a direita de L. Note que a Gp+-reta assim escolhida é uma
Go+-reta de suporte de S e portanto contribui com um segmento para uma poate com
relacdo a L.

No caso em que nenhuma Gp+-reta degenerada satisfaz a condigao de escolha entao o
algoritmo CasoNaoDeg encontrard a ponte com relagao a I conforme veremos a seguir.
A orientacio « escolhida em < 1 > (figura 3.9) é a orientagao do brago direito de uma
Go+-reta tal que o # ®(L). Assim, Iy, . # 0 no algoritmo Casodir da figura 3.10. A
Go+-reta R, é degenerada com orientagido « e de suporte do conjunto Sz z.
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O conjunto S r,) é definido como o conjunto de pontos de S que estédo a esquerda
ou sobre de R,. Se S r,) = @ entao a Go+-reta com orientacio do braco direito igual
a o nao contribui para a ponte. Se S, g.) # 0, a Gos+-reta Rp definida no algoritmo
é uma Gp+-reta de suporte do conjunto S, p,;- A linha O-poligonal T' passando pelo
ponto R, N Kz com orientacdes « € § (formando um intervalo O-livre} é uma Go+-reta
de suporte {por construgio).

3.4 Complexidade Algoritmica (*)

Faremos a analise de complexidade do Algoritmo Envoltéria-Gn+-Convexa. Antes,
porém, faremos uma defini¢do e darermnos uma propriedade relacionada que nos sera util.

Definicao 3.4.1 Duas Gp+-retas P e () sdo paralelas se P pode ser transladada de modo
a coincidir com Q.

E imediato verificar que paralelismo € uma relacao de eqiivaléencia.
Proposicao 3.4.2 Fzistem 26 classes de equivaléncia por paralelismo entre Gos -retas.

Demonstragio: Cada orientacao o € O da origem a uma Gp+-reta degenerada e, além
disso, existe uma tnica orientacdo que realiza com « uma Gp+-reta nao degenerada. O

A complexidade do algoritmo CasoDeg € O(én) {onde n = |S], pois a execugdo do
laco repita € realizada é/2 vezes e todas as operagoes internas ao lago possuem custo de
ordem |S|. Valeressaltar que estas operagdes sao simples determinagdes de intersecdo entre
segmentos de retas euclidianas (realizadas no maximo n vezes) e também de determinacao
de pontos com propriedade de méxima ou minima abscissa ou ordenada {max.,, pe € pa).

Ja no algoritmo CaseNaoDeg temos também a mesma complexidade pois o lago
repita € executado é vezes chamando ou CasoDir ou CasoEsq. Nestes procedimentos
as operagoes sao de mesma natureza que no algoritmo CasoDeg. Assim, podemos dizer
que o estagio da congquista no algoritmo possui custo de cdn, onde ¢ é uma constante
posiiiva.

Por outro lado, o estdgio da divisdo possui custo dado por

R {f(gi,m) + f(gi,h,,)} seh>2

onde h representa o numero de Gp+-arestas numa dada chamada recursiva e n o nimero
de pontos considerados nesta mesma chamada.

Assim como no algoritmo dado em [11], a complexidade do algoritmo Envoltéria-Go+-
convexa é dada pela funcio f(|S|, k) onde A é o nimero de Gp«-arestas de ECg_, (8). A
funcao f deve satisfazer a seguinte relagdo de recorréncia:
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Fon k) < cén se h =2,
n max
IR BT {f(-g, h)+ f(2,h,)} seh>2,

onde n > h > 1. Conforme demonstrado em [11], f(n,h) < cénlogh.

Note que desta forma, obtemos um algoritmo para determinacgio da envoltdria Go+-
convexa com a mesma complexidade O(n log k) do algoritmo de Kirkpatrick e Seidel [11]
para o caso euchidiano.

No capitulo seguinie definiremos uma nova geometria advinda de wmn conjunto de
curvas. Para a referida geometria definiremos o conceito de convexidade e mostramos um
algoritmo para determinagao da envoltdria convexa.
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Capitulo 4

A geometria Gr

No capitulo 2 abordamos a geometria Go+ uma de cujas caracteristicas é a existéncia de
pelo menos uma reta passando por cada par de pontos. Na realidade, em Go+ 0 nimero
de retas que passa por um par de pontos € infinito, no entanto os segmentos destas retas
entre o par de pontos sao coincidentes. Veja que, desta forma, existe alguma semelhanca
com a geometria euclidiana. Além desta caracteristica, a intersecio de duas retas quals-
quer daguela geometria € conexa, mas tal intersecao nao necessariamente é composta de
um unico ponto. Estas caracteristicas nos foram uteis para explorar varias proprieda-
des concernentes a convexidade, semelhantes as propriedades de conjuntos convexos na
geometria euclidiana.

Intuitivamente, quanto maior a semelhanca da geometria definida com a euclidiana,
tanto maior o nimero de propriedades analogas as desta podem existir naquela. Isto
nos motivou a definir uma nova geometria com caracteristicas ainda mals préximas as da
geometria euclidiana, tratando-se porém de uma generalizacio.

Neste capitulo, definiremos a geometria Gr onde para qualquer par de pontos do plano
temos uma reta que passa por eles e esta reta é dnica. Veja que, conforme ja observado,
isto ndo acontece ng.geometria Go+.

A partir desta definicao, exploraremos propriedades de convexidade nesta nova geo-
metria e exibiremos dois algoritmos para determinacao da envoltoria convexa. Na secdo
4.1 definiremos a geometria Gr e mostraremos algumas propriedades relativas a convexi-
dade. As secbes 4.2, 4.3 e 4.4 contém propriedades e defini¢des utilizadas no algoritmo
para determinacao da envoltdria convexa na geometria Gr dado na secao 4.5. Por fim,
na secao 4.6 exibimos um segundo algoritmo para determinacio da envoltéria convexa na
geometria Gr.
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4.1 Geometria Gy e Gr-convexidade(*)

Caracterizaremos nesta secdo as familias de curvas nas quais serdo definidas as geome-
trias que estudaremos a seguir. Por clareza de exposicao, convém que, por um momento,
consideremos a extensao de R? por um ponto no infinito e sua identificacao (por projecio
estereografica) com a esfera de Riemmann. Denominarmos o ponto no infinito (correspon-
dente ao pdlo norte da esfera de Riemmann) de ponto improprio e os demais pontos de
pontos proprios.

Seja F uma familia de curvas diferenciaveis por partes (defini¢do E.1.20) na esfera de
Riemmann que satisfaz as seguintes condigoes:

e toda curva (' € F é uma curva de Jordan fechada que passa pelo pélo norte da
esfera;

o dados dois pontos préprios existe um unico membro da familia F que passa por eles;

e o numero de partes diferencidveis da curva ¢ limitado.

Um exemplo de uma familia de curvas é dado pelas pardbolas az? 4+ ¢ = 0, e retas
z = ¢, a,¢c € R. Outros exemplos podem ser dados por graficos de fungoes e retas
verticais. E importante observar que a definicao da familia F, a menos da iltima restricao,
inicialmente fol feita em [7] que é uma generalizacio do trabalho de Peixoto [21].

Como usualmente lidaremos apenas com os pontos préprios, o leitor pode considerar
que estaremos sempre trabalhando com R?, a menos que explicitamente indiquemos que
se trata de situacdo onde convenha considerar a esfera completa (ou seja, R* U {o0}).

Geometria Gr

Definiremos uma geometria baseada numa familia F de curvas que satisfaga as trés
condigdes descritas acima. A geometria denotada por Gz, tem por conjunto de pontos
todo o R?, por conjunto de retas as curvas de F, e possui as mesmas regras de incidéncia
da geometria euclidiana.

Utilizaremos daqui por diante o termo Gx-reta para referir 2 uma curva do conjunto
F e o termo Gr-segmento para referir 2 um arco de uma Gr-reta. Diremos que pontos
sobre uma mesma Gr-reta sao §r-colineares.

A seguir definiremos o conceito de convexidade na geometria Gr e exibiremos algumas
propriedades relacionadas a este conceito que sdo analogas as de conjuntos convexos na
geometria euclidiana e esta analogia permite adaptar métodos existentes para obtengao
da envoltdria convexa na geometria euclidiana para a geometria Gr.
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Definicao 4.1.1 (*} Um conjunto de R* € Gr-convexo se a intersecio de qualquer Gp-
reta com o MeESMO € CONETn.

Note que a defini¢do 4.1.1 é uma generalizagio do conceito de convexidade da geometria
euclidiana pois se tomarmos como a familia de curvas F o conjunto das retas euclidianas
no plano, temos a geometria euclidiana.

Esta generalizacac nos permite buscar propriedades de Gr-convexidade que sejam
analogas a propriedades existentes na geometria euclidiana. A Proposicao seguinte evi-
dencia uma destas propriedades.

Proposigao 4.1.2 (*) A intersecio de conjuntos Gr-convezos é um conjunto Gr-convezo.

Demonstragao: Sejam X e Y dois conjuntos Gr-convexos e seja Z a intersecao de X com
Y. Além disso, seja C uma Gr-reta que intercepta Z.

Para mostrarmos a conexidade de €' N Z é suficiente demonstrar que para todo par de
pontos de C' M Z o segmento de C entre eles estd intelramente contido em Z.

Sejam p; e p; pontos de C N Z. O arco de ' entre p; e p, pertence a X pela sua
G r-convexidade, da mesma forma ele também pertence a Y. Logo, o arco de ( entre p;
e p; pertence a intersecdo X NY = Z. I

A Proposigao 4.1.2 induz uma relacao de ordem parcial entre conjuntos Gr-convexos
dada por “C”. Isto nos permite definir a estrutura geométrica Fnvoltdria Gr-conveza
dada a seguir.

Definicao 4.1.3 (*] A envoltéria Gr-convexa de um conjunto de pontos em R? € o menor
conjunto Gr-convezo que o contém. Onde “menor” € determinado pela relacdo de ordem
parcial induzida pela relagdo “C7. .

Podemos, entao, caracterizar a envoltéria Gr-convexa utilizando a Proposicao 4.1.2.

Corolario 4.1.4 (%) A envoltoria Gr-conveza de um conjunto de pontos € dada pela
intersecdo de todos os conjunios Gr-converos que o contém.

Demonstracdo: Consequéncia direta da Proposicio 4.1.2. O

Uma caracterizagao importante da envoltéria convexa de um conjunto na geometria
euclidiana & que esta pode ser dada pela intersecdo dos semi-planos que o contém. Note
que se obtivermos a mesma caracterizacdo na geometria Gz isto podera nos permitir
adaptar algoritmos da geometria euclidiana para a geometria Gr.

Assim, definiremos G r-semi-planos e mostraremos que conjuntos Gr-convexos tambeém
sao dados por intersegdes de Gr-semi-planos que os contém.
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Definicao 4.1.5 (*] Seja C wma Gr-reta. As duas regides abertas e disjuntas que for-
mam R*\ C sdo denominadas de Gr-semi-planos.

As propriedades das Proposicbes 4.1.6, 4.1.8 e 4.1.9 serdao usadas no Corolario 4.1.10
que demonstra que conjuntos Gr-convexos sao dados pela intersecio dos Gr-semi-planos
que o contém.

Proposigao 4.1.6 (*) Um Gr-semi-plane é Gr-convero.

Demonstracdo: A intersecio de uma Gr-reta com um Gr-semi-plano nac pode ser
desconexa pois isto acarretaria em uma intersecao com a fronteira do Gz-semi-plano (uma
outra Gr-reta) em dois ou mais pontos, o que, por defini¢ao da familia F, néo é possivel
ocorrer. U

Definicao 4.1.7 Seja X um subconjunto de R? e seja C uma Gr-reta. Dizemos que
C € uma Grz-reta de suporte de X, se X estd contido na unido de C com um de seus
Gr-semi-planos e, além disso, C contém pelo menos um ponte da fronteira de X.

As Proposigoes e Lemas abaixo que sao devidas a Drandell {7] estdo aqui redigidas de
modo a utilizar a terminologia que introduzimos ao invés da redacdo original de Drandell.

Proposicao 4.1.8 (Drandell [7]) Seja X um conjunto Gz-convezo, fechado e limitado
com interior ndo vazio. Entdo, por cada ponto da fronteira de X passa uma Gr-reta que
¢ de suporte de X.

Proposicao 4.1.9 (Drandell [7]) Seja X um conjunto fechade e limitado com interior
ndo vazio tal que por todo ponto da sua fronteira passa uma Gr-reta que € de suporte.
Entdo X € um conjunto Gr-convezo.

Coroldrio 4.1.10 Um conjunte X fechado, limitado e com inierior ndo vazio € Gr-

convero se e somente se X € dado por intersecoes de Gr-semi-planos que contém X.

A seguir serao dados dois Lemas 4.1.11 e 4.1.13 e duas definigées que serdo utilizadas
na descricao de um algoritmo para determinac¢io da envoltoria Gr-convexa.

Lema 4.1.11 (Drandell [7]) Seja X um conjunto Gr-convero fechado, limitado, com

inferior ndo vazio. Sejo p um ponto interno e X. Qualquer Gr-reta que passa por p
intercepta a fronteira de X em dots pontos.

Denotaremos por A,, o arco da curva de F entre p e ¢ que nao inclui o ponto no
infinito.
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Figura 4.2: Figura usada no Lema 4.1.13.

Definicao 4.1.12 (*) Seja C uma Gr-reta ¢ sejam p e ¢ dois pontos distintos de R? em
C. Considere um terceiro ponto p’ € R* tal que p' € A,, e p’ € C. Dizemos que p precede
g em C com relagdo a p’ se p € Ay, em caso contrdrio, dizemos que p sucede ¢ em C
com relacio a p’. Denotamos o primeiroe caso por p —<g‘, g e o seqgundo por g <§ p (figura

i1).

Daqui por diante consideraremos que S € um conjunto finito de pontos tal que existe
pelo menos 3 pontos nado Gr-colineares.

Lema 4.1.13 (*) A fronteira da envoltéria Gr-convera de 8 € composta pela unidgo de
Gr-segmentos (de suporte de S) e os pontos extremos destes pertencem @ S.

Demonstragao: Seja EC;,(8S) a envoltoria Gr-convexa de 8. ECy,.(S) é um conjunto
Gr-convexo e ndo vazio, pela escolha de S. Assim pelo Corolario 4.1.10 temos que ECg.(S)
é dada pela intersecdo dos Gr-semi-planos que contém S. Note que a fronteira dos Gr-
semi-planos sdo Gr-retas de suporte. Resta mostrar que os pontos extremos destes Gr-
segmentos sao pontos de 8.

Suponha, por contradicao, que um dos pontos extremos de um dos arcos nao é ponto
de S. Assim, sejam C! e C? duas Gr-retas de suporte de 8§ que contém dois Gr-segmentos
de Gr-retas na fronteira da envoltdria Gr-convexa de S que se interceptam em p € S
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(figura 4.2), ou seja, p é extremo de Gr-segmentos mas nio pertence ao conjunto S. Além
disso, sejam p; e p; dois pontos de S em C' e C?, respectivamente, (note que estes pontos
existern pois C* e U7 sdo Gr-retas de suporte de um conjunto finito) tais que p; esta no
Gr-semi-plano limitado por C? contendo S e p, estd no Gr-semi-plano limitado por CF
contendo S.

Seja I1{I2) o conjunto das intersecOes entre a Gr-reta C'(C?) e as Gr-retas passando
por pz{py) e por pontos de S.

Sejam

4

py=rel:r ~<g"} g, para todo g € I,
ppi=r €l 7 —<,§2 g, para todo g € [z e

pontos emn C! e C?, respectivamente. Note que p) e p), sdo os pontos de I; e I, em CF e
C?, respectivamente, mais proximos de p (veja a figura 4.2).

Sejam g¢: € g2 pontos de S em Cp, 1 e (p, v, Tespectivamente, tais que ¢; € o ponto
de S em (', ,1 mais préximo de p; e g2 € o ponto de S em (), ¢ mais préximo de pj. E
facil ver que Cp, 4, € Cp, 4, 520 Gr-retas de suporte de S, pois de outra forma estariamos
contrariando a escolha de p} e p,.

Note que a intersecao da envoltdria Gr-convexa com os Gr-semi-planos limitados por
Cp.p, € Cp, py € que contém S resulta em um conjunto Gr-convexo menor que a envoltdria
G r-convexa. Contradicao. O

Definicao 4.1.14 (*) Derominamos de Gr-aresta a fronteira da envoltoria Gr-conveza
entre dois pontos p e g de S tais que entre p e q ndo existe nenhum outro ponto de S.

Na préxima secdo, descreveremos um método para, dado um conjunto S, encontrar
um ponto fora da envoltdria Gr-convexa de S, sem se té-la construido previamente. Tal
ponto sera utilizado para definir relacdes de ordem entre pontos, entre pontos e Gr-retas,
e entre duas Gr-retas.

4

4.2 Determinagao de um Ponto Fora da Envoltoéria
G r-convexa(™)

Nesta secao descreveremos como obter um ponto fora da envoltéria Gr-convexa de um
conjunto S. Este ponto sera utilizado para definir relagdes de ordem entre pontos e entre
pontos e Gr-retas. A determinacio deste ponto sera realizada sem a obtengao prévia da
envoltdria Gr-convexa.

Nesta geometria, a obtencdo de um ponto fora da envoltdria Gz-convexa nédo é trivial
como no caso da geometria euclidiana. Isto se deve ao fato de que na geometria Gr a
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Figura 4.3: Gr-reta Cp, ,.

nocio de paralelismo® nao € igual ao da geometria euclidiana, na qual dada uma reta e um
ponto fora dela existe urna tunica reta paralela a reta dada passando por esse ponto. Na
geometria Gr esta propriedade nao é valida pois existe um ndmero indefinido de paralelas
a uma dada Gr-reta ja que este nimero pode variar de acordo com a familia F.

A abordagem adotada para determinar o referido ponto é a de encontrar uma Gr-reta
de suporte do conjunto S e determinar um ponto no Gr-semi-plano limitado por essa
Gr-reta e que ndo contém o conjunto S.

Descreveremos entao como obter uma Gr-reta de suporte de S. Seja C° uma Gr-reta.
Temos dois casos a analisar de acordo com a posicao de ° com relagio ao conjunto S:
ou o conjunto S estd totalmente contido em um dos G»-semi-planos limitados por C° ou
ambos G r-semi-planos limitados por C° contém pontos de S.

No primeiro caso, temos imediatamente que qualquer ponto no Gz-semi-plano limitado
por C* e que nao contém S é um ponto fora da envoltéria Gz-convexa.

Analisaremos entdo o segundo caso. Denominamos de S; e S, os subconjuntos de-
terminados pela divisdo de S através da Gr-reta C°. Consideraremos, sem perda de
generalidade, que os pontos de 8 sobre C'° pertencem a Sy.

Seja p; € S1 e seja

I :={C*NC,, , : paracada g€ S,},

o conjunto das intersegbes da Gr-reta C'° com as Gr-retas que passam por p; € por pontos
de S; (veja a figura 4.3).

'Denominamos de Gr-retas paraleles aquelas que nio se interceptarn.

44



cpl g2

Figura 4.4: Curva C, ,,.

Seja p; um ponto sobre C° tal que p; & A,, para p,q € I1. Seja t; o ponto de [; tal
que
t1 =Y g, para todo q € Iy,

Ps
ou seja, t; € o ponto de [y mais préximo de p; em C*¢.
Considere agora a Gr-reta que passa por p; e t; e seja g2 0 ponto em S, tal que

q *ﬁpl’tl 92,9 €S2 g€ Oy,
ou seja, g2 € o ponto de Sy sobre ('}, 4, mais afastado de ¢;. Para denotar a Gr-reta que
passa por pp € t; utilizaremos Cy, 4, pois Cp, oo = Chy s,

Note que o conjunto S; estd contido na intersecao dos Gr-semi-planos limitados por
C* e por (), 4,. pois, de outra forma, haveria contradigdo com a escolha de ¢;. Observe
ainda que a semi-reta de C,, 4, contida no Gr-semi-plano limitado por C* e que contém
S, é um arco que limita S, em um dos seus lados.

Encontraremos agora um arco que limita o conjunto S; de um dos seus lados. O
mesmo procedimento utilizado para encontrar Ay, ,, serd utilizado para encontrar o arco
que limita S;. Desta vez, o ponto de partida sera o ponto ¢.

Assim, seja C,, ., a Gr-reta cujo Gr-segmento A, ,, limita S; em um dos seus lados
onde t; € C® e ps € Sy (figura 4.4). Agora, seja r; um ponto no Gr-semi-plano limitado
por C? e que contém S; tal que r; estd no lado oposto em que S, estd com relagao ao
arco Ag,p, (figura 4.3).

Encontraremos agora uma Gr-reta de suporte do conjunto 8; passando pelo ponto ry.
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Figura 4.5: Ponto ry.
Seja

Iz = {Cfl:aaps N Oﬁsqvq € Sl}v

o conjunto das intersecoes da Gr-reta C,, ,, com as Gr-retas que passam por r; e por
pontos de Sy. Seja 3 o ponto de [, tal que

c
g <" 13,9 € Iy,

ou seja, {3 é o ponto mais afastado de £; na Gr-reta C,, ,,.
Note que a Gr-reta C,, 4, € uma Gr-reta de suporte do conjunto S; passando pelo
ponto 1, pois de outra forma terfamos uma contradigido com a escolha de t3.

Considere o conjunto de Gr-retas passando pelo ponto 3 e por pontos de S;. Seja
Iy :={C*NCy, : paratodo p € Sy},
o conjunto das intersegdes da Gr-reta C° com as Gr-retas passando por #3 e por pontos

de Sg.

Seja py um ponto sobre C° tal que py estd no Gr-semi-plano limitado por C,
ndo contém S; e, além disso, py & A, para p,q € I3 U {t} (figura 4.6).
Seja t4 o ponto de [; tal que

192 € que

ty <§j g, para todo g € I3,

ou seja, f4 € o ponto de f3 mals proximo de py.

Demonstraremos na Proposicdo 4.2.1 que a Gr-reta (', ;, € uma Gr-reta de suporte
do conjunto S.
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Figura 4.6: Ponto #4.

Proposigao 4.2.1 (%) Sejam C°, Cp, 4., Cyppo € Cry 1o as Gr-retas descritas acima. Se
ta —<§s’ ty entao Cy, 4, € uma Gr-reta de suporte de S (veja a figura 4.6).

Demonstragio: A Gr-reta Cy, ., intercepta Oy, 4, e C, ,, em t3. Pela definicdo de F,
t5 é o unico ponto de interseciao destas Gr-retas.

Por construcao, t4(Ch, ., N C°) e t2(Cy, 5, N C*) sdo tals que £y —<fj ty. Desta forma, a
Grreta C, ¢, € uma Gr-reta de suporte do conjunto Sy.

Note ainda que #1(Cp, 4, N C°) €ty s3o tais que ¢, -<f:, ty. Logo, a Gr-reta C,, ,, é de
suporte do conjunto §,. O

O método acima encontra-se descrito no algoritmo Pontofora dado na figura 4.7.
Analisamos a seguir a complexidade do algoritmo Pontofora. Antes porém, faremos
consideracoes a respeito das intersegoes realizadas entre curvas da familia 7. A deter-
minacdo do conjunto I; (algoritmo Pontofora) depende das caracteristicas das curvas
envolvidas na intersecao. Se as curvas envolvidas tiverem representacio polinomial até
grau quatro entao a determinacao da intersecao pode ser feita através da resolucao sim-
ples de uma equacao. No entanto, isto nem sempre acontece, neste caso devemos recorrer
a métodos numeéricos, nem sempre triviais, para a deferminacao da intersecao entre duas
curvas da familia. A complexidade algoritmica para determinagio destas intersecoes vai
depender das curvas da familia F. Assim, consideraremos que a determinacao das in-
tersecdes entre curvas de F possui complexidade ¢k, onde ¢} indica a complexidade do
método numérico utilizado para determinacao das intersecoes entre curvas da familia F.
Analisemos agora a complexidade do algoritmo Pontofora:
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Algoritmo PontoFora
Entrada: Conjunto S de pontos.
Saida: Um ponto de R” fora da envoltéria Gr-convexa de S.

seja C° uma Gr-reta em R*.
se S esta totalmente em um dos Gr-semi-planos limitados por C°
entao devolva um ponto no Gr-semi-plano oposto
senao
inicio
C* particiona o conjunto S em S, e 8,
% Considere que os pontos SNC® estao em S,
seja p; € 54
I = {C* 1, paratodo g € S}
hi=pecl :p-<§’;5 g, para todo ¢ € [
seja g, 0 ponto de S, sobre a Grreta U, 4, mais afastado de &y
seja C,, n, a Gr-reta passando por ¢, com intersecdo {; com a Gr-reta
C* tal que Ay, 5, limita S; em um dos seus lados
seja ry um ponto no Gr-semi-plano limitado por C° que contém S;,
com 7y no lado oposto ao que S; esta com relagio ao arco Ay, ,,
seja (), 1, uma Gr-reta de suporte de S
passando por r; com intersecdo i3 com a Gr-reta C, 5,
seja Cy, ;, uma Gr-reta de suporte de S passando por #3
Considere o Gr-semi-plano limitado por C}, ;, e que nio contém S
Tome um ponto p neste Gr-semi-plano
devolva p
fim

Figura 4.7: Algoritmo PontoFora.

e determinar se o conjunto S esta totalmente de um dos lados de uma Gr-reta R
pode ser feito através de um teste analogo ao teste para determinar se um ponto
esta dentro ou fora de um poligono euclidiano. Esta operagio tem custo O(V)
onde V' € o numero maximo de partes diferencidveis de uma curva de F. Assim, a
complexidade algoritmica para esta operacdo é O(|S|- V). Note que as curvas de
F sao curvas fechadas de Jordan, assim se todos os pontos de S estdo em uma das
regides limitadas por R, entdo S estd totalmente de um dos lados de R.

¢ a determinagao do ponto ¢; depende do conjunto [; e do calculo da distancia do
ponto p° aos pontos de [; sobre C° que pode ser realizada através do célculo de uma
integral usando-se um método numérico. Determinar o ponto ¢; requer um custo de
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Figura 4.8: Regido de interesse relativa ao ponto pp.

O(ck -n), onde c¢% é a complexidade do método numérico para se calcular a integral
de uma curva da familia F.

Assim, a complexidade do algoritmo Pontofora é O(|S|(ck + & + V).
Na secao seguinte definiremos algumas relaces de ordem que serao utilizadas para a
determinacao da envoltdoria Gz-convexa.

4.3 Algumas Relag¢oes de Ordem(*)

Nesta secao definiremos algumas relagbes de ordem entre Gr-retas e entre pontos da

geometria Gr que serdo uteis para descricao do algoritmo para determinacao da envoltdria
Gr-convexa.

Proposigao 4.3.1 (Drandell [7]) Seja X um conjunto Gr-convero, fechado, limitado
de interior ndo vdito. Seja py um ponto fora de X. Entdo, existem exatamente duas
Gr-retas de F passando por py que sdo Gr-retas de suporte de X.

 Definicao 4.3.2 (*) Seja py wm ponto fora da envoltéria Gr-convera de S. Sejam C? ¢
C* Gr-retas de suporte de S passando por py € sejam Hy e Hy 05 Gr-semi-planos limitados
por Ot e C?, respectivamente, que contém S. A intersecao HiNHy € denominada de regiao
de interesse relativa ao ponto py (veja a figura 4.8).

Note que pela Proposigao 4.3.1 o conceito de regido de interesse estd bem definido.

Agora definiremos uma relagao entre pontos situados na regiao de interesse relativa a um
ponto.
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regiao de interesse

Figura 4.9: O ponto p esta a esquerda do ponto ¢ com relagio a po.

Definicao 4.3.3 (*) Seja py um ponto fora da envoltéria Gr-convera de S e sejam p e q
dois pontos distintos de S. Seja Br{py, r) uma bola comn ceniro em py € raior > 0. FEscolha
um ponto p. sobre dBx(py,r) (fronteira de Br(po,r)) fora da regidgo de interesse relativa
a po. Dizemos que p esta a esquerda (direita) de ¢ com relagdo a py se encontrarmos o
Gr-segmento A, , antes do Gr-segmento A, , quando caminhamos sobre 0Br(pg,r) em
sentido hordrio ¢ partir de p. (veja a figura 4.9).

Note gue esta relacao independe do ponto p. escolhido (desde que fora da regiao de

interesse). Denotamos por p =, 9(q Ep, p) quando p esté & esquerda (direita) de ¢ com
relacao a po.

Definicao 4.3.4 (*) Seja po umn ponto fora da envoltoria Gr-conveza de S. Dizemos que
um ponto p € S estd & esquerda (direita) de uma Gr-reta O que passa por py € que
intercepta a sua regido de interesse se para gquelquer ponto q na intersegido de C' com «
regido de interesse tivermos que p =, q (q =, P)-

O método utilizado para a determinagao da envoltéria G r-convexa utiliza o paradigma
de divisdo e conquista e é dividida em duas partes: primeiramente determina-se a cadeia
superior e posteriormente a cadeia inferior. Definiremos na secio seguinte as cadeias
superior e inferior da envoltéria na geometria Gr.

4.4 Cadeia Superior e Inferior

Nesta secao, dividimos a cadeia de arcos da fronteira da envoltéria Gr-convexa de S

em duas partes cujos pontos extrernos saoc os pontos p; e p; que serao definidos mais
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Figura 4.10: Pontos extremos da cadela superior.

adiante. Demonstraremos que tais pontos pertencem a fronteira da envoltoria e, por fim,
definiremos cadeia superior e inferior.

Seja ppy um ponto fora da envoltéria Gr-convexa de S e seja O uma Gr-reta que
separa S de pg. Seja I o conjunto das intersecoes de C° comn todas as Gr-retas passando
por pg e por pontos de S. Seja pj um ponto em C tal que pl, € A, , para p,q € 1. Defina

pm=peli:p —-<g§7° g, para todo q € I,
pri=p€Eliig ~<g,f° p, para todo q € I;.
Seja p;(ps) um ponto de 8 na Gr-reta C,, ,, (Cpyp,) (figura 4.10) tal que
pi=p€lpp epeSip w‘ﬂipm}l mreSer€ G,
pr=p€CLu,epESs —<§0P°'?2 p,sESesg Uy,

Proposicédo 4.4.1 (%) Sejam C¥, Cp 0, po, Do, Pi; 71 € S as estruturas geométricas
descritas actma. Entdo Cy, ,, € uma Gr-reta de suporte de S.

Demonstrag¢do: Suponha, por contradicdo, que Cp, 5, nao seja uma Gr-reta de suporte
de S. Entao existem pontos p’ e p” de S em §r-semi-planos distintos limitados por Cp, ;-

Seja Cy, pr @ Gr-reta passando por pg e p' ¢ seja Cp, v a Gr-reta passando por pg e p’.
Uma destas duas Gr-retas intercepta C' em um ponto p; tal que p, —<g,0 p1- Contradicao a
escolha de py. O

Proposigao 4.4.2 (%) Sejamn C,, 5., Po, p: € S as estruturas geomeétricas deseritas acima.
Entdo p; pertence a fronteira da envoltoria Gr-convera de S.
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fronteira da envoltdria

frorm]

Po

C,Po,??i

Figura 4.11: Figura usada na Proposicdo 4.4.2.

Demonstracgio: Suponha, por contradicao, que p; € um ponto interior a envoltéria G-
convexa de S. Entao pelo Lema 4.1.11 a Gr-reta Cp, ,, intercepta a fronteira da envoltdria
Gr-convexa em dois pontos p’ e p”.

Pela Proposigao 4.4.1 a Gr-reta C,, ;; € uma Gr-reta de suporte, entdo a regiao entre
Ay eaGrreta Cp o nao contém pontos de S (vejaafigura 4.11). Assim, a intersegao da
envoltéria Gr-convexa com o Gr-semi-plano limitado por C, ,, é um conjunto Gr-convexo
contendo S.

Portanto, temos um conjunto Gr-convexo contendo S menor do que a envoltéria G-
convexa de S, o que & uma contradicdo. O

Observe que, analogamente & Proposigao acima, temos que Cp, 5, também é uma G-

reta de suporte de S e o ponto p; também pertence a fronteira da envoltéria Gr-convexa
de S.

Definigao 4.4.3 (*) Denominamos a fronteira da envoltéria Gr-conveza entre p; € ps no
sentido anti-hordrio com relacao a wmn ponto interior a envoltoria Gr-conveza de cadela
superior da envoltéria Gr-convexa. A outra parte da fronteira denominamos de cadeia
inferior da envoltdria Gr-convexa.

Note que para a determinagao dos pontos p; e p; utilizamos a Gr-reta C* que separa
po de S, descreveremos agora como obter tal Gr-reta. No ponto pp estabeleca uma Gr-reta
de suporte do conjunto S. Veja que existe pelo menos um ponto de S nesta Gr-reta de
suporte. Escolha dentre estes pontos o mais préximo de py e estabeleca nele uma outra
Gr-reta de suporte distinta daquela que passa por py. Esta 1ltima Gr-reta separa py de S,
pois duas Gr-retas de F podem interceptar-se no maximo uma dinica vez. As operagdes
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descritas para encontrar a Gr-reta que separa pp de S sido O(|Si- V) pois utilizamos
apenas operacdes de teste entre pontos e curvas (conforme ji observado no algoritmo
PontoFora).

Na secao seguinte descreveremos um algoritmo para determinacao da envoltdria G-
convexa.

4.5 Um Algoritmo para Determinacao da Envoltéria
G r-convexa(™)

Nesta secao, descreveremos um algoritmo para construcio da envoltoria Gz convexa de
um conjunto finito de pontos S, utilizando o paradigma de divisao e conquista.

Dividiremos a construcao da envoltéria Gr-convexa em duas etapas, cada etapa deter-
minara uma cadeia de Gr-arestas da envoltéria Gr-convexa que, quando concatenadas,
formam a fronteira da envoltoria.

Assim, sejam p; e p; os pontos extremos da cadeia superior (se¢ao 4.4). Dividiremos
entio o conjunto S em duas partes S; e S;. O conjunio S;(S;) € constituido pelos
pontos de S que estao estritamente a esqiierda da Gr-reta Cp, . que passa por p; e py,
tendo como referencial um ponto que caminha sobre Cy, ;. de p; a py (veja a figura 4.12).
Consideraremos também que os poutos p; e ps pertencem a S; e 8;. Convém observar
que os pontos de S sobre Cy, ,, podem ser descartados pois estes sempre estao no interior
da envoltoria-Gr-convexa.

O conjunto S; contém os pontos da fronteira da envoltéria Gr-convexa que formam a
cadeia superior que, quando concatenada com a cadeia inferior proveniente dos pontos do
conjunto S,, da origem a cadeia completa de Gr-arestas da envoltdria Gr-convexa de S.

Para determinarmos a cadeia superior utilizaremos algumas defini¢oes e uma proprie-
dade relacionada a Gr-trigngulos (Proposicao 4.5.3) .

Defini¢ac 4.5.1 (*) Dados n pontos g, q1,. .-, ¢u-1, (onde quaisquer trés pontos sdo ndo
Gr-colineares) que definem uma seqiéncia de Gr-segmentos em ordem ciclica T; = q;qi4a,
0 < i < n-—1, onde as somas dos indices sdo tomadas mddulo n, os pontos ¢;’s juntamente
com os segmentos T;’s formam um Gr-poligono. Os pontos sdo chamados de vértices ¢
os segmentos de Gr-arestas do Gr-poligono.

Definicao 4.5.2 (*) Denominaremos de Gg-tridngulo todo Gr-poligono com trés Gr-
arestas.

Dagqui por diante consideraremos apenas Gr-poligonos simples, isto é, Gr-poligonos
cujas arestas se interceptam apenas em seus extremos. Note que a sequéncia de pontos
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Figura 4.12: Divisiao do conjunto S.

que forma um Gr-poligono (sequéncia de Gr-segmentos da Definicao 4.5.1) define uma
curva de Jordan fechada no plano. Portanto, existe uma é4rea limitada a qual chamamos
de interior do Gr-poligono.

Quando nos referirmos a um Gr-poligono estarermnos também referenciando seu interior
(quando isto nao for necessario faremos as devidas observagbes). A Proposicio 4.5.3
estabelece uma propriedade importante para eliminacao de pontos do conjunto 8 que nao
pertencem a fronteira da envoltéria Gr-convexa.

Proposicao 4.5.3 (*) Seja X um conjunto Gr-convezo e p um ponfo de X, p pertence
ao interior de algum Gr-tridngulo com vértices em pontos de X, se e somente se ,p ndo
pertence a fronteira de X.

Demonstracao:

= Suponha, por contradi¢do, que p pertence a fronteira de X. Entao pela Proposicao
4.1.8 temos que por p passa uma Gr-reta C que é de suporte de X. Logo, C intercepia
exatamente duas Gr-arestas de um Gr-tridngulo que contém p pois as Gr-retas quando
interceptam-se o fazem em apenas um ponto. Desta forma, (' deixa de ser uma Gr-reta
de suporte pois existem vértices do Gr-triangulo em lados opostos de €. Contradigao.

4 Seja p um ponto no interior de X. Seja C* uma Gr-reta que passa por um ponto
no interior de X distinto de p. Pelo Lema 4.1.11 a Gz-reta C! intercepta a fronteira de
X em dois pontos. Sejam p; e pp estes pontos.

Seja Cp,, a Gr-reta passando por p; e p. Seja ¢ € X um ponto sobre Cp, , tal que
p »-(52"2"” q: (veja a figura 4.13}. Seja C,, 4, a Gr-reta passando por py e ¢, considere agora
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Figura 4.13: Figura usada na Proposigao 4.5.3 («=).

c . .
um ponto gz € X tal que ¢1 <7 ¢2. Seja, também, (), 4, a Gr-reta passando por p; e

q2-

Note que os arcos Ay g, Ap,g © Agp formam um Gr-tridngulo com vértices em
pontos de X e que contém p em seu interior. O

A obtencdo dos pontos da fronteira da envoltoria que pertencem a cadeia superior
sera feita utilizando-se o paradigma de divisdo e conquista semelhante ao descrito por
Preparata e Shamos em [22]. O processo da divisdo serd feito através da construgdo de
um Gr-tridngulo com vértices nos pontos do conjunto tal que este Gz-triangulo divide
o conjunto em trés subconjuntos a saber: um subconjunto de pontos no interior do G-
triangulo {possivelmente vazio) e dois outros subconjuntos descritos mais adiante.

Note que o subconjunto no interior do Gr-triangulo pode ser eliminado utilizando a
propriedade da Proposicao 4.5.3. No caso de nao haver pontos de 8 internos ao triangulo
nao eliminamos nenhum ponto. Os dois outros subconjuntos citados, se forem nao vazios
sao submetidos novamente ao processo de divisZo, e em caso conirario, os vértices do
Gr-triangulo sio pontos da fronteira da envoltéria Gr-convexa {Proposicao 4.5.3). Veja
que no processo de divisdo um novo vértice de ECg,.(8) é determinado.

Para construir o Gr-triangulo descrito acima utilizamos os pontos p; e py e um terceiro
ponto que também pertence a fronteira da envoltoria Gr-convexa. Descreveremos agora
como obter este terceiro ponto.

Seja p' um ponto fora da envoltéria Gr-convexa do conjunto Sy tal que p’ pertence a
Gr-teta U, o, - Sela C' uma Gr-reta que separa p’ de S;.

Para obter um ponto de Sy que pertence a fronteira da envoltéria Gr-convexa de S
procedemos da mesma forma que na obtengao dos pontos p; e py. Assim, seja [, o conjunto
das intersecdes da Gr-reta C' com as Gr-retas que passam por p’ e por pontos de S;. Seja
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Figura 4.14: Divisdo do conjunto S;.

p-» um ponto de C” tal que p» & A, ; para r,s € [ e p pertence ac mesmo Gr-semi-plano
ao qual S; pertence. Defina

P2 I:pefg :p%g:, Q.QEIQ

Seja Cpr 5, a Gr-reta que passa por p' e ps e seja p,, um ponto de S; que pertence a Cp 4, -
Pela Proposicao 4.4.1 o ponto p,, pertence a fronteira da envoltéria Gr-convexa {veja a
figura 4.14). Note que podem existir vérios pontos sobre Cp ,, e todos eles pertencem a
fronteira da envoltéria Gr-convexa. Assimn, qualquer destes serve ao nosso propésito.

Desta forma, temos trés pontos (pi, ps, pm ) para formar um Gr-tridngulo. Esse tridngulo
divide o conjunto 8y em trés subconjuntos, o primeiro subconjunto é dado pelos pon-
tos interiores ao Gr-tridngulo, pela Proposicao 4.5.3 os pontos internos ao Gr-triangulo
{pi, ps» Pm) D20 pertencem a fronteira da envoltéria Gr-convexa de S; e portanto podem
ser desconsiderados.

Os dois outros subconjuntos formados com a construcio do Gr-tridngulo sdo: um
subconjunto contido no Gr-semi-plano limitado pela Gr-reta Cy, p,. € que nao contém os
pontos internos do referido Gr-triangulo e o outro subconjunto contido no G»-semi-plano
limitado por Cp, ., € que ndo contém os pontos internos do Gx-triangulo {p:, ps, pm) (veja
a figura 4.14).

Como nao temos informacoes adicionais sobre estes dois tltimos subconjuntos aplica-
remos o mesmo método descrito acima para cada um desses dois subconjuntos, ou seja,
construiremos novamente outro Gr-triangulo para eliminarmos pontos. Esta eliminagdo
de pontos continua até ficarmos com um subconjunto de apenas trés pontos. Note que
neste momento, 0s trés pontos pertencem a fronteira da envoltéria Gr-convexa de S;. A
eliminacdo é correta pois pela Proposicao 4.5.3 qualquer ponto no interior de um Gr-
triangulo com vértices em S nao pertence a fronteira da envoltéria Gr-convexa de S. Os
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Algoritmo Envoltéria-Gr-Convexa-1
Entrada: Conjunto de pontos S.
Saida: Envoltoria Gz-Convexa.

seja pp um ponto fora da envoltéria Gr-convexa de S

seja C° uma Gr-reta que separa py de S < 1>

L:={C'e€F:("passaporppeqgécS}

Iy == Ucer ctn G

seja p, um ponto em C° tal que p, & A, ., ¥p,q € I

mi=pip ~<§f q,Yq € I

pri=p:g=C p,¥ee I

pi=pE Cpo,m NS:p *3%6’?1 g,¥g€ SN Cpa,m

pr=p € Cpyp, NS¢ *gm’pz p,Vq € SNy,

Sy := {p € S: p estd & esquerda de C,, ;. quando se caminha de p; para ps} U {p:i, pr}

Sy := {p € 8 : p estd & direita de C,, ,, quando se caminha de p; para ps} U {pi, ps}
Enveltéria-G--Convexa-Superior(Sy, p;, py)

devolva U
Envoltéria-Gr-Convexa-Inferior(S,, ps, p;)

Figura 4.15: Algoritmo Envoltéria-G-Convexa-1.

algoritmos sao dados nas figuras 4.15, 4.16 e 4.17.

O algoritmo Envoltéria-Gr-Convexa-1 (figura 4.15) tem complexidade O(|S|{ck +
¢%+V)) onde ¢k, ¢& e V foi definido na secio 4.2 (dependéncia da familia de curvas). Note
que a eliminacao dos pontos com a construgdo do Gr-tridngulo no algoritmo Envoltéria-
Gr-Convexa-Superior (figura 4.16) tem complexidade O(|S|(ck + c% + V)). Apds esta
eliminacao existe uma chamada recursiva com os subconjuntos $; e 8,. A analise do caso
médio deste algoritmo é semelhante a analise do caso médio do algoritmo Quick-Hull dada
em [22]. Assim, no caso médio a complexidade deste algoritmo é O{kn + knlogn) onde
k= C}L— e c} + V.

No entanto, pelo fato deste método utilizar a mesma abordagem do algoritmo QuickHull,
no pior caso, Envoltéria-Gz-Convexa-1 tem complexidade O(kn?).



Algoritmo Envoltéria-Gr-Convexa-Superior
Entrada: Conjunto T de pontos e os pontos p; e py.
Saida: Parte da Envoltdria ¢ r-Convexa relativa ao conjunto de entrada.

se T = {p;,ps} entdo devolva {p;,ps)
senao
pm = PontoFronteira(T,p;, p;)
Ty = {p&€T: tal que p estd no Gr-semi-plano limitado por
Cpi:Pm e que nao contém o ponto pf}
T2 := {p € T: tal que p estd no Gr-semi-plano limitado por
Cyp fom € QUE NAO contém o ponto p;}
Envoltéria-Gr-Convexa-Superior{T,, p;, pn)
devolva U
Envoltéria-Gr-Convexa-Superior(T;, pim,py)

Figura 4.16: Algoritmo Envoltéria-G - Convexa-Superior.

Algoritmo PontoFronteira
Entrada: Conjunto de pontos T, pontos p; e py.
Saida: Um ponto p,, da fronteira da envoltéria Gr-convexa de T.

seja Cp, p, a Gr-reta que passa por p; € py
seja C’ uma Gr-reta que deixa T de um de seus lados e intercepta a Gr-reta Cp,
seja p’ um ponto no Gr-semi-plano limitado por C’ e que nao contém T
L:={CeF:Cpassaporp eqgecTep}
,[2 = UC,’EL Cl " Cz
seja p, um pouto em C' tal que pr € A, , para p,q € I

e p. pertence ao mesmo Gr-semni-plano (limitado por €y, ;,) que contém T
pri={p:p=Z, qq¢€l}
seja p; € T tal que p, € Cp, o»
devolva p,

Figura 4.17: Algoritmo PontoFronteira.



4.6 Outro Algoritmo para Determinacgao da Envolté-
ria Gr-convexa(*)

Nesta segao descreverermnos um outro algoritmo para a construgdo da envoltoria Gr-
convexa e que utilizard a mesma abordagem empregada no algoritmo para a determinacao
da envoltéria Gp+-convexa dada no capitulo 3. A construgao da cadeia superior e da ca-
deia inferior da envolidria Gr-convexa pode ser realizada em duas etapas independentes
e analogas, entdo, apresentaremos apenas a construgao da cadeia superior.

O paradigma utilizado para este algoritmo é o de divisdo e conquista e segue uma
abordagem semelhante a de Kirkpatrick e Seidel [11]. O processo da divisao da instancia
do problema ser4 realizado por uma Gr-reta Cl passando por um ponto py e pela regiio
de interesse com relagao a py onde pp denotara urn ponto fora da envoltéria Gr-convexa
do conjunto S. Antes de descrevermos o algoritmo necessitamos de algumas definicdes,
dadas a seguir.

Definicdo 4.6.1 (*) Seja ECy.(S) a envoltéria Gr-convexe de S. Sejam CS e CT as
cadeias superior e inferior de EC;.(S). Seja C¥ wma Gr-reta de F que passa por pg e
pela regido de interesse com relacao a py. Denominamos de ponte superior com relagao a
C¥t a Gr-aresta de CS interceptada por CL. No caso de duas Gr-arestas interceptarem a
Gr-reta CL (a Gr-reta CT passa por um vértice de EC;,(S)), consideraremos como ponte
supertor a Gr-aresta que possui um dos seus extremos estritamente a esquerda de cL.

Comeo na descrigao do algoritmo para determinacao da envoltdria Gp+-convexa, antes
de resolvermos as instancias menores no processo de divisdo e conquista, determinamos
como combinar as solugoes daquelas instancias, ou seja, basta encontrarmos a Gr-aresta
que intercepta a Gr-reta CL. Note que desta forma, pela Definicio 4.6.1, estamos encon-
trando a ponte superior com relagio a CF.

Apbs a determinacao da ponte superior com relagio & Gr-reta C* que divide o conjunto
S, se faz necessaria a eliminagio de alguns pontos que no podem ser pontos extremos de
uma ponte superior. A eliminacio destes pontos € explicada a seguir.

Sejam T e s pontos extremos da ponte superior com relacdo a C¥. Eliminamos os
pontos p € S tals que

r ?ZPD p ':PO 3,
onde |= foi definido na segdo 4.3,
Na secao 4.7 demonstraremos que a eliminacdo de pontos, segundo este critério, nao

elimina nenhum ponto que possa ser extremo de alguma ponte superior que esteja ainda
por ser determinada.

59



Figura 4.18: Construgdo realizada no algoritmo Envoltoria-Gr-convexa-2.

Apds a eliminagao, aplicamos recursivamente o método descrito acima nos seguintes
subconjuntos de S:

Si:={p:pEwr.p€S}
52 = {p:‘s ,:pa p,pE S}u

podendo ocorrer o caso em que nenhum ponto seja eliminado.

As figuras 4.19 e 4.20 ilustram o algoritmo descrito acima. A figura 4.18 ilustra a
construcao realizada no algoritmo Envoltoria-Gr-convexa-2. Descreveremos a seguir
um método para obtencao da ponte superior com relacio a C'F.

A ponte superior com relagio a C*

O procedimento Ponte(S, CL) no algoritmoe dado na figura 4.20 atribui a (r,s) os
pontos extremos da ponte com relagio a CL. Descreveremos agora como obter tais pontos.

A abordagem adotada para encontrar os pontos exiremos da ponte superior com
relacio a C* baseia-se na classificacdo dos pontos de S como candidatos a extremo da
ponte superior ou como nao candidatos.

Para esta classificacao utilizamos a definicdo dada abaixo e os Lemas 4.6.3, 4.6.4 e
4.6.3.

Definicao 4.6.2 (*) Seja py um ponto fora da envoltdria Gr-convezra de S. Sejam C1 e
C? duas Gr-retas de F cuja intersecio p; situa-se na regido de interesse com relagdo ao
ponto pg. Seja B(p;,r) a bola de centro em p; e raio r > 0. Dizemos que C! precede
C? (C' sucede C?) com relagdo a py se encontramos a Gr-reta C' antes (depois) de
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Algoritmo Envoltéria-Gr-Convexa-2
Entrada: Conjunto de pontos S.
Saida: Cadeia superior da envoltoria Gr-convexa de S.

seja pp um ponto fora da envoltéria Gr-convexa de S
seja C° uma Gr-reta que separa p; de S
Il L - U;DGS O}‘?o,lﬂ f CD
seja pf, um ponto em C? tal que p}, € Apyq, prg € 1
0

pri=pehiip=y qqeh

CG
p2 ::pGII:q_<Pé p‘q€171
seja p; um ponto de S na Gr-reta C,, ,, tal que

c.
pi=pE Cpp NS ip=p™ ¢,qg€ 8N

seja ps um ponto de S na Gr-reta C,, 5, tal que

C
pr:i=pE Cpg,pz N8 :q=p ™ p,geSN Cpc,pz

se |5 = 2 entdo devolva ('}, ;. sendo devolva CadeiaSuperior(S, p;, ps, C°, po, pp)

Figura 4.19: Algoritmo Envoltéria Gz-Convexa.

Algoritmo CadeiaSuperior

Entrada: O conjunto S, pontos extremos p;,ps da cadeia superior da Envoltéria Gz-

convexa, a Gr-reta C°, o ponto pg e o ponto p}, (todos esses pontos sao definidos no
algoritmo Envoltéria-Gz-Convexa-2).

Saida: Vértices da cadeia superior da envoltéria Gr-convexa de S.

Ii = UPES C:Dom nee

seja p; o ponto mediano de /; relativo a —<g < 1l>
seja CY a Gr-reta passando por pg e P

(r,s) — Ponte(S,CF)

imprima(r, s}

S ={pES:pkyr}

Sy :={p€S:sly, p}

se r # p; entdo CadeiaSuperior(S,,p;,r, C°, po, p})

se s # ps; entao CadelaSuperior(S,,s,ps, C", po, pp)

Figura 4.20: Algoritmo CadeiaSuperior.
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Figura 4.21: A Gr-reta C* precede a Gr-reta C* com relagio a po.

C? ao caminharmos na fronteira de B(p;,v) a partir de um dos pontos da intersecdo
OB{(p;, ) N Cpy p; no sentido anti-hordrio (veja a figura 4.21).

Denotaremos por C! |, C? (C? k=, C1) quando C! precede (sucede) C? com relagio
a po. Se as Gr-retas C! e C? sdo coincidentes ou nio se interceptam na regido de interesse
(podem se interceptar fora dela) entdo, neste caso, denotaremos este fato por C! k=, C%

Lema 4.6.3 (*) Seja po um ponto fora da envoltoria Gr-conveza de S. Sejam p e g pontos
distintos de S que estdo sobre uma mesma Gr-reta que passa por py tal que ¢ -<§’;Pf‘f P
Entdo q ndo pode ser wm ponto extremo de uma ponte superior.

Demonstragde: Suponha, por absurdo, que o ponto g é um ponto extremo de uma
ponte superior. Seja C* a Gr-reta que contém a ponte superior com extremo q.

Observe que a Gr-reta (,, , e C° interceptam-se em ¢ e, por definigio de F, esta é a
tinica intersecio entre elas. Note ainda que C* é uma Gz-reta de suporte de 8 pois (*
contém a ponte superior, mas isto sé é possivel se a Gr-reta C® e C,, , interceptarem-se
em mais de um ponto (veja a figura 4.22). Contradicao. O

Lema 4.6.4 (*) Seja po um ponto fora da envoltoria Gr-conveza de S. Sejam p e g pontos
distintos de S tais que p |=p, q. Seja Cp, a Gr-reta passando porp e g. Seja C* a Gr-reta
contendo a ponte com relacdo a uma dada Gr-reta CF na regido de interesse relativa a
Po’

o se Cpy Ep C° entdo g ndo pode ser wm ponto extremo de wma ponte superior com
relacdo a C* (veja a figura 4.23);
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Figura 4.22: A Gr-reta C® e a Gr-reta C,, , interceptarem-se em mais de um ponto.

o se O |z, C,, entdo p nio pode ser um ponto ertremo de uma ponte superior com
relagio a CF (veja a figura 4.24).

Demonstragdo: (Caso 1) Suponha, por absurdo, que o ponto ¢ é um ponto extremo
de uma ponte superior com relagio a C'L. Por hipétese, C,, B, C* € p o ¢, entdo p e
g estdo em lados opostos da Gr-reta C°. Contradigdo, pois C* é uma Gr-reta de suporte.
A prova para o caso 2 é analoga. O

Note que pelos Lemas 4.6.3 e 4.6.4 para eliminarmos pontos de S que nao podem
ser pontos extremos de uma ponte superior com relacao a uma dada Gr-reta devemos
conhecé-la de antemao, mas ela é justamente o que procuramos. O seguinte Lema resolve
este problema.

Lema 4.6.5 (*) Seja po um ponto fora da envoliéria Gr-convera de S e seja CT uma
Gr-reta passando por py € pela regido de interesse relativa a po. Seja C* wma Gr-reta de
suporte de SU {po} ¢ seja C° a Gr-reta que contém a ponte com relagdo a C*.

1. C" &=, C® se e somente se todos os pontos de S sobre C" estdo estritamente &
direita de C* (veja a figura 4.25);

2. Ch k., C! se e somente se C* contém pelo menos um ponto de S que estd estrita-
mente o direita de CF e contém pelo menos um ponto de S que estd estritamente a
esquerda de CF (veja a figura 4.26);
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Figura 4.23: Caso 1 do Lema 4.6.4.

To

Figura 4.24: Caso 2 do Lema 4.6.4.
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Figura 4.25: Caso 1 do Lema 4.6.5.
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Figura 4.26: Caso 2 do Lema 4.6.5.
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Figura 4.27: Caso 3 do Lema 4.6.5.

3. C' k=, C" se ¢ somente se todos os pontos de S sobre C* estdo estritamente a
esquerda de CY (veja a figura 4.27).
Demonstracdo:
caso 1 => Sejam p; e p; pontos extremos da ponte com relagio a OF tais que py F=p, P2
Seja p. o ponto de intersecio entre C* e C°,
Note que C* é uma Gr-reta de suporte e, por hipétese, C* Ep, C° entdo ps o pe.
Portanto, todos os pontos de S em C" estio a direita de C¥, pois a intersecio de
CL com C" estd entre os pontos p;, e p; e C* é de suporte.
<= Sejam p; € p; pontos extremos da ponte com relacao a CF e seja C" uma Gr-reta
de suporte de S tal que os pontos de 8 em C”* estio & direita de CF.
Podemos afirmar que C% intercepta C%, pois C* é uma Gr-reta de suporte do
conjunto que dé origem a cadeia superior. Assim, por definicdo de = temos que
Ch EPQ Gb'
caso 2 => Seja C'* uma Gr-reta de suporte de S tal que C* &, C*. Estas duas Gr-retas se

interceptam pois, por hipétese, C" e C* sio Gr-retas de suporte da cadeia superior.
Mas se C* =, C?, entdo estas duas Gr-retas devem ser coincidentes. Assim, C*
contém pelo menos um ponto de S que est4 estritamente a direita de C* e contém
pelo menos um ponto de S que estd estritamente & esquerda de CF;
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&= Seja C* uma Gr-reta de suporte de S que contém pelo menos um ponto de S
estritamente & direita de CT e contém pelo menos um ponto de S estritamente &
esquerda de C*. Note que, por definicio de “ponte superior”, a Gr-reta C* contém
a ponte superior com relagio a CL entdo temos que C* =, C%;

caso 3 Andlogo ao caso 1. O

Observe que no Lema 4.6.4 para eliminar p ou g temos que fazer uma das duas com-
paracdes: (C° Ep Cpyq) ou (Cpy E,, C). Para fazer tal comparagiio precisamos de uma
informacao que ainda nio estd disponivel: a Gr-reta C®. Para contornar esse problema
usaremos o Lema 4.6.5 para eliminar um dos dois pontos p ou g.

Assim, pelo Lema 4.6.5 temos que verificar em qual dos trés casos os pontos extremos
de C* se encaixam. Desta forma, podemos saber se C* k=, C*, C* k=, C* ou C* =, C*.
Para isto, basta verificar as posi¢des dos pontos em C* com relacio a CF. Como temos
que C" &, Cp, entdo podemos eliminar p ou ¢ usando o Lema 4.6.4.

Encontrar uma Gr-reta de suporte C* pode requerer tempo linear, isto é computa-
cionalmente caro para ser realizado para cada um de |[|S|/2] pares de S, (pois terfamos
complexidade quadratica na etapa da conquista do algoritmo} mas gostariamos que o
tempo total aqui fosse linear, como é possivel obter no caso euclidiano. Para isso, utiliza-
remos o resultado do Lema 4.6.6 a ser apresentado mais adiante. Mostraremos a seguir
como contornar o problema citado acima.

Seja PARES um conjunto de [|S{/2] pares de pontos de S tal que nenhum ponto de
S participa de mais de um par e seja C"* uma Gr-reta de suporte de S tal que:

1. C* =, C,, para pelo menos ||[PARES|/2] pares de pontos em PARES;
2. Cpq Epe C" para no maximo [[PARES|/2] pares de pontos em PARES.

Note que no item 1 acima temos, pelo Lema 4.6.5, que C,, E,, C® para ||PARES|/2]
pares de pontos em PARES e no item 2 temos, pelo Lema 4.6.5, que C° &=, C,, para no
méaximo [|[PARES|/2] pares de pontos em PARES.

Desta forma, apés a obtenciao de C* podemos aplicar o Lema 4.6.4 e o Lema 4.6.5
para eliminar varios pontos.

Os Lemas 4.6.6 e 4.6.9 serdo utilizados para obter C* com as propriedades descritas
acima.

Lema 4.6.6 (*) Seja py um ponto fora da envoltéria Gr-conveza de S. Seja C7 uma
Gr-reta de suporte de S passando por py. Sejam C' e C? duas curvas de F que passam
por pontos de S. Se O e C? interceptam-se na regido de interesse com relacdo a py entdo
sejam fi e fa, pontos fora da regido de interesse com relagdo a po, que estido do lado
oposto ao conjunto S com relagdo a Gr-reta C7 e estdo sobre C' e C*, respectivamente.

67 UNICAMYP
3IBLIOTECA CENTRA.
QRCAN CIRCILANT



Figura 4.28: Construcéo para o Lema 4.6.6.

Sejam py € py pontos de intersecio de C' com C7 e de C? com C7, respectivamente (veja
a figura 4.28). Entdo

o O k=g, OF se e somente se py <5 pa;

r
o C%iz,, (7 se e somente se p; <5 py.

Demonstragdo:(caso 1)= se C' k=, C? entdo p1 <5 p» pois C! e C? interceptam-se
uma Unica vez e p; esta mais proximo de py do que p; esta de pg.

& se py < p; entdo C' [, C? pois C! e C? interceptam-se uma tnica vez e
C' é encontrado antes do que C? quando se caminha na fronteira da bola de centro
C*N C? e raio p > 0 no sentido anti-horario a partir de um dos pontos da intersecao
Cop.crncz NOB(CT N C?, p).

{caso 2) Analogo ao caso 1. O

Definigao 4.6.7 Sejam C' e C? curvas na regidgo de interesse com relagio a um ponto
fora da envoltoria-Gr-conveza de S. Dizemos que a curva C' estd a esquerda (direita) de
uma curva C? quando os pontos de C! na regido de interesse estdo & esquerda (direita)
dos pontos de C* na regido de interesse.
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Antes de enunciarmos o Lema 4.6.9 descreveremos uma construgao que ser utilizada
nele. Seja po um ponto fora da envoltdéria Gr-convexa de S. Sejam C7 e C? as curvas de

suporte de S passando por pp tal que U7 estd a esquerda de C°. Considere o conjunto
PARES, definido anteriormente.

Lema 4.6.8 (%) Seja Cpy, (p,q) € PARES uma curva que ndo intercepta C* (C7). Seja
C" uma curva de suporte de S que intercepta C° (C7) entdo C* k=, Cpq (Cpy Ep, C*).

Demonstragdo: A relagio de ordem entre C,, e C* é a mesma que existe entre C°(C7) e

C*. Assim, o ’Epo Cp:q (Cp,q Epc Oh)' =

Lema 4.6.9 [*)

Sejam C7 e C® as duas curvas construidas acima e tambeém considere o conjunto
PARES ja definido. Suponha que eriste pelo menos uma intersegdo de uma curva C, 4,
pera (p,q) € PARES, com C7 ou C*. Seja T (U) o conjunto das curvas C,, que ngo
interceptarn C° (C™}. Se C*° (C™) € a curva com maior nimero de infersegdes com as
curvas C,, entdo seja m um ponto sobre esta curva tal que m precede abs(||PARES|/2| —
\T|} (abs(||PARES|/2| — |U|)] pontos de intersecées com relagio a —<;j: (—<g}. Seja
C* wma Gr-reta de suporte do conjunto S passando por m. Entdo C* determina trés
conjuntos de pares de pontos:

o MENOR := {(p,q) € PARES:C,, =,, C*};
o IGUAL = {(p.q) € PARES: Cy, Hp, C*};
o MAIOR = {(p.q) € PARES: C" |=,, Cy,}-

tais que

|MENOR| + |IGUAL| < [|PARES/2|],
|MAIOR| > ||PARES/2]].

Demonstracao: Faremos a demonstracio para o caso em que C'® possui o maior nimero
de interse¢bes com as curvas Cp .. O outro caso é analogo.

Note que as curvas Cp 4, {p,¢) € PARES que interceptam C* passam por pontos de S
e por pontos fora da regiao de interesse com relacio a py. Temos também que m precede
abs(||PARES|/2} ~ |T|) pontos de intersecdo sobre C° e além disso C* intercepta todas
as curvas Cp, que passam pelos pontos de intersegdo sobre C° e que sucedem m com
relagdo a —<g;s. Assim, pelo Lema 4.6.6 C" =, C,, para abs(||PARES|/2}|} ~ |T|) pares
de pontos no conjunto PARES. Além disso, C* intercepta as curvas do conjunto 7 pois
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méttica euclidiana

métrica I,

Figura 5.1: Diagramas de Voronoi na métrica euclidiana e métrica L.

Na secao 5.2 veremos que uma métrica associada & geometria Gr é uma meétrica com-
portada. Na secdo seguinte apresentaremos as definicbes de Klein [12] e mostraremos
como utilizar a abordagem dele na geometria Gr.

5.2 Diagrama de Voronoi Concreto e Abstrato

Nesta segao exibimos as definigbes do Diagrama de Voronoi Concreto e Abstrato e de
sistema admissivel de curvas. As definigdes desta segio sdo provenientes de [12].

Definicdo 5.2.1 Seja (M, d) um espagco métrico, e suponha que uma relagio de ordem

total < erista em M. Seja 8 € M um conjunto finito € ndo vazio. Parap,q € S, p # ¢,
sejam

Clp.g) ={z€ M :d(p,z) < d(q,2)}
Dip,g) ={z€ M :d(p,z) > d(q,z)},
e defina

Cp,q), sep=gq
H T !
(7. 1) { D(g.p). seq=p.
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caso 1 caso 2 caso 3

caso 4

Figura 5.2: Tipos de bissetores na métrica L.

Denotamos por

T,(S):= [] Hipq)
7=5\{p}
o Regido de Voronoi Concreta de p com relagido a S e por

Vorer(8) := | 07,(S)

pES

o Diagrama de Voronoi Concreto de S.

Note que a definicao acima € equivalente a definigao usual {definicao 5.1.1). Apresen-

tamos agora a definicao de métrica comportada e um Teorema que sera utilizado mais
adiante.

Definicdo 5.2.2 Uma métrica d em R*® € uma métrica comportada se as sequintes pro-
priedades sdo satisfeilas:

1. d induz a topologia euclidiana (definigao D.1.8);

2. as bolas na métrica d sio imitadas com relagdo o métrica euclidiana {definicdo em

D.1.10);

3. sep,q € R® ¢ p# q entdo existe um pontor & {p,q} tal que d(p,q) = d(p,r}+d(r, q);

4. se p,qg € R?* e p < g entao J(p,q) := C(p,q) N D(p,q) € uma curva homeomorfa
a (0,1). A intersecdo de duas tais curvas J(p,q) e J(v,w) consiste de um nimero
finito de componentes conezas.
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Definicao 5.3.1 Definimos uma geodésica P em um espago métrico (M,d) como um
homeomorfismo P : R — M tal que pare todo t € R existe um ¢, > 0 onde

d(P(t;}, P(t2)) = [ty — 4]

para
it;——tl < &y, = 1,2

Definicio 5.3.2 (Bussemann [3]) Definimos como G-espago um espago métrico que
satisfaz as seguintes propriedades:

—

. o espaco € finitamente compacto (definicdo D.1.18);

e

o espacgo € convezo (definicio D.1.15);

o

. todo ponto do espago possui a propriedade da extensdo local (definicdo D.1.16);

. dois ponlos distintos quaisquer estdo sobre no mdzimo uma geodésica.

Fo

A seguir demonstraremos que (R?,dr) é um G-espaco. A propriedade 1 é verdadeira
pois as métricas d. e dr sdo equivalentes (Proposicio 5.3.3).

Proposigao 5.3.3 (*) A métrica dr € equivalente ¢ métrica d,.
Demonstracao: As distancias entre dois pontos distintos p,q € R* nas métricas dr e
d. sao tals que:
d}'(P;Q) 2 de(p§ Q)‘ (51)

pois dr(p,q) € o comprimento do Gr-segmento que liga p a ¢ enquanto que d. é o com-
primento do segmento de reta euclidiana.
Assim, para € > 0 temos que

Buy(p.c) C Ba(p,c). - (5.2)
Por outro lado, dado A > 0 mostraremos que existe é > 0 tal que By, (p, ) C By (p, A).
Tomando
&= i d '),
P € Bgr(p) (p.7);

temos como consequéncia de (5.1) que

Bde(P: 6) C Bdf(p: A)D

A propriedade 2 segue-se da seguinte Proposicao.

80



Proposigao 5.3.4 (*) Se p e q dois pontos distintos de R® entdo existe um ponto r &
{p.q} tal que dz(p,q) = dr(p,r) + d=(r, q).
Demonstragdo: Sejam p e ¢ pontos distintos de R? e seja C,, a Gr-reta que passa por
p e gq. Qualquer ponto r no Gr-segmento entre p e ¢ é tal que
dr(p,q) = dx{p,7) + dr(r, q).
pois dr é uma métrica dada por comprimento de arco. O

Mostraremos agora que a propriedade 3 é valida em (R?,dx).

Proposicao 5.3.5 Sejap € R? entdo p possui a propriedade de extensdo local com relagdo
a d:,-".

Pemonstracio: Seja p € R® e By, (p, §) a bola de centro em p e raio § > 0. Além disso,
sejam p; e pz pontos distintos em By, (p,§) e

g:= min d .Y,
pedBil s @ (PP

Seja também (), ,, a curva que passa por p; e pp e r € Cp, , N By (p, €/2} tal que
r & Ap -
Note que

dr(p1,p2) + dz(pa, ) = dr(p,7)

d}“(pg, T‘) = 5/2
Logo, p possul a propriedade da extensdo local. [

Resta mostrar que dois pontos distintos qualsquer estdo no maximo sobre uma geodésica.
Isso é dado pela Proposigao abaixo.

Proposigao 5.3.6 As curvas da familia F na geometria Gr sdo as geodésicas com relagdo
a d}'.

Demonstragido: Considere a representacio paramétrica de uma curva de F por com-
primento de arco, (z(t},y(t)). Assim, por definicao

(2 +y(1) =1,
onde f indica o comprimento de arco.
Desta forma, o comprimento de arco no intervalo [z(t1), z(t2)] é

[V v = -l

Assim, pela defini¢ao 5.3.1 toda curva de F é uma geodésica. O

Pela Proposicdo acima temos que a propriedade 4 é verdadeira para {(R?, dr). Podemos
concluir entdo que (R?,dr) é um G-espaco.

Na secio 5.4 demonstraremos que dr € uma métrica comportada.

81



Teorema 5.4.4 Sejam p e q pontos distintos de R*, o bissetor dos pontos p € ¢ € uma
curva gberta de Jordan que € estrelada com relagdo aos pontos p e q € também € estrelada
com rela’cdo ao pontos da curva C, 4 exceto possivelmente os pontos do segmento de p a
g.

Note que se uma curva € estrelada com relacao a algum ponto entao ela € uma curva
simples.

Temos entao que os bissetores em G sdo homeomorfos a (0,1). Na secio seguinte
demonstramos a propriedade B para a métrica dr.

5.4.2 Propriedade B

Resta agora mostrar que a intersecdo de duas curvas J(p,¢) e J{v,w) consiste de um
numero finito de componentes conexas. Para demonstrar tal fato utilizamos um resultado
de Eberlein [8] que afirma que em toda variedade riemaniana bidimensional completa,
simmplesmente conexa e livre de pontos conjugados a intersegio de dols bissetores quaisquer
possul no maximeo um ponto.

Mostraremos entéo que o espaco métrico (R*, dr) é uma variedade riemaniana bidimen-
sional completa, simplesmente conexa e livre de pontos conjugados. Para i1sto mostraremos
que todo G-espago é um espago de curvatura limitada, e por fim, mostraremos que este
espaco € uma variedade Riemaniana bidimensional com as propriedades desejadas.

Apresentaremos a nocao de espaco de curvature limifada, para isto precisamos de
algumas definicbes auxiliares dadas a seguir que foram retiradas de Aleksandrov [1]. As
duas definigdes seguintes foram adaptadas para a geometria Gr.

Definicdo 5.4.5 Sejam C? e C? curvas de F com intersecdo em um ponto O. Sejam
pz € p, pontos em C' e C* respectivamente. Denote por I, o comprimento do arco
Ao p,, porl, o comprimento do arco Ao, € porl. o comprimento do arco A,_,,. Denote
também porfgu c2{lz, 1y} o dngulo oposto ao lado com comprimento I, de um tridngulo com
lados I;,1,,1, em uma superficie de curvatura constante K (Defini¢do E.1.38). Definimos
angulo superior entre C*! e C? como

&C,C% = Tim &gl l,).

Tyhy

Definicdo 5.4.6 Seju T = ABC um tridngulo no B ¢ TH = ARBNCHK uym tridngulo
ern uma superficie de curvatura constante K com seus lados de mesmo comprimento que
os lados do triangulo T. O excesso do triangulo 1" com relagdo ¢ K €
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8 (T) = (&+ B +4) = (&x + Bx + %),
onde &, {3’,3/ € &K,BK,’S/K sdo os dngulos dos tridngulos T e TX | respectivamente.

Definigao 5.4.7 Um espago métrico (M,d) € de curvatura limitada se satisfoz as seguin-
tes condicoes:

1. a métrica do espago € intrinseca (definicao F.1.21);

2. M € localmente comnpacto (definicio D.1.14);

3. os arcos de curva de menor comprimento sdo localmente extensiveis, ou seja, para
cada ponto p € M existe uma bola aberta B(p, A,) de centro p e raio A, tal que
todo arco de curva de menor comprimento entre dois pontos p’' e ¢’ pertencentes a

B{p. ;) pode ser prolongado para outro arco de curva de menor comprimento com
extremos p”,¢" € M.

4. existem ky, ks, ky < ko tais que o excesso de um triangulo T com relagao a ky € ndo
negativo e o excesso de T com relacdo a ka € ndo positive, ou seja,

G, + By + 7, A&+ B+5 < an, + B, + s

onde &, 3 € 4 sdo os dngulos de T, os indices nestas varidveis indicam 0s respectivos
angulos nas superficies de curvatura constante ky e ky.

Agora podemos demonstrar que (R?, dr) é um espaco de curvatura limitada.
Teorema 5.4.8 O espagco métrico (R, dr) € um espace de curvatura limitada.

Demonstragdo: A afirmacio do Teorema é conseqiiéncia imediata da verificagao es-
sencialmente trivial das quatro propriedades enunciadas na definicdo 5.4.7. A verificacao
é feita de acordo com a ordem apresentada na definigio 5.4.7:

1. Por defini¢ao, a métrica dr utilizada em Gr é a métrica intrinseca (Defini¢do E.1.21);

2. R? é localmente compacto pois R* é compacto;

3. as curvas da familia F sdo geodésicas em (RZ%,dx). Assim, para todo p € R? existe
uma bola By, (p, A,) de centro p e raio A, tal que todo arco de uma curva de F de
extremos p’ e ¢’ pertencentes a B(p, A,) pode ser prolongado para outro arco com
extremos p”, ¢’ € R*. Assim, (R%, dr) possui a propriedade de extensao local.

4. Para a ultima propriedade basta escolher by = 0 = k;. O

Agora, resta demonstrarmos que este espaco métrico é uma variedade Riemaniana.
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O espago métrico (R? dr) é uma variedade Riemaniana

Nesta secao, concluiremos que a métrica dr na geometria Gr é uma métrica comportada
conforme a definicdo dada por Klein [12]. As trés primeiras propriedades da definicdo
de Klein foram demonstradas no inicio da secdo 5.4 e a propriedade de que os bissetores
sao homeomorfos ao intervalo (0, 1} foi demonstrada na subsegdo 5.4.1. Resta demonstrar
que a intersecao de dois bissetores em Gr consiste de um nidmero finito de componentes
conexas.

Para demonstrar tal fato utilizaremos um Corolario resultante de um Teorema de
Berestoviskii (Teorema 12.2 enunciado [1}).

Corolario 5.4.9 (R, dr) € uma variedade Riemaniana.

Note que, como estamos considerando R? com a métrica dr temos que esta variedade é
bidimensional e completa e simplesmente conexa. Achamos desnecessario demonstrar tals
propriedades pois estas sdo consideradas resultados candnicos em topologia. Para o leitor
interessado podemos citar [3]. Agora, podemos enunciar um Corolario de um resultado

de Ehrlich dado em [9].
Corolério 5.4.10 O espaco métrico (R* dr) € livre de pontos conjugados.
Por fim, o resultado desejado é dado por Eberlein [8] no Teorema a seguir.

Teorema 5.4.11 (Eberlein [8]) Sejo uma variedade riemaniana bidimensional com-
pleta, simplesmente conexa e livre de pontos conjugados. Entdo a intersecdo de dois
bissetores quaisquer dessa variedaede possui no mdzimo um ponto.

Desta forma, temos que a métrica dr é uma métrica comportada. Temos também
que os bissetores em Gr sdo curvas bissetoras e pelo Teorema 5.4.2 J(p,q) = B(p,q). E
conforme observado por Klein um sistema de curvas bissetora formado pelos J(p,q), p
e q pertencentes a um conjunto de pontos, com uma métrica comportada ¢ um sistema
admissivel de curvas. Temos entdo que os bissetores em Gr com a métrica dx formam um
sistema admissivel de curvas bissetoras.

Note que desta forma pode-se utilizar a abordagemn de Klein que é baseada no algoritmo
de Shamos e Hoey para a constru¢ao do diagrama de Voronoi.

Observe que nao fornecemos como obter os bissetores na métrica dr. Nosso objetivo
principal foi de fornecer uma familia de geometrias exemplo comn uma métrica comportada
ja que o tnico exemplo fornecido por Klein [12] {foi a prépria geometria euclidiana.

A obtencao dos bissetores pode ser feita através da solugao de sistemas algebricos. Um
exemnplo disso é visto quando a familia de curvas F é formada pelas vérias translacoes de
uma parabola em R?. Neste caso o bissetor de p, p* € R® por
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fp 1+ fle)de = ] STt g (ards

onde f(z) e g(z) sao as equagdes de parabolas que passam, respectivamente, por p' e p*.
A solucao deste tipo de equacdo pode ser feita em softwares como o Maple.

A definicao da geometria Gr foi motivada pela definiciao das geometrias Go+ e Go-.
Em G fornecemos um algoritmo para construcio da envoltoria convexa e também mos-
tramos que, desde que saibamos como determiniar bissetores na geometria Gr, € possivel
a construgio do diagrama de voronoi utilizando-se a abordagem de Klein [12] mostrando

que a a métrica na geometria Gr é uma métrica comportada cujos bissetores formam um
sistema admissivel de curvas.
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Capitulo 6

Conclusao

Nesta tese abordamos problemas de convexidade (envoltdéria convexa) e proximidade (dia-
grama de Voronoi) em geometrias nao euclidianas. No capitulo 2 definimos trés geometrias
advindas de um conjunto de orientagdes restritas.

Uma abordagem existente para geometrias advindas de um conjunto de orientagbes
restritas é a dada por Rawlins [23] onde a geometria definida por ele é formada por O-
escadas, o conjunto de pontos é R? e as regras de incidéncia entre pontos e retas sdo as
mesmas da geometria euclidiana.

Acreditamos gue a geometria de Rawlins é pouco natural pois qualquer tipo de curva
cuja intersecao com uma reta com orientacao em O, seja conexa ou vazia, pode ser uma
reta da geomeiria. Além disso, o ndmero de segmentos de retas entre dois pontos pode
ser infinito (e estes néo sdo coincidentes). Rawlins também define o conceito de convexi-
dade onde um conjunto € O-convexo se sua intersegao com qualquer reta euclidiana cuja
orientacdo pertence ao conjunto O € conexa (ou vazia). Note que esta definicao permite
que conjuntos (J-convexos sejam nao conexos.

Devido as caracteristicas descritas acima buscamos uma defini¢io para a geometria de
orientagdes fixas onde os segmentos de reta entre dois pontos de R? sejam coincidentes e
a definicio de convexidade nesta geometria nao leve a conjuntos convexos nao conexos.
Definimos entdo no capitulo 2 a geometria Go+ que possui as caracteristicas acima {na
realidade, definimos duas tais geometrias Gp+ € Gp-).

Definimos o conjunto das retas da geometria G+ como sendo constituido de todas as
retas degeneradas e todas as retas nido degeneradas positivas, o conjunto dos pontos como
sendo todos os pontos de R? e as relagdes de incidéncia conforme a geometria euclidiana.

Demonstramos no capitulo 2 que os segmentos de Gp+-retas entre dois pontos quais-
quer de R? sdo coincidentes. Note que assim conseguimos uma proximidade maior com
a geometria euclidiana. Definimos também o conceito de Gp+-convexidade onde um con-
junto é Gp+-convexo se sua intersecac com qualquer Gp+-reta é conexa.
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A partir desta definicio demonstramos que conjuntos Gp+-convexos s3o conexos, que
a intersecdo de conjuntos Gp+-convexos € um conjunio Gp+-convexo, que todo conjunto
Go+-convexo € dado por intersecao de Gp+-semi-planos.

Veja que as semelhancas das propriedades de conjuntos Go+-convexos com os conjuntos
convexos euclidianos é grande. Diante destas evidéncias obtivemos um algoritmo para
construcdo da envoltdria Gp+-convexa de um conjunto finito de pontos S. A complexidade
algoritmica deste ¢ O(nlogh) onde h denota o nimero de arestas da envoltdria Go+-
convexa de S e n o nimero de pontos em S. E importante observar que esta é a mesma
complexidade do algoritmo de Kirkpatrick e Seidel [11] no caso euclidiano e este algoritmo
possui complexidade O{nlog ), onde h também denota o mimero de arestas da envoltéria.
Note que k pode ser igual a n, assim no pior caso o algoritmo de Kirkpatrick e Seidel tem
complexidade O(nlog n) que é a cota inferior para o problema da construcio da envoltéria
convexa.

Vale a pena ressaltar que varias outras propriedades a respeito de conjuntos Ge+-
convexos foram obtidas no capitulo 2 e que sido andlogas as propriedades da geometria
euclidiana. No capitulo 3 apresentamos um algoritmo para determinar a envoltéria de um
conjunto de pontos.

A relativa semelhanca existente entre a geometria Go+ € a geometria euclidiana é uma
caracteristica que nos direciona a buscar por novas propriedades para que possam ser
aplicadas em solugbes a problemas relacionados a um conjunto de orientagdes restritas.
Um exemplo de aplicagao pratica ja citado € o uso de todas as propriedades obtidas até
entao em projetos VLSI.

Pode-se ainda citar a modelagem geométrica para o acesso concorrente, realizado por
varios usuarios, a um banco de dados. Preparata e Shamos [22] dedicam um capitulo
inteiro do seu livro para problemas de aplicacio pratica relacionados a objetos retangula-
res, ou seja, objetos cujas arestas estao restritas a um conjunto de orientacdes, neste caso
O = {0,90,180,270}. Note que nossa abordagem é mais genérica, pois permite mais do
que quatro orientagbes em O, desde que este seja finito. Vale lembrar que a literatura
tem inumeros exemplos de solugbes para problemas de natureza que envolvem orientacoes,
dentre as quals podemos citar [18, 17, 19, 24, 10, 30, 29, 26, 23, 20]. Todos estes artigos
nao abordam o problema da maneira como apresentamos no capitulo 2 ou seja, ndo de-
finem uma nova geometria e nao exploram propriedades desta para uso na solugido dos
problemas apresentados. A abordagem utilizada nestes artigos foi a de definir um novo
concetto de convexidade utilizando-se de curvas com restrigoes relacionadas ao conjunto de
orientagdes e a partir dal elaborar algoritmos para 2 determinagdo da envoltdria convexa.

Na geometria Gp+ uma das caracteristicas é a existéncia de pelo menos uma reta pas-
sando por um dado par de pontos. Na realidade o nimero de retas que passa por um
dado par de pontos € infinito, no entanto os segmentos destas retas entre o par de pontos
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sao coincidentes. Além desta caracteristica, a intersecdo de duas retas quaisquer desta
geometria é conexa, mas nao necessariamente composta de um unico ponto. Estas carac-
teristicas nos foram iiteis para explorar varias propriedades concernentes a convexidade,
semelhantes as propriedades de conjuntos convexos na geometria euclidiana.

Intuitivamente, quanto maior a semelhanca da geometria definida com a geometria
euclidiana maior o namero de propriedades analogas que podem existir na nova geometria.
Isto nos motivou a definir uma nova geometria com caracteristicas mais préximas da
seometria euclidiana.

Assim, definimos no capitulo 4 a geometria Gr onde para qualquer par de pontos do
plano ternos uma reta que passa por eles e esta reta € tnica, o que, conforme ja observado,
nao acontece na geometria Go+.

Caracterizamos também familias de curvas na esfera de Riemmann nas quais definimos
a gerometria Gr. Estas familias de curvas devem satisfazer as seguintes condigoes:

e toda curva C € F é uma curva de Jordan fechada que passa pelo pdlo norte da
esfera;

e dados dois pontos préprios existe um dnico membro da familia F que passa por eles.

Comeo usualmente lidamos apenas com os pontos proprios consideraremos que esta-
mos trabalhando com R?. Além disso consideramos que as curvas da familia F sao dife-
renciaveis por partes.

A geometria Gr é definida pelo conjunto de pontos de R?, pela familia F de curvas e
as mesmas regras de incidéncia da geometria euclidiana. Definimos também o conceito de
G r-convexidade onde um conjunto de R* é Gr-convezo se a intersecao de qualquer curva
de F com o mesino é conexa.

Note que a defini¢ao acima € uma generalizagido do conceito de convexidade da geo-
metria euclidiana, pois se consideramos como sendo a familia de curvas todo o conjunto
de retas no plano, temos que Gr conincide com a geometria euclidiana.

Esta analogia nos permite buscar propriedades de Gr-convexidade que sejam analogas
a propriedades existentes na geometria euclidiana. No capitulo 4 demonstramos que
um conjunto Gr-convexo € conexo, que intersecdes de conjuntos Gr-convexos sao con-
juntos Gr-convexos e também demonstramos que todo conjunto Gr-convexo é dado por
intersecoes de Gr-planos de suporte.

Vale aqui também a ressalva de que estas propriedades tém andlogas na geometria
euclidiana. Estas e uma série de outras propriedades (dadas no capitulo 4) nos foram
Uteis para a obtencdo de um algoritmo para a determinacio da envoltéria Gr-convexa
de um conjunto finito de pontos S utilizando o método de Kirkpatrick e Seidel {11]. A
complexidade obtida também foi de O(nlog &}, onde A representa o nimero de arestas da
envoltdria Gr-convexa e n é a cardinalidade de S.
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Para a obtencao deste algoritmo fol necessaria a definicao de novos termos e novas
relacdes de ordem entre estruturas geométricas de G como, por exemplo, uma relacio de
ordem entre Gr-retas. Vale a pena lembrar que a definicdo desta geometria mostra uma
abordagem mais formal de atacar problemas que nio envolvem retas euclidianas.

Seguindo esta linha de pesquisa em geometrias nao euclidianas definimos uma métrica
associada a geometria Gr. A defini¢ido da métrica dr foi o primeiro passo para buscarmos
umn algoritmo para a determinagdo do Diagrama de Voronot. O caminho utilizado para
alcancar tal objetivo fol de demonstrar que a métrica utilizada é uma métrica comportada
(definido em [12]). Apds demonstrarmos tal fato, a utilizagdo do algoritmo de Shamos e
Hoey [28] para determinagdo do diagrama foi imediata.

E de grande destaque o numero de propriedades obtidas durante o estudo da geometria
G para obtengao da envoltéria Gr-convexa e do diagrama de Voronoi. Tais propriedades
podem ser aproveitadas para solugao de problemas cuja descri¢ao incluem curvas genéricas
que respeitam a caracterizacao dada para F.

Na proxima secao descrevemos possivels topicos para pesquisa futura.

6.1 Trabalhos futuros

A defini¢ao de duas novas geometrias nio euclidianas para apresentar solugoes a problemas
de convexidade e proximidade abriu um leque de opg¢des para pesquisa dentre as quals
podemos citar:

e definicao de novos conceitos na geometria Gp+, como o de visibilidade e conseqliente
estudo de propriedades e solucoes para determinacao do nicleo de Gp+-poligonos;

o generalizagao dos conceitos da geometria Gp+ para R™, n > 2;

o definicdo de novos conceitos na geometria Gr, como o de visibilidade e conseqiente
estudo de propriedades e solucdes para determinagao do nicleo de Gr-poligonos;

A abordagem de definir geometrias ndo euclidianas para solugdo de problemas cuja
natureza foge do escopo euclidiano nos fornece uma formalizacio maior e abre um cami-
nho para busca de solugoes a problemas nestas novas geometrias que sejam analogos a
problemas que ocorrem na geometria euclidiana. No caso da geometria Gp+ 0 nimero
de propriedades conseguidas durante o desenvolvimento da tese foi consideravel e podem
ser usadas para solucdo de outros problemas. O mesmo também ocorre no caso da geo-
metria Gr. Esta ultima, diferentemente da geometria Gp+, lida com curvas que quando
interceptam-se o fazem em apenas um tnico ponto.
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Apéndice A
Geometria g;

Neste apéndice damos algumas propriedades e definicoes relativas & geometria ;. A de-
finicao desta geometria teve apenas valor didatico para a definicdo da geometria Go-+.
Desta forma, este apéndice serd sucinto e breve nas definicdes e propriedades. Relembre-
mos, entdo, a definigdo desta geometria.

Geometria §;

O conjunto de retas com orientagdes em O mais as mesimas regras de incidéncia entre
pontos e retas da geometria euclidiana definem uma geometria para R* advinda do con-
junto de orientacoes em O, a qual denotaremos por G;. Denominaremos de G;-reta toda
reta da geometria Gy.

Conforme ja observado, diferentemente da geometria euclidiana, a geometria G, nao
possui uma G;-reta passando por cada par de pontos de R

A seguir definiremos o conceito de poligono na geometria G;.

Definigdo A.1.1 (*) Dadosn pontos pa,p1,. .., Pa-1, que definem uma seqiéncia de seg-
mentos de Gy-retas em ordem ciclica T; = pipiy1, 0 < 1 < n— 1, onde as somas dos
indices sdo tomadas modulo n, os pontos p;’s juntamente com os segmentos 1;’s formam
um Gy-poligono. Os pontos sdo chamados de vértices ¢ 0s segmentos de Gy-arestas do
G -poligono.

Definicao A.1.2 (*) Dizemos que um Gy-poligono P = (po,p1,...,pn-1) € simples se
ele satisfaz a seguinte propriedade:

o todas as arestas de P sdo disjuntas exceto pelos vértices que arestas consecutivas
compartilham, isto €, T: N Ty = {pip1} para 0 < i <n-~1eT;NT; = @ para
1<j—-leg<i4+n~1.

92



Doravante, todas as referéncias a G;-poligonos serdo subentendidas como Gy-poligonos
simples. Além disso, quando nos referirmos a um G;-poligono consideraremos s vezes
também o interior do mesmo.

Definiremos a seguir o conceito de semi-plano na geometria G; e o conceito de con-
vexidade, além disso, mostraremos duas propriedades relacionadas ao conceito de G-
convexidade.

Defini¢gao A.1.3 (*) Um G;-semi-plano € uma das duas regioes fechadas do plano cuja
fronteira € uma G, -reta.

Continuaremos a denotar por S um conjunto de pontos (ndo necessariamente finito).

Definigao A.1.4 (¥*) Um conjunto S € Gi-convexo se o intersecio de S com qualquer
G, -reta € coneza.

Definicdo A.1.5 (*) Um Gi-poligono € Gy-convezo se sua intersecdo com qualquer G-
rete € coneza.

Definicdo A.1.6 (*) A envoltéria Gi-convexa de um conjunto S € o menor conjunto
fechado (no sentido da definigdo D.1.9) G1-convezo que contém S.

Conforme veremos na Proposi¢ao A.1.7 adiante a intersecao de conjuntos §G,-convexos
é um conjunto {i-convexo. Assim, envoltoria Gi-convexa esta bem definida, pois “C”
define uma relagdo de ordem parcial para conjuntos.

Proposigao A.1.7 (*) A intersegdo de quaisquer dois conjuntos G;-convezos € um con-
Junto Gq-convezo.

Demonstracio: Sejam P; e P, conjuntos Gi-convexos. Suponha, por absurdo, que
P, NP, é ndo G;-convexo. Assim, seja R uma G-reta tal que RN (P;NP,) é nao conexa.

Sejam py, p2 € R pontos que pertencem a componentes conexas distintas de BN (P3N
P,) e, além disso, seja p’ um ponto pertencente ao segmento de £ que liga p; a p, tal que
P E(PynPy).

Por hipdtese, P1(P3) é Gi-convexo. Além disso, py, p2 € P1(P2). Assim, a intersecio
de R com P,({P;) é conexa. Logo temos que p’ € P,(P,). Portanto, p’ € (P;NP;), o que
contradiz a escolha de p/. [

Uma observagdo importante a respeito de conjuntos Gi-convexos € que nem todo con-
junto G;-convexo é conexo, a figura A.1 mostra um exemplo. Assim, também podemos ter
que intersecOes de Gq-poligonos G-convexos sejam ndo conexas e, portanto, a intersegao
nao é um Gy-poligono (figura A.2).

Vale a pena ressaltar que naoc é valida na geometria G; a propriedade valida na ge-
ometria euclidiana de que conjuntos convexos sao dados por intersecoes de semi-planos,
um exemplo € dado na figura A.3.
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Figura A.1: Conjunto Gi-convexo ndo conexo.
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Figura A.2: A intersecdo de Gi-poligonos &;-convexos nem sempre € um {;-poligono
embora seja sempre um conjunto §;-convexo.
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Figura A.3: Conjunto G;-convexo nao dado por intersecbes de G-semi-planos.
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Gi-semi-planos
Proposicao A.1.8 Gy-semi-planos sio G-convezos.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que um G;-semi-plano H seja nao Gy-convexo.
Entao existe uma §;-reta £ cuja intersecao com H ¢ nao conexa.

Logo, a intersecdo da fronteira de H com R € nido conexa. Temos uma contradicéo,
pois a intersecao de Gi-retas é conexa. O

Note que na geometria §; se considerarmos um conjunto infinito de orientacdes [0, 360)
temos equivaléncia com a geometria euclidiana. Conforme ja observado a definicao desta
geometria deve-se apenas a carater didatico. No apéndice B exibimos também algumas
propriedades e definicoes na geometria Gy. Vale alertar o leitor que a estrutura do apéndice
B é semelhante a deste apéndice inclusive na forma das defini¢des e propriedades. Esta

abordagem também se deve a carater didatico e acreditamos que isto, por si s6, justifica
a presenca do referido apéndice.



Apéndice B
Geometria G,

Neste apéndice damos algumas propriedades e definigbes relativas a geometria Go. Da
mesma forma que no apéndice A seremos breves nos comentarios a respeito das definicoes
e propriedades aqui descritas. Apesar da grande semelhanc¢a com o apéndice A decidimos
por incluir este apéndice pois mais adiante iremos utilizar algumas das definigdes de G,
para comparagao com a geometria de Rawlins (apéndice C). Comecaremos por relembrar
a definigio da geometria G,.

Geometria G,

A geometria onde as retas sio as O-escadas, e o conjunto de pontos e as regras de
incidéncia sao os mesmos da geometria euclidiana serd denotada por G;. Observe que a
geometria o contorna o problema da nao existéncia de segmento de reta entre qualquer
par de pontos de R? que havia na geometria G;, no entanto na geometria G, o nimero de
segmentos distintos de retas (O-escadas) entre um par de pontos pode ser infinito (figura
B.1). Além disso, temos que existe pelo menos uma G;-reta passando por qualquer par
de pontos do R2.

Da mesma forma que no apéndice A definiremos, de maneira andloga, o conceito de

___,*J

Figura B.1: O-escadas entre dois pontos onde O = {0, 90, 180, 270}.
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G,-semi-plano, G»-convexidade e G3-poligonos.

Definigao B.1.9 (*) Dadosn pontos po,pa, ..., a1, que definem uma seqiéncia de seg-
mentos de Go-retas em ordem ciclica T; = p;p;o1, 0 < 1 < n—1, onde as somas dos indices
sdo tomadas mddulo n, os pontos p;’s juntamente com os segmentos T;’s formam um Ga-
poligono. Os pontos sio chamados de vértices e 0s segmentos de Gy-arestas do G-poligono.

Definicido B.1.10 (*) Dizemos que um Gz-poligono P = (pa,p2,...,pa_1) € simples se
ele satisfaz a sequinte propriedade:

o todas as arestas de P sao disjuntas ezceto pelos vértices que arestas consecutivas
compartilham, isto €, T; N Ty = {piy1} para 0 <t <n—-1eT;NT;, = ¢ para
t<j—lej<ei+n—1.

Daqui por diante, todas as referéncias a G,-poligonos subentendem como Gy-poligonos
simples. Além disso, quando nos referirmos a um G,-poligono consideraremos as vezes
também o interior do mesmo.

Definicao B.1.11 (*} Um G;-semi-planc € uma das duas regides fechadas do plano cuja
fronteira € uma Go-reta.

Definigao B.1.12 (*) Um conjunto S € Gy-convexo se a intersegdo de S com qualquer
Go-reta € coneza.

Definicdo B.1.13 (*) Um G.-poligono € Gy-convezo se sua intersecio com qualquer Go-
reta € coneza.

Definicao B.1.14 (*) A envoltéria Gy-convexa de um conjunto S € o menor conjunto
fechado (definicdo D.1.9) Go-convezo que contém S.

Conforme veremos na Proposicao B.1.16 a intersecao de conjuntos G,-convexos € um

conjunto Gy-convexo. Assim, envoltéria Ga-convexa estd bem definida pois “C7 define
uma relacao de ordem parcial para conjuntos.

Proposicdo B.1.15 (¥) Um conjunto Gy-convezo € conezo.

Demonstracdo: Seja P um conjunto Gs-convexo. Suponha, por absurdo, que P seja
nao conexo. Sejam P; e P, componentes conexas de P. Sejam py, p; pontos de Py e P,
respectivamente. Seja K uma G,-reta passando por p; e po. A interse¢do de R com P, e
com P» € nio conexa, o que contradiz a hipdtese de que P € Gs-convexo. C.
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Proposicao B.1.16 (*) A intersecdo de dois conjuntos Go-convezos ¢ um conjunto G,-
convezo.

Demonstragdo: Andloga a demonstragio da Proposicio A.1.7. O

Proposigao B.1.17 (*) Um conjunto fechado € Go-convero se e somente se ele ¢ dado
por intersecio de Gy-semi-planos Gy-convezos.

Demonstragdo: Andlogo a demonstracio 2.3.12. O

E importante observar aqui uma diferenca com a geornetria G,. Nesta dltima geometria
nao se verifica a Proposicao B.1.17, que também é valida na geometria euclidiana.

No apéndice C descreveremos a geometria de Rawlins para um conjunto de orientacoes
restritas.
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Apéndice C SIRLIOTEC) %E*@M;
QECAQ CIRCULANT

Geometria GR

Rawlins {23}, Schuierer [27] e Wood [30] propuseram solugdes para problemas de con-
vexidade e visibilidade em uma geometria semelhante a G,, no entanto a semelhanca
encontra-se apenas no conjunto de retas definidas. Os conceitos de convexidade, semi-
planos e visibilidade empregados por eles, que serao apresentados na segiao C.1, diferem
daqueles das geometrias por nds definidas. Denotaremos a Geometria de Rawlins por
GR. A secao C.1 contém as defini¢oes de convexidade, semi-planos e visibilidade desta
geometria obtidas de [23, 24, 25, 27].

C.1 Conceitos, Estruturas Geomeétricas e Proprie-
dades da Geometria GR

As retas da geometria definida por Rawlins consiste das O-escadas, o conjunto de pontos
é R? e as regras de incidéncia entre pontos e retas sio as mesmas da geometria euclidiana.
Nas subsecOes seguintes descreveremos as defini¢des de convexidade, semi-planos, en-
voltéria convexa e yisibilidade dadas em [23, 24, 25, 27]. Vale a pena ressaltar que os
trabalhos existentes na literatura abordam problemas definidos na geometria GE.

C.1.1 @O-Convexidade

Apresentaremos duas definices de convexidade que generalizam as definigoes dadas em
[17, 18, 19, 20, 30] que sido para as orientagoes {0,90,180,270}. A definicdo C.1.1 ¢
uma generalizacdo do conceito de convexidade definido em [17, 18, 20] e a definigdo C.1.2
generaliza o conceito de convexidade definido em [19, 30).

Definicao C.1.1 ([17, 18, 20}) Um conjunto S € O-convexo se para quaisquer dots pon-
tos de S que determinam um segmento de reta euclidiano cuja orientagdo pertence ao
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Figura C.1: Exemplo de dois conjuntos O-convexos e ndo convexos com respeito ao con-
junto de orientagdes tracejadas.

conjunto O, este segmento estd contido em S.

Rawlins [23] definiu o conceito de convexidade (para a geometria GR) da seguinte
forma:

Definigao C.1.2 ([19, 30]) Um conjunto S € O-convexo se sua intersecdo com qualquer
reta euclidiane cuja orientacdo pertence ao conjunto O € conexa (ou vazia).

E ficil ver que as definicdes acima sio equivalentes. Note ainda que um conjunto
O-convexo nao necessariamente & conexo, como mostra o exemplo da figura C.1. Vale
também observar que a definicao de O-convexidade difere do conceito de G,-convexidade.
A determinacao de U-convexidade se da através da verificacao da intersecio de uma reta
euclidiana com orientacdo em O com um dado conjunto enquanto que a determinagio
de Gs-convexidade se faz atraveés da verificagdo da intersecdo de Gi-retas com o dado
conjunto.

Esta diferenca na definicéao do conceito de convexidade nas geometrias Gz e GR acar-
reta em conjuntos G,-convexos conexos (Proposicao B.1.15) e conjuntos G R-convexos néo
conexos (figura C.1).

C.1.2 (@O-Semi-planos

Analogamente a geometria euclidiana pode-se definir semi-planos para a geometria GR.
Por exemplo, Fink e Wood [10] definiram O-semi-plano da seguinte forma:

Definicao C.1.3 ([10}) Um O-semi-plano ¢ uma regiao fechada do planc tal que sua
intersegdo com qualquer reta euclidiana cuja orientacdo pertence a O € vazia, uma semi-
refa ou uma reta.
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Figura C.2: Exemplos de O-semi-planos, segundo Fink e Wood.

Note que pela definicao C.1.3, as componentes conexas da fronteira de um O-semi-
plano sao O-escadas. No entanto a fronteira de um O-semi-plano pode ser desconexa,
como mostra o exemplo da figura C.2.d. Veja que isto ndo ocorre na geometria G pois 14
definimos G;-semi-planos com sendo uma das duas regides fechadas do plano cuja fronteira
é uma Go-reta.

C.1.3 Envoltéria O-convexa

Rawlins [23] no intuito de generalizar o conceito de envoltéria O-convexa em [19] de
O] = 4 para || = 4 fez a seguinte definigao:

Definicao C.1.4 ([23]) A envoltéria O-convexa de um conjunto de pontos S € o menor
conjunto O-convero que o contém.

Desta forma, envoltéria O-convexa esta bem definida pois “C” define uma ordem par-
cial para os conjuntos e a intersecao de dois conjuntos O-convexos & O-convexa. Portanto,
a defini¢do acima é equivalente a definir envoltéria O-convexa como a intersecio de todos
os conjuntos (J-convexos que contém S.

Porém, embora esta definicao dé origem a uma tnica envoltéria O-convexa para um
conjunto de pontos, ela permite que a envoltéria O-convexa seja desconexa. A figura C.3
exibe um exemplo. '

Tentativas para contornar o problema da nao conexidade da envoltéria O-convexa
aparecem na literatura, inclusive Montuno et al [17] e Nicholl et al [18] que definern:

Definicao C.1.5 Uma envoltéria O-convexa de um conjunto S € qualquer dos menores
conjuntos O-converos e coneros que contém S.

Apesar da definicao acima eliminar o problema da nao conexidade, perde-se a uni-
cidade da envoltéria O-convexa, como mostra o exemplo da figura C4. A perda da
unicidade resulta em grandes dificuldades de consisténcia para muitas aplicacoes.
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Figura C.3: Uma envoltéria O-convexa desconexa (para defini¢ao C.1.4).

"+

Figura C.4: Nao unicidade da envoltéria O-convexa (para definigao C.1.3).
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Convém observar que Rawlins [23] estende um algoritmo de Ottmann [19] para |0} > 4
mas obtém uma envoltéria O-convexa que nao satisfaz a sua propria definicdo C.1.4. Vale
entao ressaltar aqui que a defini¢ao de envoltdria convexa dada para a geometria G, resulta
em uma iinica estrutura e esta € conexa.
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Apéndice D
Espacos Métricos e Topologia

Este apéndice contém algumas definigdes relacionadas a Topologia e a Espagos Métricos.
A apresentacao dos conceitos usados no capitulo 4 sera feita de maneira sucinta pois este
apéndice tem como objetivo servir apenas de referéncia rapida. Uma descri¢ao com maio-
res detalhes foge ao escopo desta tese. Para maiores detalhes sobre o assunto aconselhamos
consultar [16].

Apresentamos a seguir os conceitos de topologia, espago topologico e homeomorfismo.

Definigao D.1.1 Uma topologia em um conjunto X € uma colecdo ¥ de partes de X,
denominados de abertos da topelogia, com as segintes propriedades:

o & e X pertencem a J;
o se Ay,..., A, €T entdo A1 N...NA, €3

o dada uma familia arbitrdria (Ay)ser com Ay € & para cada A € L temnos que

U A, €S
AEL

Defini¢do D.1.2 Um espaco topoldgico € um par (X, S) onde X € um conjunio.

Definigao D.1.3 Sejam A ¢ B dois espacos topdlogicos. A fungdo f : A — B € um
homeomorfismo se, e somente se

1. f € bijetora;
2. f ¢ suaq inversa f~! sdo continuas.

Neste caso, diz-se que os conjuntos A ¢ B sdo homeomorfos.
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Apresentamos a seguir o conceito de métrica e espace métrico que € bastante utilizado
nesta tese.

Definigao D.1.4 Uma métrica em um conjunto M € uma func¢io d: M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos ¢,y € M um nimero real d(z,y), chamado de

distancia de x a y, de modo que sejam satisfeilas as seguinies condigoes para gquaisquer
x,y,z€ M:

e dlz,z)=0;
o se z # y entdo d(z,y) > 0;
o dlz,y) = dy,z);

o d(z,z) < dlz,y)+ dly, 2).

Definigao D.1.5 Um espago métrico € um par {M.d} onde M € um conjunto e d € uma
métrice em M.

A defini¢ao abaixo estabelece uma vizinhanga em torno de um ponto utilizando-se o
conceito de métrica. O conceito de bola aberta foi utilizado na Definicao 3.4.7 do capitulo
4.

Definicao D.1.6 Seju p um ponto num espago métrico (M,d). Dado um nimero real

r > 0, a bola aberta de centro p e raio r € o conjunto Bi(p,v) dos pontos de M cuja
distancia ao ponto p € menor do que r, ou seja,

By(p,r):={z € M : d(z,p) < r}.

O conceito de conjunto aberto, apresentado a seguir, foi utilizado na Definicao 4.1.5.
£
Definicao D.1.7 Seja (M.d) um espaco métrico. Um subconjunto A C M € aberto se,
para todo p € A, existe um nimero real € > 0 tal que B(p,e) C A.

A conceito de topologia induzida foi utilizado na definicdo de métrica comportada
(Definicdo 5.2.2).

Definicdo D.1.8 Seja (M, d) um espago méitrico. A topologia induzida pela métrica d
sobre M € dada pelo conjunto de abertos desse espago.

O conceito dado a seguir foi mencionado varias vezes no capitulo 4, por exemplo, nas
Proposicoes 4.1.8, 4.1.9, 4.1.10 e 4.3.1.



Definicdo D.1.9 Seja (M, d) um espaco métrico. Um subconjunto F C M € fechado se
F ¢ aberto.

O conceito de conjunte limitade foi utilizado na definicBo de métrica comportada
(definicao 5.2.2).

Definigao D.1.10 Seja A um subconjunto ndo vazie de um espago métrico (M,d). O
subconjunto A € limitado se existe k € R tal que d(z,y) < k, para todo z,y € A.

A Proposicao 5.3.3 utiliza-se da Definicao dada a seguir.

Definicdo D.1.11 Sejam d e d' métricas sobre o mesmo conjunto M. Diz-se que d e
d’ sao métricas equivalentes se, para cada e > 0 e p € M, existe A > 0 de maneira que
By(p,A) C Ba(p,¢€) e, vice-versa, existe A > 0 tal que By(p, A) C By (p, €).

Definicdo D.1.12 Seja (M, d) um espago métrico. Um ponto p € M ¢ limite de uma
seqiéncia (x,) de pontos de M se, pare toda bola By(p,€), existe um indice r € N tal que

n > r =z, € Byp ),

denotamos por

hm i = p,
o OO
e dizemos que (z,) € uma seqiiéncia convergente ou que (z,) converge para p.

Definigao D.1.13 Um espago méirico € completo se toda sequéncia de Cauchy € con-
vergente.

A nocoes de conjunto compacto, espago métrico convezo e da propriedade da extensio
local apresentadas a seguir, sdo utilizadas na definicdo de G-espaco dada em 5.3.2.

Definicao D.1.14 Seja (M,d} um espaco métrico. Diz-se que um subconjunto K C M
€ compacto se, para toda seqiiéncia (z,) de pontos de K, existe uma subseqtiéncia (z,,)

que converge para um ponto de K.

Definicdao D.1.15 Um espago métrico (M,d) € convexo se para quaisquer dois pontos
distintos p € ¢ de M existe um ponto v & {p,q}, r € M tal que

d(p,q) = d(p,r) +d(r,q).
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Definicao D.1.16 Dizemos que um espago métrico (M, d) possut a propriedade da ex-
tensao local se para todo ponto p do espaco métrico existe € > 0 tal que pare dois pontos
distintos x ey em Bu(p,e) existe um ponto = tal que

dz,y) + d(y,z) = d{z, z).

Ainda relacionado com a definigao de G-espaco temos o conceito de espago finttamente
compacto apresentado logo apds a definicio de ponto de acumulacdo.

Definicao D.1.17 Sejam (M,d) um espago mélrico e A um subconjunto de M. Um
ponto p € M € ponto de acumulagdo de A se, e somente se, para todo € > 0 a intersecdo

Bd(p_? E) nA

€ um conjunto infinito.

Definicdo D.1.18 Um espago € finitamente compacto se este possui um subconjunto
infintto limitado com pelo menos um ponto de acumulagao.

No apendice seguinte apresentaremos alguns conceitos relacionados a geometria dife-
rencial e geometria Riemaniana.



Apéndice E
Variedades Riemanianas

Este apéndice contém algumas das definicdes relacionadas a variedades Riemanianas. E
importante ressaltar que este apéndice nao tem como objetivo ser um texto abrangente
sobre o assunto, mesmo por que existem referéncias 4], [5] e [13] relacionadas ao assunto
que possuem um bom detalhamento e também fornecem uma viséo intuitiva das definigaes
contidas neste apéndice. Além disso, um detalhamento maior sobre o assunto fugiria do
escopo desta tese.

Apresentaremos a seguir o conceito de superficie regular e de curvas diferenciaveis por
partes, este ultimo conceito é utilizado na definigdo da familia 7 de curvas e também no
conceito de métrica intrinseca (utilizada na geometria Gr).

Definicao E.1.19 Um subconjunto ¥ C R™ ¢ uma superficie regular de dimensdo k se
para cadap € S* existe uma vizinhanca V de p em R™ e uma aplicagio x : U C B* — SNV
de um aberto U C R* sobre S 1 Vitais que:

e X € um homeomorfistno diferencidvel;
o (dx), : R* — R™ ¢ injetiva para todo g € U.
Daqui por diante & denotarad uma superficie regular.

Definigao E.1.20 Um mapeamento C : {a,b] — § (superficie regular) de um intervalo
fechado [a,b] C R para wma superficie S € uma curva diferenciavel por partes no intervalo
[a,b] se existe uma particio do intervalo [a, b]

a:t0<t;<i2<...<tk<t1¢_}.1xb

tal que C € diferencidvel em [, t1] parai =0,... k.
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Definicao E.1.21 Sejaum p e g dois pontos distintes em § tais que existem curvas dife-
rencidvets por partes ligando p a q. A distancia intrinseca p(p, ¢) do ponto p ac ponto q
¢ o valor

p(p,q) = inf{comprimento euclidiano das curvas diferencidveis por partes ligando p a g}

A Proposicdo seguinte estabelece que que a funcéo distancia definida acima é uma métrica.
Proposicao E.1.22 A distincia p definida acima € umae métrica (veja Carmo [5]).

E importante observar que quando a definicio E.1.21 é aplicada & geometria G+ temos
que p(p, q) = dr(p,q), para dois pontos distintos de R?, pois existe uma tinica curva de F
entre p e g e esta curva é diferenciavel por partes. Assim, dr é uma métrica.

Os conceitos dados a seguir sao necessarios para a apresentacio da definicio de Va-
riedade Riemaniana. Este conceito é utilizado no resultado de Eberlein [8], na realidade
neste resultado é utilizado o conceito de variedade Riemaniana bidimensional completa.
Inicialmente, apresentamos o conceito de variedade diferencidvel e posteriomente o con-
ceito de variedade Riemaniana.

Definicao E.1.23 [/ma variedade diferenciével de dimensao n € um conjunto M e uma
familia de aplicacées biuntvocas x; : U; C R™ — M de abertos U; de R™ em M tais que:

1oUpx(Ui) = M;

2. para todo pari,j com x;(Us) N x,;(U;) = W # 0, os conjuntos x7 (W) e x; (W)
s@o abertos em R™ e as aplicagdes X;' o x; sdo diferencidveis (figura E.1);

2. a familia {(U;,x:)} € mazimal relativamente ds condigdes (1) e (2).

O par (U, z;) é chamado de sistema de coordenadas de M em p.

Agora apresentaremos trés definigdes que serado utilizadas na definicio de métrica Ri-
emaniana. Este conceito € necessario pois uma variedade diferenciavel com uma dada
metrica Riemaniana é chamada uma variedade Riemaniana.

Definicao E.1.24 Seja M uma variedade diferencidvel e seja ¢ € R,e > 0. Ume
aplicagdo diferencidvel C : (—g,6) — M € chamada curva (diferencidvel) em M. Su-
ponha que C(0) = p € M, e seja D o conjunto das func¢oes de M em R™ diferencidvers
em p. O vetor tangente a curva C em ¢t = 0 € a funcao C'(0) : D — R™ dada por

o= ep

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 a alguma curva C : (—e, e} — M
com C(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,(M).
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Figura E.1: As aplicagdes x;' 0 X, sao diferencidveis.
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Proposigao E.1.25 O conjunto T,(M), com as operacdes usuais de fungées, forma um
espago vetorial de dimensdo n (veja Carmo [5]).

Definicdo E.1.26 O espaco vetorial T,(M) € chamado o espago tangente de M em p.

Definicao E.1.27 Uma métrica Riemaniana (ou estrutura Riemaniana) em uma vari-
edade diferencidvel M € uma lei que faz corresponder e cada ponto p de M um pro-
duto interno (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) {,), no espaco tan-
gente T,(M), que varia diferencialvemente no seguinte sentido: se x : U C R* — M
¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com X(21,22,...,2,) = ¢ € x(U) ¢
58;(97) = dx(0,...0,1,0...,0), entdo a fungdo

b =  5Lt0) 520)

€ uma fungdo diferencidvel em U.

Definigcdo E.1.28 Uma variedade Riemaniana € uma variedade diferencidvel com uma
métrica Riemaniana.

A definicao a seguir ainda se relaciona ao resultado de Eberlein, onde apresentamos o
conceito de variedade Riemaniana completa.

Definicao E.1.29 Uma veriedade Riemaniane M, € [geodesicamente) completa se para

todo p € M, as geodésicas ¥(t) que passam de p estdo definidas para todos os valores do
parametro t € R.

As duas defini¢des seguintes sao auxiliares para a apresentacao da definicao de pontos
conjugados sobre uma geodésica. O conceito de ponto conjugado é utilizado no Teorema
5.4.11 de Eberlein e no Teorema (Teorema 5.4.10) de Ehrlich.

Definigdo E.1.30 Sejo C : {0,1] — 8§ uma curva regular parametrizada, onde o pa-
ramétro s € [0,{] € o comprimento de arco. Uma variacio de C ¢ um mapeamento
diferencidvel h :[0,1] X (—e,&) C R* — S tal que

h(s,0) = C(s),s € [0,1].

Para cada t € (—¢,¢), a curva hy - [0,{] — S dada por hi(s) = h(s,t) € chamada de uma
curva de variacao h;. A wvariagao h, € dita propria se

he(0) = C(0), ho(l) = C(1),t € (—e,¢).
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A nocao de geodésica que estamos utilizando € a de curva que minimiza a distiancia
entre dois pontos, assim uma geodésica parametrizada é também uma curva parametri-
zada.

Definicao E.1.31 Seja v : {0,1] — S wma geodésica parametrizada em S e seja h -
[0,1] x (—e,e) — 5 uwma variagdo de + tal que para todo t € (—g,2) a curva hy(s) =
h(s,t),s € {0,]] € uma geodésica parametrizada (ndo necessariamente por comprimento
de arco),

J(s) = (8h/Bt)(s,0)

¢ chamado de campo de Jacobi o longo de 7.

Definicao E.1.32 Seja v : [0,{] — M. O ponto v(ty) ¢ conjugado de v(0) ao longo de
v, to € (0,1], se existe um campo de Jacobi J ao longo de ~, néo identicamente nulo, com

J(0) =0 = J(to).

Curvatura de Superficie A seguir apresentaremos conceitos auxiliares para a definigio
de curvatura de uma superficie utilizada no capitulo 3. Iniciaremos com a definicio de
curvatura de uma curva em um ponto.

Definicao E.1.33 Seja C : I — R™ uma curva parametrizada por comprimento de arco
s € I. O nimero |C"(s)] := k(s) € chamade de curvatura de C em s.

Definicao E.1.34 Um vetor unitdrio na diregao C"(s) em um ponto onde k{s) # 0 €
chamado de vetor normal a C em s.

Definigao E.1.35 Sejam C uma curva regular em § passando por p € S, k a curvatura
de C em p e 8 tal que cos =< n, N >, onde n € o vetor normal a C ¢ N € o vetor
normal ¢ & em p. O numero k, := kcos® € chamado de curvatura normal de C em p.

Definicao E.1.36 Sejap € §. A mdrima e a minima curvature normal em p, denotadas
por ky e ky, respectivamente, sao chamadas de curvaturas principais em p.

Agora podemos apresentar o conceito de curveture Geussiana (nos capitulos 4 e 5
utilizamos apenas o termo curvatura ao invés de curvatura Gaussiana).

Definicao E.1.37 A curvatura Gaussiana de S em p € dada por
K o= (kl + kg)/z

Definicao E.1.38 Um superficie S possut curvatura constante quando sua curvaturo
(Gaussiana € a mesma para todo p € §.

No proximo apéndice apresentamos uma tabela de simbolos usados nesta tese.
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Apéendice F

Tabela de Simbolos

letras minusculas p,q,7, s, ¢, v
letras maiusculas P,Q, R, T
C

letras maitdsculas em negrito 1,5, P, Q. R

pontos, vértices

retas, segmentos, ralos

curvas, caminhos

conjuntos de pontos

conjunto de orientagoes
cardinalidade de O

envoltéria Gp+-convexa

familia de curvas

poligonos

semi-planos

sermi-plano limitado por R
orientacoes

raio com orientacao «

ralo corn origem em p passando por ¢
segmento de reta euclidiana entre p e ¢
mediana de reta ou segmento
cardinalidade de conjuntos

indices

abscissa do ponto p

ordenada do ponto p

orientagdo da reta, segmento ou ralo
brago esquerdo da Go+-reta T'
brago direito da Go+-reta T
geometrias
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IS| cardinalidade do conjunto S

Oz, Oy eixos das coordenadas cartesianas
R conjuntos dos reais

R? plano
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