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Prefacio

Este trabalho estd relacionado & Biologia Computacional, uma drea da Ciéncia da
Computagdo cuja existéncia é motivada pela busca de métodos computacionais que
resolvam ou ajudem a resolver problemas de origem biolégica. Esta ciéncia tem sido
largamente utilizada no ambito da genética, contribuindo essencialmente no seqlien-
ciamento de cadeias de DNA e no mapeamento de genomas [11].

O foco do nesso projeto foi uma familia de problemas denominada Minimum Contig
Problems (MCP) (4], que é um modelo tedrico para a abordagem da Montagem de
Fragmentos de DNA [11} e que possui uma grande semelhanca com um problema de
grafos denominado Cobertura de Vértices por Caminhos (CVC) [4].

O principal resultado da nossa pesquisa foi a apresentacdo de provas formais da
NP-dificuldade dos problemas de MCP. A partir dai, complementamos o nosso
trabalho proponde um algoritmo de aproximagao para instincias restritas de cada

problema de MCP.

No entanto, mesmo tendo concluido o nosso projeto de Mestrado, sabemos que
existe um longo caminho a ser percorrido para que seja possivel, a partir do nosso
trabalho, encontrar métodos que venham a ser realmente utilizados em casos praticos
de problemas de Biologia Computacional.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Seqiiéncias de DNA

O 4cido desoxirribonucleico ou DNA é uma molécula orgidnica de fundamental im-
porténcia para os organismos, uma vez que é responsavel pelo armazenamento dos
seus respectivos genes (trechos de DNA que codificam proteinas) e pelos fatores he-
reditarios que transferem esta carga genética através das geractes [11].

O DNA é composto de moléculas menores chamadas nucleotideos, sendo que cada
nucleotideo é identificado por uma base nitrogenada presente em sua estrutura. Por
causa disso, geralmente mencionamos apenas a base quando queremos nos referir
ao nucleotideo. No DNA existem somente quatro tipos diferentes de bases, que sao
adenina (4), citosina (C), guanina (G) e timina (T).

Na molécula de DNA, as bases sdo distribuidas em duas cadeias emparelhadas.
Estas duas cadeias tém o mesmo tamanho e sdo unidas de forma que uma base do
tipo A de uma cadeia liga-se sempre a uma base do tipo T da outra, assim como uma
base do tipo ¢ de uma cadeia liga-se sempre & uma base do tipo G da outra. Por causa
disso chamamos os pares A — T, C — G de pares de bases complementares (figura 1.1},
geralmente utilizados como unidade de medida (base pairs ou bp) do comprimento
de uma molécula de DNA.

Além da base, existem outras estruturas compondo cada nucleotideo, dentire as
quais ressaltamos uma molécula de agicar que contém cinco dtomos de carbono,
numerados de 1’ a 5. Dois destes dtomos de carbono (3’ e 5') séo responsdveis
pela ligacdo de um nucleotideo com os seus dois vizinhos na cadeia e determinam



1.2. A montagem de fragmentos 2

A C

I
T G

Figura 1.1: Pares de bases complementares

a orientagao em que a sequéncia de bases desta deve ser lida, que, por convencéo,
comeca na extremidade do carbono 5’ e termina na extremidade do carbono 3’ [11].
Sabe-se que, em uma mesma molécula, as duas cadeias possuem orientacdes opostas,
sendo uma denominada o complemento reverso da outra [11] (figura 1.2).

5 ACGCCGTTTACAGCTCT 3’

RARRRRRARNRRNREN
3’ TGCGGCAAATGTCGAGA b5’

A cadeia superior deve ser lida da esquerda para a direita, resultando na prépria seqiiéncia
ACGCCGTTTACAGCTCT, enquanto que a cadeia inferior, que é o seu complemento reverso, deve
ser lida da direita para a esquerda, resultando na seqiiéncia AGAGCTGTAAACGGCGT.

Figura 1.2: Trecho das cadeias emparelhadas de uma molécula de DNA

As propriedades descritas acima estabelecem uma relagao muito estreita entre as
duas cadeias de uma molécula de DNA, de modo que o conhecimento de apenas
uma delas é suficiente para se determinar a outra. Tudo isto faz com que o DNA
seja representado, de forma bastante apropriada, como uma grande seqiiéncia de
caracteres, composta pelos simbolos contidos no alfabeto {4, C, G, T}.

1.2 A montagem de fragmentos

As pesquisas para determinagéo e andlise das seqiiéncias de DNA tém sido conduzidas
em ritmo acelerado, uma vez que esta molécula € a peca chave para se desvendar
a evolucho e as fungbes de um organismo. Entretanto, os trabalhos neste sentido
esbarram sempre na limitacio técnica das maquinas seqgilenciadoras, que apenas sdo
capazes de ler bases consecutivas de pequenos trechos de uma molécula. Atualmente,
estes trechos possuem entre 200 e 1000bp.

Isto torna o seqiienciamento em larga escala de DNA uma tarefa muito complexa,
que exige a utilizac8o de estratégias que combinam a manipulagao das moléculas em
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laboratério de biologia com o processamento computacional dos dados obtidos.

Uma destas estratégias é a Montagem de Fragmentos (figura 1.3), que pode
ser descrita como se segue. Inicialmente, a molécula de DNA a ser seqienciada é
replicada diversas vezes em laboratério. Em seguida, todas as cdpias obtidas sdo
quebradas em pontos variados, dando origem a iniimeros pedagos menores. Kstes
pedacos sdo entdo seqiienciados e, a partir dos dados de suas seqiiéncias, tenta-se
determinar computacionalmente a ordem correta em que estes fragmentos devem ser
agrupados e encaixados para se obter a seqiiéncia original completa [11].

Portanto, do ponto de vista computacional, temos um problema que envolve
imensos volumes de dados, além de diversas outras complicages, como a possivel
ocorréncia, de erros durante o seqiienciamento.

\
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Inicialmente, a molécula, cuja seqiiéncia ¢ desconhecida,

é copiada diversas vezes e fragmentada. Depois disso sao
determinadas as seqiiéncias dos fragmentos, que serdo processados e
encaixados para se obter a seqiiéncia completa da molécula original.

Figura 1.3: Abordagem da Montagem de Fragmentos
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1.3 Motivacio e objetivos

Assim como a Montagem de Fragmentos, os problemas abordados em Biologia Com-
putacional possuem solucdes geralmente dificeis e demoradas. Devido a este fato, as
pesquisas realizadas nesta &rea visam estudar a fundo a complexidade destes proble-
mas, buscando formas cada vez mais eficientes para resoivé-los.

Com esta motivagdo, decidimos estudar problemas baseados em seqiiéncias de DNA
e grafos construidos a partir deles. O principal foco da nossa pesquisa, relacionado
ao problema da montagem de fragmentos de DNA, foi uma familia de problemas
denominada Minimum Contig Problems (MCP) [4].

J4 havia sido determinada uma grande semelhanca entre esta familia e um proble-
ma de grafos N P-dificil chamado Cobertura de Vértices por Caminhos (CVC)
[4]. Sabia-se também que alguns probiemas da familia MCP eram N P-dificeis [4],
mas a complexidade de todos 0s demais ainda nado havia sido determinada.

Dada a semelhanca entre CVC e MCP, a nossa expectativa era de que os de-
mais problemas desta familia também seriam N P-dificeis. Assim, definimos os trés
objetivos principais do nosso projeto de pesquisa:

1. Determinar a complexidade de todos os problemas da familia MCP.

2. Determinar a complexidade de todos os problemas da familia MCPr, que leva
em consideracio os complementos reversos dos fragmentos de entrada,;

3. Pesquisar aproximaces para todos os problemas de MCP.

1.4 Resumo dos resultados obtidos

Sabendo que parte dos problemas da familia MCP era N P-dificil [4], o nosso principal
objetivo era determinar a complexidade de todos os demais problemas de MCP e,
conforme o esperado, os estudos realizados mostraram entio que estes problemas
eram JVP-dificeis, a n&o ser para o caso trivial de alfabetos unitdrios. Demonstramos
também a N P-dificuldade dos problemas da familia MCPr, que é uma variacio de

MCP.

A partir destes resultados, passamos a pesquisar aproximagdes para a familia
MCP, verificando entfo que, excluindo também o caso trivial, todo problema desta
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familia ndo admitia aproximacgo que garantisse solugdo de custo menor que duas
vezes o custo dtimo.

Por fim, nos concentramos na tentativa de elaborar algoritmos de aproximagéo
para MCP. Mostramos que qualquer algoritmo de aproximacio para CVC poderia
ser adaptado para aproximar todos os problemas de MCP, mas, infelizmente, o al-
goritmo que propusemos se mostrou vidvel para aproximar apenras um subconjunto
das instancias de CVC. Entretanto, percebemos que, mesmo com esta restricio, a
utilizacdo do algoritmo poderia ser interessante nas situagoes geralmente encontradas
nos casos praticos de Montagem de Fragmentos e decidimos, assim, aproveita-lo como
um resultado positivo do nosso trabalho.

1.5 Sumario

O DNA é uma molécula orgénica, em cuja estrutura destacamos a presenca de duas
cadeias de nucleotideos compostas por quatro tipos de bases {4,C, @ ou T) e empare-
lhadas pelos pares de bases complementares (A—T, C—G). O fato das duas cadeias de
uma molécula possuirem orientagOes opostas completam a estreita relagdo que existe
entre elas. Por causa disso, uma é denominada complemento reverso da outra.

A abordagem da Montagem de Fragmentos [11] é uma estratégia utilizada para o
seqiienciamento de DNA. Esta estratégia é base de uma familia de problemas denomi-
nada Minimum Contig Problems (MCP) [4], que ¢ o principal foco do nosso projeto
de pesquisa.

Sabia-se que alguns problemas em MCP eram N P-dificeis [4], sendo que a com-
plexidade dos demais ainda era desconhecida. Assim, o primeiro objetivo do nosso
projeto era completar o estudo da complexidade dos problemas de MCP e 0s nossos
resultados mostraram que todo problema desta familia era N P-dificil. Em seguida,
provamos que ndo era possivel obter uma aproximagio para qualquer problema de
MCP que garantisse solugdo menor que duas vezes a solugio étima e propusemos um
algoritmo de aproximagcio aplicavel a instincias restritas de todos os problemas de
MCP.



Capitulo 2

Definicoes e notacoes

Palavras ou cadeias de caracteres, bem como o processo de construcio destas, sao
elementos comuns nos problemas de Biologia Computacional, que se baseiam em
seqliéncias de DNA. Agora, vamos revisar e introduzir algumas definigdes de alfabetos,
cadeias e grafos, com as suas respectivas notacdes.

O conceito de conjunto, que € uma das principais bases matemdticas do nosso
trabalho, aparecerd com muita fregiiéncia nesta dissertacdo. De um modo geral,
utilizaremos chaves (“{“ e “}”) para representar conjuntos nao ordenados e parénteses
(“(* e “)”) para representar conjuntos ordenados. Dado um conjunto qualquer C,
o tamanho de C, denotado por |C|, é o nimero de elementos em C. Assim, se
C ={a,b,¢,d, e}, temos |C| = 5.

Antes de mais nada, introduziremos a idéia de estender a aplica¢éo de uma funcao a
um subconjunto de seu dominio, que serd bastante utilizada em nossas demonstragdes.

Defini¢do 2.1 Dada uma fungdo f : D — I, se um conjunto A = {a1,0,,...a4}
é tal que A C D, consideraremos f(A) = {f(e1), faz),... f(aa)}, ressaltando que
a ordem dos elementos em f(A) € irrelevante. Mas se A for um conjunto ordenado,
entdo teremos obrigatoriamente f(A) = (f(ar), f(aa), ..., flaua-1), f(aa)).

A defini¢do acima vale para qualquer funcdo em geral, mas sofre um pequena modi-
ficacdo, relacionada a conjuntos ordenados, no caso de func¢des que sdo homomorfismos
reversos, como poderd ser visto na secdo 2.1.1.
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2.1 Alfabetos e cadeias

Um alfabeto é um conjunto finito e n8o vazio de caracteres. Usamos geralmente a
letra grega ¥ para designar aifabetos. Um exemplo de alfabeto é ¥ = {4,¢,G, T},
com |Z| = 4 [8].

Dizemos que uma cadeia ou seqiiéncia de caracteres s = c;¢,. . . ¢q € escrita sobre
um alfabeto X, quando ¢; € £, para todo 1 < 4 < ¢g. Um exemplo de cadeia escrita
sobre o alfabeto {4,C, G, T} € TICAGCATG. O comprimento de uma cadeia s, denotado
por |s|, é dado pelo seu niimero de caracteres. Quando |s| = 0, dizemos que s é a
seqiiéncia vazia e a designamos pelo simbolo especial ¢ [8].

Dado um conjunto de cadeias C = {s1, 62, ..., s/}, denotamos por ||C|| o inteiro
dado por X1 |s4].

Um alfabeto pode dar origem a conjuntos formados por cadeias escritas sobre ele.
Assim, dado um alfabeto &, o conjunto X% agrupa todas as cadeias de comprimento
maior ou igual a um escritas sobre £, assim como o conjunto £* agrupa todas as ca-
deias de comprimento maior ou igual a zero escritas sobre ¥ e ¢ § conjunto de todas
as cadelas de comprimento ¢ escritas sobre £, onde ¢ é um inteiro tal que > 0 [8]. To-
mando como exemplo o alfabeto ¥ = {0, 1}, temos 3! = {0, 1}, % = {00, 01, 10, 11},
r+ ={0,1,00,01,10,11,000,.. .} e &* = {¢,0,1,00,01, 10, 11,000, .. .}.

Utilizaremos com freqiiéncia letras mindsculas para representar caracteres e cadei-
as. Em geral, letras que aparecem no principio do nosso alfabeto, como a, b, ¢ e d,
representardo caracteres, enquanto que as letras que aparecem no final do alfabeto,
como 8, t, u, v, w e T, serdo usadas para cadeias. Do mesmo modo, letras maiisculas
serao comumenie usadas para representar conjuntos de cadeias.

Ses=01ay...0)s €t =biby... by, a cadela u = @10y ... Qygyb1ds . . . by é denomina-
da a concatenacao de s e ¢, denotada por u = st ou 4 = s.t. A cadeia ACGTCTCCGGC,
por exemplo, € a concatenagdo de ACGTC e TCCGGC. Para concatenar mais de duas ca-
deias, basta fazer a concatenacio das duas primeiras, em seguida fazer a concatenacao
do resultado com a terceira cadeia e assim por diante.

k

Dados uma cadeia s e um inteiro k£ > 1, definimos s* como sendo a cadeia sss...s

(k vezes).

Quando temos uma cadeia s, tal que s = tuv, a cadeia u ¢ chamada de subcadeia
de s. Se u é uma subcadeia de s e |u| < |s|, ent&o u é denominada subcadeia prépria
de s. Além disso, se s = uv, a cadela u é um prefixo de s. Da mesma forma, se
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s = tu, a cadela u é um sufixo de s. As cadeias TTAC e CTA sdo, respectivamente, um
prefixo e um sufixo de TTACGCTA.

Dadas duas cadeias s e w, tais que s = tu e w = uv, a cadeia u é dita sobreposigio
entre s e w. Note, porém, que a mesma cadeia 2 pode ndo ser sobreposicio entre w e
s. Se u é sobreposicéo entre s e w e nao existe cadeia v/, tal que |v/| > |u] e ' também
seja sobreposicao entre s e w, entdo u é denominada sobreposi¢io maxima entre s
e w, denotada por u = spmaz (s, w).

As definigbes de subcadeia e sobreposigdo podem ser resumidas pelo conceito de
ocorréncia. Dizemos, portanto, que uma cadeia t # ¢ ocorre em uma cadeia s
guando ¢ é subcadeia de s ou quando spmaz(s,t) # €. Portanto, a cadeia ¢ nao
ocorre em nenhuma cadeia, e nenhuma cadeia ocorre em €. Se considerarmos as
cadeias s = ACGTCGTAACG, ¢ = TGACG e u = GTA, temos ocorréncias de s em £ e em u
e ocorréncias de u em s e em £, mas £ Nao OCOITE Nem €m §, Nem em u.

Dada uma sobreposicio entre duas cadeias, podemos formar uma terceira cadeia
simplesmente aglutinando as duas primeiras. Desta forma, se s = tu e w = uv, a
cadeia © = tuv é uma aglutinagio de s e w. Mais que isso, se u = spmaz (s, w), entdo
z é denominada o consenso de s e w, denotado por £ = s : w. A cadeia ACGTCCGGC,
por exemplo, é o consenso de ACGTC e TCCGGC.

O conceito de consenso pode ser estendido para um conjunto ordenado de cadeias
S. Tomando S = {s1,59,53...55)) € escrevendo s; = v;u;, onde v; = spmaz(si_y, 53),
para todo 2 < i < |8|, a cadeia s é dita o consenso de S, denotado por s = s; : 89 :
83 1...8)g|, 5€ 8§ = S1UU3 ... U5}

Definicao 2.1.1 Dados um inteiro k > 0 e um conjunto ordenado de cadeias S =
(81,82,--.85), S € chamado k-caminho (figura 2.1} se, para todo 2 < i < |5, o par
de cadeias consecutivas s;_i, 5; € tal que |spmax(si_1, ;)| > k. Dizemos ainda que S
¢ um k-caminho em um conjunto de cadeias C quando S é um subconjunto de C.

Dados um conjunto de cadeias C e um k-caminho S = {s1,2,...8)5)) em C, se
|spmaz{s;g}, 51)| > k, dizemos que S é também um k-ciclo em C.

Por fim, podemos também estabelecer relagbes entre uma cadeia s ¢ um conjunto
de cadeias C. Dizemos que C cobre s quando s é subcadeia de uma cadeia ¢t € C.
Portanto, o conjunto {AACGTG, GTGCACCGT, GTAA, TGCAC} cobre cadeias como ACG e
ACC, além das proprias cadeias que ele contém. Por outro lado, a cadeia s é dita
terminal em C se s € C e, para toda cadeia t € C, temos que s nao é subcadeia
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prépria de £. Considerando-se o mesmo conjunto {AACGTG, GTGCACCGT, GTAA, TGCACT,
podemos verificar que apenas as cadeias AACGTG, GTGCACCGT e GTAA sdo terminais.

Defini¢ao 2.1.2 Dado um conjunto de cadeias C, chamamos de T(C) o conjunto de
cadeias terminais em C.

s= .TAC.......
x = TTACGCT....
t= ....GCTCG..
V= teenras CGAA

r:t:p= TTACGCTCGAA

Dado um conjunte C = {s,,u,v, w,z}, tal que s = TAC,
t = GCTCG, 1 = CACA, v = CGAA, w = CAATA e ¢ = TTACGCT,
o conjunto ordenado de cadeias {z,t, v} é um 2-caminho em C,
que cobre também a cadeia s, j4 que esta é subcadeia de z.

Figura 2.1: 2-caminho e seu consenso

2.1.1 Homomorfismos

s

Dados alfabetos & e T, um homomorfismo g : £* — ¥* é uma funcio tal que,
para quaisquer u,v € L*, podemos dizer que g(uv} = g(u)g(v). Como conseqiiéncia
desta propriedade, temos g{e) =¢.

Podemos alterar a defini¢ido acima para criar o conceito de homomorfismo re-
verso. Uma funcao g : ¥* — T* € dita um homomorfismo reverso quando, para
quaisquer u,v € X*, temos g(uv) = g(v)g{u). Neste caso é preciso modificar também
a definicdo 2.1, no trecho relacionado a conjuntos ordenados, de modo que, dado
conjunto de cadeias ordenado A = (a1, a9,...a4)), com A C ¥*, obrigatoriamente

g(A) = (glaya)), 9(ayaj-1), . . ., g(a2), g(@))-

Definicdo 2.1.1.1 Dados alfabetos & ¢ T e um homomorfismo g : £* — T*, dize-
mos que g preserva ocorréncias quando g € funcdo injetora onde, para todo ¢ € X,
a cadeio g(c) possui tamanho fizo, denotado por |g| e, além disso, dados 5,1 € X*:

o |spmaz(s,t)||g] = |spmaz{g(s}, g(t))| {ou |spmaz(s,t)ilg| = |spmaz(g(t), g(s))],
se g for um homomorfismo reverso);
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e t € subcadeia propria de s se, e somente se, g(t) ¢ subcadeia propria de g(s).

Um exemplo de homomorfismo que preserva ocorréncias pode ser encontrado na
figura 4.2.

2.1.2 Seqiiéncias de DNA

Cada fragmento de uma cadeia de DNA é representado por uma seqiiéncia de ca-
racteres escrita sobre o alfabeto {A,C,G, T}, denominada seqiiéncia de DNA. Para
toda seqiiéncia de DNA, existe uma outra seqiiéncia que corresponde ao seu comple-
mento reverso. Denotamos por 3 o complemento reverso da segiiéncia s. Assim, se
s = AACTGACG, 5 = CGTCAGTT.

Do mesmo modo, dado um conjunto de seqiiéncias de DNA C, designa-
mos por C o conjunto formado pelos complementos reversos de todas as cadei-
as de C. Para exemplificar, se C = {GTGCACC, GTAA, TGCAC, TTAC}, entdo C =
{GGTGCAC, TTAC, GTGCA, GTAA} e, portanto, C UC = C' U {GGTGCAC, GTGCA}.

2.2 Grafos

Um grafo é, basicamente, uma forma de modelar um problema. Este modelo é
freqiientemente utilizado, ja que as propriedades dos grafos sao bem conhecidas e
podem ser aproveitadas na construcao de solugdes e no estudo da complexidade dos
problemas abordados [3].

Um grafo G é um conjunto de vértices (ou nds) ligados entre si por linhas de-
nominadas arestas. Os conjuntos de vértices e arestas de um grafo G sao dados,
respectivamente, por V(G) e E(G).

Cada vértice pode ter muitas arestas incidindo sobre ele, e consideraremos aqui
somente os grafos que nao possuem arestas iguais e nos quais cada aresta sempre une
dois vértices distintos. O niimero de arestas que incidem em um vértice determina o
grau deste vértice. Dado um grafo G, denotaremos por d(u) o grau de um vértice
u € V(G). Denotaremos também por A(G) o grau maximo em G. Assim, temos
A(G) = MaXyeVv(G) d(u)

Um grafo é dito orientado quando suas arestas sao orientadas desde um vértice
de origem até um vértice de destino. Caso contrario, o grafo é dito nao orientado.



2.2. Grafos 11

Por outro lado, um grafo é ponderado quando a cada aresta é associado um peso.

Como ja foi visto, grafos sfo representados geralmente pela letra G. Utilizaremos
entao letras mindsculas, como s, £, u, v, w e = para representar vértices. Uma aresta,
por sua vez, pode ser representada pelos dois vértices unidos por ela. Se uma aresta
liga um vértice » a um vértice v em um grafo ndo-orientado, a sua representagao é
{u,v}. No caso de grafos orientados, a ordem dos vértices deve ser levada em con-
sideraco nesta representacdo, sendo que primeiro deve aparecer o vértice de origem
e depois o vértice de destino da aresta. Portanto, em um grafo orientado, a aresta
{u,v) seria distinta da aresta (v, u).

Definic¢ao 2.2.1 Dois grafos G e G’ sdo ditos isomorfos, denotedos por G =~ G
se eziste uma bijecdo f 1 V(G) — V(G), tal que E(G") = {(f{u), f(v) | (u,v) €
E(G)}. Além disso, a bijecdo f € chamada de isomorfismo entre G e G'.

Um caminho em um grafo G é definido por uma seqiiéncia alternada de vértices e
arestas, sendo que tanto a sua origem quanto o seu destino devem ser vértices e, além
disso, o caminho deve passar por cada vértice ou aresta do grafo no méximo uma vez.
Dizemos que um elemento de um grafo (isto é, uma aresta ou um vértice) é coberto
por um caminho quando este elemento faz parte da seqiiéncia que compde o caminho.
Uma vez que cada aresta une apenas dois vértices distintos, a seqliéncia de vértices é
suficiente para representar o caminho. Por uma questio de conveniéncia, definiremos
um caminho como um conjunto ordenado de vértices U = (u1, ug, ..., yy)) , de modo
que, para todo 1 <4 < |U|, a aresta {u;, ui+1) € E(G).

Dado um grafo G e um caminho U = (uy,us, ..., uy|) em G, se (uy), u1) € E(G),
dizemos que U é também um ciclo em G.

Dizemos que um grafo G é conexo quando, para quaisquer u,v € V(G), existe
um caminho que vai v para v. Dizemos ainda que G ¢ grafo completo quando,
também para quaisquer vértices u,v € V(G), temos (u,v), (v,u) € E(G), se o grafo
for orientado, e {u,v} € E(G), se o grafo for néio orientado.

Um conjunto independente em um grafo G é um subconjunto V' de V(&) no
qual, para todo par de vértices u,v € V", as arestas (u,v) e (v,u) nio pertencem a
E(G). Dizemos que um grafo é bipartido (figura 2.2) quando todos os seus vértices
podem ser agrupados em dois conjuntos independentes A e B tal que AUB = V(G)
e ANB=20.

Um emparelhamento (figura 2.3), por sua vez, é um subconjunto £’ C E(G) no
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Como os vértices do grafo acima podem ser divididos nos conjuntos
independentes {s,u,w} e {¢,v,z,y}, este é um grafo bipartido.

Além disso, os conjuntos {w,x,s,t) e (y,u,v)
sio caminhos disjuntos no mesmo grafo.

Figura 2.2: Caminhos em um grafo bipartido

qual, para todo par de arestas (u,v), {z,w) € E’, temos sempre u # z e u Z w, cOMO
também temos v % z € v F w, ou seja, ndo existem duas arestas em ' incidindo
sobre 0 mesmo vértice. Um emparelhamento E é dito maximal se, para toda aresta
(z,y) em E(G)\ E', pelo menos um entre os vértices x e y é coberto por alguma
aresta em E'.

Além disso, uma coloragao de arestas em (' é um conjunto de emparelhamentos
disjuntos C = {M1, Ma, ..., Mg}, tal que MU MU M; ...UM = E(G). Sabe-se,
pelo teorema de Vizing [3, p.103], que uma coloragio de arestas minima C para um
grafo G ¢ tal que [C| = A(G) ou |C]| = A(G) + 1.

2.2.1 Grafos de sobreposigao
Definicao 2.2.1.1 Dado um congunto de cadeias C escrito sobre um alfabeto %, o
grafo de k-sobreposicio de C, denotado por G(C), € o grafo G orientado tal que

V(G) =C e BE(G) = {(v,v) | spmaz(u,v) 2 k}.

Um vértice v de Gy(C) é denominado terminal quando v € T(C). Portanto, a
propriedade de um vértice ser ou néo terminal ndo depende de k.
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O conjunto {(u,?), (z,s), (w,y)} é um emparelhamento de arestas maximal.
Figura 2.3: Emparelhamento de arestas em um grafo

Um exemplo de grafo de sobreposicio pode ser visto na figura 2.4.

C = {ATGCC, GOCTAT, AGCCT, CCTT, GETCCTT, GCCGGT, TGCCAG}
T{C) = {ATGCC, GCCTAT, AGCCT, GGTCCTT, GCCGGT, TGCCAG}

Figura 2.4: Grafo de 2-sobreposi¢do € conjunto de terminais

2.2.2 Arvores

Um grafo néo-orientado, conexo e aciclico pode ser também chamado de 4rvore [3].
Os vértices de grau um (ou zero, se a arvore for um dnico vértice) de uma arvore so
chamados folhas, enquanto que os vértices de grau maior que um sdo chamados nés.



2.2, Grafos 14

As drvores geralmente possuem um vértice especial, chamado raiz, segundo o qual
se define o nivel de profundidade de um vértice. Sabendo que a distdncia entre dois
vértices em um grafo qualquer é dada pelo nimero de arestas presente no menor
caminho existente entre eles, dizemos que um vértice v est4 no nivel ¢ de uma arvore
quando a distancia entre v e a raiz é ¢. Portanto, para todo ¢ > 1 um vértice de nivel
i estd sempre ligado a exatamente um vértice de nivel ¢ — 1, podendo estar ligado a
varios ou a nenhum vértice de nivel ¢ + 1. Se o vértice u estd no nivel ¢, ligado aos
vértices v e w, que estdo no nivel 1+ 1, u é dito “pai” de v e w, do mesmo modo que
v e w sdo ditos “filhos” de u.

As folhas sfo os vértices brancos e os nds séo os vértices pretos.

A linha tracejada indica o caminho percorrido durante uma busca
em profundidade nesta drvore (os nitmeros representam & ordem em
que os vértices s&o processados).

Figura 2.5: Busca em profundidade em uma arvore

Existem virias maneiras de se percorrer uma drvore, sendo uma delas em profun-
didade, que consiste em, partindo da raiz, processar cada vértice somente depois que
todos os seus filhos tiverem sido processados (figura 2.5).
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2.2.3 Alguns problemas cléssicos

Existem problemas que, apesar de estarem relacionados a diferentes dreas da ciéncia
ou mesmo do cotidiano, possuem exatamente as mesmas propriedades e compartilham
o mesmo modelo em grafos.

O conjunto (y,u,v,w,%,s,t) é um caminho Hamiltoniano neste grafo,
ou seja, € um caminho que passa por todos os vértices.

Figura 2.6: Caminho Hamiltoniano

Um destes problemas ¢ 0 Caminho Hamiltoniano (HAM, figura 2.6), que con-
siste em determinar se existe um caminho que cobre todos os vértices de um grafo
qualquer.

2.3  Sumario

Neste capitulo apresentamos defini¢des e notagdes envolvendo alfabetos, cadeias de
caracteres e grafos, que serdo utilizadas ao longo desta dissertacao. Alguns dos concei-
tos introduzidos aqui, como k-caminhos, homomorfismos que preservam ocorréncias
e grafos de k-sobreposicdo sero fundamentais na descricdo dos problemas que estu-
damos e na demonstracao de suas respectivas complexidades.



Capitulo 3

A familia Minimum Contig Problems
ou MCP

Um problema de otimizag¢do € um problema no qual, para cada instancia 7, temos um
conjunto de solugbes vélidas F'(I} e ainda, para cada solugio K € F(J), temos um
valor custo (K), inteiro e positivo. O custo 6timo é entdo definido como OPT(I) =
mingcrr) custo (K}, se o problema for de minimizacio (ou maxger(ry custo (K), se o
problema for de maximizacao) {10].

3.1 Definicao

Recentemente, Ferreira, Souza e Wakabayashi [4] est