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Resumo

O assunto principal desta tese é o problema da designacao: dado um grafo bipartido com
custos nas arestas, obter um emparelhamento perfeito de custo minimo. Na primeira parte
do trabalho apresentamos uma revisao detalhada dos conceitos e principais resultados da
literatura sobre esse problema. Na segunda parte. discutimos uma variante paramétrica.
na qual cada aresta e tem seu custo dado por uma expressao do tipo ¢ + Ac!, onde
¢, e ¢, sao constantes € A é o parametro. cujo valor é real e varia. Nesta variante o
objetivo € obter todas as solugoes do problema para um intervalo de valores de A no
menor tempo possivel. Nesta parte inicialmente fazemos uma revisao de resultados da
literatura que apresentam técnicas gerais para a resolucao de problemas paramétricos
em Otimizacdo Combinatéria. Em seguida apresentamos uma abordagem, também da
literatura, especifica para o problema do fluxo de custo minimo, do qual o problema da
designacao é um caso especial. Esta abordagem se baseia em propriedades do algoritmo
simplex de rede. Em seguida apresentamos nma nova abordagem. baseada numa relacao
entre o problema do fluxo de custo minimo e o problema do ciclo de razao minima. A
complexidade desta nova abordagem é insatisfatoria quando se quer resolver uma instancia
do problema da designagao paramétrico, pois a complexidade conhecida do problema
do ciclo de razac minima é maior do que a complexidade conhecida do problema da
designacao. Esta nova abordagem entretanto ¢ satisfatoria do ponto de vista tedrico
quando aplicada ao problema do fluxo de custo minimo paramétrico. O trabalho finaliza
apresentando uma comparagao experimental entre as abordagens “simplex de rede” e
“ciclo de razao minima” para o problema do fluxo minimo paramétrico, mostrando que a

primeira € muito superior a segunda.
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Abstract

This dissertation is about the Assignment Problem: given an edge-weighted bipartite
graph, find a perfect matching of minimum weight. In the first part of this work we
present a detailed survey of the literature on this problem. including basic concepts and
main results. In the second part, we discuss a parametric variant of this problem. In this
variant, the weight of each edge e is given by ¢ + Ac?, where ¢ and ¢! are constants and
A is the parameter, that is, a real value that can vary. For a given range of A values we
want to find all solutions to the corresponding assignment problems in the least possible
time. In this part of the work we initially present a surveyv of techniques for solving
general Combinatorial Optimization parametric problems. We then present a technique,
also from the literature, for solving the parametric minimum cost flow problem, of which
the assignment problem is a special case. This technique is based on the network simplex
algorithm. We then present a new technique, also for solving the parametric minumum
cost flow problem. based on a reduction to the minimum cost-to-time ratio cvcle problem.
This technique is not satisfactory for solving parametric assignment problems, because
the best known algorithm for the minimum cost-to-time ratio cycle problem has worst
running time than the best algorithm known for the assignment problem. It is however
satisfactory from a theoretical point of view when applied to parametric minimum cost
flow problems, because its running time is better than the best known running time for
a certain class of inputs. We made an experimental comparison between the “network
simplex” approach and the “minimum ratio cycle approach”, but found that in all cases
the “network simplex™ approach has faster running times.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversas ocasioes temos a necessidade de associar aos pares os elementos de um con-
Junto V' da melhor maneira possivel. Para caracterizar uma determinada associacao como
sendo melhor em relacao a outra, pressupoe-se que de alguma maneira pode-se estipular
o beneficio ou custo envolvido em associar um par de elementos z, y € V.

Associagoes desta natureza sao uma importante classe de problemas em Otimizacao
Combinatoria denominada problemas de emparelhamentos. Dentre as diversas vari-
antes existentes de emparelhamento, algumas se destacam por receberem atencao especial.
Uma vanante € o problema de emparelhamento bipartido. Nesta circunstancia o conjunto
" pode ser particionado em subconjuntos X e Y. O objetivo é emparelhar da melhor
maneira os elementos do subconjunto X aos elementos do subconjunto Y.

O modelo fundamental estudado neste trabalho é o problema de emparelhamento bi-
partide de custo minimo, também denominado o problema da designagao'. O problema
da designacao pode aparecer em muitas situagoes praticas. Os subconjuntos X e Y po-
dem ter varios significados dependendo do contexto em que se inserem. Por exemplo, o
conjunto X pode representar funcionarios e o conjunto Y tarefas a serem realizadas, e
neste contexto o objetivo é designar um funcionario para a realizagao de cada tarefa. Em
outro contexto pode-se ter a necessidade de associar, por exemplo. caminhées a rotas de

viagem.

1.1 Grafos e emparelhamentos

Nesta secao formalizamos os problemas de emparelhamento e na secao 1.3 o problema
principal deste estudo. Introduzimos a seguir algumas notacoes e definigoes basicas uti-
lizadas neste texto. Os termos apresentados sao suficientes apenas para o entendimento
do problema no seu contexto em Teoria dos Grafos. Para a explicacao dos resultados

'A denominagdo em inglés para este problema é assignment problem



1.1. Grafos e emparelhamentos 2

mais relevantes e para uma analise do problema, conceitos e defini¢des adicionais serao
expostos no capitulo 2.

A visao informal apresentada anteriormente sobre o problema de emparelhamento teve
o objetivo de introduzir de maneira simples a esséncia do problema. Para discutirmos
todos os aspectos tedricos e computacionais relacionados necessitamos de um modelo
formal. O modelo adequado as nossas necessidades é fornecido pela Teoria dos Grafos®.

Uma maneira boa para modelar uma associacao envolvendo os elementos de um con-
junto é aplicar o conceito de grafos. A Teoria dos Grafos é um modelo formal capaz de
abstrair as mais variadas situagoes envolvendo elementos e seus relacionamentos.

Formalmente, umn grafo G = (V. E') é um conjunto de objetos V' denominados vertices
e um conjunto de arestas £ modelando relacoes entre pares de vertices. A cardinalidade
de V sera denotada por |V| = n e a cardinalidade de E por |E| = m. Neste texto nos
referiremos a uma aresta e = (v, w) € E pelo par de vértices (v, w) incidente a mesma ou
pelo seu 1dentificador e.

Pode-se definir grafos ponderados ou nao. Se o grafo € ponderado para cada aresta
e € I esta associado um valor ¢, (custo, beneficio, etc) para quantificar a relagao entre o
par de vértices incidente a mesma.

As arestas de um grafo podem ser orientadas ou nao. Se as arestas sao orientadas
a ordem dos vértices € importante. As arestas orientadas sao pares ordenados e nestas
circunstancias as arestas (v, w) e (w,v) sao distintas. Um grafo G é orientado se as suas
arestas sao orientadas, caso contrario, o grafo é nao orientado.

Pode-se definir um passeio como sendo uma sequéncia de vértices vy, vy, ..., v tais que
os mesmos sao conectados por arestas (vy,va),...,(vk—1,vx). Um caminho é um passeio
no qual nenhum vértice esta presente mais de uma vez, com a possivel excecao do primeiro
e ultimo vértices. Passeios e caminhos sao definidos tanto em relacao a grafos orientados
quanto a grafos nao orientados.

Um ciclo consiste em um caminho no qual o primeiro e o ultimo vértice sao 1dénticos.
A definicao de ciclo também se aplica aos grafos orientados e nao orientados.

Um grafo G é completo se para todo par de vértices v,w € V a aresta (v, w) € E (veja
figura 1.1). Um grafo G é bipartido se o conjunto de vértices V' pode ser particionado em
dois subconjuntos X e Y de forma que toda aresta conecta um vértice de X a um veértice
de Y. Os subconjuntos X e Y sao as particoes de V.

Um emparelhamento M em um grafo GG é um subconjunto M C £ de arestas
tal que duas arestas quaisquer de M nao possuam um vértice em comum. As arestas
presentes no emparelhamento M sao denominadas emparelhadas. As demais arestas sao
denominadas ndo emparelhadas. Da mesma maneira, os vértices incidentes as arestas de

*Gondran e Minoux [GM84] e West [Wes96] fornecern um estudo detalhado sobre a Teoria dos Grafos
e os aspectos computacionals envolvidos
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grafo orientado grafo completo

Figura 1.1: Exemplos de grafos

emparelhamento parcial emparelhamento perfeito

Figura 1.2: Grafos bipartidos

M sao denominados emparelhados. Os demais vértices nao incidentes a nenhuma aresta
de M sao denominados ndo emparelhados.

Um emparelhamento M é denominado perfeito se todos os vértices sao vertices em-
parelhados, caso contrario, o emparelhamento é denominado parcial(veja figura 1.2).

Os problemas de emparelhamentos podem ser definidos em grafos ponderados ou nao.
Se custos sao associados as arestas de G, o custo do emparelhamento M consiste na soma
dos custos das arestas emparelhadas. o qual denotaremos por:

C.'M = Z cE
eeM
Se capacidades minima /. e maxima u, nao negativas sao associadas as arestas pode-se
definir o conceito de fluxo. Um fluxo f em G é uma funcao das arestas a valores nao
negativos tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas:
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J'Uw Lo S Mo V{ v, u)) S0 Capacidade
Z fow = Z Faii YoeV COnsServacao
weV weV

Neste texto denotaremos o maior custo de uma aresta em G por C e a maior capacidade
por U.

1.2 Complexidade computacional

A complexidade intrinseca de cada problema é dificil ser avaliada. Até conseguirmos
expressar a dificuldade de um determinado problema e obtermos um algoritmo que resolva-
o da maneira mais eficiente possivel, estaremos empenhados em melhorar o desempenho
dos algoritmos existentes para este problema.

A eficiéencia de um algoritmo depende do critério utilizado como medida de comple-
xidade. Critérios possivels sao o tempo de execucao, o espaco de memdoria, o numero
de processadores, etc. No nosso caso estamos interessados principalmente no tempo de
erecucao dos algoritmos.

Descrever o comportamento exato dos algoritmos € muito dificil. Nos restringiremos a
obter uma aproximacao da sua complexidade que nos permita avalia-lo em relacéo a outro
algoritmo. O tempo de execucao deve ser definido em funcao do numero de operacoes
relevantes para o problema independente de qualquer arquitetura de computador.

O tempo necessario para se resolver uma instancia do problema depende do seu
tamanho. Consideramos que o tamarho da instancia € o numero total de bits necessarios
para representar os dados da entrada em uma notacao apropriada, como por exemplo, a
notacao binaria.

Estamos interessados na analise de pior-caso da complexidade dos algoritmos. Ex-
pressaremos a complexidade dos algoritmos pelo maior tempo necessario para resolver
cada possivel instancia do problema em func¢iao do seu tamanho. O tempo de execucao
assintotico sera utilizado para descrever o comportamento do tempo de execucao dos al-
goritmos quando o tamanho da instancia cresce infinitamente. Nos problemas estudados
neste trabalho os dados de entrada sao normalmente os vertices, as arestas, os custos e
capacidades das arestas do grafo. Desta maneira o tamanho da entrada do problema é da
ordern de O(n + m).

Consideramos os algoritmos eficientes ou de tempo polinomial quando sua comple-
xidade pode ser limitada por um polinomio em fun¢ao do tamanho da entrada. A denomi-
nagao algoritmos de tempo superpolinomial é utilizada em algoritmos cuja complexidade
niéo pode ser limitada por um polinomio em funcao do tamanho da entrada. Estes al-
goritmos tém comportamento aceitavel apenas para instancias de pequena magnitude.
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1.3. O problema da designagao

Para instancias suficientemente grandes os algoritmos de tempo superpolinomial tornam-
se inviaveis.

Os algoritmos de tempo pseudopolinomial 1ém complexidade em funcao de algum
parametro da entrada do problema além do seu tamanho. Um dos parametros da en-
trada que estara presente freqientemente na complexidade dos algoritmos analisados é o
maior custo C' de uma aresta da instancia, como por exemplo, O(n(C).

Os algoritmos de tempo pseudopolinomial correspondem & uma importante subclasse
dos algoritmos de tempo superpolinomial. Sob determinadas condicoes os algoritmos de
tempo pseudopolinomial possuem comportamento similar ao dos algoritmos de tempo
polinomial. Uma dessas condigoes € a hip6tese de similaridade na qual consideramos
que os dados podem ser limitados polinomialmente. No caso dos problemas em grafos
consideramos que C = O((n + m)*) para alguma constante k. A importancia desta sub-
classe de algoritmos esta relacionada ao fato de que a hipatese de similaridade é satisfeita
por um grande numero de problemas com aplicacoes praticas e tedricas.

Um inteiro C pode ser representado com log C' bits. Algoritmos com complexidade
O(mlog C), O(n*loglog C) e O(nmlog(n(C)) sao portanto claramente algoritmos de tempo
polinomial. Para diferenciar as classes de algoritmos de tempo polinomial utiliza-se a de-
notacao algoritmos de tempo polinomial forte ¢ fraco. Os algoritmos de tempo polinomial
Jorte sao os algoritmos com complexidade estritamente em funcao do tamanho da entrada.
Os demais algoritmos de tempo polinomial. com complexidade em funcao de parametros
da entrada além do tamanho, sao denominados algoritmos de tempo polinomial fraco.

Os algoritmos de tempo polinomial fraco possuem uma desvantagem em relacao aos
algoritmos de tempo polinomial forte. O comportamento dos algoritmos de tempo poli-
nomial fraco pode ser indesejavel para grandes valores de C. Além disso, estes algoritmos
podem ter problemas quando os dados de entrada sao irracionais. Desta maneira, algo-
ritmos de tempo polinomial forte sdo preferidos. sempre que possivel®.

1.3 O problema da designacao

Seja G = (V, E') um grafo bipartido ponderado nao orientado com particées V = X Y.
O problema da designagao consiste em determinar um emparelhamento perfeito M
de custo minimo em G. O problema da designacao neste texto sera abreviado por PD.
Sem perda de generalidade suporemos que a cardinalidade das particoes é |X| =
Y| =n (|V| = 2rn). Suporemos também que GG ¢ um grafo bipartido completo, ou seja,

4Discussoes mais detalhadas sobre complexidade computacional podem ser encontradas nos textos de
Cormen e outros [CLR90], Garey e Johnson [GJ79]. Manber [Man89], dentre outros. Cormen e outros,
Manber enfatizam os aspectos essenciais relacionados a analise de algoritmos. Garey e Johnson abordam
extensivamente a teoria de complexidade computacional.
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|E| = m = n?. Esta suposi¢do nao restringe o problema visto que arestas com custo

suficientemente grande podem ser adicionadas a G' quando este nao for completo. Note
que as arestas adicionadas nao deveriam estar presentes em nenhuma solu¢ao, a nao ser
que G nao contenha um emparelhamento perfeito com as arestas originais.

Em um grafo bipartido completo existe sempre um emparelhamento perfeito, portanto
o PD sempre tem solucao. Na verdade existem n! emparelhamentos perfeitos dos quais o
melhor corresponde aquele que minimiza o custo. Este emparelhamento sera denominado
emparelhamento dtimo.

Por simplicidade suporemos que os custos das arestas sao inteiros nao negativos res-
tritos ao intervalo [0,...,C]. Esta suposi¢cao nao é restritiva visto que uma constante
suficientemente grande pode ser adicionada a todos os custos sem alterar o emparelha-
mento otimo.

O PD pode ser formulado matricialmente com cada célula da matriz indicando o custo
para dois elementos se associarem. Um emparelhamento neste caso consiste em escolher
n celulas da matriz, de maneira que haja somente uma célula escolhida em cada hnha e
coluna. O custo do emparelhamento € o somatorio dos custos das células. A solucao do
PD pode ser expressa por n pares ordenados (linha.coluna).

O PD modela uma variedade de situagoes que surgem frequentemente em problemas
reais. As aplicacdes vao desde a alocacao de recursos até o processamento de sinais. O
texto de Ahuja e outros [AMOQ93] apresentam varias referéncias onde podem ser obtidas
aplicagoes do problema.

Em aplicagoes reais podem surgir a necessidade de se resolver sucessivas instancias
do PD que diferem em parte das informacoes do problema. Uma dessas situagoes ocorre
quando modelamos uma parcela das informacoes por funcées. A cada valor definido pela
funcao esta associado uma instancia do problema. Neste caso se deseja resolver todas as
instancias da forma mais eficaz possivel. Uma maneira para se alcancar tal objetivo €
conseguir explorar eficientemente a estrutura do problema a ser resolvido.

Este trabalho dedica-se a estudar o PD quando representamos os custos das arestas
em funcao linear de um parametro A. Esta variante do problema denominada problema
da designacao parameétrico sera formalmente descrita no capitulo 5. Neste estudo
queremos analisar a estrutura do PD paramétrico e discutir os problemas envolvidos na
sua resolucao eficiente. Buscamos propor solugoes eficientes computacionalmente, sempre
que possivel, para o PD paramétrico. No minimo, espera-se contribuir de alguma forma
para enriquecer a literatura sobre o PD parameétrico e sugerir dire¢oes na realizacao de
futuros estudos.

O PD além de possuir diversas aplicacdes na resolugao de problemas praticos também
esta envolvido na resolucao de outros problemas mais genéricos. Algoritmos eficientes
para a resolucao da sua variante paramétrica podem implicar em avancos nos problemas
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diretamente modelados pelo PD, como também nos demais que dependem indiretamente

da complexidade computacional do problema.

1.4 Organizacao do texto

Este primeiro capitulo foi destinado a discutir brevemente o problema em estudo nesta
dissertagao. Nos capitulos subsequentes, o PD paramétrico e todos os demais aspectos
envolvidos sao abordados mais detalhadamente.

No capitulo 2 discutimos o contexto no qual o PD se insere e o seu relacionamento com
outros problemas. No capitulo 3 discutimos os aspectos envolvidos na resolucao do PD.
Definimos os conceitos aplicados nos algoritmos para o problema e os fundamentos aos
quais se baseiam estes algoritmos. No capitulo 4 explicamos as abordagens e os diversos
algoritmos aplicados na resolugao do problema.

No capitulo 5 abordamos a literatura existente para os problemas paramétricos. Ava-
liamos as solugoes propostas para diversos problemas e finalizamos propondo uma nova
abordagem para o PD paramétrico. Discutimos também esta nova abordagem no con-
texto de um problema mais genérico que o PD paramétrico, o problema do fluxo de custo
minimo paramétrico. No capitulo 6 descrevemos as implementacoes da abordagem pro-
posta e de outra presente na literatura, ambas para o problema do fluxo de custo minimo
parameétrico, e os resultados obtidos. Finalizamos este texto relatando as contribuicoes

deste estudo.
Em diversos pontos desta dissertacao sao apresentados teoremas ou lemas cujo entendi-

mento se faz necessario para a abordagem dos assuntos aqui expostos. A quase totalidade
desses resultados provem da literatura, e por isso em geral omitimos uma prova completa.
Referéncias serao apresentadas sempre para a obtencao de informacoes mais detalhadas

sobre estes topicos.



Capitulo 2

O PD e o seu contexto em
Otimizacao Combinatoria

O pD, assim como os demais problemas discutidos neste texto ¢ um problema combi-
natorio. Neste capitulo descrevemos o contexto no qual o PD se insere, assim como a sua
importancia e a do seu relacionamento com outros problemas combinatorios.

2.1 Otimizacao Combinatodria

Otimizacao Combinatéria tem merecido nas iltimas décadas o interesse de diversos
estudiosos em diferentes ramos. O motivo de tal interesse vern do fato de que os problemas
em Otimizagao Combinatéria tém se mostrado bastante abrangentes, sendo capazes de
modelar uma variedade considerdvel de situagoes reais.

A natureza desses problemas envolve a busca por uma solucido que sob algum critério,
especificado por uma funcao de custo associada, se destaca em relagio as demais. Os
problemas sac combinatorios no sentido de que a solug¢do procurada, que usualmente
chamamos de solugao étima, faz parte de um conjunto de solugées possiveis denomi-
nadas solugoes factiveis. Este conjunto engloba todas as solucoes que satisfazem todas as
restricoes do problema. Em principio estes problemas podem ser resolvidos enumerando
todas as solucoes factiveis e determinando-se a melhor. Entretanto, computacionalmente
tal alternativa se torna em quase a totalidade dos casos impraticavel. O numero de
solugoes factiveis geralmente é exponencial.

Os ramos de aplicacao da Otimizacao Combinatéria englobam as mais diversas areas
do conhecimento. Os textos de Gondran e Minoux [GM84], Nemhauser e Wolsey [NW89].
Papadimitriou e Steiglitz [PS98] abordam largamente o assunto.

Os problemas em Otimizacao Combinatéria podem ser formulados frequentemente
como instancias de Programacao Inteira ou Programacao Linear. Programacao Inteira
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e Programacao Linear sao dois modelos matematicos que se caracterizam por serem
descritos por um conjunto de restrigoes lineares e uma fungao de custo associada. O
objetivo em cada um desses modelos € determinar uma solucao que satisfaca todas as
restricdes e que minimize (ou maximize) a funcao de custo associada. A diferenca con-
ceitual basica nos dois modelos reside no fato de que em Programagao Inteira existe uma
restricao adicional exigindo a integralidade da solucao otima.

Computacionalmente, os dois modelos diferem por terem complexidades bem distintas.
Para a Programacao Linear algoritmos eficientes existem, maiores informagoes no texto
de Nemhauser e Wolsey [NWR89]. Por outro lado, a Programacao Inteira consistira num
modelo computacionalmente muito dificil se a condi¢do P # NP se verificar. Karp [Kar72],
Borosh e Treybig [BT76] exibem resultados que comprovam que a Programacao Inteira
(além de algumas variantes) é um problema NP-Completo. A complexidade se estende
até mesmo ao caso particular de Programacio Inteira 0/1'.

Casos particulares importantes de Programacgao Inteira sao os problemas de Fluxos em
Redes. Os problemas de Fluxos em Redes se caracterizam por envolverem a distribuicao
de fluxo entre os vértices de um grafo, respeitando as possiveis restricoes existentes sobre
os vértices e as arestas. A forma como o fluxo deve ser distribuido depende fundamental-
mente do contexto do problema em estudo.

Os problemas de Fluxos em Redes sao largamente aplicados na modelagem de: pro-
blemas de producao, distribuicio e transporte; problemas de politicas piblicas e sociais;
problemas em ciéncias médicas e fisicas. dentre outros. Os problemas citados sao apenas
uma parcela do espectro de aplicagdes existentes. Ahuja e outros [AMO93] abordam di-
versos problemas de Fluxos em Redes enfatizando as técnicas frequentemente empregadas.
o relacionamento entre os diversos problemas além de uma extensa lista de aplicagoes.

Um dos problemas mais simples e importante de Fluxos em Redes corresponde ao PD.
Apesar de termos formulado o problema anteriormente como um relacionamento entre
elementos, o PD pode ser facilmente descrito como sendo um problema de Fluxos em Re-
des. O PD desperta um interesse grande, tanto pratico quanto tedérico, nos pesquisadores.
Pratico porque o problema surge em situagoes reais bemn diversificadas. Tedrico porque
apesar de ser um dos modelos mais simples, alguns problemas importantes de Fluxos em
Redes podem ser convertidos no PD. Instancias do problema também aparecem natural-
mente na resolucao de diversos problemas consideravelmente mais complexos, alguns dos
quais sendo problemas NP-Dificeis.

'Garey e Johnson [GJ79] discutemn detalhadamente a teoria de NP-Completude, além de enfatizar os
conceitos e técnicas aplicadas a resolugio de problemas intrataveis como os problemas NP-Completos
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A formulagao do PD como um problema de Programacgao Inteira é descrita a seguir:

min Z St

(z.y)EE
Sujeito a:
Z o=t L Vze X (D)
yeY
¥, s =1 Yyey (I
TeX
fzy € {0,1} V(z,y) e E (RI)

A variavel f;, indica que a aresta (z,y) pertence ao emparelhamento se f., = 1, caso
contrario fr, = 0. A restricao | assegura que existe exatamente uma aresta incidente
ao vértice z € X em qualquer solugao otima. A restricao |l expressa a mesma condicao
para os vértices da parti¢do Y. Nesta descrigao é imposto pela restricao Rl que a variavel
fry € {0,1}. Esta restricao é denominada restri¢ao de integralidade.

Os algoritmos que resolvem o PD exploram as caracteristicas especiais do problema
para a obtencao de solucées eficientes, ao inves de tratar o PD simplesmente como uma
instancia de Programacao Inteira.

2.2 O problema do fluxo de custo minimo

Seja G = (V. E) um grafo orientado. A cada aresta ¢ € E esta associado um custo ¢, nao
negativo para cada unidade de fluxo atravessando a aresta. Limites maximo u. e minimo
[, indicam a quantidade de fluxo permitido para a aresta. Associamos a cada vértice v um
valor b, para representar o seu excesso ou demanda por fluxo. O problema do fluxo de
custo minimo. o qual sera denotado por PFCM, consiste em rotear com o menor custo
possivel o fluxo através de G, respeitando as restri¢des sobre as arestas com o objetivo de
satisfazer o excesso/demanda de fluxo nos vértices. Sem perda de generalidade suporemos
que os custos, as capacidades das arestas, o excesso/demanda de fluxo dos vértices sao
Inteiros.

O PFCM é o modelo mais importante de Fluxos em Redes. Os demais problemas de
Fluxos em Redes, como o problema da designagédo, o problema dos caminhos mais curtos
e o problema do fluzo mdzimo, podem ser interpretados como casos particulares do PFCM.
O PFCM surge em uma variedade de situagdes como gerenciamento de recursos humanos,
planejamento de sistemas de distribuigao, escalonamento, diagnosticos medicos, dentre

outras®.

2Estudos sobre a estrutura do PFCM e suas aplicagdes sdo abordados por Ahuja, Magnanti e Orlin
[AMO93], Bertsekas [Ber91] e Tarjan [Tar83]
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Formalmente o PFCM pode ser descrito como o seguinte problema de Programacao

Inteira:
min Y. Cowfou
(vaw)eE
Sujeito a:
3. fw=b+> fu YoeV (RCF)
weV weV
l-uur S fvw S Uy V(U, w) € E
fow € ZF Y(v,w) € E (RI)

A restricao Rl é a restrigdo de integralidade para o PFCM. A restricao RCF é denomi-
nada resiricdo de conservagdo de fluro. Esta restricao indica que o sistema é conservativo.,
ou seja, a quantidade de fluxo total no sistema permanece a mesma. Um pseudofluxo é
uma relaxacao da condigao de conservagao de fluxo onde se admite vértices desbalancea-
dos. O desbalanceamento de um vértice € definido como:

D(U) = bu'l‘ Z ftm.-_ Z fvw

vel veV

Os vértices sao classificados de acordo com o seu desbalanceamento. Os vértices com
D(v) > 0 sao definidos vértices com excesso de fluxo. Os vértices com D(v) < 0 sao
definidos vértices com demanda por fluxo. Referimos aos demais vértices com D(v) = 0
como vértices balanceados.

O melhor limite de tempo existente atualmente para a resolucao do PFCM é O(min{
(mlogn)(m + nlogn), nm Iog(’;—?) log(nC'), nm(loglog U)log(nC'))}. O limite de tempo
polinomial forte é definido pelo algoritmo de Orlin [Orl88]. O limite de tempo O(nm
Iog(g} log(nC')) é devido ao algoritmo de Goldberg e Tarjan [GT90]. O limite de tempo
O(nm(loglog U) log(n(C')) é devido ao algoritmo de Ahuja e outros [AGOT92].

Um dos principais resultados de Fluxos em Redes demonstra a estrutura particu-
lar destes problemas. A matriz correspondente as restricoes presentes na formulacao
matematica do PFCM como uma instancia de PL, € totalmente unimodular. Como con-
sequéncia, qualquer instancia do PFCM com excesso/demanda de fluxo nos vértices inteiros
e as capacidades das arestas inteiras possui uma solucao 6tima com fluxos inteiros nas
arestas. O texto de Ahuja e outros [AMOY3] apresenta diversas referéncias que podem
ser consultadas para se obter uma demonstracao formal e uma analise em profundidade
desta propriedade, e sobre tdopicos relacionados a unimodularidade.
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2.3 Relagao entre o PD e o problema do fluxo de
custo minimo

O pD foi descrito anteriormente como um problema de emparelhamento em grafos. Nesta
segao, discutiremos como o problema pode ser interpretado como um problema de fluxo.
Além disso, discutiremos importantes relagées entre o PD e outros problemas de Fluxos
em Redes.

O PD pode ser reduzido ao PFCM realizando a seguinte transformacao.

Reducgédo do PD ao PFCM Dada uma instancia G = (V. £) do PD com particoes V' =
XY e arestas ¢ € E de custo ¢, defina uma instancia G' = (V' E’) do PFCM com o
conjunto de vértices V' = V. Para cada aresta ¢ € E defina uma aresta ¢ em G’ com
custo ¢ = ¢. e capacidade u.r = 1. Insira dois vértices especiais s e f em V' e adicione as
arestas €' = (s,z) Vo € X e e’ = (y,t) Yy € Y com custo ¢.r = 0 e capacidade u.» = 1.
Defina o fluxo b a ser enviado de s para ¢ como sendo b = | X|.

Observe que sob a perspectiva de um problema de fluxo as arestas em um emparelha-
mento devem ser saturadas ou devem ter fluxo nulo. As arestas saturadas sao as arestas
com fluxo igual a sua capacidade. As arestas emparelhadas em um grafo sao as arestas
saturadas. Desta maneira, o emparelhamento 6timo de G pode ser obtido a partir da
solucao étima do PFCM em (G’ observando quais arestas estao saturadas.

A reducao do PD ao PFCM mostrada acima € simples. O PD participa de outra reducao
que € igualmente importante e nao tao simples que sera descrita a seguir:

O problema de transporte, abreviado por PT, é um caso particular do PFCM onde o
grafo é bipartido. Formalmente podemos descrever o PT como a seguir:

Seja G = (V, E') um grafo bipartido orientado com particées V = X JY. Os vértices
de X sao as fontes e os vértices de Y os sorvedouros. Cada fonte 2 possui um excesso
inteiro b, > 0 que deve ser distribuido para satisfazer a demanda nos sorvedouros. A
demanda no sorvedouro y € um inteiro b, < 0. Para cada unidade de fluxo atravessando a
aresta e € E estd associado um custo ¢, e uma capacidade u.. O sistema esta em equilibrio
no sentido de que 3", x b, = 3 cy b,. O problema de transporte consiste em rotear, com
o menor custo possivel, o fluxo através de G de maneira a balancear os vértices.

O PT promove um importante vinculo entre o PFCM e o PD. Apesar do PT ser um
caso particular do PFCM, pode-se transformar o PFCM no PT. Por sua vez, o proprio PT
pode ser convertido no PD. Entretanto, a reducao em questao é pseudopolinomial. Desta
maneira, apesar de ser um dos modelos mais simples o PD possui uma estrutura peculiar
que permite modelar problemas mais genéricos. como € o caso do PFCM. As redugoes do
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PFCM ao PT e do PT ao PD sao descritas a seguir®:

Redugao do prcM ao PT *  Dada uma instancia G = (V) E') do PFCM construa uma
instancia G* = (V’, E') do PT realizando as seguintes transformacoes. Para cada aresta
e = (v,w) em G insira trés vértices ¢’, v’ e w’ em G’. Conecte estes vértices adicionando as
arestas orientadas (¢/,v’) e (¢'.w’). Defina o custo da aresta (€’,v’) como sendo c.r,y = 0.
Defina o custo da aresta (¢/,w’) como sendo ¢, = ¢,.,. como indicado na figura 2.1. O
fluxo através da aresta (¢’,v’) € indicado por z,, e o fluxo através da aresta (€', w’) por
Eings

aresta em G aresta correspondente em G’

Figura 2.1: Transformag¢ao do PFCM no PT

Para que o PFCM tenha uma solugao factivel devemos ter u. = z,,, + z,,. Neste caso,
a restricao de capacidade z,, < u. em G € equivalente a restrigao 0 < z,,, em G’. Pode
ser demonstrado que esta transformagao elimina a restricao de limite superior para as
arestas além de criar um grafo bipartido. A restri¢ao de conservagao de fluxo em G’

= Z Zow Z Ty = b-u - Z Uy

we v welV weV
é equivalente a restricao de G-

Z fvw = Z fwu = b,

wel welV
A partir destes fatos pode ser provado que o grafo resultante é equivalente ao original.
As arestas de G correspondem as fontes em G’'. Uma fonte ¢’ possui excesso de fluxo
igual & quantidade de fluxo que é possivel enviar através da aresta correspondente em
G, bo = u. — .. Por sua vez, os vértices de (G corresponderam aos sorvedouros em
G'. A demanda de um sorvedouro v’ é a soma das quantidades de fluxo que se pode

“Uma anélise mais detalhada sobre a relagao entre os problemas de Fluxos em Redes pode ser obtida
no texto de Balakrishnan [Bal95]. Balakrishnan apresenta uma extensa discussao sobre redugoes entre os
problemas de Fluxos em Redes

*A reducao apresentada é baseada no texto de Bertsekas [Ber91]
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enviar através das arestas partindo do vértice menos o seu excesso (veja figura 2.1). O
fluxo de cada aresta ¢ de G na solucao 6tima do PFCM é a soma dos fluxos das arestas
(¢.v') e (¢/,w') em G’ na solugao 6tima do PT, f, = T4y + Zuw. O fluxo na aresta e é

fe = By Hags — iy — Buw-

Reducao do PT ao PD ° Seja G = (V.E) uma instancia do PT com partigoes
V' = X |JY. Defina uma instancia G’ do PD realizando as seguintes transformacoes. Para
cada fonte z € X com excesso de fluxo b, insira em G’ os vértices z,, a = 1,...,b,.
Para cada sorvedouro y € Y com demanda b, insira em G’ os vértices yg, 8 = 1,...,b,.
Para cada aresta orientada (z,y) em G adicione em (G’ as arestas nao orientadas (z,,v3),
a=1,....,b e 8 = 1,...,b, todas com custos ¢;,y, = ¢zy (veja figura 2.2). Nesta
transformacao a biparticao do grafo € mantida.

Cviwy

Cryxwy

vertices na instancia do PT subdivisiao dos vertices do PT (instanecia do PD)

Figura 2.2: Transformagao do PT no PD

A solucao 6tima do PT pode ser obtida através do emparelhamento 6timo de G’. Se
uma aresta (z,,ys) estda presente no emparelhamento 6timo temos uma unidade de fluxo
na aresta (z,y) em G. O fluxo total na aresta (z,y) é determinado pela quantidade de

arestas (z,,ys) no emparelhamento 6timo de G'.

Por ser um problema mais simples, o PD pode ser utilizado para melhorar a nossa com-
preensao sobre a estrutura de problemas mais genéricos como o PFCM. Novas técnicas
desenvolvidas para os problemas de Fluxos em Redes, podem ser aplicadas primeira-
mente ao PD para uma avaliacao de sua eficiéncia. Posteriormente, estas técnicas podem
ser generalizadas para o desenvolvimento de algoritmos para problemas mais genéricos.
Um exemplo classico desta abordagem € o algoritmo primal-dual, também conhecido como
algoritmo hingaro. O algoritmo primal-dual desenvolvido por Ford e Fulkerson [FF57]

®A reducdo apresentada ¢ baseada no texto de West [Wes96]
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primeiramente para o PT, e posteriormente estendido para o PFCM em [FF62], foi gene-
ralizado a partir do algoritmo primal-dual proposto por Kuhn [Kuh53, Kuh56] para o
PD:

2.4 O problema do caixeiro viajante

Instancias do PD surgem naturalmente na resolucdo de diversos problemas combinatorios
dificeis, como por exemplo: o problema do caizeiro viajante [LLKS85], o problema da de-
signagao quadrdtico [PRWI3|, o problema de roteamento de veiculos [LN8T], o problema
de rotagio de tripulagio [BGABS83], dentre outros. Todos os problemas citados sao co-
nhecidamente problemas NP-Dificeis.

O problema do caixeiro viajante -denotado por PCV- é um dos problemas mais
estudados em Otimizacao Combinatéria. Seja G = (V, E) um grafo orientado com arestas
e € F de custo ¢c.. O PCV consiste em determinar umn ciclo hamiltoniano de custo minimo
em G. Um ciclo hamiltoniano em G é um ciclo onde todo vértice v € V esta presente

uma unica vez.

Representacao Matricial

1 21 3| 4] 5| 6
1] 0 |10 |occ |00 | 00| 0
20| 0 9 |occ|oc| 6
3|14 || 0|12 |
4l o0|loo|ox| 0| 4|
5| o0 |15]-3 || 0| -4
6|-5|oc|oc| 8 [co]| 0

Tabela 2.1: Representa¢ao matricial de uma instancia do PD e PCV

Da mesma maneira como o PD, o PCV também pode ter formulacio matricial (veja
a tabela 2.1). Neste caso, cada célula da matriz M[7)] indica o custo da aresta dirigida
(z,7). As mesmas restrigdes quanto a solucao do PD se aplicam ao PCV com uma restricao
adicional. Os pares ordenados que expressam a solugao do problema, devem correspon-
der a uma permutacao ciclica de todos os vértices do problema. A solucao do PD nao
necessariamente precisa possuir esta caracteristica. Os pares ordenados na solucao do PD
vao corresponder a uma colecao de ciclos orientados disjuntos cujo custo total de todos
os ciclos da colecao é minimo.

Observe que os pares ordenados que representam ciclo hamiltoniano sao solucoes
factiveis para o PD, pois estes pares equivalem a emparelhamentos perfeitos em um grafo



2.4. O problema do caixeiro viajante 17

solucao 6tima do PD solucao equivalente a solucao do Pov

Figura 2.3: Instancias do PD

bipartido. Na verdade, das n! possiveis solugoes factiveis para o PD (n — 1)! sao per-
mutacoes ciclicas de todos os vértices e portanto equivalem a ciclos hamiltonianos em um
grafo orientado. O PD pode ser visualizado como uma relaxacao do PCV no sentido de
que ciclos (ndo hamiltonianos) sao solugoes factiveis (veja figura 2.3 e 2.4).

Pelo exposto, o custo da solu¢ao 6tima do PD € um limite inferior para o custo da
solugao 6tima do PcV. Lawler e outros [LLKS85] relatam que frequentemente o limite
fornecido pelo PD esta relativamente proximo da solucao otima do PcV. Pode-se obter
uma formulagao para o PCV, inserindo-se restricoes adicionais a definicao do PD para
excluir os ciclos nao hamiltonianos do conjunto de solugoes factivels. A restricao descrita
a seguir denominada restricao de eliminagao de ciclos tem esta finalidade.

Y. fws|Ul-1 2<|U] < |V[-2 (REQ)

(v.wieE
vell, well
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solugao equivalente a solugio do PD solucio otima do Pcv

Figura 2.4: Instancias do PCV

A restricao REC deve ser definida para cada subconjunto U C V de vértices. A
restricao exige que cada subconjunto de vértices U contenha no maximo |U/| — 1 arestas,
0 que garante que nenhum subconjunto de vértices U/ contém um ciclo. Esta restricao
somente é satisfeita por ciclos hamiltonianos. Para qualquer outro tipo de solugao havera
no minimo uma restricao REC sendo violada.

A complexidade do PCV esta presente exatamente na restricaio REC. Ao contrario
do PD, o PCV é um problema NP-Dificil. A importancia do PD neste contexto vem
da possibilidade de utilizarmos o problema como uma importante relaxacdo do PCV.
Historicamente o PD fo1 a primeira relaxacao utilizada para a resolucao do PCV, por causa
da simplicidade da relaxacao e da facilidade envolvida na computacio do PD.

Algumas metodologias aplicadas a problemas complexos, como o método branch-and-
bound, envolvem a resolucao de uma série de problemas mais simples. O desempenho
destas metodologias deveria ser afetada indiretamente por avancos para o PD quando
aplicadas aos problemas descritos no inicio da secao. Mais informacoes sobre a utilizacao
do PD nestas situagoes podem ser encontradas em Miller e Pekny [MP89].

A relacao entre o PD e o PCV se estendem também as variantes do problema. Um caso
particular onde o PCV pode ser resolvido eficientemente é o PCV com matriz de custos
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triangular. Nesta variante, a representagao matricial do problema é uma matriz triangular
pois o custo das arestas de retorno, arestas do tipo (v;,v;) sendo 2z > 3, € nulo. O custo
das demais arestas do grafo é arbitrario.

Lawler [Law71] resolven esta variante eficientemente através da resolugio de uma
instancia do PD. O algoritmo consiste em obter um emparelhamento 6timo na ma-
triz resultante da exclusao da primeira coluna e da iltima linha. Se o emparelhamento
obtido mais a aresta (v,,v;) € uma permutacao ciclica dos vértices, este emparelhamento
equivale a um ciclo hamiltoniano de custo minimo. Caso contrario, o emparelhamento
equivale a uma colecdo de ciclos disjuntos de custo minimo. Se todas as arestas de re-
torno forem eliminadas desta colegao o resultado sera uma colecao de caminhos da forma
(vi,vj1)ye. ., (Vik, vm), ... sendo ! < 2ol & iFe 2 gt g"t < gh Insiva
as seguintes arestas de retorno (vji,v2), (vj2,v2), ..., (v;x, v;1) conectando os varios cami-
nhos para formar um ciclo hamiltoniano. Como todas as arestas excluidas e inseridas sao
arestas de retorno, o ciclo hamiltoniano obtido possui o mesmo custo do emparelhamento

otimo.



Capitulo 3

Conceitos para os problemas de
emparelhamento

Neste capitulo, serao abordados os conceitos e resultados mais importantes de Fluxos em
Redes relacionados aos problemas de emparelhamentos. Na resolucido do PD naturalmente
surgem instancias de outros problemas de Fluxos em Redes. Neste capitulo, estes proble-
mas serao discutidos para obtermos uma compreensao melhor das caracteristicas do PD e
dos fundamentos nos quais se baseiam os algoritmos descritos no capitulo 4. Uma andlise
mais detalhada pode ser obtida no texto de Ahuja e outros [AMO93].

3.1 Custos reduzidos

Em determinadas situagoes é importante representar o custo de uma aresta em relacao
aos veértices incidentes a mesma. Para isto necessitamos associar valores aos vértices.
Seja G = (V, E) uma instancia do PFCM. Considere associado a cada vértice v € V
um numero 7(v) o qual referiremos como o seu potencial’. Definimos o custo reduzido
da aresta (v,w) em relagdo aos potenciais 7 como sendo ¢}, = ¢,, — 7(v) + 7(w).
Os potenciais dos vértices nao alteram o menor caminho entre algum par de vértices
v e w. Para algum caminho orientado P do vértice v ao vértice w temos que

> =Y e — (@) + 7))

(t.7)EP (1,0)€P
= Y ai— X [x() - ()]
(e.7)eFP (z,7)EP
= Y aj—=(v)+w(w)
(=:J)€P

'Os potenciais dos vértices sao as variaveis duais da Programacao Linear
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Cvw Tyw=Uyw- fvw
: f VW :
Cyw
Cwy=-Cyw Livi=kisg
aresta orlentada aresta correspondente no grafo residual

Figura 3.1: Grafo residual

Deste modo os potenciais aumentam o tamanho de cada caminho por um fator cons-
tante [7(w) — w(v)]. Esta propriedade também implica que se C é um ciclo de custo
negativo com respeito aos custos das arestas, o mesmo ocorre com respeito aos custos
reduzidos. Para algum ciclo orientado C temos que

> = 2 [ =) +7())]

(2.7)EC (z.5)€C
Z £ = Z Gy
(z.7)eC (i.7)eC

Os custos reduzidos nao descaracterizam as relacoes basicas entre os vértices, como
por exemplo, caminhos e ciclos. Pelo contrario, os custos reduzidos possibilitam uma
compreensao melhor do comportamento das solucoes dos problemas. Algumas condicoes
importantes para caracterizar a otimalidade de uma solucao utilizam o conceito de custo
reduzido.

3.2 Grafo residual

Para simplificar a exposicao do conceito de grafo residual realizaremos uma transformacao
no grafo. A transformacao nao afetara a estrutura do problema ma apenas a sua repre-
sentacao. O conjunto de vértices sera mantido. Cada aresta (v,w) sera substituida por
duas arestas (v, w) e (w,v) com a mesma capacidade tal que ¢,,, = —¢y,, como ilustrado
na figura 3.1. A funcdo da aresta reversa (w,v) € possibilitar o retorno para v do fluxo
enviado para w através de (v,w). Intuitivamente o fluxo em (w,v) anula o fluxo em
(vyw), ou seja, fiw = Upw — fow. A presenca de arestas miultiplas pode ser manipulada
algoritmicamente sem alteracoes na complexidade do problema.

Em problemas de Fluxos em Redes é conveniente representar cada solucao em termos
do fluxo restante em cada aresta. O objetivo é poder expressar quanto de fluxo adicional
pode ser enviado através de cada aresta. Com uma representacao mais apropriada sera

possivel estabelecer como a solugao corrente pode ser alterada.
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Para definir o grafo residual formalmente sera necessario introduzir o conceito de
capacidade residual. A capacidade residual de uma aresta é a quantidade de fluxo
adicional que pode ser enviado através da mesma. A capacidade residual da aresta (v, w)
€ Tyw = Uyw — fow € de sua reversa (w,v) é ryy = fow-

Pode-se definir o grafo residual G(F) = (E(F), V(F)) associado & um fluxo F como
sendo o grafo contendo apenas arestas com capacidade residual positiva. A definicao de
grafo residual € valida tanto em relacao aos custos das arestas quanto em relagao aos
custos reduzidos.

No grafo residual de um emparelhamento somente existe uma aresta entre cada par
de vértices. O grafo residual permite assim distinguir claramente as arestas emparelhadas
das nao-emparelhadas. As arestas emparelhadas correspondem as arestas reversas do
grafo residual.

3.3 Emparelhamento de cardinalidade maxima

Os problemas de emparelhamentos (ponderado ou nao) sao mais faceis de investigar no
caso particular onde o grafo é bipartido. O estudo do caso bipartido pode resultar even-
tualmente em generaliza¢oes apropriadas para o caso nao bipartido. Nesta secao, dis-
cutiremos aspectos do problema de emparelhamento bipartido nao ponderado que estio
relacionados ao PD.

O problema nao ponderado conhecido como o problema de emparelhamento de
cardinalidade maxima, denotado por PECM, tem o objetivo de obter um emparelha-
mento com a maior cardinalidade possivel em um grafo®.

Uma resolugao natural do PECM € reduzi-lo ao problema do fluro mazimo, denotado
por PFM. Uma simples metodologia para resolver o PFM resulta em importantes conceitos
para a teoria de emparelhamentos. A abordagem destes conceitos € o proposito desta
secao. Antes de discutirmos a relacao entre estes problemas descreveremos o problema do
fluxo maximo.

Seja G = (V, E) um grafo orientado com dois vértices especificos uma fonte s e um
sorvedouro t. Para cada aresta ¢ € £ existe um limite maximo u, nao negativo de fluxo
que pode atravessar a aresta. O PFM consiste em enviar o maximo possivel de fluxo da
fonte para o sorvedouro respeitando a capacidade das arestas.

O pPFM pode ser formulado como uma instancia do PFCM estabelecendo b, = 0 Yo € V',
¢ = 0 ¥(v,w) € E, inserindo um aresta (¢.s) com custo ¢;; = —1 e capacidade u,, = .
A solucao 6tima do PFM € o fluxo enviado de ¢ para s na solugao 6tima do PFCM.

Entretanto, o PFM pode ser resolvido de maneira consideravelmente mais eficiente que
o PFCM. O melhor limite de tempo para a resolugao do PFM € definido pelo algoritmo de

“Informagdes adicionais podem ser obtidas no texto de Cormen e outros [CLR0]



3.3. Emparelhamento de cardinalidade médxima 24

emparelhamento de cardinalidade maxima fluxo maximo correspondente

Figura 3.2: Redugcao do PECM ao PFM

Goldberg e Rao [GRI8] O(min{{/n?, /m}m log(f‘ﬂ;)log U})°.
A reducao do PECM ao PFM é descrita a seguir:

Reducao do PECM ao PFM * Seja G = (V. E) uma instancia do PECM com particoes X
e Y. Construa uma instancia do PFM realizando as seguintes transformacoes. Primeira-
mente obtenha uma versao orientada G’ de G com arestas no sentido de X para Y. Insira
uma fonte s e um sorvedouro ¢ em G’. Adicione arestas da fonte aos vértices de X e
arestas dos vertices de Y ao sorvedouro em G’. Defina a capacidade de todas as arestas
como sendo unitaria (veja figura 3.2).

Observe que todos os caminhos entre s e ¢ tém capacidade maxima unitaria. A maior
quantidade de fluxo que se pode enviar de s para t através de um 1nico caminho é uma
unidade. Se o valor do fluxo maximo em G’ € 1), devem existir exatamente ¥ caminhos
disjuntos entre s e {. Cada caminho entre s e { contém uma aresta entre as particoes X
e Y. Porque os caminhos sao disjuntos, as arestas saturadas na solucao otima do PFM

formam um emparelhamento de cardinalidade maxima ).

Um dos métodos mais simples para a resolucao do PFM baseia-se na operacao de
aumento. A operacao consiste em a partir de um fluxo inicial no grafo (que pode ser
nulo), aumentar continuamente o fluxo enviado da fonte para o sorvedouro. Devido as
restricoes nas capacidades das arestas este processo é finito. O numero de operacoes,
entretanto, nao é limitado polinomialmente.

Um dos conceitos importantes neste processo € o conceito de caminho aumentante.
Um caminho entre s e t é aumentante se cada aresta no caminho possui capacidade

?Ahuja, Magnanti e Orlin [AMO93], Lawler [Law76], Papadimitriou e Steiglitz [PS98], Tarjan [Tar83]
apresentam aplicagdes ¢ os aspectos relacionados ao PFM mais detalhadamente
*A redugao apresentada é baseada no texto de Ahuja e outros [AMQ93]
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residual positiva. Os caminhos aumentantes possibilitam caracterizar de forma simples o
fluxo maximo em um grafo. Um fluxo no grafo somente pode ser maximo se nao existem
caminhos aumentantes entre s e t.

A simplicidade destes conceitos motivou a especializacao dos mesmos para os pro-
blemas de emparelhamentos. O conceito de caminho aumentante pode ser aplicado aos
varios problemas de emparelhamentos. No caso do problema de emparelhamento bipar-
tido o conceito torna-se extremamente simples®.

3.3.1 Caminhos aumentantes

Um caminho P é alternante se este é uma sequéncia alternando arestas emparelhadas e
nao emparelhadas. Pode-se definir caminhos alternantes pares e impares baseando-se no
mimero de arestas do caminho. Um ciclo alternante € um caminho alternante que inicia
e finaliza no mesmo vértice.

Por ser bipartido, os caminhos no grafo residual G(M ) devem alternar entre os vértices
das particoes X e Y. Recorde que as arestas emparelhadas sao as arestas reversas no grafo
residual. Os caminhos em G(M) sao formados por uma sequéncia alternando arestas
emparelhadas e nao emparelhadas. Isto implica que qualquer caminho em G(M) € um
caminho alternante. Pelo mesmo motivo. se existe um ciclo em G(.M) este deve ser um
caminho alternante que inicia e finaliza no mesmo vértice, ou seja. um ciclo alternante.

Uma arvore alternante 7 com raiz v relativa a um emparelhamento M é um subgrafo
parcial de (M) aciclico, tal que:

i) v € um vértice nao-emparelhado;

11) Yw € 7, o unico caminho na arvore entre v e w é o caminho alternante com o
menor numero de arestas entre eles.

Pelas caracteristicas dos caminhos de G( M), uma arvore alternante ¢ a arvore de ca-
minhos mais curtos. Neste caso, a arvore alternante pode ser obtida em tempo polinomial.

Definimos um caminho aumentante relativo a um emparelhamento M como sendo
um caminho alternante impar onde o primeiro e o ultimo vértice nao estao emparelhados.
A importancia desta nova defini¢ao € que os caminhos alternantes sao mais intuitivos e
adequados a teoria de emparelhamento.

A importancia do conceito de caminho aumentante na teoria de emparelhamento vem
do teorema descrito a seguir provado por Berge [Ber57], Norman e Rabin [NR59].

Teorema 3.3.1 Um emparelhamento M ¢ de tamanho mazrimo se ¢ somente se ele nao

contém nenhum caminho aumentante.

“Balakrishnan [Bal93] discute diversas implicagoes e equivaléncias dos teoremas de Fluxos ern Redes
e em Teoria de Grafos
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emparelhamento parcial caminho aumentante 4 — 6 — 5 — 1 — 2 — emparelhamento perfeito

O T T R

Figura 3.3: Caminho aumentante para aumentar a cardinalidade de um emparelhamento

Basicamente, se temos um emparelhamento M e um caminho aumentante P o em-
parelhamento resultante M”, quando definimos as arestas emparelhadas de P como nao
emparelhadas e vice-versa, possui cardinalidade |[M~*| = | M|+ 1 (veja figura 3.3). Deno-
taremos operacgao de definir as arestas emparelhadas como nao emparelhadas e vice-versa
como operacao aumento. A operacao aumento aplicada a um ciclo alternante apesar de
nao aumentar a cardinalidade do emparelhamento sera importante no contexto do PD.

O teorema 3.3.2 mostra um resultado analogo ao teorema 3.3.1 para o problema de
emparelhamento ponderado. Tarjan [Tar83] apresenta a prova deste teorema.

Teorema 3.3.2 Seja M um emparelhamento de custo minimo dentre todos os empa-
relhamentos de cardinalidade | M| e sega P um caminho aumentante para M de custo
mintmo. Denotamos por M = M & P o emparelhamento resullante de M aplicando-se
a operagdo aumento com o carminho P. O emparelhamento M™ € o de custo mimmo
dentre todos os emparelhamentos de cardinalidade (M| + 1.

O teorema 3.3.2 implica que o emparelhamento 6timo do PD pode ser obtido de um em-
parelhamento parcial de custo minimo, se o emparelhamento é continuamente aumentado
a partir de caminhos aumentantes mais curtos.

3.4 Caminhos mais curtos, ciclos negativos e o PD

Um dos problemas de fundamental importancia de Fluxos em Redes é o problema do
caminho mais curto, o qual denotaremos por PCMC. O PCMC é um dos modelos mais
simples existente, apesar disso o problema possui muitas caracteristicas de problemas mais
comnplexos. O PCMC surge frequentemente como um subproblema dos demais problemas
de Fluxos em Redes.

Seja G = (V,E) um grafo orientado com custos nas arestas. O PCMC consiste em
encontrar o caminho de menor custo entre os vertices de um subconjunto S C V tal que
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S # 0, e os vértices de um subconjunto ' C V tal que T # 0. Os subconjuntos S e T
nao necessariamente sao disjuntos. A situagio onde S = T =V pode ocorrer.

Quando nos referirmos ao PCMC estaremos tratando do caso particular onde S é
unitario e 7' representa todos os vértices. As possiveis variantes para o problema nao pos-
suemn a mesma complexidade. Para o PCMC em grafos com arestas de custos nao negativos
o melhor limite de tempo para a resolucao do problema é O(min{m+nlogn, mloglogC,
m+ny/log C}). O limite de tempo polinomial forte é definido pela implementagao de Fred-
man e Tarjan [FT87] do algoritmo de Dijkstra [Dij59]. O limite de tempo polinomial fraco
O(mlog log C) é definido pelo algoritmo de Johnson [Joh82] e o limite O(m + ny/Tog C)
pelo algoritmo de Ahuja e outros [AMOT90].

Para o PCMC em grafos com arestas de custos arbitrarios supde-se que o grafo nao
contém um ciclo de custo negativo, para que os caminhos mais curtos sejam bem definidos.
Muitos algoritmos para o PCMC sao capazes de detectar a presenca de ciclos negativos
€ por isso nao supdem a sua auséncia. Para esta variante do problema o melhor limite
de tempo para resolucao é O(min{nm, /nmlog(nC)}). O limite de tempo polinomial
forte é decorrente do algoritmo de Bellman [Bel58]. O limite de tempo polinomial fraco
¢ devido aos algoritmos de Gabow e Tarjan [GT89al., Orlin e Ahuja [OA92], utilizando a
reducao do PCMC para o PD.

A diferenca entre a complexidade das variantes do PCMC é um dos fatores para a
utilizacao dos potenciais dos vértices (secao 3.1). A manutencao do grafo residual com
arestas de custos nao negativos possibilita determinar os caminhos mais curtos de maneira

mais eficiente. Utilizaremos neste texto 7, (n,m,C) para denotar o melhor tempo para

cme
a resolucao PCMC em grafos com arestas de custos nao-negativos e T.,,.(n,m,C) para
grafos com arestas de custos arbitrarios.

O problema do ciclo negativo, o qual denotaremos por PCN, consiste em determinar
se um grafo orientado com arestas de custos arbitrarios possui um ciclo de custo negativo.
Este problema possui também muitas variantes, dentre elas o problema do ciclo de custo
mais negativo que consiste em determinar o ciclo de custo mais negativo em um grafo,
caso exista algum. Este problema ao contrario do primeiro é um problema NP-Dificil®.

O PCN esta bastante relacionado ao PCMC com arestas de custos arbitrarios. Nao
somente pelo fato de que a presenga de um ciclo negativo implica que nao existe uma
solucao bem definida, mas também porque diversos algoritmos para 0 PCMC resolvem o
pcN. Os melhores limites de tempo polinomial para os dois problemas sao fornecidos
pelos mesmos algoritmos. O algoritmo de Bellman [Bel58] é o melhor algoritmo de tempo
polinomial forte e o algoritmo de Gabow e Tarjan [GT89a], Orlin e Ahuja [0A92] 0 melhor
limite de tempo polinomial fraco. Observe que sobre a suposicao de similaridade (secao

50 problema do ciclo hamilioniano pode ser reduzido ao problema do ciclo de custo mais negetivo
[GIT79]
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ciclo negativo v, — vy — Ua — U3 instancia do PD

Figura 3.4: Grafo G orientado e o grafo resultante da divisao dos vértices

1.2), o melhor algoritmo para ambos os problemas é baseado na reducao destes ao PD. A
reducao do PCMC e PCN ao PD seré descrita a seguir:

Redugio do PCMC e PCN ao PD 7 Seja G = (V. E) um grafo orientado com arestas de
custos arbitrarios. O objetivo é determinar o menor caminho entre os vértices s e t. Para
obtermos uma instancia G’ do PD, primeiramente realizamos uma operacao de divisao dos
vertices de (G. Cada vértice v € V sera substituido por dois vértices v’ e v”. Os vértices
v’ e v” serao conectados por uma aresta dirigida (v/,v"”) de custo zero. Para cada aresta
(v,w) € E insira uma aresta (v, w"”) em G’ com custo ¢, (veja figura 3.4).

Esta transformacao gera uma estrutura de grafo bipartido. Antes de determinarmos
o menor caminho entre s e ¢t devemos determinar se nao existe um ciclo de custo negativo
em G.

Pode-se provar que para cada caminho P = {v;, viy1,...,v,1,v,} em G, pode-se

obter um emparelhamento M em G’ da forma M = {(v,v],), (viy,vl0)s -y (Vs

vi_ 1), (v)_y,v))} e vice-versa. A mesma afirmacéao é valida para os ciclos de G. O em-
parelhamento 6timo em G’ pode ser transformado em uma cole¢ao de ciclos orientados
disjuntos em G. Para isto substitua cada aresta do emparelhamento (v’,w”) por uma
aresta dirigida (v, w).

Se o custo do emparelhamento 6timo em G’ é negativo pelo menos um dos ciclos
orientados correspondentes em G tem custo negativo.

Se o custo do emparelhamento 6timo de G’ for zero entdo nao existem ciclos negativos
em (. Neste caso, o caminho mais curto entre os vértices s e ¢t pode ser obtido a partir
de outra instancia G do PD. Esta nova instancia é derivada de G/ excluindo os vértices

"A reducdo apresentada ¢ baseada no texto de Ahuja e outros [AMO93]
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ciclos (v — vg — vo — v3) € (vs) grafo G caminho (vy — vy — vs — vs)

Figura 3.5: Determinacao dos caminhos mais curtos do grafo

s"” e t. O emparelhamento 6timo nesta nova instancia forma um caminho do vértice s ao
vértice t” mais uma cole¢ao de ciclos orientados disjuntos. Devido G’ nao conter ciclos
negativos, os caminhos mais curtos em G sao bem definidos e todos os ciclos possuem
custo zero. Desta maneira, o caminho entre o vertice s’ e i em G tem que ser o menor
caminho entre s e t em G.

Considere a instancia G mostrada na figura 3.5. A aresta (v,,v}) teve o seu custo
alterado de —2 para 1. Desta maneira, nao existem ciclos de custo negativo em G e o
caminho mais curto entre os vértices s = 1 e { = 5 é bem definido.

A maioria dos algoritmos para o PD envolve a determinagao do menor caminho au-
mentante entre os vértices do grafo residual ou a determinagao de possiveis ciclos de custo
negativo. Por outro lado, o PCMC com custos arbitrarios e o PCN podem ser reduzidos
ao PD. Os melhores algoritmos de tempo polinomial fraco para o PCMC e PCN sao obti-
dos através desta transformacao. Isto demonstra como estes problemas estao fortemente
relacionados. A compreensao deste relacionamento € fundamental para resolver variantes
do problema de emparelhamento eficientemente.

3.5 Condicoes de Otimalidade

Pode-se caracterizar a otimalidade de um fluxo ou emparelhamento através de algumas
condicoes que devem ser satisfeitas por qualquer solucao otima para o problema. Essas
condicoes, as quais denominaremos condigoes de otimalidade, sio de fundamental
importancia no entendimento do problema.
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As condigoes de otimalidade frequentemente fornecem algoritmos faceis e intuitivos
para a resolucao dos problemas. Além de possibilitar caracterizar a solugdo otima, tais
condigbes também indicam em que sentido as solugoes intermediarias deveriam ser alte-
radas para se obter a otimalidade apés um numero finito de operacoes.

As condigoes de otimalidade podem ser consideradas instrumentos eficientes para se
estabelecer a corretude dos algoritmos propostos. Se as solugoes geradas por estes algorit-
mos satisfazem uma das condi¢oes de otimalidade entao estes algoritmos necessariamente
resolvem corretamente o problema. Diversos algoritmos propostos para o PD foram basea-
dos nas condicoes de otimalidade discutidas nesta secao.

As condicoes de otimalidade empregadas no PD sdo as condicoes existentes para o
modelo mais generico, o PFCM. As 3 condicOes descritas a seguir sao equivalentes. A
razao por descrever mais de uma € consequéncia do fato de que nem todos os algorit-
mos estudados se baseiam na mesma condi¢ao. Em alguns casos. uma condi¢ao é mais
apropriada que as demais por ser de certo modo mais intuitiva®.

Nesta secao, descrevemos as condicoes de otimalidade no contexto do PFCM e do
PD. As 2 primeiras condigoes sao baseadas no grafo residual e a ultima condigao no
grafo original. A descricao das condigoes de otimalidade apresentada esta baseada na
demonstracao formal encontrada no texto de Ahuja e outros [AMO93].

3.5.1 Condigao de otimalidade de Ciclo Negativo

Seja G(F) o grafo residual relativo ao fluxo F factivel. Se G(F) possui um ciclo de custo
negativo C, temos que F nao é um fluxo 6timo. Um fluxo de custo menor pode ser obtido
a partir do ciclo de custo negativo.

Considere o fluxo obtido de F aumentando-se o fluxo através do ciclo C. O balancea-
mento dos vértices permanece inalterado. O custo do novo fluxo, entretanto, é inferior ao
custo do fluxo anterior. A cada unidade de fluxo enviada através de C o custo do fluxo se
reduz em 3_; jec ¢(¢, 7). Desta forma, o novo fluxo computado sera melhor que o anterior.

No caso de um emparelhamento, o aumento de fluxo através do ciclo negativo é equi-
valente a aplicacao da operacao aumento sobre o ciclo (secao 3.3). O emparelhamento
resultante sera perfeito e com custo menor visto que o ciclo C tem custo negativo.

Condigao de Otimalidade de Ciclo Negativo Um fluzo ou emparelhamento perfeito
€ uma solugao otima se somente se o grafo residual associado ndao contém nenhum ciclo
de custo negativo.

8Uma descricao da equivaléncia entre estas 3 condi¢des de otimalidade esta presente no texto de Ahuja
e outros [AMOQ93]
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3.5.2 Condicao de otimalidade de Custo Reduzido

Se o grafo residual nao contém ciclos de custo negativo, os caminhos mais curtos entre os
vértices sao bem definidos. Pode-se assim buscar uma interpretagao diferente da condicao
de otimalidade de Ciclo Negativo.

Uma condi¢ao necessaria simples para se estabelecer a otimalidade dos caminhos mais
curtos em um grafo € declarada a seguir:

Lema 3.5.1 Para cada vértice v € V. denotamos por ds(v) o tamanho de algum caminho
orientado do vértice s ao véertice v. As distancias d.(v) representam as distdncias dos
caminhos mais curtos se € somente se elas satisfazem a sequinte condigao:

di(w) £ dy(v) + ¢ Y(v,w) €G

O lema 3.5.1 pode ser equivalentemente declarado como ¢, + ds(v) — ds(w) > 0.
Observe a similaridade com a definicao dos custos reduzidos ¢J,, = ¢,,, — 7(v) + 7(w). Se
definimos o potencial do vértice v como sendo =(r) = —d,(v) temos que ¥Y(v, w) ¢, > 0.
Em particular, pode-se provar que para as arestas no menor caminho P entre o vértice s
e outro vértice temos ¢ =0 Ve € P.

Se 0s caminhos mais curtos no grafo residnal sao bem definidos entao existem poten-
ciais para os quais todas as arestas possuem custo reduzido ndo negativo. Uma condigao
de otimalidade decorrente deste teorema € declarada a seguir:

Condicao de Otimalidade de Custo Reduzido Um fluxo ou um emparelhamento
perfeito € uma solucao otima se somente se existe um conjunto de potenciais 7 que satisfaz
a condigao:

e >0 Ye no grafo residual

Os potenciais para o qual a condigao de otimalidade de Custo Reduzido é satisfeita,
podem ser obtidos determinando o menor caminho de um vértice qualquer aos demais
vértices do grafo residual.

Os caminhos mais curtos no grafo residual em relagao aos custos originais ou aos
custos reduzidos sao os mesmos, embora os custos dos caminhos possam diferir. Tomizawa
[Tom72] e Edmonds e Karp [EK72] independentemente observaram que se os algoritmos
utilizam os potenciais € possivel manter os custos das arestas nao-negativo. Desta maneira,
os caminhos mais curtos podem ser calculados mais eficientemente se utilizamos os custos
reduzidos das arestas. Um dos principais beneficios na utilizacao dos potenciais vém dessa
observacao. Os caminhos mais curtos sao computacoes realizadas frequentemente por
intimeros algoritmos para os mais diversos problemas de Fluxos em Redes. A possibilidade
de trabalhar com grafos com arestas de custos nao-negativos tem influéncia imediata nestes

algoritmos.

———
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3.5.3 Condigao de otimalidade de Folga Complementar

As condigoes de otimalidade descritas anteriormente sao definidas em relacao ao grafo
residual. A condicdo de otimalidade de Folga Complementar é definida em relacao ao
grafo original.

Se um fluxo € 6timo em relacdo ao conjunto de potenciais 7, as arestas no grafo original
com custos reduzidos positivos devem ter fluxo nulo. Caso contrario, as arestas reversas
estarao presentes no grafo residual com custos reduzidos negativos em relacio a n. Da
mesma maneira, as arestas com custos reduzidos negativos devem estar saturadas para
que tenham capacidade residual nula e nao estejam no grafo residual. Por outro lado,
nao existem restricoes quanto ao fluxo presente nas arestas com custo reduzido nulo. Em
qualquer situacao estas arestas e as suas reversas, caso estejam no grafo residual, satisfarao
a condicao de otimalidade de Custo Reduzido.

A partir destas observacoes pode-se formular condicoes para avaliar a otimalidade de
um fluxo a partir do grafo original. Estas condicbes sao descritas a seguir:

Condicao de Otimalidade de Folga Complementar Um fluxo F é uma solucao
otima do PFCM se e somente se para algum conjunto de potenciais 7, os custos reduzidos
satisfazermn a seguinte condicao de otimalidade para cada aresta e € E:

se c,, >0 entdo z,, =0

se ¢, <0 -entdo Z,y = Uy

o -
se ¢, =0 entao l,, < Tyy < Uyy

Em relagao a um emparelhamento, somente arestas saturadas e de fluxo nulo estao
presentes. A condicao anterior pode ser especializada para o PD como descrito a seguir:

Condicao de Otimalidade de Folga Complementar para o Pb Um empare-
lhamento perfeito M € uma solucao otima do PD se somente se para algum conjunto
de potenciais 7, os custos reduzidos satisfazem a seguinte condicao de otimalidade para
cada aresta e € E:

se e € M entdo ¢ >0
<0

se e € M entao ¢ <



Capitulo 4

Algoritmos

Neste capitulo discutimos as principais abordagens utilizadas na resolu¢ao do PD e do
PFCM. O texto abrange apenas uma parcela dos algoritmos aplicados aos problemas.
Ahuja e outros [AMOY3] e Bertsekas [Ber91] discutem mais detalhadamente a variedade
de algoritmos existentes.

A maioria dos algoritmos especializados para o PD sao algoritmos para um problema
mais genérico, como por exemplo o PFCM, que exploram as particularidades da estrutura
do problema. Excecbes a esta regra existem. Um dos maiores exemplos € o classico
algoritmo primal-dual de Kuhn [Kuh55, Kuh56] para o PD. Este algoritmo desenvolvido
especificamente para o PD foi generalizado por Ford e Fulkerson [FF57, FF62| dando
origem ao algoritmo primal-dual para o PFCM.

Cada um dos algoritmos apresentados para o PD e PFCM se fundamenta em uma
das condi¢oes de otimalidade descritas na segao 3.5. Pode-se visualizar trés abordagens
especificas utilizadas pelos diversos algoritmos para o problema:

1. Ciclos negativos;

(SV]

. Caminhos aumentantes:
3. Otimalidade aproximada.

Nas subsecoes seguintes discutimos os aspectos mais importantes destas abordagens.

4.1 Ciclos negativos

Os algoritmos com esta abordagem utilizam a condigao de otimalidade de Ciclo Negativo
para obter uma solucao 6tima a partir de uma solucao inicial factivel. Estes algoritmos
detectam e cancelam os ciclos de custo negativo presentes no grafo residual. Os algoritmos

33
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instancia do PD emparelharmento factivel

Figura 4.1: Instancia utilizada para a explicagcao do comportamento dos algoritmos

terminam quando a condicao de otimalidade de Ciclo Negativo € satisfeita. A solugao
inicial mencionada pode ser obtida determinando o fluxo maximo no grafo original.

Para cancelar um ciclo de custo negativo C, o algoritmo aumenta o fluxo o maximo
possivel através do ciclo. No minimo uma aresta no ciclo se saturara, sendo excluida do
grafo residual. Desta forma, o grafo residual do fluxo resultante nao contém o ciclo C.
No contexto do PD o cancelamento do ciclo pode ser interpretado como a aplicacao da
operacao aumento (secao 3.3). No grafo residual do emparelhamento resultante, todas
as arestas do ciclo inverteram suas orientagoes e desta forma o ciclo C possui custo nao-
negativo.

Para explicar brevemente a execucao dos algoritmos estudados utilizaremos a mesma
instancia do PD como exemplo. A aplicacao dos algoritmos para instancias do PFCM
é similar. Na ilustracao 4.1 é especificado a instancia utilizada e um emparelhamento
factivel. Na figura 4.2 exibimos o comportamento comum dos algoritmos baseados em
cancelamento de ciclos. Um ciclo de custo negativo esta presente no grafo residual do
emparelhamento factivel, o que indica que este emparelhamento nao € 6timo. A aplicacao
da operacao aumento sobre este ciclo resulta no grafo residual presente na mesma figura.
O emparelhamento correspondente a este grafo residual é 6timo. ja que nao contém ciclos

negativos.

4.1.1 Cancelamento de ciclos

O algoritmo de cancelamento de ciclos foi proposto por Klein [Kle67]. O algoritmo
sucessivamente detecta ciclos de custo negativo no grafo residual e os cancela aurentando
o fluxo o maximo possivel através do ciclo. Os ciclos podem ser encontrados aplicando-se
para isto algum algoritmo capaz de detectar ciclos negativos.

O algoritmo de cancelamento de ciclos genérico nao especifica a ordem na qual os ciclos
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grafo residual ciclo negativo novo grafo residual

Figura 4.2: Algoritmo baseado no cancelamento de ciclos negativos

negativos devem ser cancelados. A implementacao do algoritmo nestas condigoes possui
complexidade apenas pseudopolinomial: O(nm?C) para o PD e O(nm?*CU) para o PFCM.
Versoes em tempo polinomial do algoritmo existem especificando o tipo de ciclo a ser
cancelado. Essas variantes sao o algoritmo de cancelamento de ciclos de média minima
de Goldberg e Tarjan [GT89b] e o algoritmo de cancelamento de ciclos de razao minima
de Wallacher e Zimmerman [WZ91].

O algoritmo de cancelamento de ciclos de média minima sempre cancela um ciclo
negativo com meédia minima. A média de um ciclo é definida como sendo o seu custo
dividido pelo nimero de arestas no ciclo.

O melhor limite de tempo polinomial para o problema do ciclo de média minima,
denotado por PCMM, é O(min{nm, \/amlog(nC)})'. O limite de tempo polinomial forte é
definido pelo algoritmo de Karp [Kar78] utilizando técnicas de Programacao Dinamica. O
limite de tempo polinomial fraco ¢ definido pelo algoritmo de Orlin e Ahuja [0A92]. Orlin
e Ahuja mostram como o ciclo de média minima pode ser obtido com um procedimento de
busca binaria aproximada, aplicando-se um algoritmo para o PD. Observe que o ciclo de
média minima em um grafo pode ser determinado com a mesma complexidade necessaria
para se determinar um ciclo negativo (segao 3.4).

Se os ciclos cancelados sempre forem os ciclos de média minima o numero de ciclos
negativos encontrados é limitado polinomialmente a O(min{nmlog(rC), nm?logn}).
Em conseqiiéncia, o algoritmo cancelamento de ciclos de Goldberg e Tarjan [GT89b] tem
complexidade polinomial O(min{n?*m?log(nC),n*m*logn}).

10 pcMM aparece na resolugio de problemas combinatérios como o algoritme de circulagao de custo
minimo de Goldberg e Tarjan [GT89b] e no algoritmo de balanceamento minimo de Schneider e Schneider
[SS&9]
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4.1.2 Simplex de rede

O algoritmo simplex de rede, proposto por Dantzig [Dan51], é uma especializacao do
classico algoritmo simplez da Programacao Linear para os problemas de Fluxos em Redes.
Papadimitriou e Steiglitz [PS98] apresentam um estudo extenso sobre Programacao Linear
e 0 algoritmo simplex.

Para explicar os conceitos do algoritmo simplex de rede, classificaremos as arestas
de uma solucao quanto ao fluxo presente na mesma. Uma aresta que apresenta fluxo
nulo ou igual a sua capacidade sera denominada aresta restrita. As demais arestas que
nao satisfazem esta condicao serao denominadas arestas irrestritas. O termo restrita esta
relacionado ao fato de que o fluxo na aresta nao pode ser alterado livremente sem violar as
restrigoes quanto ao limite de fluxo nas arestas (nao se pode aumentar o fluxo nas arestas
saturadas e nao se pode reduzir o fluxo nas arestas com fluxo nulo). Em termos do grafo
residual, se uma aresta € restrita a aresta reversa correspondente nao esta presente.

Uma solugao para o PFCM é denominada livre de ciclo se nao existem ciclos no grafo
residual onde todas as arestas sado irrestritas. Uma importante propriedade do PFCM
relacionada as solucgoes livres de ciclo é declarada a seguir. A prova apresentada deste
teorema esta baseada na descricao presente no texto de Ahuja e outros [AMO93].

Propriedade livre de ciclo Se uma instincia do PFCM possui solugao factivel entao o
problema tem sempre uma solu¢do 6tima livre de ciclo.

Qualquer solucao factivel para o PFCM pode ser convertida em uma solugao equivalente
livre de ciclo. Suponha a existéncia de um fluxo 6timo F para o PFCM que nao é uma
solucao livre de ciclo. O motivo pelo qual este fluxo nao é livre de ciclo é a presenca do
ciclo orientado C contendo somente arestas irrestritas. Se o custo do ciclo C é nao nulo,
o fluxo F nao pode ser 6timo. Observe que cada aresta irrestrita esta presente no grafo
residual assim como a aresta reversa correspondente. Desta forma, se o custo de C é nao
nulo o grafo residual possui um ciclo negativo. Pela condicao de otimalidade de ciclo
negativo este fluxo nao pode ser étimo.

Se F é um fluxo otimo entao qualquer ciclo C contendo somente arestas irrestritas
possui custo zero. O aumento (ou a reducao) do fluxo através de C nao altera a factibili-
dade da solucao e principalmente nao altera o seu custo. Pode-se assim obter uma solucao
factivel derivada de F livre de ciclo aumentando (ou reduzindo) o fluxo através de C até
que uma de suas arestas se torne restrita.

Uma solucao para o PFCM é denominada solucao de arvore espalhada se é possivel
definir uma arvore espalhada 7 (um subgrafo aciclico conectando todos os vértices) para
a solucéo, de forma que todas as arestas nao presentes em 7 sao restritas. Observe que
nenhuma imposicao foi feita com relagao as arestas da arvore. Assim como as solucoes
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livre de ciclo € sempre possivel encontrar uma solucao de arvore espalhada 6tima para
uma instancia do PFCM.

A cada solucao de arvore espalhada esta associada uma tnica solugao livre de ciclo.
E possivel definir uma solugio de arvore espalhada a partir de uma solucao livre de ciclo.
As arestas irrestritas numa solugao livre de ciclo definem uma floresta para a instancia.
Se esta floresta € uma arvore a solucao entao é uma solucao de arvore espalhada. Caso
contrario, pode-se adicionar arestas restritas a floresta até que se obtenha uma arvore.
Para a arvore gerada esta solucdo sera uma solucao de arvore espalhada. Observe que
pela maneira como é obtida, pode haver varias solucoes de arvores espalhadas distintas
para representar um mesmo fluxo.

Uma solucao de arvore espalhada sera descrita através de uma estrutura de arvore
espalhada A = (7.L,U). A estrutura A particiona as arestas do grafo. A particao 7 sao
as arestas da arvore espalhada, a particao £ as arestas com fluxo nulo nao presentes em
T e a particao U as arestas saturadas nao presentes em 7.

Dada uma estrutura de arvore espalhada A, pode-se obter a solugao associada a mesma
definindo fluxo nulo nas arestas de L. saturando as arestas de U e resolver as restricoes
de balanceamento de fluxo nos veértices para determinar o fluxo nas arestas de 7. Uma
estrutura A é considerada factivel se a solugao associada a esta estrutura € factivel para
o problema. As solucoes de arvore espalhada em que todas as arestas de 7 sao irrestritas
serao denominadas solu¢des nao degeneradas, caso contrario degeneradas .

Se uma solucao de arvore espalhada é 6tima entao esta satisfaz a condi¢ao de otimali-
dade de custo reduzido. Esta condicao especializada para a estrutura de arvore espalhada

.

e.

Condigao de otimalidade de Custo Reduzido especializada Uma estrutura de
arvore espalhada A = (7,L,U) é 6tima se para algum conjunto de potenciais 7 temos

que:
oy =0 Viv,w)eT
& >0 Yiv,w)€ L
e, <D V(v,w)el

O algoritmo simplex de rede inicia com uma solugao de arvore espalhada obtida a
partir de algum fluxo factivel para o problema. Se este fluxo nao é 6timo entao no minimo
uma das arestas nao presente na arvore espalhada viola a condicao de otimalidade. O
algoritmo escolhe uma das arestas que viola a condicao, utilizando um critério conveniente,
e adiciona a aresta na arvore espalhada. A insercao da aresta na arvore cria um ciclo
negativo. O algoritmo aumenta o fluxo através do ciclo o maximo possivel para cancela-
lo. A aresta do ciclo que se torna restrita € retirada obtendo-se assim uma nova estrutura
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de arvore espalhada. A passagem de uma arvore espalhada para outra é denominada
pivotamento devido a relacdo do algoritmo com a Programacao Linear. O algoritmo
prossegue realizando pivotamentos até a obtencao de uma solucao 6tima.

O desempenho do algoritmo simplex de rede depende de como as informacoes sobre
a estrutura de arvore espalhada e como os pivotamentos sao implementados. Os varios
critérios utilizados para a escolha da aresta para o pivotamento geram variantes do algo-
ritmo. Cada uma dessas variantes possui um desempenho especifico.

O algoritmo simplex de rede pode nao convergir finitamente para o fluxo 6timo se
precaucées nao sao tomadas quanto a aresta retirada num pivotamento. O problema
ocorre por causa da degenerescéncia, ou seja. a obtencao de solucoes degeneradas. Nas
solugoes degeneradas a insercao de uma nova aresta nao gera ciclos orientados. Se a
insercao da aresta nao resulta em um ciclo o fluxo nao serd modificado. Neste caso, o
algoritmo obtera uma estrutura de arvore espalhada equivalente para a mesma solucao.

Uma implementagao em tempeo polinomial para o algoritmo simplex de rede somente
recentemente foi proposta por Orlin [Orl97] com complexidade O(min{n’mlog(nC),
n?m?logn}). Implementacoes em tempo polinomial para os casos especificos do PFCM
ja haviam sido propostas anteriormente. Orlin ¢ Ahuja [OA92] obtiveram uma imple-
mentacao do algoritmo simplex de rede para o PD com tempo polinomial O(nmlog C).

4.2 Caminhos aumentantes mais curtos

Os algoritmos baseados nesta abordagem iniciam com solucdes que satisfazem a condigéao
de otimalidade de Custo Reduzido mas nao necessariamente sio solugoes factiveis.

O algoritmo obtem sucessivamente novas solucoes mantendo-se a condicao de otimali-
dade satisfeita. A cada iteracao o algoritmo diminui o grau de infactibilidade das solucoes,
até a obtencao de uma solucao que seja otima e factivel. No caso do PD cada solucao
obtida € um emparelhamento parcial otimo. emparelhamento de custo minimo para um
emparelhamento com cardinalidade £ < n.

A solucao 6tima inicial para o PFCM pode ser. por exemplo, um pseudofluxo nulo. No
caso do PD a solucgao inicial é um emparelhamento de cardinalidade nula. Observe que a
instancia do problema satisfaz a condigao de otimalidade de Custo Reduzido para © = 0.
Neste caso, o grafo residual é o proprio grafo original. Suponha que o grafo residual
associado a esta solucao possui um caminho aumentante que seja o menor caminho entre
os vértices v e w. O aumento do fluxo através deste caminho reduz o desbalanceamento
nos vertices v e w. Por ser o menor caminho entre dois vértices, todas as arestas do
caminho possuem custo reduzido nulo de maneira que o aumento do fluxo através deste
caminho nao viola a condicao de otimalidade. O fluxo resultante é melhor do que o
anterior no sentido de que a infactibilidade foi reduzida.
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10

caminho aumentante mais curto grafo residual do novo emparelhamento

Figura 4.3: Comportamento dos algoritmos baseado em caminhos aumentantes

Na ilustracao 4.3 € mostrada a iteracao basica dos algoritmos baseados em caminhos
aumentantes. Observe que o grafo residual do emparelhamento parcial satisfaz a condigao
de otimalidade de Custo Reduzido para os potenciais mostrados. Neste emparelhamento
0s vértices v, € U5 sao vértices nao emparelhados. Um dos caminhos na arvore de caminhos
mais curtos ilustrada € um caminho aumentante (caminho vy — vy — v3 — v5). Os valores
associados a cada vértice na figura sao as distancias na arvore. O emparelhamento resul-
tante satisfaz a condicao de otimalidade de Custo Reduzido para os potenciais mostrados.
Concluimos entao que este emparelhamento é o emparelhamento 6timo procurado.

4.2.1 Caminhos mais curtos sucessivos

O algoritmo de caminhos mais curtos sucessivos computa sucessivos pseudofluxos
6timos até a obtencdo de um fluxo 6timo. Este algoritmo inicia com um pseudofluxo
inicial 6timo, geralmente um pseudofluxo nulo. A cada iteracao o algoritmo reduz o
desbalanceamento nos vértices desta solucao, mantendo-se a otimalidade, através dos
caminhos aumentantes mais curtos.
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A arvore de caminhos mais curtos nao precisa ser computada completamente. O
algoritmo pode terminar assim que o menor caminho aumentante for encontrado. Suponha
que o caminho aumentante P encontrado é orientado do vértice v ao vértice w. Os
potenciais devem ser atualizados da seguinte maneira:

m(u) —d,(u) se existe um caminho na arvore alternante de v a u

() = i
) 7(u) — dy(w) caso contrario

Outra forma de atualizagao é a seguinte:

() { m(u) — dy(u) + d,(w) se existe um caminho na arvore alternante de v a u
Tu) =

m(u) caso contrario

E semelhante & anterior com o acréscimo de d,(w). A vantagem desta nova forma de atu-
alizacao é que os potenciais dos vertices nao presentes na arvore de caminhos mais curtos
nao necessitam ser atualizados. Em seguida o algoritmo obtém um novo pseudofluxo
enviando o maximo possivel de fluxo através do caminho P.

A cada iteragao o algoritmo reduz o desbalanceamento dos vértices. Se denotamos por
D o maior excesso ou demanda de fluxo em um vértice temos que o algoritmo de caminhos
mais curtos sucessivos realiza no maximo nl) iteracoes. A complexidade do algoritmo de
caminhos mais curtos sucessivos para o PFCM é O(nD Ty o(n,m,C)).

No caso do PD a arvore de caminhos mais curtos tem como origem um dos vertices
nao emparelhados. A cada iteracao a cardinalidade do emparelhamento aumenta uma
unidade. Apos n iteragoes o algoritmo determina um emparelhamento perfeito 6timo. A
complexidade deste algoritmo para o PD é O(n Ty, (n,m.C)).

4.2.2 Primal-dual

O classico algoritmo primal-dual proposto por Kuhn [Kuh55, Kuh56] foi o primeiro
algoritmo especifico para o PD.

O algoritmo primal-dual. assim como o algoritmo de caminhos mais curtos sucessivos
inicia com um pseudofluxo étimo. Em seguida, sucessivos pseudofluxos sao gerados pelo
algoritmo, mantendo-se a otimalidade. até a obtencdo de um fluxo 6timo. O algoritmo
primal-dual se diferencia por buscar melhorar o pseudofluxo, se possivel, atraves de varios
caminhos aumentantes simultaneamente.

O objetivo do algoritmo é obter caminhos aumentantes disjuntos no grafo residual e
reduzir o desbalanceamento a cada iteracao no maior nimero possivel de vértices. Os
caminhos aumentantes podem ser obtidos simplesmente construindo uma arvore de ca-
minhos mais curtos para cada vértice nao balanceado. Determina-se entao a existéncia

*Kuhn denominou o algoritmo como método hiingaro em reconhecimento aos trabalhos de Konig
[Kon31. Kon50] e Egérvary [Egé31] para a teoria de emparelhamentos
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de possiveis caminhos aumentantes disjuntos nestas arvores. Para obter os caminhos de
modo mais eficiente, o algoritmo resolve uma instancia do PFM em um grafo contendo
apenas as arestas de custo reduzido zero.

A resolugcao do PFM equivale ao envio de fluxo através de varios caminhos aumen-
tantes do grafo residual simultaneamente. O nimeroc maximo de iteracoes no algo-
ritmo para o PFCM ¢€ limitado a O(min{nU,nC}). A complexidade de cada iteragao ¢
definida pela complexidade da computagao dos caminhos mais curtos e do fluxo maximo
O(min{nU,nCHTEyc(n,m,C) + Tep(n,m,U)}).

A complexidade do algoritmo primal-dual para o PD é O(nTfy,(n,m.C)). A com-
putagao dos fluxos maximos é dominada pelo tempo necessario para a computacao da
arvore de caminhos mais curtos. A primeira implementacao do algoritmo possuia comple-
xidade O(n?). Posteriormente implementagdes mais eficientes foram propostas utilizando-
se os custos reduzidos e potenciais. O melhor limite de tempo polinomial forte para o
PD O(nm +n*logn)) é obtido com a implementacao do algoritmo primal-dual utilizando
o algoritmo de Dijkstra [Dij59] para o PCMC com a estrutura de lista de prioridades de
Fibonacci de Fredman e Tarjan [FT87].

4.3 Otimalidade aproximada

O conceito de otimalidade aproximada foi desenvolvido independentemente por Bert-
sekas [Ber79] e Tardos [Tar85]. Este conceito, descrito a seguir, consiste na relaxagao da
condigao de otimalidade de Folga Complementar.

Condigao de otimalidade de Folga ¢ Complementar Um fluxo F € considerado
otimo para algum ¢ > 0 se existe um conjunto de potenciais # para o qual a seguinte
condicao de otimalidade de Folga ¢ Complementar e satisfeita

o E

Sees., > € entao &,, =10

se — €< C,, ¢ entdo Lo <€ Tow S Upw
" = ‘ —

see,, < —¢ entao Lyw = Uy

A condicao de otimalidade de Folga ¢ Complementar se reduz a condicao de Folga
Complementar original quando ¢ = 0. Esta condi¢ao pode ser declarada de forma equi-
valente em relagao ao grafo residual como:

Condigao equivalente Um fluxo F é considerado 6timo para algum e > 0 se existe um
conjunto de potenciais 7 para o qual o grafo residual G(F) satisfaz a seguinte condigao

k> —e Ve € G(F)
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Um fluxo que satisfaz a condicao de otimalidade aproximada esta ne da otimalidade,
ou seja, a diferenca entre o custo do fluxo corrente e do fluxo étimo nao pode ser superior
a ne. Um fluxo que € 6timo para ¢ tem de ser 6timo se os custos das arestas sao inteiros
e ne < 1. Este resultado é apresentado na proposicao 4.3.1 declarada a seguir. A prova
desta proposicao esta descrita nos textos de Ahuja e outros [AMO93], Bertsekas [Ber91]
e Bertsekas e Tsitsiklis [BT89].

Proposigao 4.3.1 Algum fluze € otimo para ¢ quando € > C. Se os custos das arestas
sao inteiros. um fluzo satisfazendo a condi¢cao de otimalidade de Folga ¢ Complementar

para algum € < i € um fluzo otimo.

O principal motivo para se utilizar a condigao aproximada € que para valores suficiente-
mente pequenos de ¢, um fluxo satisfazendo a condicao aproximada é 6timo. Desta forma,
nao € necessario resolver o problema até a condicao exata ser satisfeita, para pequenos
valores de ¢ aproximacoes sao suficientes.

Os algoritmos baseados no conceito de otimalidade aproximada usam um valor de
¢ > 0 fixo e iniciam com um pseudofluxo satisfazendo a condicao de otimalidade de
Folga ¢ Complementar. A cada iteracao o algoritmo escolhe um vertice com excesso
e tenta reduzir o seu excesso através da melhor aresta incidente ao vértice. A melhor
aresta depende fundamentalmente das caracteristicas do algoritmo. O algoritmo preserva
a otimalidade em todas as iteracoes até a obtencao de um fluxo. Conforme mostrado
acima, se € € suficientemente pequeno entao o fluxo € otimo.

Os algoritmos baseados no conceito de otimalidade aproximada sao adequados & uti-
lizacao da técnica de aproximacao por escalonamento criada por Edmonds e Karp [EKT72].
Escalonamento consiste em se aplicar o algoritmo diversas vezes iniciando com uma
aproximacao fraca. A aproximacdo € refinada continuamente até se obter uma solucao
que se possa garantir ser otima. Cada aplicacao do algoritmo fregiientemente prové boas
aproximacoes iniciais para a proxima aplicacao.

Escalonamento explora o fato de que para alguns problemas. obter uma solucao 6tima
com uma boa aproximacao inicial € mais simples do que resolver o problema. A primeira
aproximacao pode ser suficientemente fraca, o quanto for necessario. Em geral. obter
uma solucao inicial para esta aproximacao € trivial. Em seguida, a aproximagao deve ser
melhorada por um fator « constante.

Nas 1lustracao 4.4 sao mostrados os conceitos basicos das versoes escalonadas dos
algoritmos baseados em otimalidade aproximada. Na figura € exibido um emparelhamento
perfeito satisfazendo a condi¢do de otimalidade relaxada para € = 4, o grafo residual e os
potenciais para o qual 0 mesmo é 6timo para €. Melhorando a aproximacao inicial por um
fator a = 2, obtém-se o emparelhamento seguinte o qual € 6timo para ¢ = 2. A maneira
como a aproximacao inicial € melhorada depende fundamentalmente das caracteristicas

do algoritmo.
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Figura 4.4: Comportamento dos algoritmos baseados em otimalidade aproximada

4.3.1 Escalonamento de custos

O algoritmo de escalonamento de custos utiliza os conceitos de otimalidade aproximada
e escalonamento descritos, mais os conceitos do algoritmo pré-fluxo de Goldberg e Tarjan
[GT88] para o PFM.

Algoritmo pré-fluxo No algoritmo pre-fluxo os vértices com excesso de fluxo sao de-
nominados atives. Um fluxo é um pseudofluxo onde nao existem vértices ativos. Por
definicao, a fonte e o sorvedouro jamais se tornam ativos. A cada vértice v € associado
um rotulo d(v) que varia dentro da faixa de valores [0,2n — 1]. Se as condigoes d(t) = 0,
d(s) = n ed(v) < d(w) + 1 sdo satisfeitas para cada aresta no grafo residual (v, w) os
rétulos sao denominados vdlidos.

O algoritmo pré-fluxo consiste em ao inves de enviar fluxo da fonte para o sorve-
douro, através de um caminho aumentante, decompor esta operacao em varias operacgoes
mais simples. Nas operagoes basicas do algoritmo. se envia o fluxo de um vértice ativo
para um vértice adjacente que se estima esteja mals proximo do sorvedouro. Pode-se
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estimar a proximidade entre um vértice e o sorvedouro (ou a fonte) através do seu rétulo.
O algoritmo termina quando nao existem mais vertices ativos.

As operacoes basicas do algoritmo sao as operacoes enviar/renomear (push/rela-
bel):

enviar consiste em enviar o excesso de fluxo para o vértice adjacente que se estima
esteja mais proximo do sorvedouro. Caso nao seja possivel alcancar o sorvedouro, o

fluxo ¢é enviado para o vértice adjacente mais proximo da fonte.

renomear se todos os vizinhos no grafo residual tem rotulo 1gual ou maior, atualiza-se
o rotulo deste vértice aumentando-o o minimo possivel. Durante a execucao do

algoritmo o rotulo de um vértice jamais decresce.

O algoritmo de escalonamento de custos pode ser visualizado como uma generalizacao
do algoritmo pre-fluxo aplicada ao PFCM. O algoritmo de escalonamento de custos inicia
corn um pseudofluxo nulo 6timo para ¢ = C. Sucessivamente o algoritmo reduz o valor de
¢ por um fator constante o > 0 e obtém fluxos 6timos para =. O algoritmo termina apos
1 + [log,(nC")] iteragoes escalonadas quando um fluxo 6timo para € < ;1; ¢ determinado.

A principal iteragao do algoritmo consiste em se obter um fluxo 6timo para £ a partir
de um fluxo otimo para e. O algoritmo inicialmente define um pseudofluxo 6timo para
<. como por exemplo, um pseudofluxo nulo. O algoritmo entao converte o pseudofluxo
em um fluxo 6timo para £. O algoritmo busca obter o fluxo através de operagoes simples
sobre os véertices ativos e sobre as suas arestas admissiveis. As arestas admissiveis de
um vértice para um determinado fluxo sao as arestas de custo reduzido negativo. As
operagoes enviar/renomear sao redefinidas a seguir:

enviar é aplicada a um vértice ativo v. Consiste em enviar o maximo possivel de
fluxo 6 através de uma de suas arestas admissiveis (v, w),

§ = min{D(v),r(v,w)}

renomear aplica-se a umn vértice ativo v que nao possui arestas admissiveis. Consiste em

reduzir o potencial do vértice o mais possivel sem violar a condicao de otimalidade

7(v) = maxpwecE {F(w) — c(v, w) — €}

A versao genérica do algoritmo nao menciona a ordern na qual os vértices ativos devem
ser processados. Para diferentes ordens de execucao o algoritmo apresenta a mesma com-
plexidade, entretanto, o desempenho pratico do algoritmo pode variar consideravelmente.
Em uma fase escalonada o niimero maximo de operacoes renomear é limitado a O(r?)
e o mimero de operagoes enviar a O(n’*m). A implementacao do algoritmo utilizando
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arvores dinamicas de Goldberg e Tarjan [GT90] tem complexidade O(nm log ’:r—2) por fase
escalonada e complexidade total O(nm log :—:— log(nC)).

No contexto do PD, os vertices ativos sao os vértices nao emparelhados ou em multiplos
emparelhamentos. Asoperacoes enviar/renomear sao interpretadas neste contexto como:

enviar consiste em emparelhar um vértice ativo com exatamente um unico vértice.
Se o vértice ativo em questao pertence a particao X, esta operacao resulta em empa-
relha-lo a um vertice de Y através de uma de suas arestas admissiveis. O vertice de
Y pode ser um vértice emparelhado. Se o vertice em questao pertence a particao
v

admissiveils.

esta operacao consiste em eliminar do emparelhamento uma das suas arestas

ki

renomear aplica-se a um vértice ativo que nao possuj arestas admissiveis. Esta operacao
consiste em definir o potencial do vértice ativo v como

max {7(y)—c¢ caso o vértice v € X
w(v) = (t':y)EE(M){I ' 2
' max {n(z)—¢;, — €} caso contrério
(zv)EE(M) :

Apds a aplicagédo desta operagdo no minimo uma aresta admissivel foi gerada.

Em uma unica iteracdo escalonada um vértice nao pode ser renomeado mais do que
O(r) vezes. Desta maneira, o nimero de operacoes de envio em uma unica fase € lim-
itado por O(nm). A complexidade de cada iteragao escalonada do algoritmo é O(nm).
Desta maneira, a complexidade do algoritmo de escalonamento de custos para o PD e
O(nmlog(nC)).

Gabow e Tarjan [GT89a] propuseram um algoritmo baseado em otimalidade aproxi-
mada utilizando outras técnicas comn complexidade O(\/nm log(nC)). Para as instancias
satisfazendo a suposicao de similaridade este algoritmo é o melhor algoritmo de tempo
polinomial fraco existente para o PD. Posteriormente, Goldberg e outros [GPV93] desen-
volveram um algoritmo com a mesma complexidade baseado nas operagées enviar/reno-
mear.

A complexidade dos algoritmos descritos neste capitulo para o PD e para o PFCM sao

exibidos na tabela 4.1.
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Complexidade dos algoritmos

PFCM

PD

O(min{n*m?log(nC),n*m’logn})

O(min{n?m?log(nC).n*m>logn})

O(min{n’mlog(rnC),n’m*logn})

O(nm log(nC'))

O(min{n®D, DV r*mlog(nC)})

O(min{r*, Vn*m log(nC)})

O(min{nU,nC}{n>})

O(nm 4+ n*logn)

O(nm log Elog(nC)]

O(y/nmlog(n('))

2 - algoritmo simplex de rede

3 - algoritmo de caminhos mais curtos sucessivos

l
2
3
|
5
| - algoritmo de cancelamento de ciclos
2
3
1
5

4 - algoritmo primal-dual

5 - algoritmo de escalonamento de custos

Tabela 4.1: Algoritmos descritos

para o PFCM e PD



Capitulo 5

Problemas paramétricos

Neste capitulo, estudaremos as variantes paramétricas do PD e do PFCM. Até agora
estudamos esses problemas supondo que os custos das arestas sao constantes. Na variante
paramétrica que iremos estudar, o custo de uma aresta e ¢ dado por uma funcao linear
do tipo ¢, = ¢ + Ac. onde ¢ e ¢! sao constantes e A é o parametro.

Dado um intervalo de variagao de A, que iremos denotar por [A, A], nosso objetivo sera
encontrar pelo menos uma solugao dentre as solugoes otimas possivels para cada valor do
parametro dentro desse intervalo.

Se fixamos um valor para A obtemos uma instancia do problema nao-paramétrico
relacionado. Para cada instancia do problema nao-paramétrico podem existir diver-
sas solugoes otimas estruturalmente distintas, todas com o mesmo custo. O problema
paramétrico pode ser visualizado como sendo constituido de uma série de instancias do
problema nao-paramétrico. Uma forma trivial de se resolver um problema paramétrico
consiste em se aplicar um algoritmo para o problema nao-paramétrico a cada instancia
definida fixando o valor de A. E possivel que instancias relacionadas a valores distintos de
A apresentem solugdes 6timas com a mesma estrutura. O custo destas solugoes entretanto
deve diferir, pois o custo das arestas dependem do valor do parametro.

Pode-se imaginar que podemos conceber algoritmos eficientes para o problema parame-
trico que compute apenas as solugoes 6timas distintas ao invés de simplesmente resolver
uma série de instancias do problema nao-paramétrico. O tema deste capitulo é a concepgao
e o estudo de algoritmos para resolver o PD paramétrico da melhor maneira possivel.

5.1 Conceitos basicos

Seja P um problema combinatério onde os dados do problema sao constantes ... ., as.
Denominamos por & uma solugao factivel para o problema e definimos o valor desta
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solucao por
Vs = F(eq,...,ag)

Considere que sabemos como calcular a solugao 6tima S§™ de menor valor. A solucao otima
para o problema P é expressa por

Vs =minVs
vS

Suponha que generalizamos o problema P parametrizando os seus dados. O problema
parameétrico denotado por P’ possui dados a; + Avyy,....as + Ays em funcao de um
parametro A. O valor de uma solucao factivel S para P’ varia linearmente com o parametro

Vs(A) = Flan + M, -..a+ Ayp)

Deseja-se agora resolver o problema para todos os valores de A no intervalo [, A].
A solucao otima 8™ consiste em obter um conjunto de solucdes factiveis tal que para
qualquer valor fixado para A exista pelo menos uma solucao de valor minimo pertencente
ao conjunto. O valor da solugao otima € definido pela expressao

VE(A) = min Vs())

Os problemas parameétricos podem ser generalizados para o caso em que os dados do
problema estao em funcao linear de varios parametros. Neste texto, nos restringiremos a
estudar o caso do PD paramétrico em fungao de um 1inico parametro.

Gusfield [Gus83] demonstra que a funcao Vs-(A) é bem-definida. linear por partes e
convexa em funcao de A. A fungao € composta por segmentos lineares que representam a
otimalidade de cada uma das solucoes do conjunto §*. A convexidade da funcao decorre
do fato de que o segmento associado a uma solugao do conjunto &*, para uma determinada
faixa de valores do parametro deve ser dominado (ser o de menor valor) pelos segmentos
das demais solucoes factiveis.

Os valores do parametro para o qual a inclinacao de Vs.(A) varia sao denominados
pontos-de-quebra. Os pontos-de-quebra sao um importante conceito na resolucao dos
problemas paramétricos. O intervalo da otimalidade de uma solucao em S* € limitado
por pontos-de-quebra. Alguma solucao 6tima entre dois pontos-de-quebra consecutivos é
otima para toda a faixa de valores do parametro entre estes pontos-de-quebra.

Cada problema paramétrico resulta na descricao da funcao VZI(A) associada ao pro-
blema. Esta funcao pode ser completamente descrita determinando os pontos-de-quebra
w = {wy,...,w,} da fungao, mais um conjunto de solugdes S = {So, ..., S,} tal que Sy é
6tima no intervalo [wi_q.wy]. Conhecendo-se os pontos-de-quebra, pode-se estabelecer as
solucoes resolvendo instancias do problema nao-paramétrico dentro dos intervalos. Se w
e 8™ sao conhecidos, a solucao 6tima para um determinado valor do parametro pode ser
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determinada eficientemente ao invés de ser computada. Necessita-se apenas encontrar a
regido que contém o valor espectficado e recuperar a estrutura da solugio étima para esta
regiao.

Na resolucao dos problemas paramétricos busca-se obter cada solugio presente no
conjunto de solugdes em tempo polinomial por ponto-de-quebra. Busca-se, se possivel,
explorar a relacdo entre a seqiiéncia de instancias processadas e a estrutura do problema
avaliado, para obter cada solucdo num tempo assintotico inferior a complexidade de res-
olucdo de uma instancia do problema nao-paramétrico relacionado.

5.2 Abordagens na literatura

Algumas técnicas propostas na literatura para a descri¢do da fungao Vs.()\) se aplicam &
resolucdo de diversos problemas combinatdrios paramétricos.

Eisner e Severance [EST6] propuseram um método genérico, para obter todos os pontos-
de-quebra e descrever uma funcio Vs- (A} linear *por partes’ num certo intervalo [\, A]. O
método, o qual denominamos ES, é simples e pode ser aplicado para obter cada solucgio
do conjunto de solu¢des dtimas em tempo polinomial por ponto-de-quebra. Pelo método
ES, a complexidade para se determinar cada ponto-de-quebra € igual a complexidade para
se resolver uma instancia do problema n&o-paramétrico.

O método ES consiste em encontrar a solu¢do 6tima para os pardmetros nos extremos
do intervalo [, X], respectivamente S’ ¢ S”. Se o valor da solucio S’ em X é igual ao
valor de $” neste ponto Ve (A) = Vau(X}), ou Vs () = Vsu(A), temos que para o intervalo
em questc existe uma Unica solu¢do étima. A funcao Vs-(A) é descrita por um 1nico
segmento S* = {§'} (ou {§"}} e w = {.

Se a solugio &’ ndo é étima em A, existe um ponto especifico nico ¢ no intervalo
[A,A] em que o valor de &' e §” séo iguais. Para o intervalo [A, i] a solugdo &' possui
custo inferior a S”. No intervalo [, A] a situagao inversa ocorre. Se as solucdes S’ e S
séo 4timas em u entdao p é um ponto-de-quebra de Vs.(A). A funcgio Vs«(X) neste caso é
descrita pelo conjunto S~ = {§', 5"} e pelo ponto-de-quebra w = {u}.

Se a solugao étima &° em p ndo for S’ ou §”, §° define um segmento da funcéo Vs« (A)
entre os segmentos de §' e §”. O método ES prossegue determinando os pontos-de-quebra
de Vs« () nos subintervalos [}, ¢] e [z, A]. A solugao étima nos extremos dos subintervalos
sdo conhecidas, de maneira que a avaliacdo descrita para obter os pontos-de-quebra em
[A, A] pode ser aplicada recursivamente & cada um dos subintervalos.

A iteracao basica do método ES consiste na resolugio de uma instancia do problema
nao-paramétrico em pontos especificos de A. Estes pontos podem ser calculados através
da funcao linear que define o valor de cada solugdo. O mimero de instincias do problema
nao-paramétrico resolvidas aplicando a solugio de Eisner e Severance nao é superior ao
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dobro do numero de pontos-de-quebra de Vs.(1). O método ES obtém w e 5* em tempo
polinomial por ponto-de-quebra se o problema nio-paramétrico possui resolucao em tempo
polinomial.

Posteriormente, Gusfield [Gus83] propds outro método genérico para os problemas
combinatérios paramétricos. O método de Gusfield, o qual denominamos DG, € aplicdvel
a varias classes de problemas e mais adequado para se estender aos problemas com in-
formacdes em funcdo de varios parametros. O método DG possui as mesmas carac-
teristicas desejavels do método ES e alguns beneficios adicionals.

Uma vantagem da aplicagdo do método DG € que este descreve a fungao Vs«(X) ob-
tendo os pontos-de-quebra de w consecutivamente. Esta caracteristica possibilita que este
algoritmo seja aplicado de forma on-line. A primeira solucdo do conjunto &* é definida
pela solucdo otima 5 no extremo inferior do intervalo. O primeiro ponto-de-quebra estri-
tamente maior que A é determinado. Em seguida os pontos-de-quebra subsequentes sao
determinados até que todos os pontos dentro do intervalo sejam estabelecidos.

Seja A um algoritmo para o problema P e a sua entrada um conjunto de variaveis
simbdlicas. Considere sem perda de generalidade que A equivale & uma arvore binaria
de decisao B. Cada ramificacio de B é uma comparagiao entre variaveis simbdlicas.
Assumimos que esta comparagio € a relacdo < e > entre as variaveis. Se)a w; o primelro
ponto-de-quebra de Vs. (A}. A aplicagdo do algoritmo para o parametro A = w; define um
unico caminho em B. A idéia do algoritmo de Gusfield é simular a execugao do algoritmo
A e identificar 0 caminho associado a instancia do problema definido por A = w; sem
conhecer o valor w;.

Suporemos que em algum vértice de B os valores das variaveis computadas através
do caminho até este vértice sio expressdes lineares bem-definidas em A. Um requisito
simples para satisfazer tal caracteristica é restringir o algoritmo A a realizar operagoes
artméticas somente de adigio e subtracdo. Multiplicacdes sdo permitidas desde que
envolvam varidveis e constantes. Esta restricio ndo é forte sendo que a maioria dos
algoritmos combinatérios possuem esta caracteristica.

Na simula¢do de A considere a comparacio realizada em alguma ramificacdo de B
entre as variaveis simbdlicas g e g. Indicaremos o valor de ¢ € ¢ computadas até esta
ramificacido da arvore por g(A) e ¢(A). O resultado da comparacéo definira a préxima
aresta do caminho associado a w;. O objetivo é descobrir qual das relacdes g(wq) < g{wi)
ou g{w1) > g{wn) é verdadeira. Seja A° o unico valor no qual g(A°} = ¢(X°). Seja S” a
solugio Stima em A°. Suponha que g{A} < g(A) para os valores do parametro a esquerda
de A°. Se Vs»(A°) < Vs {X°) entdo & ni3o e Stima em A°. Desta forma, o ponto-de-
quebra procurado satisfaz w; < A° e a relagao g{w') < g(w') se aplica. Caso contrério,
g(w') > g(w!). Conclusdes similares podem ser obtidas no caso em que g(A) > ¢(A)
para os valores do pardmetro a esquerda de A°. Provas da corretude deste algoritmo sao
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demonstradas no texto de Gusfield.

Assim como o método ES, o método proposto por Gusfield pode determinar cada
ponto-de-quebra em tempo polinomial se existem algoritmos de tempo polinomial para o
problema nao-paramétrico. Cada ramificacdo da arvore de decisdo corresponde & resolucao
de uma instancia do problema. Se o mimero de comparagdes realizadas pelo algoritmo é
limitado polinomialmente, cada ponto-de-quebra pode ser obtido em tempo polinomial.
Em seu trabalho Gusfield discute como este método pode ser generalizado eficientemente
para fungdes com mais de um parametro.

Se P € um problema de programagio linear entao o método simplex paramétrico
pode ser aplicado. Este método € aplicado constantemente em Pesquisa Operacional.
Este método possui deficiéncias para a aplicagdo aos problemas de Fluxo em Redes. O
método ndo possui complexidade polinomial e sofre do problema de degeneracdo presente

no algoritmo simplex.

5.3 O problema do fluxo de custo minimo parameé-

trico

Existem varias abordagens na literatura para os problemas de Fluxos em Redes paramétri-
cos. Dentre estas, uma em especial pode ser aplicada diretamente ac PD paramétrico. Esta
abordagem € a solugao proposta por Srinivasan € Thompson [ST72] para o PFCM paramé-
trico. O problema do fluxo de custo minimo paramétrico € a generalizacao do
classico PFCM com os dados do problema, como os custos, definidos em funcao de um
parametro A.

Srinivasan e Thompson propuseram solugbes para varios casos do PFCM parameétrico
com base no algoritmo simplex de rede descrito na segdo 4.1.2. O algoritmo de Srinivasan e
Thompson pode ser aplicado para resolver o PFCM paramétrico com custos, capacidade ou
desbalanceamento dos vértices parametrizados. A solugdo para o PFCM parameétrico com
os custos das arestas parametrizados pode ser naturalmente aplicado ao PD paramétrico.

No PFCM paramétrico com parametrizacao dos custos, definimos os custos das arestas
em funcio do pardmetro A variando no intervalo [A, ] como ¢, = €2+ A¢?, onde ¢° e ¢* s30
constantes inteiras. Denotando por G o grafo gerado fixando o parametro A. O custo do
fluxo 6timo em (G, é definido pela fungio

e (3) = min T(0 + A e
eeF
O algoritmo proposto por Srinivasan e Thompson, o qual derominamos ST, se baseia
na condigao de otimalidade de custo reduzido especializada para o algoritmo simplex de

rede.
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Seja A" = (7', L',U’') a estrutura de rvore espalhada para o fluxe de custo minimo
em (). Denotamos por #° e 7* os potenciais dos vértices que satisfazem a condicdo de
otimalidade para a arvore espalhada 7' com arestas de custo respectivamente, ¢° e ¢°*.

Srinivasan e Thompson demonstram um importante resultado referente aos potenciais
de A’. O resultado descrito a seguir nao serd formalmente provado apenas daremos uma
breve explicacao.

Lema 5.3.1 Se 7° denota os potenciais para o qual as arestas da drvore espalhade T’
possuem custo reduzido zero quando ¢ sdo os custos das arestas, e m* 0s polenciais quando
€2 sdo os custos das arestas, entdo para os potenciais 7° -+ Ax* as arestas de T' possuem
custo reduzido zero quando c, + Ac) sdo os custos das arestas.

Explicacio:Pela condiciao de otimalidade de custo reduzido temos que as expressoes

=]

Ge = € — 7°(v) + 7°(w) = 0
&l = ¢y — 7 (0) + 77 (w) = 0

se verificam para todas as arestas de 7. Assim, ¢, + AcL, = 0 Y{v,w) € 7'. De outra
maneira podemos declarar a expressao anterior como:

(o — 7 (v) +7°(w)) + (e}, —7*(v) + 7 (w)) =0
Reorganizando estas informacoes, podemos verificar que:

(6 +2ch) — (7°(0) + Ar*(0) + (m°(w) + Ar*(a)) = 0
o — T(v) + 7 (w) =0 Y(v,w) e T’

Uy

O resultado de Srinivasan e Thompson prové subsidios para caracterizar a otimalidade
da estrutura de drvore espalhada quando variamos o parametro. Se definimos os custos
das arestas como ¢* = ¢® 4+ A*¢®, para os potenciais 7~ = 7° + A™%x* as arestas da arvore
espalhada satisfazem 2 condig@o de otimalidade. As arestas de 7’ possuem custo reduzido
Zero com respeito a #* para qualquer valor do parametro. A otimalidade da estrutura
A’ continuard para valores do parametro subsequentes enquanto nenhuma aresta violar
a condig¢ao de otimalidade para os potenciais 7*. Se alguma aresta viola a otimalidade,
a mesma deve ser uma aresta restrita. Pode-se assim estabelecer a otimalidade de uma
estrutura de arvore espalhada a partir da avaliagio da otimalidade das arestas restritas.

Iremos denotar por A, 0 maior valor do pardmetro para o qual a aresta (v, w) satisfaz
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a condicao de otimalidade. Formalmente definimos A,,, como:

( -"CFO .
pIxIE kin
V(U, 'I'.D) E .C! c;rr- §e C’uw < U
Tt
oo caso contrario
)‘vw = A
[
_cﬂ' .
rxing o
(v, w) € U’ o el > 0
iy
L o0 caso contrario

Seja A° o maior valor do parametro para o qual a estrutura de 4drvore espalhada A’
satisfaz a condigdo de otimalidade. O valor de A° pode ser determinado a partir dos
valores de Ayy:

X° = min{ A, (v,w) e L' JU'}

Seja (7,7) a aresta que define o valor de A° = );;. Podese observar que o custo
reduzido da aresta (i,7) para A = A° é cf; + )\°C}}° = 0. Para o intervalo abrangendo
[A, A°], a estrutura de arvore espalhada A’ permanece sendo dtima. A partir de A\° a
aresta (i,7) violard a condicio de otimalidade. Uma outra estrutura de arvore espalhada
satisfazendo a condicao de otimalidade existe para os valores do parametro superiores a.
A°

Nzo necessariamente A° define um ponto-de-quebra da func¢do cz-(A). Isto ocorre
porque A° ndo caracteriza o maior valor do parametro para o qual a solucio representada
pela estrutura 4’ permanece &tima. Este valor apenas indica que a estrutura 4’ nao sera
otima a partir de A°. Como discutido na secao 4.1.2, uma solugdo para o PFCM pode ser
representada por vérias estruturas de arvore espalhada. Se A° ndo define um ponto-de-
quebra entao existe uma outra estrutura de arvore espalhada para representar a mesma
solucdo a partir de A°.

Suponha que um pivotamento é realizado sobre A’ com a aresta (7, 7) como sendo a
aresta de entrada. A insercio da aresta em A’ provoca o surgimento de um ciclo de custo
zero. Se um ciclo é gerado, o aumento do fluxo através do mesmo servird para obtermos
uma nova estrutura de drvore espalhada A°.

A estrutura A° assim como A’ satisfaz & condicac de otimalidade para os potenciais
T4+ A7° para A°. Quando a solugio representada por A’ for nao degenerada, o pivotamento
criard um ciclo orientado de custo zero. O aumento do fluxo através do ciclo orientado
resultara num novo fluxo. Neste caso se A° % A temos que um ponto-de-quebra foi
encontrado.

Procedendo como antes, podernos determinar o intervalo para o qual a nova estrutura
A° permanecera étima. Por este método, pode-se continuamente obter todos os intervalos

de cada uma das solugdes distintas do problema dentro do intervalo estipulado [A, A].
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5.3.1 O comportamento da abordagem ST

A complexidade do algoritmo ST, assim como a do algoritmo simplex de rede, depende
fundamentalmente do nimero de pivotamentos realizados. As solucdes degeneradas oca-
sionam iteragOes desnecessarias. Nestas iteragdes nenhum ponto-de-quebra é encontrado.
Apesar do pivotamento poder ser realizado eficientemente, se o algoritmo necessitar de
varias iteragbes para determinar um ponto-de-quebra esta abordagem torna-se inviavel.

Néo foi possivel encontrar nos textos consultados para o estudo desta abordagem
informacdes que relatem problemas ou dificuldades para garantir a execugdo finita do
algoritmo para esta abordagem'. A abordagem de Srinivasan e Thompson enfrenta o
problema de degenerescéncia. Néao se verificou na literatura nenhuma regra que deva
ser aplicada na escolha das arestas utilizadas na realizagao dos pivotamentos. Nenhuma
analise sobre a complexidade computacional do algoritmo 57 foi verificada na literatura.
Nio se pode afirmar com seguranga que o nimero de iteragdes para obter cada ponto-de-
quebra pode ser limitado polinomialmente.

Alguns fatores nos levam a acreditar que o algoritmo ST é ineficiente na resolucao do
PD paramétrico. O motivo para este entendimento est4 na estrutura muito particular do
problema. A érvore espalhada associada a qualquer emparelhamento é altamente degen-
erada. Este grau elevado de degenerescéncia implicard num elevado numero de iteragoes
desnecessarias. Para perceber como este grau de degenerescéncia afeta a execugio do al-
goritmo, observe que todas as arestas na arvore sio restritas (nunca existem duas arestas
entre dois vértices na arvore). A maioria dos pivotamentos realizados nao produz um
ciclo orientado. Sem a existéncia de um ciclo orientado, nenhuma quantidade de fluxo
pode ser enviada através do ciclo. Como conseqiiéncia, a nova estrutura obtida representa
o mesmo emparelhamento anterior. Este tipo de iteracio é desnecessiria nio trazendo
novas informagoes sobre os pontos-de-quebra.

A complexidade para a obtencio de cada solugao do PD paramétrico nao é superior a
complexidade para uma solugao do PFCM parameétrico. Porém, se imagina que o compor-
tamento empirico da aplica¢do do algoritmo ST a uma instancia do PFCM deve apresentar
melhores resultados. Algumas das arestas na arvore espalhada na instancia do PFCM serao
irrestritas. Desta forma, a aresta e a sua reversa estarao presentes na arvore espalhada.
Esta caracteristica aumenta a probabilidade de se gerar um ciclo orientado com a insergao
de uma nova aresta.

Hnfelizmente nao se conseguiu ter acesso ac artigo de Srinivasan e Thompson. As informagoes obtidas
sobre esta abordagem vieram do textc de Ahuja e outros [AM0O93]



5.4. Abordagens para problemas de Fluxos em Redes especificos - a5

5.4 Abdrdagens para problemas de Fluxos em Re-

des especificos

As abordagens gerals para os problemas paramétricos apresentadas na sec¢do 5.2 nao
exploram as peculiaridades de cada problema. As abordagens de Eisner e Severance,
e posteriormente Gusfield, sio simplesmente métodos de busca aplicados a determinagao
do valor de cada ponto-de-quebra. Ambos 0os métodos estio baseados na resolucio de
instancias do problema nao-paramétrico relacionado. Solugdes mais eficientes para alguns
problemas de Fluxos em Redes foram obtidas quando se estudou intensamente a estrutura
do problema paramétrico em questao.

Esta segdo apresenta resultados para outros problemas, fruto de estudos cujo objetivo
era obter solucdes que pudessem ser aplicadas ac PD paramétrico que fossem melhores do
que o algoritmo ST.

Foram estudadas a solugdo de Gallo ¢ outros [GGT89] para o problema do fluxo
maximo paramétrico e as solugdes de Karp e Orlin [KO81] e Young e outros [YTQ91]
para o problema do caminho mais curto paramétrico. A abordagem de Gallo e outros se
mostrou pouco favoravel para aplicacdo ao PD parameétrico, de maneira que esta ndo serd
descrita. A abordagem para o problema do caminho mais curto paramétrico se mostrou
util. Por este motivo, descrevemos esta abordagem na préxima secéao.

5.4.1 O problema do caminho mais curto paramétrico

Karp e Orlin [KO81] propuseram algoritmos eficientes para uma classe especial do pro-
blema do caminho mais curto paramétrico. Nesta classe especial, a variacdo dos custos das
arestas em relacio ao pardmetro A esta restrita aos valores 0 e —1. Problemas paramétricos
com esta restricao, problemas paramétricos 0-1, possuem bastante interesse na liter-
atura sendo freqiientemente abordados.

Seja G = (V, E) um grafo orientado ponderado incluindo um vértice especial s. Os
custos das arestas sazo definidos em funcdo do parametro A como ¢, = ¢ + Ac?, onde ¢
é uma constante inteira e ¢¢ € {—1,0}. Um caminho entre o vértice s e o vérticev € V
é denotado por P,. Supde-se que todos os vértices de G sdo alcangaveis de s, ou seja,
P, é bem-definido. O problema do caminho mais curto paramétrico consiste em
determinar a 4rvore de caminhos mais curtos 7 em G para cada valor de X em [, ] tal
que os caminhos mais curtos sao bem-definidos.

O custo da arvore de caminhos mais curtos em fungao do pardmetro é definido como

er(A) = rg%_neezq_ce + Ac?
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onde A € [A, A] ou até o valor maximo do parametro para o qual os caminhos mais curtos
sdo bem-definidos. O caminho na arvore 7 entre s e v € V é denotado por ¢,.

Karp e Orlin propuseram duas solucdes distintas para resolver o PCMC paramétrico.
A mais importante para este estudo é a solugdo baseada em arvores balanceadas.

Seja T’ a arvore de caminhos mais curtos em Gy. A arvore 7' permanecerd 6tima
para valores de A subsequentes enquanto os caminhos t;, em 77 (de s a v) permanecem os
menores entre estes vértices.

Suponha que em algum momento a arvore T’ perde a otimalidade para a drvore 7.
No minimo um caminho £ tornou-se menor que o correspondente caminho t;, em 7', para
algum v € V. O tamanho de ¢! decresceu mais rapidamente que o tamanho de ¢,. Assim
o caminho ?; deve ter necessariamente mais arestas parametrizadas que 1,.

Para um valor dnico g > A, o tamanho de ¢ foi igual ao tamanho de ¢;. Em G, tanto
7’ quanto 7” sdo arvores de caminhos mais curtos. A partir de i apenas 7" continuara
mantendo a otimalidade. O valor g delimita a otimalidade entre duas arvores de caminhos
mais curtos sendo portanto um ponto-de-quebra.

O algoritmo proposto por Karp e Orlin consiste em determinar o primeiro caminho
P, ndo presente em 7' que ird se igualar em custo ao seu correspondente caminho ¢, na
arvore e para qual valor do parameiro g isto ocorre. O valor u caracteriza o término da
otimalidade de uma érvore de caminhos mais curtos e o inicio da otimalidade de outra.
A nova arvore de caminhos mais curtos a partir de g pode ser obtida excluindo todas as
arestas da arvore que incidem sobre os vértices de F, e adicionando o caminho P, a 7.

O algoritmo termina quando a arvore permanecer otima para todos os valores do
parametro subsequentes ou até que os caminhos mails curtos sejam bem-definidos. Para
reduzir o0 nimero de caminhos analisados, o algoritmo avalia apenas os caminhos formados
por um subcaminho £, na arvore de s a u, seguido por uma aresta ¢ = (%, v) nao presente
na arvore. Para cada aresta €, o algoritmo determina em que momento a, este caminho
se igualard ao correspondente caminho na arvore. O valor ¢, pode ser calculado em
tempo constante se o custo do menor caminho de s a v, Yo € V| e o numero de arestas
parametrizadas no caminho sao mantidas. O objetivo deste texto ndo é discutir todos os
detalhes do algoritmo, mas apenas apresentar as 1déias no qual se baseia a abordagem de
Karp ¢ Orlin. Informagdes detalhadas sobre o algoritmo podem ser obtidas nos textos de
Karp e Orlin e no texto de Young e outros.

Karp € Orlin demonstraram que o numero maximo de solu¢des distintas para esta classe
particular do PCMC paramétrico é Q{n?} drvores. O algoritmo A'O pode ser estendido para
resolver o PCMC paramétrico com constantes ¢* inteiras. Nesta situacao, entretanto, o
niimero de drvores encontradas nao é limitado polinomialmente. A complexidade original
do algoritmo KO era O(nmlogn), se as informagdes sobre a, fossem manipuladas em
drvores balanceadas. Posteriormente, Young e outros melhoraram a complexidade do
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algoritmo KO para O(nm + n”logn). Alterando o algoritmo para utilizar a estrutura de
dados de lista de prioridade de Fibonacci [FT87].

Um importante resultado do trabalho de Karp e Orlin é a reducio do problema do
ciclo de média minima-{PCMM) ao PCMC paramétrico. O PCMM, definido na secio 4.1.1,
pode ser reduzido a um caso particular do PCMC paramétrico onde os custos das arestas
decrescem uma unidade com o aumento do parametro A. O relacionamento verificado
entre estes problemas tem aplicacoes praticas. O algoritmo proposto por Karp e Orlin é
considerado o melhor algoritmo empirico para determinar um ciclo de média minima em
um grafo. Apesar do resultado de Karp e Orlin ndo implicar em melhoramentos do ponto
de vista tedrico para o PCMM, ele mostra uma relacdo que também foi verificada neste
estudo entre os problemas envolvendo ciclos e os problemas paramétricos.

Reducao do PCMM ao PCMC paramétrico ? Dada uma instancia do problema do
ciclo de média minima G = (V] E}, construa uma instincia G' = (V', E’} do problema
dos caminhos mais curtos paramétricos. Defina o custo das arestas ¢’ € E' do grafo como
€t = ¢, — A, onde ¢, é o custo da aresta relacionada a ¢ em G. Pode-se obter a solucio
Stima para o PCMM a partir da solugio Stima para o PCMC paramétrico no intervalo
[—o0, cal.

Seja o conjunto de arvores 7p,...,7, e a sequéncia de pontos-de-quebra A,..., A,
a solugdo do PCMC paramétrico. Cada arvore do conjunto é a arvore de caminhos mais
curtos para uma faixa de valores do parametro compreendida entre dois pontos-de-quebra.

Para os valores do parametro superiores a A, 0s caminhos mais curtos nao sao bem-
definidos devido a presenca de um ciclo negativo, denotaremos este ciclo por C. Em
G, entretanto nio existem ciclos de custo negativo. No minimo um ciclo de custo zero,
o ciclo C, esta presente. Da condi¢do de otimalidade de Custo Reduzido (segao 3.5.2),
sabemos que existe um conjunto de potenciais 7 para o qual todas as arestas possuem
custo reduzido nao-negativo se os caminhos mais curtos sao bem-definidos. Os potenciais
nao afetam os custos dos ciclos de maneira que C é um ciclo de custo zero em relagao aos
custos reduzidos. A média do ciclo C em G, é zero. Nenhum ciclo em G ,, pode ter
média negativa resultando que C é um ciclo de média minima para esta instancia.

Cada aresta em G, teve seu custo reduzido em A, em relagdo a G. Em relacao
aos potenciais 7 todas as arestas de G possuem custo reduzido positivo. O menor custo
reduzido de uma aresta de GG em relagdo & 7 é A,. Todas as arestas de C tem custo reduzido
igual a A, em G, o mesmo valor da média deste ciclo. Novamente nenhum ciclo pode ter
média inferior a média de C. Desta forma, C € o ciclo de média minima procurado.

2A reducgio do PCMM ao PCMC paramétrico declarada a seguir é baseada no texte de Young e outros
[YTO91]
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5.5 Uma nova abordagem para o problema da de-
signacao paramétrico

As idéias presentes na abordagem do PCMC paramétrico podem ser aplicadas numa nova
abordagem para o PD paramétrico. No contexto do PD, a perda da otimalidade de um
emparelhamento é caracterizada pelo surgimento de um ciclo negativo no grafo residual.
A resolugdo do PD paramétrico envolve estabelecer a faixa de valores do parimetro em
que o grafo residual, associado a um emparelhamento 6timo, permanece sem ciclos de
custo negativo.

Os teoremas a seguir provéem fundamentos para a construgdo de algoritmos para o
PD paramétrico.

Seja M um emparelhamento 6timo para o valor X' do parametro.

Lema 5.5.1 Se para um valor A\ > X os caminhos mais curtos sdo bem-definidos no
grafo residual de M entdo o emparelhamento M € dtimo no intervalo [N, A7].

Prova: Se o emparelhamento M € 6timo em A', temos que G(M) ndo possui ciclos
de custo negativo em A'. Pelo mesmo motivo, o emparelhamento M é timo em A",
O custo dos ciclos em G(M)} variam linearmente com o parametro A. Qualquer ciclo
com custo reduzido ndo-negativo em A’ e A” tem custo reduzido nao-negative no intervalo
[, A”). Desta forma, temos que G(M) ndo possui ciclos de custo negativo sendo portanto
o mparelhamento A Stimo no intervalo [A”, A”]. O

Lema 5.5.2 Se para A = A" existe um ciclo de custo zero C em G{M) com custo decres-
cente com o pardmetro entdo A’ € um ponto-de-quebra

Prova: Para valores de A maiores que A" o ciclo terd custo negativo. A partir de A"
um outro emparelhamento otimo existe. O valor A" caracteriza o término da otimalidade
do emparelhamento M sendo portanto um ponto-de-quebra. &

Lema 5.5.3 Seja M™ o emparelhamento obtido de M definindo as arestas emparelhadas
presentes no cicle de custo zero C como néo-emparelhadas e as demais arestas de C como
emparelhadas. O emparelhamento M* ¢ dtimo no intervalo [A", N + ¢]| parec um ¢ > 0.

Prova:0O ciclo C possui custo zero de maneira que M e M™* possuem o mesmo custo.
Temos assim que tanto M quanto M™ sdo 6timos em A’. O emparelhamento M™ per-
manecera étimo quando variarmos o parametro enquanto nao houver ciclos de custo ne-
gativo. Se existe um ciclo de custo zero em G{M™) cujo custo decresce com o parametro,
temos que M~ sera étimo apenas para o ponto A”. Se nio existem ciclos de custo zero
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em G(M*) cujo custo decresce com A, M* é Stimo no intervalo [A',A” + ¢] para um
especifico ¢ > 0. Se nenhum dos ciclos presentes em G{M) possui custo decrescente com
o parametro, o emparelhamento M* é étimo no intervalo [A\”, c0]. O

A partir destes teoremas podem-se formular algoritmos para a resolugao do PD paramé-
trico.

Um algoritmo para o PD paramétrico consiste em obter uma primeira solugdo, resol-
vendo uma insténcia do problema ndo-paramétrico, para o extremo inferior do intervalo
estipulado para o pardmetro. A partir dessa primeira solucio se determina em que mo-
mento 1ra surgir um ciclo de custo zero no grafo residual associado a esta solucao. Baseado
no ciclo de custo zero obtém-se um novo emparelhamento a partir do emparelhamento at-
ual. O algoritmo prossegue avaliando a otimalidade do novo emparelhamento. O término
do algoritmo é indicado quando todo o intervalo estipulado for varrido ou quando o timo
emparelhamento encontrado permanecer 6timo para A = oo.

Para finalizar a descricido deste algoritmo resta definir explicitamente cada operagao.
Por exemplo, como determinar o primeiro ciclo de custo zero que surge no grafo quando
variamos o parametro? Verificou-se que determinar o primeiro ciclo de custo zero que
surge no grafo residual estd intimamente relacionado a resolugcdo de uma instancia do

problema do ciclo de razao minima.

5.5.1 O problema do ciclo de razaoc minima

Seja G' = (V', £') um grafo orientado. A cada aresta ¢/ € E' estao associados valores
inteiros ¢ e h.. Referimos a estes valores como sendo respectivamente, o custo ¢ o bonus
da aresta. Existe uma variedade de problemas interessantes na literatura relacionado a
instancias com essa estrutura®.

Para cada ciclo orientado C em G’ definimos o seu custo como sendo a somatdria dos
custos das arestas do ciclo. Similarmente, pode-se definir o conceito de bénus para um
ciclo orientado. O problema do ciclo de razao minima, denotado por PCRM, consiste
em determinar o ciclo orientado com a menor razio entre seu custo e seu bonus:

ZE’EC Cet

)= ———

@(C) Soce e
¢(W) == = minx(C)

Suporemos que Y_..c¢ her > 0 para todos os ciclos dirigidos de G. Desta forma todos os
ciclos possuem razdes bem-definidas. Denotaremos o ciclo de razdo minima desta instancia

3Uma listagem destes problemas pode ser obtida no trabalho de Megiddo [Meg79]



5.5. Uma nova abordagem para o problema da designagido paramétrico 60

por W e a razao deste ciclo por w. O maior custo e o maior bonus das arestas da instancia
serdo denotados, respectivamente, por C = maxXeep{cs} € H = maxegp {he}.

O pcrRM foi proposto por Lawler [Law67] e Dantzig e outros [DBR67]. Uma das
primeiras aplicagoes do problema for o estabelecimento de rotas de viagens Gtimas. A
literatura para o PCRM ¢é relativamente restrita comparada ao seu caso especial mais
importante, o problema do ciclo de média minima-PCMM (secdo 4.1.1). O PCMM é um
caso especifico do PCRM onde todas as arestas possuem bonus unitario. Ao contrario do
PCMM que estad envolvido na resolugido de diversos problemas combinatdrios, ¢ PCRM é
freqientemente descrito na literatura no contexto do problema tramp steamer [Law73,
Law76].

Wallacher e Zimmerman {WZ91] foram um dos poucos a aplicar ciclos de razdo minima
em outros topicos. Eles desenvolveram um algoritmo para o PFCM baseado no cancela-
mento de ciclos de razao minima. Este algoritmo é um dos trés algoritmos de tempo
polinomial para ¢ PFCM baseado em cancelamento de ciclos.

Considere o grafo G’ obtido de uma instancia G, do PD paramétrico definindo os
custos como ¢ = ¢ e os bonus h. = ¢,. Para perceber porque o surgimento do primeiro
ciclo de custo zero no grafo residual associado & um emparelhamento otimo M’ estd
intimamente relacionado ao PCRM, observe que o custo de um ciclo em G’ representa a
taxa de crescimento do custo ¢! do ciclo correspondente em G em relagdo ao pardmetro
A. Nao é dificil observar que o ciclo procurado deve ser um dos ciclos negativos de G'. Os
ciclos de G associados a ciclos de custo positivo em G’ jamais se tornam ciclos de custo
zero.

O custo do ciclo procurado esta estritamente decrescendo com o aumento do pardme-
tro. Dentre os varios ciclos cujos custos decrescem, o ciclo procurado consiste naquele
cujo custo decal a zero primeiro. Este ciclo tem a menor razao entre o custo atual do ciclo
e a taxa de decrescimento. Determinar tal ciclo consiste na resolucido do problema:

. C
min ————ZEEC £
YO @(C)<0 |Zeec c;|

Este problema também pode ser entendido em relagao a G como:

[ ]
. Zf Cot
o = min =gEC

erec Ce

O Jdltimo problema claramente se resume na resolugdo de uma instancia do PCRM.
O ciclo de custo zero procurado na resolucdo do PD parameétrico é o ciclo W de razdo
minima em G’. O valor do parametro para o qual G contera um ciclo de custo zero é
N'= X+ 1L|. Para o intervalo [X, X" 4 | L{] o emparelhamento M’ ¢ Stimo.
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5.5.2 Tratando situagoes excepcionais

Na descrigdo do problema do ciclo de razdo minima, consideramos que ¢ bénus do ciclo
no grafo é positivo. Esta suposicdo ndo é satisfeita na abordagem do PD paramétrico
proposta.

O boénus de cada aresta na instancia do PCRM, gerada na resolugao do PD paramétrico,
é o custo da aresta no grafo residual da instancia do PD. Assim sendo, néo se podera
evitar a presenga de ciclos de custo zero em G'{,M). Consequentemente, as instancias do
PCRM geradas nao necessariamente se enquadram nas suposicoes feitas.

A razao para um ciclo C com bonus zero nic é bem-definida ((C) = +o0). Os
algoritmos para o PCRM podem ser aplicados em instincias onde a suposicido sobre os
bonus ndo sao satisfeitas. A solucido nestes casos pode ser um ciclo com razao bem-
definida ou ndo. Se a abordagem com ciclos de razae minima € aplicada nas instancias
do PD paramétrico todos os pontos-de-quebra sao corretamente encontrados.

Se existemn virios ciclos com custo negativo e bonus zero {¢ = —oo) a solugio encon-
trada na resolugdo do PCRM é um destes ciclos. Para cada um destes ciclos existird um
emparelhamento M” distinto. Dentre estes varios emparelhamentos apenas um é étimo
no intervalo [A”, A" + ¢] para um ¢ > 0. Todos os demais emparelhamentos sdo 6timos
apenas para o ponto A” sendo portanto desnecessarios para a descri¢do das solugdes dtimas
de um PD paramétrico.

A existéncia de ciclos sem razdo bem-definida nao impede que o algoritmo para o PD
paramétrico encontre todos os pontos-de-quebra corretamente. Entretanto, a presenca
destes ciclos pode provocar que o algoritmo compute varias instdncias do PCRM para
encontrar um unico ponto-de-quebra. Um limite para o nimero de instancias resolvidas
até a determinacdo de um ponto-de-quebra nao € conhecido. A abordagem com ciclos de
razao minima come apresentada nao atinge os objetivos de eficiéncia pretendidos. Para
resolver o PD paramétrico apenas as solugoes realmente imprescindivelis na descricdo de
eam(A) devem ser computadas.

Dentre os varios emparelhamentos étimos existentes para o parimetro A”, deseja-se
encontrar um emparelhamento M* que é 6timo para um intervalo [A”, A" +¢| sendo € > 0.
Para A" G(M*) nio tem ciclos de custo zero. Devido a suposi¢ao de integralidade dos
custos, um ciclo em G(M™*) deve ter custo no minimo unitario. A malor taxa de de-
crescimento possivel para um ciclo na instancia do PD paramétrico é nC*®. Desta maneira,
sabemos que para o intervalo A, X" + —5| o emparelhamento M* procurado é étimo.
Este emparelhamento pode ser computado resolvendo uma instancia do PD para A no
intervalo [X, A + L]

Uma abordagem um pouco melhor pode ser aplicada. Ao invés de escolher um valor

qualquer no intervalo [A”, A” + —15] poderia se escolher um valor racional no qual o em-
parelhamento M™ é timo sob € para € < £, onde « € uma constante inteira utilizada
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como fator de escalonamento pelo algoritmo (secao 4.3.1). Neste caso, 0 emparethamento
dtimo M™* pode ser calculado resolvendo um tdnico refinamento aplicando o algoritmo de
escalonamento de custos. A complexidade na obtengdao do emparelhamento 6timo seria
reduzida para a complexidade de um refinamento O(y/nm).

Para determinar o valor do parametro para o qual um emparelhamento M* é 6timo
sob €, necessita-se conhecer os potenciais dos vértices para o qual M* é Stimo em A"
Em seguida, estabelece-se o intervalo do parametro para o qual cada aresta nao viola a
condigdo de otimalidade de folga ¢ complementar por um valor superior a «. O valor
racional escolhido deve estar presente no intervalo 6timo sob € = o de todas as arestas.

5.5.3 Algoritmos para o problema do ciclo de razao minima

O primeiro algoritmo proposto para o PCRM é devido a Lawler [Law67]. Dantzig e ou-
tros [DBR67] apresentaram uma aproximacao baseada na formulag¢do do PCRM como um
preblema de Programacao Linear.

Um método genérico para ser aplicado aos problemas de razao minima foi proposto no
trabalho de Megiddo [Meg79]. O principal resultado deste trabalho declara que algoritmos
de tempo polinomial forte podem ser obtidos para um problema de razac minima se
existern algoritmos de tempo polinomial forte para o problema padrao relacionado.

Para a maioria dos algoritmos de Fluxos em Redes o teorema de Megiddo pode ser
aplicado para a obtencao de solugdes eficientes para os problemas de razdo minima rela-
cionados. Especificamente para o caso do PCRM, o trabalho de Megiddo obtém o melhor
limite de tempo polinomial forte O(n?mlogn) para o problema.

Para o ciclo de razao minima W temos que:

o = 2ecwy Ce
ZeGW h&
Alternativamente, podemos declarar a expressdo anterior como ¥ .o (c. — whe) = 0.

Observe que para valores superiores a z= o ciclo W possui custo negativo. Para todos os

demais ciclos C temos que

= < (,D(C) — EBEC Ce
>eec Re

De outra forma, podemos verificar que -, .c(c. — wh.) > 0.

Uma maneira de resolver o PCRM consiste em reduzi-lo a0 PCMC paramétrico com
arestas de custos ¢, — Ah.. O ciclo de razio minima pode ser determinado estabelecendo
o major valor do parametro A¥ para o qual os caminhos mais curtos sao bem-definidos.
O ciclo procurado € o ciclo de custo zero presente em Gp= e a sua razao é A™.

Ao Invés de aplicarmos o algoritmo desenvolvido por Karp ¢ Orlin a instancia do
PCMC paramétrico utilizaremos uma abordagem mais simples, o algoritmo de Lawler. A
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aproximagao utilizada consistira em gerar uma sequéncia de valores do parametro que
convirja apds um numero finito de iteracdes a A¥. Uma metodologia para gerar estas
seqiéncias consiste em aplicarmos iécnicas de busca.

Se limites inferior e superior sdo conhecidos tais que A® estd presente no intervalo
[AT,A%], a técnica de busca biniria pode ser aplicada. Na busce bindria a instdncia
-para o valor do pardmetro A¥ = g‘f_—%—_& é avaliada. Se existe um ciclo de custo negativo
no grafo, o valor do parametro testado € um limite superior para A®. Se os caminhos
sao bem-definidos mas nenbum ciclo de custo zero estd presente na instincia, temos que
o valor testado é um limite inferior para A®. Por ultimo, se um ciclo de custo zero é
encontrado entio este ciclo é o cicio de razdo minima procurado.

Nesta aproximacao o intervalo € continuamente reduzido até que o ciclo de razao
minima seja encontrado ou o intervalo se torne suficientemente pequeno de tal maneira
que contenha uma unica razao. A resolucao de uma tinica instancia dentro do intervalo é
capaz de determinar o ciclo de razdo minima. O ciclo W ¢ o ciclo de custo zero ou o ciclo
negativo encontrade na avaliagdo desta ultima nstancia.

O nimero maximo de arestas em um ciclo é limitado a n, de maneira que a razio de
qualquer ciclo esta contida no intervalo [—nC,nC’]. Considere os ciclos W e C com razdes
distintas. A diferenca entre as razdes dos ciclos €
c(W) () c(W)R(C) — (CYR(W) 0
R(W)  h(() 7 R(W)hR(C) 7

A diferenca entre as razdes de W e C implica na expressdo c(W)h(C)—c(C)R(W) > 1.
Para a outra expressao temos que o maior valor é limitado a A(W)A(C) < H? Concluimos

assim que a diferenca entre a razao de dois ciclos distintos é no minimo 7. Se o intervalo
contendo A” reduz-se a uma faixa inferior a [A*,A%] < ?}—2, o algoritmo pode terminar a
busca porque este intervalo contém no maximo uma razao.

A complexidade da aproximacao depende do nimero de iteragoes e da complexidade de
cada iteracao. No inicio o intervalo é [A*, A*] = 2nC. No minimo O(log( HC)} iteracdes
séo necessarias para o intervalo se reduzir a zz. Cada iteragio envolve a resolugio de
uma instancia do pCMC. Utilizando o algoritmo de escalonamento de custos de Goldberg
e Tarjan para o PD para a computagido dos caminhos mais curtos, o algoritmo de Lawler
pode ser implementado em tempo polinomial fraco O(y/nmlog(nC)log( HC)).

O algoritmo de escalonamento de custos, por ser um algoritmo com complexidade
polinomial fraca, nao pode ser aplicado a instdncias com custos ndo integrais. Para
aplicarmos o algoritmo de escalonamento de custos como rotina para a detecgdo de ciclos
negativos, na abordagem com ciclos de razdo minima, temos que garantir a integralidade
dos custos das arestas. Durante a busca binéaria, o valor de A pode se tornar nao integral.
Este problema pode ser contornado se modificarmos 0s custos das arestas para

¢ = H%c. — Ah,
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Com esta modificacio a razao dos ciclo do grafo foi multiplicada por H?%. Esta modificacio
nio altera o ciclo de razédo minima. Se definirmos o intervalo de busca como sendo
[-nCH?*,nCH?], o algoritmo de Lawler pode terminar a busca quando o intervalo for
[AFY,AX] < 1.

QOutro aspecto que deve ser tratado € a integralidade dos pontos-de-quebra. Os boénus
das arestas nas instancias do PCRM estdo relacionadas aos custos da instancia do PD
paramétrico, o que significa que os bonus dependem do parametro A. Supomos desde o
principic que os custos das arestas numa instancia do PD paramétrico sdo formadas for
uma fungdo linear com coeficientes integrais. Na resolucdo do PD parameétrico, o primeiro
ponto-de-quebra a ser computado serd um numero racional (razdo entre numeros inteiros).
Os pontos-de-quebra subsequentes sdo também numeros racionais, visto que sio a razao
entre nimero racionais. Desta forma, temos que todos os pontos-de-quebra sao racionais.
Os numeros racionais podem ser integralizados muitiplicando-os por constantes inteiras
suficientemente grandes.

O algoritmo de escalonamento de custo se aplica a instancias com dados racionais.
Desta maneira, a nao integralidade dos pontos-de-quebra também pode ser adequada-
mente tratada. Utilizando o algoritmo de escalonamento de custos na implementacio da
abordagem com ciclos de razio minima para o PD paramétrico, cada ponto-de-quebra
pode ser computado com complexidade O(\/nrn log(nC}log{ HC) + +/nm).

Aplicando o algoritmo de Megiddo para o PCRM e o algoritmo Primal-dual para
o PD, a abordagem com ciclos de razao minima possui complexidade polinomial forte
O(n*mlogn + nm + nlogn).

5.6 Estendendo a abordagem ao problema do fluxo

de custo minimo paramétrico

A abordagem com ciclos de razio minima permite que cada solugio do PD paramétrico
seja obtida em tempo O(min{y/nmliog(nC)log(HC) + v/nm,nm?logn}). Comparando
esta abordagem ao trabalho de Eisner e Severance observamos que nenhum melhoramento
para o problema foi conseguido. O principal motivo para a ineficiéncia da abordagem esta
no fato do PCRM ser um problema mails complexo para se resolver que o préprio PD.

As condigbes de otimalidade assim como os algoritmos aplicados aoc PD sao espe-
cializacdes dos conceitos desenvolvidos para o problema mais genérico, o PFCM. Estes
conceitos sdo adaptados ao contexto do PD para explorar eficientemente a sua estrutura
peculiar. Sendo assim, podem-se estudar as 1délas na abordagern com ciclos de razao
minima no contexto do PFCM paramétrico. Determinar os valores do parametro para o
qual um determinado fluxo permanece 6timo envolve determinar o intervalo para o qual
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o grafo residual associado & este fluxo permanece sem ciclos de custo negativo. Este pro-
blema, mesmo no contexto do PFCM paramétrico, recai na resolucio de uma instancia do
problema do ciclo de razao minima.

As iteracoes do algoritmo discutidas para o PD paramétrico quando aplicadas ao PFCM
paramétrico permanecem com a mesma complexidade com exce¢do da obtencdo da nova
solugdo. Em ambos os casos aumenta-se o fluxo o maximo possivel através do ciclo de
razio minima. No contexto do PD, o aumento do fluxo € similar a trocar as arestas
emparelhadas do ciclo com as nao-emparelhadas. Devido a presenga dos ciclos sem razio
bem-definida, para melhorar a complexidade do processo pode-se utilizar a solucdo atual
como uma boa aproximagao para a proxima solugdo. Sabendo-se que a nova solucao é
étima no minimo para o intervalo [A, A7 + |n_é“:|]= pode-se buscar um valor racional do
pardmetro no intervalo para o qual a solugio & étima sob € < &, onde « é o fator de
escalonamento. Aplicando o algoritmo de escalonamento de cusios a nova solugao pode
ser encontrada com um unico refinamento. No caso do PFCM a complexidade de cada
refinamento é O(nm log %)

Concluimos deste modo que a abordagem com ciclos de razao minima pode ser esten-,
dida com poucas modificacbes a0 PFCM paramétrico. A complexidade da abordagem com
ciclos de razio minima para o PFCM é O(y/nmlog(nC)log( HC) + nmlog 1::—) ou polino-
mial forte usando o algoritmo de Orlin [Orl88] para o PFCM e o algoritmo de Megiddo
O{n?mlogn + (mlognr)(m + nlogn)).

Comparando a complexidade dos algoritmos para o PFCM (tabela 4.1) e para o PCRM
{secao 3.5.3), vemos que estes problemas podem ser resolvidos praticamente no mesmo
tempo. A diferenca entre os algoritmos para instancias de mesmo tamanho e mesma
densidade nio é superior a O(n). Considerando que a hipétese de similaridade (secdo
1.2) é satisfeita, o melhor limite de tempo para o PFCM é O{nm log %:i log(nC')} e para o
PCRM ¢ Ofv/nmlog(nC)log(HC}). A abordagem com ciclos de razdo minima ao PFCM
paramétrico obterd cada solucio do problema por um fator O(log(nC)) menor do que o
tempo de resolugio de uma insténcia do PFCM.

Se a hipdtese de similaridade ndo é satisfeita, a abordagem proposta nio oferece me-
thoramentos em relacdo a solucdo desenvolvida por Eisner e Severance. A aplicagdo da
abordagem com ciclos de raz&o minima permite obter para o PFCM paramétrico, pelos
menos em casos especificos, o resultado que buscdvamos para o PD paramétrico.

A abordagem com ciclos de razdo minima no nosso entendimento € a primeira abor-
dagem a garantir que a estrutura de cada solugae étima distinta do conjunto de solugdes
étimas do PFCM paramétrico pode ser obtida num tempo inferior a resolucdo de uma
instdncia do PFCM. Para isto nds impusemos que os custos das arestas sdo inteiros e
limitados polinomialmente.

Limites para o numerc maximo de solu¢des para cada um destes problemas paramétri-
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cos nao sao conhecidos. Se analisarmos a estrutura das solugoes geradas no PD paramétrico
e no PFCM paramétrico observaremos que os problemas diferem também no numero
maximo de solugdes possiveis. O grafo residual de cada nova solugdo obtida para o PD
paramétrico difere do grafo residual da anterior no minimo em um ciclo, o ciclo de razio
minima. No caso do PFCM paramétrico, os grafos residuais de fluxos consecutivos diferem
no minimo em uma aresta. Esta aresta € a aresta que se tornou saturada no ciclo de razao
minima com ¢ aumento do fluxo.

Devido ao maior grau de modificagédo, o PD paramétrico tende a convergir mais rapida-
mente para a iltima solucgao 6tima do problema. Assim como os métodos de cancelamento
de ciclos e outros, os mesmos conceitos ¢ algoritmos podem ser aplicados ao PD e ao PFCM.
Entretanto, a estrutura combinatéria de cada problema lhes conferird uma complexidade
distinta.



Capitulo 6

Implementacoes

Este capftulo descreve o estudo experimental realizado sobre as duas unicas abordagens
especificas propostas para o problema do fluxo de custo minimo paramétrico com custos
das arestas parametrizados. A primeira abordagem é a solugao proposta por Srinivasan e
Thompson, discutida na secdo 5.3. A segunda abordagem especifica é a solugao proposta
nesta dissertacdo, descrita na secido 5.5, que se refere a computacao de ciclos de razao
minima.

A abordagem com ciclos de razdo minima explora a estrutura do PFCM para computar
eficientemente cada um dos fluxos étimos do problema paramétrico. A principal vantagem
desta abordagem é a computacao dos fluxos 6timos em tempo inferior 2 complexidade de
resolugao de uma instancia do PFCM, se a hipdtese de similaridade é satisfeita {se¢do 1.2).

A respeito da abordagem de Srinivasan e Thompson nenhuma anélise sobre a sua
complexidade computacional é conhecida. Em termos tedricos, a abordagem com ciclos
de razao minima provée os melhores resultados computacionais para 0 PFCM paramétrico.
O objetivo deste estudo é analisar 0 comportamento empirico das duas abordagens es-
pecificas e avaliar se a abordagem com ciclos de razao minima prové também melhora-

mentos praficos na resolucao do problema.

6.1 Geracao de instancias

O objetivo deste estudo experimental é avaliar qual é a melhor abordagem para o PFCM
paramétrico e se as caracterfisticas das instancias influenciam o comportamento dos al-
goritmos. Para isto as implementacoes realizadas foram testadas em diversas classes de
instancias. Uma ferramenta fundamental na realizacdo deste estudo fol a automatizacio
do processo de gera¢io de instancias. Diversos geradores foram aplicados na construcio
das 8 familias de instancias avaliadas.

Uma caracteristica comum a todos os geradores utilizados é a aplicacao de rotinas de

67
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numeros pseudo-aleatérios para produzir as informagdes do problema, como por exempilo,
os custos das arestas. Esta caracteristica permite que uma determinada instancia possa
ser gerada novamente se 0s mesmos parametros sao aplicados e fambém obter diversas
instanctas distintas para uma mesma estrutura.

A geracdo das instancias paramétricas fol efetuada em duas fases. Em uma primeira
fase, foram geradas instancias nao parametrizadas do PFCM com diversas estruturas es-
pecificas. Em uma fase posterior cada instancia foi parametrizada.

Para a geracdo das instancias nao parametrizadas utilizaram-se os geradores Neigen,

Grid-on-torus e Grid-graph de dominio piiblico do DIMACS - Center for Discrete Ma-

1. Para realizar a segunda fase no processo

thematics and Theoretical Computer Science
de construc¢do das instancias, fol implementado um gerador denominado Grep cuja a
finalidade é parametrizar instancias.

A descrigdo de todos os geradores utilizados é feita no apéndice A.

6.2 Implementacao baseada no algoritmo simplex
de rede

Para a implementacdo da abordagem do algoritmo de Srinivasan e Thompson, para o
PFCM paramétrico com custos parametrizados, foi utilizado a implementacio do algoritmo
simplex de rede de A. V. Goldberg. O c¢ddigo denominade Sl esta implementado em
linguagem C2.

Por nao haver informacdes do autor sobre o desempenho do Sl em relacdo aos demais
codigos existentes para o PFCM, realizou-se um estudo experimental. Neste estudo expe-
rimental analisou-se além do Sl, ¢ C52 e o NETFLO. O CS52 desenvolvido por Goldberg
¢ uma implementacdo do algoritmo de escalonamento de custos de Goldberg e Tarjan
[GT88]. O classico NETFLO é uma implementagio de Kennington e Helgason [KH80]
do algoritmo simplex de rede. O estudo realizado nos moldes do trabalho de Goldberg
[Gol97] indica a superioridade total do Sl sobre o NETFLO. Em relacéo ao €52, o 5l tende
a ser mais lento na maioria das classes avaliadas para instancias suficientemente grandes.
Em classes especificas o desempenho dos algoritmos foi equivalente. Os tempos de ex-
ecuciao foram diferentes por um fator constante. Numa unica classe o desempenho do Sl
foi superior ao do CS2.

O Sl sera executado primeiramente para obter o primeiro fluxo étimo F e a correspon-
dente arvore espalhada 7. Os préximos fluxos serdo computados com base nas solugées

'A documentagao e os cédigos fontes destes geradores podem ser obtidos eletronicamente via ftp em
ftp:/ /dimacs.rutgers.edu

2Este cédigo ndo estd em dominio piblico e foi gentilmente cedido exclusivamente para os fins deste
estudo experimental
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obtidas. Para implementar o algoritmo de Srinivasan ¢ Thompson algumas mudancas na
estrutura de dados do cédigo foram necessarias para armazenar informacgoes da variante
paramétrica do problema. As alterag¢des incluiram também a insercao de uma rotina no
codigo fonte do Sl para implementar os {estes discutidos na secao 5.3 sobre a otimalidade
de uma solugdo de arvore espalhada.

A rotina inserida primeiramente obtém os potenciais dos vértices para o qual a arvore
T° associada a um fluxe Fy. € dtima. Os potenciais sdo obtidos percorrendo a arvore
espalhada em pré-ordem. Calcula-se para cada aresta fora da arvore espalhada o maior
valor do parametro para o qual a condigao de otimalidade de custo reduzido nao é violada.
Determina-se em seguida a primeira aresta e ¢ 7° a violar a condigdo de otimalidade e o
maior valor do parametro A* para o qual a aresta permanece sendo étima.

Em seguida, calculam-se os valores das arestas e os potenciais 6timos para a arvore The
para o valor do parametro igual a A = A*. Uma rotina do 5| é invocada para realizar um
pivotamenio com e como sendo a aresta de entrada. Com o pivotamento uma nova arvore
espalhada étima 1™ € obtida. Se o pivotamento realizado nao € degenerado o fluxo dtimo
Fy+ associado a nova arvore difere do anterior. Se A° # A* um novo ponto-de-quebra foi
encontrado. Neste caso as informacoes relativas a nova solugdo encontrada sdo impressas.
A execucgado prossegue determinando os fluxos subsequentes até que a arvore espalhada
permaneca Stima para todos os valores do pardmetros subsequentes.

6.3 Implementacao baseada em ciclos de razao mini-

ma

Na implementacio da abordagem com ciclos de razdo minima dois cédigos denominados
(52 e CSA foram combinados. Ambos os c¢ddigos implementam o algoritmo de escalona-
mento de custos. O C52 desenvolvido por Goldberg implementa o algoritmo de escalo-
namento de custos no contexto do PFCM e o CSA desenvolvido por Goldberg ¢ Kennedy
implementa o algoritmo no contexto do PD?.

Na implementacio realizada o CS2 foi utilizado para obter o primeiro fluxo 6timo
para o problema para A = 0. A estrutura de dados do C52 foi alterada com a inclusao de
campos para o armazenamento das informagdes sobre a variacao do custo das arestas em
relagio ao pardmetro. As alteragbes inclufram também modificagdes no codigo fonte do
(s2.

O CSA foi utilizado como uma rotina para a deteccao de ciclos de custo negativo como
discutido na secio 3.4. A detecgio de ciclos negativos é necessaria para a implementagao

3Ambos os cddigos em linguagem C podem ser obtidos gratuitamente na seguinte URL
http://www.intertrust.com /star-lab.com/goldberg/
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do algoritmo de Lawler para o problema do ciclo de razdo minima. A implementagio do
algoritmo de Lawler realizada foi inserida no préprio cédigo do CSA.

Apébs a computagao do primeiro fluxo étimo, o €52 inicializa as estruturas de dados do
CSA. Em seguida, o CSA € invocado para computar o primeiro ciclo de razao minima no
grafo residual do fluxo corrente, como discutido na segio 5.5. Se a razao do ciclo de razao
minima retornada pelo CSA € negativa entio existe um ponto-de-quebra estritamente
malor que o valor atual do parametro. Neste caso as informagoes sobre o novo fluxo
obtido sdo impressas. Caso contrario, todos os fluxos étimos foram computados e o C52
finaliza a execugdo imprimindo as 1ltimas informacdes.

No cédigo do CSA primeiramente se avalia se o fluxo corrente F étimo para A é
Stimo também para alguns valores do pardmetro subsequentes. Nesta parte da imple-
mentacao optou-se por um algoritmo diferente da proposta na abordagem com ciclos de
razac minima. Ao invés de aplicar uma fase escalonada com o algoritmo de escalonamento
de custos para obter o novo fluxo 6timo no intervalo [A, A + ¢] para um ¢ > 0, o nove
fluxo € obtido através de um processo de cancelamento dos ciclos de custo zero do grafo
residual. Recorde que o grafo residual do fluxo procurado ndo possui ciclos de custo zero
com custo decrescente com o parametro.

Optou-se por esta variagao por ser mais simples, em somente algumas iteracoes tém-se
grafos residuais sem ciclos com razdo bem-definida. A obtencio do nove fluxo a partir do
cancelamento dos ciclos em algumas iteragdes se torna mais penoso do que aplicar uma fase
escalonada do algoritmo de escalonamento de custos. Entretanto, quando nao é necessirio
por existirem apenas ciclos com razdo bem-definida gasta-se muito menos tempo nesta
operacao. Da forma como foi implementado nio se pode garantir que a execucao do
algoritmo sera em tempo polinomial. A opgdo por este implementacao somente se justifica
pelo fato de que tentou-se implementar o algoritmo da maneira mais conveniente. Poderia
ter sido investido mais tempo na implementacio do algoritmo, mas acreditamos que os
testes realizados foram suficientes para obter uma conclusdo confiavel do comportamento
da abordagem com ciclos de razdo minima. N3o se espera que esta implementacio seja a
melhor entre todas as possiveis para a abordagem com ciclos de razdo minima.

O cédigo implementado avalia se existem ciclos de custo zero em G(F) cujo custo
decresce com o pardmetro A. Caso exista algum ciclo C com custo decrescente este €
cancelado aumentando-se o fluxo 0 méaximo possivel nas arestas. Para encontrar o ciclo
C gera-se um subgrafo contendo apenas as arestas com custo reduzido zero em G(F}.
Substitui-se em seguida os custos das arestas do subgrafo pelos respectivos coeficientes
¢*. O ciclo C se existir € um dos ciclos negativos no subgrafo.

A partir de C obtém-se um novo fluxo resultante. Este fluxo obtido é otimo para
A mas ndo necessariamente é Stimo para valores maiores que A. A avaliagdo anterior €
realizada continuamente até que se obtenha um fluxo que seja 6timo para valores malores
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que A. Apos a obtengao do nove fluxo gera-se uma instancia do PCRM para computar o
ponto-de-quebra estritamente maior que A

Para as arestas de custo ¢, = ¢ + A'c?, a instancia do PCRM gerado tem arestas com
custos ¢ = CZ%c? e bbnus hy = ¢.. O ciclo de razio minima procurado se encontra
no intervalo [—nHC?* nHC?). Para determinar o ciclo de razio minima o algoritmo de
Lawler gera um grafo G com arestas de custo

co = C?ct — Ac,

Para manter a integralidade dos custos o pardmetro A € representado por uma fracio
de dois numeros inteiros A = %; A expressdo que define o custo das arestas de G é
redefinida como
Cor = CPctAY — A e,
Em seguida o algoritmo de Lawler € aplicado com uma varia¢édo. Se um ciclo negativo
C é encontrado em A™ o proximo valor de A avaliado néo sera o ponto médio do intervalo

de busca, mas a razao

onde ~(C) € o bénus do ciclo e ¢(C) € o custo do ciclo em A
A justificativa para esta variacdo estd no fato de que para A = %-{g}l o ciclo C tem

custo zero. No intervalo [A*, %%} o ciclo C tem custo negativo e a razdo do ciclo de razao
minima procurado nio pode estar neste intervalo. Se nenhum ciclo de custo negativo é
encontrado a iteracao prossegue como descrito no algoritmo de Lasvler avaliando os pontos
médios do mtervalo de busca.

A primeiraitera¢ao do algoritmo de Lawler quando A = 0 estabelece se o fluxo corrente
permanecera étimo indefinidamente ou nado. Se existe um ciclo de custo negativo no grafo
para A = 0 nenhum dos ciclos no grafo residual tem custo que decresce com o parametro.
Neste caso todos os fluxos otimos foram computados. Caso contrario, mais iteracdes sao
realizadas até a determinacao do ciclo de razdo minima. Por iiltimo a implementacio do

algoritmo de Lawler retorna a razéo do ciclo de raz8o minima encontrado.

6.4 Classes do problema avaliadas

Os trés geradores do DIMACS foram utilizados para a construcdo de 8 familias de instan-
cias do PFCM. Cada familia por sua vez originou duas versoes de problemas paramétricos.
Na primeira versao a parametrizacio dos custos é definida sem restri¢des. O valor maximo
permitido para o coeficientes dos parametros foi 50. Na segunda versao foi realizada uma
parametrizacao 0-1. Ambas as implementacées realizadas foram avaliadas em todas as

versoes de todas as familias.
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Familias torus O Grid-on-torus foi utilizado para criar duas familias de instancias
denominadas torus-/n® e torus-6n. A diferenca nestas duas familias de instancias esta
na densidade do grafo gerado. Na familia torus-/n® gerou-se as instancias o mais denso
possivel permitido pelo gerador com m = ¢/n®. Na familia torus-6n as instancias sao
as mals esparsas possiveis. A quantidade de arestas é estabelecido com base no mimero
de vértices como m = 6n. Os demais pariametros de entradas sjo comuns a ambas as
classes. A capacidade méaxima para as arestas ¢ definida como U = 400. O custo méximo
permitido para uma aresta é ' = 100. Nestas familias foram geradas instancias de
tamanho 20, 40, 60 e 80 vértices.

Familias Grid O Grid-graph fol utilizado para a construcdo de trés familias de instan-
cias denominadas grid-nxn, grid-kxn e grid-nxw. A diferenca nestas trés familias esta
na estrutura da grade retangular gerada. Na familia grid-nxn todas as instancias tem
a altura igual a largura da grade. Na familia grid-hxn todas as instancias tem a altura
fixada em & = 5. Na familia grid-nxw em todas as instancias a largura é fixada em w = 5.
Os demais pardmetros (custos e capacidades) das arestas sio fixados em C' = U = 100.
Nestas familias foram geradas instancias com n sendo 7, 8, 9 ¢ 10.

Familias Netgen O Netgen foi utilizado para a construcdo de trés familias de instancias
denominadas netgen-one, netgen-quarter e netgen-medium. As trés familias se caracte-
rizam por serem estruturalmente distintas. Na familia netgen-one as instancias geradas
tém a estrutura tipica do PFCM com uma super-fonte e um super-sorvedouro. Todos os
demais vértices sio vértices de entreposto. Na familia netgen-quarter e netgen-medium
as instancias se caracterizam por terem diversas fontes e diversos sorvedouros. Na familia
netgen-quarter metade dos vértices sao de entreposto. Dos vértices restantes metade sao
fonte e metade sorvedouros. Na familia netgen-medium néo existem vértices de entre-
posto. Os vértices sdo divididos jgualmente entre fontes e sorvedouros. Nestas familias
foram geradas instincias com k igual a 2, 4, 6 ¢ 8.

Qs demais parametros para as trés classes sao fixos ou definidos em funcao do nimero
de vértices.

vértices n = 10k
densidade m =3 2545
custo minimo c=10
custo maximo ¢ =100
eXCEess0 b=2027
fontes de entreposto Nes = 0
sorvedouros de entreposto ng =10
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arestas no esqueleto® com custo méximo %, = 100

arestas capacitadas %.. = 100
capacidade minima u=1
capacidade maxima 7 = 400

6.5 Informacgoes sobre a aplicagao dos testes

Os cédigos da abordagem de Srinivasan € Thompson e da abordagem com ciclos de razao
minima foram escritos em linguagem C e compilados utilizando o compilador GNU-gcc
com as seguintes opcdes de otimizacio -04 -z. Todos os estudos experimentais foram
realizados numa maquina DIGITAL 600Au contendo 1 Gigabyte de meméria. Os tempos
de execucdo anotados sao os tempos efetivos da aplicacdo do algoritmo nio incluindo o
tempo gasto em operagdes de entrada e saida. A precisao dos tempos é da ordem de 61—0
segundos.

A madaqguina utilizada para a realizacdo dos testes experimentais nao esteve dedicada
exclusivamente para a execucao das 2 abordagens avaliadas. Devido aos tempos de ex-
ecucao baixos e a carga de trabalho na maquina os tempos medidos para a resolugao
de instancias de mesmo tamanho sofreram variacdes. A metodologia escolhida para a
avaliacdo dos cddigos consistiu em avaliar 5 instancias para cada tamanho. O tempo
anotado nas tabelas é o tempo medio de resolugao das 5 instancias.

Na implementacdo com ciclos de razao minima. os custos das arestas sao convertidos
para numeros inteiros para se aplicar o algoritino de escalonamento de custos para o PD
como rotina para a deteccao de ciclos negativos. A conversdo é feita multiplicando-se os
custos por valores suficientemente grandes®. Na maquina utilizada neste estudo a precisao
para os niimeros de ponto-flutuante € limitada a 33 bits. Devido as restri¢bes de precisao
o tamanho das instancias avaliadas foi reduzido. Os custos das arestas e os coeficientes
do parametro também foram limitados para permitir a avaliacdo do algoritmo baseado
em ciclos de razdo minima.

Apesar da limitacdo dos testes a instancias de pequeno tamanho e custos limitados
algumas instancias em determinadas classes excederam a precisao disponivel, ndo sendo o
algoritmo capaz de finalizar a sua execugao. A precisao méxima somente fol alcangada na
execucao das instancias com parametrizacdo genérica sem restri¢des quanto ao coeficiente
¢* das arestas. Nestas instancias os custos das arestas e das solugoes alcancaram maiores

valores.

10 Netgen gera primeiro um esqueleto um subgrafo basico em que ele garante a factibilidade do
problema e cutras caracteristicas. Este subgrafo € entdo incrementado com as dernais caracteristicas
para se encontrar um grafo com todas as caracteristicas desejadas.

O valor utilizado é o mmc(AT, A%)
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Os resultados dos testes realizados sdo expostos em tabelas. As tabelas exibem in-
formagdes sobre as instancias avaliadas, sobre a abordagem de Srinivasan e Thompson
(ST) e sobre a abordagem com ciclos de razdo minima (CRM). Na por¢io da tabela
referente as informacgdes das instincias tem se a informacio sobre:

vértices nimero de vértices

solugoes niumero minimo e maximo de fluxos otimos distintos obtidos na resolugao das
5 instancias deste tamanho.

Na porcdo da tabela referente a abordagem ST tém se informacdes sobre:

degeneragic a maior porcentagem de pivotamentos degenerados (pivotamentos que nao
implicam na obtengdo de novos fluxos) verificados na resolucdo das instiancias deste
tamanho

desvio padrao desvio padrao das porcentagens de pivotamentos degenerados verificados
nas instancias de mesmo tamanho. Este campo indica se a degeneracao se manteve
numa porcentagem uniforme ou houve uma consideravel diferenca na degeneragao
entre instancias de mesmo tamanho.

SI tempo de execugdo do Sl para a obtencao do primeiro fluxo 6timo

tempo(s) tempo de execugio total para a abordagem de Srinivasan e Thompson

Na parte final da tabela estdo as informacoes referentes a abordagem com ciclos de
razao minima:

CS2 tempo de execucao do CS2 para a obtengdo do primeiro fluxo étimo

tempo(s) tempo de execucdo total para a abordagem com ciclos de razdo minima

6.6 Resultados experimentais

Os melhores resultados para a abordagem com ciclos de razdo minima foram obtidos nas
classes de instancias geradas a partir do Nefgen. Nestas classes os tempos de execucao
para a abordagem com ciclos de razdo minima ficaram mais proximos dos tempos obtidos
com a abordagem de Srinivasan e Thompson.

O desempenho mais fraco da abordagem baseada no algoritmo simplex de rede se deve
a degeneragio apresentada na resolucgao das instancias. Esta familia de instancias se carac-
terizou por apresentar uma grande degeneragdo independente do tipo de parametrizagao
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aplicada. Nas trés classes avaliadas o grau de degeneracio se manteve superior & dege-
neragio observada nas demais familias. Na classe netgen-one se obteve os maiores indices
de degeneracio dentre todas as classes de instancias avaliadas neste estudo. A dege-
neragao se manteve sempre acima dos 80% chegando em algumas instincias a apresentar
97%. Nas classes netgen-quarter e netgen-medium o grau de degeneracio médio foi mais
proximo do observado em outras classes mantendo-se em torno dos 50%.

A degenerac¢éo na classe netgen-one esta relacionada principalmente a estrutura das
instancias geradas pelo Netgen e nao pela presenca de uma super-fonte e um super-
sorvedouro. Nas familias geradas pelo Grid-on-torus e pelo Grid-graph todas as instancias
possuem uma super-fonte e um super-sorvedouro sendo que mesmo assim a degeneracao
fol menor,

Na maloria das classes avaliadas a variagao observada na degeneragio entre instancias
de mesmo tamanho foi pequena ficando o desvio padrio inferior a 10. Na classe com
malor variacao observada o desvio padrao nao foi superior a 17.

As classes da familia Netgen foram as que apresentaram os resultados mais uniformes
para instancias de mesmo tamanho. O nimero de fluxos étimos computados € a de-
generacao verificados na resolugdo destas instancias variaram pouco independente da
parametrizacio aplicada.

Nas classes netgen-quarter e netgen-medium os tempos de execugao foram préximos
para uma mesma abordagem. Nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 sdo apresentados os tempos
de execugdo obtidos para as instancias com parametrizagdo genérica nas trés classes de
instancias.

Dentre todas as classes avaliadas o melhor desempenho da abordagem com ciclos
de razio minima ocorreu na classe netgen-one. Nesta classe os tempos de execugao da
abordagem com ciclos de razio minima foram 4 vezes maiores que os tempos obtidos com
a abordagem de Srinivasan ¢ Thompson. Nas classes netgen-quarter e netgen-medium
os tempos com a abordagem com ciclos de razio minima foram em torno de 50 vezes
maiores(veja figuras 6.1 e 6.2). Para as classes dos demais geradores a diferenca entre os
tempos de execugdo com a abordagem com ciclos de razao minima esteve sempre superior
a 20 vezes os tempos da abordagem de Srinivasan e Thompson.

O ndmero de fluxos 6timos computados nas instancias da classe netgen-one fol consi-
deravelmente menor do que a quantidade de fluxos 6timos para as classes netgen-quarter
e netgen-medium. Esta variagio menor ocorreu independente da parametrizagao apli-
cada. Este aspecto reflete diretamente nos tempos de execucdo das instancias da classe
netgen-one que sdo visivelmente os menores para esta familia. Na classe netgen-one uma
instancia com parametrizacao genérica de tamanho 80 excedeu a precisao maxima nao
sendo resolvida pela abordagem com ciclos de razao minima.

Em todas as familias avaliadas os tempos de execucdo foram menores nas instancias
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Classe netgen-ore

instancia abordagem 5T abordagem CRM
vértices | solugées | degeneracao | d.padrao | S| | tempo(s)| CS2 | tempo(s)
20 3/7 87.8% 3.87 0 0 0 0.02
40 4/7 94.2% 1.33 0 0.02 0 0.04 |
60 5/12 94% 2.09 0 0.05 0 0.22
80 9/43 93.6% 3 0 0.24 0.01 0.69

Tabela 6.1: Resultados obtidos para a classe netgen-one

Classe netgen-quarter

instancia abordagern ST abordagem CRM

vértices | solugoes | degeneracio | d.padrao | S| | tempo(s) | CS2 | tempo(s)
20 18/34 50.8% 9.98 0 0 0 0.16
40 52/62 50.4% 3.38 0 0.03 0 1.23
60 91/101 52.4% 6.28 0 0.09 0 a.14
80 143/188 57.2% 2,48 0 0.40 0.01 17.14

Tabela 6.2: Resultados obtidos para a classe netgen-quarter

Classe netgen-medium

instancia abordagem ST abordagem CRM

vértices | solugoes | degeneracio | d.padrao | St | tempo(s})| C52 | tempo(s)
20 20/28 46.2% 1.16 0 0 0 0.13
40 45/65 53.2% 5.15 0 0.03 0 1.08
60 88/117 50.6% 3 0 0.09 0 4.85
80 182/204 48.2% 1.72 0 0.40 0.01 20.69

Tabela 6.3: Resultados obtidos para a classe netgen-medium
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Classe netgen-one

instancia abordagem ST abordagem CRM

vértices | solugbes | degeneragdo | d.padrio | S| | tempo(s) | €S2 | tempo(s)
20 1/3 86.2% 3.31 0 0 0 0.01
40 1/3 91.6% 3.26 0 0 0 0.01
60 1/7 91.8% 4.44 0 0.01 0 0.06
80 3/13 90.6% 3.20 0 0.02 0.01 0.30

Tabela 6.4: Resultados obtidos para a classe netgen-one com parametrizagao 0-1

Classe netgen-quarter

instancia abordagem ST abordagem CRM

vértices | solugies | degeneracdo | d.padrdo | Sl | tempo(s) ! CS2 | tempo(s)
20 6/13 51.6% 9.35 0 0 0 0.04
40 9/23 55.4% 8.35 0 0.01 0 0.24
60 20/42 52.2% 6.88 0 0.03 0 1.20
80 31/40 66.4% 7.05 0 0.10 0.01 2.81

Tabela 6.5: Resultados obtidos para a classe netgen-quarter com parametrizagao 0-1

Classe netgen-medium

insténcia abordagem ST abordagem CRM
vértices | solugoes | degeneracdo | d.padrio | Sl | tempo(s) | CS2 | tempo(s)
20 10/19 42.2% 10.44 0 0 0 0.05
40 15/21 53% 8.74 0 0.02 0 0.26
60 31/34 57% 5.37 0 0.03 0 1.23
80 44 /59 59% 6.29 0 0.13 0.01 4.37

Tabela 6.6: Resultados obtidos para a classe netgen-medium com parametrizagio (-1
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com parametrizacio 0-1. A redugio ocorreu principalmente devido ao nimero inferior de
fluxos 6timos encontrados nas instancias com parametrizacao 0-1. Na majoria das classes
avaliadas a degeneracao das instancias com parametriza¢ao 0-1 seguiu 0 comportamento
verificado nas instidncias da mesma classe com parametrizagéo genérica.

Na classe netgen-one o desempenho da abordagem com ciclos de razao minima para as
instancias com parametrizacao 0-1 fol pior em relag¢do as instancias com parametrizagao
genérica. Os tempos de execugao se mantiveram na ordem de 10 malores que os tem-
pos obtidos pela abordagem de Srinivasan e Thompson. Nas classes netgen-quarter e
netgen-medium o desempenho permaneceu muito préxime ao desempenho nas classes
com parametrizacio genérica. O desempenho da abordagem com ciclos de razdo minima
melhorou um pouco ficando com os tempos de execucdo maiores por uma ordem de 30
em relagdo a abordagem de Srinivasan e Thompson (veja tabelas 6.4, 6.5 e 6.6).

Neste estudo experimental pode-se comprovar a influéncia da densidade do grafo na
complexidade de resolugdo do PFCM paramétrico. Dentre todas as classes avaliadas as
que se apresentaram serem as mais dificeis foram a classe torus </n° da familia torus e as
classes da familia netgen. As instancias destas classes foram as que obtiveram os maiores
tempos de execugdo devide ao maior nimero de fluxos é6timos computados. As instancias
com 05 menores tempos de execugdo pertenceram a familia Grid-graph. Justamente a
familia onde todas as classes estio num formato de grade, um formato que implica em
grafos mais esparsos. [sta esparsividade também implicou numa degeneracio menor do
que o observado nas demais classes. O pior resultado para a abordagem com ciclos de
razao minima foi para a familia Grid-graph. Nesta familia a diferenca entre os tempos de
execucao entre as duas abordagens chegou a ser maior que 200 vezes.

De um modo geral se observou em todas instancias que o namero de fluxos étimos
computados permaneceu em funcdo linear do tamanho das instancias. A diferenca na
quantidade de fluxos 6timos para instancias de mesmo tamanho em todas as classes avali-
adas variou entre 20% e 50%. O maior nimero de fluxos 4timos computados foi 442
para uma instancia da classe torus-/n° com 80 vértices e parametrizacio genérica. Nas
instancias com parametrizagdo (-1 com exce¢do da familia Grid-graph todas as demais
classes apresentaram um numero de fluxos computados no minimo a metade do observado
na respectiva classe com parametrizagao genérica. Para as instanclas com parametrizagao
0-1 o malor numero de fluxos étimos computados foi 118 também com uma instancia da
classe torus-¥n> com 80 vértices.

A degeneracdo nas instincias de todas as classes mostrou ser independente do tipo
de parametrizacdo aplicada e dependente da topologia. A degeneracao apesar de ser
uma realidade na maioria das instancias avaliadas ndo torna a abordagem de Srinivasan
e Thompson uma solugdo invidvel na pratica. Em relacao a abordagem com ciclos de
razio minima o seu comportamento mostrou estar relacionado somente ao numero de
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Classe de instancias netgen-one gerada pelo NETGEN
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Figura 6.1: Desempenho das abordagens na classe netgen-one

fluxos étimos computados para uma instancia. Percebeu-se que a computagao de ciclos
de razao minima € bastante onerosa. Na implementacio realizada o tempo na pratica para
a computacdo de um ciclo de razdo minima fol sempre superior ao tempo da computagio
da primeira solugdo do problema que consistia na resolugdo de uma instancia do PFCM.
[Um fator nao esperado se considerarmos que a complexidade computacional do problema
do ciclo de razdo minima € inferior a complexidade do problema do fluxo de custo minimo.
Este fato torna a abordagem com ciclos de razdo minima mais ineficaz na prética do que
o método de Eisner e Severance.

Desconsiderando o aspecto do cédigo utilizado para a abordagem de Srinivasan e
Thompson ser excelente e que a implementacio realizada para a abordagem com ciclos de
razao minima pode ser melhorada, a computagao de pivotamentos € muito mais eficiente
do que a computacao de ciclos de razao minima. Ouiro aspecto desfavoravel em relagio
4 abordagem com ciclos de razdo minima pode ser declarado. A conversao dos custos
das arestas para numeros Inteiros torna as iteragdes do algoritmo progressivamente mais
lentas & medida que os custos vio se tornando maiores. Quanto mator for o nimero de
fluxos otimos computados pior tende a ser o desempenho da abordagem com ciclos de

razac minima.
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Capitulo 7

Conclusao

Nesta dissertacio se discutiram os aspectos a serem abordados para a resolucéo eficiente do
problema da designagao paramétrico. Estes aspectos incluem estabelecer a faixa de valores
do parametro para o qual um emparelhamento permenece 6timo e estabelecer a partir de
entiao os novos emparelhamentos 6timos. Infelizmente, ndo se conseguiu propor solucdes
efictentes para tratar todos os aspectos discutidos. A principal dificuldade encontrada
foi computar as informagoes para a resolucao do problema com uma complexidade baixa
como O{nm).

Uma nova abordagem ao problema da desighacdo paramétrico foi proposta. Apesar
de ndo implicar em resultados relevantes acreditamos que esta abordagem contribui em
aumentar as diversas facetas que podem ser atacadas na realizacio de estudos futuros
para o problema.

Uma importante relagio entre o problema da designagdo paramétrico e o problema
do ciclo de razdo minima foi demonstrada. Este relacionamento tem diversas implicacdes
diretas. Primeiramente temos mais um relacionamento entre o problema do ciclo de
razae minima e problemas combinatérios paraméiricos (o primeiro relacionamento foi
demonstrado por Karp e Orlin [KO81]). Desenvolvimentos algoritmicos na complexidade
para 0 PCRM poderdo eventualmente implicar em novos resultados para PFCM ou PD
paramétrico. Espera-se que mais esta aplicacdo do problema do ciclo de razao minima
seja um incentivo no surgimento de novos estudos sobre o problema.

A nova abordagem proposta para o problema do fluxo de custo minimo paramétrico
estendendo a abordagem para o problema da designagido paramétrico demonstra que cada
solucao do problema pode ser computada em tempo inferior ao tempo de uma instancia
do problema padrao supondo que a hipdtese de similaridade € satisfeita.

As implementacées realizadas com o intuito de avaliar a sensibilidade das abordagens
em relagdo as classes de instancias paramétricas e as estruturas da rede concluiram que
na préatica a abordagem com ciclos de razdo minima é fraca. Os resultados obtidos em
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instancias de pequena magnitude nos levam a crer que resultados mais favoraveis nao
serdo obtidos em instancias maiores.

O fraco desempenho da abordagem com ciclos de razdo minima pode ser explicado de
varias maneiras. A primeira delas é a robustez da abordagem de Srinivasan € Thompson.
A eficiéncia na implementacio dos pivotamentos e a degeneracio observada nas classes
avaliadas sugerem que instancias de magnitude razoavel poderao ser resolvidas eficiente-
mente. Apesar do desempenho da abordagem de Srinivasan e Thompson variar com a
estrutura das instancias esta manteve-se robusta em todos os testes realizados.

Um segundo aspecto é a implementagdo realizada. Apesar de utilizar cédigos alta-
mente eficientes a implementacio da abordagem com ciclos de razao minima tem que
realizar processamentos dispendiosos como a inicializacdo das estruturas de dados de
cada cddigo. A adequagao dos cédigos nao é um argumento preponderante no fraco de-
sempenho da abordagem com ciclos de razao minima mas com certeza implementagoes
mais eficientes podem ser obtidas com implementagoes especificas da abordagem.

Um terceiro aspecto é a detecgao de ciclos negativos. A heuristica utilizada foi capaz
de reduzir o nimero total de iteragoes no procedimento de busca bindria no algoritmo
de Lawler. Entretanto, a deteccdo de ciclos negativos € ainda um processamento oneroso
na abordagem com ciclos de razao minima. A obtenc¢do de uma implementagio efictente
desta abordagem dependerd da computacdo eficiente de ciclos negativos, seja através de
novas heuristicas na redu¢io de iteragdes no algoritmo de Lawler ou na computagao de
ciclos negativos.

Por ultimo, espera-se que se obtenham algoritmos mais eficientes para a computagao
de ciclos de razdo minima tanto no ponto de vista teérico quanto do ponto de vista pratico.
A diferenca entre os tempos dos algoritmos de tempo polinomial forte para o problema
do ciclo de razao minima e o seu caso especifico o problema do ciclo de média minima €
da ordem de O(nlogn).



Apéndice A

(Geradores

A.1 Grid-on-torus

O Grid-on-torus desenvolvido por A. V. Goldberg [GK93] produz instancias do PFCM
capacitadas. Este gerador foi desenvolvido com a finalidade de produzir instancias de
dificil resolucdo do PFCM. As instancias obtidas, aparentemente, estabelecem dificuldades
para os algoritmos combinatdrios do problema.

A estrutura basica para a instancia € uma grade retangular definida em funcao do
nimero de vértices. A altura da grade é estabelecida aproximadamente como k =~ ¥/n’ e
a largura como w = </n de maneira que tenhamos a seguinte relagio hw < n.

Q vértice fonte € conectado aos vértices da primeira coluna da grade retangular e o
sorvedouro conectado aos vértices da ultima coluna. Os custos e as capacidades das arestas
sao escolhidos randomicamente de distribui¢bes uniformes que dependem dos parametros
de entrada.

(Os parametros de entrada foram reduzidos e restri¢des foram adicionadas para facilitar
a utilizacdo do gerador. Os parametros de entrada para o Grid-on-torus sdo os seguintes:

n>15 nimero de vértices
6n <m < I/n® nimero de arestas
U>8 capacidade maxima de uma aresta
C>8 custo maximo de uma aresta
3 semente para o gerador de numeros randomicos

Cada vértice é conectado a todos os demais na mesma linha (arestas horizontais)
idades geralmente altas escolhidas no intervalo {1, U].

O excesso de fluxo na fonte é aproximadamente igual a capacidade do corte da ultima
coluna. A factibilidade da instancia é assegurada pela existéncia de um caminho hamilto-

niano' da fonte para o sorvedouro com arestas de capacidades e custos altos. As instancias

1Caminho contendo todos os vértices do grafo

33
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geradas pelo Grid-on-torus se caracterizam pelo fato de que para qualquer caminho, exis-
temn usualmente muitos caminhos cujos custos e capacidades sdo préximos, similarmente
para 0s cortes entre a fonte e o sorvedouro.

A.2 Grid-graph

O Grid-graph produz instdncias do PFCM no formato de grade com uma fonte e um
sorvedouro. O Grid-graph escrito em FORTRAN por Resende e Veiga [RV93] é baseado no
gerador proposto por Karmakar e Ramakrishnan [KR91]. Algumas subrotinas utilizadas
na sua implementacéo estao descritas nos trabalhos de Goldfarb e Grigoriadis [GG88]* e
Schrage [Sch79]>.

O Grid-graph gera uma instancia com hw + 2 vértices. O formato da instancia é uma
grade retangular com dimensées hxw mais uma fonte e um sorvedouro.

Os parametros de entrada do Grid-graph sao:

h altura da grade

w largura da grade

C custo maximo de uma aresta

U capacidade maxima de uma aresta

s semente para o gerador de nimeros randomicos

O vértice fonte é conectado aos vértices da primeira coluna por arestas orientadas
nao capacitadas de custo nulo. Similarmente, tem-se arestas da iiltima coluna para o
sorvedouro. O excesso de fluxo na fonte e a demanda no sorvedouro sdo definidas como
sendo igual ao fluxo maximo no grafo entre estes vértices.

Na grade retangular todos os vértices sio de entreposto. Cada vértice é conectado
aos vértices vizinhos na grade por arestas orientadas da direita para a esquerda e de cima
para baixo. Os custos das arestas sio escolhidas uniformemente no intervalo [0, (] e as
capacidades no intervalo [0, U].

A.3 Netgen

O cléssico gerador descrito por Klingman, Napier e Stutz [KNS574] denominado Netgen
é um dos geradores mais utilizados para a construc¢io de instancias para os problemas de
Fluxo em Redes. A versdo em C do Neigen utilizada neste estudo foi implementada por

N. Schlenker.

?Rotina para o gerador de niimeros randémicos
3Rotina para computar o fluxo méximo no grafo
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O Netgen produz instancias capacitadas e nao capacitadas do PFCM, do PT, dentre
outros. Este gerador possibilita gerar classes de instincias estruturalmente distintas com
diversas caracteristicas especificas.

O processo de geracdo de instancias do Netgen inicia-se primeiramente com a obtengao
de um grafo de acordo com a estrutura definida pelos pardmetros de entrada. Este grafo
contém o numero estabelecido para cada tipo de vértice e o excesso total de fluxo. O
grafo obtido & gerado de maneira a ser o mais esparso possivel e a garantir que a instancia
resultante seja conectada e factivel.

Os parametros de entrada para o Netgen relativas ao tamanho da instancia sao:

n numero de vértices

n, nimero de vértices fontes puros

Ty nitmero de vértices sorvedouros puros
Tigs numero de fonies de entreposto

i numero de sorvedouros de entreposto
m numero de arestas

O grafo inicial servird como um esqueleto para a instancia a ser gerada, restando
definir posteriormente as caracteristicas da instancia de acordo com os demais valores es-
tabelecidos para os parametros de entrada. Todos as arestas no esqueleto sao capacitadas
de maneira que o montante de fluxo especificado pode ser enviado usando somente estas
arestas. Esta caracteristica permite a existéncia de solucdes factiveis para o problema com
uma pequena porcentagem de arestas saturadas. Por dltimo, a instancia é circularizada
adicionando-se uma super-fonte e um super-sorvedouro.

Qs parametros de entrada contendo as informagdes relativas a estrutura do problema
840:
excesso total
custo minimo de uma aresta
custo méximeo de uma aresta
capacidade minima de uma arestas
capacidade maxima de uma arestas

83:1];3 o e o

. porcentagem das arestas do esqueleto com custo maximo
R porcentagem das arestas capacitadas
s semente para o gerador de nimeros randémicos

A.4 GRCP

0O Grcp parametriza instancias de problemas de Fluxo em Redes no formato padrio do
DIMACS. O gerador tem como entrada um arquivo no formato padrao do DIMACS e
alguns parametros referentes as caracteristicas da parametrizacio a ser realizada. Como
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salda o Grep cria um novo arquivo com um campo a mais referente a variacdo do custo
em relagao ao parametro.

O gerador busca desenvolver instancias do PFCM paramétrico de dificil resolugdo. A
influéncia do pardmetro sobre o custo das arestas é definida de maneira a evitar que o
numero de fluxos étimos distintos obtidos na resolucao do problema seja reduzido.

Os argumentos de entrada do Grep relacionados a parametrizagdo dos custos tratam-se
dos seguintes:

be parametro para a funcdo de parametrizacio das arestas de baixo custo
ac parametro para a fun¢do de parametrizagio das arestas de alto custo
C maior valor permitido para a parametrizacio dos custos

s semente para o gerador de nimeros randomicos

A metodologia aplicada até o momento para criar dificuldade nas instancias é permitir
uma influéncia maior do pardmetro nas arestas de baixo custo e vice-versa. Evitamos
assim que uma parcela das arestas do problema seja irrelevante na resolucao do problema.
Isto ocorreria se uma aresta mantivesse 0 seu custo muito baixo ou muito alto para todo
o intervalo do pardmetro. Quanto maior for o nimero de arestas candidatas a estarem
num fluxo 6timo malor sera a possibilidade de encontrarmos mais fluxos distintos para o
intervalo em questao.

Este gerador classifica as arestas como de baixo custo e alto custo com base na faixa
de valores atribufdos como custos das arestas [C,C]. As arestas com custos inferiores a

% tem os coeficientes do parametro definidos pela funcao

R(s) C

onde R{s)} € um gerador de numeros randémicos. Para as arestas com custo superior ou

. = . - . -
igual a Q;'— temos que os coeficientes sdo definidos pela funcaoe

“R(s) C

Para os testes realizados utilizou-se B(s)? para as arestas de baixo custo e {/R(s) para
as arestas de alto custo.
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