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Prefacio

Desenvolver teorias para o grande volume de dados biologicos disponivel na area de
Biologia Molecular constitui-se num dos problemas mais desafiadores existentes atu-
almente. Laboratorios com tecnologia cada vez mais sofisticada fornecem detalhes
precisos das estruturas moleculares estudadas. Assim. a area de Biologia Computa-
cional tem por objetivo o estudo e aplica¢ao de técnicas e ferramentas computacionais
aos problemas de Biologia Molecular. Dentre os problemas pesquisados encontra-se
o de evolucio molecular, onde sao estudados métodos de comparar genomas de orga-
nismos de espécies distintas, baseados em provaveis eventos que levaram a mutacées.
[istes métodos geram medidas de distancia. Uma técnica de computar distancia é
comparar blocos, formados por um ou mais genes, de genomas de dois organismos.
Esta tese situa-se na area de Rearranjo de Genomas. que visa resolver um pro-
blema combinatorial de encontrar uma série minima de eventos de rearranjo que
transforma um genoma em outro. De forma genérica, estudos de evolucao baseados
em rearranjos de genomas levam ac problema da distancia de rearranjo, que é
computar o nimero minimo ¢ encontrar a menor seqiiéncia de eventos de rearranjo

necessarios para transformar um genoma em outro.

Especificamente, nesta tese estudamos dois eventos de rearranjo. reversdo e trans-
posicao, os problemas de distancia relacionados a eles e os diametros (maior distancia
entre dols cromossomos quaisquer) para os problemas de distancia investigados. Ini-
cialmente. apresentamos de forma cuidadosa uma equivaléncia entre os problemas
de distancia de reversao de cromossomos com sinais lineares e circulares, que im-
plica imediatamente num algoritmo polinomial para o problema da distancia de re-
versao de cromossomos circulares com sinais, baseado num algoritmo polinomial para
o problema equivalente de cromossomos lineares. Mostramos também o diametro de
reversao (a maior distancia de reversdo entre quaisquer dois cromossomos) de cro-
mossomos lineares e circulares. A prova do didmetro linear foi baseada no calculo de
distancias de reversao entre determinadas permutacdes e a permutacao identidade.

Em seguida apresentamos um algoritmo de aproximagao e um algoritmo exato para

Vil



o problema da distancia de transposicao de cromossomos lineares sem sinais, basea-
dos numa estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra. Embora este algo-
ritmo tenha uma razao tedrica elevada (2.25), quando comparado ao melhor algoritmo
conhecido (1.5), mostrou uma razao bem melhor nos experimentos realizados, sug-
erindo que ele possa ser util na pratica. Mostramos também um limite inferior para o
diametro de transposi¢ao (a maior distancia de transposicao entre quaisquer dois cro-
mossomos) de cromossomos lineares. Esta prova foi baseada no calculo da distancia

de transposi¢ao entre uma permutagao e sua inversa.

Finalmente, apresentamos algoritmos de aproximacao para o problema da distancia
de reversao e transposi¢ao de cromossomos lineares, sem e com sinais, que embora
simples, levaram a nm resultado bastante mais complexo, que foi o de estabelecer
um limite inferior para o diametro de reversao e transposicao. Esta prova utilizou o
calculo da distancia de reversdo e transposi¢ao entre uma particular permutacao e a
permutacao identidade, cuja prova, por sua vez, foi baseada na analise de todas as
possibilidades de aplicar reversoes e transposicoes (operagoes) na permutacao inicial,
nos dois primeiros passos, em qualquer sequéncia de operagdes que transforma a

permutacao nicial na permutacao identidade.
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Capitulo 1

Introducao

Pesquisas em Biologia Molecular estao basicamente voltadas para o entendimento
da estrutura e fungao de proteinas e acidos nucleicos. Existem dois tipos de acidos
nucleicos em organismos vivos, 0 RNA - acido ribonucleico e o DNA - acido desoxir-

ribonucleico.

O DNA ¢ uma molécula muito grande (macromolecula) formada por uma cadeia
dupla de moléculas menores. C'ada uma destas cadeias (chamadas de fitas) consiste
de nma espinha dorsal com repeticoes das mesmas unidades basicas. Uma unidade
basica ¢ composta por agucar (desoxirribose), fosfato e por uma das ¢uatro bases:
adenina (A). guanina (G). citosina (C') e timina (T). As duas htas do DNA. que
formam uma estrutura helicoidal, encontram-se ligadas por causa do pareamento da
hase A com a base T, e da C com a G (Figura 1.1). Os pares de bases (pb) fornecem
uma unidade de comprimento para o DNA.

A estrutura quimica das ligagoes das bases impde para cada uma das fitas uma ori-
entagao. que é indicada denominando-se as extremidades de cada fita por 5" e 3. As
duas fitas sao orientadas de forma contraria. de modo que a extremidade 5' de uma
corresponde a extremidade 3’ da outra (Figura 1.2).

Denota-se o DNA por uma seqiiéncia de letras, onde cada letra representa uma base.
A cadeia dupla é representada colocando uma fita acima da outra (Figura 1.2).

(‘ada célula do organismo tem poucas cadeias de moléculas de DNA bastante longas.
Estas moléculas podem ser lineares (quando as extremidades das fitas sao livres) ou
circulares (quando as duas extremidades encontram-se ligadas). Existem certos virus
constituidos apenas por DNA circular [27] (Figura 1.3).

A importancia das moléculas de DNA é que nelas sao codificadas todas as in-
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Figura 1.1: O esquema das ligacdes das bases e a estrutura espacial do DNA. (a) O
pareamento das bases liga as duas fitas do DNA. (b) As duas fitas formam uma dupla

hélice.

5 . TACTGAA — B

F % W ATGACTT PR 5*

Figura 1.2: O DNA pode ser representado por uma seqiiéncia de letras, onde cada
letra representa uma base. A orientacéo de cada fita é indicada por 5 e 3’, e as duas
fitas sdao orientadas de forma contraria. Observe ainda o pareamento das bases.

() SH

Figura 1.3: Exemplos das estruturas do DNA. (a) DNA representado como molécula
linear. (b) DNA formando circulo.
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Figura 1.4: Esta figura mostra uma visao esquematica dos genes dentro dos cromos-
somos e dos cromossomos dentro do genoma.

formagoes necessarias para construir cada proteina ou RNA encontrado no organismo.
garantindo assim a sobrevivéncia do individuo e a perpetuacao da espécie.

("ada uma das moléculas de DNA € chamada de um cromossomo. Um fato impor-
tante sobre um cromossomo € que a cada tipo diferente de proteina num organismo
usualmente corresponde um e apenas um trecho contiguo ao longo do cromossomo.
chamado de gene. Comprimentos de genes variam. mas no caso de seres humanos,
um gene tem aproximadamente 10.000 pb. Certos mecanismos celulares sao capazes
de reconhecer no DNA os pontos precisos onde um gene comega e onde termina.

Denomina-se de genoma a um conjunto completo de cromossomos dentro de uma
célula. A Figura 1.4 mostra o esquema dos genes dentro dos cromossomos e dos
cromossomos dentro do genoma. O numero de cromossomos num genoma é carac-
teristico da espécie. Por exemplo. cada célula humana tem 46 cromossomos. sendo
que o tamanho do genoma ¢ de aproximadamente 3 x 10” pb. enquanto a da bactéria
Escherichia coli tem apenas um cromossomo. sendo o tamanho do genoma 5 x 10°

ph.

A Ciéncia Moderna mostrou que todas as espécies de organismos vivos na Terra
passaram por um lento processo de transformacao atraves do tempo, ou seja, so-
freram evolugdo. Portanto. uma drea bastante interessante em Biologia é modelar
processos evolucionarios das espécies existentes atualmente. [sto é feito normalmente
construindo-se arvores, chamadas de arvores filogenéticas, cujas folhas representam
espécies atuais e cujos nds internos representam ancestrais hipotéticos. Uma carac-
teristica importante destas arvores ¢ a distancia entre pares de nos, que fornece uma
estimativa da distancia evolucionaria entre estes nos. Usar seqiliéncias homologas
de genes para inferir distancia evolucionaria continua a ter grande interesse para
os pesquisadores de Biologia Molecular, uma vez que proteinas e acidos nucleicos
tambeém evoluem. Assim, novas técnicas de medir distancias continuam a ser investi-
gadas nesta area, visando a reconstrucao das arvores filogenéticas.



Por outro lado, desenvolver teorias para o grande volume de dados disponivel hoje
na area de Biologia Molecular é um dos problemas mais desafiadores existentes atu-
almente. Laboratdrios com tecnologia cada vez mais sofisticada fornecem detalhes
precisos das estruturas moleculares estudadas. Esses dados necessitam de técnicas
eficientes de manipulacao, para que possam ser utilizados de forma mais efetiva pelos

biologos.

Neste contexto, surge uma nova area em Ciéncia da Computacao. Biologia Mole-
cular Computacional pode ser definida como a area que tem por objetivo o estudo
e aplicacao de téenicas e ferramentas computacionais aos problemas de Biologia Mo-
lecular. Esta drea vem mostrando notavel crescimento nos iltimos anos [28, 41].

Em Biologia Molecular Computacional. dentre os problemas pesquisados. encontra-
se o de evolucao molecular. Mais especificamente, estudam-se meéetodos para com-
parar genomas de organismos de espécies distintas, baseados em provaveis eventos
que levaram a mutacoes. Estes métodos geram medidas de distancia, que podem
ser empregadas para reconstrucao de arvores filogenéticas, ou ainda para verificar
o relacionamento funcional entre dois organismos. Assim, neste trabalho, de forma
genérica, visamos estudar formas de computar distancia entre genomas de organismos

de espécies diferentes.

Em Biologia Molecular Computacional, para computar distancia entre genomas,
tradicionalmente utiliza-se a técnica de alinhamento de seqiiéncias. De forma
ecnerica. alinhar duas sequéncias é encontrar uma correspondeéncia entre bases si-
milares. Para o alinhamento sao utilizadas mutagées puntuais nos genes tais como
substituicoes, remocoes e insercoes de bases. A distancia é computada associando
custos a estas operagoes, e procurando pela composigao menos cara dentre as que
transformam uma seqiiéncia na outra.

Entretanto. existem organismos (como os virus da herpes) para os quais o alinhamento
de sequéncias produz uma similaridade tao ruim que nao fornece nenhuma evidencia
nao ambigua de que tenham tido uma origem evolucionaria comum. Como resultado,
os métodos classicos de comparagao de sequéncias nao sao muito uteis para genomas
com similaridade ruim, e utiliza-los pode levar até mesmo a contradigoes, pois genes
diferentes podem originar arvores evolucionarias diferentes.

Em vista disso, os pesquisadores tentaram encontrar uma maneira diferente para
computar distancia, comparando porgoes maiores dos genomas. em lugar de comparar
bases. Esta alternativa foi baseada em inumeros trabalhos realizados em Biologia
Molecular. destacando-se os trabalhos pioneiros de Nadeau e Taylor [31] e de Palmer e
Herbon [32]. que descobriram genomas de duas espécies, quase idénticos em seqiiéncias
de genes, mas muito diferentes na ordem destes genes (Figura 1.5). Estes trabalhos
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Figura 1.5: Os genomas de duas espécies de plantas, onde cada nimero denota um
bloco de um ou mais genes, e as setas indicam as orienta¢oes relativas dos blocos de
uma espécie em relacao a outra.

provaram de forma convincente que rearranjo em porc¢oes grandes dos genomas é um
modo comum de evolugao molecular.

Todo o estudo realizado em rearranjo de genomas visa resolver um quebra-cabeca
combinatorial para encontrar uma série minima de rearranjos, ocorridos em porcoes
grandes do genoma, que transforma um genoma no outro. Assim, em Biologia Molecu-
lar Computacional. estudos de evolucao baseados em rearranjos levam ao problema
de distancia de rearranjo. que. de forma genérica. é computar o nimero minimo
e encontrar a menor seqiiéncia de eventos de rearranjo necessarios para transformar

uni genoma em outro.

A razdo para encontrar uma serie minima de eventos de rearranjo € justificada pela
hipotese da parsimonia, na qual assume-se que a Natureza sempre encontra caminhos
que necessitam de um minimo de mudangas, e portanto. se desejarmos investiga
como um organismo de uma espéecie pode ter sido transformado num organismo de
outra espécie (ou vice-versa). devemos tentar encontrar uma série minima de eventos
cdle rearranjo que possivelmente tenham realizado esta transformacao.

Um enfoque computacional baseado em comparagao da ordem de genes em vez da
comparacao tradicional das bases dos genes foi introduzido pioneiramente por Sankoff
[35. 37, 36, 38]. Kececioglu e Sankoff [25], e Pevzner e Waterman [34] fazem uma
revisao de problemas combinatoriais motivados por rearranjo de genomas.

FExistem duas técnicas em Biologia Molecular para obter dados sobre a ordem dos
genes num genoma: mapeamento fisico ¢ seqilenciamento. Mapeamento fisico
fornece a ordem e a distancia relativa dos genes. Seqlienciamento, além da ordem.
fornece as orientagoes relativas dos genes. O seqlienciamento de genomas inteiros
esta se tornando cada vez mais comum, estando hoje disponiveis cerca de 25 geno-
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mas completos de microorganismos, além de inimeros genomas completos de virus e
organelas. No Brasil ha dois projetos em andamento para seqiienciar totalmente geno-
mas de bactérias. Contudo, para genomas muito grandes como os de plantas, ainda
grande parte dos dados experimentais baseia-se em mapeamento fisico, e portanto
nao contém as orientacoes dos genes. Notamos ainda que a disponibilidade destes
dados gera novos problemas de comparacao de genomas em diferentes areas, como
em DNA mitocondrial de plantas [32], DNA mitocondrial de animais [38], virologia
[17], ou genética de Drosophila [43].

Na Secao 1.1 serao apresentados modelos computacionais que formalizam determina-
dos eventos de rearranjo. Na Secao 1.2 apontamos possiveis direcoes de pesquisa na
area de Rearranjo de Genomas. e fazemos comentarios especificos em cada um dos
problemas relacionados. Finalmente, na Secao 1.3 apresentamos os objetivos desta

tese.

1.1 Modelos computacionais

[Cxaminaremos agora modelos para formalizar determinados eventos de rearranjo de
genomas. Os eventos que serao modelados sao: reversao. que tem o efeito de in-
verter a ordem e a orientagao dos genes na porgao do genoma que sofreu a mutagao.
transposicao. que move uma porcao de uma regiao para outra dentro do genoma.
transversao. que move os blocos de genes de um local para outro dentro do genoma.
mas reverte a ordem e a orientagao dos genes, e translocagao, que troca porgoes
entre dois cromossomos diferentes dentro do genoma (Figura 1.6). Na figura, cada
nimero denota um bloco do cromossomo contendo um ou mais genes, e a seta denota
o fato de que estes blocos tém uma orientacao conhecida. O sentido da seta esta
associado as orientagoes relativas dos blocos de genes de uma espécie em relagao a
outra. Dois blocos de genes em genomas diferentes tém o mesmo numero se contém
exaltamente 0s mesmos genes.

Inicialmente, vamos modelar um cromossomo linear que, conforme visto na segao
anterior, ¢ uma molécula de DNA cujas pontas estao soltas.

Um cromossomo linear, possuindo n blocos de genes, serda modelado por uma per-
mutacao @ = (m73...7,). sendo cada 7;, 1 <7 < n. um bloco de genes, e todos eles
distintos entre si. Se as orientacoes relativas dos blocos de genes nao sao conhecidas,
cada 7, é um numero inteiro sem sinais (Figura 1.7 (a)). Se estas orientagoes relativas
sao conhecidas. o cromossomo é modelado por uma permutagao com sinais, idéntica
a0 caso anterior, exceto que cada w7, possui um sinal + ou —, indicando a orientacao
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(a) ';" -

B 4827

145632789

©) 1432785609

-

1 2%47 85 &9

(d)
Cl=( 1[3 9 ) C‘)=(|0 2|ll 12 13 )

-

C=(111 12 13) €E=(102 39 )
I 2

Figura 1.6: Exemplos dos eventos de rearranjo que serao modelados. (a) Reversao
inverte a ordem e a orientagao dos blocos de genes do cromossomo indicados pelo
traco. (b) Transpesi¢ao move os blocos de genes do cromossomo indicados pelo trago
para o local indicado pela seta. (c) Transversao move os blocos de genes do cromos-
somo indicados pelo trago para o local indicado pela seta, mas invertendo a ordem
e orientacao dos blocos de genes. (d) Translocagdo troca os blocos de genes dos dois
cromossomos indicados pela barra horizontal e pelo trago.
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(a)

(71245 36 8) cloroplasto de Lobelia fervens
(b)

(-4 -6 +1 +7 -2 -3 +5 +8) cromossomo X humano
(c)

( (1.3 9)t7 8 & 5 (10 2 11 12 13) )

outros genomas equivalentes:

( (78 45 &)1 39) 0 2 11 12 13) )

( (10 2 T1L 22 13)(7 8 & 5 6){2 3 9) )

Figura 1.7: Exemplos de representacio de cromossomos e genomas, considerando
apenas DNA linear. (a) O cromossomo linear sem sinais. (b) O cromossomo linear
com sinais. (¢} Como o genoma € um conjunto de cromossomos, nao ha uma ordem
entre estes cromossomos.

do bloco (Figura 1.7 (b)). Observamos ainda que o sinal “+" representa a seta para
a direita da Figura 1.6 (a), e o sinal "—" denota a seta para a esquerda.

O genoma. também visto na se¢ao anterior, € um conjunto de cromossomos e sera
representado por um conjunto de permutacoes (Figura 1.7 (¢)).

Estes diferentes eventos de rearranjo levam a diversos problemas combinatoriais. cuja
complexidade em alguns casos ainda nao ¢ conhecida. Apresentaremos oito modelos:
distancia de reversao, distancia de transposicao, distancia de transversao, distancia
de translocagao, distancia de reversdao e transposi¢ao, distancia de reversdo, trans-
posi¢do € lransversdo, distdncia de reversdo e translocagio e distancia de transposi¢ao

¢ translocagao.

De forma genérica. os formalismos modelam eventos de rearranjo ocorrendo interna-
mente a um unico cromossomo (reversoes, transposicoes e transversoes) e ocorrendo
entre diferentes cromossomos (translocagoes). Em cada uma das se¢ées a seguir, ini-
cialmente caracterizaremos cada evento de rearranjo e em seguida enunciaremos o
problema relacionado a cada um destes eventos.

1.1.1 Distancia de reversao

Rearranjos em DNA mitocondrial, de cloroplasto, viral e bacterial sao basicamente
constituidos por reversoes [18]. A formulagao combinatorial do problema de distancia
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de reversao é descrita em seguida.

Ja sabemos que uma reversao é um evento de rearranjo de genomas que transforma
um cromossomo em outro, “invertendo” a seqiiéncia de blocos de genes de um deter-
minado trecho do cromossomo.

Definimos uma reversao r do intervalo [1, ], denotado por r(z,j), atuando numa

permutacao linear com sinais © = (Fy ... Ti—1F 41 - - - Tjm1TjTj41 - - - Tpy) POT
?"l‘?l.,j) T = {ﬂ'l e wi—lF‘jF‘;—l - .ft+1:'1157?‘?+1 oo '?‘Fn)

onde 7 indica a inversao do sinal de m; (Figura 1.8 (a)).

O problema da distancia de reversao de cromossomos lineares, com orientagoes co-
nhecidas, ¢ formalizado como se segue. Dadas duas permutacgoes lineares com sinais
7 e 0. modelando dois cromossomos lineares com orientagoes relativas conhecidas, o
problema da distancia de reversao de 7 e ¢ € encontrar uma série de reversoes
P1aT2y....Tp tals que Ty *Tyey oo -Tg -1 -7 = 0 € p € minimo. Chamamos p de
distancia de reversao de 7 e o. denotada por d,.(7.0).

Quando nao temos informagoes sobre a orientacao dos blocos de genes, isto é. a
permutacao © nao contém sinais. a reversao r invertera apenas a ordem dos blocos
de genes (Figura 1.8 (b)).

Podemos supor que o é a permutacao identidade « = (+1 +2 ... +n). e considerar
o problema equivalente de transformar = em «. O problema de ordenar = por
reversoes ¢ encontrar a distancia de reversao. d,(m.¢).

Para permutagoes sem sinais. o enunciado do problema ¢é inteiramente analogo, apenas

lembrando que as reversoes invertem apenas a ordem de 7;...7

3
a4

1.1.2 Distancia de transposigao

Anélises dos genomas do virus Epstein-Barr EBV e do virus simples da Herpes HSV-
1 revelaram que a evolugao destes virus envolvia um certo numero de reversoes e
transposicoes de partes grandes dos genomas [4]. A formulagao combinatorial para o
problema de distancia de transposicao € descrita a seguir.

Uma transposigao é um evento de rearranjo de genomas que transforma um cromos-
somo em outro. “cortando” uma certa porgao do cromossomo e “colando™ esta porgao

em um outro local no mesmo cromossomo.

Formalmente, uma transposicao t(i, j. k) é definida por trés inteiros 2, e k tais que
| <i<j<n+1,1<k<n+1l, ek &[], da seguinte forma. Ela “corta” a
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(a)

T=(+] -5 +44 -3 +2)

1
n=r(55). n=(+1 -5 +4 -3 -2)
2 ! T
n=r33). n=(+1 -5 -4 -3 -2)
%

3 2
m=r(25). m=(+1 +2 +3 +4 +5)= 1

(b)

n=(71245368)

1

n=r(27). t=(763 54218)
2 1

n=r(l,7). n=(124536738)

3 2
®=r33): n=_1.23 3_4 67 8)

4 3
n=r(45). n=(12345678)=1

Figura 1.8: Exemplos de reversao atuando em permutagao linear. O trecho sublinhado
indica os elementos afetados pela reversao. (a) Reversao atuando em permutacao com
sinais. {b) Reversao atuando em permutacao sem sinais.
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" =(85143276)
) EER—

1
To=t(l38).x=(14327856)
T e

2 I
% =3 o =01 4 563327 8)

3 2
& =t@57. % =(1 3245678)
A

4 3
n=t234). % =(1 234567 8) =1
Figura 1.9: Exemplo de transposicdao atuando em permutagao linear. Conhecer as

orientagoes dos blocos de genes nao altera a transposicao, pois este evento envolve
apenas mudancas de local no ecromossomo.

porgao entre as posigoes 2 e ) — 1, incluindo os extremos, e “cola” estes elementos
exatamente antes da posicao k. Portanto. podemos escrever

f(?:,j,ﬂ‘)'(I‘.’T?"‘-z...Fgwlﬁl...Tl'j_l:'rj...TA._|1"-"R...?.’11_)=
(MIT2 e e Tt Ty o e 1 Ty e o Tym 1 R oo )
s ) < J' < ke
e, g, k) - (FmiTo oo  Fec1 i o o Fic W 1=1Tj e Bn) =
(I oo U= TG vonos WA TR + s Bhsy Ty oo Ty

se k <t < j. Observe que (7, j, k)= t(j. k,2) quando : < j < k (Figura 1.9).

O problema da distancia de transposicao de dois cromossomos lineares é formalizado
como se segue. Dadas duas permutagoes 7 e ¢, modelando dois cromossomos. o
problema da distancia de transposigao de 7 e o é encontrar uma série de trans-
posigoes ty,12,...,1s tais que t5 -ty ... {3t} -7 =0 e 6 ¢ minimo. Chamamos &
de distancia de transposicao de 7 e o, denotado por di(7, o).

Novamente, supondo que & seja a permutacao identidade ¢ = (1 2 ... n ), o
problema de ordenar 7 por transposigoes é encontrar a distancia de transposicao,
dy(m.e).

Observamos que no caso de transposicoes, o conhecimento das orientagoes dos blocos

de genes nao altera as definicoes anteriores. pois este evento de rearranjo envolve
apenas mudancas de locais, nao afetando portanto as orientacoes dos blocos de genes.
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1.1.3 Distancia de transversao

Podemos conceber também um evento que “corta” certos blocos de genes do cro-
mossomo e “cola” estes blocos de genes em um outro local no mesmo cromossomo.
mas com a ordem e as orientacoes dos genes invertidas. Chamaremos este evento de
transversao.

Definimos uma transversao #(z, j, k) por trés inteiros ¢, j e k taisque 1 < i < j < n+1,
| <k <n+1,ekd 7], da seguinte forma. Ela “corta” a por¢ao entre as posicoes i
e J — 1. incluindo os extremos, e “cola” estes elementos exatamente antes da posicao
k. invertendo a ordem e a orientacao dos genes. Portanto, podemos escrever

Hi, 0, k) (T2 oo M o TG i T ees Wk 1 T e e Ton) =

{7"']72.,.?&_1_1?'.-_? ---rk—]?j-l ...:"F;-'Tk...i"-"ﬂ)._

se 1 < e k. onde T indica a inversao do sinal de . €
J
?(? f, ;\.J] | i 8 5 CPOR [ Sl 71 | e ?ij_la’i_;{ 3wz -‘Tn) =

T s O N . W - 0
se g 1 < .
O problema da distancia de transversao de dois cromossomos lineares é formalizado
como se segue. Dadas duas permutacoes 7 e o, modelando dois cromossomos, o pro-
blema da distancia de transversao de 7 ¢ ¢ é encontrar uma série de transversoes
1102, . . ffg tals que Eg-fg_] o.olgfom =0 e d é minimo. Chamamos 6 de distancia
de transversao de 7 e ¢, denotado por di{7. o).
Novamente, assumindo que ¢ seja a permutacao identidade ¢ = (1 2 ... n }), 0
problema de ordenar = por transversoes € encontrar a distancia de transversao,
d=(m, o).
Para permutacoes sem sinais, o enunciado do problema é inteiramente analogo, apenas
lembrando que as reversoes apenas invertem a ordem de 7;...7;_;.

1.1.4 Distancia de translocacao

Translocacoes podem ocorrer na formacao dos cromossomos sexuais de um individuo
da espécie humana. podendo resultar em individuos normais ou nao [39]. A for-
mulacao combinatorial para o problema de rearranjo por translocacoes é apresentada

em seguida.
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M=(m =(1]39) & =(78456) mo=(102[11 12 13))
I"=(yl=(123456) v,=(789) ¥, =(10111213))

1
M =Tr(x,z23)« I =((] |11 1213)(78456)(10[23 9))

2
r =Tr(n:,n;.2.2)- m'=cc123[9)(78/456)10 1112 13))

! 23 2 _

M =Tr(x K24+ I'=((123456)(789)(10 111213))=T

Figura 1.10: Exemplo de transformagao de um genoma II num genoma alvo I', por
meio de translocagoes reciprocas enire dois cromossomos dos genomas.

De forma simplificada, para definir este modelo vamos supor que os dois genomas
contém o mesmo numero N de cromossomos, e que cada bloco de genes aparece em
cada genoma exatamente uma vez. Temos entao:

0= ((rama. o Tim )y (Faafaz - Tomy )y oo (FNITNZ o TNmy ) )

e

'=( (mim2-... Ty ). (721722 - - - Vang oo (YN1TNR - YN ) )

Os genomas Il e I sao ditos idénticos (I1 = I') se e somente se é possivel fazer uma
correspondéncia entre os cromossomos de Il e [' de modo que contenham os mesmos

blocos de genes.

Para dois cromossomos @ = (7Ti72...%Tm) € ¥ = (Mm72...792) denotamos uma
translocagao atuando em 7 e ¥ como Tr(w,v.2,j5),1 < 7 < m,1 < j < n, onde
0s cortes ocorrem em % entre T,_; € 7; € em 4 entre y;_; € ¥;. As por¢oes [m;, Ty
de m e [y,,v.] de ¥ sdo trocadas, transformando = e 7 em dois novos cromossomos:

fu
7= (Fy-e-Tic1 Y- Tn) €3 = (M. Yj=1Ti ... Tm). Serda modelado apenas o tipo

M

mais comum de translocagao, a translocagao reciproca, onde cada uma das quatro
porgoes [71, Wi-1], [Fis Tml: [Y1. 7i=1] € [754 7] € ndo-vazia.

Para um genoma Il e uma translocagao Tr atuando num par de cromossomos =
e o de Il. denotamos o genoma resultante como Tr(w,0,1,7) - II. Se Tr for uma
translocacao reciproca entdo o numero de cromossomos em Il e Tr(7.0,2,7)- 11 é o

mesmo (Figura 1.10).

Dados os genomas [l e I', o problema da distancia de translocagao é encontrar
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T =(-4-6+1 +7 42 -3 45 +8)

I

1
T =t (1,35)«n =(+1 +7 -4 -6 +2 -3 +5 +8)

2
T o=r(36)+ 1 =(+1 47 43 2 46 +4 +5 48)
7:3 =t (2,4.6)- r:2=(+] -2 46 +7 +3 +4 +5 +8)

i

4 3
T =t (358w =(+1 -2 +3 +4 +5 +6 +7 +8)

5 4
n =r(22) m =(+1 42 +3 +4 +5 +6 +7 +8)

Figura 1.11: Exemplo de transformacido de um cromossomo em outro por meio de
reversoes e transposi¢oes.

uma série’ de translocacoées T'ri.Trs,..., Tr. tal que Tr, ... Tryg Try -l =Teré
minimo. Chamamos 7 de distancia de translocagao entre Il e I'. dr, (I1.[').

Observamos que tambem no caso das translocacées, o conhecimento das orientacoes
dos blocos de genes nao altera as definicoes anteriores, pois a mutacao envolve apenas

mudangas de locais, nao afetando as orientacoes dos blocos de genes.

1.1.5 Distancia de reversao e transposicao

Podemos estudar a transformacao de um genoma em outro por reversdes e trans-
posicoes (Figura 1.11). Utilizando as defini¢bes das secoes anteriores, enunciamos
dois problemas que modelam os eventos de reversao e transposi¢ao agindo em cro-
mossomos lineares.

[

Dadas as permutacdes com sinais 7 e v, o problema da distancia de reversao
e transposigao € encontrar uma série de eventos €;, ..., €,5, sendo cada um destes
eventos uma reversao ou transposigao, tal que e,5- ... € -7 = 7 e pb € minimo.
("hamamos 06 de distancia de reversao/transposigao entre m e v, d. (7, 7).

Novamente. supondo que & seja a permutacao identidade ¢ = ( +14+2... +n ), o
problema de ordenar = por reversoes e transposigoes é encontrar a distancia de

reversao/transposicao, d.4(w,¢).
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Para permutagoes sem sinais, o enunciado do problema ¢ inteiramente analogo, lem-
brando que as reversoes invertem apenas a ordem dos elementos, ficando as trans-
posicoes definidas exatamente da mesma forma.

1.1.6 Distancia de reversao, transposicao e transversao

Podemos estudar a transformacdo de um genoma em outro por reversoes, trans-
posigoes e transversoes. Utilizando as definicoes das secoes anteriores, enunciamos
dois problemas que modelam os eventos de reversdo. transposigao e transversao agindo

em cromossomos lineares.

Dadas as permutagoes com sinais ™ e 7, o problema da distancia de reversao,
transposigao e transversao ¢ encontrar uma série de eventos e, . ... € 5. sendo
cada um destes eventos uma reversao, uma transposi¢ao ou uma transversao, tal
€17 = v e pd0 é minimo. Chamamos péé de distancia de re-

qQUe €65 * oo

versao/transposigao/transversao entre m e v, d,;(7, 7).
Novamente, supondo que o seja a permutagao identidade ¢+ = ( +142... 4n ), o
problema de ordenar r por reversoes, transposigoes e transversoes ¢ encontrar
a distancia de reversao/transposicao/transversao, d (7, ¢).

Para permutagoes sem sinais, o enunciado do problema ¢ inteiramente analogo. lem-
brando apenas que as reversoes e transversoes invertem apenas a ordem dos elementos,
ficando as transposigoes definidas exatamente da mesma forma.

1.1.7 Distancia de reversao e translocacgao

Conftorme pesquisas em Biologia Molecular, homens e camundongos possuem muitas
semelhangas na organizacao geral de seus genomas [11, 31]. O mapeamento fisico
comparativo homem-camundongo comecou ha cerca de vinte anos atras e atualmente
existem mais de 1300 pares de genes homoélogos mapeados entre estas especies. Como
resultado, os bidlogos acreditam que genes relacionados entre homens e camundongos
nao estao caoticamente distribuidos pelos genomas mas formam “blocos conservados”
(grupos sinténicos).

Dados fornecidos por mapeamento fisico indicam que os genomas humanos e do ca-
mundongo combinam em aproximadamente 150 blocos de genes, mas encontram-se
embaralhados em humanos quando comparados aos do camundongo. Rearranjos dos
blocos acontecem muito raramente (cerca de uma vez em um milhao de anos). Torna-
se possivel portanto reconstruir um cenario de rearranjo para a evolug¢ao humana e a
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do camundongo a partir de um ancestral comum.

Nadeau e Taylor [31] realizaram a primeira tentativa computacional para analisar
eventos de rearranjo em genomas de mamiferos, utilizando exatamente cromossomos
humanos e do camundongo. Estes pesquisadores estimaram que aproximadamente
178439 eventos de rearranjo aconteceram desde que a separac¢ao das linhagens levando
aos homens e aos camundongos aconteceu ha 80 milhoes de anos atras. Esta estimativa
foi confirmada por Copeland e co-autores [11], com base num mapa de ligagao genética
de resolucao muito melhor quando comparado aquele disponivel hd dez anos atras. De
acordo com estes trabalhos, sabe-se que translocagoes e reversoes sao eventos comuns
de rearranjo em evolucao de mamiferos.

Em seguida é apresentada a formulacao combinatorial do problema que modela os
eventos de reversao e translocacao para cromossomos lineares.

Dados dois genomas Il e I' com o mesmo nimero de cromossomos, queremos obter a
menor seqliéncia de reversoes e translocagoes que transforma IT em I

Seja um genoma I1 = (7(1),....#(N)) consistindo de N cromossomos e seja o k-
ésimo cromossomo w(k) = (7(k)1...7(k)s, ), onde n; € o numero de genes do k-ésimo
cromossomo. Para simplificar a notacao. consideraremos © e ¢ como w(k) e 7([) para

k# 1 Seja & = (T).. WiciMyu: T jp1 -0 Tp) WM cromossomo.com 1 €1 £ j L n.
l'ma reversao r(7,7.)) num cromossomo 7 rearranja os blocos de genes de =,
transformando m em (7y ... By Ty oo Fikygq <0 v Tn)e S€jaM T = (T oo e Tjm1 Ty v« - ) €
7 =(ey...0,.10,...0,) dois cromossomos. Uma translocagao 7r(7,0.7,j). com
]l <1 < n+ 1.1 €3 < m+ 1. troca blocos de genes entre os dois cromosso-
mos 7 e o e os transforma em dois cromossomos dilerentes (my...7,10,...0,) €
(o) ...Opmiee.Tp)com (i —1)+(m—j3+1)e(j—1)+(rn—141) blocos de genes

respectivamente. Denotamos e - Il como o genoma obtido de I como resultado de um
evento de rearranjo e, onde e é uma reversao ou uma translocacao.

Distinguimos entre reversoes internas que nao envolvem os limites dos cromossomos
(isto é as reversoes 7(w,2,7) de um cromossomo com n genes com | < 7 < 3 < n)
e reversoes prefixadas envolvendo limites dos cromossomos (isto €. 2 = 1 ou 7 =
n). Notemos que uma translocacao I'r(m,o,n + 1,1) concatena os cromossomos © e
o. resultando num cromossemo wy...w 01 ... T, € NUM Cromossomo vazio 0. Esta
translocagao especial levando a uma redugao no nimero de cromossomos nao-vazios
é conhecida em Biologia Molecular como fus@o. A translocagdo o(x.0,2.1) para
1 <1 < n “quebra” um cromossomo 7 em dois cromossomos (7 ... 7—1) € (7 ... 7).
Esta translocacao levando a um aumento no nimero de cromossomos nao-vazios €
chamada de fissao. Uma translocacao é reciproca ou interna se nao ¢ fusao nem
fissao. Fusoes e fissdes sao comuns em evolu¢ao de mamiferos. Por exemplo, a iinica
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M=( nl=( -3 =2 =1 +4 45 +6 +7 +11 ) n2=( +9| ) rr3=(|i-£is ) )
B yl=( +1 42 +3 +4 ) 72=( +5 +6 +7 +8 ) y3=( 49 +10 +11 ) )
fusao:

I'Il=Tr (nz,n3,2, D.II= ((=3 =2 -1 +4]+5 +6 +7 +11)(+9 +10 +8))
fissao:

2 I
M=T (n]l,q}.S_. 1).IT = ((=3 =2 =1 +4)(+5 +6 +7|+11) (+9 +10[+8))

translocacao reciproca:

3 % 2
I =Tr {nj.n3,4,'3).1'1 =((=3-2-1+4)(+5 +6 +7 +8 ) (+9 +10 +11))

reversao:

4 3 3
IT=r (rtl.l,3),l'1 = ((+] 42 43 +4)(+5 +6 +7 +8)(+9 +10 +11)) =T

Figura 1.12: Exemplo de transformacao de um genoma em outro por meio de dife-
rentes eventos de rearranjo.

diferen¢a na organizagao geral dos genomas de homens ¢ chimpanzés € a fusao dos

cromossomos 12 e 13 do chimpanzé no cromossomo 2 do homem.

A Figura 1.12 ilustra quatro eventos de rearranjo transformando um genoma em
2 i d g

outro.

Dados dois genomas Il e I'. 0 problema da distancia de reversao e translocagao ¢

encontrar uma série de eventos ¢,.. . ., €,,, sendo cada um destes eventos uma reversao
ou translocagdo, tal que e,- + ... e3¢, - Il =T e pr é minimo. Chamamos o7 de

distancia de reversao/translocagao entre Il e I', 4,7, (I1,T).

1.1.8 Distancia de transposigao e translocacao

Podemos estudar a transformagao de um genoma em outro por transposigoes e
translocacoes. Utilizando as definicoes das segoes anteriores, podemos enunciar o
problema que modela os eventos de transposi¢ao e translocacao para cromossomos

lineares.

Dados dois genomas I e I' com 0 mesmo nimero de cromossomos, queremos obter a
menor seqiiéncia de transposicoes e translocagoes que transforma Il em T'.
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Seja um genoma [T = (7(1),...,7(N)) consistindo de N cromossomos e seja o k-
ésimo cromossomo (k) = (7(k);...7(k),, ), onde ny € o numero de genes do &-
ésimo cromossomo. Para simplificar a notagdo, consideraremos 7 e o como w(k)
e w(l) para k # . Seja 7 = (®1...FicqTi...TjTj41..-Tn) UM CTOMOSSOMO COM
1 € ¢ € € n. Uma transposigao {(r,?,j,k),com 1 <1< j <k <n+1, troca
blocos de genes de =, transformando = em (7 ... %1% .o . Th=1Tic e Tjm1 Tk o« - Fn)-
Sejam 7 = (%1... %1 Ti...Ty) € 0 = (01...0j-10;...0,) dois cromossomos. Uma
translocagao I'r(m,0.4,3),com1 <:<n+1.1 €37 <m+ 1, troca blocos de genes
entre os dois cromossomos ™ e ¢ e os transforma em dois cromossomos diferentes
(TL e oo Tic105 oo Om) € (O oo . i Tio .. Tp) cOm (i=1)+(m—j+1)e(j—1)+(rn—i+1)
blocos de genes respectivamente. Denotamos € - [1 como o genoma obtido de II
como resultado de um evento de rearranjo €. onde e € uma transposi¢do ou uma

translocacao.

Dados dois genomas Il e I'. o problema da distancia de transposicao e
translocagao ¢é encontrar uma série de eventos €,,....es., sendo cada um destes
eventos uma transposigao ou translocagao, tal que €5+ ... €3 -€e; -1l =T e o7 €
minimo. Chamamos 67 de distancia de transposigao/translocagao entre Il e [
der(IL T').

1.2 Direcoes de pesquisa

As tabelas abaixo apresentam uma sintese dos resultados e algoritmos encontrados
na literatura para resolver alguns dos problemas enunciados na secao anterior. Para
cacda um destes problemas, indicamos primeiro a sua complexidade, e emn seguida uma
lista dos trabalhos relacionados e comentarios especificos. As posicoes da tabela que
estdo em negrito indicam que contribui¢oes ao problema foram dadas nesta tese.
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eventos sem sinais com sinais

reversao NP-dificil (1) P (2)

transposicao complexidade em aberto, | complexidade em aberto
casos particulares e algorit- | (4)
mos de aproximacao (3)

transversao complexidade em aberto | complexidade em aberto
(15) (15)

reversao e | complexidade em aberto, al- | complexidade em aberto.

transposicao goritmo de aproximagao | aplicagoes e algoritmo

(5) de aproximacao (6)
reversao, transposicao | complexidade em aberto | complexidade em aberto
e transversao (15) (7)

Tabela 1.1: Genomas com um cromossomo linear

eventos semn sinais com sinais

reversao NP-dificil (8) P (9)

transposicao complexidade em aberto, | complexidade em aberto
casos particulares (10) (4)

transversao complexidade em aberto | complexidade em aberto
(15) (15)

transposicao e
TeVersao

complexidade em aberto
(15)

complexidade em aberto
(19)

reversao. transposicao
e transversao

complexidade em aberto
(15)

complexidade em aberto
(15)

Tabela 1.2; Genomas com um cromossomo circular

eventos sem sinais com sinais
translocagao complexidade em aberto, | P (12)
algoritmo de aproximagao
(11)
reversao e translocagao complexidade em aberto, | P (14)

algoritmo de aproximacao

(13)

transposicao e translocacao

complexidade em aberto
(15)

complexidade em aberto

(15)

Tabela 1.3: Genomas multi-cromossomais. onde cada cromossomo é linear

I. Sob o enfoque de teoria dos grupos, Even e Goldreich [12], e Jerrum [22] apre-
sentaram resultados considerando que reversoes geram o grupo simeétrico S,.
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Admitindo reversoes com certas restricoes, citamos os trabalhos de Gates e Pa-
padimitriou [13], e Aigner e West [1]. Para reversoes sem restrigoes, Kececioglu
e Sankoff [25], Bafna e Pevzner [2], Hannenhalli e Pevzner [21] e Christie [9] de-
senvolveram algoritmos de aproximagao para o problema. Kececioglu e Sankoff
[25] e Caprara, Lancia e Ng [7] desenvolveram algoritmos exatos branch-and-
bound para este problema.

Caprara [6] apresentou a prova de que este problema é NP-dificil.

Métodos para reconstrucao de arvores filogenéticas considerando evolugao de
organismos por reversées foram propostos por Sankoff [35], Balna e Pevzner [3],
e Sankoff e co-autores [38].

2. Bafna e Pevzner [2] apresentaram um algoritmo de aproximacao para este pro-

blema. Hannenhalli e Pevzner [19] apresentaram o primeiro algoritmo poli-
nomial para o problema com complexidade de tempo O(n'). Baseados neste
algoritmo. Berman e Hannenhalli [5] apresentaram um algoritmo com complex-
idade de tempo O(n‘a(n)), onde a(n) é a inversa da funcao de Ackerman.
Kaplan e co-auntores [23] propuseram um algoritmo com a menor complexidade
de tempo até este momento O(n?). também com base na teoria desenvolvida
por Hannenhalli e Pevzner [19]. e indicaram a possibilidade de existir algoritmo
mais eficiente para este problema.

Hannenhalli e co-autores [17] propuseram um método para reconstrugio de
arvores filogenéticas. ntilizando a distancia de reversao computada pelo algo-
ritmo de Hannenhalli e Pevzner [19].

Aigner e West [1]. e Jerrum [22] apresentaram variantes deste problema que po-
dem ser resolvidas em tempo polinomial, respectivamente, transposicao restrita
a reinsercao do primeiro elemento r(1.2,7), e transposicao restrita a elementos
adjacentes r(1.2+1,7+2). Meidanis, Walter e Dias [30], e de forma independente
Christie [10]. calcularam a distancia de transposicao entre uma permutacao e

sua Inversa.

Sem restringir a forma das transposicoes, Bafna e Pevzner [4] e Christie [10]
apresentaram algoritmos de aproximacgao para o problema. Nesta tese, apre-
sentamos um novo algoritmo de aproximagao para o problema.

A complexidade deste problema ainda ¢ desconhecida.

Para que o problema possa ser definido, os blocos de genes correspondentes nas
duas permutagdes devem ter a mesma orientagao. Se este for o caso, notamos
que os algoritmos desenvolvidos para o problema da distancia de transposicao
de permutacoes sem sinais aplicam-se a este problema sem modificacoes.
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Nesta tese apresentamos um algoritmo de aproximagao de razdo 3 para este
problema.

Hannenhalli e co-autores [17] propuseram um método para reconstrucao de
arvores filogenéticas para este problema, utilizando a distancia de reversao com-
putada pelo algoritmo de Hannenhalli e Pevzner [19], e a distancia de trans-
posicao computada pelo algoritmo de Bafna e Pevzner [4].

Nesta tese, apresentamos um algoritmo de aproximagao para este problema.
notando-se que parte deste trabalho ja foi publicado [40].

. Gu. Peng e Sudborough [14] apresentaram um algoritmo de aproximacao para

este problema.

Para este problema, Watterson e co-autores [42] propuseram dois algoritmos:
um de aproximacao e ontro baseado num modelo estocastico, e Sankoff e co-
autores [37] apresentaram um modelo probabilistico.

Bafna e Pevzner [3], em trabalho ja citado no item anterior. propuseram
um método para reconstruir arvores filogenéticas considerando também per-

mutacoes circulares.

A prova de Caprara [6]. de que ordenacao por reversoes de permutacoes lineares
sem sinais ¢ NP-dificil. estende-se também para permutacoes circulares sem

sinails.

Kececioglu e Sankofl [26] apresentaram um algoritmo exato branch-and-bound
para este problema. que levou a limites bastante precisos.

Nesta tese, mostramos que o problema da distancia de reversao de cromossomo
com sinais lineares e circulares sao equivalentes. Portanto, utilizando um algo-
ritmo polinomial para o problema linear, temos imediatamente um algoritmo
polinomial para o problema circular. Parte deste estudo jd foi publicado [29].

Jerrum [22] apresentou um algoritmo polinomial para transposicao restrita a
elementos adjacentes.

Para tentar obter uma solugao aproximada para este problema. Hannenhalli [16]
propds uma maneira de utilizar o algoritmo polinomial para resolver o problema
da distancia de translocacao de permutacoes lineares com sinais apresentado
neste mesmo artigo. A complexidade deste problema ainda nao é conhecida.

Para este problema, Hannenhalli [16] apresentou um algoritmo polinomial com
complexidade de tempo O(n?), utilizando basicamente os conceitos desenvolvi-
dos por Hannenhalli e Pevzner [19], para resolver o problema de ordenar por
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reversoes permutacdes lineares com sinais. Pode-se investigar se € possivel en-
contrar algoritmo mais eficiente para este problema.

13. Kececioglu e Ravi [24] apresentaram um algoritmo de aproximacao para este
problema, mas a sua complexidade ainda nao é conhecida.

14. Kececioglu e Ravi [24] apresentaram um algoritmo de aproximacao para este
problema. Hannenhalli e Pevzner [20] apresentaram um algoritmo polinomial
com complexidade de tempo O(n*), que utiliza o algoritmo de ordenagao por
reversoes de permutagoes lineares com sinais de Hannenhalli e Pevzner [19].
Pode-se investigar se € possivel encontrar algoritmo mais eficiente para este
problema.

15. Nao encontramos referéncias de trabalhos desenvolvidos para este problema.

Encontramos ainda na literatura trabalhos na area de rearranjo de genomas, que
definem outras operagoes diferentes daquelas encontradas na area de Biologia Mo-
lecular. Citamos o artigo de Christie [8], que estuda o problema da ordenacao de
permutacoes por uma operacao chamada por ele de “troca de blocos”. que troca

blocos nao necessariamente adjacentes de elementos da permutacao.

1.3 Objetivos da tese

Os objetivos gerais desta tese sao propor algoritmos para os problemas de distancia
relacionados aos eventos de reversao e transposi¢ao agindo num unico cromossomo, e
computar os diametros (maior distancia entre dois cromossomos quaisquer) para 0s
problemas de distancia investigados.

Para estes problemas de distancia de rearranjo de genomas, nossa intencao e desen-
volver algoritmos, que possam ter utilidade para os bidlogos moleculares. Calcular o
diametro visa obter a informacao de, dado um valor de distancia entre dois genomas,
quanto estes dois organismos estao “proximos” em termos de evolugao, no sentido de
que quanto mais proximo o valor da distancia estiver do valor do diametro menor o

seu relacionamento em termos evolutivos,

Para isto, inicialmente, no Capitulo 2 apresentamos estruturas e conceitos basicos que
vém sendo utilizados na literatura que trata destes dois eventos e que serao utilizados

nos outros capitulos.

No Capitulo 3 mostramos uma equivaléncia entre os problemas de distancia de re-
versao de permutagbes circulares e de permutacoes lineares. Como conseqléncia
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temos um algoritmo polinomial para o caso circular, bastando apenas fornecer de-
terminadas permutagoes de entrada para um algoritmo polinomial que resolve o pro-
blema linear. Além disto, mostramos o valor exato do didmetro de reversao de per-
mutacoes lineares e circulares.

No Capitulo 4 apresentamos um algoritmo de aproximagao com razao 2.25 para o
problema da distancia de transposicao de permutagoes lineares sem sinais. que embora
tendo uma razao elevada em comparacao ao melhor conhecido, que tem razao 1.5,
é simples de implementar e mostrou uma razao bem mais baixa quando utilizado
em experimentos, sugerindo que possa ser util na pratica. Ainda, mostramos um
limite inferior para o diametro de transposicao de permutacoes lineares sem sinais.,
calculando a distancia de transposigao entre uma permutacao e sua inversa.

No Capitulo 5 mostramos algoritmos de aproximacao para o problema da distancia
de reversao e transposicao de permutagoes sem e com sinais. Mostramos também um
limite inferior para o diametro de reversido e transposi¢ao de permutacoes lineares
com sinais, por meio do calculo da distancia entre duas particulares permutacoes.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos conclusoes deste trabalho e sugerimos

possiveis linhas de pesquisa.



Capitulo 2

Estruturas e conceitos basicos

Neste capitulo, visamos apresentar estruturas e conceitos basicos que vém sendo em-
pregados comumente na literatura referente aos eventos de reversao e transposicao, e
que serao utilizados nos proximos capitulos.

[nicialmente, na Secao 2.1 apresentamos uma estrutura denominada de grafo de
pontos-de-quebra, criada por Bafna e Pevzner [2|. para solucionar o problema da
distancia de reversao, e ainda determinados resultados baseados nela. Em seguida.
na Secao 2.2, apresentamos outra estrutura. o grafo de ciclos, também criada por
Balna e Pevzner [1], e utilizada num algoritmo de aproximagao para o problema
da distancia de transposicao de permutacao sem sinais. além de outros resultados

bhaseados nesta estrutura.

2.1 O grafo de pontos-de-quebra

O grafo de pontos-de-quebra é uma estrutura criada por Bafna e Pevzner [2]. e utilizada
por eles em algoritmos de aproximagao para os problemas de distancia de reversao
de permutacoes sem e com sinais. Esta mesma estrutura foi usada num algoritmo
polinomial para o problema da distancia de reversao de permutagoes com sinais,
proposto por Hannenhalli e Pevzner [19].

O grafo de pontos-de-quebra de duas permutagoes com sinais contendo n blocos
de genes # = (71...7%,) € ¢ = (01...0,), denotado por G(=7,c), é construido como
se segue.

('ada um dos numeros inteiros com sinais 7; € representado por dois rétulos, —x, e
+m,. nesta ordem, se m, tem sinal +, e +7, e —x,, nesta ordem, se m; tem sinal —.

24
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Figura 2.1: Exemplo da construcao de um grafo de pontos-de-quebra para duas per-
mutacoes com sinais # = (+3 —2 —1 +4 —5)eo=(+1 +2 +3 +4 +5). Note
que as arestas pretas estao em negrito e as arestas cinzas estao desenhadas com traco
normal.

Cada um destes rétulos € um vértice do grafo. Além disso, adicionamos a ® mais
dois elementos. 7o = 0 e 7,4, = n + 1. e acrescentamos ao grafo mais dois vértices,
correspondentes a estes dois elementos, um a esquerda da sequeéncia (rotulado por 0)
e o outro a direita (rotulado por n + 1). Depois disso, criamos arestas pretas unindo
dois rotulos de elementos adjacentes em 7, e arestas cinzas unindo dois rotulos de
elementos adjacentes em o (Figura 2.1). Intuitivamente, as arestas pretas representam
a situagao de uma permutacao em relagae a outra tal como ela esta, e que as arestas

cinzas indicam a situagao desejada.

Explicamos agora o motivo do nome desta estrutura. Primeiro, dadas duas per-
mutacoes 7 e ¢. um ponto-de-quebra de 7 com relagao a o indica um ponto em =
que devera ser necessariamente “quebrado” por uma reversio para que 7 possa ser
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Figura 2.2: Exemplo de pontos-de-quebra da permutagion = (+3 —2 —1 44 —5)
com relagao a ¢ = (+1 +2 +3 +4 +5). O diagrama G(, o) foi mostrado na figura
anterior. Podemos verificar que os ciclos de tamanho maior do que 2 em G(r, o)
indicam os pontos-de-quebra de 7 com relacao a . e que o ciclo de tamanho 2 indica
que nao ha pontos-de-quebra nos locais correspondentes de 7 relativamente a o.

transformada em o. Em termos do grafo de pontos-de-quebra G(7, o). a existéncia de
um ciclo de tamanho maior do que 2 indica pontos-de-quebra em 7 com relacao a o.
O ciclo de tamanho 2, formado por exatamente uma aresta preta e uma cinza, é uma
indica¢ao de que este nao é um ponto-de-quebra em 7 com relagao a o (Figura 2.2).
Neste ponto notamos que ha diferentes defini¢ées de ponto-de-quebra, que depen-
dem da permutacao ter ou nao sinais, e dos diferentes tipos de evento de rearranjo.
Entao. para facilitar a leitura, enunciamos estas definicoes nos capitulos em que sao

utilizadas.

O grafo de pontos-de-quebra é formado por uma colegao de ciclos. Cada um destes
ciclos tem um nimero par de arestas, sendo metade delas arestas pretas e metade
arestas cinzas. Denotamos por c¢(w,o) o mimero total de ciclos em G(7.0). Na

Figura 2.1 temos ¢(x.o) = 3.

Note que ¢(a.0) = n+1. de tal forma que os ciclos sao formados por exatamente duas
arestas paralelas entre o mesmo par de rétulos. Como o grafo tem 2n + 2 rotulos,
teremos n + 1 ciclos neste caso. Além disso, 7 = ¢ € a unica permutacao para a qual
e(m.o) = n+ 1. Portanto, podemos visualizar o processo de computar a distancia de
reversao entre duas permutagoes lineares com sinais como o processo de transformar
os ¢(x.o) ciclos de Giw.0) em n + 1 ciclos. isto é. devemos criar (n + 1) — ¢(7.0)
ciclos de tamanho 2, da forma mais rapida possivel.

Neste ponto, devemos investigar como uma reversao aplicada em 7 afeta os ciclos em
(i(7.c). Observemos primeiro que uma reversao € caracterizada por dois pontos que
“cortam” a permutacdo, os quais correspondem cada um a uma aresta preta no grafo.
O resultado seguinte mostra como um grafo de pontos-de-quebra € afetado por uma

reversao. A Figura 2.3 mostra exemplos.

Lema 2.1.1 Dadas duas permutagées 7 € o, e G(n,o), temos que, para qualquer

PEVETSAOC T,
elr-w,0)=c(7,0)+x,

onde r = —1.0 ou 1.
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Figura 2.3: Exemplo de como uma reversao afeta os ciclos de G(w,0), sendo 7 =
(+3 —2 =1 +4 —=5)eoc=(+1 +2 +3 +4 +5). Notamos que o grafo G(r,o)
estd desenhado na primeira figura. (a) A reversao r(1,3) em 7 corresponde a aplicar
a reversao no grafo na primeira e na quarta arestas pretas. A reversdo aumenta o
numero de ciclos de 1. (b) A reversao r(2.3) em = corresponde a aplicar a reversao
no grafo na segunda e quarta arestas pretas. Esta reversao nao modifica o numero de
ciclos no grafo. (c) A reversao r(4,4) em 7 corresponde a aplicar a reversao no grafo
na quarta e na quinta arestas pretas. A reversao diminui o numero de ciclos de 1.

| L N

A consequeéncia do resultado anterior é gque qualquer reversao pode criar no maximo
um ciclo. Estudando formas para criar ciclos no grafo de pontos-de-quebra, Hannen-
halli e Pevzner [19] descobriram dois parametros que permitiram calcular exatamente
a distancia de reversao de permutacoes com sinais, e desenvolver um algoritmo polino-
mial para este problema. Passamos agora a explicar estes dois parametros, o nimero
de obstdculos no grafo de pontos-de-quebra e um parametro que indica se o grafo ¢é

ou nao uma fortaleza.

Para cada um dos ciclos de um grafo de pontos-de-quebra, podemos verificar se existe
pelo menos uma reversao que pode ser aplicada no ciclo aumentando o nimero de
ciclos de 1. Assim, definimos um ciclo ¢ como sendo ruim quando, para qualquer
reversao r agindo em duas arestas pretas de ¢, nao aumentamos o numero de ciclos,
isto é, ¢(m,0) = ¢(r - 7,0), para toda r aplicada em ¢. Caso contrario, definimos o

ciclo como sendo bom.

Além disso, dizemos que dois ciclos se entrelagam quando existem duas arestas
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Figura 2.4: Exemplos de ciclos e componentes em G(7.0), para 7 = (=2 —3 +1 +
4 +7 +6 +5)eoc=(+1 +2 +3 +4 +5 +6 + 7). Como os dois primeiros
ciclos sao entrelagados, eles formam uma componente, e de forma analoga. temos uma
segunda componente contendo os dois ultimos ciclos. Note que todos os ciclos sao
ruins. exceto o segundo, e portanto temos a primeira componente boa (contém um
ciclo bom) e a segunda ruim (formada apenas por ciclos ruins).

A B D G F E

Figura 2.5: Exemplo de um grafo de pontos-de-quebra que nao contém ciclos bons.
Portanto, todas as componentes sao ruins. (a) A componente B separa as compo-
nentes A e [). (b) As componentes A, D e F sao obstaculos, enquanto que B, (" e
E sao nao-obstdculos. (¢) O obstdculo A protege o nao-obstdculo B. D protege C e

I protege E. Portanto. A. ) e F sao super-obstaculos. (d) Como este grafo possui
nimero impar (trés) obstaculos e todos eles sao super-obstaculos, entdo este grafo é

wma fortaleza.

cinzas. uma de cada ciclo. que se cruzam.

['m conjunto de ciclos entrelacados é denominado de uma componente de (i(7, o).
(‘hamamos uma componente de ruim quando todos os ciclos que a formam sao
ruins. e de componente boa quando pelo menos um dos ciclos que a formam é bom
(Figura 2.4).

[Uma componente ruim pode ainda ser classificada em obstdculo ou nao-obstdculo.
conceitos que passamos a explicar agora.

['ma componente A estd contida numa outra componente B quando existe uma
aresta cinza de um ciclo de B que contém inteiramente a componente A. Uma com-
ponente B separa duas componentes A e D se uma das duas esta contida em B e a
outra nao esta (Figura 2.5 (a)).

Dizemos ainda que uma componente ruim que nao separa quaisquer duas outras com-
ponentes ruins é um obstaculo. Se uma componente ruim separa outras componentes
entao ¢ chamada de nao-obstaculo (Figura 2.5 (b)).

Nos nossos estudos, utilizaremos especificamente um tipo de obstaculo, que é uma
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Figura 2.6: Exemplo de um grafo de pontos-de-quebra que contém um tinico ciclo
ruim, que forma uma componente ruim, que € um obstaculo, mas nao é uma fortaleza.

componente ruim composta por tnico ciclo ruim, que nao se entrelaca nem contém
qualquer outro ciclo (Figura 2.6). Como pode ser observado nos exemplos anteriores,
estes nao sao os unicos tipos de obstaculos existentes num grafo de pontos-de-quebra,
mas isto sera suficiente para nossos objetivos. O nimero de obstaculos em um grafo

Gi/(7,0) sera denotado por h(w, o).

Dizemos que um obstaculo A protege um nao-obstaculo B quando a remocao de 4
torna B um obstdaculo. Um obstaculo A é chamado de um super-obstaculo se ele

protege um nao-obstaculo B (Figura 2.5 (¢}).

Um grafo ((r,0) é denominado de fortaleza se contém um nimero impar de
obstaculos e todos eles sao super-obstaculos (Figura 2.5 (d)).

Quando o grafo é uma fortaleza, necessita-se de uma reversao extra para calcular a
distancia de reversao. Portanto, Hannenhalli e Pevzner [19] definiram um parametro.
denotado por f(7.o). cujo valor pode ser igual a 1 ou 0 apenas, dependendo do grafo
de pontos-de-quebra ser, ou nao, uma fortaleza, respectivamente. Para os nossos
estudos. basta saber que numa fortaleza existe pelo menos um ciclo que nao pertence
a um obstdculo. Por exemplo, podemos observar que o grafo da Figura 2.6 nao é uma
fortaleza. pois é formado por apenas um ciclo que pertence a um obstaculo.

Utilizando como parametros o numero de ciclos. o numero de obstaculos e a indicacao
do grafo ser ou niao uma fortaleza, Hannenhalli e Pevzner [19] apresentaram uma
formula para computar a distancia de reversao entre duas permutagoes com sinais =

L ile

d-(m,0)=(n+1)—c(r,0) + hir,0) + f(7,0). (2.1)

Podemos destacar os importantes trabalhos de Bafna e Pevzner, Hannenhalli e
Pevzner e Kaplan, Shamir e Tarjan [2, 19, 23], ou o texto introdutério de Setubal e
Meidanis [28] para uma explicagao mais detalhada destes parametros.

Estes resultados serao utilizados no Capitulo 3.
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Figura 2.7: O grafo de ciclos para duas permutacoes, = € o, como mostradas na
figura. As arestas pretas estdo representadas em negrito e as arestas cinza estao
representadas por linhas normais.

2.2 O grafo de ciclos

['ma ferramenta poderosa para estudar a distancia de transposicao € o grafo de ciclos
de duas permutagoes. proposto por Bafna e Pevzner [1]. e utilizado em algoritmos
de aproximacao para este problema. Embora estes autores nao o tenham descrito
desta forma. podemos construi-lo de forma inteiramente analoga ao grafo de pontos-
de-quebra descrito na secao anterior. Basta notar que. dadas duas permutagoes sem
sinais 7 e o. podemos tomar todos os elementos de © como sendo positivos. e portanto

cada m, vai ser associado aos rotulos —m, e +7,.

O grafo de ciclos tem exatamente n + 1 arestas pretas e o mesmo niimero de arestas
cinzas. Também como no caso das reversoes, a idéia é que as arestas pretas indiquem
a situagao como ela esta agora. e as arestas cinzas indiquem a situagao desejada.
Quando as arestas pretas tornam-se iguais a cinzas em todos os rotulos, temos = = o
e di(m.c) = 0. Entao. nosso objetivo € aplicar transposicoes de tal forma que as
arestas pretas tornem-se iguais as cinzas. A Figura 2.7 mostra o grafo correspondente

a um par de permutagoes.

Bafna e Pevzner [4] apresentaram varios resultados interessantes baseados nesta es-

trutura. que passamos a apresentar.

Primeiro, como no caso das reversoes, o grafo é composto por um certo numero de
ciclos, onde em cada ciclo alternam-se arestas pretas e arestas cinzas. O comprimento
de um ciclo foi definido pelo nimero de arestas pretas que pertencem ao ciclo (que €
o mesmo numero de arestas cinzas). Um resultado importante segue.
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Lema 2.2.1 A soma dos comprimentos de todos os ciclos em qualquer grafo de ciclos

€ sempre n + 1.

Além disso, uma transposi¢ao pode afetar o numero de ciclos de uma forma muito
especifica, como mostra o seguinte lema. Denote por ¢(7,o) o nimero de ciclos no
grafo de ciclos de 7 e o.

Lema 2.2.2 Para quaisquer permulagoes m e o, € o grafo de ciclos correspondente,
temos gque. para qualguer transposigdo t,

ct-m,o)=c(r,0)+ z,

onde . = —2.0 ou 2.

Uma transposicao é chamada de —2-movimento, de 0-movimento ou de 2-movimento,
se v for —2.0 ou 2 respectivamente, no lema anterior. Como ¢(o,0) = n+1, 0 maximo

possivel. seria interessante termos tantos 2-movimentos quanto possivel.

De fato. um resultado mais especifico pode ser verificado quanto ao efeito de uma
transposigao no grafo de ciclos. Denotemos por €imu.-(7.0) 0o numero de ciclos de

paridade impar no grafo de ciclos de 7 e 7.

Lema 2.2.3 Para quaisquer permulacoes © € o € qualquer transposicdao | temos
Eimparkt” T 0) = Chmgian| 7y 8] 2,

onde r = —2.0 ou 2.
Deste lema temos o seguinte limite inferior para a distancia:

Teorema 2.2.4 Para quaisquer permutacoes ™ € o temos

(T? A ]-) - cimpar(*_‘.-g)
2

d(w,0) 2

Bafna e Pevzner [4] mostraram ainda uma forma de representar um ciclo pelas suas
arestas pretas. Primeiro, as arestas pretas do grafo de ciclos sao numeradas associando
um rotulo 7 a aresta preta (7, 7,—1),com 1 <12 < n+1, e assim as arestas pretas serao
rotuladas de 1 até n + 1. Consideremos agora um ciclo ¢ de tamanho k. Denotaremos
¢ entre colchetes, tomando uma das arestas pretas como a primeira do ciclo, e as
outras arestas pretas na ordem em que elas aparecem, seguindo as arestas cinzas de
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¢, [11,...,2%]. Um ciclo ¢ pode ser representado de k formas diferentes, dependendo
da escolha da primeira aresta. Vamos escolher uma representante canénica de
um ciclo ¢. tomando como aresta preta inicial ; a aresta mais a direita de ¢ em
7, 1sto €, i} = maXj<i<k tr. No grafo de ciclos da Figura 2.7 temos trés ciclos, com
representantes canonicas ¢; = [9,7,5,2],¢c; = [8,1.3] e ¢3 = [6,4].

Escolhemos agora trés arestas pretas z,y,z pertencendo ao mesmo ciclo ¢ no grafo
de ciclos. O ciclo ¢ forga uma ordem em z,y, z, € temos trés possiveis representacoes
desta ordem. Escolheremos como representante canonica de uma tripla (z,y, z)
aquela comegando na aresta preta mais a direita, isto ¢, na aresta preta rotulada
por max(z,y,z). Uma tripla na ordem canonica é ndo-orientada se © > y > z e
orientada se y < z < x. No grafo de ciclos da Figura 2.7 temos as seguintes triplas
nao-orientadas: (9.7.5).(9.7,2) e (7.3,2); e a tripla orientada (8. 1. 3).

Dizemos ainda que um ciclo é orientado se ele admite um 2-movimento, e nao-
orientado se nao existem 2-movimentos possiveis agindo nele. No grafo de ciclos da
Figura 2.7 temos ¢; e ¢3 nao-orientados e ¢, orientado.

Finalmente. o Lema 2.2.2 sugere que qualquer algoritmo que visa computar a distancia
de transposigao deve utilizar o maximo de 2-movimentos possivel. Seguindo esta idéia,
Bafna e Pevzner [4] mostraram uma forma de aumentar ¢(7. o) de pelo menos 2 em
dois movimentos consecutivos, que passamos agora a descrever.

["ma transposicao #(i, j. k) age num ciclo ¢ se as tres arestas pretas 7, j e k pertencem
a ¢. O Lema 2.2.2 foi utilizado na prova do seguinte resultado.

Lema 2.2.5 Se wma transposi¢dao t age num ciclo € eria maws do que um novo ciclo
no grafo de cielos, entdo 1 ¢ um 2-movimento. Se uma transposigao t age em arestas
pertencentes a ciclos diferentes entdo t € um 0-movimento.

Tomando a representacao candnica para ciclos, para k& > 1, um ciclo ¢ = [1y,....7%]
é nao-orientado se 1y,...,i¢ for uma sequéncia decrescente. e orientado em caso

contrario.

Lema 2.2.6 Se ¢ for um ciclo orientado entao existem 2-movimentos agindo em c.
Se ¢ for um ciclo ndo-orientado entdo nao eristem 2-movimentos agindo em c.

Prova: Tome um ciclo orientado ¢ = [i;,....2k). € 3 € » € k um indice tal que
i, > tu—1. Uma transposicao t(z,_1.%..2;) agindo em ¢ cria um 1-ciclo (na aresta preta
(. .7 -2)). Entao, pelo Lema 2.2.5. { é um 2-movimento. Qo

Os Lemas 2.2.5 ¢ 2.2.6 implicam o seguinte teorema.
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Figura 2.8: Um 0-movimento criando um ciclo orientado.

Teorema 2.2.7 Para duas permuta¢ées m e o existe um 2-movimento ou um 0-
movimento sequido por um 2-movimento.

Prova: Se (G(7.0) tem um ciclo orientado entao pelo Lema 2.2.6. é possivel um

2-movimento.

(‘aso contrario. tomar um ciclo nao-orientado ¢ = [iy,....2]. € seja r a posicao do
elemento maximal de # com relacao a ¢ no intervalo [iz,i; — 1]. Seja s a posigao
de 7, + 1 em 7 com relacio a 7, e note que s & [i5.71]. Se s > 7;, a transposicao
I{r+1.s5.713) age em arestas de dois ciclos diferentes, e portanto pelo Lema 2.2.5. 1 é
um 0-movimento (Figura 2.8). Mas agora os dois ciclos criados por { sao um I-ciclo
composto pela aresta preta (s.7) e um k-ciclo orientado. com & > 3. Um argumento
analogo pode ser usado quando s < 15. Neste caso use a transposicao 1(s.z;. 7+ 1).

g

Fstes resultados serao utilizados nos Capitulos 4 e 5.



Capitulo 3

Distancia de reversao de
Cromossomos com sinais

Neste capitulo estudamos o problema da distancia de reversdo de permutacoes com
sinais. Na secao 3.1 mostramos uma equivaléncia entre os problemas da distancia de
reversao de permutagoes com sinais. lineares e circulares. Embora esta analogia seja
razoavelmente simples. nao consta da literatura da area. pelo menos na que conhece-
mos. Com base nesta equivaléncia. mostramos que um zlgoritmo polinomial para o
caso circular pode utilizar qualquer algoritmo polinomial para computar a distaucia
de reversao de permutacoes com sinais, bastando para isto fornecer determinadas
permutacoes como entrada para o algoritmo escolhido. Na secao 3.2 calculamos o
diametro de reversao de permutacoes com sinais, lineares e circulares. Na secao 3.3,
inicialmente apresentamos alguns resultados relacionando a distancia de reversao de
permutacoes com sinais lineares e circulares, de mesmo tamanho. Em seguida, justifi-
camos um procedimento comum em artigos onde ha calculos de distancia de reversao
de cromossomos lineares. que € o de fixar a priori uma das pontas das moléculas
de DNA comum aos dois cromossomos. Finalmente, na secao 3.4, apresentamos um
sumario do capitulo, além de algumas questées que surgiram a partir destes estudos.

3.1 Uma equivaléncia entre os problemas circular

e linear

l'm cromossomo circular, conforme visto no Capitulo 1, é uma molécula de DNA
circular. A Figura 3.1 mostra exemplos de cromossomos circulares com sinais de duas
espécies de plantas, onde cada numero representa um bloco de genes, e a seta indica

34
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2,/' \]. B. oleracea 5/” \I' B. campestris
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Figura 3.1: Exemplos de cromossomos circulares de duas espécies de plantas. (a) As
setas indicam as orientacoes dos blocos de genes de uma espécie em relagao a outra.
(b} Diferentes representacoes do mesmo cromossomo circular. (¢) As duas formas de
visualizar os blocos de genes de um cromossomo circular, onde uma ¢ obtida da outra
por reflexao relativa ao eixo mostrado na figura. Estas duas formas sao consideradas
equivalentes.

a orientacao de um bloco de genes de uma espécie em relacao a outra.

Num cromossomo circular. uma reversao € definida fixando dois pontos de corte neste
cromossomo, e revertendo a ordem dos genes em uma das regioes delimitadas por

estes dois pontos (Figura 3.2).

De forma genérica, o problema da distancia de reversdo de cromossomos circulares
com sinaws € formulado da seguinte forma. Dados dois cromossomos circulares com
sinais A e B. devemos encontrar a menor série de reversoes que transforma A em B.
A Figura 3.3 mostra um exemplo de um cromossomo circular transformado em outro
com o menor numero de reversoes possivel.

Nesta se¢ao, apresentamos uma equivaléncia entre reversoes circulares agindo em
cromossomos circulares com sinais e reversoes lineares agindo em cromossomos line-
ares com sinais. Para isto, inicialmente formalizamos um cromossomo circular por
uma classe de equivaléncia, definimos reversoes circulares agindo neste cromossomo
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{

2 1
~N Regioes que sofreram
3 L }_ reversao
Pontos de Quebra 5“ L J 3
- 5 T "-.‘“

Figura 3.2: Existem duas possibilidades para aplicar uma reversao num cromossomo
circular, dados os dois pontos de corte.
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Figura 3.3: Exemplo de uma série minima de reversoes que transforma B. oleracea

(repolho) em B. campestris (nabo).
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circular, e definimos precisamente o problema. Utilizando estas definicoes, caracteri-
zamos um isomorfismo entre reversoes circulares agindo em cromossomos circulares
e reversoes lineares atuando em cromossomos lineares. Este isomorfismo permitiu
computar a distancia de reversao de cromossomos circulares por meio do calculo da
distancia de reversao de cromossomos lineares com um bloco de genes a menos. Como
consequiéncia, obtivemos um algoritmo polinomial para o problema da distancia de

reversao de cromossomos circulares com sinais.

3.1.1 Uma formalizagao para o problema circular

Nesta secao inicialmente apresentamos formalismos para cromossomos circulares com
sinais e reversoes circulares, e enunciamos o problema da distancia de reversao de

cromossomos circulares com sinais.

Cromossomos Circulares

Apresentamos agora uma formalizagao de um cromossomo circular com sinais por
nnta classe de equivalencia.

Intuitivamente, um cromossomo circular é um arranjo circular de blocos de genes
com sinais (Figura 3.1). Um bloco de genes de um cromossomo sera modelado por um
inteiro com sinal. O sinal “+7 indica uma seta na direcao dos ponteiros do relogio
na Figura 3.1, e o sinal =" indica uma seta na direcao contraria aos ponteiros
do relogio. Dado um bloco tnicial de genes, podemos representar um cromossomo
circular por uma permutagao como se segue. Seguimos ao longo do cromossomo. na
direcao dos ponteiros do relogio, comecando no bloco inicial, e escrevendo os inteiros
com sinais correspondentes aos blocos encontrados. Entao, (7;7;...7,) denotarad o
cromossomo circular, com n blocos de genes, onde cada 7; tem o sinal "+" ou =7,
e m; € o bloco inicial de genes. Como um exemplo. o cromossomo de B. oleracea da
Figura 3.1(a) pode ser representado pela permutagao (+1 —5 +4 —3 + 2), se
escolhermos 41 como o bloco inicial de genes.

Podemos escolher cada um dos blocos de genes como sendo o primeiro, e entao pode-
mos ter varias permutacoes diferentes representando o mesmo cromossomo. No en-
tanto. todas as permutacgdes sao consideradas equivalentes (Figura 3.4). Além disso,
duas permutagoes onde uma é obtida a partir da outra por reflexao sao considera-
das equivalentes, isto é, (7i72...7,) € (Fafn-1...72%1). onde T;. com 1 < 7 < n.
¢ o elemento 7; com o sinal invertido, sao permutacoes consideradas equivalentes

(Figura 3.3).
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(+1 -5+4-342) (4241 -5+4-3) (-34+2+1-5+4)(+4 -3 42 +1-5) (-544 -3 +2 +1)

Figura 3.4: Num cromossomo circular podemos escolher cada um dos blocos de genes
como sendo o primeiro. Entao, todas estas permutacoes sao consideradas equivalentes.
e representam o cromossomo circular de B. oleracea relativamente a B. campestris.
mostrados na Figura 3.1 (a).

PN e

"

(+1 5+44-342) (-243-445-1)

Figura 3.5: Num cromossomo circular duas permutacgoes onde uma é obtida da outra
por reflexao sao consideradas equivalentes. O cromossomo circular representado € o
de B. oleracea relativamente a B. campesiris. mostrados na Figura 3.1 (a).
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Desta forma, uma permutacao de tamanho n, modelando um cromossomo circular
com n blocos de genes, é uma representante de uma classe de equivaléncia, no conjunto
de todas as permutacoes de tamanho n. Abaixo definimos as operacoes de rotagao e
de reflerdo. que formalizarao as duas possibilidades descritas acima. A partir destas
operacoes podemos definir uma relacao de equivaléncia entre duas permutacoes. e
também a classe de equivaléncia que representara o cromossomo circular.

(‘hamaremos de S, o conjunto de todas as possiveis permutagoes com sinais. onde
cada permutacao tem tamanho n. Observemos que |5, = 2"n!. Tomemos agora
T = (mmy...my), uma permutacdo em S,. Definiremos dois tipos de operagoes
agindo em 7 como se segue:

e Hotagoes. Denotaremos por rot(m) a rotacao basica que move elementos da
permutacao ™ uma posi¢ao para a esquerda:

rot(w) = (Ta%3... Ty™1).

Definimos rot' para cada = € Z da forma usual: rot' é a composicao de rot 2
vezes para i > 0 e rot™™" é a inversa de rot'. Além disso, rot” é a identidade.
Temos as seguintes relacoes importantes:

rot” = rot". ou mais genericamente, rot' = rot’ se 1 = ) (mod n) para todo
1. € Z.

rot'rot’ = rot'™ para todo 1.7 € Z.

As operagoes rot' sao chamadas de rotagoes.

o Refleroes, Denotaremos por refl(7) a reflexao que inverte a ordem de todos os
elementos de uma permutacao = e também os seus sinais. Entao,

reﬂ(:r) = (ir_nfn-l . --?';.!:—1)-

Definimos refl' para cada = € Z da forma usual: refl’ é a composicao de refl ¢
vezes para1 > 0 erefl’ ™' é a inversa de refl'. Notamos também que refl™ = reff’.
Além disso, refl” é a identidade. Temos as seguintes relagoes importantes:

refl? = refl®, ou mais genericamente, refl’ = refl’ se i = j (mod 2) para todo
i} € Z.

refl'refl’ = refl'*? para todo 7,j € Z.

Podemos aplicar rot e refl a uma permutacao. usando as definigbes acima.

Entao.
rot refl (7) = rot{refl(w)) = rot(FpTp-y ... T271) =
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Temos a seguinte relagao:

rot refl = refl rot ™. (3.1)

Genericamente, as operagdes refl rot* sao chamadas de reflezdes. Cada reflexao

¢ igual a sua propria inversa.
Definiremos em seguida uma relacao de equivaléncia entre duas permutagoes 7 e o.

Definicao 3.1.1 Dadas duas permutacoes = e o, definimos

se € somente se existem t,) € Z tais que o = rot'refl' 7.

A relagao acima é de equivaléncia. A prova do resultado é simples. A Equacao 3.1

pode ser usada nesta prova.

Desta relacao de equivaléncia, podemos definir a classe de equivaléncia da permutacao

7. denotada por [7]. que representa um cromossomo circular com sinais, como se segue
7] = {0 € S.|7 ~ o}

Esta formalizacao € interessante do ponto de vista biologico, porque ela nao fixa
qualquer elemento da permutacao, e entao cada um dos blocos de genes pode ser o
primeiro. bastando aplicar rotacao. Além disso. duas permutagoes onde uma € obtida
da outra por reflexao podem ser produzidas aplicando o operador refl.

Reversoes Circulares

Denominaremos reversao agindo num cromossomo circular por reversao circular.
Conforme notamos anteriormente, existem duas possibilidades para uma reversao agir
num cromossomo circular, dados os dois pontos onde os cortes ocorreram (Figura 3.2).

Modelamos agora como uma reversao circular agird numa classe de equivaléncia A
(ue representa um cromossomo circular.

Primeiro, escolhemos uma permutacao @ = (@ ...%— % ... T,;T;41 ... 7x) Na classe
A. Em seguida, vamos supor que os dois cortes da reversao circular tenham ocorrido
emrmentrei:Sliej, 7@ l,ondel <i<j<n Aqui & e sao as operagoes usuais
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de subtracao e adicao, respectivamente, exceto que tomamos o resultado moédulo n e
escolhemos n no lugar de 0 como representante da classe dos miiltiplos de n. Vamos
supor que estes cortes sejam distintos, e entao 2 # (j & 1).

Além disso podemos sempre escolher z e j tais que : < . Se 2 > j devemos escolher
outros indices ' e j' que indiquem os mesmos pontos de corte e tais que i’ < ;'. Mas
para isto, basta tomar ' = j&1 e’ =151, o que é sempre posivel, pois por hipotese

1 # ()& 1)

Temos entao o seguinte lema.

Lema 3.1.2 Dada uma permutagio @ = (71 ... Tye1Ti ... TjTy41 .. . Ty ) de uma classe
de equivaléncia A que modela um cromossomo circular. € dois ponlos de corte em 7
indicados por inteiros 1 € j, com 1 <1< j <nei#(jF1) tais que estes cortes
ocorrem entre 1= 1,1, € 3.7 1, as permutagoes resultantes das duas possivers formas
de reverter = com estes dots cortes pertencem @ mesma classe de equivaléncia.

Prova:

Denotaremos por P e () as duas possiveis formas de reverter o cromossomo circular
modelado por A (Figura 3.6). Tomando . e aplicando a reversao circular P em =.
com 1 e ) nas condi¢oes do lema. temos

P(R1e e TiciTiors FjRjade W) = (Fh oo e MicATg oo FiFyabd =4+ Fn)

Aplicando a reversao circular @ em 7, com ¢ ¢ j nas condigoes do lema, temos

Q (T eva TR o TG40 oo Tn) = (F1Tnoos T i Ty Wiy o0 . T2)

-1

Mas aplicando rot™! e refl em (7 ... 717 ... FiT;41 ... 7n) temos

[‘Ot_lfreﬁ(ﬁ'l a7 .?.',‘_1-7?} ...-'-:I‘?‘.':+1 o .?l.'“)) = (?]?,, i -Ej-i-l"-i o .rrjf,_, Wil Fﬁ"z)

Entao, tomando
T = (T Ta®y e« TiFan vl = P-x

Oy = (M1 Tn-e-Fpgd®i v ;a0 72) = Qo7

temos que o, = rot~'(refl(oy)). implicando em oy ~ 73, ou seja, oy e o, pertencem a
mesma classe de equivaléncia. Temos assim que [P - 7] = [oy] = [o2] = [Q - 7).

0

Definimos agora reversao circular.
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Figura 3.6: Os dois cromossomos circulares resultantes das duas {ormas de aplicar
reversao circular sao representados por duas permutagoes que pertencem a mesma
classe de equivalencia. Note que a seta, antes da reversao circular, indica o primeiro
bloco da permutacao escolhida da classe de equivalencia que representa o cromos-
somo circular. A porcao do cromossomo sofrendo a reversao circular pode incluir ou
nao a seta. As permutagoes resultantes das duas reversodes circulares sao mostradas.
Podemos verificar que aplicar reflexao e rotacao numa das permutagoes resultantes
da reversao permite obter a outra permutagao. Mostramos também as permutagdes
resultantes de cada operagao aplicada. (a) Neste caso, a reversao nao inclui a seta.
(b) Neste caso, a reversao inclul a seta.
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Definigao 3.1.3 Dada uma classe de equivaléncia A modelando um cromossomo cir-
cular. definimos uma reversao circular P agindo em A, denotada por P - A, como
sendo [P - 7|, m € A, onde P inverte o mesmo bloco de elementos, qualquer que seja
TEe A,

Agora podemos enunciar o problema de encontrar o menor nimero de reversoes cir-
culares agindo em cromossomos circulares com sinais.

Dadas duas classes de equivaléncia A e B, representando dois cromossomos circulares
com sinais. o problema da distancia de reversao de cromossomos circulares
com sinais é encontrar uma série de reversoes circulares P, P,.... P, tais que P, -
Poey ... : Po-Pi-A=Bepéminimo. Chamamos g de distancia de reversao

circular de A e B, denotada por d:(A. B).

3.1.2 Um isomorfismo entre os problemas circular e linear

(‘omo dito no inicio desta secao. definiremos reversao circular em termos de re-
versao linear. o que permitira estabelecer um isomorfismo entre reversoes circulares
atuando em cromossomos circulares e reversoes lineares agindo em cromossomos li-
neares. Deste isomorfismo deduzimos imediatamente um algoritmo polinomial para
o problema da distancia de reversao de cromossomos circulares com sinais, baseado
num algoritmo polinomial que soluciona o problema equivalente para cromossomos
lineares.

[Timma reversao linear r(¢. ). com 1 €1 < 3 € n, como deserito no Capitulo 1, age na

permutacao m = (... =1 Tj...T;Tj4+1...7T,), de tamanho n. da seguinte forma:
{8, J) T = (1o TiciTjor Wizt oo« Tn)-

A definicao de reversao circular P agindo numa classe de equivaléncia A induz imedi-
atamente a utilizacao da reversao linear. Uma primeira intuicao seria escolher em A
uma permutacao 7. escolher os pontos de corte ¢ e 7, e utilizar estes mesmos indices
numa reversao linear atuando em 7, assim:

P-A=[P-7|=[r(i,j) 7]

Entretanto esta definicao nao funciona corretamente, porque a mesma reversao linear
aplicada a diferentes permutacbes m dentro de uma classe de equivaléncia A leva a
classes de equivaléncia distintas. Para resolver este problema. nao sera permitida
uma escolha aleatdria de uma permutacao em A na qual as reversoes circular e linear

atuarao.
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Definimos uma representante canonica de A, denotada por can(A), com as carac-
teristicas de ter o bloco 1 fixado como sendo o primeiro elemento da permutacao. e
tendo a orientacao + (Figura 3.7). Note que cada classe de equivaléncia tem uma

unica representante canoénica.

[F]={(+1 -5+4-342) (-5+4 -3 +2 +1) (+4 -3 +2 +1 -5)
(=342 +1-5+4) (+2 +1 -5 +4 -3)
(=2 +3 -4 45 -1) (+3 -4 +5 -1 =2) (-4 +5 -1 =2 +3)
51 D3 -4 -] <243 ~445)]

can ([x]) = (+1 -5 +4 =3 +2)

Figura 3.7: Exemplo de uma classe de equivaléncia A = [r] e da sua representante
canoénica can(A).

Definimos agora reversao circular em termos de reversao linear. ambas atuando apenas

la representante canonica.

Definigao 3.1.4 Dadas uma classe de equivaléncia A modelando um eromossomo
circular € uma reversdo linear r(i,3) com 1 < i € 5 € n. exceto (i.7) = (l,n),
definimos wma reversao circular P atuando em A por

P-A=[P-can(A)] = [r(i,7) - can( A)]

O proximo teorema mostra que, além da reversao circular P poder ser definida por
uma reversao linear r(z.j) atuando apenas na representante canonica, os indices 2 e

J podem ser escolhidos no intervalo de 2 até n.

Teorema 3.1.5 Dada uma classe de equivaléncia A modelando um cromossomo cir-
cular, para qualquer reversdo circular P atuando em A, existem inteiros 1 e j com

2<1 < < n tais que

P-.-A=][P-can(A)] = [r(i,j) - can(A)]

Prova:
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Tomemos 1nicialmente a representante canonica de A, can(A).

Existem duas possiveis formas de uma reversao circular agir em can(A), mas ambas
produzem permutagoes que pertencem a mesma classe de equivaléncia (Lema 3.1.2).
(Como podemos escolher qualquer uma das duas formas tomaremos a forma que nao
inclui 7y = 4+1. Desta forma P - can(A) produzirda uma permutagao que é também
uma representante canonica. Em outras palavras, a representante canénica da classe
de equivaléncia A que modela o cromossomo circular antes da reversao é transformada
numa outra representante canonica da classe de equivalencia que modela o cromos-
somo circular obtido apés a reversao. Neste caso, a reversao circular age em can(A)
exatamente da mesma forma que agiria a reversao linear r(z,7), com 7 > 2. Entao.

fl2:7) e (1 B s @i s Tyes M) = Wbl T 0T oo T oo T )s

com 2 < ¢ < j < n. Este resultado decorre da defini¢ao de reversao linear. Como a

permutacao da direita é canonica temos
r(t.7)-can(A) = can(P - A).

e onde 1emos
[r(7,7) - can{A)] = [can(P - A)] = [P - can(A)] = P - A.

O

Mostraremos agora que existe um isomorfismo entre reversoes circulares agindo em
cromossomos circulares e reversoes lineares agindo em cromossomos lineares. Para
isto. inicialmente definiremos duas bijecées. Tomemos S, como sendo o conjunto de
todas as permutagoes lineares com sinais de n elementos. Seja R, o conjunto de todas
as reversoes lineares agindo em permutagoes lineares com n elementos. Sejam S o
conjunto de todas as classes de equivaléncia das permutagoes lineares com sinais de
comprimento n e R o conjunto de todas as reversoes circulares agindo nestas classes
de equivaléncia. Definimos

F fol
@ilo, Sn.—l

de tal forma que

@(A) = tomar can(A), remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutos
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dos outros elementos, conservando o sinal

Definimos também
0:R;, — Ry

de tal forma que

O(P)=r(i—1,j—1),

onde P- A= [P-can(A)] = [r(z,))-can(A)],com2 <1 < 3 < n.

Enunciamos agora o resultado.

Teorema 3.1.6 Dadas duas bije¢ées » € § como definidas acima, entdo temos
o(P- A) = 8(P) - o(A)

Prova:

Inicialmente temos
2(P - A) = tomar can( P - A), remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutos

dos outros elementos, conservando o sinal

.7) ~can(A)], com 2 < ¢ < j < n,e A = [x],

j ;
onde 7 = can(A). isto é, # = (7 72 ... 7)) com m; = +1. Mas (Definicao 3.1.4)
can(P-A) = can([r(i.7)-can(A)]) = can([r{i,j) - 7]) = r(z.j) -7, com2 <7 < 5 < n.
Entao

o(P - A) = tomar r(z,7) - 7, remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutos

dos outros elementos. conservando o sinal

Por outro lado. como can(A) = 7, entao temos

»(A) = tomar =, remover + 1, subtrair 1 dos valores absolutos

dos outros elementos, conservando o sinal

e
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B(P)=r(1—1.7—1)

Entao o resultado segue porque 6(P) = r(2 — 1,7 — 1) age em ¢(A) exatamente nos
mesmos elementos que (7, 7) atua em 7. Além disso, (/- A) gera uma permutagao
idéntica a A( P) agindo em o(A).

Note que |S5| = |Spey| = 2" (n—1)! e |RE| = |Ruey| = (n — 1)n/2.

Do Teorema 3.1.6 decorre imediatamente o proximo resultado.

Corolario 3.1.7 Dadas duas classes de equivaléncia A ¢ B modelando dois cromos-

somos circulares, e a byegao ¢ definida acima,

di(A, B) =d,(p(A),¢(B))

Do Corolario 3.1.7 podemos deduzir um algoritmo para o problema da distancia de
reversao de cromossomos circulares com sinais. Basicamente, ele consiste em executar
qualquer algoritmo que resolve o problema equivalente de cromossomos lineares com
sinais. tomando como entrada duas permutagoes, obtidas aplicando a bije¢ao 2 nas
dnas classes de equivaléncia que representam os cromossomos circulares.

Tomemos as duas permutacoes de entrada o e 3, onde a e 3 sao as permutagoes das
duas classes que representam os cromossomos circulares. As representantes canonicas
sao obtidas pesquisando as duas permutagoes a e 7 para encontrar a posigao & do
bloco 1. Se ele tiver sinal + apenas aplicamos rot*~!, e se ele tiver sinal — aplicamos
rot“=" seguido de refl.

Em particular, se utilizarmos o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23], a complex-
idade do algoritmo é Q(n?) (encontrar as representantes canénicas e aplicar ¢ custam
O(n) e o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23] tem complexidade O(n?)). onde
n é o nimero de blocos de genes dos cromossomos circulares.

As reversoes circulares sao obtidas aplicando a inversa de # em cada passo do algoritmo
para cromossomos lineares. Este passo nao afeta a complexidade do algoritmo acima
pois custa O(1).
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3.2 O diametro de reversao

O diametro de reversao circular, denotado por D¢(n), das classes de equivaléncia
em 55, com respeito a distancia de reversao circular, é a maxima distancia de reversao
entre duas classes de equivaléncia das permutacoes de comprimento n. Analogamente.
o didmetro de reversao linear, denotado por D,(n), das permutacoes de n elemen-
tos do conjunto S, com respeito a distancia de reversao linear, é a distancia maxima

entre duas permutagoes.

Nesta secao. mostramos que o didmetro de reversio para cromossomos com sinais,
lineares e circulares, sao respectivamente n + 1 e n (exceto em poucos casos). Isto
corrige um resultado de Rececioglu e Sankoff [26] que estabelece que n—2 < D, (n) <
n— 1.

Primeiro. vamos provar o resultado sobre o diametro de reversao linear, D,(n) = n+1.
exceto em dois casos. Para isto. inicialmente computamos a distancia de reversao
entre certas permutagoes e a permutacao identidade, para cada n. Estas distancias
serao utilizadas como himite inferior para D.(n). Estes resultados estao enunciados

nos lemas seguintes.

Nesta secao, todos os elementos das permutacoes tém sinais positivos (“+7 ). portanto.
para nao sobrecarregar a notacao, omitiremos estes sinais. Além disto. nos grafos de
pontos-de-quebra. os dois rotulos —7, e +7;. associados a cada elemento 7., também

serao denotados apenas por 7.

Lema 3.2.1 Dadas as permutagées

7o =(214365 ... (n—=4)(n=3)(n—=2)(n=3)n(n-1))
on=1t,=(1234 ... (n-=1)n),

para n par, n 2> 2, entdo d(wy,0,) =n + 1.

Prova: Primeiro, construimos o grafo de pontos-de-quebra G(=,,t,) para =, com
relacao a ¢,, com n nas condi¢oes do lema. Este grafo e formado por exatamente um
ciclo. de tamanho n + 1, envolvendo todos os rotulos. Conforme visto na Secao 2.1,

este é um ciclo ruim e portanto um obstaculo (Figura 3.8).

Neste caso, usando a Formula 2.1 de Hannenhalli e Pevzner, também enunciada na

Secao 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(r,,0,), temos

dimp.0,)=(n+1)—-14+14+0=n+1
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Figura 3.8: (a) O grafo de pontos-de-quebra para =, e 0, = t,. n par. n >
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SO

3

.n-4 n-5 n-2 n-3 n n-1)

A Hm Am
S 02

5

50

2. (b)



3.2. O diametro de reversao 51

(a) (213546 ..n-5n3n4n2nn-1)

.n-5 n-3 n4 n-

(®) 21354

0

YN
2 1 3 5 4 6

Figura 3.9: (a) O grafo de pontos-de-quebra para 7, € 0, = t,, n impar, n > 3,
(n+1)mod 3 =0. (b) Exemplo para n = 5 com relagao a ts.

|
Nos lemas seguintes calculamos distancias de reversao entre diversas permutacoes e

a permutacao identidade. para n impar.

Lema 3.2.2 Dadas as permutacoes

=(213346879 ... n=6)(n=-T)(n=3)(n=3)(n—4)(n—=2)n(n-1))

On =iy =(1 234 «ai (0= 1)n),

para n tmpar, n > 5, e (n + 1) mod 3 =0, entdo d(7,.0,) =n+ 1.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra para r, com relacao a o,, com n nas condicoes
da hipotese, é formado por exatamente (n + 1)/3 ciclos de tamanho 3, com n >
5. construidos um ao lado do outro. Estes sao ciclos ruins e portanto obstaculos
(Figura 3.9).

Neste caso, usando a Formula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra {7, ¢, ). temos

d7ptn)=(n+1)—=n+1)B3+n+1)/3+0=n+1
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Figura 3.10: (a) O grafo de pontos-de-quebra para 7, € 0, = t,,. n impar. n > 9.
(n+1)mod 3 = 1. (b) Exemplo para n = 9 com relacao a iq.

Lema 3.2.3 Dadas as permutagoes
7n=(213546 ... (n=13)(n=13)(n—=14) (n = 12) (n = 10) (n = 11)

mM=9) (=T n=8)(n=5)(n=6(n=-4)(n=2)(n=3)n(n-1))

On=tn=1(1234 ... (n—1) n),

paran impar,n 2 9, (n+ 1) mod 3 = 1, entdo d(7p.0,) =n+ 1.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra para 7, com respeito a t,. com n nas condigoes
da hipétese. é formado por exatamente (n — 9)/3 ciclos de tamanho 3, e dois ciclos
de tamanho 5, com n = 9, construidos um ao lado do outro. Estes sao ciclos ruins e
portanto obstaculos (Figura 3.10).

Neste caso. usando a Férmula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(m,,¢,). temos

d(7n,tn)=(n+1)=((n—9)/3+2)+((n—9)/3+2)+0=n+1
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()(213546..n-10 n-8 1-9 n-7 n-5 n-6 n-4 n-2 n-3 n n-1)

@ mm m

n-10 n-8 n9 n7 n-3 n-6

(b)
2135476)

_ <> v
[ a\§\4
0 2 | 3 3 4 7 6 8

Figura 3.11: (a) O grafo de pontos-de-quebra para 7, € 0, = ¢,,, n impar, n >
(11 +1)mod 3 =2, (b) Exemplo para n = 7 com relacao a ¢r.

=1

Lema 3.2.4 Dadas as permutacoes
7 =(213546 ... (n=11)(n—=12) (n—=10) (n—=8) (n—=9) (n—=T) (n—5) (n—6)

(n—4)(n=2)(n—=3)n(n—-1))

On=ta=(1234 ... (n=1)n),

paran impar.,n 2 7, (n+ 1) mod 3 = 2. entao d(7,,0,) =n+ 1.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra para 7, com respeito a ¢,. com n nas condigoes
cda hipétese. é formado por exatamente (n —4)/3 ciclos de tamanho 3, e um ciclo de
tamanho 5, com n = 5, construidos um ao lado do outro. Estes sao ciclos ruins e

portanto obstaculos (Figura 3.11).

Neste caso, usando a Formula 2.1, e do grafo de pontos-de-quebra G(=,.¢, ), entao

temos

drptn)=m+1)=((rn—-4)/B3+1)+((n-4)/3+1)+0=n+1
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Utilizando os lemas anteriores. provamos agora o diametro de reversao linear.

Teorema 3.2.5 O diamelro de reversao de cromessomos lineares com sinais €

D, (n) = max {d.(7,0)} =

aESn

n sen=1oun=3
n+1 caso contrdario

Prova:

Para n par, n 2 2. o Lema 3.2.1 apresenta uma familia de permutacoes 7,, com n
nestas condi¢oes. tais que d,(7,.t,) = n + 1. Portanto, no caso de n par. temos
D.n)>2n+1.

Analisemos agora o caso em que n € impar.

Quando n = 1 temos apenas duas permutagoes. e a distancia entre elas é exatamente

l. e portanto D,(1)= 1.

Quando n = 3 temos, decorrente de um teorema de Kececioglu e Sankoff [26], um
algoritmo guloso que ordena qualquer permutacao = com pelo menos um elemento
negativo em no maximo n — 1 passos. Entao. apenas as permutagoes com todos
os elementos positivos sao candidatos a possuir distancia de reversao igual a n + 1.
I'sando este fato e construindo os grafos de pontos-de-quebra para todas as possiveis
permutagoes com todos os seus elementos positivos para n = 3, concluimos que
di(m3.13) < 3. Por outro lado. 73 = (32 1) etz = (1 2 3) tém d.(73.t3) = 3, ¢
portanto D,(3) = 3.

Quando n > 5, vamos considerar os possiveis valores de (n + 1) mod 3. Temos trés

CASOS:

e (n+1)mod3=0: Do Lema 3.2.2, temos uma familia de permutagoes r,. com

n nestas condigées, para as quais d(Ty,t,) =n + 1.

e (n+1)mod3 = 1: Do Lema 3.2.3. temos uma familia de permutacoes =,. com
n nestas condi¢oes, para as quais d,(7,.¢,) = n + 1. Notamos que a restrigao
n > 9 do Lema 3.2.3 nao elimina nenhum n para o qual (n +1) (mod 3) =1,
pois n = 9 é o primeiro nimero impar satisfazendo esta condicao.

e (n+1) mod 3 =2: Do Lema 3.2.4, temos uma familia de permutagoes r,, com n
nestas condicoes. para as quais d.(m,, t,) = n+1. Notamos que a restricaon > 7
do Lema 3.2.4 também nao elimina nenhum n para o qual (n+1) (mod 3) = 2,
pois n = T é o primeiro nimero impar satisfazendo esta condigao.

j. Lhic .-; s
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Portanto, quando n > 5, mostramos que D.(n) > n + 1.

Entao, D,(1) =1 e D.(3) = 3, enquanto que para n = 2 e para todo n > 4, temos
um himite inferior de n + 1 para D, (n).

Para completar a prova, vamos mostrar que D,(n) < n + 2, para todo n.

Da Formula 2.1 temos que
dr{ﬁﬂ-frn) = (n i &= C(”T-m in) + h-(:"r-n.-. frn} T ,f(:ﬁ‘_ﬁ.'.! f'n)

para todo 7.

Primeiro, observamos que A(mp. tn) < ¢(7n, tn), pela definicao de h(w,,¢,). Portanto,
se h(Fnstn) = c(Tnitn), entdo temos d(Tu,ta) < (R + 1) + 1, isto é, d(ma,tn) <

n+ 2. Mas se f(7,,t,) = 1, entdo necessariamente A(7,.tn) < ¢(Fpn.tn), € portanto

Hwn ta) <1 4 2.

[sto prova o caso linear.

Das bijecoes definidas na secao anterior. temos o proximo resultado.

Lema 3.2.6 O diameire de reversdo dos cromossomos circilares €

Din)=D.(n—1)

Deste lema, decorre o proximo teorema, que mostra o diametro de reversao circular

das classes de equivaléncia em S..

Teorema 3.2.7 O diametro de reversdo de cromossomos circulares com sinais cir-

culares €

D;(n) = max {d;(A,B)} = { n—1 sen=1.n=2oun
et

n caso conirdario

3.3 Distancias de reversao de cromossomos cir-

cwlares e lineares

Na Secao 3.1 mostramos que existe uma distancia preservando a correspondeéncia en-
tre cromossomos circulares e cromossomos lineares de tamanho uma unidade menor.
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Nesta secao estudamos como se relacionam cromossomos circulares e lineares do

mesmo tamanho.

Mostraremos no Teorema 3.3.4 que d:([x], [o]) < d.(7, o). para quaisquer 7 e 0. Antes
de provar este resultado, precisamos de trés lemas tecnicos.

Lema 3.3.1 Dadas duas permutagoes lineares o e =, tais que o = op(w) onde op =
rot ou refl, entdo para toda reversao r existe uma reversior’ tal quer -7 ~71'- 0.

Prova:
Seja 7 = (7 .- - Ty)-

Temos duas possibilidades para op.
e op = rot: Tomemos o = rot(x) = (mamy...771) € r = r(1,7) de tal forma que
licd) - T =R o MiaTioe: Taligre o Ti)
Temos trés casos.
L § =10 =0

(7 oos T 1)

ril.n) +m

Neste caso r = 7(l.n) = refl. Tomar v’ = refl também. Obteremos
rer=refl{r)~r~o~refllo)=1"-0
2. 1= 1,) < n: Neste caso
81, 7) 2 =T v RT3 50 i)

Entao:

r(gn—1)-0=(Taf3.. . Tj_17;Tn . T j+171)

reflir(j,n—1)-0)=(F 1741 ... Fn¥j...Ta7g)
rot" M (refl(r(j,n — 1) - 7)) = (Fj .. . FaT2F1Tj41 <« - Tn)

r(l.j) - = rot"™ ¥ (refl(r(j,n — 1) - 7))

Entao. tomando »’ = r(3.n — 1) temos
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3. 1> 1,7 <n: Neste caso

1450 ) = (R s it T g o Tl gy ivns B )

Entao:

'-"“{_‘E'—1._}.—l)'J=(?Tg?'ra..._fj...??...?rn?’fl)

rot ~'{r(z — 1,5 — 1) 26 )= K e itee iy Ty oo i M)

r(i,3) mw=rot " r(i — 1,5 — 1)- o)

Portanto, tomando " = r{7 — 1,j — 1) temos

o op = refl: Tomemos o = refl(#) = (7,

J_'

71) e r =r(2,7) de tal forma que

?“{fi,j) o= (7 ---Ti'r.—l‘f;r L3 '_".‘???‘—,?+1 ---'Trri)
Entao:
rlm % 1 =g 1 =03 0= (Tn o Tl Biee » T Ti=1 1)
reflir(n +1—=jg.n+1—=1)0) = (F1 oo FiciTp oo Tyl = oo T

rleg)-m=refllr(n+1—j.n+1—1) o)

Entao. tomando ' =r(n 4+ 1—j,n+ 1 —1), temos

O

Lema 3.3.2 Dadas duas permutagoes lineares 7 e o, tais que ™ ~ o entdo parae toda

reversdo v existe uma reversdo r’ tal que r - 7w ~ 1" - 0.

Prova:

Tomemos ¢ = opy(op,-1(...(op1(7))...)), onde v = 0, e op; = rot ou refl, para
1 <1< 0.

Esta prova sera feita por indugao em v.
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e v = (: apenas tomamos r’' = r.

e v > (: Tomemos

o = 0py—1(...0p1(7)...)
Dada r. gostariamos de obter ' tal que
rew~r .o
pela hipotese de indugao. temos
r-m~r".o

Mas. o ~ o' (pois ¢’ ~ ), de tal forma que o = op,(¢’) e entao, usando o
Lema 3.3.1, existe uma 7’ tal que

" ’ ]
o e P Sk

Entao.
rewr~7r .o

Lema 3.3.3 Dada uma permutacdo lincar © ¢ uma reversao linear r, entdo eriste
wma reversao circular P oou uma transformagao identidade P = 1. tal que

[rog] =P [w).

Prova:

Seja o a representante canénica de [r]:
T ~ o = can([r])

O Lema 3.3.2 nos diz que dadas as permutagées = ¢ o tais que = ~ o, entao para
toda r existe uma r' tal que
rew~r .o,

€ portanto
[rea]=[r"o

Mas " = r(2.j) com 1 < i < j < n. Entdo temos dois casos:
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l. 2= 3@ 1. Entao, v =refl e
[ - o] = [refl(0)] = [¢o] = [7],
e entao existe a transformacao identidade P = 1.

2.1 # J @& 1. Pelo fato de o ser a representante canonica de [7], ¢ = can([x]),
entao temos (Definicaoc 3.1.4)

[r(2,5) - 0] = [r(2.7) - can([x])] = [P - can([7])] = P [x]
e portanto existe a reversao circular P.

I

Neste ponto mostramos que existem menos reversoes no caso circular do que no caso

linear, quando ambos os cromossomos tem o mesmo tamanho.

Teorema 3.3.4 Dadas quaisquer permulag¢ées @ € o com o mesmo tamanho,

di([7].[o]) L d-(7,0)

Prova: Tomemos p = d.(7.0). Entao.

Ty By » span B = 5=
iy e B 18]
P« P, =P 7 [7] = o] (Lema3.3.3)

onde P’ ¢ uma reversao circular ou a transformacao identidade. Entao,

d([x),le]) £ o = d.(7,0)

d

Observamos ainda que ha casos em que d.(7,0) e d5([z],[c]) sao diferentes. Por
exemplo, consideremos as permutacoes 7 = (=2 +3 +1)e o = (+1 +2 +3). Temos
d([7],[g]) = 1 porque di([x],[o]) = d.(can([r]),can([c])) = 1. onde can([r]) =
(+1 —2 +3). Mas d,(7,0) = 3. Para fazer esta computacao, é suficiente construir o
grafo de pontos-de-quebra de 7 em relacédo a o, e usar a Formula 2.1 de Hannenhalli
e Pevzner [19].

O teorema seguinte também resolve o problema da distancia de reversao para cro-

mossomos circulares com sinais.
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Teorema 3.3.5 Dados dois cromossomos circulares do mesmo tamanho representa-
dos pelas classes de equivaléncia A e B entdo

d:(A, B) = d,(can(A), can(B))

Prova:
Inicialmente mostraremos que

d.(A, B) < d.(can(A),can(B))

Do Teorema 3.3.4 sabemos que d5([r],[o]) < d.(7,0). Em particular, tomando = =
can(A) e ¢ = can( B). temos imediatamente o resultado.

Em seguida. mostraremos que

di(A.B) = d.(can(A).can(B))

Para resolver o problema da distancia de reversao de cromossomos circulares com
sinais. usamos reversoes circulares no intervalo [2.n]. que age sempre na permutacao
(ue é representante canonica. Consideremos entao o cromossomo linear can(A). Ini-
cialmente, 7y = +1 ja esta na sua posicao correta. e isto nao ¢ modificado durante o
processo. Estas mesmas reversoes circulares fornecem uma série de reversoes também
para o caso linear.

O

Do Teorema 3.3.5 podemos deduzir um outro algoritmo para o problema da distancia
de reversao de cromossomos circulares com sinais. Este algoritmo consiste em utilizar
o algoritmo que resolve o problema da distancia de reversao de cromossomos linea-
res com sinais, fornecendo como entrada as representantes canonicas das classes de
equivaléncia das permutagoes que representam os cromossomos circulares.

Em particular, se escolhermos o algoritmo de Kaplan, Shamir e Tarjan [23], a com-
plexidade do algoritmo sera O(n?): encontrar as representantes canonicas custa O(n),
como visto no final da Secao 3.1.2, e o algoritmo de Kaplan. Shamir e Tarjan [23]
tem complexidade O(n*). onde n é o nimero de blocos de genes dos cromossomos

circulares.

Dos resultados acima. pode ser demonstrado que o Corolario 3.1.7 e o Teorema 3.3.5
sao equivalentes, no seguinte sentido:

Teorema 3.3.6 Dadas duas classes de equivaléncia, A € B, modelando dois cromos-

somes circulares de mesmo tamanho. e a bijegao ¢ definida anteriormente, entdo

d(g(A).¢(B)) =d(can{A),can(B))
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Além disso, do Teorema 3.3.5 e da formula de distancia de reversao de cromossomos
lineares de Hannenhalli e Pevzner [19], podemos deduzir uma férmula para a distancia
de reversao de cromossomos circulares.

Lema 3.3.7 Dadas duas classes de equivaléncia A e B modelando dois eromossomos

circulares com sinais de mesmo tamanho, temos que
d:(A.B)=d.(can(A), can(B)) =

(n+1)—clean(A),can(B)) + h(can(A),can(B)) + flcan(A), can(B))

No teorema seguinte provamos que as representantes canomicas, das classes de
equivaléncia modelando os cromossomos circulares, fornecem uma. distancia minima
entre todas as permutacoes que pertencem as duas classes.

Teorema 3.3.8 Dadas duas classes de cquivaléncia de permutacées de mesmo
tamanho quaisquer A ¢ B, modelando cromossomos circulares, temos

d.(can(A),can(B)) = Ipeig}{d?.[m o)}

oe B

Prova:
Observemos inicialmente que d5(A, B) = d,(can(A),can(B)) (Teorema 3.3.5). Além
disso. temos cada valor d,(7.o) maior ou igual a di([7], [7]) (Teorema 3.3.4).

il
'ma questao surge aqui. Quais sao as permutagoes. das duas classes de equivaléncia
modelando os cromossomos circulares, que levam a uma distancia de reversao minima?

Nossos resultados mostraram que as representantes canénicas das classes certa-
mente levam. Mas elas nao sao as unicas. Temos um exemplo de Palmer e co-
autores [33], onde as permutacoes nao possuem as caracteristicas das nossas re-
presentantes canonicas, mas levam a uma distancia minima. As permutacoes sao
(-8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 —11 —-10 —9C —9B —9A) e
(=4 +3 -2 48 +7 -1 -5—-6 =11 +10 +94 — 9B +9C).

Se denominarmos de representantes otimas das duas classes de equivalencia mode-

lando os cromossomos circulares, duas permutacoes, uma de cada classe, que levam a
uma distancia de reversao minima, seria interessante poder caracterizar este conjunto

de representantes otimas.
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Passamos agora a mostrar resultados que explicam uma pratica muito freqiiente em
artigos onde se estudam formas de calcular a distincia de reversdo de cromossomos
lineares, que passamos a descrever.

Dado um cromossomo linear, ha essencialmente duas maneiras de escreveé-lo como uma
permutacao, sendo uma a reflexao da outra. Isto é devido ao fato de que moléculas
de DNA livres nao possuem uma extremidade distingiiivel em geral, de modo que a
leitura pode ser feita comeg¢ando em qualquer uma das pontas. Assim sendo. ao com-
parar dois cromossomos, deveriamos na realidade considerar ambas as possibilidades
para cada um deles. Isto implicaria na necessidade de calcular quatro distancias de
reversao. e tomar o minimo entre elas como sendo a distancia, isto é, dadas duas
permutagoes © € o modelando dois cromossomos lineares,

d.(7,0) = min{d,(7,0).d.(rell(7),0),d.(7. refl(c)), d.(refl(7 ), refl())} (3.2)

("ontudo, em artigos, ¢ comum a pratica de comparar dois cromossomos tomando
ambos com 0 mesmo bloco de genes numa das extremidades, se possivel. ou, em termos
de permutacdes, tomar as duas permutacoes contendo um dos elementos extremos
comuns. Os resultados seguintes justificam 1sto mostrando que, neste caso. estas
permutacoes escolhidas conduzem ao minimo entre as quatro possibilidades existentes.

No teorema a seguir sao reduzidas para duas as possibilidades de calcular a menor
distancia de reversao. formulada na Equacao 3.2. Sua demonstracao é simples e sera

omitida.

Teorema 3.3.9 Dadas duas permuta¢oes © ¢ o que modelam dois eromossomos li-

neares, entao

d(w,0)=d.(refli7).reflio))

d-(refliw), o) = d. (7, refllo))

() teorema abaixo comprova a correcdo do procedimento para calcular a distancia
de reversao, adotado na pratica, de escolher permutagoes que comecem ou terminem
com a mesma seqiiéncia de genes e com a mesma orientagao.

Teorema 3.3.10 Dadas duas permutagées # = (7y...7,) € 0 = (07...0,) tats que
T = 01 OU T, = Oxn, enlao

d-(7.0) < do(7, refl(o))
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Entao. considerando o Teorema 3.3.9, e se tivermos representantes com as carac-
teristicas do Teorema 3.3.10, temos que os resultados encontrados nos artigos calcu-
lando apenas d,(7.o) [ornecem realmente a minima distancia de reversiao entre as
quatro possibilidades existentes.

Por fim. notamos que o mesmo exemplo de Palmer e co-autores [33], citado anterior-
mente, fornece um caso em que as duas permutagoes nao tém m; = ;7 nem 7w, = o,
mas levam a uma distancia de reversao minima.

3.4 Sumario e questoes

Neste capitulo, nosso objetivo foi o de iniciar um estudo sistematico da teoria do
problema da distancia de reversao de cromossomos circulares com sinais. Com esta
perspectiva, contribuimos em certos pontos, descritos em seguida.

Inicialmente formalizamos um cromossomo circular por meio de uma classe de
equivaléncia. Isto € interessante pois esta classe inclui as diferentes formas de vi-
snalizar um cromossomo circular com sinais, obtidas por rotacoes e reflexées. Defini-
mos também reversoes circulares usando defini¢oes conhecidas de reversoes lineares.
["tilizando estas defini¢oes, mostramos que ha um isomorfismo entre reversoes circu-
lares agindo em cromossomos circulares e reversoes lineares agindo em cromossomos
lineares. Este isomorfismo permitiu resolver o problema da distancia de reversao de
cromossomos circulares com sinais utilizando algoritmos polinomiais que resolvem o
problema da distancia de reversao de cromossomos lineares com sinais, [ornecendo
como entrada determinadas permutacoes, escolhidas nas classes de equivaléncia que

mocelam os cromossomos circulares.

Lm seguida. determinamos o diametro de reversao com sinais para cromossomos line-
ares (D.(n) =n+1) ecirculares (D:(n) = n). corrigindo um resultado de Kececioglu
e Sankoff [26] do didmetro de reversao linear D, (n).

Alem disso. apresentamos alguns resultados relacionando cromossomos circulares e
lineares do mesmo tamanho. e justificamos a pratica, comum nos artigos encontrados
na literatura. de calcular apenas uma distancia de reversao d,(7,0), fixando a priori
uma das pontas das moléculas de DNA. e nao calculando as outras trés possibilidades.
obtidas invertendo os genes dos cromossomos. Mostramos que quando uma das duas
pontas dos dois cromossomos é idéntica, o que em termos do formalismo significa
considerar permutacoes com extremidade comum, basta calcular apenas d,. (7, o).

Para terminar este capitulo. colocamos questées que surgiram destes estudos.
Primeiro, gostariamos de investigar quais permutacoes das classes de equivaléncia
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levam a distancia de reversao minima, isto é, gostarimos de saber como caracterizar
o conjunto das representantes otimas. Segundo, seria interessante do ponto de vista
pratico caracterizar precisamente em que condigées temos d,(7. o) < d (7w, refl(o)).
Neste trabalho, fornecemos condicoes suficientes para que isto ocorra. Contudo, um
exemplo apresentado no texto nao seguia este padrao, mas também levava a uma

distancia de reversao minima.

Uma outra direcao de pesquisa seria investigar o problema da distancia de reversao
de cromossomos circulares visando descobrir um algoritmo polinomial que o resolva.
Pelo isomorfismo apresentado solucionariamos também o caso linear. O objetivo
seria o de tentar desenvolver um algoritmo mais simples do que aquele proposto por
Hannenhalli e Pevzner [19]. ou ainda mais simples do que o algoritmo de Kaplan,
Shamir e Tarjan [23], que tem a menor complexidade conhecida (O(n?), onde n é o
tamanho das permutacoes), mas baseia-se em parte em conceitos apresentados por
Hannenhalli e Pevzner. Um ponto de partida seria estudar diretamente a propria
definicao de reversao circular. que referencia os elementos de uma permutacao da
classe de equivaléncia, e ndo os indices associados a estes elementos, como no caso da

reversao linear.



Capitulo 4

Distancia de transposicao de
Cromossomos lineares sem sinais

Neste capitulo estudaremos o problema da distancia de transposi¢ao de duas per-

mutacgoes lineares seni sinais.

Bafma e Pevzner [4] estudaram este problema. apresentando vérios algoritmos de
aproximacao, sendo de 1.5 o algoritmo de menor razao. e deixando diversas questoes
em aberto. Entre estas questoes destacamos a complexidade do problema. o diametro
de transposicao e a distancia de transposicao entre uma permutagao e sua inversa.
Guyer. Heath e Vergara [15] também estudaram este problema e implementaram
varios algoritmos para computar a distancia de transposigao entre dois cromossomos

lineares sem sinais, baseados nos conceitos de subseqiiéncias e execugoes.

Na primeira secao deste capitulo apresentamos um algoritino de aproximacao de razao
2.25 e um algoritmo exato para o problema da distancia de transposi¢ao. mostrando
os resultados de experimentos realizados com ambos os algoritmos. Embora a razao
deste algoritmo seja elevada quando comparada com o melhor algoritmo conhecido
(de razao 1.5 citado acima), os experimentos mostraram que esta razao € menor.

sugerindo que o algoritmo possa ter utilidade na pratica.

Na segunda secao, apresentamos um limite inferior para o diametro de transposicao.
mostrando que a distancia de transposi¢ao entre uma permutacao e sua inversa (sem
complementacao) é [n/2| + 1. onde n é o tamanho das permutacoes. Notamos que
este resultado foi encontrado independentemente por Christie [10]. Além disso, ap-
resentamos um algoritmo para computar uma série 6tima de transposicoes para este
caso particular. Bafna e Pevzner [3] mostraram um limite superior %n para este

diametro.

65
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Finalmente, na ultima se¢do, apresentamos o sumario do capitulo e colocamos
questoes que surgiram a partir destes estudos.

4.1 Um algoritmo de aproximagao

Inicialmente, na Secao 4.1.1 apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serao
usados nas proximas segoes. Na Secao 4.1.2 apresentamos um algoritmo de apro-
Ximagao com razao 2.25 para computar a distancia de transposicao entre duas per-
mutagoes, baseado numa estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra. Para
verificar o desempenho deste algoritmo. elaboramos um algoritmo exato, também
baseado no diagrama de pontos-de-quebra. Assim, na Secao 4.1.3, apresentamos re-
sultados de experimentos, que exibem um fator de aproximacao melhor, sugerindo que
ele possa ser comparado aos melhores algoritmos conhecidos. Além disso. esta estru-
tura é mais facil de ser implementada do que o grafo de ciclos de Bafna e Pevzner [4].

4.1.1 Definicoes

Podemos verificar facilmente que computar a distancia de transposicao entre duas
permutacoes € equivalente ao problema da ordenagao por transposicoes. que ¢
encontrar a clistancia de transposicao entre uma permutacao qualquer e a permutacao
identidade ¢. d:(7.¢). Nesta secao estudaremos portanto o problema da ordenacao por
transposicoes.

Antes de apresentar as proximas definigoes, estendemos a permutacao original 7. de
n elementos, com mais dois elementos 75 = 0 e 7,41 = (n + 1), e chamaremos esta
permutacao estendida simplesmente de permutacao.

Dada uma permutagdo 7. escrevemos 7; < 7, se e somentese 7, — 7, =l e m; £ 7;

em caso contrario. Um ponto-de-quebra é um par de elementos adjacentes m,. 7,41,
com 0 < 7 < n, tais que 7; 4 7;4;. O numero de pontos-de-quebra de 7 em relacao a
identidade é denotado por b(7.t). Quando aplicamos uma transposicao ¢, a variagao
no numero de pontos-de-quebra € denotado por Ab(w,¢) = b(t - 7,¢) — b(7,¢). Uma
faixa é uma série maximal de elementos consecutivos m;7;4; ...7, sem pontos-de-
quebra. Finalmente, dadas duas faixas s; e s;, escrevemos s; < s; se o iltimo
elemento 7; de s; e o primeiro elemento 7, de 389 sdo tais que 7; < T,,.

A observacao de que podemos remover no maximo trés pontos-de-quebra numa trans-
posicao leva imediatamente ao proximo lema.
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Teorema 4.1.1 Dada uma permutacdo 7, entdo

b(m.¢1)

3 g dg(frja',)

Definimos agora uma estrutura denominada diagrama de pontos-de-quebra de
uma permutacao qualquer © com relacao a permutacao ¢, denotada por D(x.¢), da

seguinte forma:

e definimos um conjunto de nés, V' = {1.2,....b(x,:)}, um para cada ponto-de-
quebra de = com relagao a ¢, na ordem em que eles aparecem, onde 1 = s,_; * 5,.
s; € uma faixa, com 1 < ¢ < b(7,¢), e 0 ultimo elemento m; de s;_; e o primeiro
elemento 7, de s; sdo tais que 7 £ 7., claramente, senao s,_; e s; seriam uma

unica faixa.

e definimos tres tipos de arestas, —, = e - ->, da seguinte forma: dados dois nos

1= 81 "8 €] = 8;-1"55.

— ¢ —jquandoi < j,s-; <s;en+1€s;
— 1 = j quando? < 3, 5i—1 <s;e0¢ s_1.

— - ->j quando 1 < j e 5,01 < 8,

Por exemplo. dada a permutacao # = (0531426 ). temos os nos 1 = 0.5, 2 = 5.3,
3=31.4=14.5=42%e6 =26, easaréestas ] — 3, 1- -35,2= 6,2 -6, 3 — 4
3=4.4— 5e4d =5 (Figura 4.1). Observe que as arestas — e = coincidem, exceto
quando saem do primeiro n6 ou entram no ultimo no. Do primeiro né apenas — pode

sair. enquanto que somente = pode entrar no ultimo no.

Denotaremos por T'(¢, j, k) uma transposicao aplicada aos vertices i, j e k do diagrama
de pontos-de-quebra. Isto implica na necessidade de obter indices ¢/, )" e k' tais que
t(2', 7', k") seja aplicada na permutacao nos pontos correspondentes a 7, j e k.

Podemos observar que, dados trés nos 1, j e k num diagrama, a transposicao 7(z, 7, k)
(Figura 4.2):

e elimina trés pontos-de-quebra, quando ¢ — j, 7 = k e 2- ->k,

e climina dois pontos-de-quebra, quando: — je j = kmas: /->k.out — je
t- ->k, mas j # k, ou ainda quando i- ->k e j = kmas: 5 J.

e elimina um ponto-de-quebra, quando existe apenas uma das trés arestas entre
estes trés nos, e nao existe nenhuma das duas outras arestas,
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Figura 4.1: O diagrama de pontos-de-quebra D(w.¢). para7z=(0531426 ).

e nao elimina nenhum ponto-de-quebra, quando nédo existe nenhuma aresta entre
quaisquer dois nos de 7. j e k.

Dizemos que uma transposigao ¢ é uma x-transposicao, = € {—3, -2, —1.0.1.2.3}.

se Ab(#.4) = .
Lema 4.1.2 Dada a permutagio =. se V # 0 em D(x.:), entdo |V'| > 3.

Lema 4.1.3 Dada a permutagdo w, se |V| =r > 4 em D(7.¢), entao existern pelo
menos quatro arestas 1 — j. 1 = r, 1-->l e m-->r. com 2 < 1.3.,m < r —1,

t. ) Aom nao necessariamente distintos.

Do Lema 4.1.3 obtemos o seguinte resultado.

Lema 4.1.4 Dada a permutagio =, se V| > 4 em D(x,t), entao sempre existe uma

— | -transposigao.
Do Lema 4.1.4 temos um limite superior para d,(7.¢).

Teorema 4.1.5 Dada a permutagdo 7, entao

dt(wa 5) S b(”w {,)
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Figura 4.2: As varias formas de eliminar trés, dois, um e nenhum ponto-de-quebra
em D(m, 1), para uma permutagao 7.

4.1.2 Apresentagao do algoritmo

Observamos inicialmente que. em termos do diagrama de pontos-de-quebra. ordenar
por transposicoes e transformar V' num conjunto vazio utilizando o menor nimero de

transposicoes possivel.

Entao. dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.5, e do Lema 4.1.3. temos imediatamente um 3-
algoritmo de aproximacao para o problema da ordenacao por transposicoes.

Mas. nesta secao. apresentamos um algoritmo de aproximacao de razao 2.25, baseado
no diagrama de pontos-de-quebra.

Podemos verificar que num diagrama com |V| = 3 temos necessariamente uma —3-
transposi¢ao, enquanto que num diagrama com |V| = 4 temos necessariamente uma
—l-transposicao, seguida por uma —3-transposicao (Figura 4.3).

Podemos verificar ainda que quando |V| = 5 temos uma tunica permutagdo, = =
(4321), que gera um diagrama onde necessariamente temos duas —1-transposigoes,
seguidas por uma —3-transposicao, isto é, d,(7.¢) = 3. Todas as outras permutacoes
geram diagramas onde temos uma —2-transposi¢ao seguida por uma —3-transposigao,
isto €, dy(7.¢) = 2. Estas distancias foram computadas pelo programa descrito na
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Figura 4.3: Os diagramas de pontos-de-quebra para |[V|=3 e || = 4. Observe que.
em cada um destes casos. temos apenas uma forma geral de diagrama.
Secao 4.1.3.

O Teorema 4.1.10 e o Corolario 4.1.11 mostram que, quando |V| > 6. podemos

remover 1o minimo quatro pontos-de-quebra em trés passos.

Mas antes de provarmos estes dois resultados, mostraremos alguns lemas técnicos.
Notamos neste ponto que quando existe uma aresta - -> entre dois nos 2 = s,y - s; ¢
k = $j—1 - 5. certamente existe um né j = s,_; - 5; entre : e k. sendo s; = 8x-1.

Lema 4.1.6 Dada uma permutacao = tal que D(w.¢):

o possui [V|=1r > 6,
® ndo contém —2-lransposi¢ao nem —3-transposicao.

e possui nds (0.a), (b.1), (r—1.¢c) e (d.r) e arestas (0.a) — (b.1), (r—1.c) = (d.r)
tais que o no (r — l.c) estd no intervalo entre (0.a) e (b.1),

¢ existem no (e.f) e aresta (0.a)- ->(e.f) com (e.f) no intervalo entre (0.a) e (r—1.c)
entao € possivel remover pelo menos quatro nos em trés passos.

Prova:
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Figura 4.4: A —l-transposicao T(i.j, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposicao.

Nas condigoes do lema, temos necessariamente um noé ¢ = (g.h) entre (0.a) e (e.f).
Tomando ) = (r — l.e) e k = (d.r). aplicando a —1-transposicao T'(z, ;. %) obtemos
um diagrama com [V| = r —1 (o né (r — 1.r) é eliminado). onde temos uma —2-
transposicao, ¢ = (0.a). y = (b.1) e k = (e.f) (Figura 4.4).

O

Lema 4.1.7 Dada uma permutacao = tal que D(w.¢):

e possut |V]|=r =6,
e nao contém —2-transposi¢ao nem —3-transposicaio,

e possut nos (0.a), (b.1). (r—1.c) e (d.r) € arestas (0.a) — (b.1), (r—1.c) = (d.r)
tais que o no (r — l.c) estd no intervalo entre (0.a) € (b.1),

e eristem:

e no (e.f) € aresta (0.a)- ->(e.f) com (e.f) no intervalo entre (r — l.c) € (b.1)

e n6 (g.h) e aresta (g.h)- ->(d.r) com (g.h) entre (e.f) € (b.1),

entdo € possivel remover pelo menos quatro nos em trés passos.



4.1. Um algoritmo de aproximagao 72

Figura 4.5: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com |V| > 6, para
as seis possibilidades da aresta (l.m})- ->(b.1), quando (g.h) esta no intervalo entre
(e.f)e (b.1).

Prova:

Nas condicoes do lema, temos seis possibilidades para a aresta (l.m)- ->(b.1): (l.m)
entre (g.h) e (b.1), (I.Lm) entre (e.f) e (g.h), (L.Lm) = (e.f), ({.m) entre (r — l.c) e
(e.f). (I.m) = (r — l.c) e finalmente (/.m) entre (0.a) e [?* — 1.c) (Figura 4.5):

1

o (l.m)entre (¢g.h) e (b.1): temos necessariamente um noé (s.1) entre ({L.m) e (b.1).

Portanto. tomando 2 = (g.h), ) = (s.1) e k = (d.r), a —]-transposicao T'(7.;, k)
gera um diagrama com |1 | = r—1 (0 no (d.h) é eliminado). contendo uma

—2-transposicao, ¢ = (0.a).y) = (b.1) e k = (L.m) (Figura 4.6).

o (l.m) entre (e.f) e (g.h): tomando ¢ = (r— l.¢), 3 = (g.kh) e k = (d.r), a

O-transposicao 1'(¢,j. k) gera um diagrama com |V| = r, contendo uma —2-
transposigao, ¢ = (0.a),7 = (b.1) e k = (l.m). Esta —2-transposicao gera um
diagrama com |V| = r — 2 nds (os nos (0.1) e (b.m) sao eiiminados) con-
tendo ainda uma outra —2-transposicao, ¢ = (d.c),j = (r — 1.h) e k = (g.r)

(Figura 4.7).

o (I.m) = (e.f): tomando ¢t = (r—l.c), 7 = (g.h) e k = (d.r), a O-transposigao
T(2.j.k) gera um diagrama com |V| = r, contendo uma —3-transposicao, 1 =

(0.a),j = (b.1) e k = (e.f) (Figura 4.8).

e (l.m) entre (r — l.c) e (e.f): tomando i = (0.a¢), j = (g.h) e k = (d.r), a
0-transposi¢ao T'(z,j, k) gera um diagrama com |V| = r, contendo uma —2-
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Figura 4.6: A —|-transposicao T'(7.7, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposicao.

transposicao, ¢+ = (0.h),) = (b.1) e k = (d.a). Esta —2-transposicio gera um
diagrama com |V| = r — 2 (os nds (0.1) e (d.h) sao eliminados), contendo uma
outra —2-transposigao. 1 = (b.a).) = (l.m) e k = (e.f) (Figura 4.9).

e (l.m) = (r = l.e): tomando 1 = (0.a), y = (¢.h) e k = (d.r), a O-transposi¢ao

T(i.j.k) gera um diagrama com |V| = r, contendo uma —2-transposicao, : =
(0.h).7 = (b1) e k = (d.a). Esta —2-transposi¢ao gera um diagrama com
[V| = r — 2 {os nos (0.1) e (d.h) sao eliminados). contendo uma outra —2-

transposicao, : = (b.a).) = (r — l.c) e k = (g.r) (Figura 4.10).

e (L.m) entre (0.a) e (r — l.¢): tomando ¢ = (0.a), 3 = (h.1) e k = (d.r), a
—l-transposigao T'(7,7.k) gera um diagrama com [V| = r — 1 (o n6 (0.1) é
eliminado), contendo uma —2-transposigao, ¢ = (l.m),) = (r—1l.c) e k = (b.r)
(Figura 4.11).

Lema 4.1.8 Dada uma permutagae 7 tal que D(w, ¢):

e possut |V|=r > 6,
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Figura 4.7: A primeira O-transposicéo indicada na figura gera um diagrama contendo
uma —2-transposigao. e esta transposigao gera um novo diagrama contendo uma outra
—2-transposigao.

Figura 4.8: A 0-transposicao T'(i.J, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —3-transposigao.
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Figura 1.9: A primeira 0-transposicao indicada na figura gera um diagrama contendo
ima —2-transposicao, e esta transposicao gera um novo diagrama contendo uma outra
—2-transposi¢ao.
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Figura 4.10: A primeira 0-transposigao indicada na figura gera um diagrama contendo
uma —2-transposigao, e esta transposicao gera um novo diagrama contendo uma outra
—2-transposicao.

Figura 4.11: A —I1-transposicao 7'(¢, j, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma, —2-transposicao.
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Figura 4.12: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com [V| > 6. para
as cinco possibilidades da aresta (g.h)- ->(d.r).

e nado contém —2-transposicao nem —3-transposicao.

o possui nos (0.a). (b.1), (r—1.c) € (d.r) e arestas (0.a) = (b.1), (r—1.¢) = (d.r)
tais que o no (r — l.c) estd no intervalo entre (0.a) € (b.1),

¢ existem no (e.f) € aresta (0.a)- ->(e.f) com (e.f) no intervalo entre (r — l.c) €
(b.1) entdo ¢ possivel remover pelo menos quatro nos em irés passos.

Prova:

Nas condicoes do lema. temos cinco possibilidades para (¢.h)- ->(d.r): (¢g.h) = (r —
l.e). (g.h) entre (r — l.c) e (e.f). (g.-h) = (e.f), (g.h) entre (e.f) e (b.1), e finalmente
(g.h) entre (b.1) e (d.r) (Figura 4.12):

e (¢g.h) = (r—1.c): tomandoi = (0.a).) = (r—1.c)e k = (d.r), a —1-transposicao
T'(2,3, k) gera um diagrama com |[V| =r —1 (0o né (r — l.r) € eliminado). onde
temos uma —2-transposigao. ¢ = (0.¢), j = (b.1) e k = (d.a) (Figura 4.13).

e (g.h) entre (r — 1.c) e (e.f): tomando ¢ = (0.a), ) = (r — l.c) e k = (d.r). a
—1-transposicao T'(i,J. k) gera um diagrama com |V|=r—1 (o né (r—Lr) e
eliminado). onde temos uma —2-transposicao, 1 = (g.h), j = (e.f) e k = (d.a)
(Figura 4.14).

o (g.h) = (e.f): tomando i = (0.a), j = (b.1) e k = (d.r), a —1-transposigao
T(i,j. k) gera um diagrama com |[V| = r — 1 (o né (0.1) é eliminado). Em
seguida, tomando ¢ = (d.a), j = (r— l.c) e k = (e.f), aplicamos a —1-
transposicao (o no (e.a) é eliminado), geramos um diagrama onde temos uma
—2-transposicao, 1 = (d.c), ) = (r — 1.f) e k = (b.r) (Figura 4.15).
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Figura 4.13: A —I-transposicao 7'(2,). k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposicao.

Figura 4.14: A —1-transposicdo T(z,j, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposigao.
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Figura 4.15: As duas —1-transposicoes indicadas na figura geram um diagrama con-
tendo uma —2-transposigao.

o (g.h)entre (e.f) e (b.1): do Lema 4.1.7. temos o resultado desejado.

e (g.h)entre(h.1) e (d.r). Temos necessariamente um no (l.m) entre (g.h) e (d.r).
Entao, tomando 7 = (0.e), j = (b.1) e k = ([.m). a —1-transposicao T(2,). k)
gera um diagrama com |[V| =7 —1 (o no (0.1) é eliminado). onde temos uma
—2-transposicao, 1 = (¢g.h).j = (r = l.c) e b = (d.r) (Figura 4.16).

Lema 4.1.9 Dada uma permuta¢do 7 tal que D(7.,t):

o possu |V|=r =6,
e ndo contém —2-transposi¢ao nem —3-transposicao.

e possut nos (0.a), (b.1), (r—1.c) e (d.r) € arestas (0.a) — (b.1), (r—1.c) = (d.r)
tais que o nd (r — l.c) estd no intervalo entre (0.a) € (b.1).

e eriste a aresta (0.a)- ->(b.1) entao € possivel remover pelo menos quatro nos em

trés passos.
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Figura 4.16: A —1-transposicao 7'(2,J, k) indicada na figura gera um novo diagrama

contendo uma —2-transposicao.

Prova:
Nas condigoes do lema, temos trés possibilidades para (g.h)- ->(d.r): (g.h) = (r—1.¢).
(g.-h) entre (r — L.c] e (b.1). e finalmente (g.h) entre (b.1) e (d.r) (Figura 4.17):

® (9.h) = (r—l.c): tomando ¢ = (0.a), y = (b.1) e k = (d.v), a —1-transposigao
=7r—1(ono (0.1) é eliminado), contendo

T'(¢.7. k) gera um diagrama com [V
uma —3-transposicao, ¢ = (d.a), 3 = (r — l.¢) e k = (b.r) (Figura 4.18).

Figura 4.17: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com |V| > 6, para
as trés possibilidades da aresta (g.h)- ->(d.r), quando (e.f) = (b.1).
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Figura 4.18: A —l-transposicao 7'(7, ). k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —3-transposigao.

e (g.h) entre (r — l.e) e (b.1): tomando 2 = (0.a). j = (r — l.e) e b = (b.1).
a —l-transposicao T'(i.j. &) gera um diagrama com |V| = r — 1 (0 né (b.a) é
eliminado). contendo uma —2-transposicao, : = (0.c), y=(r—1.1) e k = (d.r)
(Figura 4.19).

e (g.h) entre (b.1) e (d.r): existe necessariamente um né k = (l.m) entre os nos
(g.h) e (d.r). Entao, tomando ¢ = (0.a) e j = (h.1), a —1-transposicao I'(z,}, k)
gera um diagrama com |V| = r — 1 (o n6 (0.1) € eliminado), contendo uma
—2-transposi¢do, ¢ = (¢.h), j = (r — l.c) € k = (d.r) (Figura 4.20).

O

Provamos agora que, se no diagrama de pontos-de-quebra existir unicamente a possi-
bilidade de aplicar —1-transposigao. entdo podemos remover pelo menos quatro nés

em ires passos.

Teorema 4.1.10 Dada uma permutagao 7. ¢ D(mw,t), com |V|=1r > 6, tais que nao

p q
podemos aplicar —2-transposi¢oes nem —3-transposigoes, enlao € possivel remover
pelo menos quatro nos em Lrés passos.
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Figura 4.19: A —I-transposicao I'(7,J, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposigao.

Prova:

[lm todo diagrama de pontos-de-quebra com |V| > 4 sempre existe uma —1I-
transposi¢ao (Lema 4.1.4).

Temos duas formas gerais de diagramas (Figura 4.21). uma forma onde o né {(r — 1.¢)
esta no intervalo entre (0.a) e (b.1), e outra onde (r — 1.¢) esta no intervalo entre (b.1)
e (d.r).

No primeiro caso., temos tres possibilidades para a aresta (0.a)- ->(e.f) (Figura 4.22).

e quando (e.[) esta entre (0.a) e (r — l.c): temos o resultado do Lema 4.1.6.
e quando {e.[) esta entre (r — l.c) e (b.1): temos o resultado do Lema 4.1.8.

e quando (e.f) = (b.1): temos o resultado do Lema 4.1.9.

O outro caso geral, quando (r — l.¢) estd no intervalo entre os nos (b.1) e (d.r), reduz-
se ao caso anterior da seguinte forma. Tomemos no intervalo entre os nés (r — l.c) e
(d.7) o minimo rotulo m no né (y.m). Entao m — 1 deve estar necessariamente num
no (m — l.r) a esquerda de (r — l.c), e deve existir uma aresta (m — L.z) — (y.m).
Notemos aqui que (y.m) # (r — l.c) senao existiria —2-transposicao 7'(z, j, k), com
i=(m—1.zx),]=(r—1.c)ek=(dr). Além disso, se existisse um outro né (z —1.2)
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Figura 4.20: A —I1-transposi¢ao T'(z, s, k) indicada na figura gera um novo diagrama
contendo uma —2-transposicao.
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SO Q¢

Figura 1.21: As duas unicas formas gerais de diagramas de pontos-de-quebra quando
V| = 6.

Figura 4.22: As formas gerais dos diagramas de pontos-de-quebra com |[V| =» > 6.
para os trés casos possiveis da aresta (0.a)- ->(e.f). quando (r— 1.c) esta no intervalo
entre (0.a) e (b.1).
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a esquerda de (m — l.z), entdo o diagrama conteria a aresta (z —1.z) — (m — 1.z), e
portanto existiria uma —2-transposigao 7(z,7,k), com: = (z —1.2),j=(m—1.z) e
k = (y.m). Portanto, o n6 (x — 1.z) estd necessariamente & direita de (m — 1.z), de
tal forma que existe a aresta (m — l.2)- ->(z — 1.2). Podemos aplicar exatamente os
casos descritos no caso geral anterior.

O Lema 4.1.4 implica imediatamente no préximo resultado.

Corolario 4.1.11 Dada uma permutagdo =, se em D(x.1) existe —3-iransposicao ou
—2-transposi¢@o. entao pode-se eliminar no minimo quatro pontos-de-quebra em irés

Passos.

O Teorema 4.1.10 e o Corolario 4.1.11 fornecem um novo limite superior para o
problema da ordenagao por transposigoes.

Teorema 4.1.12 Dada a permutag¢io =, entao

3
di(r,0) < —b(m.1)
4
["tilizando o Teorema 4.1.10 e o Corolario 4.1.11, temos o algoritmo Aprox-2.25.

mostrado na Figura 4.23.

Este algoritmo tem razao 2.25. conforme os Teoremas 4.1.1 e 4.1.12.

4.1.3 Resultados e analise dos experimentos

Para observar na pratica a razao de aproximagao, o Algoritmo Aprox-2.25 e um
algoritmo exato (Figura 4.24) foram codificados em linguagem ¢'. Observamos que o
algoritmo exato também foi baseado no diagrama de pontos-de-quebra.

Foram realizados trés tipos de experimentos.

O primeiro foi executar os dois algoritrmos com todas as permutagoes de tamanho
n. para n variando de 2 até 6. Em todos os casos, as distancias de transposicao
encontradas por ambos os algoritmos foram iguais, exceto em seis casos, onde a
distancia era 3, enquanto o valor encontrado por Aprox foi 4, o que forneceu uma

razao de aproximagao 1.34.

O segundo tipo de testes envolveu inversas de permutagoes, isto €, permutagoes da

forma
m=mn—-1)(n—=-2) ... 21)
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Algoritmo Aprox-2.25

entrada: =

saida: u. uma sequeéncia #;.75,.... ty
tal que i, -...-tp -ty - T =«

w0
gerar D(m,t)
enquanto |[\'| = 0 faga
U —u-+1
se existe —3-lransposicao entao
l, — —3-transposicao
senao
se existe —2-transposicao entao
t, «— —2-transposicao
senao
t, — —l-transposicao (conforme Teorema 4.1.10)
e A o
gerar D(7.¢)
retorne ., t1,87,.... t

Figura 4.23: O algoritmo de aproximacao de razao 2.25.
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Algoritmo ezato
entrada: =

(o8]
|

saida: u. uma sequeéncia fy,¢z,....1,

tal que 1, -... 1y 1

busca(m, {eserente )
se 7 = ¢ entao

1T =1t,onde u =dyr,t)

se Itcorrmre1 < u entao

u= [ besrrarie |

! melhor < ¢

senao

corrente

para todas as transposigoes ¢ que podem ser aplicadas em = faga
s€ (|teorrents| + (- 7,¢)/3) < u entao
buscalt prrenre * 7, concatenall yrrenie.1))

! metnor +— lista-vazia
Leoprente +— lista-vazia
u— bir.1)

busca(#. tcorrente)
retorne u, t,cihor

Figura 4.24: O algoritmo exato.
valor.

Note que todos os parametros sao passados por
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n l T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
di(rn.tn) | 4 5 5 6 8§ ¢ 7 8 8 9 9
Aprox 5 6 6 6 6 B8 9 10 11 12 12
razao ld 12 132 1 1 1.3 1.8 13 1% 14 14

Figura 4.25: Os resultados do algoritmo Aprox para permutacées inversas.

Figura 4.26: O diagrama de pontos-de-quebra geral D(7y,t). onde 7 = (n (n —
10321654 ... (n=3) (n—=6) (n—=T7) (n—=2) (n—=3) (n—4)),sendon > 5+3i.1 > 0.

e b = ¢(mg,¢). Notamos que todos os ciclos possuem a mesma estrutura, tém tamanho
trés e nao permitem —3-transposicoes nem —2-transposicoes.

Sabe-se que di(r,,1,) = l% + 1 [30. 10]. O algoritmo Aprox funcionou conforme

mostrado na tabela da Figu.;‘a 4.25.

O terceiro tipo de experimentos foi aplicado numa particular familia de permutagoes:
Ty =(048321)wm=@T7T321684),7¢=(111032165497 7)),
s = (14 1332165498712 11 10), ou de forma genérica 7 = (2 (n —
1321654 ... (n=5)(n—=6) (n—=T7) (n=2)(n—3) (n—4)).sendon =5+3i,1 =2 0, e
k= c(mp.t) em D(me,t) (Figura 4.26). Esta familia € interessante porque suspeitamos
que estas permutacoes produzam distancias arbitrariamente maiores do que o limite
inferior de Bafna e Pevzner (4], que envolve os ciclos do grafo de ciclos, conforme

enunciado no Teorema 2.2.4 da Secao 2.2.

Executamos ambos os algoritmos com as primeiras trés permutagoes acima como
entrada, obtendo valores iguais para k = 2,3,4. Para 715, executamos apenas o
algoritmo de aproximagcao, obtendo distancia de transposigao igual a 7. O algoritmo
exato nao pode ser executado porque o tempo necessario era muito grande. Um
limite inferior para dy(7s.¢14) € b(”‘%’i = 4, mas ele nao pode ser atingido porque

se construirmos o diagrama de pontos-de-quebra correspondente. podemos observar
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que nao temos —3-transposicoes. Portanto, d,(7s,214) € no minimo 3, e o fator de
aproximacao e no maximo 1.4.

4.2 Um limite inferior para o diametro de trans-

posicao

Nesta se¢ao. mostramos um limite inferior para o diametro de transposicao, com-
putando a distancia de transposi¢ao entre uma permutagao r, = (n (n —1) ... 2 1)
e sua inversa t, = (12 ... (n—1)n). Nasecao 4.2.1 mostramos que esta distancia é
di(7n.ta) = | 5] + 1 para todo n > 2. Na secao 4.2.2 apresentamos um algoritmo que
computa uma sequéncia otima de transposi¢oes para estas duas permutacoes.

4.2.1 Distancia de transposicao entre 1, e ¢,

Dadas as permutacées 1, = (n (n—1) (n—2) ... 21)et, = (12 ... (n—
I) 1) queremos computar a distancia de transposicao dy(r,.s,). para qualquer n. No
Teorema 4.2.11 abaixo provamos que dy(ry, tn) = L%J + 1 para todo n > 2. e que

di(350ta) = 1 88 H=2.

Na prova deste teorema precisamos de alguns resultados auxiliares, que passamos a

enunciar.

O seguinte lema pode ser provado facilmente. Bafna e Pevzner [4] mencionam parte

cleste resultado no seu trabalho.
Lema 4.2.1 Seja ¢ um ciclo € (x.y.z) wma tripla de ¢ na representacao canonica.
Entao temos

(x.y.z) € orientada se e somente se t(y,z,z) ¢ um 2-movimento

(x,y.2) € ndo-orientada se e somente se t(y.z,r) € um 0-movimento

Podemos verificar que. dada a permutagao m, = (2 1), entao d;(m2, ¢2) = 1, bastando
tomar a transposicao t(1,2.3).

Agora enunciamos e provamos um lema que estabelece um limite inferior para
di(r..t») quando n > 3, e n impar.
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Lema 4.2.2 Dadas as permutagées r, = (n (n —1) (n —2) ... 2 1) e ¢, =
(12...(n—=1)n), temos paran > 3, n impar,

dilTa,ta) > EJ 1

Prova: Inicialmente, do trabalho de Bafna e Pevzner [4], dada r, = (n (n—1) (n —
2) ... 21),n 2 3, n impar, temos Cimpar(Tns tn) = 0 ou 2. Aplicando o limite inferior
dado pelo Teorema 2.2.4 para di(r,, t,) temos

(n+1) = Gimpar(Tnyta) n+1 n—1

= ou
2 2 2

Observe que para obter o limite inferior, cada transposicao aplicada deve aumentar
o numero de ciclos impares.

Temos portanto dois casos (Figura 4.27(a)):

e No caso de 0 ciclos impares:

n+1 n
-3

Neste caso. o limite inferior é exatamente igual ao valor desejado, e portanto
di(Taty) = EJ + 1 (Figura 4.27(h)).

e No caso de 2 ciclos impares:

n—1 n 1
<[5+

e a diferenca é exatamente 1. Mas aqui temos dois ciclos impares nao-orientados

] = [.??—1- 1771 —= 1.,..4.2]

€ = [n,n—2,...,3,1]

Ambos os ciclos sao formados por seqliéncias estritamente decrescentes. Um
caso particular é mostrado na Figura 4.27(¢). Portanto qualquer tripla (z,y, z)
é nao-orientada, implicando em que qualquer transposi¢ao t(z.y,z) € um 0-
movimento (Lema 4.2.1). Assim o proximo movimento nao pode aumentar
Cimpar(7,¢), € portanto ndo podemos obter o limite inferior.
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(c)

0 5 4 3

(B8]
()]

Figura 4.27: O grafo de ciclos gerado por r, € ¢,, com n 2> 3, n impar. (a) O grafo
de ciclos para o caso geral. (b) O grafo para n = 3, onde ¢;pper = 0. (¢) O grafo para
n =235, onde Cimper = 2.
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(a)

0 4 3 2 1 5

Figura 4.28: O grafo de ciclos gerado por r, € ¢, com n > 4, n par. (a) O grafo de

ciclos para o caso geral. Note que ¢imper = 1. (b) O grafo para n = 4.

[intao. quando n € impar temos d,(r,,t,.) = BJ + 1.
O

Em seguida, enunciamos e provamos um teorema que estabelece um limite inferior
para di(ry.t,) quando n > 4, e n par. Antes de prova-lo, enunciamos alguns lemas
auxiliares.

Lema 4.2.3 Dadas as permutacoesr, = (n{n—1) ... 1) e, = (12 ... n), com
n > 4 ¢ n par, entao no grafo de ciclos correspondente de v, com relagdo a t,. os
iinicos 2-movimentos possivers sdo aqueles obtidos de uma transposi¢do t(1.j. k) com
i € k com a mesma paridade ¢ j com paridade oposta a i e k.

Prova: Inicialmente. observamos que o unico ciclo do grafo de ciclos de r, com

relacéo a ¢, (Figura 4.28) é

m+1ln—1n-3,..., I T S

S

A ordem das arestas realidade neste ciclo ¢ tal que todos os rotulos impares aparecem
juntos., em ordem decrescente, e todos os rétulos pares aparecem juntos, também em
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ordem decrescente. Do Lema 4.2.1 sabemos que todo 2-movimento corresponde a
uma tripla orientada neste unico ciclo.

Podemos verificar que todas as triplas orientadas comecando em uma aresta realidade
impar sao

(n+l—-kn—2,n—73), kpar0< k <n,

timpark<i:<n-—lejpar0< ;<2
Podemos escrever os intervalos de k. 7 e j de forma mais apropriada, como k par 0 <
k<n-—2iimpark+1<i:<n—lejpark<j<i:—1.
Podemos verificar também que todas as triplas orientadas comegando com uma aresta
realidade par sao
(n+l—kn—i,n—j)

com os intervalos & impar 1 <k <n-3,ipar k+1 <i<n—-2ej impark < j<i—1
Podemos reunir ambos os casos em um tnico, de tal forma que todas as triplas

orientadas do grafo de ciclos sao
(n+l—kn—-t,n—7)

onde k e j tém a mesma paridade, : tem paridade oposta a ke j e 0 < bk < n — 2.
k+1<i<n—-lek<y<i-1.

Portanto. todos os 2-movimentos sao

ttn—wn—jn+l—=Fk)-n(n=1)(n=2) ... 21)

Para computar esta transposicao de maneira mais facil, faremos algumas substituicoes
nos seus parametros. Tomemosi' =n—z, ) ' =n—je k' =n-+1—k. Observe que &’
e J' tém paridades diferentes, ' e 3 também tém paridades diferentes. e ' e /' tem a

mesma paridade.

Entao, se modificarmos k =n+1—Fk.i=n—1 e j = n— )’ nos intervalos acima
teremos 0 < n+l—k' < n=2.n+l-k'+1 <n—i' <n—-len+l—k" < n—) <n—i"—1I.

Agora devemos definir os intervalos de k', '

do intervalo de k' com —1, e depois adicionando n + 1, obtemos o intervalo de k',
n+1 >k > 3. Segundo, tomando o produto do intervalo de i com —1, e em seguida,
adicionando n obtemos o intervalo de ¢/, &' — 2 > " > 1. Finalmente tomando o
produto do intervalo de j' com —1, e depois adicionando n, temos o intervalo de j’,
F-1zisi+4l

e j'. Primeiro, tomando o produto

Segue que todos os possiveis 2-movimentos sao da forma t(z, 7, k), onde & Z 7 mod 2
eh=imod2, comos intervalos 3<k<n+l,1 <1 <k—-2e214+1<3<k-1.
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Se unirmos estes intervalos entdo obteremos 1 <1< j< k<n+1,comie jcom
paridades opostas e &£ com a mesma paridade de .

Portanto, os unicos 2-movimentos possiveis sao aqueles obtidos de transposicoes
t(z,7.k) tais que ¢ e k tém a mesma paridade e j tem a paridade oposta a 2 e k.
0

Os lemas seguintes mostram que, nos grafos de ciclos gerados por r, = (n (n —
L) ... 1) comrelacao a ¢, = (1 2 ... n), a aplicacao de transposicoes 2-movimentos

gera novos grafos de ciclos que contém apenas ciclos nao-orientados.

Lema 4.2.4 Dadas as permutagoesr, =(n(n—1) ... 1) e, =(12 ... n), n > 4,

n par. entdo a transposicao t(t,7,k) coml <i<j<k<n+1,1¢ek coma mesma
paridade € j com a paridade oposta a i € k, gera um grafo de ciclos contendo trés

cielos ndo-orientados.

Prova:
Primeiro, dadas r,, ¢,,. n, 1,7 e k nas condic¢oes da hipdtese, a transposicao #(z, J, k) é

um 2-movimento (Lema 4.2.3):

ti.j.hk)-nin=1)(n=2)...21)=

(n(n=1) ... (n—=14+2) (n—y=+1)...(n=k+2)
(n—i+1) ... (n—j+2) (n—=Fk<+1) ... 1)

As Figuras 4.29 e 4.30 mostram os grafos de ciclos gerados por transposi¢oes com

estas caracteristicas.
Vamos considerar inicialmente o caso de ¢ par (Figura 4.29).

Podemos verificar que este grafo de ciclos possui trés ciclos:
co=Mm+1ln=1,... k+li+(k—g)—1li+(k=3)=3,....0,1—=2,... 2]
c;=[nn—-2,....kk—2...004+(k—j)+1,t—-1,1—3,...,1]
es=[k—1,k—3,...;0+(k—Jg),...,0 +1]

0 ciclo ¢; é formado por uma seqiiéncia estritamente decrescente, pois k+1 > 1+ (k—
i)+ 1 > 1. Portanto, podemos verificar que ¢; contém apenas triplas nao-orientadas,
implicando em que ¢; seja um ciclo nao-orientado. Usando o mesmo raciocinio para
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(b) 1(2,5.8)eT
8

5 1 9

(38 ]
~J
=}

0 8 - 3

Figura 4.29: O grafo de ciclos gerado pela aplicacao de uma transposicao (7, 5. k) a
ry. com n par > 4, 1 e k pares e j impar. Note que 0s trés ciclos sao nac-orientados.
(a) O caso genérico. (b) Um caso particular.

os c1clos ¢z € ¢, concluimos que este grafo de ciclos ¢ formado por trés ciclos nao-
orientados.

Temos ainda a possibilidade de ¢ ser impar (figura 4.30). mas a analise neste caso é
idéntica a do caso par. Os ciclos neste caso sao

ag=[Mn+1ln-1,..., kok—=2,...004k=j)+1l2=1,2-3.....2]
a=[nn=2.... k+li+(h=J)=1,....4,i=2,...,1]
ca=lk=1,k=3....i+(k=g)a+(k—-7)—-2..... ¢+ 1]

Porém. em ambos os casos geramos um grafo de ciclos contendo trés ciclos nao-
orientados.
0

Lema 4.2.5 Dadas as permutagéesr, =(n(n—1) ... 1) e, =(12 ... n),n >4,
n par, entdo a transposigdo t(1,7.k) com 1 < j < k < n+1, k fmpar € j par gera
um grafo de ciclos contendo trés ciclos nao-orientados.
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(a)

0 n n-l...n§eie2 n-j ... n-k+2 nei...n+3  n-k+l .02 1 n+l
n-j+1 n-1+1 n-j+2

(b) t(3,6.9)tﬂm

1%’%\

0o 10 9 5 4 3 8 g 6 2 | I

Migura 4.30: O grato de ciclos gerado pela aplicagao de uma transposicao (2., k) a
ry.com n par 2> 4, ¢ e k impares e } par. Note que os trés ciclos sdo nao-orientados.
(a) O caso genérico. (b) Um caso particular.

Prova:

De forma analoga a prova do lema anterior. dadas r,. t,. n, j e k nas condigoes da
hipotese. a transposicao £(1..4) é um 2-movimento (Lema 4.2.3):

1. k) - (n(n=1) (n=2) ... 21) =
((n—=g+1) ... n=k+2)n(n—=1) ... (m—7+2)
(=B 1) oo 213
Os ciclos que compoem o grafo de ciclos sao:
a=n+ln—1,.... kk=2....kk—j7+2
=Mhn-2. . k+1Lk—jk—7—-2,...,1]
cs=k—=1k—=3,. . k—j+1,k—7—1,....2]
Podemos verificar que os trés ciclos sao nao-orientados.

A Figura 4.31 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento.
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0 na+l 0 ... n-k+2 n O L B B Gow | n+1

(b) l(l,4.7)-n8

0 5 4 3 8 7 6 2 I 9

Figura 4.31: O grafo de ciclos gerado pela aplicagao de transposigoes (1, ;. k), com &
impar e ) par. Note que os trés ciclos sao nao-orientados. (a) O grafo de ciclos geral
gerado por t{1,j. k). (b) Um caso particular.
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Lema 4.2.6 Dadas as permutagcéesrp, = (n(n—=1) ... 1) et, =(12 ... n), n > 4,
n par. entao a transposi¢do t(z,j.n+1) com1 <1< j<n+1,2 impar e j par gera
um grafo de ciclos contendo trés ciclos nao-orientados.

Prova:

Novamente, dadas r,,. ¢,, 1. 2 € j nas condigoes da hipétese, a transposicao £(z. j.n+1)
€ um 2-movimento (Lema 4.2.3):

tiz,gyn+1)-(n(n—1)(n—-2) ... 21)=
min—=1) ...(n=2142)(n=3+1) ... 21
(n—1+1) ... (n—7+2)).

Os trés ciclos que compoem o grafo de ciclos sao:
a=h+ln-1,....i4+n—=))+2.1-11-3,...,2]
ag=Mhn-2....04+nm-3)+1la+(n-3)—-1,..., t+ 1]
ca=fi+(n—gla+n—j)—=2..... 3t —2, 00l

Podemos verificar que os trés ciclos sao nao-orientados.

A Figura 4.32 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento.

Lema 4.2.7 Dadas as permutacéesr, =(n(n—=1) ... 1) e, =(12 ... n), n > 4,
n par, entdo a transposigio t(1.5.n+1) com1 < j <n+1 e ) par gera um grafo de
ciclos contendo trés ciclos nao-orientados.

Prova:

De novo, dadas r,, t,, n e j nas condicoes da hipotese, a transposigao #(1.).,n+ 1) é
um 2-movimento (Lema 4.2.3):

t(l,jn+1)-(n(n=1)(n—=2) ... 21) =
((n=j+1)...21n(n=1) ... (n—=74+2)).



4.2, Um limite inferior para o didmetro de transposicio 99

0 n e Dei+2 pej#l L 2 I neitl n-1 Lone42  ndl

0 8 7 3

(3]
=

5 B 9

Figura 4.32: O grafo de ciclos gerado por transposigoes (2, 3,n -+ 1), ¢ impar e j par.
Note que os tres ciclos sao nao-orientados, conforme descrito no texto. (a) O grafo
de ciclos geral gerado por #{z.).n + 1). (b) Um caso particular.
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(a)

0 n-j+1  n-g .. n- n-j+3 n-j+2 n+l

(b) t(149)e

Figura 4.33: O grafo de ciclos gerado por aplicacao de transposicoes ¢(1, 7,7+ 1), com
J par. Os tres ciclos sao nao-orientados. conforme descrito no texto. (a) O grafo de
ciclos geral gerado por t(1,y,n + 1). (b) Um caso particular.

Os trés ciclos que compoem o grafo de ciclos sao:

s =[J?+l—j H—_}—l“,.._l]

De novo. podemos verificar que os trés ciclos sao nao-orientados.
A Figura 4.33 mostra o grafo de ciclos gerado por este 2-movimento.

O

Lema 4.2.8 Dadas as permutagées r, = (n (n—1) ... 1) e¢, = (1 2 ... n),
n > 4, n par, enldo as transposigoes t(2,3,k), com 1 ¢ k com a mesma paridade € j
com paridade oposta a 1 ¢ k sdo as unicas transposi¢oes 2-movimentos possiveis, €

cuando aplicadas a r, geram grafos de ciclos contendo trés ciclos nao-orientados.

Prova: Dadas as permutacoes r, e ¢,, nas condi¢oes do lema, as unicas transposigoes
Z2-movimentos possiveis sao aquelas geradas por triplas orientadas. O Lema 4.2.3
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mosira que os unicos 2-movimentos possiveis neste caso sao aqueles onde 7 e k tém a
mesma paridade e j tem paridade oposta a 1 e k.

Existem exatamente quatro casos que podem ocorrer com ¢, j e k nestas condicoes
que sao:

l.1<i<j<k<n+l: oLlema4.24 mostra que o grafo de ciclos gerado pela
transposigao (2, j, k), com ¢, j e k nas condi¢oes do lema. produz um grafo de
ciclos contendo trés ciclos, todos nao-orientados.

2. 1=1<j<hk<n+1l: oLlema4.2.5 mostra que o grafo de ciclos gerado pela
transposicao #(z,7,k). com j e k nas condic¢oes do lema, produz um grafo de
ciclos contendo trés ciclos. todos nao-orientados.

3.1<i1< )<k =n+1: o0 Lema 4.2.6 mostra que o grafo de ciclos gerado
pela transposicao #(2.). k), com ¢ e j nas condigoes do lema, produz um grafo

de ciclos contendo tres ciclos. todos nao-orientados.

l.l=1<j<k=n+1: 0Lema 4.2.7T mostra que o grafo de ciclos gerado pela
transposicao t(z. 3, k), com j nas condigoes do lema, produz um grafo de ciclos

contendo trés ciclos. 1odos nao-orientados.

Temos entao o resultado.

4d

Provamos agora o teorema que estabelece um limite inferior para d(r,. ¢, ). quando

1 =>4 par.
Teorema 4.2.9 Dadas as permutagéoes r, = (n (n —1) (n —2) ... 2 1) €1, =
(12 ... (n—=1)n), temos paran =2 4, n par,

dr{rﬂ-f-n) 2 [%J +1

Prova: Novamente, do trabalho de Bafna e Pevzner [4], dada r, = (n (n —1) (n —
2) ... 21)., n >4, n par, temos Cimpar(7.2) = L. Aplicando o limite inferior dado

pelo Teorema 2.2.4 para d;(r,, t,) temos

(n+ 1) = Cimpar(Pasta) _(R+1)—1
2 - 2 -

SO e

Neste caso (Figura 4.28(a)):
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e a diferenca é de exatamente 1. Neste caso, temos que provar que existe neces-
sariamente uma transposicao que nao incrementara Cimpar(7n,tn) durante qualquer
seqiiéncia otima de transposigoes que transforma = em ¢.

A primeira transposi¢ao € um 0-movimento ou um 2-movimento. Nao podemos aplicar
um —2-movimento porque o primeiro grafo de ciclos é formado por apenas um ciclo.

Se aplicamos um 0-movimento. o unico ciclo impar do grafo de ciclos é transformado

em um outro ciclo impar, nao incrementando ¢y, par-

Entao. temos que investigar o que acontece se aplicarmos um 2-movimento. O
o

Lema 4.2.8 mostra que as unicas transposi¢coes que sao 2-movimentos geram grafos
de ciclos que contém apenas ciclos nao-orientados.

Isto implica no resultado da seguinte forma. Temos duas possibilidades. Se o grafo de
ciclos resultante tem um ciclo impar e dois ciclos pares. a primeira transposi¢ao nao
AUMENtOU Cympqa-. Por outro lado, se obtivermos trés ciclos impares, a segunda trans-
posicao da serie nao pode aumentar ¢my,,, pois todos os ciclos sao nao-orientados.
implicando em termos no minimo mais um 0-movimento.

B

() Lema 4.2.2 e o Teorema 4.2.9 implicam imediatamente no resultado abaixo.

Teorema 4.2.10 Dadas as permutacgoes r, = (n (n—1)(n—=2) ... 21) €4, =
(12 ... (n—=1)n) . lemos para todon > 3,

d)‘.(?‘naf'r:.) 2 [EJ +I

Finalmente. o teorema abaixo mostra a distancia de transposicao entre uma per-

mutacao e sua inversa.

Teorema 4.2.11 Dadas as permutagées rp, = (n (n—1) (n—=2) ... 21) e, =
(12 ... (n—1)n). temos paran > 2
1 sen =2
dg(?n, *n) ==

l%J-ﬁ-l sen>3

Prova: Conforme afirmacao anterior. sabemos que d,(ry,t,) = | quando n = 2.

Do Teorema 4.2.10, temos que dy(Tyn,tn) = l%J + 1.
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Algoritmo Dist Transp
entrada: r, =(n(n—1) ... 21),n > 2
saida: 6,1;,15,...,15, onde & = d(r,, )

71— (1, {%Ln)-vr

§—1
Ty — &
se n for par entao
O —06+1
wg — til 3, 5+ Lina 1) -m
k1
p+—1
se n for impar entao
k0
p—0
enquanto k < |5 faca
b —b+1
s '_f‘"'(h%J —L[%J —k+2n+1—k+p) 754
ke—k+1
retorne &.1;,15..... ts

Figura 4.34: Um algoritmo para computar a distancia de transposi¢ao entre uma
permuta¢ao € sua inversa.

U'm limite superior € dado pelo algoritmo apresentado na proxima secao. que computa
di(7y.ty) €M {-}J + 1 passos. Portanto, di(rn,ty) < {-’%J +1, para todo n > 2. Notamos
que Bafna e Pevzner [4] mostraram este mesmo limite superior, para todo n > 1.

O

4.2.2 Um algoritmo para computar d;(r,. t,)

Apresentamos nesta se¢ao um algoritmo para computar a distancia de transposigao
entre uma permutacao e sua inversa. Observamos que este algoritmo executa sem
utilizar o grafo de ciclos. Em seu lugar, ele usa uma determinada série de transposicoes
que funcionam no caso particular destas duas permutacoes. A Figura 4.34 mostra o
algoritmo, e a Figura 4.35 mostra exemplos de execugoes paran =6en =T.

Os quatro passos iniciais criam, a partir da permutagao inicial, uma nova permutacao
com duas subseqiiéncias decrescentes na sua extremidade esquerda, e uma seqiiéncia
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(@ 65 4 3 2 ] ) 76543 21
% Rl
4 32651 4 32763851
¢ j
438651 2 4 365127
) i -
4512 3 86 4 5 1 B Bie T
Theange il e
| B 34 §:8 1 2.3 4 86 ¥

Figura 4.35: Duas execucoes do algoritmo. (a) Exemplo com n = 6. (b) Exemplo
comn =T.

crescente, na sua extremidade direita. Se n for par temos

3)(n(n=1) ... (+2))(12)

n n
ma=lzT =2 o
m={{g+th 3

Observemos que as duas subseqiiéncias decrescentes tem [5] — 1 elementos cada uma.

Marcamos as subseqliéncias com parénteses.
Se n for impar teremos
n—+ 1 n+1 .
5 ) w0 32 ) (= 1) e (=513 1)

-

71 =(

Analogamente. neste caso as duas primeiras subseqiiéncias também terao |';—"| — 1
clementos cada uma.

0 comando de repeticao no quinto passo move o ultimo elemento da primeira sub-
seqliéncia e o primeiro elemento da segunda subsequéncia para a extremidade direita
da permutacao. onde duas outras subseqiiéncias sao incrementadas a medida que o
algoritmo executa. Genericamente. se n for par entao teremos. apos k — 1 iteracoes
do comando.

oo (k42)) (n=k41) .. (542)) (12 ... (k+1)) ((n—k+2) ... n).

mhet = ((5+1)

o) =

Se n for impar teremos, apos k iteracoes,

1
By L k) (k) e (P

Trer = (( +1)) (12 ... (k+1)) ((n—=k+1) ... n).

Portanto. o algoritmo corretamente transforma a permutacao na sua inversa, usando
transposicoes. Além disso, o algoritmo executa em l%J + 1 passos, para n > 2.
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4.3 Sumario e questoes

Neste capitulo, inicialmente apresentamos um algoritmo de aproximagao de raz ao
2.25 e um algoritmo exato, ambos baseados numa estrutura denominada de diagrama
de pontos-de-quebra. Embora a razao seja elevada. quando comparado a melhor
conhecida, experimentos demonstraram que esta razao é bastante menor quando ex-
ecutamos o algoritmo, sugerindo que ele possa ser util na pratica.

Algumas questoes surgiram deste estudo. Primeiro, realizar mais testes com o al-
goritmo de aproximagao, usando permutagdes significativamente maiores, permitiria
avaliar a sua utilidade efetiva. Segundo, pesquisar se a razao do algoritmo pode
ser diminuida. e verificar a possibilidade de decidir quando d(7.¢) = b—‘-fl apenas
estudando o diagrama, possivelmente forneceria parametros que poderiam ser empre-
eados numa prova de complexidade para o problema da distancia de transposicao.
['m outro ponto interessante seria investigar se existe uma permutacao alcangando a
razao 2.25. Por fim, o algoritmo de aproximagao de Bafna e Pevzner [4] poderia ser
implementado, permitindo comparar estes dois algoritmos.

Em seguida, demonstramos que a distancia de transposi¢ao entre uma permutacao e
sua inversa (sem complementacao) é | 5| + 1 para todo n > 2, onde n ¢ o tamanho
da permutagao. Além disso. apresentamos um algoritmo que encontra uma série
Stima de transposicées que ordenam a permutacdo. para o caso estudado. Portanto.
temos um limite inferior para o diametiro de transposigao. [5| +1 < Dy(n). Balna e
Pevzner [4] demonstraram que Dy(n) < 3n. Conjecturamos que o limite inferior seja
de fato o valor do diametro de transposicao.

Outras questoes interessantes ainda nao resolvidas sdo a complexidade do problema

e um valor exato para o diametro de transposigao.



Capitulo 5

Distancia de reversao e
transposicao de cromossomos
lineares

Atualmente, a andlise de genomas evoluindo por diversos eventos mutacionais re-
presentam um grande desafio. Hannenhalli e co-autores [17] analisaram genomas
evoluindo por diferentes eventos. particularmente reversoes e transposicoes. Hannen-
halli e Pevzner [20] apresentaram um algoritmo de tempo polinomial para comparar
dois genomas evoluindo por reversoes, translocacoes. fusoes e fissoes. Gu. Peng e
Sudborough [14] mostraram algoritmos de aproximacao para computar a distancia
entre dois genomas, permitindo trés eventos, reversoes, lransposi¢oes e transversoes.

Neste capitulo contribuimos para a analise de reversoes e transposicoes agindo em um
CTOMOSSOmo.

Inicialmente, na Secao 5.1 apresentamos definigoes que serao utilizadas nas segoes pos-
teriores. Na Secao 5.2 estendemos a analise de transposi¢oes agindo em permutagdes
sem sinais para transposicoes atuando em permutagoes com sinais. obtendo assim al-
goritmos de aproximacao para computar a distancia de reversao e transposicao para
ambas as permutagoes, com e sem sinais. Em seguida, na Secao 5.3 apresentamos um
limite inferior para o diametro de reversao e transposicao de permutagoes com sinais.
Por fim. a Secao 5.4 traz um sumario e questoes relativas a estes estudos.
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Figura 5.1:  Os pontos-de-quebra e as faizas de uma permutacao = =
(051247639810 )comrelagioa: = (0123456789 10). As
faixas sao as sequiéncias entre dois pontos-de-quebra consecutivos.

5.1 Definigoes

Nesta secao. primeiro enunciamos o problema de ordenar permutagoes lineares por re-
versoes e transposigoes, e em seguida recordamos certos conceitos, que serao utilizados

nas proximas secoes.

No problema da distancia de reversao e transposicao de permutacoes lineares. sem
perda de generalidade. podemos fixar ¢ como sendo a permutacao identidade ¢. isto
é.t = (1...n) no caso sem sinais. e ¢ = (+1... + n) no caso com sinais. Portanto.
o problema estudado neste capitulo pode ser enunciado da seguinte forma. Dada a
permutacao w. queremos computar uma serie de reversoes e transposicoes que trans-
formam = em ¢. isto é, queremos encontrar ¢y, €;....,¢,. onde cada ¢, € uma reversao
ou uma transposicao. tais que €, - €,y ... €3+ €7 = ¢ € u seja minimo. Chamamos
i de distancia de reversao e transposigao e o denotamos por d, (7. ¢).

No que se segue, uma operagao € pode ser uma reversao ou uma transposicao.

Istendemos a permutagao 7 adicionando 7 = 0 e 7,41 = n + | no caso sem sinais.
ot 7o = +0 e 7,4 = +(n + 1) no caso com sinais. A permutacao estendida sera

denotada por 7.

I'm ponto-de-quebra de uma permutagao = € um par z = (7. 7.41) tal que nem r
nem ¥ = (T;x1.7:) sao da forma (j.7 + 1) para algum j tal que 0 € 7 < n. Entao,
para encontrar ¢ a partir de 7, devemos ter pelo menos uma operacao “separando”
7, de 7;+;. Como anteriormente, pontos-de-quebra serao indicados por um ponto (e)
entre 7; e m,41 (Figura 5.1). Denotamos por b(7,¢) o numero de pontos-de-quebra de

7 com relacao a ¢.

Pontos-de-quebra dividem uma permutacao em faixas. Quando a permutacao alvo é
a identidade, ¢, faixas sao sempre sequéncias de inteiros consecutivos (Figura 5.1). No
caso sem sinails, uma falxa pode ser crescente ou decrescente como uma seqiencia de
inteiros. e sera chamada respectivamente de faira crescente ou de faira decrescente.
No caso com sinais, todas as faixas sao crescentes, mas serao separadas em faixas
positivas ou negativas, de acordo com o sinal dos seus elementos (todos os elementos

numa faixa tém o mesmo sinal}.
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No Capitulo 2 mostramos o grafo de pontos-de-quebra para permutagoes com sinais,
denotado por (7, ¢). Este diagrama é composto por um certo numero de ciclos onde,
em cada ciclo, as arestas pretas e cinzas sao alternadas. O comprimento de um ciclo é
o nimero de arestas pretas que compoem este ciclo. que € 0 mesmo que o nimero de
arestas cinzas. Chamamos de k-cielo um ciclo de comprimento k. Observamos que,
no caso de permutacoes com sinais, a decomposi¢ao de G(7,:) em ciclos é 1inica. e

denotamos por ¢(7.¢) o nimero de ciclos em G(7. ).

Como descrito no Capitulo 2. ciclos em G(7,¢) sao denotados entre colchetes, pelos
rotulos associados as arestas pretas, onde o primeiro rotulo € o de maior valor. Além
disso. associaremos a cada rotulo ¢ pertencente a um ciclo ¢ uma orientagao T ou
% . definida em relacao a orientagao do maior rotulo r de ¢, que sera convencionada

—_—
como sendo 1.

5.2 Algoritmos de aproximacao

Apresentamos agora algoritmos de aproximacao para computar a distancia de reversio
e transposi¢ao entre duas permutagoes. Mostramos um 3-algoritmo de aproximacgao
para o caso sem sinais e um 2-algoritmo de aproximacao para o caso com sinais.

Iniciaremos com o caso sem sinais. Notamos que a unica permutagao que nao contém
pontos-cle-quebra com relacao a ¢ € exatamente ¢. e entao a seqiiéncia de reversoes
e transposicoes transformando = em ¢ deve reduzir o mimero de pontos-de-quebra
de b{w.r) para 0. Observamos ainda que as reversoes podem reduzir no maximo
dois pontos-de-quebra, e que as transposicoes podem reduzir no maximo trés pontos-
de-quebra. LEsta observagao implica imediatamente num limite inferior, conforme

mostrado no proximo teorema.

Teorema 5.2.1 Dadas duas permutagoes sem sinais © € ¢ temos

b(m.t)

3 < dyi(w,t).

Teorema 5.2.2 Dadas duas permutag¢ées sem sinars distintas ™ e ¢, existe uma
operagdo reduzindo pelo menos um ponto-de-quebra.

Prova: A idéia intuitiva é aumentar a primeira faixa em cada operacao.

A primeira faixa a esquerda é sempre crescente. Tomando o elemento maximo nesta
primeira faixa, basta encontrar o seu sucessor, que esta necessariamente a sua direita.
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Algoritmo DistRT1
entrada: permutacoes distintas sem sinais 7 e ¢
saida: u,€ey,€5.....€¢,, onde e; =r ou 1
u 0
To — T
enquanto existirem pontos-de-quebra em 7, com relagao a ¢ faga
Na faixa mais a esquerda de 7, com relacao a ¢,
tome o maior elemento, s,
encontre s; + s; + 1 a direita de s;
se s, estiver mais a direita na faixa e
a faixa tiver mais do que um elemento entao
we—u+1
€,  reversao de s;1; a §;
incluindo ambas as extremidades

Ty ¥ By Ty=i
senao
/ s,: primeiro elemento na faixa
ue—u-+1l
€, + transposigao movendo a faixa contendo s,
colocando-a a direita de s;
Ty — €y - Tyoq
Fetorne . €169 Ey

Figura 5.2: Um 3-algoritmo de aproximagao para computar d.(r.:), para per-
mutagoes sem sinais.

Se o sucessor estiver no inicio da faixa, ou for o unico elemento da faixa, aplicamos

uma transposicao. Se estiver no final, aplicamos uma reversao. O

A aplicagao repetida do Teorema 35.2.2 fornece um 3-algoritmo de aproximacao
para computar a distancia de reversao e transposicao de permutagoes sem sinais
(Figura 5.2).

Sua complexidade de tempo € O(n?), onde n é o tamanho da permutacao. O algoritmo
leva tempo O(n) para encontrar a operagao e aplica-la.

Agora tomemos o caso com sinais. Note que o grafo de pontos-de-quebra G(¢,¢)
e o unico tendo n + 1 ciclos. Entao, a sequiéncia de reversoes e transposicoes trans-
formando © em ¢ deve aumentar o numero de ciclos de ¢(x,¢) para n + 1. Para
duas permutagoes ® e o, e uma operagao e tal que ¢ = ¢ - 7, denotemos por
Ac¢(m.o) = clo,t) — ¢(m,t) a variagao no mimero de ciclos devido a uma operacao

£
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Teorema 5.2.3 Dada uma permuta¢do © e wma operacao €,

A¢(m,e-7) € {—2,-1,0,1,2}

Prova: Notemos inicialmente que e pode ser uma reversao ou uma transposicao.

Cada reversao age em duas arestas pretas pertencendo a no maximo dois ciclos,
criando ou destruindo no maximo um ciclo. Hannenhalli e Pevzner [19] mostraram
que. para uma reversao, Ac¢(r,e-7) € {—1,0,1}.

("ada transposicao age em trés arestas pretas pertencendo a no maximo trés ciclos.
Bafna e Pevzner [4] mostraram que para o caso sem sinais Ac(r.e - 7) € {=2.0.2}.
Quando consideramos os sinais, este torna-se um caso particular, e corresponde a
um grafo de pontos-de-quebra gerado por uma permutagao composta apenas por
faixas positivas. Entdo. no caso com sinais, temos também A¢(r. e 7) = —1 ou +1
(Figura 5.3). |

O seguinte teorema segue imediatamente do Teorema 5.2.3.

Teorema 5.2.4 Dadas duas permutagoes com sinais @ ¢ « enldo temos

(n+1)—cl{m,e)
9

< deel7mit)

Para z € {=2.—1.0.1,2}. definimos um z-movimento de 7 com relacao a ¢+ 7 como

uima operacao ¢ tal que Ac¢(7.e- =) = 2.

(Como afirmames acima. no caso de duas permutagoes com sinais 7 e ¢, onde 7 contém
apenas faixas positivas com relagao a ¢, o grafo de pontos-de-quebra G(r,¢) gerado
¢é exatamente o grafo de ciclos de Bafna e Pevzner [4]. descrito no Capitulo 2. Por-
tanto. utilizaremos os resultados de Bafna e Pevzner [4| baseados no grafo de ciclos.
e também descritos no Capitulo 2, para mostrar uma forma de obter um aumento no
niumero de ciclos de pelo menos 2 em dois movimentos consecutivos, aplicando uma
reversao ou uma lransposi¢ao numa permutacao com sinais.

Teorema 5.2.5 Dadas duas permutagées com sinais © € t, eriste um 1-movimento,
ou um 2-movimento ou um 0-movimento sequido por um 2-movimento.

Prova: Temos dois casos.

e existemn faixas negativas em 7 com relacao a ¢ notamos que a faixa mais a
esquerda é uma faixa positiva, e que as faixas negativas de = com relacao a ¢
geram quatro formas gerais de ciclos em G(7,¢) (Figura 5.4).
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Figura 5.3: Todos os casos possiveis de uma transposi¢ao agindo numa permutagao
com sinais, onde apenas os ciclos afetados sao mostrados. Em cada caso, uma trans-
posicao transforma as arestas pretas (b.a), (d.c) e ( f.e) nas arestas (d.a), (b, e) e( f.c).
As linhas pontilhadas denotam um caminho que pode ser formado por uma ou mais
arvestas cinzas/pretas. Como a inversa de uma transposi¢ao € uma transposigao, todas
as transformacoes sao inversiveis. Note que existe apenas um padrao correspondendo
a um 2-movimento (—2-movimento), e apenas trés padroes correspondendo a um
l-movimento (—1-movimento).
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Figura 5.4: As quatro possiveis formas gerais de ciclos nos quais se pode aplicar

reversoes que aumentam o nimero de 1-ciclos.



L
b

Algoritmos de aproximagao 113

No caso (a) desta figura aplicamos uma reversao da aresta preta (s;4;,+s;) até
a aresta preta (s,.;,—s;), ambas pertencendo ao mesmo ciclo ¢, para obter
um outro grafo de pontos-de-quebra com dois ciclos diferentes, ¢/, um 1-ciclo
composto pela aresta preta (—s;,+$,), e ¢”, um k-ciclo & > 1 contendo a aresta
preta (8,41, 5:+1). Esta reversao nao altera os comprimentos e rétulos dos outros
ciclos e portanto temos um l-movimento. Os outros casos sao inteiramente
analogos.

Portanto. aplicamos uma reversao que aumentou de | o nimero de 1-ciclos. isto
¢, obtivemos um l-movimento.

e existem apenas faixas positivas em 7 com relacao a ¢: temos um grafo de pontos-
de-quebra no qual nao podemos aplicar reversdes aumentando o niimero de
I-ciclos. De acordo com resultados de Hannenhalli e Pevzner [19] este é um
grafo formmado unicamente por obstaculos. Mas, como dissemos anteriormente,
neste caso podemos visualizar esta permutacido como sendo uma permutagao
sem sinais, e o grafo de pontos-de-quebra gerado é exatamente o grafo de ciclos
descrito no trabalho de Bafna e Pevzner [4]. Aplicamos entao o Teorema 2.2.7
de Bafna e Pevzner [4], que garante a existéncia de um 2-movimento. ou de um
0-movimento seguido por um 2-movimento.

O

Do Teorema 3.2.5 podemos deduzir um limite superior para distancia de reversao e

transposigao.

Teorema 5.2.6 Dadas duas permutagoes com sinais © ¢ ¢ lemos

dy(m.t) < (n+1)—c(7.1)

Dada uma permutacao 7 a ser transformada em ¢, a idéia intuitiva do algoritmo é,
enquanto existirem faixas negativas com relagao a ¢ aplicamos reversées, conforme
descrito no Teorema 5.2.5. Se nao pudermos aplicar reversoes deste tipo. e esta
sequéncia de reversoes nao tiver transformado = em ¢, entao o grafo de pontos-de-
quebra foi gerado por uma permutacao contendo apenas faixas positivas com relacao
a t. Neste caso, usamos o Teorema 2.2.7 de Bafna e Pevzner [4] para descobrir a
seqliéncia de transposigoes a ser aplicada. Observamos que estas transposicoes sem-
pre geram grafos de pontos-de-quebra construidos a partir de permutagées contendo
somente faixas positivas com relacao a «. A Figura 5.5 mostra um exemplo deste

Processo.
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Figura 3.5: O processo de transformar = em ¢ usando reversées e transposigoes.
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Na Figura 5.6 mostramos um 2-algoritmo de aproximacao para este problema. de-
nominado Dist RT2. A correcao deste algoritmo € garantida pelos Teoremas 2.2.7 e
3.2.3.

Descrevemos agora como encontrar uma reversao criando um I-ciclo. Primeiro asso-
ciamos a cada inteiro ¢ da aresta preta (7, m;—1), com 1 < ¢ < n+1, um rétulo 7 para
m—1 € F para m,. Depois. temos apenas que encontrar uma aresta cinza incidindo
em duas arestas pretas ambas rotuladas por I ou ambas rotuladas por F. Isto leva
no maximo O(n). A construgao de G(7,¢) e a computacao de ¢(x,¢) cada uma leva
O(n) (conforme Berman e Hannenhalli [5]). Portanto a complexidade do algoritmo é
O(n?). onde n é o tamanho das permutacoes.

[sto estabelece um 2-algoritmo de aproximagao para computar a distancia de reversao
e transposicao de permutagoes com sinais, com complexidade de tempo O(n?), onde

i é o tamanho das permutacoes.

5.3 Um limite inferior para o diametro de re-
versao e transposicao

De forma genérica, uma solucao para o problema da distancia é encontrar caminhos
minimos num grafo orientado (7. no qual um vértice corresponde a uma permutacao
=. ¢ existe uma aresta (7, o) quando existe um evento (reversao ou transposigao) c.

tal que o= €+ 7.

O objetivo é encontrar caminhos orientados minimos de 7 até «, onde o comprimento
de um caminho é exatamente o niimero de arestas neste caminho. Mais ainda, pode-
mos associar pesos as arestas de um caminho de forma a nos auxiliar a investigar o
problema. Assim. a seguir definiremos peso de uma aresta e peso de um caminho,

neste grafo.

Definicao 5.3.1 Dadas as permutagoes 7 ¢ o, de comprimenton, € t,, € um evento
¢ (reversdo ou transposigdo) tais que (7, 0) € uma aresta de G, entao em (G definimos

peso de uma aresta como sendo

p(m.0) =2+ ¢(m, ta) — (0, tn)-

Observamos que p(7,o) > 0 (Teorema 5.2.3). O peso de uma aresta p(7.o) pode
também ser escrito como 2 — Ac(w, o), tomando € como o evento que transforma =
em o. Como 2 é o maior valor que Ac(r,o) pode assumir, e sabendo que os maiores
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Algoritmo DistRT2
entrada: permutacoes distintas 7 e ¢
saida: u.ey,€3,....€6,.0onde g, =rou t
| cria o grafo de pontos-de-quebra de = e ¢
u+—0
Fog—T
cria G(mg,t)
computa ¢( 7o, ¢)
/| cria l-ciclos enquanto houver possibilidade
enquanto ¢(7,.t¢) < n + 1 e existe uma reversao r
aumentando o numero de 1-ciclos
(conforme Teorema 5.2.5) faga
u—u+l
€y —T
T +— €4 * Tpo1
cria G(mwy: 1)
computa ¢(7,. )
/ se = nao foi transformado em «. o grafo de pontos-de-quebra gerado
J tem a mesma forma geral descrita na teoria de Bafna e Pevzner
enquanto ¢(7,,¢) < n + 1 faga
chame uma rotina que implementa a teoria de Bafna e Pevzner
para encontrar a transposicao ! a ser aplicada
(conforme Teorema 2.2.7)
u— u+1
e, — 1
T ¥ Ey “FTu—l
cria G(m,,¢t)
computa ¢(m,.¢)
retorne u.€;,€2,....€,

Figura 5.6: Um 2-algoritmo de aproximacao para computar dr(7,¢), para per-
mutacgoes com sinais.
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valores de Ac¢(m,0) nos aproximam de ¢,, entao podemos pensar no peso como uma
medida de “gasto” em cada evento aplicado.

Definicao 5.3.2 Dadas as permutagées de comprimento n, mo.7y...., Tk, tais que
(7i1.m). com 1 <1 < k, € uma aresta do grafo orientado GG, entdo em G, tomando
o caminho c de 7 @ t,, ¢ = ToMT2 ... Te-17k, definimmos peso de um caminho como

.«mdo
k

ple) = Y plmiayim)s

a=1

Observamos que p(¢) > 0 para qualquer caminho. Podemos agora relacionar o compri-
mento de um caminho com o peso do mesmo caminho, com importantes consequéncias
para a distancia. Denotamos |¢| como o comprimento de um caminho c.

Lema 5.3.3 Seja um caminho ¢ = wom17%3... Tp17Tk. Entao,

ple) = 2I(—| 17 C(_?i-n-. "11] — (ks Ln)

Prova: Seja p(c) = Y°, p(ri—1. 7). A prova sera por indugao em k.

Quando & = 1. pela Definicao 5.3.1 e por |¢| = 1. temos,

plc) = p(mo.71) = 24+ €(Fo, tn) — €Ty ty) = 2|e| + [ 7o.ta) — €(Ty.ty)

Assumindo que o resultado seja verdadeiro para todos os valores < &,

k=1

L.
ple) = Y p(ria,mi) = plmporome) + Y plmicr.m) =

=] =1
P(Te—1.7k) + {2(k = 1) + (7o, tn) — cThm1,10) } =

2 + C(?‘-k—l-’n) - C(T-'k.. Ln) e 2(k = l] + C(}TU- "n) e C[Trk-l-"fu) —

2k — 7k tn) + €70, tn) = 2|c| — e(Thstn) + (7o, tn)

Um importante coroldrio segue.

Corolario 5.3.4 Para qualquer permutagdo =, de comprimento n. € t,. € qualquer
caminho minimo ¢ de © a t, temos

plc) —e(m tn) + (n 4+ 1)
2

doy(7.t) =
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A prova é imediata do teorema anterior, tomando 7y = 7 € T = (.

Tomando S, como o conjunto de todas as permutacoes com sinais de tamanho n.
definimos
Drt(”) = max d’rt(?‘—e bn)
Feb‘n

como sendo o diametro de reversao e transposicao deste conjunto.

Nesta secao mostramos um limite inferior para computar D..(n). baseado nas
distancias de reversoes e transposicées de permutacoes especificas com relagao a iden-

tidade, para cada inteiro n.

Estas permutagoes sao

tn=(+1+2... +(n—=1) +n)

Calcularemos a distancia de reversao e transposicao entre elas, para cada n, o que
fornecera um limite inferior para o diametro D.:(n).

(‘omegaremos mostrando um limite superior para d,,(7,.t,). para todo n > 3,

Teorema 5.3.5 Tomandor,=( -1 -2 ... —(n—=1) —-n )Jet,=( +1 +2
+(n—=1) =+n ), para todo n > 3. entdo temos
n
dufmnsia) < | 3| +2

2

Prova:

Inicialmente, aplicamos uma reversao r(1,n) em m,, obtendo 7 = r(l,n) -7, = ( +n
+(n—1) ... +2 41 ), uma permutagao com sinais positivos apenas.

Em seguida. usamos o Teorema 4.2.11. provado no Capitulo 4, obtido de forma in-
dependente por Christie [10], que determina a distancia de transposicao d,(m,t,) =
3] + 1. paran > 2.

O nimero total de operagoes € entao | 5| +2, que € um limite superior para dy(7,. tx).

comn = 3.
O

Nossa estratégia para mostrar que este limite superior € também um limite inferior é
provar que todo caminho ¢ de =, até ¢, satisfaz p{c) > 3. Entao, pelo Corolario 5.3.4
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ijf < O

-1 +2 -2 43 - +(n-1) -(n-1) +n -n (n+1)
(b)
0 +1 -1 42 -2 43 -3 +4 4 45 -5 6
()
L7 [\ /
0 +1 -1 42 2 43 -3 +4 4 +5 -5 +6 -6 7
Figura 5.7: Os grafos de pontos-de-quebra gerados por 7, = ( =1 =2 ... —(n—1)
—n ) com relagao a ¢, = ( +1 42 ... 4{(n—1) +n ) para todo n. (a) O
grafo de pontos-de-quebra geral. (b} Um caso particular para n = 5. (¢) Um caso

particular para n = 6.

¢ pelo Teorema 5.3.5, teremos o resultado desejado, conforme enunciado no Teo-
rema 3.3.25.

A forma genérica do grafo de pontos-de-quebra gerado por estas duas permutacoes é
dada na Figura 5.7. O lema abaixo mostra que este grafo contém um tnico ciclo.

Lema 5.3.6
Sejam 7, = (=1 =2... =(n—=1) =n) e t, = (+1 +2... +(n—1) +n). Entao.
em G(ma,tn), ¢(Th,tn) =1 pare todo n.

Precisamos de resultados auxiliares para provar o teorema que estabelece o limite
inferior. Um deles é uma condicao suficiente para que um grafo de pontos-de-quebra
nao admita 2-movimentos. Podemos observar que o formato dos ciclos em G(m,. ¢, )
é (Lema 5.3.6):

— — - — _—
= [-bEem = Josuos 2 3 B § Barenp B
quando n é impar. e
— —_—— — =
G [ lim — L 55 3 5 L ¢ Dguway @
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A B g d & F a d eb ¢ f

Figura 5.8: A forma genérica de um ciclo no qual podemos aplicar uma transposicao
criando dois ciclos.

quando n € par. Observe que a nao ser pela paridade de n estas duas seqiiéncias
sao formadas por duas subsequéncias, sy =n+1l,n—1....., 2 es; = 1,3 ,..., n,

tals que s; é decrescente e s, é crescente. Chamaremos de bimondétonos os ciclos
formados por duas subseqiiéncias. a primeira decrescente e formada por rétulos com
orientagao +— e a segunda crescente e formada por rotulos com orientacao —. Estes
ciclos nao admitem 2-movimentos como mostram os resultados seguintes.

No lema a seguir, mostramos a forma genérica de um grafo de pontos-de-quebra que
admite uma transposi¢do 2-movimento (Figura 5.8). Este lema decorre imediatamente

do Teorema 5.2.3.

Lema 5.3.7 Dadas duas permutacées com sinais = ¢ o. ¢ G(7,0), pode-se obter
um 2-movimento se € somente se existirem arestas pretas 1 = (b.a), j = (d.¢) e k =
(f.€). nesta ordem, pertencentes a um iinico ciclo tais que a aplicagdo da transposicao
1{1. ). k) resulta em trés noves ciclos, um contendo a aresta prete (a,d), outro contendo

(b.e), ¢ o tercetro contendo (c. f).

Podemos caracterizar mais precisamente os 2-movimentos gerados por uma trans-
posicao. por meio da ordem dos rétulos em um ciclo, juntamente com a orientagao

de cada rotulo.

Lema 5.3.8 Dadas duas permutagoes com sinais, © de comprimento n, € i, entdo
G(m.t,) admite 2-movimento se e somente se evistem irés rotulos de aresias pretas
1.7 €k tais que § < j < k, os trés pertencem a um mesmo ciclo e a ordem em que
eles aparecem no ciclo € k,1,7 (ow .3,k ou 3,k,i), com a orientagdo «—, ou k,j.1
(ow j.i. k oui,k,j), com a orientagio —.

Prova: O Lema 5.3.7 mostra que existe uma unica forma geral de ciclo no qual
se pode obter um 2-movimento. Nesta forma (Figura 5.8). podemos verificar que,
tomando os trés rotulos de arestas pretas (pertencentes ao mesmo ciclo) 7, J e k tais

=
que i < 7 < k, e associando ao rotulo k a orientagao k , forcamos as orientagoes de 7
—_— —

2

e J como sendo respectivamente ¢ e ) , implicando em que os trés rétulos aparecam
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(a) m= (+2+1-3-4-5-6)

,A‘«” 2

22 42 -1 +#1 43 3 +4 4 45 -5 +6 6 7

———- = = =
7.5:3 & 2: 4.6

e=

(by m= (-3-4-5-1-2-6)

0 +#3 -3 +4 4 +5 -5 +1 -1 42 -2 +6 -6 7

Figura 5.9: Exemplos de transposicoes aplicadas numa permutacao 7 com relacao a ¢,,.
Observe que para uma transposicao ser 2-movimento, as orientacéoes dos rétulos devem
ser exatamente aquelas descritas no Lema 5.3.8. (a) As tranqpo‘:lqoes 2-movimentos
sao 1(1,2,3) - =, #(1,2.3) -7 e 1(1,2,7) - 7. (b) A transposicao #(2.4,5) - # nao e
2-movimento.

no ciclo na ordem k.2, (ou t.j. k ou j.k.2). e todos com a mesma orientacao de k.
Analogamente. se associarmos a & a orientacao T as orientacoes de ¢ ¢ ; ficam sendo
7 e ;. implicando na ordem k.7, (ou Itk ou i k.j), e, J ek com a mesma
orientacao de k.

A prova no outro sentido € imediata. Aplicamos t(z, 7, k) em 7, com 1. e k seguindo
as condigoes do lema, e obtemos o resultado desejado.

A Figura 5.9 mostra exemplos.

O

Teorema 5.3.9 Seja m uma permutagdo para a qual todos os ciclos no grafo de ciclos

G(7.t) sdo bimonotonos. Entao. p(w,e-7) = | para qualguer evenlo e.

Prova: Claramente, p(r.e-7) = 0 € equivalente a dizer que € € um 2-movimento. Um
2-movimento deve ser uma transposigao, e agindo em trés arestas pretas do mesmo
ciclo.

Entretanto, pela bimonotonicidade dos ciclos de 7, nao podemos escolher trés rotulos
seguindo as condigoes do Lema 5.3.8, considerando apenas uma das subseqiiéncias.
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Uma outra forma de tomar os rétulos seria escolhé-los de ambas as subseqiiéncias.
Mas entao os rotulos nao teriam a mesma orientacgao. e portanto também neste caso
nao teriamos as condigées do Lema 5.3.8. m|

Neste ponto, provamos certos lemas que serao utilizados na prova do Teorema 5.3.24.

Os Lemas 5.3.14 e 5.3.15 mostram que quando a primeira operacao aplicada em =,
é uma reversao r l-movimento entao nao teremos 2-movimentos no grafo de pontos-
de-quebra gerado por r - 7, € in.

Vamos mostrar agora quais sao as reversoes l-movimentos e (-movimentos que podem

ser aplicadas em G(7my,. tn).

Lema 5.3.10 Dadas as permutagoes m, =( =1 =2 ... —(n—=1) —n )et, =
+l +2 ... +(n—=1) +n ), comn impar,n =2 3. € G(7n,t,), a reversdo r(i.j),
com1 <1< j<ne(j—1r) par, constitui-se num 1-movimento.

Prova: Inicialmente. G(7,.¢,). com n impar, ¢ composto por um unico ciclo de
tamanho n + 1 (Figura 5.7).
Queremos provar que a aplicacao de r(2,j).com 1 <i <7 < ne (jy—1) par constitui-se

num l-movimento. Assim,

ma=(—1=2... -(=1)=1—-0G+1)... =(g=1) =y —-(+1)... =(n—1) —n)

(1, J) “ Fm=
(=1 =2... —(i=1)+j+0y—=1)... =t +1)+i=(j+1)... =(n—1) —n)

coml<i1<j7<ne(j—1i)par.

Nestas condi¢oes. devemos ter : € j com a mesma paridade.

No caso de 1 e j impares, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.10,
formado por dois ciclos. ¢; e ¢,. Considerando os rétulos associados as arestas pretas
do grafo de pontos-de-quebra, esta operagao corresponde a reverter as arestas pretas
entre i e j + 1, incluindo ambas. O ¢;-ciclo tem 2 + 5~ arestas, ¢ o ¢p-ciclo tem
n— )+ 144 arestas, sendo ¢, e c; ambos pares ou ambos impares. Nestas condigdes.

o ciclo ¢ €

e o ciclo ¢; €

gyt [ Lt = Lperssd  Tag = dadBos coaB P 10 B Flhns s ]
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+G-1) -3+ +(-1) D) G4 GeD +0 -n n+l
i-1) -G +(1+1) +(+1)

0 +1 -1 +2-2

Figura 5.10: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicacao de uma reversao
r(t,7)coml <1< j)<nej—1par,emr,, n> 3, impar. Com estas condicoes, 1 e
J devem ter a mesma paridade. O grafo genérico para o caso de 1 e j iImpares.

ril.l)e :'l:S

&=111

a /KGNS misazas)
0 -l

3
+] #2 2 43 -3 44 4 +5 =5 6

l3jen

5
cp=[3.1]
] L 5 2 8} c=l64.25]
0 -3 43 -2 +2 -1 +1 +4 4 45 -5 6
r3.5)e g
¢y =153.1,2]
1 2 3 4 /N3 6 {841
0 £l o 22 8 AR E I 8 B

Figura 5.11: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicacao de uma
reversao r(z,7).com 1 €: < j <n, j—1 par ez, ) impares, em 7,. n = 3, impar. As
reversoes estao descritas na figura.
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i) G4 #GD) ) i gD

; ) +n -n n+l
-(1-1)  -(3-1) +(1+1) +(j+1)

0+ -1 +2-2

Figura 5.12: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicacao de uma reversao
r(1,j)com1 €1 < j < nej—1impar, em m,, n = 3, impar. Com estas condicoes, 1
e ) devem ter paridades opostas. O grafo genérico para o caso de : impar e j par.

Portanto, esta reversao é um l-movimento. A Figura 5.11 mostra alguns exemplos.

O caso de i e j pares € inteiramente analogo.

O
Lema 5.3.11 Dadas as permutagoesm,=( —1 =2 ... —(n—1) —n )e, =(
+1 42 ...+ n=1) 4+n ), comn impar, n 2 3, e G(Ty.tn), @ reversao r(1,j)

com 1 <1< j<nelj—1) impar constilui-se num 0-movimento.

Prova: Novamente, G(7,,t;), com n impar, € composto por um unico ciclo de
tamanho n + 1 (Figura 5.7).

-

Queremos provar que a aplicagao de r(1.y) com 1 <1 < jJ < n e (j — ) impar
constitui-se num 0-movimento. De novo.
r(i,)) 7n =
(=1 =2...=(i=1)4+)+y—-1)... —(e+1)+t —=(j+1)... =(n—=1) —n)
com]l <i:<j)<ne(j—1) impar
Neste caso. temos 7, j com paridades opostas.

No caso de 7 impar e j par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na
Figura 5.12. formado por um tnico ciclo de tamanho n + 1. Temos o (n + 1)-ciclo:

—_— ‘ — ; = — — o=
c=[r+1lin =1 3+ 28+ L +3500 0, 7 0= 1,1 =300, 2
T8 s 8 B F s =1 FF L Gornes T

Portanto, esta reversao é um O-movimento. A Figura 5.13 mostra alguns exemplos.

O caso de 1 par e j impar é inteiramente analogo.

W
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rfl.2)e 11'5

| ) 3 4 5 6 c=[6.4,2,1.3,5]

0 -2 42 -1 4 43 3 H4 4 +5 -5 6

Mid)e Tls

rfld)e 1'{5

2 3 5 6 c=[6:2,4.1.3.5]

0 -4 +4 -3 +3 -2 +2 -1 +1 +5 -3 6

Figura 5.13: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicacao de uma
reversao r(t.7) com 1 €+ < j < n, j—1 impar, ¢ Impar e j par, em 7y, n > 3, impar.
As reversoes estao descritas na figura.

Lema 5.3.12 Dadas as permutagoes 7, = ( =1 =2... —(n—=1) =n) ¢ t, = ( +1
+2 ... +mn=1) +n ). com n par, n =2 4, e G(7n.t,), @ reversao r(z,J) com

<1< )< ne()—1) par constitui-se num l1-movimento.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra G/ 7. t,, ). com n par. é composto por um unico
ciclo de tamanho n + 1 (Figura 5.7).
Queremos provar que a aplicacdo de r(i,7) com 1 <1 < j < ne(7—)) par constitui-se
num l-movimento. Assim.
r{i,§) - Tu =
{ =1 <P —lf = 1) F bl Wsss e T 4l D) — =1 )
coml<1<3<ne(y—1¢)=0o0u(j—1) par.

Nestas condicoes, temos ¢ e J com a mesma paridade.

No caso de 1. ) impares, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.14,
formado por dois ciclos, ¢; e ¢;. Considerando os rotulos associados as arestas pretas
do grafo de pontos-de-quebra, esta operagao corresponde a reverter as arestas pretas
entre z e 7 + 1. incluindo ambas. O ¢;-ciclo tem 7 + "%‘ arestas, € 0 c¢y-ciclo tem
n—j+1+ -’% arestas, sendo ¢; e ¢; de paridades opostas. Neste caso, o ciclo ¢; é

— — ¢ — = — —3 e

#1055 | Fad = Dovussbob Dy 8 B =Bpunay By 152 g Boypeagh — 1]
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31 <1 <2l Hirl) G4+ ) o Ge) i
(1) G- Hi+l)  +(G+)

Figura 5.14: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicagao de uma reversao
r(z,j)com 1 <1 <j<nel)—1) par, em m,, n = 4, par. Com estas condigoes, 1 e
J devem ter a mesma paridade. O grafo genérico para o caso de ? e j impares.

r(3‘3).ﬂ6
c|=[3.l.2]
| 2 3 4 5 6 7 52=[7-5-4-6l
0 4] -1 #2 2 3 43 #4 4 45 -5 46 6 7
ﬂ3.5}'“6
¢;=15.3.1.2]
.
2 3 ’ ¢y=[7.4.6]
0 41 51 %2 2. 35 45 4 44 3 43 46 % 7
rl.Siem
¢ =15.3.1]
Cr=[7.2.4.6]

O 85 45 4 +4 3 43 2 42 A 1 6 6 7

Figura 5.15: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicagao de uma
reversao r(i,j) com 1 <1< j<ne()—1)par,iejimpares, em m,, n = 4, par. As
reversoes estao descritas na figura.

e o ciclo ¢ é

ag=h+ln~-1,..., }+2,i+i.t'+§,....j—1,)+f,j+-‘§....._?]

Portanto. esta reversao é um l-movimento. A Figura 5.15 mostra alguns exemplos.

O caso de 1, ) pares é inteiramente analogo.
o

Lema 5.8.13 Dadas as permulagéesr, =( =1 =2 ... =(n—=1) —=n )et,=(
+1 42 ... +(n=1) +n ), comn par,n 2 4, ¢ G(7,,t,), a reversaor(z,3) com
1 <:< ) <nel)—1) impar constitut-se num 0-movimento.
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041 <1 2.3 +i-1) -1 4 +(-1) qiel) i 4 G
(i-1)  -(3-1) +(i+1) +(j+1)

Figura 5.16: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicagao de uma reversao
r(2,))com 1 <1 <3< nej—:impar, em 7y, n 2 4, par. Com estas condigdes. i e
J devem ter paridades opostas. O grafo genérico para o caso de ¢ impar e ) par.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra G/(7,,t,), com n par, é composto por um nico
ciclo de tamanho n + 1 (Figura 5.7).

Queremos provar que a aplicacao de r(z,5) com | €2 € 3 € n e (j —¢) impar
constitui-se num O-movimento. De novo,

(1)) mp =

(=1 =2... ==L 43+ —=1)... =2+ 1) +i = +1)... =(n—=1) —n)
com |l <i<j<ne(j—1t)impar
Neste caso. temos 1.7 com paridades opostas. No caso de 7 fmpar e j par, temos o

aralo de pontos-de-quebra mostrado na Figura 5.16. formado por um unico ciclo de
tamanho n + 1. Neste caso, temos o (n + 1)-ciclo:

t:[??+},?]—l ..... J+!-J_1 .... TR T T =1
% T S o 8 B SR g

Portanto. esta reversao ¢ um (-movimento. A Figura 5.17 mostra alguns exemplos.
() caso de ¢ par e j impar € inteiramente analogo.

O

Os lemas seguintes mostram que em (G(7,.:,) a aplicagao de qualquer reversao 1-
movimento gera grafos que nao admitem 2-movimentos.

Lema 5.3.14 Dadas as permutacoes 7, € i, comn impar, n > 3. e a reversdo r{i, j)
coml <i<j<ne(j—1i)par,r(i,]) 7, produz um grafo de pontos-de-quebra que
nao contém 2-movimentos.

Prova:
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r(l.2)e ﬂﬁ
1 3 4 5 6 7 =[7.5,3,1,2,4,6)
0 -2 42 -1 #1 43 3 44 4 +5 5 46 6 7
r(3.6)e T
3 4 5 7 c=[7.5.31.2.6,4]
0 +1 -1 +2 2 6 +6 -5 +5 4 +4 3 +3 7
(3.6)eng c=(9,7.5.3.1.2.6.4,8]
1 2 3 4 5 7 8 9
0 41 -1 +2 -2 -6 +6 -5 +5 -4 +4 -3 +3 47 -7 +8 -8 9

Figura 5.17: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicacao de uma
reversao r(2.j) com 1 €1 < j <nej —iimpar, i impar e j par, em 7,, n > 4, par.
As reversoes estao descritas na figura.

Do Lema 3.3.10. quando aplicamos r(i. j) nas condicoes da hipdtese em 7,. n impar.

n > 3, e para ¢ e j impares, temos os seguintes ciclos em (/(7(7.)) - 7. ¢, ):

& =17 50 =2 oy FE R = T Y r-i]
‘_1
ey = [n + Lyn =1 oy J4+15—-1,7=3..... 14 1. +2,0 + 40y n |

Podemos observar que ¢; e ¢; sao bimonétonos e portanto, pelo Teorema 5.3.9. nao
existem 2-movimentos possiveis.

O caso de 1 e j pares é andlogo.

Assim. nao temos 2-movimentos possiveis no grafo de pontos-de-quebra gerado por
uma reversao, nas condigoes deste lema, aplicada em =, n impar, n > 3. o

A prova para o caso em que n € par € inteiramente analoga. bastando utilizar o
Lema 5.3.12.

Lema 5.3.15 Dadas as permutagoes w, € t,, com n par, n > 4, ¢ a reversdo r(i.j)
com1 <1< )<ne()—1)par, r(i.]) 7y produz um grafoe de pontos-de-quebra que
nao contém 2-movimentos.
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Os Lemas 5.3.20 e 5.3.21 mostram que quando a primeira operagio aplicada a =, é
uma transposi¢ao ¢ l-movimento entao nao temos 2-movimentos possiveis no grafo
de pontos-de-quebra gerado por -7, e ¢,.

Vamos mostrar agora quais sao as transposi¢oes l-movimentos e (-movimentos que
podem ser aplicadas em G(7,. ).

Lema 5.3.16 Dadas as permutagées 7, =( —1 =2 ... —(n—=1) —n ) e, = (
+1 +2 ... +(n—=1) +n ), comn fmpar, n > 3, e G(7wn,tn), @ lransposigdo
to.g.k)ocoml <1< jg<hk<n+1, e(j—1)e(k—j) ambos impares, constitui-se

nwm |-movimento.

Prova: De novo, G(7,.t,), com n impar, € composto por um unico ciclo de tamanho
n+ 1 (Figura 5.7).

Queremos provar que a aplicacao de (7, 7. k) com 1 <1< j<hk<n+le(j—1)e
(kA — j) ambos impares constitui-se num l-movimento. Assim, temos

(=1 =B, =hi=T1) ~d <+ Loss (1)
—j =+, —(k=1) =k —=(k+1)... —n)

e entao
1%, 5. k) vty =

(=1 =2... —(2=1) =) =(y+1)... =(k=1)

-t =i 4+1)... =(g—=1) =k —=(k+1)... =n)
coml<i<j<hk<n+1le(j—1i)e(k—j)ambos impares.
Neste caso. 1 € k devern ter a mesma paridade e j deve ter a paridade oposta a 1 e k.

No caso de 1 e k ambos impares e j par, temos o gralo de pontos-de-quebra mostrado
na Figura 5.18, formado por dois ciclos. Neste caso, temos os ciclos:

e =[k=LE—3,...,F ] = 2yecst + 1]

e

f— {f—

C2=[n+].,n-""1-.v--qk+l-;-'i'(k_1_j)-_":'"*_(;“_J._3)1"'1;+21 1 1;-_2-

. L p— ,

—_ — .
T, B e et (o= g 4108 S B — g Bivins, Bkt Lvass B
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..

A1) 4+ +0+D) +{-1)  +(#1) .-G-1) K
0+1-1+2-2 .. D) Gty g +G1) +k v #nn D+l

Figura 5.18: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicagao de uma transposigdo
t(e,).k)com]l €1 <j<hk<n+lej—1iek—jambos impares, em m,, n > 3,
impar. Com estas condicoes, ¢ e k devem ter a mesma paridade e ) deve ter paridade
oposta a 2 e k. O grafo genérico para o caso de ¢ e k impares e j par.

1347 em
-
c|=|6.4]
C5=[8.5.3.1.2.7]
W &l F 42 =3 #4 4 45 5 ¥ 6 43 3 7 9 8
CI=|4.2]
Cy=[8.6.1.3,5.7]
0 +4 -4 +1 -1 42 -2 +3 -3 45 -5 +6 -6 +7 -7 8
tl47)emn
7
c|=|b.4.2}
cy=[8.3,1.5.7)
0 +4 -4 +5 -5 +6 -6 +1 -1 42 -2 +3 -3 +7 -7 8

Figura 5.19: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicagao de uma
transposicao t(2,7,k)com l <1 <3< k<n+1lej—1ek—jambos impares, em
Tne 2> 3, impar. As transposicoes estao descritas na figura.
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Portanto, esta transposicao € um l-movimento. A Figura 5.19 mostra alguns exem-
plos.

O caso para @ e k ambos pares e j impar é inteiramente analogo.

O
Lema 5.3.17 Dadas as permutagoesm, =( —1 =2 ... —(n—=1) —n )et, =
+1 42 ... +(n=1) 4n ), com n impar, n 2 3, ¢ G(7y,tn), a transposi¢do

te.g k), coml1 i <j<k<n+1, e(j—1) ou(k—j) par, constitui-se num
O-movimento.

Prova: O grafo de pontos-de-quebra G(7,,t,). com n impar, é composto por um
inico ciclo de tamanho n 4+ 1 (Figura 5.7).

Queremos provar que a aplicagao de #(2,j.k)com | < i< j<k<n+1le(j—1i)ou
(A — 7) par constitui-se num 0-movimento. Novamente,

. 3 k)= o, =

(=1 -=2... =(—=1) =1 -0+ 1)... =(k=1)
=¥~k Liay —{F—1) <@—{id4 [}z -0

com |l <ir<j<hk<n+le(j—i)ou(k— ) par.

Neste caso. ) deve ter pardade 1gual a pelo menos um dos outros dois.

No caso de j impar, i impar e k par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na
Figura 5.20, formado por um unico ciclo. Neste caso, temos o ciclo:

= N—— £ ¢ “ —
c=mt L= Lyvk 2.k h=2yt F 1, b= 1,k =3,0crit (k—J)+1
2—1,....?,?,1_3)- ..,?,z'+2._...,;'+(k—j—lj,k-{-l’.k-{-:j,....?]

Portanto. esta transposicao é um 0-movimento. A Figura 5.21 mostra alguns exem-

plos.
Os outros casos sao inteiramente analogos.

O
Lema 5.3.18 Dadas as permutagées 7, =( =1 =2 ... —=(n—=1) —n )et,=(
+1 42 ...4+(n-=1) 4+n ), comn par, n > 4, € G(7y,t,), a transposi¢do

tii,g. k), coml <i<j<k<n+1, e(j—1)e(k—j) ambos impares, constitui-se

num l-mowveiinento.
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+iel) . --1) X

0 +1-142-2 ik . +n-n n+l

CHG-1) 44 +G+D) +k-1)
-i +(J-1)

(i-1) (+1)

Figura 5.20: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicacao de uma transposigao
t(r.p.k)coml<i<j<k<n+lej)—iouk—jpar,em 7, n = 3, impar. Com
estas condigoes, ; deve ter paridade igual a um dos outros dois. O grafo genérico para
o caso de ) impar, ¢ impar e k par.

136)en
-

=884 25 L37]

0 43 -3 +4 4 +5 -5 +| -1 +2 -2 +6 6 +7 -7 8

tl56)em
] c=[8.6,4,2.53,1.7])

0 +5 -5 41 -1 42 -2 +3 -3 +4 4 +6 -6 +7 -7 8

Figura 5.21: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicacao de uma
transposicao t(z,j, k) coml <1< j<hk<n+lej—iouk—jpar.em 7w, n =3,
impar. As transposigoes estao descritas na figura.
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T TR

BT & e +k-1)  Hi+]) . -G-1) Kk
011422 . DS iy . Y

+n-n n+l

Figura 5.22: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicagio de uma transposicao
Hi.ph)eom1<i<j<k<n+1lej—1ek—jambos impares. em 7., n > 4 par.
Com estas condigoes, e k devem ter a mesma paridade e k deve ter paridade oposta
aiek O grafo de pontos-de-quebra para o caso de ¢ e & impares e j par.

Prova: De novo. temos G(7,,.t,), com n impar, composto por um unico ciclo de

tamanho n + 1 (Figura 5.7).
Queremos provar que a aplicagao de t(z,j. k) com 1 <i<j<k<n+le(j—i)e
(k — j) ambos impares constitui-se num l-movimento. Assim,

. 8) 7 =

(=1-2... =(2—=1) =5 —=(g+1)... =(k—1)
-t =(2F1)oee =(j=1) =k =(k+1):s. —n)
coml <1< j<hk<n+lel(y—1)e(k—j)ambos impares.
Neste caso. temos 7 ¢ b com a mesma paridade e j com a paridade oposta a ¢ e A.

No caso de 1 e b ambos impares e j par. temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado

na Figura 5.22, formado por dois ciclos. Neste caso. temos os ciclos:

— s —
C|=[f\‘—l. 5

- s - R == X
Fr1,k+3,..., 7]

Portanto, esta transposicao é um l-movimento. A Figura 5.23 mostra alguns exem-

plos.

O caso para i, k ambos pares e 3 impar € inteiramente analogo.
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t(l45)em ¢= 14.2]
8
c,=[9.7.5.3.1,6.8]

0 +4 -4 +1 -1 +2 -2 +3 -3 +5 -5 +6 -6 +7 -7 +8 -B 9
145 em ¢= [6.4.2]
8
Cy= [9.7,5,1.3.8]

A

5
0 +4 -4 45 -5 46 -6 +1 -1 +2 .2 43 -3 47 9
347 ex ¢ =164]

c=19,7.2.1.3.5.8]

O wl <1 43 2 w4 5 S5 b 5 45 8 47 9 B-E 8
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Figura 5.23: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicagao de uma
transposicao £(i.j.k)com 1 <1< j<k<n+1lej—iek—)ambos impares.: ek

impares e ) par, em 7,, n = 4, par. As {ransposicoes estao descritas na figura.
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CHi-1) 4+ +G+D) +k-1) 4G+ .-G &
-(i-1) -(j+1) -1 +(j-1)  +k

0 +1-1+2-2 +n-n n+l

Figura 5.24: O grafo de pontos-de-quebra gerado pela aplicacao de uma transposicao
tiz.3.k)coml <i1<j<k<n+lej—iouhk—jpar,emrw,, n > 4, par. Com estas
condicoes, ) deve ter paridade igual a um dos outros dois. O grafo genérico para o
caso de j impar. i impar e k par.

Lema 5.3.19 Dadas as permutagéoesrpn=( —1 =2 ... =(n—1) —n )et,=(
+l +2 ... +(n—=1) +4n ). comn par, n > 4, e G(7w..t,), a transposicao

t(2,7.k). com1 <1< j<k<n+l,e(y)—1)ou(k—j) par, constitui-se num

O-movimento.

Prova: De novo. temos G(7,.t,). com n par. composto por um unico ciclo de
tamanho n + 1 (Figura 5.7).

Queremos provar que a aplicagao de t(z,j.F)com 1 <1< j<hk<n+le(y)—1)ou
(k— j) par constitui-se num 0-movimento. Assim,

e 2. k) ma =

( =1 =2ue. == 1) =F =lF +1)... —(k=1)
-t —(4+1)... =(J—=1) =k =(k+1)... —n)
coml <1< j<k<n+le(j—17)ou(k—y)par.
Neste caso. j deve ter paridade igual a um dos outros dois.

No caso de j impar, ¢ impar e & par, temos o grafo de pontos-de-quebra mostrado na
Figura 5.24, formado por um tnico ciclo. Neste caso. temos o ciclo:

e TE L= Lysusn B8 LA [ 1), BB ] = BYsssns B s0=Bivuy By Ls

—_ -
2

g - 5 & 3 .
2. 4....a-Liei+(k=7+1),24+(k—34+3),.... k-1,

v.'—+—f,z+3.....i+(ﬁ.~—j),z‘+(k—-j+23....,?,}c+2....,?]

Portanto. esta transposi¢ao € nm (O-movimento. A Figura 5.25 mostra alguns exem-

plos.

Os outros casos sao inteiramente analogos.
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((l34)en
6 e=17.5:1.324.6]
S
hﬁ s 76 N\
0 +3 =3 +1 -1 +2 -2 +4 4 +5 -5 +6 -6 7
(1.3.5)en
6 e=]1:5:3 :4.2. 6]

24 em
6 c=[7.5.2.3.1.4.6]

0 42 -2 +£3 -3 +1 -1 4 4 55 -5 +6 -6 7

136

Figura 5.25: Exemplos de grafos de pontos-de-quebra gerados pela aplicagao de uma
transposicao t(i,7. k) com 1 €i1<j<k<n+lej—iouk—jpar.em 7, n >4,

par. As transposigoes estao descritas na figura.



5.3. Um limite inferior para o diametro de reversio e transposicao 137

O

Os lemas seguintes mostram que em G(m,,¢,) a aplicacao de qualquer transposicao
l-movimento gera grafos de pontos-de-quebra que nao admitem 2-movimentos.

Lema 5.3.20 Dadas as permutagoes w, € t,, com n impar, n > 3, € a transposicao
te,g.k) coml <1< j<k<n+1e(j—1)e(k—j) ambos impares, t(i,j. k)- 7,

produz um grafo de pontos-de-quebra que ndo contém 2-movimentos.

Prova: Do Lema 5.3.16, sabemos que a aplicagao de (¢, j, &) nas condicoes da
hipotese em w,, n impar. n > 3. constitui-se num l-movimento. e os ciclos, para .k

impares e J par. sao:

c2=['n+l.n—l.....};+l.£+{k—1—JJ.

T e i = . 3,

Podemos observar que ¢; ¢ uma seqiiéncia estritamente decrescente e ¢; ¢ bimonotono.
¢ portanto. pelo Teorema 5.3.9. nao existem 2-movimentos possiveis.

O caso para 2, b pares e j impar é analogo.

Assim. nao temos 2-movimentos possiveis no grafo de pontos-de-quebra gerado por

nma transposi¢ao. nas condigoes deste lema. aplicada em 7. n impar. n > 3. a

A prova para o caso em que n € par € inteiramente analoga, bastando utilizar o
Lema 5.3.18.

Lema 5.3.21 Dadas as permutacées w, € t,, com n par, n > 4, € a transposi¢do
te,j, k) coml <1< j<k<n+le(y—1)e(k—y) ambos impares, t(i,j, k)7,
produz um grafo de pontos-de-quebra que ndo contém 2-mouvimentos.

Os lemas seguintes também serao utilizados na prova do Teorema 5.3.24.

O proximo lema mostra quais sao as iunicas operacoes que geram uma permutacao
contendo apenas faixas positivas, nos dois primeiros passos. A Figura 5.26 mostra

exemplos.
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riljyem =(+j+{-1)  +2+1-(+1)-(+2)...~(n-1) -n ) l<=j<n

0 14 -(G-1) 242 -1+ #(j+1) +(+2) +(n-1) +n-nn+l
+(3-1) -(j+1) -(+2) -(n-1)

rg+lnje r(ljjem =(+4 +(J-1) 42 +1 4n +{n-1) . +(+2) +(+1) )

3
0 g+ -1 W 2242 -1 41 -n+n-(n-1) o -(J+2) -(j+1) n+l
+(j-1) +n-1) +(j+2)  +(+1)

Figura 5.26: Os grafos de pontos-de-quebra gerados por reversoes. nas condigoes do
Lema 5.3.22.

Lema 5.3.22 Dadas as permulacoes 7w, € t,, n 2 3, wmna permutacao w; contendo
apenas faizas posttivas € gerada nos dois primeiros passos se € somente se uma das
quatro condigoes ocorre:

. ma=rii+1,n) -r(lat) - 7.1 <2 < n

2 m=r{la)srlitln) mlEt<n

3 my=t1,3,K) -r(1n) -mp. 1 S j<kSn + 1

o ma=r(l,n) i g k) Tl Si<j<k<n+l.
O lema abaixo baseia-se nos fatos de que, quando uma permutacao tem faixas negati-
vas com relagao a uma outra permutagao, devemos necessariamente aplicar reversoes

para tornar estas faixas positivas, e de que uma reversao pode criar no maximo |
ciclo.

Lema 5.3.28 Dadas as permutagoes w, de comprimento n, € ,, tais que = contém
alguma faira neqativa com relagio a ,, entdo qualquer eaminho ¢ de = a i, satisfaz

ple) > 1.

Vamos provar agora o principal teorema desta secao.
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Teorema 5.3.24 Seja ¢ = 00010y ...0k-10% qualquer caminho de m, = oq até v, =
ox. Entdo temos paran > 3:

I. p(O’oO’I} 2 1

2. se plogoy) = 1 entdo p(oyoz) > 1

H.

se plogoioz) = 2 entao p(o0304...0k-10%) 2 1.

Prova:

A primeira afirmacao € verdadeira porque o peso p(og. o) € sempre maior ou igual a
Zero. e é zero apenas se o evento € um 2-movimento. Entretanto. o, = 7, tem apenas
um ciclo. e este ciclo é bimondtono. A afirmagao segue do Teorema 5.3.9.

Para a segunda afirmacao. observamos que p(ogo;) = | exatamente quando a
operacao € que age em 0y = 7, € l-movimento. Ambos os eventos, reversoces e
transposicoes. podem ser l-movimentos. A afirmacao segue dos Lemas 5.3.14, 5.3.15.
3.3.20 e 5.3.21.

Vanios agora analisar a terceira afirmacao. Dividiremos a prova em dois casos. Exis-
tem elementos negativos em ¢ ou todos os elementos de o3 sao positivos.

Se existern elementos negativos em o, entao do Lema 5.3.23 temos que qualquer
caminho ¢ = 03030, ... 0.0 satisfaz p(e) 2> 1,

Vamos verificar o caso em que > tem todos os elementos positivos. Do Lema 5.3.22.
temos que existem apenas quatro formas de obter uma permutagao com todos os
elementos positivos. em dois passos. Neste lema, os primeiros dois casos sao 0s mesmos
pois r(1.7) e r(v + L.n) comutam. De fato. podemos mostrar que todos os casos
podem ser reduzidos ao Caso 3. Para isto basta observar que toda transposicao pode
ser escrita como o produto de trés reversoes:

(i, 5, k) =r(i,k—=1)-r(i,5 = 1) -7(j. k= 1)

Isto pode ser facilmente verificado a partir das defini¢oes. Se substituirmos ?z = 1 e
k =mn 4+ 1 nesta equacao. obtemos:

t(l.jyn+1)=r(l,n) -r(l.j—1) -r(j,n)

mostrando que os casos | e 2 sdo ainda casos particulares do Caso 4 (basta lembrar
que r(1,n)% = I). Por outro lado,

r(l,n) i, 3, k) - r(1,n) = UK, 73"
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ondei’'=n+2—1,j =n+2—-j ek’ =n+2-k, o que mostra que o Caso 4 pode
ser reduzido ao Caso 3.

Vamos portanto nos concentrar no Caso 3. Observe que neste caso o, € a permutagao
(+n +(n—1) ... +2 +1). Uma conseqiiéncia do trabalho de Meidanis, Walter
e Dias [30] e de Christie [10], que computa a distancia de transposicao desta per-
mutacao € tal que p(g103...1,) 2 2 para qualquer caminho constituido somente por
transposigoes. Entao, se p(oy0s...4,) = 0. isto iria significar um caminho usando
apenas transposigoes, e entao concluiriamos que p(oy02) = 2 e que p(ogoy) = 0,
uma contradigao pois no primeiro passo r(1,n) foi uma reversao. Segue portanto que
ploaos...ty) 2 1.

O

O Teorema 5.3.24 garante que p(c) > 3 para qualquer caminho ¢ de 7, até ¢,. Uti-
lizando este fato na férmula do Corolario 5.3.4 concluimos que

n+3
9

Bl

drt(ﬁn- fvﬂ) 2

o que implica que d,((7,.¢,) 2 |3] + 2 pois dyi(7n. ¢, ) € um niimero inteiro.

O teorema seguinte decorre imediatamente deste resultado e do Teorema 5.3.5.

Teorema 5.3.25 Tomando 7=, =( -1 =2 ... —=(n—=1) —-mn )ee, =( +I
4+2 ... 4(n—=1) +n ). para todo n. entao temos
= l sen=1,2
dr!(rnv"n)z LiJ H v
2] +2 sen >3
Prova: Para n = 1 é obvio que d,(7q,tn) = | pois 7, # ¢, € uma reversao

transforma m, em ¢,. Para n = 2 uma série minima de opera¢oes transformando =,
em i, consiste de duas operagoes. Para n > 3 o resultado segue dos Teoremas 5.3.5
e do resultado dy(mntn) 2 [3] +2. o

Neste ponto. observamos que um algoritmo para obter uma seqiiéncia minima de
operagoes para transformar 7, =( —1 -2 ... —(n—=1) —n ) na identidade ¢, €:
inicialmente aplique a reversao r(1.n) em 7, paraobter r(l,n)-7, =( +n +(n—1)

. +2 41 ). e depois use o Algoritmo Dist Transp, descrito na Secao 4.2.2, para
obter as transposigoes para computar d.(r(l.n) - 7, 1,).

Entao temos um limite inferior para o diametro

[%J £ 9 < Dy(n).
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Bafna e Pevzner [4] estabeleceram um limite superior para D,(n),

n.

-~

Dyy(n) <

Finalmente, podemos verificar que D,,(n) = | 5] + 2 para n = 3.4,5.6.

5.4 Sumario e questoes

Neste capitulo inicialmente apresentamos algoritmos de aproximacao para computar
a distancia de reversao e transposicao. Para o caso de permutacoes sem sinais
mostramos um algoritmo baseado na nogao de pontos-de-quebra. e para o caso com
sinais, o algoritmo proposto foi baseado nos ciclos do grafo de pontos-de-quebra. Para
0 caso com sinais nosso algoritmo usa um tipo especifico de reversao enquanto for
possivel, e em seguida usa parte dos resultados de Bafna e Pevzner [4] para encontrar

as transposicoes a serem aplicadas.

Os limites inferiores usados para estimar a razao de aproximacao destes algoritmos
foram simples, mas levaram a nm resultado mais profundo. que é o calculo da distancia
exata para a permutacao ( =1 —2 ... —(n —1) —n ) com relagao a permutacao
identidade. Esta prova é baseada no nimero de ciclos que podem ser criados nos grafos
gerados por qualquer seqiiéncia de operacoes transformando 7, em ¢,. Claramente
este resultado estabelece um limite inferior para o diametro. que conjecturamos ser

também o limite superior.

['m topico a ser estudado futuramente é como a inclusao de um terceiro evento. a
transversao, afetaria os algoritmos e o calculo do diametro. Apenas para lembrar. este
evento transfere um bloco de genes de um local para outro dentro do cromossomo,
mas com os genes invertidos. Este evento € natural se considerado sob o ponto de

vista biolégico.

Uma outra linha de pesquisa € considerar diferentes pesos para transposicoes e re-
versoes. Com pesos iguais, como feito neste trabalho, o caminho minimo é formado
predominantemente por transposigoes. Seria interessante usar pesos sugeridos por
observagoes feitas na pratica pelos bidlogos.



Capitulo 6

Conclusoes

Dentre os diversos eventos de rearranjo de genomas ja descobertos em Biologia Mole-
cular, particularmente, nesta tese, estudamos os eventos de reversdo e de transposicao

agindo num Unico cromossomo.

No primeiro capitulo, apresentamos formalismos para diversos eventos de rearranjo
e genomas. e para os problemas relacionados a eles. Em seguida, por meio de uma
tabela. descrevemos o estado destes problemas com relacao a complexidade e aos

melhores algoritmos conhecidos.

Dos problemas apresentados no Capitulo 1. mais especificamente, estudamos trés:
o problema da distancia de reversao de cromossomos circulares com sinais. o pro-
hlema da distancia de transposicao de cromossomos lineares sem sinais e finalmente o
problema da distancia de reversao e transposicao de cromossomos lineares com sinais.

Mostramos inicialmente que os problemas da distancia de reversao de cromossomos
com sinais. circulares e lineares, eram equivalentes. Como consequéncia propuse-
mos um algoritmo polinomial para resolvé-lo, baseado num algoritmo polinomial
que resolve o mesmo problema para cromossomos lineares. Em seguida. calculamos
o diametro de reversao de cromossomos com sinais, lineares e circulares. Depois,
mostramos relacoes entre as distancias de reversao de cromossomos circulares e line-

ares. do mesmo tamanho.

Para o problema da distancia de transposicao de cromossomos lineares sem sinais,
apresentamos uma estrutura denominada de diagrama de pontos-de-quebra. e um
algoritmo de aproximacao baseado neste diagrama. Apesar da razao 2.25, superior
a do melhor algoritmo conhecido de razao 1.5, proposto por Bafna e Pevzner [4],
apresentou um desempenho bastante melhor quando utilizado na prética, conforme
mostraram os testes realizados. Mostramos ainda um limite inferior para o diametro
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de transposicao.

Por ultimo, para o problema da disténcia de reversao e transposicao agindo em cro-
mossomos lineares com sinais, apresentamos um algoritmo de aproximacao de razao
2. que embora sendo um resultado simples, levou a um resultado mais complexo, um
limite inferior para o didmetro de reversao e transposi¢ao.

Uma razao pratica para estudar o diametro, para cada um dos eventos estudados,
¢ que este valor fornece um referencial para valores de distancia encontrados pelos
algoritmos, no seguinte sentido. Quanto mais proxima a distancia estiver do diametro,
menor a chance dos dois organismos estarem relacionados em termos de evolugao
genética.

Extensoes e aprimoramentos dos nossos resultados foram propostos diretamente nos

sumarios dos capitulos.

De uma forma geral, como pudemos verificar nos nossos estudos, a drea de rearranjo
de genomas nao possul uma teoria estabelecida e uniforme. Nesta area. as estruturas
e algoritmos propostos sao completamente independentes umas das outras, inclusive
na notacao, e as estratégias de solugoes vem de diferentes areas como Teoria da Com-
putacao, Estatistica e Matematica. Neste contexto, julgamos que seria interessante
investigar a possibilidade de formalizacado dos eventos e dos problemas relacionados a
wm unico evento ou miltiplos eventos de uma forma mais padronizada. Assim, pas-
sanlos agora a sugerir novas direcoes de pesquisa que possivelmente propiciem novos

e significativos avancos no sentido de uma padronizagao.

Uma diregao seria utilizar Algebra. Mais particularmente, sugerimos “Grupos de
Weyl”, que possui formalismos para gerar um grupo de permutagcoes, sem e com sinais,
utilizando como operador um tipo especifico de reversao. Sugerimos ainda Algebra
Linear, considerando que uma sequéncia de permutagoes que fornece uma distancia
minima poderia ser encontrada se fosse possivel obter uma base para o espago vetorial
de todas as permutagoes, considerando como operacio um determinado evento de
rearranjo.

Outra direcao de pesquisa seria estudar grafos de permutacoes, dentro da area de
Teoria dos Grafos. Existe um grande ferramental tedrico ja disponivel na literatura.

Por iiltimo, estudar problemas de distancia entre dois cromossomos que evoluem
por multiplos eventos de rearranjo de genomas representa um desafio consideravel
atualmente. Um outro problema importante hoje € pesquisar as complexidades dos
diversos problemas de distancia de eventos de rearranjo de genomas, formados por

UIm ou mais Cromaossomaos.



Apéndice A
(Glossario de definicoes e notacoes

Este apéndice apresenta defini¢oes e notagoes utilizadas nesta tese. para facilitar a

leitura do texto.

Observamos que as definigoes estao separados por assunto. e apds a definicao ha uma
referéncia para a pagina do texto na qual o termo é referenciado pela primeira vez.

Eventos de rearranjo

reversao inverte a ordem e a orientacao de um bloco de genes num cromossomo
(pag. 6).

transposigao move um bloco de genes de um local para o outro dentro do cromos-

somo (pag. 6).

transversao move um bloco de genes de um local para o outro dentro do cromos-
somio, mas inverte a ordem e a orientacao dos genes movidos (pag. 6).

translocagao troca blocos de genes de dois cromossomos diferentes (pag. 6).
Grafo de pontos-de-quebra

ciclo bom ciclo ¢ no qual podemos aplicar pelo menos uma reversao que quebra c,
isto é, conseguimos aumentar o nimero de ciclos do grafo de pontos-de-quebra

de 1 (pag. 27).

ciclo ruim ciclo ¢ no qual a aplicacao de qualquer reversao nao quebra ¢, isto é, nao
conseguimos aumentar o numero de ciclos do grafo de pontos-de-quebra de |

(pag. 27).
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ciclos entrelagados ciclos que possem arestas cinzas que se cruzam (pag. 27).
componente conjunto de ciclos entrelacados (pag. 28).

obstaculo componente composta apenas por ciclos ruins, que nao separam quaisquer
duas outras componentes (pag. 28).

super-obstaculo obstaculo, cuja remocao transforma uma outra componente. que
nao é um obstaculo, num obstaculo (pag. 29).

fortaleza grafo de pontos-de-quebra que contém um numero impar de obstaculos,
e todos eles sao super-obstaculos. Numa fortaleza. existe pelo menos um ciclo
que nao pertence a um obstaculo (pag. 29).

Cromossomos circulares
rotagao operacao que move os elementos de uma permutacao uma posicao a esquerda
(pag. 40).

reflexao operagao que inverte a ordem e os sinais de todos os elementos de uma

permutacao (pag. 40).

reversao circular inverte o mesmo bloco de elementos. qualquer que seja a per-
mutacao escolhida da classe de equivaléncia que representa o cromossomo cir-

cular (pag. 44).
representante canoénica uma particular permutagao de uma classe de equivaléncia,
tendo como primeiro elemento o bloco 1. com orientacao + (pag. 15).

Ponto-de-quebra

em permutagao com sinais/reversao par de elementos adjacentes r = (7. 741
tal que nem & nem ¥ = (7,41, 7;) sao da forma (j,j+1) para algum 7.0 < j < n

(pag. 107).

em permutagao sem sinais/transposigao par de elementos adjacentes m,, 711,
0 <i<ntal que 74y — 7 # 1 (pag. 66).

faixa todos os elementos de uma permutagao que estao entre dois pontos-de-quebra
consecutivos (pag. 66).

Em seguida relacionamos as notagoes utilizadas nesta tese.
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r(z,7) - m reversao aplicada a permutacao 7.

t(2.7. k) = transposicao aplicada a permutacao 7.

i(i,j, k) - 7 transversdo aplicada a permutagao 7.

Tr(m.o.1,7) 1l translocacao aplicada as permutagdes 7 e o do genoma II.

o = d.(7.0) nimero minimo de reversdes que transformam 7 em o.

& = dy(7.c) nimero minimo de transposigoes que transformam = em o.

¢ = d-(7,0) nimero minimo de transversées que transformam = em o.

7 = dp,(II.T') mimero minimo de translocacoes que transformam Il em T'.

06 = d,,(7.0) nimero minimo de reversoes e transposicoes que transformam = em o.

066 = d,;(7.0) nimero minimo de reversoes, transposigoes e transversoes que trans-

formam 7 em o.

=d,1,(II.T') nimero minimo de reversoes e translocacoes que transformam Il em

ar
1%

67 = dp(I1.T) mimero minimo de transposigoes e translocagoes que transformam I1
em T.

(/(=.0) grafo de pontos-de-quebra de = com relacao a o.
¢(m.o) numero de ciclos de G(r.o).
h{m.o) nimero de obstaculos de G(7, o).
f(7.o) indica se o gralo G(=,0) é ou nao uma fortaleza.
rot (7) rotagao aplicada a permutacao 7.
refl (7) reflexao aplicada a permutagao =.
can(A) representante canonica de uma classe de equivaléncia A.
S,, conjunto de todas as permutacoes lineares com sinais de n elementos.

S: conjunto de todas as classes de equivaléncia das permutagoes lineares com sinais

de n elementos.

R, conjunto de todas as reversoes lineares agindo nas permutagées de S.,..
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R: conjunto de todas as reversoes circulares agindo nas classes de equivaléncia de
o
Sc.

m,e7; ponto-de-quebra entre m; e 7;.
T =< 7; indica que 7; — m; = 1.
D(7.t) diagrama de pontos-de-quebra de 7 com relagao a «.

T(1.7,k) transposicao aplicada aos vertices 1, j e k de D(x,¢).



Apéndice B

Referéncias bibliograficas
comentadas

Este apendice traz um resumo dos artigos referenciados na bibliografia, sendo ressalta-
dos certos pontos importantes para a area de rearranjo de genomas.

1]
Neste artigo. Aigner e West estudaram o problema de ordenar uma permutacao,
considerando como operagao a reinsergao do primeiro elemento na permutacao. O

diametro neste caso € n — 1, onde n é o numero de elementos da permutagao.
[2]

Neste traballio é estudado o problema de ordenagao por reversoes de permutacoes
lineares. Inicialmente. é introduzida uma estrutura chamada de grafo de pontos-de-
quebra de uma permutacao inicial em relagao a uma permutacao alvo, que permitiu
estabelecer um limite inferior mais preciso para a distancia de reversao considerando
um novo parametro, baseado numa decomposicao de ciclos alternantes de maxima
cardinalidade deste grafo. Em seguida, com base nesta construcao, foi apresentada
uma prova da conjectura de Gollan, a saber, existem apenas duas permutagées cuja
distancia de reversao é n—1. onde n é o mimero de elementos da permutagao. Depois,
mostraram que a distancia de reversao esperada entre duas permutagoes randomicas
aproxima-se muito do diametro de reversao, indicando que a distancia de reversao
fornece uma boa separagao entre seqiiéncias de genes relacionados e nao-relacionados.
Para o problema de ordenagao por reversoes de permutagoes lineares com sinais.
apresentaram um algoritmo com razao de aproximacao 1.3, baseado no fato de que
a decomposicao em ciclos do grafo de pontos-de-quebra é tinica para permutacoes
com sinais. Finalmente, utilizaram o algoritmo anterior e estruturas especiais obtidas
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a partir do grafo de pontos-de-quebra para desenvolver um algoritmo com razao de
aproximacao 1.75 para o problema de ordenacao por reversoes de permutacoes sem

sinais.

3]

Neste trabalho, Bafna e Pevzner mostram os resultados obtidos de um programa
que constrél um cenario para rearranjo de genomas (para DNA linear e circular).
As aplicagoes foram feitas em organelas de plantas e no cromossomo X humano e de
camundongos. O programa implementa um algoritmo de aproximacao para ordenacao
por reversoes, apresentado em trabalho anterior destes mesmos autores [2].

[4]

Neste trabalho, Bafna e Pevzner apresentaram dois algoritmos de aproximacao, com
razoes 1.75 e 1.5, respectivamente, para o problema de ordenacao por transposicao de
nma permutacao linear sem sinais. Os limites inferiores foram encontrados a partir
de defini¢oes de ciclos alternantes de uma estrutura denominada de grafo de ciclos,
gerada a partir da permutacao micial com relagao a permutacao identidade. Os limites
superiores foram encontrados com base em definicoes de ciclos que se entrelagam
neste grafo de ciclos. Por fim, considerando estes algoritmos, encontraram um limite
superior de 2n para o didmetro de transposigao.

[5]

Neste trabalho foi apresentada uma implementacao do algoritmo polinomial para or-
denacao por reversoes de permutacoes lineares com sinais de Hannenhalli e Pevzner
[19], reduzindo a complexidade de tempo de execugao deste algoritmo de O(n') para
O(n?a(n)). onde a(n) é a inversa da funcao de Ackerman. Para reduzir a com-
plexidade, foram modificados dois procedimentos: as componentes conexas do grafo
de entrelagamento sao computadas em tempo O{na(n)) por meio da estrutura de
dados floresta de conjuntos disjuntos: as reversoes que nao criam componentes nao-
orientadas sao encontradas em tempo O(n*a(n)) considerando certas propriedades
especificas do grafo de entrelagamento.

(6]

Neste artigo, € apresentada a prova de que o problema de ordenacao por reversoes
de uma permutacao linear sem sinais ¢ NP-dificil. A prova é feita em dois passos.
Primeiro, Caprara mostra uma transformacao polinomial do problema de particionar
o conjunto de arestas de um grafo euleriano num nmimero mdzimo de ciclos no pro-
blema de enconirar um nimero mdrimo de ciclos alternantes aresta-disjuntos num
grafo bi-colorido nas arestas. Caprara mostra neste mesmo artigo que o primeiro
problema é NP-completo utilizando resultados publicados em trabalhos anteriores. e
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define o grafo bi-colorido de forma tal que o grafo possui todas as propriedades de um
grafo de pontos-de-quebra. No segundo passo, é feita uma transformagao polinomial
deste ultimo problema no de ordenar uma permutag¢ao sem sinais por reversoes.

[7]

Neste artigo, Caprara, Lancia e Ng propéem, para o problema da ordenagio por
reversoes, um algoritmo exato branch-and-bound. Neste algoritmo, a estimativa do
limite inferior é baseada em resultados anteriores de Balna e Pevzner [2], e ainda em
Programagao Linear, na qual utilizaram uma técnica especifica chamada “geracao
de colunas”™. Para obter o limite superior os autores usaram certas heuristicas. O
algoritmo mostrou-se muito eficiente na pratica, permitindo resolver problemas de
tamanho significativo, quando comparado ao algoritmo de Kececioglu e Sankoff [25],
o outro algoritmo exato conhecido para solucionar o mesmo problema. Por iltimo.
mostram resultados dos experimentos realizados.

(8]

Christie estuda o problema da ordenagao de permutagoes por uma operagao chamada
“troca de blocos”. que troca de lugar dois blocos de elementos nao necessariamente
adjacentes na permutagao, onde os blocos podem ter qualquer tamanho. Ele descreve
um algoritmo polinomial. bastante simples, para o problema. e computa o diametro
(maior distancia entre duas permutacoes quaisquer).

[9]

Neste artigo, Christie apresenta. para o problema da ordenacao por reversoes. um
algoritmo de aproximagao de razao 1.5, menor do que a razao mais baixa conhecida
anteriormente, de 1.75, de Bafna e Pevzner [2].

[10]

Nesta tese, Christie estuda os eventos de reversao, transposigao e troca de blocos.
Para o problema da ordenacdo por reversoes, entre outros resultados, ele apresenta
um algoritmo de aproximacao de razao 1.5. Depois, propoe um algoritmo polinomial
para o problema da ordenagao por troca de blocos. Para o problema da ordenacao
por transposicoes, ele descreve um novo algoritmo de aproximagao de razao 1.5, e
apresenta resultados de experimentos realizados executando este algoritmo. No iltimo
capitulo, Christie define problemas de distancia de reversao e transposi¢ao em strings.
mostra alguns resultados para estes problemas, e prova que o problema da distancia
de reversao em strings é NP-dificil, mesmo com strings formadas a partir de um
alfabeto binario.

[11]
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Copeland e co-autores apresentam mapas de ligacao genética de alta-resolugao para
o camundongo, utilizando avangos tecnoldgicos recentes. Eles apontam diversas
aplicacoes para mapas deste tipo. Citaremos apenas o mapeamento comparativo
(que € mostrado no artigo) entre os cromossomos humanos e do camundongo. Fize-
ram ainda uma estimativa de que aproximadamente 150 eventos de rearranjo ocor-
reram desde a divergéncia entre estas duas linhagens ha 80 milhoes de anos atras.
confirmando outras pesquisas feitas anteriormente em Biologia Molecular.

12]
Even e Goldreich provaram que dado um conjunto de geradores de um grupo de

permutacoes e uma permutacao alvo, determinar uma seqiiéncia de geradores com
tamanho minimo que gera a permutacao alvo ¢ NP-completo.

13

Neste trabalho, Gates e Papadimitriou estudaram o problema de ordenar por reversdo
de prefizos uma permutacao linear sem sinais: reversoes da forma r[1,:]. Foi provado
que o diametro de reversao por prefixos é < %n - % e> %n para n suficientemente
grande. Considerando a hipdtese de que cada inteiro da permutacao € revertido um
nimero par de vezes. eles mostraram que %'n — 1 < diametro de reversao por prefixos

< 2n+ 3.

[14]
Gu. Peng e Sudborough estudaram o problema da distancia de reversio. transposicao
e transversao, apresentando dois algoritmos de aproximacao: o primeiro de razao 2,

que pode nao ser polinomial em casos especificos, e o segundo, que possui tempo

1

polinomial, tem razao 2(1 4 ), onde & > 3 é qualquer inteiro fixado.

13
Neste trabalho, Guyer, Heath e Vergara estudaram o problema da ordenacao por
transposicoes. Apresentaram certas heuristicas e formularam algoritmos correspon-
dentes a estas heuristicas. baseadas nos conceitos de faixas crescentes e subsequéncias.
Implementaram ainda algoritmos branch-and-bound para determinar exatamente as

distancias de transposicao de permutagoes de tamanho pequeno. Por fim, descreveram
e analisaram resultados experimentais baseados nos algoritmos implementados.

[16]

Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da distancia de translocagao
de permutagbes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n?). Este al-
goritmo baseou-se num teorema da dualidade com seis parametros, que incluem o
nimero de genes e o de cromossomos, além de determinadas caracteristicas associ-



adas a uma estrutura denominada de grafo de ciclos, gerada a partir do genoma inicial
com respeito ao genoma alvo. E interessante notar que o grafo de ciclos baseia-se no
grafo de pontos-de-quebra para permutagoes com sinais, de Hannenhalli e Pevzner
[19], e que este algoritmo trata genomas com o mesmo nimero de genes e de cromos-
somos. e admite apenas translocacoes reciprocas.

(17]
Hannenhalli e co-autores apresentaram neste trabalho um método para reconstrucao
de arvores filogenéticas utilizando distancia de reversao e distancia de reversao e

transposi¢ao. O método foi aplicado na analise da evolugao do virus da herpes, pois
os genomas destes virus ja foram quase que totalmente seqiienciados.

(1

.,
e
sy

Este artigo traz descrigoes de problemas combinatoriais motivados por rearranjos de
genomas, apresenta um levantamento de algoritmos desenvolvidos para comparacao
de genomas evoluindo por eventos de rearranjo (alguns deles bastante detalhada-
mente), e cita aplicacoes ja desenvolvidas para estes algoritmos para analisar rear-
ranjos em virus da herpes. organelas de plantas e cromossomos de mamiferos.

[19]

Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da ordenacao por reversoes
cde permutacoes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n'). Este algo-
ritmo baseou-se num teorema da dualidade com quatro parametros, que incluem os
pontos-de-quebra da permutacgao inicial com relacao a permutacao identidade, e certas
caracteristicas associadas a uma estrutura denominada de grafo de pontos-de-quebra
gerada a partir da permutacao inicial com relagao a permutagao identidade. Notamos
que este foi o primeiro algoritmo polinomial para este problema.

20]

Este artigo traz um algoritmo polinomial para o problema da distancia de reversoes e
translocagoes de permutagoes lineares com sinais, com complexidade de tempo O(n?).
Este algoritmo trata genomas com diferentes niumeros de genes e de cromossomos.
e admite translocacoes internas. fusoes e fissoes. Este algoritmo foi desenvolvido
com base num teorema da dualidade com sete parametros, que refletem certas car-
acteristicas de uma estrutura, que € basicamente um grafo de pontos-de-quebra com
determinadas propriedades, gerada a partir do genoma inicial com relagao ao genoma
alvo. Genericamente, o algoritmo pode ser visualizado em dois passos. No primeiro
passo. o algoritmo encontra uma concatenagio otima dos cromossomos de um genoma
em relacao ao outro, gerando um grafo de pontos-de-quebra. No segundo passo. é
utilizado o algoritmo polinomial de Hannenhalli e Pevzner [19], para ordenar por



reversoes permutacoes lineares com sinais, de tal forma que as reversoes efetuadas
por este algoritmo simulam reversdes, translocacoes. fusoes e fissdes do problema da
distancia de reversoes e translocacoes.

[21]

Neste trabalho, Hannenhalli e Pevzner estudam o problema de ordenacao por re-
versoes de permutagoes lineares sem sinais. Inicialmente, é apresentado um algoritmo
polinomial para o problema, com complexidade de tempo de O(n*), para permutagoes
com O(logn) faixas unitarias, onde n é o tamanho da permutacao. Provam ainda
duas conjecturas de Kececioglu e Sankoff [25], para toda permutacao existe uma or-
denagao otima por reversoes que nao corta faixas longas, e para toda permutacao
existe uma ordenacao 6tima que nao aumenta 0 numero de pontos-de-quebra. Final-
mente, aplicam este algoritmo para analisar rearranjos em milho e algas verdes.

[22]

Este artigo mostra que o problema dades um grupo de permutagoes descrito como
um conjunto de geradores, € uma permuta¢ao alvo que € membro do grupo, encontrar
a menor sequéncia de geradores cuja composi¢io € a permulagao alvo é Pespago-
completo. Apresenta ainda casos particulares deste problema que podem ser com-
putados em tempo polinomial. dos quais citamos todas as transposicoes adjacentes
{as permutacoes (1.2).(2.3)...., (n—1.n) do conjunto {1.2.....7n}) e todas as trans-
posicoes adjacentes ciclicamente (o mesmo conjunto de geradores do primeiro caso e
a transposicao (1l.n)).

23]

Neste trabalho, Kaplan e co-autores apresentaram um algoritmo polinomial com com-
plexidade de tempo O(n?) para o problema de ordenagao por reversées de permutagoes
lineares com sinais, baseado no algoritmo polinomial de Hannenhalli e Pevzner [19].
Basicamente, eles utilizam uma estrutura chamada de grafo de sobreposi¢oes para
computar as componentes conexas do grafo de pontos-de-quebra em vez do grafo de
entrelagamento, sendo que a computagao das componentes conexas € feita uma tnica
vez utilizando o algoritmo de Berman e Hannenhalli [3]; tratam as componentes orien-
tadas e nao-orientadas do grafo de sobreposi¢des separadamente; e simplificarn tanto
a pesquisa para encontrar uma reversao que nao cria componentes nao-orientadas
quanto a atualizagao do grafo de sobreposigoes.

[24]
Este artigo apresenta inicialmente um algoritmo com razao de aproximacao 2 para

o problema da distancia de translocagao de permutagoes lineares, com complexidade
de tempo de O(n?), onde n é o tamanho da permutagdo. Além disso, traz dois
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algoritmos de aproximacao para o problema da distancia de reversoes e translocacoes
para permutacoes lineares: um com razao de aproximacgao 2 para permutacoes sem
sinais € o outro com razao de aproximacao 1.5 para permutagoes com sinais, ambos
com complexidade de tempo O(n?).

[25]

Kececioglu e Sankoff apresentam dois algoritmos para o problema de ordenagao por
reversoes de permutagoes lineares sem sinais. O primeiro é um algoritmo com razao
de aproximagao 2 e complexidade de tempo O(n?), que tenta em cada passo tirar
o maximo numero de pontos-de-quebra (utiliza uma estratégia gulosa). O segundo
e um algoritmo exato branch-and-bound que busca uma solucao 6tima em tempo
O(mL(n,n)). onde m € o tamanho da arvore de busca e L(n.n) é o tempo para
resolver um problema de programacao linear com n variaveis e n restricoes.

[26]

Nececioglu e Sankoff apresentam neste artigo um algoritmo branch-and-bound para
o problema da distancia de reversao para permutacoes circulares com sinais. O al-
goritmo, que usa procedimentos muito simples para encontrar os limites inferiores
(O(n)) e superiores (O(n?)), mostrou limites extremamente precisos para a distancia
de reversao. em uma série de experimentos. Os autores relatam que nao encontraram
motivos para que estes limites fossem tao proximos.

[27]

[Este livro traz um estudo bastante aprofundado de Genética. apresentando intimeros
exemplos e ilustragoes. que auxiliam muito no entendimento do texto. Descreve de-
talhadamente o DNA (como o DNA é traduzido em proteinas, formas de replicagao
e manutencao): descreve a organizagao do genoma dos eucariotos, nao so em termos
dos seus genes, mas também discute a estrutura dos cromossomos; mostra ainda es-
tudos sobre a expressao dos genes nos eucariotos e fungoes do RNA. Particularmente,
apresenta um capitulo sobre pedagos do genoma que téem a capacidade de “mover-
se”. os (ransposons, que podem causar mutagoes, € portanto implicar na evolugao
deste genoma. Mutagoes afetando porgoes grandes do genoma. os eventos de rear-
ranjo. podem ocorrer por inser¢oes, duplicagées, remocgoes, inversées ou transposicoes.,
modificando apenas um cromossomo, ou por translocagées, modificando cromossomos

diferentes.
(28]
Neste livro é feita uma ampla cobertura dos problemas estudados atualmente em

Biologia Molecular Computacional. Para cada problema, Meidanis e Setubal ap-
resentam conceitos e formalismos empregados para soluciona-los, exemplos, além de



indicar vasta bibliografia relacionada ao assunto. Em particular, dedicam um capitulo
para o problema de rearranjo de genomas.

29

Meidanis, Walter e Dias estudam o problema da distancia de reversao de cromossomos
circulares com sinais, isto €, cromossomos circulares em que sao conhecidas a ordem e
a orientacao dos genes. Inicialmente. apresentam uma formalizacao para o problema,
onde o cromossomo circular € representado por uma classe de equivaéncia. Depois,
definem revesao circular agindo num cromossomo circular por meio de reversao linear
agindo numa particular permutacao da classe de equivaléncia que representa o cro-
mossomo circular. Como conseqiiéncia, eles obtém um algoritmo polinomial para o
problema circular, utilizando o algoritmo polinomial de Kaplan. Shamir e Tarjan [23]
que resolve o problema linear. Justificam. também, uma pratica comum, em arti-
gos onde se calculam distancias de reversao. de escolher uma particular permutagao
para representar o cromossomo. Finalmente, calculam o diametro de reversao (maior
distancia entre dois cromossomos quaisquer). linear e circular.

30]
Meidanis. Walter e Dias computam a distancia de transposicao entre uma permutacao
e stla Inversa (sem complementacao). Claramente, esta distancia é um limite infe-

rior para o problema da ordenagao por tranposi¢oes. Finalmente, apresentam um

algoritmo polinomial que funciona para este caso particular.

[31]

Nadeau e Tavlor estudaram mapas de ligagao genética de homens e camundongos.
fazendo uma estimativa de que aproximadamente 178 & 39 eventos de rearranjo ocor-

reram desde a separacao destas duas linhagens ha 80 milhdes de anos atras. Esta foi
uma tentativa pioneira no estudo de rearranjos de genomas em mamiferos.

[32]

Este artigo mostra estudos de Palmer e Herbon em DNA mitocondrial de plantas
(géneros Brassica e Raphanus). Eles descobriram que os genes eram quase idénticos
em seqiiéncia (99% a 99.9%) mas muito diferentes em ordem, descobrindo entao um
novo padrao de mudanga evolucionaria nos genomas mitocondriais de espécies do
género Brassica. Este foi um trabalho pioneiro em rearranjo de genomas ocorrendo
em DNA mitocondrial de plantas.

33)
Palmer, Osorio e Thompson apresentam resultados de experimentos realizados em
DNAs de cloroplastos de legumes, como tabaco, espinafre e ervilha. Eles constatam
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que os genomas dos organismos das diferentes espécies estudadas evoluiram um a par-
tir do outro por reversoes, confirmando trabalhos anteriores, em Biologia Molecular,
nos quais foi descoberto que mutagoes ocorrendo em porgoes grandes dos genomas
(em particular, reversoes) constituem um modo comum de evolugao molecular.

[34]
Neste trabalho sao discutidos resultados encontrados na literatura, e descritos proble-
mas combinatoriais ainda nao-solucionados até aquele momento (varios deles ainda

nao foram hoje), na area de Biologia Molecular Computacional. Particularmente,
uma secao ¢ dedicada aos problemas de rearranjo de genomas.

[35]

Sankoff introduz uma teoria de invariantes (com respeito a medidas de tempo) associ-
ados aos ramos de arvores filogenéticas. Esta teoria permite estudar o relacionamento
evolutivo entre espécies, considerando eventos de rearranjo ocorridos nos seus geno-
mas.

[36]

Neste artigo. Sankoff define medidas de certos eventos de rearranjo de genomas com
um unico cromossomo (reversao. remocao e transposi¢ao). Estas medidas sao uti-
lizadas na definicao de distancia de edigdo de rearranjos entre dois genomas, isto é. o
nimero minimo de eventos de rearranjo necessarios para converter um no outro. A
computacao da distancia de edicao € feita por um programa chamado DERANGE. e o
artigo comenta de forma genérica alguns procedimentos realizados por este programa.
Por fim. relata resultados obtidos pela execu¢ao do programa em dados de genomas

mitocondriais de organismos de varios géneros.

[37]

Sankoff e co-autores apresentam modelos probabilisticos para embaralhamento de
genes em genomas (particularmente por transposicoes), aplicando os modelos para
descobrir relacionamentos entre genomas de bactérias. O DNA pode ser linear ou
circular, mas os modelos os tratam uniformemente como sendo circulares.

[38]

Sankoff e co-autores apresentam um método para reconstruir arvores filogenéticas
para genomas mitocondriais. Inicialmente, eles descrevem a construcao de uma base
de dados para armazenar a seqiiéncia dos genes. Em seguida, propéem uma medida
de rearranjo baseada num conjunto minimal de eventos de rearranjo (reversoes, trans-
posicoes, insergoes, e remocgoes) necessarios para transformar um genoma em outro.
Descrevem entao de forma genérica as técnicas empregadas para o desenvolvimento



do programa, que uiiliza os dados da base e calcula a distancia de rearranjo. Final-
mente, apresentam os resultados obtidos a partir deste programa: as distancias entre
16 genomas mitocondriais de organismos de diferentes géneros e a reconstrugao de
uma arvore filogenética baseada nestas distancias.

[39]

Este livro traz uma introducao a citogenética humana. Apresenta com detalhes a es-
trutura e comportamento de cromossomos humanos. Descreve também o processo da
reprodugao, além de diversos tipos de mutagoes que podem ocorrer nos cromossomos,
em diferentes etapas da vida celular (em particular, citamos (ranslocagées). Como
certos mecanismos sao encontrados de forma similar em outros organismos eucariotos,
os autores mostram inumeros exemplos de fenomenos ocorrendo em outras especies.
diferentes da espécie humana.

[40]

Walter, Dias e Meidanis apresentam inicialmente algoritmos de aproximacao para o
problema da distancia de reversao e transposicao de cromossomos lineares. Para o
caso com sinais. o algoritmo de aproximagao de razao 3 utiliza o conceito de ponto-de-
quebra. Para o caso com sinais, o algoritmo de razao 2 utiliza propriedades do grafo
de pontos-de-quebra de Bafna e Pevzner [2] para aplicar reversoes, e o algoritmo de
aproximacao de Bafna e Pevzner [4] para aplicar transposicoes. Em seguida mostram
um limite inferior para o diametro de reversao e transposi¢ao, por meio do calculo da
distancia de reversao e transposicao entre as permutagoes 7 = (—1-2 ... —(n—1)—n)
¢ aidentidade t = (+1 +2 ... +(n—=1)+n).

[41]

Este ¢ o primeiro livro na area de Biologia Computacional. Neste livro, Waterman
descreve problemas estudados nas diversas areas de Biologia Computacional, apresen-

tando formalismos empregados para soluciona-los e exemplos. E enfatizada a analise
estatistica para diversos problemas nesta area.

[42]

Este artigo apresenta uma algoritmo bastante simples para ordenar por reversoes per-
mutagoes circulares sem sinais, estabelecendo um limite inferior (numero de pontos-
de-quebra/2). e um limite superior (n — 2) para a distancia de reversao. Apresenta
também um algoritmo estocastico para o mesmo problema.

[43]

Neste artigo. Whiting e co-autores relatam os resultados obtidos por experimentos
realizados em Drosophila melanogaster e Drosophila virilis, que basicamente indicam
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que os genes destas duas espécies sao quase idénticos em seqliéncias, mas bastante
diferentes em ordem. Esta pesquisa confirma proposigoes, feitas em trabalhos ante-
riores, de que espécies do género Drosophila evoluiram provavelmente por meio de
reversoes (com maior freqiiéncia) e fusoes (com menor frequeéncia).



Apéendice C

(Glossario de termos de Biologia
Molecular

Este apéndice apresenta alguns termos empregados em Biologia Molecular, utilizados

nesta tese.

bactéria organismo constituido por uma tnica célula com um 1inico cromossomo.

limitada por numa membrana que a protege do ambiente externo
cloroplasto organela celular de plantas. que tem como funcao realizar a fotossintese.

eucariotos nestes organismos as celulas contém um nicleo que guarda o material
genético. envolvido por um citoplasma, que por sua vez é envolvido por uma
membrana que marca os limites da célula. O citoplasma contém outras divisoes.

tambem envolvidas por membranas. as organelas celulares.
genes homdlogos genes que tém origem evoluciondria comum.

mitocondria organela celular de organismos, com a capacidade de sintetizar todos
os seus acidos nucleicos e algumas das suas proteinas, e tem a fungao de produzir

energia.

procariotos organismos muito simples constituidos por celulas que nao possuem o
niicleo celular. ou seja. as células sao formadas por uma unica divisao.

proteinas moléculas compostas por uma cadeia de moléculas mais simples,
chamadas aminodcidos, responsaveis por fungoes vitais na vida de um organ-
ismo, como as enzimas, que catalisam reagoes quimicas.

159
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RNA molécula constituida de forma similar ao DNA, com certas diferengas: o agiicar
é a ribose (e nao desoxirribose como no DNA): a base T (timina) nao é encon-
trada. sendo substituida pela base U (uracil) que é pareada com a base A
(adenina); a estrutura espacial varia (nao é dupla hélice como no DNA): exis-
tem diferentes tipos de RNA, que realizam diferentes fungoes (o DNA realiza
basicamente uma funcao. a de codificar a informacao genética).

virus constituido por DNA ou RNA encapsulado por uma estrutura simétrica com-
posta por protemnas. Virus sao diferentes de bactérias pois nao apresentam
reacGes quimicas (metabolismo), mas podem interferir de forma mortal no
metabolismo do organismo infetado por ele.
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