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Abstract

In this dissertation we develop a tool kit for the exact representation and manipulation of
spherical maps (maps on the sphere composed by arcs of circles, not necessarily geodesic
ones), suitable for the implementation of geographical information systems (GIS).

Firstly, we describe the data structure SMC (spherical maps by corners) which we
developed to represent the topology of spherical maps. It allows the representation of
fairly general maps, including maps that have oval edges (not incident to any vertex},
isolated vertices (not incident to any edge), and faces with multiple borders. We also
define a set of topological operators to build, traverse and modify this structure.

Secondly, we define the rational circles, a dense subset of circles on the sphere S% which
can be exactly represented. Based on this concept, we develop an exact representation of
points, circles and circular arcs on the sphere, such that the set of exactly representable
points (sub-rational points) includes all points of intersection of two rational circles. We
also develop exact aigorithms for basic geometric operations with rational circles, including
intersection, relative position, circular ordering of points on rational circles, and circular
ordering of circles around a point.

Thirdly, we use these tools to develop exact algorithms for point location on spherical
maps, and to compute the overlay of two spherical maps. We note that most geometric
operations used in GIS (region intersection, point location, feature extraction, clipping
etc) can be reduced to map overlay.

Finally, we show that the proposed tool kit is economical and eflicient enough to be
used as the basis for the implementation of a GIS.

All algorithms described in this text were implemented (in Modula-3) as a general-
purpose library for the exact representation and manipulation of spherical maps.



Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um conjunto de ferramentas para a representacio € manipu-
lacdo exatas de mapas esféricos (mapas sobre a esfera formados por arcos de circulos, no
necessariamente méiximos) adequados para a implementagio de sistemas de informacdes
geogréaficas (SIGs).

Na primeira parte deste trabalho, descrevemos a estrutura de dados SMC (Spherical
Maps by Corners) para representar a topologia de mapas esféricos. Esta estrutura permite
a representacao de mapas bastante gerais, incluindo arestas ovais (ndo incidentes a nenhum
vértice), vértices isolados {nfo incidentes a nenhuma aresta), ¢ faces com multiplas bordas.
Definimos também um conjunto de operadores topolégicos para construir, percorrer e
modificar esta estrutura.

Na segunda parte, definimos os circulos racionais, um subconjunto denso dos circulos
sobre a esfera S que podem ser representados de maneira exata. Baseados neste concei-
to, definimos representagoes exatas para pontos e arcos de circulos na esfera, sendo que o
conjunto dos pontos representaveis exatamente (os pontos sub-racionais) inclui todos os
pontos de intersecdo entre circulos racionais. Desenvolvemos também algoritmos exatos
para as operagOes geométricas bdsicas sobre circulos racionais, incluindo intersegao, po-
si¢do relativa, ordenacdo de pontos sobre um circulo e ordenacao de circulos em torno de
um ponto.

Na terceira parte, baseados nos resultados descritos nas duas partes anteriores, de-
senvolvemos algoritmos exatos para localizagiio de pontos num mapa esférico, e para
sobreposicao de dois mapas esféricos. Observamos também que boa parte das operagoes
geométricas usadas em SIGs (por exemplo, intersecio de regides, localizagao de pontos,
extracao de detalhes, recortes) podem ser reduzidas a problemas de sobreposigao.

Finalmente, mostramos que este conjunto de ferramentas é econdémico e eficiente o
bastante para servir de base para a implementagdo de SIGs.

Todos os algoritmos apresentados neste trabalho foram implementados (em Modula-3)
na forma de uma biblioteca genérica para a representacao e manipulacao exatas de mapas
esféricos.
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Capitulo 1

Introducao

Nos 1ltimos anos, o desenvolvimento de Sistemas de Informaciées Geogrdficas (SIGs) tem
atraido a atencao de pesquisadores de diversas dreas tais como geometria computacio-
nal, computacao grafica, banco de dados, engenharia de software, dentre outras. De um
modo geral, um SIG é um sistema automatizado utilizado para armazenar, analisar e
manipular dados geograficos, ou seja, dados que representam objetos e fenomenos em que
a localizacao geografica é uma caracteristica inerente a informacao e indispensavel para
analisa-la. Tais sistemas comportam diferentes tipos de dados e aplicagbes, como por
exemplo, otimizagao de trafego, controle cadastral, gerenciamento de servigos de utilida-
de piblica, demografia, cartografia, administracao de recursos naturais, monitoramento
costeiro, etc [6, 5, 25]. Nosso objetivo neste trabalho é abordar os aspectos de geometria
computacional envolvidos na representacao e manipulacao de mapas em SIGs.

Uma importante caracteristica dos SIGs é que eles possibilitam a integracao. numa
unica base de dados, de informagoes geograficas provenientes de fontes diversas tais como
dados cartograficos, dados de censo e cadastro urbano e rural, imagens de satélites e
modelos numeéricos de terreno. Em outras palavras, os SIGs sao utilizados para representar
tanto informacoes globais (referentes ao planeta) como informacoes locais (referentes a
uma regiao limitada, como um estado, uma cidade, etc). Em geral, devido a complexidade
de se trabalhar com a forma real da Terra, mapas globais sao modelados sobre uma esfera,
e mapas locais sobre um plano. Entretanto, visto que é necessario integrar estes dois
tipos de dados, é fundamental que eles estejam representados de maneira consistente.
Portanto, é conveniente representar internamente todos os dados geograficos, mesmo que
em escalas pequenas, como mapas na superficie de uma esfera; nao sé por esta ser a
representacao mais natural, mas também porque assim evita-se a necessidade da realizagao
de transformacoes na integragao de diferentes mapas locais, casos estes fossem expressos
em relacéo a diferentes planos de projecao.

Desta forma, vamos considerar neste trabalho apenas mapas sobre a esfera S2. Além
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disso, vamos também nos limitar a mapas cujas linhas e fronteiras sdo compostas por
arcos de circulos (ndo necessariamente maximos), os quais denominamos mapas esféricos.
Por exemplo, veja a figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplos de mapas esféricos

Vale notar que os mapas genéricos utilizados em SIGs usam uma grande variedade de
modelos (ndo necessariamente esféricos) para a representar a superficie da Terra; mas,
desde que tais mapas definam uma latitude e uma longitude nominais para cada ponto,
eles podem ser internamente interpretados de maneira automética como mapas esféricos,
sendo que esta representacao interna nao precisa ser visivel para o usario.

Os mapas esféricos surgem naturalmente quando representamos grades de latitude-
longitude, imagens de satélites, dreas de alcance e influéncia, etc (vide [25]). Em par-
ticular, a projecao estereografica de mapas planares com arestas retilineas ou circulares
resulta sempre num mapa esférico e vice-versa.

Obviamente, existem mapas cujas linhas nao sao arcos de circulo; por exemplo, curvas
de nivel, isotermas, isobaricas, rios e fronteiras politicas. Outro exemplo sdo as curvas
lozodrémicas, que descrevem a trajetéria de um navegador que navega sempre numa
mesma direcao fixa da bussula. No entanto, curvas arbitrdrias podem ser adequadamente
aproximadas por uma sequéncia de arcos de circulos, com erro de aproximacao de segunda
ordem.

1.1 Sobreposicao de mapas

Uma operacao particularmente importante neste contexto é a operacao de sobreposicao
de dois mapas esféricos A e B, denotada por A & B. Informalmente, o mapa A& B
é a particdo da esfera de acordo com os dois mapas combinados. Vale notar que cada
elemento (vértice, aresta ou face) e de A @ B estd contido num unico elemento a(e) de A
e num unico elemento 3(e) de B. Por exemplo, veja a figura 1.2.

A importancia deste conceito decorre do fato que muitas das operacoes envolvendo
mapas podem ser reduzidas a operacoes de sobreposi¢ao [10]. Por exemplo, um poligono
pode ser representado por um mapa onde cada elemento é rotulado como “interior” ou
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Figura 1.2: A sobreposi¢do de dois mapas

“exterior”. Neste caso, a intersecdo de dois poligonos A e B pode ser facilmente deter-
minada da seguinte forma: primeiro construimos a sobreposi¢io C = A & B, sendo que
todo o elemento e de C' é rotulado de “interior” se e somente se a(e) e fe) sdo também
rotulados “interior” nos seus respectivos mapas. Os demais elementos de C sdo rotulados
“exterior”. Feito isso, basta eliminar do mapa C todas as arestas que separam duas faces
com o mesmo rotulo, e todos os vértices que néo sdo pontas de nenhuma aresta. Veja a
figura 1.3.

ANB

Figura 1.3: Intersecdo de poligonos: hachurado (“interior”); branco { “exterior”).
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Note que esta mesma estratégia pode ser usada para obter a unido ou a subtracdo de
dois poligonos: a etapa mais complicada — calcular o mapa C = A ® B — é exatamente
a mesma, muda apenas o critério de rotulacio dos elementos de C.

Um outro exemplo que ilustra a versatilidade da operagio de sobreposigdo é o seguinte:
suponha que temos um mapa geografico A no gual as cidades sdo representadas por
vértices, e queremos determinar todas as cidades cuja distdncia de um ponto p é menor
do que r. Para isto, construimos primeiro um mapa B que consiste de um disco D de
centro em p e raio r (medido sobre a esfera), e computamos a sobreposicio C = A @ B.
Dai, as cidades desejadas sdo os vértices v do mapa C tais que 3{v) é o disco D.

1.2 Erros de arredondamento

Tradicionalmente, os calculos geométricos em SIGs (assim como em diversas outras apli-
cagbes numéricas) sao efetuados com uma precisdo fixa — em geral, com numeros em
ponto flutuante. Portanto, estes cdlculos estdo sujeitos a imprecisdes numéricas prove-
nientes de véirias fontes.

Em primeiro lugar, os dados brutos sdo freqiientemente representados na base decimal,
enquanto que nas maquinas eles sdo codificados em binério. Geralmente, a conversio de
decimal para bindrio (e vice-versa) implica em erros. Por exemplo, o niimero decimal 0.6
equivale, em bindrio, & dizima periédica 0.10011001 - - -; por outro lado, 0 niimero 275¢
tem 35 algarismos decimais significativos.

Além disso, o resultado exato de uma operagao aritmética envolvendo dois nidmeros
a e b em geral requer mais bits do que o ¢ b (&s vezes um ndmero infinito). Por isso
a representacdo do resultado da operacéo é freqlientemente arredondada. Por exemplo,
com uma mantissa de 5§ digitos, o produto 0.24665 - 0.63994 = 0.1578412010 nac pode
ser representado exatamente e tem que ser arredondado para 0.15784, o que implica num
erro de aproximadamente 1.2 . 1075

Finalmente, por razdes de eficiéncia, diversas fun¢des, como por exemplo, log, sin,
c0s, - - -, em geral, sdo determinadas de maneira aproximada utilizando-se séries finitas ou
aproximacoes raclonais.

1.2.1 Consequéncias dos erros de arredondamento

Infelizmente, uma das dreas mais sensiveis aos problemas de erros de arredondamento € a
drea de geometria computacional [39, 38, 1, 21, 5]. A experiéncia mostra que se 0s erros
de arredondamento ndo sdo levados em consideragdo e tratados de maneira adequada, a
implementacio de algoritmos geométricos fica freqiientemente sujeita a falbas, em geral
catastréficas. Isto porque na maioria das vezes, os problemas nesta drea envolvem tanto
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um conjunto de dados numéricos, que descrevem a forma (a geometria} dos objetos, quan-
to um conjunto de dados simbdlicos que descrevem o relacionamento entre os elementos
que compdem o objeto (isto é, sua topologia). Nestes casos, os erros de arredondamento
freqiientemente tornam inconsistentes estas duas representacbes de um mesmo objeto.
Por exemplo, a representacio topolégica de uma figura pode requerer que trés retas se
Interceptem num mesmo ponto. No entanto, se os coeficientes destas trés retas sio repre-
sentados por numeros em ponto flutuante, entao a computacio da intersecéo entre cada
par de retas pode resultar em trés pontos distintos, ao invés de um tnico ponto.

Estas inconsisténcias tém efeitos bastante drasticos em algoritmos geométricos porque
a maioria destes algoritmos se baseiam em testes de predicados topoldgicos e, dependendo
do resultado, executam uma ou outra sequéncia de operacdes. Portanto, em algoritmos
envolvendo longas sequeéncias de testes desse tipo, os erros de arredondamento podem
levar a um resultado final totalmente inconsistente e imprevisivel; e a probabilidade de
que isto ocorra pode ser inaceitavelmente aita, mesmo que a probabilidade de falha em
cada teste seja pequena.

Vale notar que a causa essencial desta dificuldade é que geralmente os algoritmos
sdo elaborados considerando-se um modelo numérico continuo. Quando, estes algoritmos
(corretos do ponto de vista tedrico) sdo implementados utilizando ndmeros em precisio
fixa, muitas das propriedades essenciais para sua corretude deixam de ser validas.

1.2.2 Solucgoes propostas

Uma das propostas mais simples para tentar amenizar estes problemas é a adocio de uma
tolerancia €, de tal forma que dois valores cuja diferenca é menor do que ¢ sao considerados
iguais. Por exemplo, se a distdncia entre um ponto p e uma reta r é menor do que ¢,
entao considera-se que p é incidente em r. Como descrito por Hoffmann [20, sec. 4.2,
existem diversas situacdes (freqilentes na pratica) onde esta abordagem ainda nos leva a
inconsisténcias. Na verdade, o que este método consegue é, no maximo, adiar o problema,
diminuindo a probabilidade de sua ocorréncia.

Uma outra proposta é tentar gjusiar a geometria para que ela figue consistente com
a topologia. Por exemplo, dadas trés retas r{, r; e r3 que devem passar por um mesmo
ponto, podemos calcular (em geral, de maneira aproximada) o ponto de intersegao p entre
r; e Ty, e depois ajustar r3 de modo que ela efetivamente passe por p. Desta forma,
a geometria fica consistente com a topologia {as retas passam por um mesmo ponto).
O problema com este método é que pode ser bastante complicado determinar o ajuste
adequado; ou, até mesmo, pode ser que ndo exista um ajuste adequado. Por exemplo,
sejam os pontos p = r, N7s e g = 11 N r3; 08 erros de arredondamento podem fazer com
que p seja incidente a 73, mas ¢ ndo seja incidente a rp. Desta forma, se ajustarmos a
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reta 7o de modo que ela passe pelo ponto ¢, entdo pode ser que o “novo” ponto 7, M ry
nio seja mais incidente a r3.

Uma proposta alternativa é tentar gjustar a topologia para que ela fique consistente
com a geometria. Ou seja, a idéia neste caso é assumir os erros de arredondamento e
alterar a representagio topologica para que ela reflita tais erros. Por exemplo, dados trés
pontos colineares py, p2 € p3, seja r a reta passando por p; € po; se (por causa dos erros de
arredondamento) esta reta ndo contém o ponto ps, entdo, ajustamos a topologia de modo
a dizer que p; nao é colinear com p, e pp. O problema com esta abordagem é que podem
ocorrer situacdes em que nao ha nenhuma topologia consistente com a geometria. Por
exemplo, no caso das trés retas ry, r; e r3 visto acima, nao ha como ajustar a topologia
para satisfazer a “geometria” resultante dos erros de arredondamento (pois ry M7y estd
em 73, Mas 74 (173 Ndo estd em 7q).

Uma proposta que objetiva contornar o problema descrito no paragrafo anterior consis-
te em tentar reestruturar o algoritmo de modo a eliminar predicados redundantes. Desta
forma, os testes geométricos efetuados sempre seriam consistentes com algum modelo to-
polégico. Por exemplo, considerando o caso das trés retas descrito acima, se um teste
geométrico indica que o ponto r; M7y € incidente a reta r3, entdo o algoritmo deve su-
por, por definicdo, que a intersecdo entre r; e 73 estd em ro (sem que este fato nunca
seja explicitamente verificado). No entanto, a grande dificuldade desta abordagem é a
determinacdo de todas as relagdes de dependéncia entre os predicados, pois em geral, esta
tarefa é extremamente complexa, senao insolivel.

Adicionalmente, ha trabalhos que propbem modificar a topologic e a geometria simul-
taneamente, de modo a torna-las consistentes (incorporando os erros de arredondamento).
Por exemplo, suponha novamente o caso de trés retas r1, 72 e r3 que deveriam ser concor-
rentes. Se, devido a erros de arredondamento, o ponto p = r; Ny ndo € incidente na reta
73, entao esta reta é “quebrada” e substituida por duas semi-retas r§ e rj, ambas com
origem no ponto p. Na literatura este método é conhecido com o nome de arredondamento
geométrico, e tem sido aplicado com relativo sucesso no caso de arranjos de segmentos de
retas no plano {15, 27]. Entretanto, sua extensdo a objetos mais complexos ainda é um
problema em aberto. Além disso, resta o problema de que muitas aplicagdes nao toleram
quaisquer pertubagbes topologicas, o que invabiliza a aplicagdo deste método.

Finalmente, ha também o método de andlise de erros que consiste em mostrar (utili-
zando métodos de analise numérica e dlgebra linear} que a solugio obtida através de uma
determinada implementacdo de um algoritmo € “adequadamente” proxima da solugdo
teoricamente correta. Uma dificuldade imediata desta abordagem € que os resultados
{topoldgicos) de um algoritmo geométrico dependem de maneira descontinua dos dados
de entrada. Para contornar esta dificuldade Guibas, Salesin e Stolfi [17] desenvolveram
a geometria epsilon, que utilizando o conceito de andlise inversa de erros [37] determina
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a pertubagao médxima que deve ser aplicada aos dados de entrada para que resultado
obtido seja a solug@o exata para aquela entrada pertubada. O principal problema desta
abordagem é que a anélise necessaria fica intratdvel, mesmo para problemas relativamente
simples, e leva a algoritmos muito ineficientes.

Concluindo, apesar de todos os esfor¢os investidos nos dltimos 20 anos, na pratica,
todos os métodos descritos acima, que visam tornar robustos os algoritmos geométricos
implementados com aritmeética de precisio fixa, ainda estdo restritos a algumas poucas
aplicacoes especificas.

1.2.3 Computacao exata

Diante destes fatos, atualmente o sentimento de grande parte da comunidade que tem
trabalhado nesta érea [5, 21, 39] é de que, exceto em situagfes muito especificas, é im-
praticavel desenvolver algoritmos geométricos robustos dentro do paradigma de precisao
fixa. Para alcancar a robustez de forma consistente, é fundamental trabalhar no paredig-
ma da computaco exata, que consiste em representar de maneira exata todos os valores
numéricos e determinar, também de maneira exata, todos os predicados geométricos.

Vale notar que, em geral, este paradigma exige a utilizagdo de uma representacéo
numérica com precisao arbitraria, ou pelo menos, com uma precisdo maior do que a
fornecida pelas instrucdes da maquina. Certamente, esta € a principal desvantagem do
paradigma de computacio exata, pois este fato aumenta consideravelmente o tempo de
processamento dos algoritmos em relagdo a implementacao com precisdo fixa. No entanto,
¢ importante observar que néo faz muito sentido comparar estes dois custos, pois no caso
da precisdo fixa, troca-se correcao por velocidade; ou seja, para se ganhar tempo nao se
computa a resposta correta do problema e sim uma resposta aproximada. Em muitas
aplicacdes, o custo de uma solucdo incorreta, mesmo que ocasional, é muitas vezes maitor
do que o custo adicional da aritmética exata.

Além disso, nos 1ltimos anos, a velocidade das maquinas tem aumentado de tal forma
que o tempo de processamento {eficiéncia do cédigo) é cada vez menos importante do
que o tempo de desenvolvimento dos programas. Portanto, visto que hd uma certa sobre-
oferta de ciclos de maquina, é em geral razodvel investir parte destes ciclos para se ter a
certeza de que a solugdo obtida para o problema € sempre uma solugéo correta.

Concluindo, existe hoje em dia um crescente interesse por ferramentas e algoritmos
baseados no paradigma de computacio exata. Este interesse se justifica principalmen-
te porque & medida que novas ferramentas {exatas} forem colocadas & disposigac dos
usuarios, estes poderdo escolher a solugdo que melhor os satisfazem, optando entre rapi-
dez e confiabilidade.
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1.3 Objetivos do trabalho

Diante destas observagdes, vamos estabelecer como nosso objetivo principal o desenvolvi-
mento de uma representacio para mapas esféricos, e um conjunto de operadores bésicos
suficientes para computar a sobreposi¢io destes mapas. Além disso, considerando todos
o0s inconvenientes do modelo de precisdo fixa, optamos por desenvolver esta representagio
e operagoes dentro do paradigma de computacdo exata. Resumindo, nosso objetivo ¢
desenvolver uma representacio exata de mapas esféricos, e um algoritmo também exato
para a sobreposi¢io destes mapas.

E importante frisar que, do ponto de vista de SIGs, hd erros que sdo intrinsecos do pro-
cesso de coleta de dados devido a imprecisdes dos instrumentos, aproximacio da superficie
terrestre por uma esfera perfeita, aproximacio de curvas gerais por arcos de circulos, pro-
jecbes cartogréficas, etc. Portanto, numa primeira etapa, vamos supor a realizagio de
um processo de arredondamento para adequar os dados de entrada transformando-os em
mapas esféricos representados exatamente de acordo com o nosso modelo. Uma vez efe-
tuada esta transformacdo, os algoritmos descritos neste trabalho permitem manipular
estes mapas de maneira exata.

Vale ressaltar que vamos abordar estes problemas tanto do ponto de vista tedrico quan-
to do ponto de vista pratico; ou seja, além de descrever matematicamente a representagio
e os algoritmos exatos, nosso objetivo inclui também a implementacdo destes algorit-
mos, na forma de uma biblioteca de rotinas genéricas e robustas para a representacio e
manipulacdo de mapas na esfera.

1.4 Estrutura da dissertagao

Esta dissertacio pode ser dividida em trés partes: na primeira (capitulos 2 a 4), tratamos
das questdes envolvendo a topologia dos mapas esféricos; na segunda (capitulos 5 a 9),
abordarmos os problemas relacionados & geometria destes mapas; e finalmente, na terceira
(capitulos 10 e 11), tratamos dos problemas envolvendo um mapa como um todo (topologia
e geometria).

Mais especificamente, no capitulo 2, definimos o conceito topolégico de mapas bidi-
mensionais, dos quais os mapas esféricos sio um caso particular; no capitulo 3, definimos
uma formulagao combinatéria para a topologia dos mapas esféricos; e no capitulo 4, defi-
nimos uma estrutura de dados para representar estes mapas € um conjunto de operadores
topoldgicos que nos permitem manipular esta estrutura.

No que diz respeito & geometria dos mapas esféricos, apresentamos inicialmente, no
capitulo 5, um breve resumo de alguns conceitos de geometria projetiva orientada (no
espaco tridimensional). No capftulo 6, descrevemos uma representacéo analitica da geo-
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metria dos mapas esféricos e as operagOes bdsicas necessdrias para a manipula¢io da
mesma. Nos capitulos 7 e 8 descrevemos uma representago exata para esta geometria, e
no capitulo 9, descrevemos os algoritmos exatos para as opera¢des geométricas definidas
no capitulo 6.

Baseados nas ferramentas topoldgicas e geométricas definidas nos capitulos anteriores,
apresentamos, no capitulo 10, um algoritmo exato para localizar um ponto num mapa, e
no capitulo 11, um algoritmo também exato de sobreposi¢io de dois mapas.

Finalmente, no capitulo 12, apresentamos algumas observac¢bes sobre aplicagOes
praticas destas técnicas e também algumas linhas de trabalhos (futuros) que merecem
uma investigagdo mais detalhada. Além disso, no apéndice A, apresentamos um breve
resumo de alguns conceitos topoldgicos utilizados neste trabalho e no apéndice B, des-
crevemos alguns detalhes da implementagfio da representacao e dos algoritmos que foram
descritos neste trabalho.

Para manter a compatibilidade entre este texto e os artigos (escritos em inglés) e
os programas dele derivados, as funcoes e os procedimentos descritos neste texto serdo
denominados utilizando palavras da lingua inglesa.



Capitulo 2

Topologia dos mapas bidimensionais

Conforme vimos no capitulo anterior, nosso objetivo neste trabalho é estabelecer uma
representagio de mapas que permita gue a geometria destes mapas seja representada
exatamente (sem erros de arredondamento) e que seja fechada para a operagdo de sobre-
posicao.

Para alcancarmos tal objetivo, nosso primeiro passo serd definir o conceito de mapas
que pretendemos considerar, e descrever um método (uma estrutura de dados) que permita
a representacao destes mapas. Mais especificamente, neste capitulo vamos tratar das
questOes relacionadas a representacdo da topologia dos mapas, isto é, das relagbes de
incidéncia entre os seus componentes (vértices, arestas e regides).

Vale ressaltar que as questdes relacionadas a representagio da geometria serdo abor-
dadas nos préximos capitulos.

No que se segue, vamos supor conhecidos certos conceitos elementares de topologia de
conjuntos. Em particular, vamos usar os conceitos de espaco topoldgico, conjunto aberto
¢ fechado, variedade topoldgice, conjunto conexo, wizinhanga de um ponto, fecho, interior
e fronteira de um conjunto. Vamos utilizar também os conceitos de homeomorfismo (ou
equivaléncia) entre dois espacos topoldgicos e orientacdo de uma variedade. De modo
geral, tais conceitos serdo utilizados de forma bastante elementar, e os leitores que ja
tiveram algum contato com os mesmos ndo devem ter dificuldades de acompanhar as
discussbes a seguir. Em todo caso, no apéndice A incluimos defini¢bes sucintas desses
conceitos.

2.1 Definicao de mapa

Informalmente, um mapa é uma subdivisdo de uma superficie num nimero finito de
elementos: pontos (vértices), curvas {arestas) e regides bidimensionais (faces), tal que
a fronteira exterior de um elemento de dimensdo d € a unido de elementos de dimensao

10



2.1. Defini¢ao de mapa 11

menor do que d. Isto é, a fronteira exterior de uma aresta ¢ um conjunto finito de vértices:
a fronteira exterior de uma face é a uniao de vértices e arestas.

Geralmente, para simplificar os algoritmos de manipulagio de mapas, sao impostas
certas restrigoes sobre a topologia dos elementos de um mapa. Por exemplo, algumas res-
trigoes frequentes sao: nao permitir vértices isolados (que nao sejam incidentes a nenhuma
aresta), nao permitir arestas que sejam curvas fechadas e nao permitir faces com buracos.
Normalmente, para contornar tais restricoes adota-se o conceito de elementos ficticios que
sao introduzidos artificialmente no mapa para impedir que tais restri¢oes sejam violadas.

No entanto, este tipo de solucdo apresenta alguns inconvenientes, pois os algoritmos
de manipulacao de mapas se tornam muito mais complexos, uma vez que os elementos
ficticios devem ser ignorados, o que implica que o algoritmo deve tratar diversos casos
especiais; e pior ainda, nao hd um método deterministico de inclusao de elementos ficticios
no mapa. 0 que torna a categorizacao de mapas (por exemplo, a verificacao de que dois
mapas sao isomorfos) um processo extremamente complexo.

Para contornar estes inconvenientes, vamos a seguir apresentar uma defini¢do de mapas
bidimensionais que nao impoe os tipos de restricoes citadas acima, tornando desnecessaria
a inclusao de elementos ficticios.

Para n > 0, seja S™ a superficie da esfera n-dimensional de raio 1 centrada na origem
de R". Vamos considerar a esfera " como um espaco topoldgico, com a topologia usual
(induzida pela topologia padrdo do R"). Vamos também supor definida uma orientacio
canénica para S”. Em particular, definimos a orientacao candnica do circulo S* como
sendo o sentido de percurso anti-hordrio; e a orientagao canénica da esfera §% como sendo
o sentido anti-horario visto do lado de fora da esfera. Em ambos os casos, supomos que
0s eixos estao dispostos da maneira usual. Desta forma,

Definicdo 1 Uma oval é um espago topoldgico homeomorfo a S*.

Em outras palavras, uma oval é uma curva simples fechada (também conhecida como
curva de Jordan); por exemplo, um circulo no plano.

Definicao 2 Um arco é um espago topolégico homeomorfo & reta real R. Um ponto
qualquer de um arco e divide esse arco em dois outros arcos disjuntos denominados pontas
de e.

Definicao 3 Um curva é uma oval ou um arco.

Definicao 4 Um disco aberto é um espaco topolégico homeomorfo ao interior do circulo
unitédrio (circulo centrado na origem com raio 1) de R%. Um disco fechado é um espago
topolégico homeomorfo ao circulo unitario mais o seu interior.
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Note que um disco aberto é homeomorfo ao plano R?.

Definicao 5 Um razo de um disco D é um arco contido em D com um extremo na
fronteira de D e outro no interior de D. Um didmetro de um disco D é um arco contido
em D com ambos 0s extremos na fronteira de D.

Definicao 6 Um mulii-disco ¢ um espago topoldgico D, homeomorfo a S? menos um

numero finito & de discos fechados By, By, - - -, By, disjuntos dois a dois. O ntimero k
é dito o genus de D. Sejam U, Us,, ---,U; discos abertos de S?, disjuntos dois a dois.
tais que U; contém B;, para todo 1= 1,---,k. A imagem homeomérfica inversa de cada

conjunto U; \ B; é denominado uma margem do multi-disco D.

Para ilustrar o conceito de multi-disco, veja a figura 2.1.

Margens

Figura 2.1: Exemplo de multi-disco e suas margens.

Definicao 7 Um mapa bidimensional é um par M = (T,,, L), onde T, é uma varie-
dade bidimensional e £, é uma particao de T, em trés colecoes finitas e disjuntas de
elementos: os vértices V,,, as arestas E,, e as faces F,, sendo que:

. um vértice € um subconjunto de T, consistindo de um tnico ponto;

. uma aresta é uma curva de 7, cuja fronteira externa relativa a T, é uma uniao de
vértices;

. uma face é um multi-disco de T, cuja fronteira externa relativa a T, é uma uniao
de vértices e arestas.

A uniao de todos os vértices e arestas de um mapa é denominada a rede do mapa.
A definigdo de arco é bastante liberal, e permite por exemplo arcos cuja fronteira
externa é um conjunto de dimensao 1. No entanto, a definicio de mapa restringe as
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arestas de tal forma que a fronteira externa de uma aresta pode ser composta por 0, 1 ou
2 vértices. Caso esta fronteira seja vazia (isto é, possua 0 vértices), dizemos que a aresta
é uma aresta oval; caso contrdrio, isto é, se a fronteira possui 1 ou 2 vértices, dizemos que
a aresta é uma aresta-arco; além disso, se a fronteira contém apenas um vértice, dizemos
que a aresta-arco é uma aresta-lago.

E importante ressaltar que a definicao 7 generaliza o conceito de mapa normalmente
utilizado na literatura. Em particular, ela permite mapas cuja rede é vazia; neste caso,
0 mapa ¢ denominado mapa trivial, sendo composto por uma tunica face correspondente
a toda a superficie de T,. Note que, pela definicao de face, esta superficie T, deve ser
homeomorfa a S%. Dizemos que um mapa trivial é composto por uma tinica face sem
fronteira.

Além disso, a definicdo também permite redes com mais de uma componente conexa,;
ou mapas com vértices isolados (vértices ndo incidentes a nenhuma aresta), com arestas-
laco (arestas cujas extremidades coincidem num mesmo vértice), com arestas ovais (arestas
que nao possuem extremidades), etc. Veja figura 2.2.

Vertice Isolado Aresta-arco
Face f
Face f \
‘» Aresta-lago
(a) (b)
Aresta ovais Face f

(0

|

Face f

&

(e) (d)
Figura 2.2: Exemplos de mapas bidimensionais.

Por outro lado, na figura 2.3, mostramos algumas subdivisoes de variedades bidimen-
sionais que ndo satisfazem as condi¢bes da defini¢ao 7. No caso (a) a segunda condigao
daquela definigao é violada, pois a fronteira de e inclui pontos que nao sao vértices; em
(b) a terceira condicdo é violada, pois f ndo é homeomorfa a um multi-disco.
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(a) (b)

Figura 2.3: Exemplos de subdivistes que nao sdo mapas bidimensionais.

2.2 Vizinhancas candnicas

Lema 1 Todo vértice v de um mapa bidimensional M = (T, Ly) estd contido num
disco aberto D, de Ty, tal que:

(1) Dy nao contém nenhum outro vértice do mapa;

(11) a wntersecgao de D, com cada aresta do mapa consiste de 0,1, ou 2 arcos que sao
raios de D, e pontas da aresta.

Lema 2 Toda aresta-arco s de um mapa bidimensional M = (T, L4) estd contida num
disco aberto Dy de Ty, tal que:

(i) s € um diametro de Dy;

(it) D, ndo intercepta nenhum vértice ou aresta do mapa exceto s.

Definigao 8 Uma faiza de um espago topoldgico T é um subespaco de T que é um
cilindro ou uma fita de Mobius.

Lema 3 Toda aresta oval ¢ de um mapa bidimensional M = (T,,,Lr) estd contida
numa faiza H, de T\, tal que:

(i) ¢ da exatamente uma volta em torno de H,;

(11) H. ndo intercepta nenhum vértice ou aresta do mapa exceto c.

Definigao 9 Os discos abertos D, e D, e a faixa H, definidos acima sao denominados
wzinhancas canonicas dos respectivos elementos: vértice v, aresta-arco s e aresta oval c.



2.3. Incidéncia entre os elementos 15

2.3 Incidéncia entre os elementos

De acordo com as defini¢bes acima, a fronteira externa de uma aresta-arco de um mapa
consiste de um par de pontos (ndo necessariamente distintos), que sdo denominados os

extremos da aresta-arco.
Analogamente, a fronteira externa de uma face consiste de um numero finito de com-

ponentes, cada uma das quais é uma uniao de vértices e arestas. Vale notar que cada
uma destas componentes pode ser incidente a duas margens de duas faces distintas —
figura 2.4(a) — ou a duas margens de uma mesma face — figura 2.4(b) — ou a uma margem
de uma tnica face - veja a figura 2.4(c).

Componente da
fronteira de uma face Face f
Face g

Face f

Componente da
(a) (b) fronteira de uma face

Face f

Componente da
fronteira de uma face

(c)

Figura 2.4: Incidéncia entre margens e componentes da fronteira de uma face.

2.4 Orientagao

Dizemos que um mapa M = (T, L) é orientdvel quando a superficie T),, é orientavel.
Além disso, se ja temos definida alguma orientagao sobre tal superficie entdo o mapa €
dito orientado.
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2.4.1 Orientacao dos elementos

Para cada aresta de um mapa podemos definir duas orientagées internas (ou longitudi-
nais), que sao os dois sentidos de percurso ao longo da aresta; ou as duas maneiras de
distinguir a ponta inicial e a ponta final da aresta. Podemos definir também duas orien-
tagbes externas (ou transversais), que sdo as duas maneiras possiveis de definir o lado
esquerdo e o lado direito da aresta, numa vizinhanga candnica da mesma. Estas duas
orientagoes juntas constituem a orientagdo total da aresta.

Para indicar estas orientacOes, vamos utilizar um par de pequenas setas colocadas
sobre um ponto qualquer da aresta: uma seta tangente a aresta, indicando a ordem de
percurso da mesma, e a outra perpendicular a primeira, cruzando do lado direito para o
lado esquerdo da aresta.

Uma maneira de visualizar estas orientaces ¢ imaginar um observador mintusculo
andando sobre a superficie do mapa, ao longo da aresta: a orientacao interna diz em que
sentido ele esta caminhando, e a externa diz em que lado da aresta estd o seu pé esquerdo
(ou seja, sobre que lado da superficie ele estd andando). Veja a figura 2.5.

Figura 2.5: Orientacoes internas (ou longitudinais) e externas (ou transversais) de uma
aresta.

Cada aresta pode ter portanto 4 orientagoes totais distintas. Veja figura 2.6. A orien-
tacao da superficie nos permite distinguir duas dessas orientacées totais como positivas
(aquelas nas quais o sentido de rotacao da orientacdo interna para a externa pelo menor
angulo concorda com a orientacdo da superficie). As outras duas orientacgoes sdo ditas
negativas.

Note que a orientagao externa de uma aresta nos permite distinguir a face @ esquerda e
a face @ direita da aresta (que podem ser a mesma face). Adicionalmente, no caso de uma
aresta-arco, a orientacao interna desta aresta nos permite distinguir de maneira unica o
vértice de origem e o vértice de destino desta aresta (que também podem ser o mesmo
vértice).

No caso de um vértice, podemos ter duas orientac¢des externas que correspondem aos
dois sentidos de rotagao em torno do mesmo.
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& ¢
Orientagio Orientacio
da superficie da superficie
(a) (b)
r (s
Orientacfo Orientaciio
da superficie da superficie
(c) (d)

Figura 2.6: As quatro orientacles de uma aresta: (a) e (d} orientagbes totais positivas;
(b) e (c) orientagbes totais negativas.

No caso de uma face, podemos ter duas orientacdes internas que correspondem aos
sentidos de rotagdo dentro da mesma.

Tanto no caso do vértice como da face, a orientacdo da superficie permite distinguir
as orientagdes positiva e negativa do elemento.

De agora em diante, a menos quando dito o contrério, vamos supor que vértice, aresta
e face se referem a elementos orientados, isto €, a palavra “aresta” serd utilizada para
indicar uma “aresta orientada”; o mesmo vale para vértice e face.

2.5 Caracteristica de Euler

Como sabemos, os elementos de um mapa tradicional, onde nfo existem vértices isola-
dos nem arestas ovais € onde as faces possuem genus 0, satisfazem a equacio de Euler-
Poincaré [18):

e = et g = X(T)

onde n,, 1, e n; 540 respectivamente os nimeros de vértices, arestas e faces do mapa e
x(T), um nimero inteiro que depende apenas da topologia de T, é a caracteristica de
Euler da superficie 7'.
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Para estender esta equac@o aos nossos mapas bidimensionais vamos utilizar o seguinte
lema:

Lema 4 Um multi-disco D de genus k > 1 pode ser particionado num tnico disco e k—1
arestas-arco, disjuntas duas a duas, com extremos na fronteira de D.

Com isto podemos provar que

Teorema 5 Se M = (T,L) € mapa bidimensional conezo ¢ orientdvel entdo a carac-
teritica de Euler da superficie T € dada por

X(T) = ny — ng + 15 + {15 — i) (2.1)

onde Ny, Ng, 5 € Ny, SGo respectivamente o nimero de vértices, arestas-arco {excluindo
arestas ovais), faces e margens no mapa.

DEMONSTRAGAO: Se 0 mapa ¢ trivial (isto €, possul apenas uma face sem fronteira), entdo
€ fdcil ver que a equagdo (2.1) € satisfeita, pois, por defini¢do, a superficie T é homeomorfa
aS%en,—ng+ng+(ny—ny)=0-0+1+(1-0) =2, que é a caracteristica de Euler
da esfera $2. Analogamente, se 0 mapa possui apenas um vértice isolado e zero arestas,
entdo n, —Ng +ng+ (Hf—nm) =1 -0+ 1+ (1 - 1) = 2, e por outro lado, a tnica face do
mapa é um disco; dai segue-se que a superficie T ¢ homeomorfa a §? cuja caracteristica
de Euler é 2.

Agora, suponha que o mapa possua n, arestas ovais. Entéo, o nimero total de arestas
én, = n, +n,. Note que se inserirros n, vértices no mapa, um sobre cada aresta
oval, transformando-as em arestas-laco, passamos a ter um mapa com n, + 1, vértices,
zero arestas ovals € n, + n, arestas-arco. Por outro lado, 0 nimero de margens e faces
permanece inalterado. Deste modo, apds essa transformacio, o valor do lado direito da
equacio (2.1) mantém-se inalterado. Logo, podemos supor que 0 mapa nao tem arestas
ovais.

Pelo lema 4, sabemos que uma face f com & > 1 margens pode ser decomposta em uma
face com uma Unica margem e mais k — 1 arestas-arco. Neste processo de decomposicéo,
pode ser necessdria a inclusio de novos vértices nas fronteiras das margens envolvidas;
porém, se inserirmos um novo vértice sobre uma aresta quebrando-a em duas novas arestas,
o lado direito da equacéo (2.1) € preservado, pois tanto o nimerc de vértices n, como
o nimero de arestas-arco n, sao acrescidos de 1. Portanto, aplicando-se este processo a
todas as faces do mapa com mais de uma margem, obtemos ao final um mapa M’ = (T, £')
com ny faces que sio discos, n, arestas que sdo arcos (e ndo sdo ovais) e n,, vértices que
no sao isolados. Logo, neste mapa, vale a equagdo Euler-Poincaré [18]; isto é,

x(T) =n, —n, + 7}
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Visto que, nesse mapa n, = ng (pois, n, = 0) e n;, = n’; (cada face possui apenas uma
margem) entdo
X(T) = my =g + 5 + (0 — ny)
Isto implica que a equacgdo {2.1) é vélida no mapa M’. Uma vez que a obtencdo do mapa
M" a partir do mapa M foi efetuada de modo a sempre preservar a equacio (2.1) entao,
aplicando um processo inverso, podemos concluir que esta equacio também é vilida no
mapa original M. o

2.6 Mapas esféricos

Definicdo 10 Um mapa sobre a superficie S% isto €, o mapa M = (S? L), é denomi-
nado um mape esférico.

Coroldrio 6 Um mapa bidimensional conexo e orientdvel é homeomorfo a um mapa
esférico se e somente se
Ny — Mg + 75 + (N5 — ) =2

onde Ny, g, Ny € Ny Sa0 Tespectivamente o numero de vértices, arestas-arco (excluindo
arestas ovais), faces e margens do mapa.



Capitulo 3

As esquinas de um mapa esférico

De agora em diante, vamos nos restringir ao estudo dos mapas esféricos, sendo que 6 nosso
objetivo neste capitulo é definir um método que nos permita a representacio da topologia
desses mapas.

Para que um mapa possa ser manipulado no computador, é importante definirmos
uma codificagido puramente combinatéria — isto é, uma estrutura de dados — para re-
presentar a sua topologia. Na literatura hd um nimero considerdavel de estruturas para
esse fim. Dentre elas podemos destacar: half-edge (26], gquad-edge [16], winged-edge {2],
vertez-edge [36], radial edge [4], grafos de incidéncia [11], 3-gemas [24], elementos de in-
cidéncia [31], cell-tuple structure [3] e n-G-maps [22]. No entanto, devido a algumas
particularidades dos mapas esféricos que nos interessam, por exemplo, & presenca de
vértices isolados e principalmente de ovais, ndo podemos utilizar diretamente nenhuma
dessas estruturas. Por isso, neste capitulo vamos desenvolver uma adaptagao da estrutura
half-edge de modo a permitir a representacio de tais elementos.

E fécil ver que a topologia de um mapa (em particular, de um mapa esférico) nio
pode ser completamente descrita considerando-se apenas as relacdes de incidéncia entre
seus elementos. Por exemplo, as figuras 3.1(a) e (b) mostram dois mapas topologicamente
distintos com conjuntos de elementos isomorfos e com as mesmas relagdes de incidéncia.

Por este motivo, todas as representacdes combinatorias de mapas devem incluir, além
das relacoes de incidéncia, algumas informacoes adicionais. Conforme demonstrado por
Edmonds [12], é suficiente incluir a descri¢Ao da ordem das arestas em torno de cada
vértice e em torno de cada face.

3.1 Definicao de esquinas

Visto que um mapa esférico € um mapa orientdvel, vamos entao considerar apenas elemen-
tos com orientagio (total) positiva. Portanto, arestas podem ter apenas duas orientagoes

20
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(b)

Figura 3.1: Apenas as relagdes de incidéncia nio sdo suficientes para descrever a topologia
de um mapa.

distintas, enquanto que vértices e faces podem ter apenas uma. Para indicar a aresta
que consiste da mesma curva que a aresta e mas com orientacao (total) invertida, vamos
utilizar a notagao —e.

O objetivo da estrutura half-edge é representar as relagGes de incidéncia e ordem
entre os elementos (vértices, arestas e faces) de um mapa. Para isto, cada aresta é
conceitualmente dividida em duas pontas (correspondentes as duas orientagbes), e para
cada uma delas indicam-se o vértice de origem e a face esquerda. Além disso, para
completar a representacio, indica-se também a ordem das arestas em torno de cada vértice,
¢ a ordem das arestas em torno de cada face. Para malis detalhes, o leitor pode consultar
o livro de Mantyld [26] ou a tese de doutorado de Weiler [36].

A definicdo abaixo € uma formalizacio da estrutura half-edge que inclui as extensoes
necessarias para representar vértices isolados, ovais e faces com miiltiplas bordas.

Defini¢do 11 Dado um mapa M, seja & um simbolo distinto de todos os elementos deste
mapa. A tripla ¢ = |v,e, f| € denominada uma esquina do mapa se uma das seguintes
condigoes € verificada:

(i) e é uma aresta-arco positivamente orientada de M, v é a origem de e, e f é a face
4 esquerda de e;

(ii) e é uma aresta oval positivamente orientada de M, f ¢é a face & esquerda de e e
v = &, indicando o “vértice indefinido”;

(iii} v € um vértice isolado positivamente orientado de M, incidente na face f, e e =@,
indicando a “aresta indefinida”.

Denotaremos por @, © conjunto de esquinas do mapa M. Dada uma esquina ¢ =
lu, e, f] em @, escreveremos Org(c) = v, Edge(c) = e e Left(c) = f. Note que Org é
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uma fungio de @, para V,, U {@}; Fdge é uma funcio de @, para E,, U{@} e Left é
uma funcio total de @, para F,.

Observe que se M ¢ o mapa esférico trivial (isto é, o mapa esférico com uma tinica
face f = S§%, zero vértices e zero arestas), o conjunto @ ,, é vazio.

Nas ilustragoes, indicaremos uma esquina |v, e, f| pelo simbolo — colocado do lado
esquerdo da aresta e, saindo do vértice de origem v (se houver). Veja as figuras 3.2(a) e {c).
Qu seja, a seta indica a orientacdo interna da aresta e a meia-aspa indica a orientago
externa. No caso particular de um vértice isolado a direcao da haste é irrelevante e a
meia-aspa indica a orientagao do vértice. Por exemplo, veja a figura 3.2(b).

(a) (b (c)

&L= [Ulaela flj C2 = LU2!_'elif2_| C3 = [U3362: f3J Cq = i_’b’4, €2, f3J
cs = 2,63, f3] o =19,7es fa] o =|vs9, f3]

Figura 3.2: Esquinas de um mapa.

3.2 Funcao Sym

Observe que sobre uma aresta (arco ou oval) sempre existem duas esquinas distintas,
correspondentes as duas orientagdes da aresta.

Definicdo 12 Para toda esquina ¢ = |v, e, f| tal que e é uma aresta-arco, Sym(c) é a
esquina simétrice a ¢, definida sobre a aresta € tomada com orientagdo oposta; isto €,
Sym(c) = |u, e, g), onde u é o vértice de destino de e e g é a face a direita de e. Além
disso, para toda esquina ¢ = |&, e, f| sobre uma aresta oval, Sym(c) = | @, —e, g], onde
g é a face & direita de e. Finalmente, para toda esquina ¢ = |v, @, f| sobre um vértice
isolado v, Sym(c} = c.

Por exemplo, na figura 3.2, Sym(c;) = ¢z, Sym(cs) = ¢ & Sym(cs) = 7.
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3.3 Propriedades das esquinas

A partir das definigdes 11 e 12 podemos verificar facilmente que, para toda esquina c:

P1. Org{c) é um vértice isolado se e somente se Edge(c) = &;

P2. Edge(c) é uma aresta oval se e somente se Org(c) = @;

P3. Edge(Sym(c)) = — Edgel(c), (convencionando-se que ~ @ = @);
P4. Sym(Sym(c)) = c;

P5. Sym(c) # ¢ se e somente se Edge{c) # @

Observe que o conjunto de esquinas e as funcoes Org, Edge e Left descrevem com-
pletamente as relagdes de incidéncia entre os elementos que compdem um mapa.

3.4 Funcoes de percurso

Como vimos anteriormente, a descricdo completa da topologia de um mapa exige, além
das relagdes de incidéncia entre os elementos, também as relactes de ordem entre os mes-
mos. Para estabelecer estas relacoes, vamos definir duas fungdes adicionais, denominadas
funcoes de percurso.

3.4.1 A fungao Onext

Pelo lema 1, as arestas-arco orientadas com origem num vértice v podem ser ordenadas
ciclicamente em torno de v, com base na orientacao da superficie. Esta relagdo de ordem
serd representada através da fun¢do Onext(c). Ou seja, dada uma esquina ¢ = |v, ¢, f]
definida sobre uma aresta-arco (isto é, com v # @ e e # @), entdo Onext(c) é a proxima
esquina com origem em v, no sentido positivo de rota¢gdo em torno de v. Veja a figu-
ra 3.3(a).

No caso especial da aresta Fdge(c) ser uma aresta oval, isto €, se ¢ = {&,e, f],
definimos Onezt(c) como sendo a esquina |2, e, gJ, onde g é a face & direita de €; ou seja,
Onext(c) = Sym(c). Por exemplo, na figura 3.3(b), Onext(cs) = ¢z e Onext(cr) = cs.

Finalmente, se Org(c) é um vértice isolado, isto ¢, se Fdge(c) = @, entdo Onext(c) =
¢, por definicdo. Por exemplo, na figura 3.3(c), Onext{cs) = ¢s.

Pode-se verificar que Onext é uma funcio total e bijetora de ,; em Q.. Denotaremos
a sua inversa por Oprev(c). Ou seja, se Fdge(c) é uma aresta-arco, entdo Oprev(c) retorna
a esquina com origem em v = Org(c) que é anterior a ¢ no sentido positivo de rotacgio
em torno de v. Se Fdge(c) é uma aresta oval, entdio Oprev(c) = Onext{c) = Sym(c); e,
se Edge(c) = @, entdo Oprev(c) = c.
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Esquina | Onext
¢ C2
Co C3
C3 Cq
c c
C-,r Z llcs 4 5
. Cs G
Cq Cr
Cr Cq
@) (b) © L e | o |

Figura 3.3: Exemplos da funcio Onezxt.

3.4.2 A funcao Lnext

Observe que a fronteira de uma face f consiste de numa ou mais componentes conexas,
sendo que estas componentes conexas sdo compostas pelos vértices Org(c) e pelas arestas
Edge(c) de todas as esquinas c tais que Left{c} = f. Em particular, a fronteira de uma
face pode ser vazia.

Como se pode verificar, a ordem em que as arestas ocorrem em cada componente
conexa na fronteira de uma face € dada pela funcio Inext definida, para toda esquina c,
por

Lnexi(c) = Oprev(Sym(c)) (3.1)

Em particular, se Org{c) = @ ou Edge(c) = @ (isto é, se Fdge(c) é uma aresta oval
ou se Org(c) é um vértice isolado) entéo, pelas definicbes de Sym e de Oprev, temos que
Lnext(c) = ¢. Veja a figura 3.4.

E facil ver que Lnext, assim como Onext, é uma fungdo total e bijetora de @, em
;- Denotaremos a sua inversa por Lprev.

Intuitivamente, Lnezt(c) é a esquina seguinte a ¢ na mesma componente conexa da
face Left{c), quando esta componente é percorrida no sentido positivo (visto de um
ponto no interior da face Left{c)}. Portanto, partindo-se de uma esquina ¢, a fun¢io
Lnext determina uma ordenac¢ado circular das esquinas definidas sobre os elementos de
uma componente conexa da face Left(c). Por exemplo, na figura 3.4, partindo-se da
esquina ¢; obtemos as esquinas {c1, ¢, €3, ¢4}, onde {- - -} denota uma ordenacéo circular.

Mais especificamente, suponha que a sequéncia circular de esquinas alcancadas
pela funcdo Lnext a partir da esquina ¢; é (¢, ¢2,---,¢) e que Org{c;)) # @ e
Edge(c1) # ©; entdo, a sequéncia circular de arestas alcancadas neste percurso é
{Fdge{c), Edge(ca), - - -, Edge(cr)), sendo que o vértice de destino da aresta Edge(c;)
coincide com o vértice de origem da aresta Edge(ciy1); isto é, Org(Sym(e)) = Orglcir1).
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Esquina ¢ | Lnext{c)
Cy Ca
Cy C3
Ca Cq
‘i
C4 €1
f .
Cg Cq
Cg C7
C Cs
\/03 7 5
Cg Cg
Co C10
C
12 Cip Cg
/ 11 C11
Ci12 { C12
] C13 W C13

Figura 3.4: Exemplo da funcdo Lnext.

Veja a figura 3.4. Note que esta observacido também vale trivialmente se Org(c) = @ ou
Edge(c) = .

Assim sendo, podemos concluir que cada componente conexa da fronteira de uma face
corresponde a uma 6rbita da funcdo Lnezf. Vamos denominar cada uma dessas drbitas
de uma borda da face, e vamos denotar por Bord(c) a 6rbita que contém a esquina c. Por
exemplo, na figura 3.4, as bordas da face f; sdo Bord(c:) = {c1,¢,c3,¢4), Bord(ci1) =
(Cu) e BOTd(Cm) = (012>.

Observe que a toda borda fica associada uma orientagdo (um sentido de percurso)
determinada pelas esquinas que compéem aquela borda.

Para melhor ilustrar a relagdo entre as fungdes de percurso Onext, Lnext e Bord, veja
a figura 3.5.
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Esquina Onext(c) | Lnext(c) Bord(c)
o = jv1, e, fi ¢y o
ez = |2, €2, f1] e C3 (€1, €2, C3)
¢y = |vs, €3, fi1] Cs C1
¢4 = |v1, —es, fa €1 cs
s = lv3, ey, fo Ca Co {ca, Cs, o)
s = vz, e, fa) Ca Cs
¢ = |2, eq, 2] Cs e {cn)
cs = |2, >y, f5] ¢ Cs {cs)
co = |v4, D, fi] C9 Co {co)
C10 = |Us, €5, f1] 10 11
e = |Us, €6, fi] €13 €12 {c10, €11, €12, C13)
ciz = |v7, s, fi) C12 C13
c13 = {vs, —es, f1] n C10

(b)

Figura 3.5: Exemplo das fungbes Onexit, Lnext ¢ Bord.
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Capitulo 4

Representacao da topologia de
mapas esféricos

Baseado na descri¢io apresentada no capitulo anterior, vamos agora definir uma estrutura
de dados denominada SMC {Spherical Maps by Corners) que nos permite representar a
topologia dos mapas esféricos. Esta estrutura consiste basicamente da estrutura half-
edge [26] com extensdes motivadas pela definicdo 11.

Além disso, vamos também definir um conjunto de operadores topoldgicos que nos
permitem manipular esta estrutura, sendo que vamos considerar trés categorias de ope-
radores: de criacdo de mapas e elementos (secdo 4.3), de transferéncia de elementos entre
mapas (se¢io 4.4), e de conexdo e desconexio de elementos num mapa (se¢do 4.5).

4.1 A estrutura de dados SMC

Conforme vimos anteriormente, a topologia de um mapa esférico pode ser completamente
descrita utilizando-se as funcbes Org, EBdge, Left, Sym, Onext e Imext. Na verdade,
basta especificar quaisquer duas dentre as trés funcoes Onext, Sym e Lnezxt, pois o valor
da terceira funcio pode ser obtido utilizando-se uma das seguintes relagdes:

Lnext(c) = Onext ' (Sym(c))

Sym(c) = Onezt(Lnezt(c))

Onezt(c) = Sym{Inext™(c))
Note que se escolhermos representar as fungdes Onext e Sym, entio para determinar-
mos o valor de Lnext(c) precisamos computar o valor de Onezt ('), onde ¢ = Sym(c),

e para isto é necessario percorrer todo o ciclo de esquinas em torno do vértice Org(c'),
0 que ndo pode ser realizado a um custo constante. Uma situacdo andloga ocorre se

27
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escolhermos representar as fun¢des Sym e Lnext. Por outro lado, se representarmos as
funcées Onext ¢ Lnext, entdo o valor de Sym pode ser determinado diretamente a partir
delas a um custo constante.

Por este motivo, na estrutura SMC, cada esquina ¢ serd representada por um obje-
to, de tipo Corner, contendo apontadores para os objetos que representam as esquinas
Onext(c) e Lnext(c).

Além desses apontadores — que ligam os nds do tipo Corner entre si — cada Corner
¢ contém trés outros apontadores, denominados c.org, c.edge, c.bord, que apontam para
objetos que representam o vértice Org(c), a aresta Edge(c) e a borda Bord(c), de tipos
Vertex, Edge e Border, respectivamente. Os casos especiais Org(c) = & e Edge(c) = @ sio
representados por c.org = Nil e c.edge = Nil, respectivamente. Vale notar que para cada
aresta ndo orientada do mapa existem 2 registros do tipo Edge, um para cada orientacéo
da aresta, com S-circulos opostos.

A razdo para armazenarmos um apontador para a borda Bord(c) que contém a esquina
c, € nfio para a face Left(c), é que a fronteira de uma face pode ser composta por um
conjunto com varias bordas que, em geral, precisam ser diferenciadas nos algoritmos de
manipulac¢ao de mapas.

Num objeto b do tipo Border, armazenamos um apontador b.face para a face cuja fron-
teira contém aquela borda; e, além disso, em b.desc armazenamos uma esquina qualquer
da borda, a qual denominamos o descrifora da borda. Note que as outras esquinas que
compbem a borda podem ser obtidas a partir de b.desc utilizando-se a func¢éo Lnezxt.

Para representar uma face f, utilizamos um objeto do tipo Face com um campo
f-frontier, onde armazenamos o conjunto de bordas que constituem a fronteira da face.

Desta forma, para nos referirmos a um mapa, basta especificarmos uma esquina ou
uma face deste mapa. Lembramos que o mapa trivial ndo tem esquinas.

A figura 4.1 mostra a definicdo em Modula-3 [28] da estrutura SMC, e a figura 4.2,
ilustra o encadeamento entre os elementos desta estrutura. E importante notar que, no
caso dos objetos Vertex e Edge ndo hi apontadores de retorno para as esquinas definidas
sobre estes elementos.

O desenvolvimento de um algoritmo para verificar a consisténcia/validade da estrutura
SMC estd fora do escopo deste trabalho. No entanto, uma maneira simples de se efetuar
esta validacéo é converter a estrutura SMC para uma gquad-edge [16] (para superficies
orientadas) e validar a qued-edge obtida desta conversio.

4.2 Informacgoes nao topoldgicas

Os nés e apontadores descritos acima representam apenas as informagdes topoldgicas do
mapa. No entanto, existem outras informages dependentes da aplicagio, associadas aos
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Corner = ohject
org : Vertex;
edge : Edge;
bord : Border;
onext : Corner;
Inext : Corner;

end;

Vertex = object
props : VertProp;

end;

Edge = object
props . EdgeProp;

end;

Border = object
foce : Face;
desc : Corner;

end

Face = object

props : FaceProp;

frontier ; set of Border;

end;

{geometria do ponto e outras propriedades}

{geometria da aresta e outras propriedades}

{propriedades dependentes da aplicacio}

{conjunto (lista) das bordas na fronteira da face}

Figura 4.1: Estrutura de dados SMC.
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Vertex Edge Face

props props props | frontier

()
Border Border

< """ | desc | face yooy oy

org edge bord\/

onext | lnext

P T
A Corner -
! '
—r > \
org |edge|bord| | org edge{bord
o N el
onext { lnext ‘o | onext Inext
/’// o~ “a L -7 T Y N
Carner Comer A

Figura 4.2: Ilustra¢do da estrutura SMC.

elementos que compdem o mapa, como por exemplo: a geomeiria, a cor, a textura, efc,
que também devem ser armazenadas na estrutura. Por isso, vamos supor a existéncia de
objetos dos tipos VertProp, EdgeProp e FaceProp onde sao armazenadas tais informacoes,
sendo que estes objetos sdo apontados pelos campos props nos nds Vertex, Edge e Face,
respectivamente.

As aplicacbes que fazem uso da estrutura SMC devem definir estes objetos conforme
necessario. Em particular, nos objetos VertProp e EdgeProp deve ser incluida a represen-
tacdo da geometria do vértice e da aresta.

B importante ressaltar que, nos operadores topologicos que descreveremos a Seguir,
quando sdo criados objetos do tipo Vertex, Edge e Face, os respectivos campos props s&o
deixados indefinidos, isto é, com valores nulos. Fica a cargo do cliente da estrutura SMC
a devida atualizagio destes valores.

4.3 Operadores de criacao

Conforme veremos posteriormente, os operadores de conexdo, desconexéo e transferéncia
nos permitem criar qualquer mapa esférico a partir dos seguintes mapas elementares: o
mapa trivial (com uma face, sem arestas e sem vértices); o mapa com um unico vértice
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isolado numa face; o mapa com uma aresta-arco com dois vértices distintos numa face;
e 0 mapa com uma aresta oval delimitando duas faces. E facil perceber que a criacio
de cada um destes mapas exige a criacao de elementos diferentes, isto é, objetos de
tipos diferentes na estrutura SMC. Por este motivo, é conveniente definir um operador
topologico distinto para criar cada um destes mapas elementares: MakeFace, MakeVertex,
MakeArcEdge ¢ MakeOvalEdge.

O operador MakeFace cria um mapa trivial, isto é, um mapa esférico com uma tinica
face com zero bordas. Veja figura 4.3. Do ponto de vista da estrutura SMC, este operador
consiste em criar um objeto f do tipo Face cujo campo f.frontier é o conjunto vazio; este

operador retorna o objeto f.

procedure MakeFace() : Face;
f + new(Face);
f.frontier + {};
return f:

Figura 4.3: Operador MakeFace

O operador MakeVertex cria um novo mapa com um unico vértice v, zero arestas, e
uma tnica face f com uma tnica borda b consistindo do vértice v. Portanto, este operador
cria um mapa com uma linica esquina ¢ = |v, @, f|, que € o valor retornado pelo operador.
Veja figura 4.4.

procedure MakeVertex() : Corner;
[ < new(Face);
b +— new(Border);
v < new(Vertex);
¢ + new(Corner);
f-frontier + {b};
b.face + f;
b.desc + c;
c.org + v;
c.edge < O;
c.bord + b;
c.onext + ¢
c.lnext + c;
return c;

Figura 4.4: Operador MakeVertex
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O operador MakeArcEdge cria um mapa com dois vértices v, e vy, uma aresta-arco e,
e uma face f. A fronteira de f é composta por uma tnica borda b que contém as duas
esquinas ¢; = |vy,€, f| e ca = |vq, e, f]. Por definicdo, este operador retorna uma das
esquinas. Veja figura 4.5.

Para criar uma aresta-lago basta utilizar este operador seguido pelo operador JoinVer-
ticesSplitBorder descrito na secao 4.5.4.

procedure MakeArcEdge() : Corner;
[ « new(Face);
b + new(Border);
e + new(Edge);
v1 - new(Vertex); v ¢ new(Vertex);
¢; + new(Corner); ¢, + new(Corner);
f.frontier + {b};

b.face « f;

b.desc + ¢y;

ei.0rg £ vi; C2.0Tg <— Vg,
c.edge +— e; Cy.edge — —€;
¢1.bord + b; co.bord < b;
c1.0next +— cy; Co.0Next <— Cco;
cy.lnext + ca; Co.Inext +— ¢
return cy;

Figura 4.5: Operador MakeArcEdge
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O operador MakeOvalEdge cria um mapa com zero vértices, uma Unica aresta oval e, e
com duas faces f; e fs. A fronteira de cada uma dessas faces contém apenas uma borda,
cada uma com uma unica esquina. Por definicdo, o resultado retornado por este operador
¢ uma das esquinas sobre a aresta oval. Veja figura 4.6.

procedure MakeOvalEdge() : Corner;
fi ¢ new(Face);  fo ¢ new(Face);
b1 + new(Border); by < new(Border);
e + new(Edge);
c; < new(Corner); ¢y + new(Corner);
fi-frontier < {b;}; fo.frontier < {b2};

by.face « fy; by.face + fo;
by.desc < c1: bs.desc +— co;
€1.019 < & C3.07q <— J;
c1-edge + e; cy.€dge < —e;
¢;.bord + by; Co.bord + by;
c1-onext <— ca; Co.0METt +— C1;
¢1.lnext « cy; co.lnest — co;
return ¢;;

Figura 4.6: Operador MakeOvalEdge

Como ¢ facil perceber, todos esses operadores tém custo constante.

4.4 Operador de transferéncia

Visto que os operadores de criagao apresentados na se¢ao anterior sempre criam um novo
mapa para conter o novo elemento criado, é necessario definir operadores que nos per-
mitam transferir elementos de um mapa para outro. Isto é, vamos definir o operador
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Transfer(b, g) que transfere uma borda b da fronteira da sua atual face para a fronteira de
uma face qualquer g.

Mais precisamente, seja f a face situada a esquerda da borda b. Intuitivamente, o
operador Transfer(b, ¢) corresponde a recortar a borda b da fronteira da face f, retirando-
a daquela face. O buraco resultante na face f é implicitamente preenchido com um
disco que é incorporado & mesma. Veja as figuras 4.7(a), (b) e (¢). Adicionalmente, o
operador recorta um disco da face g e cola, sobre o buraco resultante, a borda b. Veja as
figura 4.7(d), (e) e (f). Note que todos os elementos situados na regiao a direita da borda
b sao transferidos junto com a mesma.

(a) (b) (c)

(d) (e) ®

Figura 4.7: Operador topologico de transferéncia: Transfer(b, g)

Em particular, se a borda b é um vértice isolado ou uma aresta solta, a operacao
Transfer(b, g) corresponde a simplesmente remover este elemento da face f e inseri-lo na
face g.

Na estrutura de dados SMC, a implementagdo da operacdo Transfer(b, g) consiste
apenas em remover a borda b do conjunto f.frontier e inclui-la no conjunto g.frontier; e,
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além disso, alterar o apontador b.face para indicar a face g. Mais precisamente,

procedure Transfer(b : Border; g : Face);
f « b.face;
f-frontier + f.frontier \ {b};
g.frontier « g.frontier U {b};
b.face « g;

E importante notar que a borda b (a ser transferida) e a face g (que vai receber a
borda b) podem ou nao pertencer a um mesmo mapa. No caso em que a borda b e
a face ¢ pertencem a mapas distintos, a operacao de transferéncia procede exatamente
como mostrado na figura 4.7, e neste caso, podemos garantir que os mapas resultantes
continuam sendo mapas esféricos. Por outro lado, se a borda b e a face g pertencem a um
mesmo mapa esférico, a execugao de Transfer(b, g) pode resultar num mapa cuja superficie
nao é homeomorfa a esfera. Isto ocorre quando a face g esta na parte da esfera a direita
da borda b. Por exemplo, veja a figura 4.8: apds a operagao Transfer(b, g), o mapa original
fica dividido em dois mapas, sendo que um deles tem a topologia de um toro.

Figura 4.8: Resultado de Transfer(b, g) quando b e g sao elementos de um mesmo mapa e
a face g estd na parte da esfera a direita da borda b.

Neste trabalho, a operagao Transfer(b, g) sempre serd aplicada a elementos (uma borda
b e uma face g) pertencentes a mapas esféricos distintos, o que garante que os mapas
resultantes sao mapas esféricos.

Além disso, é importante ressaltar que Transfer é uma opera¢ao puramente topologica
(combinatéria) que ndo leva em consideragdo quaisquer propriedades geométricas dos
elementos envolvidos. Portanto, cabe ao cliente desta operacao garantir que a geometria
da borda b é consistente com a sua nova posicao na face g.
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E facil ver que esta operacao pode ser realizada em tempo constante, desde que o
conjunto de bordas de uma face seja representado através de uma estrutura de dados
adequada a realizacao de operacoes de remocao, por exemplo, uma lista duplamente en-
cadeada.

4.5 Operadores de conexao e desconexao

Vamos agora definir os operadores que nos permitem conectar e desconectar esquinas de
um mapa M, alterando os valores das fun¢oes Onext e Lnext. Isto é, dadas duas esquinas
1 e cp, 0s operadores de conexao e desconexdo alteram as drbitas destas esquinas sob a
funcao Onext — isto €, alteram os vértices Org(c;) e Org(cy) — e sob a funcao Lnext —
isto é, alteram as bordas Bord(c;) e Bord(cz). Em cada caso, se as 6rbitas sao distintas,
elas sao agrupadas dando origem a uma unica (nova) érbita; caso contrario, se as esquinas
estao numa mesma orbita, esta orbita é dividida em duas novas orbitas.

Considerando todas as possiveis combinagdes, temos quatro casos que serao tratados
por operadores distintos:

(1) Orglei) # Orgle;) e Bord(ei) # Bord(cy): JoinVerticesJoinBorders — (secdo 4.5.2);
(ii) Orgler) = Org(cs) e Bord(c;) = Bord(c,): SplitVertexSplitBorder — (secao 4.5.3);
(ili) Org(e1) # Org(cs) e Bord(ci) = Bord(c;): JoinVerticesSplitBorder — (secao 4.5.4);

(iv) Org(e;) = Org(cz) e Bord(c,) # Bord(c;): SplitVertexJoinBorders — (secao 4.5.5).

4.5.1 Juncao e divisao de vértices e bordas

Antes de apresentarmos os operadores propriamente ditos, vamos inicialmente especificar
a maneira como os ciclos de esquinas em torno dos vértices e em torno das bordas sao
agrupados ou quebrados.

Por definicao, ao agrupar dois vértices distintos v; e v,, dados respectivamente pelas
esquinas c¢; e ¢ (isto é, v; = Org(c;) e v = Org(cy)), a érbita da esquina ¢y sob Onext é
inserida imediatamente apds a esquina c;, e, por sua vez, a érbita da esquina ¢; sob Onext é
inserida imediatamente apds a esquina c;. Veja por exemplo a figura 4.9. Reciprocamente,
se Org(c;) = Org(ca), a érbita de Onert em torno deste vértice é quebrada imediatamente
apos a esquina c; e imediatamente apds a esquina cs.

Analogamente, ao agrupar duas bordas distintas b; e b, dadas respectivamente pelas
esquinas c; e ¢ (isto é, by = Bord(c;) e b, = Bord(cs)), as esquinas de Bord(c,) siao
inseridas imediatamente antes da esquina c;, e as esquinas de Bord(c;) sao inseridas ime-
diatamente antes da esquina c,;. Isto é, a esquina que precedia ¢; (antes da operagio) passa
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¢y
v J
L,
c

Figura 4.9: Juncao e divisdo de vértices

a preceder a esquina ¢z {depois da operagéo), e a esquina que precedia ¢; passa a preceder
a esquina ¢;. Veja por exemplo a figura 4.10. Reciprocamente, se Bord(c;) = Bord(c,),
esta borda é quebrada imediatamente antes das esquinas ¢; e ¢g; malis precisamente, a
esquina que precedia ¢; passa a preceder a esquina co e vice-versa.

Figura 4.10: Juncéo e divisdo de bordas

E facil perceber que tanto a operacao de juncio como a operagio de quebra das érbitas
de Onext correspondem a uma mesma seqiiéncia de atualizagbes nos campos onezt dos
objetos Corner envolvidos na operagdo. O mesmo vale para a jungio e quebra das drbitas
de Lnext. Mais precisamente, dadas duas esquinas ¢; e ¢p, tanto no caso da juncdo como
no caso da quebra dos ciclos de esquinas, os campos onext e Inext sao atualizados conforme
o seguinte procedimento:

procedure JoinOrSplitOrbits(ey, ¢, : Corner)
¢] < c1.onext; ch + Ca.0n€TT;
dy < cl.lnext.onext; dy — c.Inext.onext;
¢y.onext «— cb; Co.0next  ¢};

di.inext « cy; da.lnext + c¢i;
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4.5.2 O operador JoinVerticesJoinBorders

O operador JoinVerticesJoinBorders é utilizado quando Org{c:) # Org(c,) e Bord(c,) #
Bord(ca). Neste caso, por simplicidade, vamos nos restringir a esquinas tais que
Left(c;) = Left(cy). Este operador junta os dois vértices e as duas bordas (isto é,
junta as érbitas de Onext e de Lnext) dando origem a um novo vértice ¢ a uma nova bor-
da na fronteira da face Left(ci}). Veja a figura 4.11. Com a restri¢do adotada, o operador
JoinVerticesJoinBorders(e; , ¢3) nio cria novas faces no mapa.

Figura 4.11: Operador JoinVerticesJoinBorders(c;, ).

procedure JoinVerticesJoinBorders(c;, ¢s : Corner);
<« Left(c;); by cr.bord, by + co.bord,
JoinOrSplitOrbits{c; , ¢3);
f.frontier < f.frontier \ {by, b},
v +— new(Vertex);
b < new(Border};
b.face +— f; b.desc + ¢p;
f.frontier « f.frontier U {b};
d + c¢;; repeat d.org <+ v; d < d.onezt until d = ¢;;

d + ci; repeat d.bord < b; d < d.lnext until d = ¢;;

4.5.3 O operador SplitVertexSplitBorder

O operador SplitVertexSplitBorder é utilizado quando Org(c;) = Org(cs) e Bord(ci) =
Bord{cz) (o que implica que Left(c;) = Left(cz)). Este operador divide o vértice e a
borda, dando origem a dois novos vértices e a duas novas bordas. Veja figura 4.12. Assim
como no caso anterior, este operador também nio cria novas faces no mapa.
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Figura 4.12: Operadores SplitVertexSplitBorder{c;, ¢3).

procedure SplitVertexSplitBorder(c;, ¢, : Corner)
[« Left{c1); b+« ¢;.bord;
JoinOrSplitOrbits{cy, ¢2);
f.frontier < f.frontier \ {b};
by < new(Border);  b; + new{Border);
bi.face — f;  by.desc +— cq;
ba.face +— f;  by.desc + c¢a;
f-frontier + f.frontier U {b,b};
v +— new(Vertex);
vy + new(Vertex);
d < ¢1; repeat d.org + vi; d + d.onext until d = ¢y;
d + ¢p; repeat d.org <— vy; d < d.onext until d = ¢;
d + cy; repeat d.bord < by; d + d.Inext until d = ¢;;
d + co; repeat d.bord « by; d < d.Inext until d = ¢o;

4.5.4 O operador JoinVerticesSpiitBorder

O operador JoinVerticesSplitBorder ¢ usado quando Org{c;) # Orglcs} e Bord(c;) =
Bord(cs) {0 que implica que Left(c;} = Left(co)). Este operador junta os dois vértices
v; = Org{c1) e vo2 = Org(cy) e divide a borda b = Bord(c;) = Bord(e;), dando origem
a um novo vértice v e a duas novas bordas b; e b,. Por defini¢do, as bordas b; e by sao
inseridas nas fronteiras de duas faces f, e f, fornecidas como parametros. Além disso, a
borda original b é retirada da face f = Lefi(c1) = Left{cy), e esta face, que agora faz
parte de um novo mapa M’ disjunto do mapa M, é retornada como um sub-produto da
operacdo. Veja a figura 4.13.
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f

Figura 4.13: Operador JoinVerticesSplitBorder(cy, c2, f1, f2)-

procedure JoinVerticesSplitBorder(cy, ¢; : Corner; f1, fa : Face) : Face;
f« Left(c1); b+« cy.bord,
JoinOrSplitOrbits(cy, ¢2);
f.frontier « f.frontier \{b};
b, < new(Border); b2 < new(Border);
bi.face «— f1;  brdesc < ¢y;  fi.frontier « fi.frontier U {b1};
bao.face < fa;  bodesc<—co;  fo.frontier < fo.frontier U {ba};
v + new(Vertex);
d — c¢;; repeat d.org + v; d + d.onezt until d = ¢;;
d + cy1; repeat d.bord - by; d < d.lnext until d = ¢;
d 4+~ co; repeat d.bord < b,; d < d.lnext until d = ¢;;
return f,

E importante observar que quaisquer outras bordas originalmente presentes nas faces
f, fi e fo permanecem nestas faces apds a operago. Além disso, para que o mapa M,
resultante desta operagao, ainda seja um mapa esférico, as faces f; e fa (fornecidas como
pardmetros) devem ser faces de mapas M; e M, disjuntos entre si, e ambos devem ser
disjuntos do mapa M.
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4.5.5 O operador SplitVertexJoinBorders

O operador SplitVertexJoinBorders é utilizado quando Org(c1) = Org(c;) e Bord(c)) #
Bord(cy). Em mapas esféricos, estas condices implicam que Left(c,) # Left(c,). Este
operador divide o vértice v = Org(c:) = Org{c,) em dois novos vértices v; e v, € junta
as duas bordas b = Bord(e;) e by = Bord(c;), dando origem a uma nova borda &.
Por definicdo, as bordas b; e by sdo retiradas das suas respectivas faces f; = Left(c;) e
fo = Left(ca), e a nova borda b ¢ inserida na fronteira de uma face f fornecida como
pardmetro. Além disso, as faces f1 e f; sdo retornadas como sub-produtos da operacio,
sendo que estas duas faces passam a constituir dois novos mapas M; e M,, disjuntos
entre si e disjuntos do mapa original M. Veja figura 4.14.

Figura 4.14: Operador SplitVertexJoinBorders(c, ca, f

procedure SplitVertexJoinBorders(c;, ¢z : Corner; f : Face) : (Face,Face);
f1 ¢ Left(e1);  fa < Left(e);
by « cr.bord, by « co.bord,
fa-frontier < fi.frontier\ {b1};  fa.frontier « fa.frontier \ {b2};
JoinOrSplitOrbits(cy, ¢o);
b+ new(Border);  b.face < f;  b.desc « ¢
f.frontier < f frontier U {b};
v < new(Vertex); vy, «— new(Vertex);
d - ¢;; repeat d.org « vy; d < d.onext until d = ¢y;
d « ¢9; repeat d.org « vs; d ¢~ d.onext until d = ¢o;
d +— c;; repeat d.bord <~ b; d « d.lnezt until d = cy;

return (f1, f2);
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De modo andlogo ao operador JoinVerticesSplitBorder, quaisquer outras bordas origi-
nalmente presentes nas faces f, fi e f; permanecem nas suas respectivas faces apds a
operagdo. Além disso, para que ¢ mapa M resultante desta operagdo, ainda seja um
mapa esférico, a face f {fornecida como pardmetro) deve ser uma face de um mapa M’
disjunto do mapa M.

4.5.6 Complexidade dos operadores de conexao e desconexao

Conforme vimos nas se¢bes anteriores, todos os quatro operadores de conexao e desconexio
envolvem a criacao de novos vértices e/ou de novas bordas. Por isso, em cada operador
devemos percorrer todas as esquinas d das orbitas afetadas, atualizando os apontadores
d.org e d.bord. Portanto, o custo de cada operador é proporcional ao nimero total de
gsquinas nas orbitas Onext ¢ Lnext das esquinas ¢; e ¢; envolvidas na operagéo.

4.5.7 Invertibilidade dos operadores de conexao e desconexao

Como podemos verificar facilmente, exceto pela criagio de vértices ¢ bordas, 0s quatro
operadores de conexdo e desconexdo sio todos inversiveis. Mais especificamente, os ope-
radores JoinVerticesJoinBorders e SplitVertexSplitBorder sdo inversos entre si; e 0 mesmo
ocorre com os operadores JoinVerticesSplitBorder e SplitVertexJoinBorders. Ou seja, dadas
duas esquinas ¢; € ¢; num mapa M tais que Org(cy) # Org(cy) e Bord(e,) # Bord{c,),
entdo a sequéncia de operagoes

JoinVerticesJoinBorders(cy, ¢3);
SplitVertexSplitBorder ¢y, ¢2);

nio altera a topoiogia do mapa M,
Analogamente, dadas duas esquinas ¢; € ¢; num mapa M tais que Org(c;) # Org{cy)
e Bord(c;) = Bord(c,), entdo a sequéncia de operagdes

fi « MakeFace{);

fa + MakeFace();

[+ JoinVerticesSpiitBorder(cy, ¢, f1, f2);
(f1,f2) <« SplitVertexJoinBorders(cy, 2, f);

nao altera a topologia do mapa M.
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4.6 Suficiéncia dos operadores topolégicos

Observe que qualquer mapa esférico pode ser “desmontado” (isto é, reduzido a um con-
junto de mapas elementares) por meio dos operadores de desconexio e transferéncia. Mais
precisamente, o “desmonte” de um mapa pode ser realizado da seguinte forma: enguanto
houver duas esquinas distintas com uma mesma origem sobre arestas-arco, isto é, en-
quanto houver esquinas c; e ¢, tais que ¢; # ¢; e Org{ci) = Org(e:) # @, utilizamos
um dos operadores SplitVertexSplitBorder ou SplitVertexJoinBorders para quebrar o vértice
em comum destas duas esquinas, separando-as. Ao fim deste processo, teremos um ou
mais mapas nos quais toda borda tem exatamente um elemento: um vértice isolado ou
uma aresta (arco ou oval). Utilizando o operador Transfer, podemos transferir cada uma
destas bordas para um mapa trivial criado com o operador MakeFace, obtendo assim um
conjunto de mapas elementares.

Nao ¢é dificil perceber que este processo de “desmonte” de um mapa pode ser invertido.
Para isto, basta utilizar os operadores de criacdo (MakeFace, MakeVertex, MakeArcEdge,
MakeQOvaiEdge) para obter os mapas elementares resultantes do “desmonte”; e, para cada
operacao de desconexao e transferéncia realizada, aplicar a respectiva operagdo inversa,
na ordem reversa.

Isto nos permite concluir que o conjunto de operadores topolégicos definidos nas se¢des
anteriores é suficiente para construir qualquer mapa esférico.

4.7 Operadores auxiliares

Embora o conjunto de operadores topolégicos definido anteriormente seja suficiente para
manipular a topologia dos mapas esféricos, por questdes de eficiéncia e simplicidade vamos
definir dois operadores auxiliares denominados BreakEdge e Connect.

4.7.1 O operador BreakEdge

Dada uma. esquina c tal que Fdge(c) # &, o objetivo deste operador é quebrar a aresta
Edge(c), inserindo sobre ela um novo vértice. A figura 4.15 itustra o resultado da aplicagio
deste operador.

E facil ver que esta operagio pode ser realizada utilizando-se os operadores de criagéo,
transferéncia e conexdo definidos anteriormente. Entretanto, isto exigiria a criacio de
diversos elementos (objetos na estrutura SMC) que seriam posteriormente descartados.
Além disso, diversas operacoes de transferéncias teriam que ser realizadas para recolocar
as demais bordas das faces adjacentes a aresta em questdo de volta nas devidas faces.
Portanto, para evitar estas operagOes desnecessarias, convém implementar o operador
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BreakEdge(c}
__é.

Figura 4.15: OperadorBreakEdge

BreakEdge(c) diretamente.

Este operador cria um novo objeto Vertex e {em geral), dois novos objetos do tipo
Corner, ¢ atualiza os apontadores afetados pela operagio.

Um caso particular ocorre quando a aresta Edge(c) ¢ uma aresta oval; neste caso, nio
precisamos criar novos objetos do tipo Corner, basta atualizar o campo que armazena o
vértice das esquinas ¢ e Sym(c). Mais precisamente,

procedure BreakEdge(c : Corner) : Corner;
d «— Sym{c});
v+ new{Vertex);
if Org(c) = @ then {Edge(c) é uma aresta oval}

€.0Tg +— v; d.org  v;
else
¢' + new(Corner); d' + new(Corner);
c.org  v; d'.org + v;
¢ .edge + new(Edge); d'.edge + new(Edge);
c'.edge.props « c.edge.props; d'.edge.props < d.edge.props;
c'.bord + c.bord, d'.bord <+ d.bord,
c.onext — d d’.onext « ¢’
¢ .Inext «+— c.lnext, d .Inext « d.lnext;
c.lnext + ¢; d.Inext + d';

return c.lnext;

E fécil perceber que esta operagdo pode ser executada em tempo constante.
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4.7.2 O operador Connect

O operador Connect acrescenta uma nova aresta~arco num mapa, ligando dois vértices de
uma mesma face. Mais precisamente, dadas duas esquinas ¢; e ¢, tais que Left(e)) =
Left(cy), Org(ey) # Orglce), Orglc,) # @ e Org(cz) # &, a operagdo Connect{cy, ;) cria
uma nova aresta ligando os vértices Org(c1) e Org(cy) através da face f = Left(e)) =
Left(ca). Veja figura 4.16.

C2
Connect(c,,c,) AN 7

\Icl f = \IC1 fC,

Figura 4.16: Operador Connect

Connect{c,,c,)
_—

As esquinas ¢; e ¢; podem pertencer a bordas distintas ou a uma mesma borda. No
primeiro caso, este operador junta as bordas, que permanecem na fronteira da mesma face
f original. No segundo caso, a face f é retirada do mapa (formando um novo mapa M’} e
¢ substituida por duas novas faces f e f,, separadas pela nova aresta. Na verdade, estas
operaches sio efetuadas pelos operadores JoinVerticesJoinBorders e JoinVerticesSplitBorder
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conforme o caso.
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procedure Connect(cy, ¢y : Corner)
¢ + MakeArcEdge()
¢« Sym{c);
Transfer(Bord(c), f);
JoinVerticesJoinBorders(cy, ¢);
if Bord(c') # Bord(c,) then
JoinVerticesJoinBorders{cy, ¢'};

H

else
fi < MakeFace();
f2 + MakeFace();
f + JoinVerticesSplitBorder(cy, ¢, f1, f2);




Capitulo 5

Geometria projetiva orientada

A partir de agora, vamos tratar das questdes relacionadas & representacdo da geome-
tria dos elementos de um mapa esférico. Para isso, vamos apresentar um breve resumo
da geometria projetiva orientada, sendo que por questdes de espago, neste resumo vamos
frequentemente recorrer a definicdes informais. As defini¢des formais incluindo as demons-
tragdes das propriedades aqui anunciadas podem ser encontradas no livro de Stolfi [33].

Como se sabe, a geometria de R® fica bastante simplificada se tratarmos R® como um
subespago de um espago projetivo P [7, 33] o qual é composto pelos pontos ordingrios de
R? mais os pontos no infinito onde, por definicéo, as retas e planos paralelos se intercep-
tam. Esta extensdo elimina muitos casos especiais que devem ser tratados isoladamente
nos algoritmos geomsétricos e além disso, permite a unificacdo de muitos algoritmos que,
no modelo cartesiano, parecem nio ter a menor relagao entre si.

Apesar destas vantagens, o modelo projetivo apresenta um inconveniente: muitos al-
goritmos da geometria cartesiana sao baseados em operacoes que testam a posicao relativa
entre dois elementos, por exemplo, a posicao de um ponto em relagdo a um plano, que
consiste em verificar se um ponto pertence a um dos semi-espagos determinado por um
plano. Entretanto, em geometria projetiva, este tipo teste néo faz sentido, pois os dois
semi-espagos determinados por um plano séo conectados pelos pontos no infinito.

Para contornar este problema, a solugio é considerar o espago projetivo orientado T8,
que consiste de duas cipias separadas de R® mais os pontos no infinito. A geometria de T%,
assim como a de P3, é definida exclusivamente pelas relacOes entre seus elementos: pontos,
retas e planos. A vantagem deste modelo é que ele incorpora todas as conveniéncias de
P® sem perder as caracteristicas de orientabilidade e separabilidade que sdo importantes
para a geometria cartesiana.

47
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5.1 Pontos

Um ponto p de T® &, por definicio, uma quadrupla nao-nula de nimeros [py, p1, P2, 3,
as coordenades homogéneas do ponto, sendo que [po, p1, P2, P3] € [ADo, AP1, Ap2, Aps], para
todo A > 0, representam o mesmo ponio. E importante ressaltar que p = [pg, p1, P2, P3)
e ¢ = [~po, —p1. —P2, —p3| representam pontos distintos; dizemos que estes pontos sdo
antipodas entre si, o que denotamos por p = —g.

Por definigdo, as coordenadas cartesianas de wm ponto p = [py, p1, P2, ps) de T, com
po # 0, s8o (p1/pos p2/po, P3/po). Neste caso, dizemos que p é um ponto finito; se py > 0
dizemos que p é um ponto no aquém de T? e caso contrario, se py < 0 dizemos que p é um
ponto no afém. Note que p e —p tém as mesmas coordenadas cartesianas, mas sdo pontos
distintos de T®. Reciprocamente, para cada ponto com coordenadas cartesianas (z, y, 2),
ha dois pontos distintos de T3, a saber [1,z,v, 2] e [-1, —z, —y, —2]. Desta forma, o além
e o aquém de T podem ser vistos como duas cépias de R® contidas em T®.

Note que a origem do aquém ¢ O = [1,0,0,0], e a origem do além é o ponto =0 =
[-1,0,0,0]. Observe que em geral o ponto —p é diferente do ponto D = [pg, —p1, —P2, —P3],
o ponto simetrico a p em relacéo & origem 0. Na verdade, as dnicas excegles sdo 0s pontos
no infinito.

A topologia de T°® é definida de tal forma que uma funcio f(t) =
[po{t}, p1(2), pa(t), p3(t)] de R para T2 é continua se po(t), p1{t), pa(t) € ps(t) sdo funcdes
reais continuas que nio sio simultaneamente nulas para nenhum valor de t.

Podemos com isso dizer que um ponto de T* da forma [0, z, 3, 2] 6 um ponto no infinito,
na direcdo do vetor cartesiano (z,¥, 2} quando visto de qualquer outro ponto no aquémn.
Por outro lado, visto de um ponto no além, dizemos que o mesmo ponto estd no infinito
na direcdo {—z, —y, —2).

5.2 Planos

Um plano « em T? é, por defini¢io, uma quédrupla nio-nula de nimeros (&, o1, o, @3,
os coeficientes homogéneos do plano, sendo que {ay, oy, ag, a3) € {Aayg, Ao, Aaa, Aas), para
todo A > 0, representam o mesmo plano. E importante ressaltar que {ovg, ry, ia, t3) €
o = (~ag, —oq, —0p, —a3) sdo planos distintos; dizemos que estes planos sdo opostos
entre si, 0 que denotamos por @ = ¢

Por definicdo, o plano a ¢ incidente a todo ponto {pg, p1, P2, p3] de T® tal que
copo + capr + agpr + agps = 0

Dizemos que dois planos sio coincidenies se eles incidem sobre o mesmo conjunto de
pontos. Portanto, dois planos sfo coincidentes se eles sdo iguais ou opostos entre si.
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Em geral, o conjunto de pontos que sio incidentes a um plano consiste de duas c6pias
de um mesmo plano euclidiano: uma cépia no aquém e outra no além de T®, mais um
conjunto de pontos no infinito nas dire¢des paralelas ao plano. As excegdes sdo os planos
{2, = (1,0,0,0) e o seu oposto -2z, denominados planos no infinito, que sio incidentes a
todos os pontos no infinito ¢ a apenas estes pontos.

Todo plano « divide T® em dois semi-espagos: o lado positive e o lado negativo de
a. Por defini¢do, o lado positivo consiste de todos os pontos [pg, p1, D2, ps] de T® tais que
appo + aap1 + aops + asps > 0. A posicio de um ponto p em relagéo a o, denotada por
p o« é dada por

poa = sign{agpy + a1py + 0Py + a3p3)

Note que p o @ = +1 se e somente se (—p) o & = —1. Portanto, o lado positivo de o
consiste de um semi-espago cartesiano no aquém e do semi-espaco complementar no além-
(mais um subconjunto dos pontos no infinito).

A orientagGo externa de um plano, definida por ‘o', pode ser visualizada como uma
seta direcionada do semi-espaco negativo para o positivo. Um plano o também tem uma
orientaggo interna, a qual pode ser visualizada através de uma pequena seta circular
desenhada sobre o plano. Veja figura figure 5.1. Deslocando esta seta ao longo do plano

Lado o Lado
Negativo O\ Positivo

Figura 5.1: OrientacBes {externa e interna) de um plano.

podemos determinar se o sentido de rotagio em torno de um ponto do plano é positive
{concordando com o arco) ou negativo (em sentido contrrio ao arco).

As orientacfes interna e externa de um plano em T? nio sio independentes. Por de-
finigdo, o lado positivo do plano é aquele de onde, no aquém, “vemos” o arco circular
orientado em sentido anti-horario, supondo os eixos cartesianos nas posigdes convencio-
nais.

[ importante observar que as orientagoes externas de um mesmo plano, em dois pontos
antipodas, tém sentidos opostos; e 0 mesmo se aplica as orientages internas.
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5.3 Retas

Informalmente, uma rete finita de T® consiste de duas cépias de uma mesma reta car-
tesiana de R3: uma cépia no aquém e outra no além, mais os dois pontos no infinito
nas direcoes paralelas a estas retas. Uma reta no infinito consiste de todos os pontos no
infinito nas diregdes paralelas a wm mesmo plano.

Por defini¢do, em T® uma reta tem uma orientacio ezterna e uma interna. A orientacdo
interna define o sentido positivo de percurso ao longo da reta, e a orientacio externa
define ¢ sentido positivo de rotagdo em torno da reta. FEstas orientagdes podem ser
respectivamente visualizadas como uma seta colocada sobre a reta e como um arco circular
contornando a reta. Veja figura 5.2.

Figura 5.2: OrientacOes (externa e interna) de uma reta.

Como no caso dos planos, as orientacdes interna e externa de uma reta em T° nio sdo
independentes. Por definicdo, elas satisfazem a regra da méao direita, supondo os eixos
carteslanos nas posi¢des convencionais.

Dizemos que duas retas ! e m sio opostas entre si, se elas sdo a mesma reta euclidiana
com orientagdes interna e externa opostas; o que denotamos por ! = —m. Além disso,
dizemos que duas retas sdo coincidentes se elas incidem sobre o mesmo conjunto de pontos,
isto é, se elas sa0 iguais ou opostas entre si.

5.4 Operacoes jun¢dao e encontro

As operacoes basicas da geometria projetiva orientada sao jun¢éo e encontro, denotadas
respectivamente por V e A. Em T2, a opera¢io jungdo devolve a reta p V g conectando
os dois pontos p e ¢, ou o plano p Vv ! que contém o ponto p e a reta [. Por outro lado, a
operagdo encontro retorna a reta a A B comum aos dois planos a e 3, ou o ponto [ A o
onde a reta ! intercepta o plano «. Em todos estes casos, as orientacdes dos objetos
resultantes destas operagdes ficam precisamente estabelececidas a partir das orientacoes
dos operandos. Por exemplo, na figura 5.3 mostramos a parte no aquém dos elementos
resultantes das operagoes: pV ¢, pvVi,aABelAa.
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pvq

0 Lado
O Positivo
1A

(d)

Figura 5.3: Operagdes juncdo e encontro (parte no aquém): (a} pVag; (b) pVi; (c) ¢ A S,
(d) I Ao

A orientacdo da reta [ = p V ¢ é definida como sendo a direciio de p para ¢ que segue
pelo menor segmento que une estes dois pontos. Veja figura 5.3(a). No caso do plano
pV 1, a orientacdo deste planc ¢ definida de tal forma que [ gira em torno de p no sentido
positivo; mais precisamente, movendo um ponto ¢ sobre [ no sentido positivo, o sentido
de rota¢io da reta p V ¢ em torno do ponto p define a orientagio do plano p v I. Veja
figura 5.3(b).

Para visualizar a orientacido da reta [ = a A §, podemos imaginar o plano ¢ rodando
em torno da reta euclidiana & N 8, em direcao ao plano §, pelo menor dngulo que faz
a posicdo e a orientacdo destes planos coincidirem. O sentido desta rotacdo define a
orientacdo externa da reta [; e a orientacfo interna fica entido determinada pela regra da
mao direita. Veja figura 5.3(c). Note que a A 8 = {3 A ); isto ¢, em T* a intersecio de
dois planos é anti-comutativa.
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Finalmente, por defini¢do, { A o é o ponto onde [ sai do lado positivo de a. Veja
figura 5.3(d). Por consisténcia, é conveniente definir [ A @ = a Al; isto é, a intersecdo
entre uma reta e um plano é comutativa.

Como podemos verificar, para quaisquer a e b em T® temos que

(ma)Vd = aV(-b)=-(aVb)
(ma) Ab = aA (—b) =-(aAb)

Com estas convencgdes, V e A sdo operagOes assoclativas. Portanto, o plano determi-
nado por trés pontos nao colineares p, ¢ e r é dado por

pVeVr={pVqVr=pV(gVr}

Analogamente, o ponto de intersecdo de trés planos o, § e 7y, que nao tém uma reta
em comum, € dado por

aNBAY=(aAB)AY=aA(BAY)

5.5 Foérmulas algébricas

Dados trés pontos ndo colineares p = [po, p1, P2, b3}, ¢ = [0, @1, G2, Gs] € 7 = [ro, 71,72, 73],
os coeficientes do plano determinado por estes trés pontos sdo

P1 P2 P Po P2 Ps3 Po P1 Dz Po P1 P2
pVeVr={—|q @ 9|,/ % %@ @ |, —|9% O B |,|% ¢ G« (5.1)
s 7o T3 fo To T3 g T T3 g 1 T2

As coordenadas homogéneas do ponto de interse¢do entre trés planos o =

(aﬁy a13a2:a3>3 16 = <ﬁ0: ,61152553) ey = <’YGJ’YIJ’)(2? 73}1 que nao tém uma reta em co-
mum, sao

) Qg O3 Qp o (k3 Gp 1 O3 Qp ) Qo
aABAy= Br B2 Ba|,—| Bo B2 Bal,| Bo Br Bs |,—| B B Bo (5.2)
Yi Y2 Vs Yo Yz Vs Yo Y1 V3 Yo M1 V2

5.6 Coecficientes de Plucker de uma reta

Para estabelecer as férmulas algébricas das operagoes V e A envolvendo retas, precisamos
primeiro estabelecer como uma reta de T® pode ser algebricamente representada.
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Dados dois planos « = {ayg, o, o, as) € 8 = (B, B1, B2, B3}, a reta l = o A B pode ser
precisamente representada peios seis coeficientes (lo1, log, l12, lo3, l13, l23) onde

Eij = det = CI!,',B_:_.‘ - Oc’j,@g

; CE;,:
B B
Estes seis mimeros sdo denominados os coeficientes de Plicker [33, 9] da reta . Por

simplicidade, vamos escrever { = (lg, {1, 15,13, 14,15}, com os determinantes implicitamente
ordenados conforme definido acima.

Os coeficientes de Pliicker de uma. reta nao sio independentes: uma séxtupla {lo, .. s}
representa uma reta de R® se e somente se

3035 - 3134 + 32!{3 = 0‘ (53)
Além disso, estes coeficientes sdao homogéneos, isto é, para todo A > 0, {lp,..ls) €
{Aly, .. Mls) representam a mesma reta. Observe que {—lp,.. ~I5) € a reta oposta a (I, .. ls).
Dados dois pontos p = [po,.-ps] € ¢ = [go, .. ¢s}, dois planos o = (o, @y, @z, v3) €
8 = {8y, F1, B2, B3) e uma reta | = {ly, .. I5), pode-se demonstrar que
WA f = < Gy Q1 Qo o O oy O ar Qg Qo O >
Bo B fo B2 b1 Do Bo B3 B By B2 B3

= {apfh — a1, cofa — onfly, a1 fz — b1, 0z — a3 fo, o1 B3 — 3By, By — a3 fBa)

1 bl ¥ 1 k]

Ina = [—leas + oo — lson, hag — lgag + lsag, —loas + lson — laag, loon — Lo + ey
pV I = {opr + lLp2 + lsps, —lopo + lgp2 + lapa, —lipo — lap1 + lsps, —lzpo — lspy — lapa)

p\/g=< P2 D3 P13 ‘Pupa P2 Po P2 | | Po ;1 >
g G ¢ g3 || @ @ ¢ 0@ do G2 %o G

= <P2fi'3 — P3d2, P3q1 — P1G3, Po9s — P340, P192 — P21, P2do — Pog2, Pod — 101(10)

H

b 7

(5.4)

E importante ressaltar que as férmulas (5.1), (5.2) e (5.4) retornam a n-tiipla nula

{0,..0) = {0) quando a operacdo nio estd definida. Por exemplo, se o e 3 séo coincidentes

entdo a A 8 = {(0,0,0,0,0,0) = {0). Analogamente, se [ é uma reta no plano « entdo
IAa=1[0,0,0,0] = [0}

A partir destas férmulas, é ficil mostrar que a distancia euclidiana entre o plano a e

a origem O, denotada por dist(a, O), ¢ a distancia euclidiana entre a reta ! e a origem,

denotada por dist(l, 0), sio dadas por
B
o + a3 + ol

24412
dist(1,0) = |2
B+02+12

dist(a,0) =
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Dai, podemos concluir que o plano « passa pela origem O se e somente se ag = 0, e a
reta [ passa por O se e somente se [y =, = {3 =0.

A diregdo de uma reta finita [ é o ponto no infinito onde a reta passa do aquém para
o além, isto é, o ponto [ A €25 que é dado por

dir(l) = [0, ls, —La, bo] (5.6)

O plano bissetor da reta [, denotado por bisect(l), é o plano perpendicular a [ que
passa pela origem e estd orientado de tal forma que dir{l) fica do seu lado positivo; mais

precisamente,
biSSCt(E) = <U, 55, —54, lg} (57)

Utilizando as férmulas (5.4), podemos demonstrar que duas retas I = {lo,..1ls) e m =
{mg, .. m5) se interceptam se e somente se

Igm5 - 21m4 -+ 32m3 —+ l3m2 - E4m1 =+ £5mg ={ (58)

Neste caso, se as retas ndo sao paralelas — isto é, se [ e m se interceptam num ponto
finito — entdo as coordenadas deste ponto de intersecio podem ser determinadas pela
formula

INm =Kl + &2+ 625, (lamg — lymyg + lsmo)kag — KisKas — Kaskas,
(loms + lamny — 14y ) Kas + Koakos + K344, (5.9)
(lorng — lymyg + lomg)Kkas — Kookoy — Ki2Kos |

onde
{ 3 { 5

Kij =
;1M

Visto que a intersecdo entre duas retas nem sempre € definida, nao utilizaremos a notagao
{ A 'm para esta operacao.

5.7 Orientacoes relativas

5.7.1 Peosicao relativa de dois pontos em relacao a uma reta

Dados dois pontos p = [pg,..p3] € ¢ = [go, .. ¢3) numa reta [ = {l,.. 15}, dizemos que o
par p, q estd positivamente orientado em relacdo ¢ reta l se pV g = I; por outro lado, se
pV g = i, dizemos que o par p, ¢ estd negativamente orientado em relacGo ¢ rete l. Em
particular, se p V ¢ = {0) {isto ¢, se p = ¢ ou p = —g), a orientacfo deste par de pontos
em relacdo a uma reta é indefinida.
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Este conceito é formalizado pelo predicado

+1 sepVg=1I
Ri(p,q) = 0 sepVg=][0]
-1 sepVvVg=-l

5.7.2 Posicao relativa de dois planos em relagdao a uma reta

A relacao dual a posi¢lo relativa de dois pontos numa reta é a relagio que descreve a
posi¢do relativa de dois planos a = {ay, .. a3) € 8 = {By, .. B3} passando por uma mesma
reta [ = {ly,..I5). Dizemos que o par a, 3 estd positivamente orientado em relacdo ¢ reta
[ se a A B = I; por outro lado, se a A 8 = =, dizemos que o par ¢, 5 estd negativamente
orientado em relag@o & reta I. Em particular, se a A 8 = {0) (isto é, se @ e § sdo
coincidentes), a orientacio deste par de planos em relacdo a uma reta é indefinida.

Este conceito é formalizado pelo predicado

+1 seaAnfB=1
Sule, B) = 0 seanf={0)
-1 seaAfB ="l

5.7.3 Posicao relativa de trés pontos num plano

Dados trés pontos nio colineares p = [pq, -- p3), ¢ = [go, .- g3} e 7 = [ry, .. 73] sobre um plano
o = {0, a, 0, &3), dizemos que o tridngulo pgr estd positivamente orientado em relacéo
ao plano o (denotado por A(p,q,7,a) = +1) se o plano pV g V r coincide com «; caso
contrario, se pV ¢V r coincide com —, dizemos que o triangulo estd negativamente orien-
tado em relacdo @ o {denotado por A(p,g,r, @) = —1). Caso o triingulo seja degenerado
(isto é, se p, ¢ e r s&o colineares), escrevemos A(p, ¢, 7, «) = 0.

Como podemos verificar,

Po A1 P2 Ps

Alp,g,r,0) = sign @ % 9 &

Gp 1 Q2 O3
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5.7.4 Posicao relativa de duas retas

Dadas duas retas [ ¢ m, sejam p e ¢ dois pontos sobre [ e sejam 7 e s dois pontos sobre m
taisque pVg=1e TV s=m. A orientacdo relativa das retas I ¢ m é definida por

Po P1 P2 Ps
lom = sign G @1 G2 @3 (5.10)
o ™1 To T3
83 81 82 83
sendo que, se [ om = +1 (resp. { om = —1}, dizemos que ! e m sfo positivamente (resp.

negativamente) orientadas.

Verifica-se que a férmula {5.10) ndo depende da escolha dos pontos p, ¢, 7 € 5, mas
apenas das orientacgoes das retas.

Intuitivamente, [ o m = +1 se e somente se ! “contorna” m (e m “contorna” [) de
acordo com a regra da mio direita. Veja figura 5.4.

Figura 5.4: Retas positivamente orientadas.

5.8 Ordenacao ciclica

Baseados nos predicados @;(p, ¢) € ®(a, 8) que definem respectivamente a posicéo de dois
pontos em relagdo a uma reta e a posigdo de dois planos em relagdo a uma reta, vamos
agora definir dois predicados que definem a ordenacdo ciclica de trés pontos sobre uma
reta e de trés planos em torno de uma reta.

5.8.1 Ordenacao ciclica de trés pontos em relaciao a uma reta

Dados trés pontos p, ¢ e 7 sobre uma mesma reta I, vamos definir o predicado &;(p, q,7)
que retorna +1 se, considerando a orientagio interna da reta I, estes pontos ocorrem nesta
ordem {ciclica) ao longo de I; retorna —1 se eles ocorrem em ordem oposta; e retorna €
se pelo menos dois desses pontos séo iguais. Veja figura 5.5.
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P P P=q

(a) (b) (c)

Figura 5.5: Ordem ciclica de trés pontos ao longo de uma reta: {a) &;{p,q,r) = +1; {b)
®i(p, ¢ 1) = -1 (c) &lp,g,7) =0.

Como podemos verificar,

&i(p,q,7) = sign(®:i(p, ¢) + (g, 7) + &i(r, p))

ou seja, 8(p,¢,r) é determinado pela “maioria” dos sinais de ®;(p, ¢), ®:(¢,7) e ®(r, p).

5.8.2 Ordenacgao ciclica de trés planos em torno de uma reta

A operagao dual & ordenacdo de trés pontos ao longo de uma reta é a ordenacéo ciclica
de trés planos em torno de uma reta comum a estes trés planos. Mais precisamente,
dados trés planos o, J e v e uma reta [ comum a estes planos, vamos definir o predicado
&, B,77) que retorna +1 se, considerando a orientacdo externa da reta I, estes planos
ocorrem nesta ordem (ciclica) em torno de I; retorna —1 se eles ocorrem em ordem oposta;
e retorna 0 se pelo menos dois desses planos sio coincidentes. Veja figura 5.6.

De modo andlogo ao predicado anterior, podemos verificar que

(e, 8,7) = sign(®(a, B) + &8, 7) + @7, o))

5.9 A esfera S?

Em T2, a esfera unitdria S é o conjunto de pontos do aquém & distancia 1 da origem O,
isto é,
§? = {[po:p1>p2:p3] | pi+p2+p5—pi=0 e po> 0}
A posigio de um ponto p = [pg, p1, v, p3] de T® em relagio a §2 é definida por

po 8= sign(p} + p5 + p§ — pi)
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(a) (b) (©)

Figura 5.6: Ordem ciclica de trés planos em torno de uma reta: (a) &;(a, 3,7) = +1; {b)
@;(Q‘, ﬁ: IY) = _]-3 (C) ®I(Q: ﬁ: ’Y) = 0.

Note que o lado negativo de §?, isto é, o conjunto de pontos p € T tais que poS? = —1,
consiste de duas bolas unitdrias separadas: uma no além e outra no aquém. Note também
que po §? = 0 indica que o ponto p estd sobre S? ou sobre —S2, ¢ cdpia antipoda de S2.

Dados dois pontos p e ¢ em S2, definimos a distdncia entre p ¢ ¢ sobre S?, denotada
por Sdist(p, q), como sendo o comprimento do menor arco de circulo maximo que passa
por estes dois pontos. Mais precisamente, seja d a distancia euclidiana entre p e g; entao,

a2

Sdist(p,q) = 2arccos /1 — T

5.10 Polaridade na esfera

Considere duas quddruplas de nimeros ag, a1, ao, a3 € by, by, by, by tais que agby + arby +
asbs + azb; = 0. Pelo exposto nas se¢bes anteriores, note que podemos interpretar
esta equacao de duas formas distintas: podemos dizer que o ponto com coordenadas
[ag, a1, a9, ag] pertence ao plano com coeficientes {bg, by, by, b2} ou entdo, que o ponto com
coordenadas [by, b1, by, b3] pertence ao plano com coeficientes {ay, a1, as, as). Portanto, a
partir desta equacgado podemos perceber que 0 papel entre pontos e planos é perfeitamente
intercambidvel. Na verdade, este conceito denominado dualidede, ndo é uma exclusi-
vidade desta equacao; ele é um dos conceitos mais importantes da geometria projetiva
(convencional ou orientada).

Na geometria projetiva orientada, o principio de dualidade é baseado num duomor-
fismo, isto €, uma bijecdo enire dois espacos projetivos que troca pontos com planos,
preservando suas posigoes relativas. Em consequéncia, um duomorfismo também troca



5.10. Polaridade na esfera 59

as operacdes V e A. Portanto, um duomorfismo define para cada conceito e teorema da
geometria projetiva orientada, um conceito ou teorema dual. Por exemplo, o dual da
sentenca “o encontro de dois planos é uma reta” é “a jungdo de dois pontos é uma reta”.

E importante ressaltar que ha varios duomorfismos distintos que mapeiam planos em
pontos e retas em retas. Cada um deles estabelece um tipo especial de dualidade que tem
suas vantagens e desvantagens dependendo do contexto; veja [33, 29, 8]. Para 0s nossos
propdsitos, vamos considerar o seguinte mapeamento:

Definicao 13 O complemento polar relativo ¢ esfera S?, denotado por *, é dado por:

[P01P11P2;P3]* = (“Po;Pan;PIﬁ)
(aO; a,az, a3)* = [_a'[l: y, 02, GS]

(o, 11, lo, Is, Ua, Is)" = (=I5, la, I3, ~ 1o, —11, 1o)

Vamos agora mostrar que = é um duomorfismo de T°.
Primeiramente, considere o mapa projetivo {33] definido pela matriz

-1 0 0 0
0100
M= 0010
0 0 0 1

Note que este mapa projetivo leva os pontos do aquém de T® em pontos do além e
vice-versa. Além disso, ele mantém fixo os pontos no infinito, isto ¢, ele mapeia € no
préprio Q. Este mapa projetivo é denominado reflezdo através de €y e é ficil mostrar
que

M = -T°

WM = O

(@VOM = (aM)V (bM)
(@ABM = =((aM) A (bM))

Além disso, dado um ponto p = {pg, p1, P2, p3), um plano a = {(ag, a1, a2, a3) € uma reta
I = {lo, 11, 2, 13,14, 15) temos que

[Pusphpzap:s] M = [—Po;Pla Pz, 103]
{ao,a1,02,a3) M = {(ag,—01,—02, —a3)
(509313127 331 ’147 55) M = (‘EO)'{I: _‘62}{33 _343 _l5>
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Agora, seja b o complemento polar & direite [33, pag. 85] definido por

[pU:pl:pZ:p(‘}]l- = @0:p1;p21p3>
(ag, a1, G, 613)!* = [_'-U‘U: —a1, — 02, —0:3]

(lﬂa El; 22; 33: 34: ‘!5)}“ = <E51 _44: 531 12: ‘_lla EU)

Dai, temos que

'_

([pespl,pmpa] ’ M)F = [—pnjpl,pz,pa]
= (_pﬂsphp?ap:i)

= [p01p1:p21p3]*

((ﬂru:ahﬂz;as)'M)h = <~fr'uoa—'111:—0:23—0?3>k
= [_G'U: a, dz, (13]

= {ag, 01,02, 03)"

(o, oy By by B - M)™ = (lo, Loy I, ~La, ~15)"
[~s, 14,13, —lo, =11, Lo]
= <301511£2) £3J£4J£5>*
0 que mostra que * corresponde a composicao M .
Visto que + é um duomorfismo, entédo, usando o teorema 7 de Stolfi [33, pdg. 93],

podemos concluir que * = (M F) também ¢ um duomorfismo, denominado polaridade
esférica. Para todo ponto, reta ou plano a, dizemos que a* é o polar esférico de a.

Lema 7 Sejam a e b dois elementos de T2. Entdo

(avb) = a" Ab
(aAB)* = =(a"Vb)

DEMONSTRAQAO: Como M é um mapa projetivo de T?> em T3, verifica-se, para todo a e
bem T2, que

(@VHM = (aM)V (bM)
(@ABM = —((aM) A (BM))

Portanto,

(avd)* =(aVvd)(MF) = ({(aM) Vv (dM)) = (aM)" A (BM)" = a* AD*
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(@A) = (a AB)M F) = (~((aM) A (BM)))" = ~((aM)" V (6M)") = ~(a" V b°)
)

Lema 8 Seja a um elemento de T e seja d a sua dimensdo. Entao

DEMONSTRAGAO: Da definicdo de -, segue que (a”)” = =#*! a. Por outro lado, pode-se
provar que

aMM a
aMtF = =(at+ M)

Il

Desta forma,

(@) = (aMF)(MF)=—(aM F)(F M) = =" (aMM) = ~‘a

O

Do ponto de vista geométrico, a polaridade definida por * pode ser descrita da seguinte
forma: dado um ponto p = [py, p1, P2, p3] do lado positivo (“externo”) da esfera S2, seja ¢
o circulo correspondente a intersecdo entre S§? e o cone tangente a S? com vértice em p.
Veja figura 5.7 (a). Como podemos provar, p* é o plano de suporte do circulo ¢. Além
disso, se uma reta [ = (ly,..l5) intercepta S entdo [* = ; A s, onde ¢, e s $a0 0s
planos tangentes aos pontos de intersegéo entre a reta [ e a esfera S Veja figura 5.7 (b).

(b)

Figura 5.7: Polaridade esférica: (a) Ponto-Plano; (b) Reta-reta.
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Para concluir esta se¢ao, vale a pena mencionar que a dualidade é um conceito ex-
tremamente util, pois ela permite reduzir consideravelmente o numero de teoremas que
precisam ser demonstrados, visto que a prova de um teorema automaticamente estabele-
ce a veracidade do teorema dual. Além disso, pode-se escolher dentre os dois teoremas
aquele que é mais simples de se provar.

Por outro lado, a dualidade também é 1til do ponto de vista computacional pois
ela permite que todo algoritmo geométrico faca o trabalho de dois. Por exemplo, o
mesmo algoritmo que computa a V b pode ser usado para computar a A b, uma vez que
aAb==%Fdb(g* v b*)*, onde d, e d; sao respectivamente as dimensoes de a e de b.



Capitulo 6

(Geometria na esfera

Neste capitulo vamos descrever um método de representacao da geometria dos mapas
esféricos, ignorando por enquanto questoes de erros de arredondamento. Além disso,
vamos estabelecer algumas fungGes basicas para a manipulacao desta geometria.

6.1 Mapas esféricos

Do ponto de vista geométrico, um mapa esférico é uma particao da esfera S? em trés tipos
de elementos: os vértices (pontos), arestas (circulos ou arcos de circulos, nao necessaria-
mente maximos) e faces (regides abertas). E importante notar que vamos permitir arestas
que sao um circulo completo, ou seja, neste caso a aresta nao possui extremidade.

A representacao da geometria dos vértices de um mapa esférico (ignorando questées
de erros de arredondamento) nao requer nenhuma consideracao adicional — uma vez que
um vértice é um ponto de S% e como tal pode ser representado pelas suas coordenadas
homogéneas, isto é, uma quddrupla de nimeros reais [w, z,y, 2.

Uma aresta pode ser um circulo completo ou um arco de circulo, sendo que este circulo
pode nao ser maximo. Portanto, para representarmos uma aresta, é necessario definirmos
uma representacao para circulos arbitrérios sobre S2.

6.2 Circulos sobre S?

Definimos um circulo orientado na esfera, ou S-circulo, como sendo um circulo sobre S2
com uma orientagao interna (um sentido de percurso) especificado.

E fécil ver que todo S-circulo corresponde & intersecio entre S e um plano orientado.
Mais precisamente, dado um S-circulo ¢, h4 um 1inico plano orientado o tal que ¢ = aN§?
e tal que o sentido de percurso de ¢ concorda com a orientagao interna do plano o e vice-

63
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versa. Dizemos que a é o plano de suporte de c e escrevemos a = spin(c). Reciprocamente,
dizemos que c é o S-circulo definido por « e escrevemos ¢ = scre(a). Veja figura 6.1.

) o= spln(c)

c=scrc( o)

Figura 6.1: Um S-circulo

Desta forma, um S-circulo ¢ = serc(a) pode ser representado de maneira nao ambigiia
pelos coeficientes homogéneos (ag, o, @, 3) do plano orientado que o define. Neste
caso, vamos indicar o S-circulo definido pelo plano a por ((ag,ay, az, a3)). E importante
observar que esta notacao sé faz sentido quando o plano a define um S-circulo, o que é
estabelecido pelo seguinte lema:

Lema 9 Um plano a = (o, oy, ap, v3) define um S-cireulo se e somente se

aﬁ(a?+a§+a§

DEMONSTRACAO: Por definicao, o plano a define um S-circulo se e somente se ele intercepta
S? em mais de um ponto; e isto ocorre se e somente se a distancia entre o e a origem O é

menor do que 1.
Pela férmula (5.5), temos que a distancia Euclidiana entre o plano a e a origem O é
dada por

dist(a,O) =

o que implica que dist(a, O) < 1 se e somente se
of < ai + a3 +aj.

O

E importante ressaltar que um plano (ag, 0y, @s, a3) tangente a S? (isto é, com af =
ol + a2 + a?) ndo define um S-circulo.

Dizemos que dois S-circulos sao coincidentes se eles incidem sobre um mesmo con-
junto de pontos. Como é facil perceber, os S-circulos ¢ = ((cp,c1,€2,¢3) € ¢ =
(—cq, —¢1, —C2, —c3)) s@o coincidentes, mas tém orientagdes opostas; neste caso, dizemos
que eles sdo opostos entre si, o que denotamos por ¢ = —c.
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6.3 Elementos de um S-circulo

A direcao ortogonal ao plano spin(c) que aponta para o lado positivo deste plano no
aquém ¢ denominada a normal do S-circulo c¢. Se ¢ = ((¢g, €1, ¢2,¢3)), a diregao desta
normal é dada pelo vetor (ci,cp,c3) de R®. Em T®, é conveniente definir esta direcio
como sendo o ponto no infinito snrm(c) = [0, ¢, ¢, ¢3). O ewwo de ¢ é a reta azis(c) =
OV snrm(c) = (0,0, ¢3,0, —cy, ¢1). Veja figura 6.2.

axis(c) = snrm(c)

c=scre(ot)

Figura 6.2: Elementos de um S-circulo

Um S-circulo ¢ divide S? em duas regioes abertas e nao vazias denominadas calotas.
Por definigdo. a calota positiva de ¢, denotada por scap(c), é a parte de S? localizada do
lado positivo do plano spln(c).

Podemos definir dois centros para um S-circulo: o centro esférico, ou S-centro, é o
ponto sctr(c) onde a reta azris(c) cruza a calota positiva de ¢; o centro planar, ou D-
centro, é o ponto no aquém dctr(c), onde a reta azis(c) cruza o plano spin(c). Mais
precisamente, pode-se demonstrar que

sctr(c) = [\/c¥ + &+ e, o, e c_-;]

detr(c) = =(axis(c) A spln(c)) = [¢? + & + &4, —cper, —CoCa, —CoCs]

(6.1)

O raio esférico ou S-raio de ¢ é o comprimento srad(c) do arco de circulo maximo que
vai de sctr(c) até um ponto qualquer de c¢; isto é,

srad(c) = arccos ( i ) € (0 _-m). (6.2)

Va+d+q
Em outras palavras, dado um ponto p qualquer sobre o S-circulo ¢, srad(c) =
Sdist(p, sctr(c).
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Seja p = [po. p1, P2, p3) um ponto em S? e seja @ um nimero real no intervalo (0 __ 7).
Entao, como podemos demonstrar, o S-circulo ¢ cujo S-centro € p e cujo S-raio é # é dado
por

¢ = (—pocosb, pr.pz,p3)) (6.3)

6.4 Arcos de S-circulos

Dois pontos distintos p e ¢ sobre um S-circulo ¢ = serc(a) dividem este S-circulo em duas
partes conexas denominadas arcos esféricos ou S-arcos. Veja figura 6.3. Por defini¢ao,
0 S-arco aberto de ¢ que vai de p até q, denotado por (p, ¢, q), é a seqiiéncia (continua)
de pontos obtidos no percurso de p para ¢ ao longo de ¢ no sentido determinado pela
orientacao de ¢, excluindo os extremos p e g. Dizemos que p e ¢ siao respectivamente a
origem e o destino de A, o que denotamos por p = A.orge ¢ = A.dst. Além disso, dizemos
que ¢ é o S-circulo de suporte de A, o que denotamos por ¢ = A.scirc.

(p. T p)

Figura 6.3: O S-arco (p, ¢.q).

Como p # g, o S-arco (p, ?, g) é a parte de c¢ contida no lado positivo do plano
B = pV qV snrm(c). Portanto, um ponto r de c estd em (p,,q) se e somente se
rof=+1.

Por conveniéncia, no caso particular em que p = ¢, definimos o S-arco A = (p, ?,q)
como sendo todos os pontos de ¢ exceto o ponto p = ¢. Neste caso, A.org = p = g = A.dst;
um ponto r de ¢ é um ponto de A se e somente se r # p.

Note que todo S-arco tem uma orientagao propria que coincide com a orientacgao do
seu S-circulo de suporte. O S-arco A = (p, c, g), tomado em sentido inverso, é o S-arco
~A = (g,7¢,p)-

Dizemos que uma S-curve é um S-circulo ou um S-arco. Vamos representar uma S-
curva genérica pela mesma notacao (p, s, g) usada para S-arcos, adotando a convencao
que, no caso de um S-circulo, A.org = @ = A.dst.
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6.5 Operacgoes envolvendo S-circulos

Vamos descrever a seguir algumas operagoes geométricas importantes para o desenvolvi-
mento dos algoritmos de manipulagdo de mapas esféricos. Como veremos, estas operacoes
podem ser resolvidas com relativa facilidade usando o fato de que um S-circulo equivale
4 intersecao entre um plano e a esfera §°

6.5.1 Posicao de um ponto de S? em relagao a um S-circulo

Para localizar um ponto p = [po,p1,p2;p3) € $% em relagio a um S-circulo ¢ =
(e, €1, €9, c3) vamos definir a operagao p ¢ ¢ que retorna -1 caso p esteja na calota
positiva de ¢; 0 caso p esteja sobre ¢; e —1 caso p esteja na calota negativa de ¢. Note que
esta operagao, na verdade, consiste em localizar o ponto p em relacdo ao plano de suporte
do S-circulo ¢, ou seja,

poc = pospln(c) = sign(poco + pi1€1 + pacs + pacs)

6.5.2 Intersecao canodnica entre dois S-circulos

A intersecao entre dois S-circulos, quando existe, consiste em geral de dois pontos — ou
de um 1inico ponto, se os S-circulos sdo tangentes. Veja figura 6.4. Mais precisamente, a
intersecao entre dois S-circulos a = ((ag, @1, az,a3)) € b = ((bo, by, b2, b3)) é 0 conjunto dos
pontos p = [w, z,y. z] que satisfazem as equagoes:

aw + a1z +ay+azz = 0
bow + bz +boy+b3z = 0
—wi+ i+ P42 =0

Resolvendo-se este sistema temos

n= [#s ~lyly — l3ls + 153, loly — lals — 1sV/3, loly + lls + 12\/3]
(6.4)
pe= [, ~tila — Isks — 153, lola — lals + a3, lola + ils — V5 |

onde

lo = aghy — a1bo, 1} = apby — azbo, 2 = agbs — aszbp

ls = arby — asby, ls = a1bs —azhy, Is = agbs — azby

p=C+B+8 e 6=p—B+5+8)
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E importante notar que o sinal de § na equacao (6.4) discrimina a maneira como o0s
dois S-circulos se interceptam. Definimos portanto o discriminante dos dois S-circulos
como sendo a fungao

{(a,b) = sign(d) = sign(B + B + 2 -2 -12-13)
Verifica-se facilmente que, para quaisquer S-circulos a e b,

—1 se a e b nao se interceptam (em pontos com coordenadas reais)
0(a,b) = 0 se a e bsao coincidentes ou tangentes entre si
1 se a e b se interceptam em dois pontos distintos

Além disso, verifica-se também que, se (J(a,b) > 0, entdo o ponto p, da férmula (6.4)
é o0 ponto onde o S-circulo a alcanca o S-circulo b vindo pelo lado positivo de b. Veja a
figura 6.4(a).

(a) (b)
Figura 6.4: Intersec@o candnica entre dois S-circulos.

Por outro lado, se (J(a,b) = 0, entdo os S-circulos sdao coincidentes ou sao tangentes
entre si; neste caso, o S-circulo a (exceto o ponto comum) esta todo no lado positivo do
S-circulo b se e somente se o centro planar de a esta do lado positivo do plano de suporte
de b, isto é, detr(a) ¢ spln(b) = +1. Veja a figura 6.4(b).

Isto motiva a seguinte definigao:

Defini¢do 14 Sejam a e b dois S-circulos. Se ()(a,b) > 0, ou {(a,b) = 0 e detr(a) ©
spin(b) = +1, entao a intersecdo canénica entre a e b, denotada por a A b, é o ponto
onde o S-circulo a alcanca o S-circulo b vindo pelo lado positivo de b. Caso contrario,
aAb=10,0,0,0] = [O].

Note que se a A b # [0], entdo este ponto é o ponto p; da férmula (6.4). Note também
que, se ((a,b) > 0, entao
(ma) Ab=aA(—b)
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é o outro ponto de interse¢do entre a e b, ou seja, é o ponto p, da férmula (6.4), onde a
cruza b passando do lado negativo para o lado positivo de b.

6.5.3 Ponto diametralmente oposto num S-circulo

Uma operagao particularmente importante na elaboracao dos algoritmos de ordenacio
ciclica, é a determinacao do ponto diametralmente oposto a um dado ponto p sobre um
S-circulo ¢ que passa por p. Vamos denotar esta operagao por @.(p). Veja a figura 6.5.

p

Q.(p)
Figura 6.5: Ponto diametralmente oposto a p no S-circulo c.

Como podemos verificar através da figura, @.(p) é o ponto simétrico a p em relagao
ao ponto detr(c). Mais precisamente, se p = [pg, p1, P2, p3] € ¢ = ((co, €1, €2, €3)), pode-se
verificar que

@.(p) = [pok, —2¢oc1po — P1K, —2CoCaPo — P2k, —2CoC3Po — P3k)

onde k = ¢} + & +¢c3.

6.5.4 Posicao relativa de dois pontos sobre um S-circulo

Definimos a posicdo relativa de dois pontos p e g sobre um S-circulo ¢, como sendo o
predicado ®.(p, ¢) que, considerando a orientagdo de ¢, retorna +1 se g ocorre depois de
p e antes do ponto @.(p); retorna —1 se g ocorre apés @.(p) e antes de p e retorna 0 caso
g=pouq= @.p). Veja as figuras 6.6.

Em outras palavras, o predicado ®.(p, ¢) descreve o sentido, em relagao a orientagao
de ¢, do caminho mais curto que vai de p até ¢. E facil perceber que

®c(p, q) = ®-c(9,p) = — ®c(q,P)

Note que este predicado corresponde a determinar se a reta p V ¢ € orientada positiva
ou negativamente em relacao a reta azis(c) = O V snrm(c). Portanto, de acordo com a
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¢ c
q p p
q
@ (p) Q)
(a) (b)

Figura 6.6: Defini¢do de ®.(p, ¢): (a) ®.(p,q) = +1; (b) ®.(p,q) = —1.

formula (5.10), temos que

1 6 @ 0
0 €1 C2 C3
P X €1 €y C3 i -
®c(p, q) = sign =sign| p1 Pz P3 (6.5)
Po 1 P2 P3
g1 42 Qg3
o 1 G2 Q3

6.5.5 Ordenacao ciclica de trés pontos sobre um S-circulo

Definimos a ordem ciclica de trés pontos p = [po,p1,P2,P3), ¢ = [00,G1,G2,q3) e 7 =
[T, 71,72, T3] sobre um S-circulo ¢ = ((¢g, ¢1, €2, ¢3)), como sendo o predicado R.(p,q,7)
que retorna +1 se os trés pontos p, ¢ e r ocorrem nesta ordem (ciclica) ao longo de c,
quando este é percorrido no sentido positivo; retorna —1 se estes pontos ocorrem na ordem
oposta; e retorna 0 se quaisquer dois dos pontos sdo iguais. Veja figura 6.7.

Como podemos notar, esta operacao corresponde a determinar a orientacao do
triangulo determinado pelos 3 pontos em relacdo ao plano spin(c). Como vimos na
secao 5.7.3,

Po P1 P2 Ps
go @1 QG2 Q3
o T1 To T3
Cp €1 C2 C3

®C(p: Q, T) = A(p, Q: T'.l O!) = Szgn

Um resultado particularmente interessante que relaciona os predicados & e ® é

Teorema 10 Para quaisquer trés pontos p, g e r sobre um S-circulo ¢, temos que

Bc(p,q,7) = sign(®c(p, q) + ®c(q, ) + Bc(r, p))
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O
o
(a)
S
o
(b)

Figura 6.7: Ordenacao ciclica de trés pontos sobre um S-circulo: (a) ®.(p.q,r) = +1; (b)
®c(p= q, T‘) =-L

DEMONSTRAGAO: Seja o = spln(c). Como definido por Stolfi [33], a assinatura de um
ponto u de a em relagao ao tridngulo pgr e ao plano « é a sequéncia de sinais 0q0,039,
onde

oo = Au,q,r1,0)
o = Ap,u,r,a)
g = A(ps q,u, O!)

Ou seja, o; € a orientagao relativa a « do tridangulo pgr, com seu #-ésimo vértice substituido
pelo ponto u. Veja figura 6.8. Em particular, se u estd dentro do triangulo pgr entao

U =% g U
. o

(a) (b)

Figura 6.8: Assinatura de um ponto relativa ao tridngulo pgr e ao plano a.
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a assinatura de u é ou ‘+ + +’ ou ‘— — —’, dependendo da orientac¢do do triangulo em
relacao ao plano a. Mais especificamente, se u estd no interior do tridngulo entao, para
todo 1 =0,1,2, 0; = A(p, q, 7, @).

Pela figura 6.8, podemos verificar que a assinatura de qualquer ponto u no disco
delimitado por ¢ é sempre dominada pela orientacao do triangulo pgr em relacao a «.
Isto é, se u esta no interior do circulo ¢, entao

A(p:Q;T:a) = Sign(gﬂ + 251 +O’1)

Em particular, tomando-se u = detr(c), temos que

G+E+cE ¢ e ¢ VE+E+E ¢ o e

3 0 1 92 g3 ; Co 1 €2 C3

op = 5tgn 4 Ao e sign (6.6)
T'o L T2 T3 qo g1 q2 43
Cp Ci € Cj To Ty Tou Iy

Conforme vimos na se¢ao 5.7, esta férmula define a orientacéo relativa das retas dctr(c) V
[co, €1, €2,¢3) e gV 7.

Como ¢z < ¢ + ¢2 + ¢2 (pois ¢ é um S-circulo), entdo o ponto ¢ = [cg, 1, €2, C3]
estd do lado positivo (“exterior”) de S Além disso, temos que ¢’ ¢ spin(c) = +1 =
snrm(c) ¢ spln(c), ou seja, os pontos ¢’ e snrm(c) estdo do mesmo lado do plano spin(c).
Portanto, como g V r estd no plano a temos que

(detr(c) v ) o (qgV r) = (detr(c) V snrm(c)) o (gV 1) = (O V snrm(c)) o (g V )

Isto implica que, no ultimo determinante de (6.6), podemos substituir dctr(c) por O e ¢’
por snrm(c). Dai,

1 0 0 0
; €1 C C3

0p = Sign
do 41 G2 Qg3

To T1 T2 T3

Agora, comparando esta expressdo com a férmula (6.5), podemos concluir que o =
®c(g,7).
Utilizando um raciocinio anélogo, podemos concluir que 07 = ®.(r,p) e 02 = R¢(p, q).
Logo,
®c(p: q, T) S Sig?’h(@c(p, Q) 7 ®c(91 T) M ®C(T? p))
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6.6 Ordenacao ciclica de trés S-circulos em torno de
um ponto

Outra operacdo importante para o desenvolvimento de algoritmos de manipulacao de
mapas esféricos é a determinagdo da ordem (ciclica) em que trés S-circulos saem de um
ponto em comum. Para melhor definir esta operagao, vamos precisar do seguinte conceito:

Definigao 15 Um S-vetor é um par (p,c), onde p é um ponto de S% e ¢ é um S-circulo
passando por p.

Intuitivamente, um S-vetor (p, ¢) consiste dos pontos do S-circulo ¢ logo adiante de p,
no sentido positivo de ¢, ou seja, é o trecho inicial do S-circulo saindo do ponto p.

Desta forma, dados trés S-circulos a, b e ¢, todos passando pelo ponto p, vamos definir o
predicado &,(a, b, ¢), como sendo a ordem ciclica dos trés S-vetores s; = (p, a), so = (p, b)
e s = (p,c) em torno do ponto p. Mais precisamente, &,(a,b,c) é igual a +1 se esta
ordem (ciclica) coincide com a orientagdo canonica de S% é —1 se esta ordem é oposta,; e,
é 0 se pelo menos dois dos S-vetores sdo iguais. Veja figura 6.9.

| ] T o ff \,‘
rs i S
# /’ § \ - -~
i ‘\i o oA \‘
% J 5 P i
kS !
S b 7
N a=b* -~
&
(b) (c)

Figura 6.9: Ordem ciclica de trés S-circulos em torno de um ponto em comum: (a)
®,(a,b,c) = +1; (b) ®(a,b,c) = —1; (c) 8,(a,b,c) =0.

Note que, se os planos de suporte dos trés S-circulos tém uma unica reta
em comum, entdo o valor de &®,(a,b,c) pode ser facilmente obtido pelo predicado
&;(spln(a), spln(b), spln(c)) — visto na secao 5.8.2 — onde, [ é a reta comum aos trés
planos. Por outro lado, se os planos ndo tém uma tnica reta em comum, entao, neste caso,
para obter o valor do predicado &,(a, b, c) é necessério levar em consideracdo a orientacdo
e curvatura dos S-circulos. Na secdo 9.5, vamos apresentar um algoritmo (exato) para
determinar o valor deste predicado.
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6.7 P-circulos

Definimos um P-circulo como sendo um circulo orientado no plano R?. Da geometria
euclidiana, sabemos que um P-circulo é o conjunto dos pontos (z,y) € R? que satisfazem
a equagao
R - .
a(z*+y)+mz+ay+a=0 (6.7)

Esta equacao define um P-circulo se e somente se
2 2 ;
a; +a; — 4apaz > 0

Visto que os niimeros ag, a;, as € az — 08 coeficiente do P-circulo — definem univo-
camente o P-circulo, entao, vamos denotar estes coeficientes por [ag, a;, az, as].

Por defini¢ao, todo P-circulo é orientado. O lado positivo de a = [[ag, a;, as, a3]] consiste
dos pontos (z,7) de R? tais que

ao(r® +v¥) + a1z + agy +az > 0

Além disso, o sentido positivo de percurso do P-circulo a é o sentido anti-horario, visto
de um ponto no seu lado positivo.

Destas definigoes, € facil perceber que os coeficientes de um P-circulo sao homogeneos,
isto é, para todo A > 0, os coeficientes [[ag, a1, a2, as] e [Aao, Aay, Aas, Aas], definem o
mesmo P-circulo.

Novamente, da geometria euclidiana, temos que um circulo em R? com centro no ponto
(z..vu.) e com raio r > 0 consiste do conjunto de pontos (z,y) € R? tais que

(2* + %) — 2zx — 2yey + (22 +y2 — 1) =0 (6.8)

ou seja, os coeficientes deste P-circulo sdo [[1, —2z., —2y., 2> + y2 — r*]. Comparando-
se esta equagdo com a equacao (6.7), podemos concluir que, dado um P-circulo a =
lag, ay, as, as]], o centro de a é o ponto

petr(a) = (o2 52

200 : 2&0

e o raio de a é dado por

V@2 + a — daga;
2&0

prad(a) =

Note que quando aq = 0, o P-circulo [ay, a1, a2, as] se degenera numa reta, isto é, num
circulo com raio infinito. Neste caso, podemos dizer que o centro deste P-circulo é um
ponto no infinito na direcao (—a;, —as).
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6.8 Projecao estereografica

Para estabelecer a relacao entre S-circulos e P-circulos, vamos utilizar o conceito de pro-
jecao estereogrdfica que define uma correspondencia biunivoca entre todos os pontos de
S”. exceto um — o centro de projecdo — e os pontos de um plano de proje¢do. Para os
nossos propositos definimos a projecao estereogrdfica canénica, denotada por 1, na qual
o polo norte N’ = [1,0,0,1] é o centro de projecao, e o plano equatorial (0,0,0,1) —
identificado com o plano R* — ¢é o plano de projecdo. Veja figura 6.10.

Figura 6.10: Projegao estereografica canénica.

Mais precisamente, dado um ponto [w, z,y, z] em (S*\ N) definimos

W) = (527

w—2 w—z

Reciprocamente, a proje¢ao estereogrdfica (candnice) inversa que mapeia os pontos
(z,7) de R? nos pontos de S2\ N é dada por

vz, y) = [.:cz +y?+1,22,2y, 2% +¢° — 1]

E importante notar que a projecao estereogréafica 1 estabelece uma bijecio entre S-
circulos e P-circulos. Mais precisamente,

Teorema 11 Para todo S-circulo ((so, 81, $2,83)) € todo P-circulo [ao, a1, as,as]], temos

que
W((s0, 51,52, 83) \N) = [0+ 53,251, 252,50 — 53]

¥~ ([ao, a1, @2, as]) = ((ao + a3, a1, a2, a0 — a3)) \ N
Note que esta projecao leva S-circulos que nao passam pelo polo norte em P-circulos

de raio finito e vice-versa; e S-circulos que passam pelo polo norte para retas de R?, isto é,
P-circulos com raio infinito, e vice-versa. Por exemplo, o S-circulo equatorial ((0,0,0,1))
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corresponde ao P-circulo [[1,0,0,—1], cujo centro é o ponto (0,0) e cujo raio é 1; e o
S-cireulo ((0,1,0,0)) corresponde a [[0,2,0,0] que é o eixo Y de R

E importante notar que podemos definir uma infinidade de projecdes estereograficas
“nao canonicas” escolhendo diferentes centros de projecdo e/ou diferentes planos de pro-
jecao. Cada uma destas projecoes estabelece uma correspondéncia diferente entre S-
circulos e circulos no plano de projecao.



Capitulo 7

(Geometria exata na esfera

A implementagio convencional da maioria das operacdes descritas no capitulo 6 utiliza
nimeros em ponto flutuante para definir as coordenadas e coeficientes dos pontos, retas
e planos. Portanto, esta forma de implementagao esti sujeita a erros de arredontamento
inerentes deste esquema de representagdo numérica. Como observamos no capitulo 1,
guaisquer erros de arredondamento séo fatais para algoritmos geométricos. Para evitar
estes problemas, nosso objetivo neste capitulo é adequar a representacdo da geometria dos
mapas esféricos, descrita nos capitulos anteriores, de modo que ela possa ser manipulada
de maneira exata (isto &, livre de erros de arredondamentos).

De um modo geral, para evitar os erros de arredondamento inerentes as operagGes
em ponto flutuante é necessario nos restringirmos aos nimeros racionais e as opera¢des
racionais tais como soma, subtragio, multiplicagdo e divisdo. Como veremos a seguir, a
utilizacdo de coordenadas homogéneas nos permite reduzir de maneira natural todos os
calculos a operagdes com nimeros inteiros.

7.1 Pontos racionais

Um ponto de R?® é dito racional se todas as suas coordenadas cartesianas {X,Y, Z) sdo
niimeros racionais. Visto que as coordenadas homogéneas de um ponto (X, Y, Z) € R3 sao

[A, AX, XY, AZ] paratodo A > 0, entdo qualquer ponto racional de coordenadas cartesianas

i‘(;f, %’:—, ;Lz) pode ser representado pela quadrupla de nimeros inteiros [A, q%pz, ﬁpy, qipz}

com A = mmeclq,,qy,q.). Portanto, podemos dizer que um ponto de R* é um ponto

racional se e somente se ele possui coordenadas homogéneas inteiras.

P
gz’

1

Analogamente, uma diregéo racional — a direcio de um vetor ( ) com Co-

S5
o

>

ordenadas racionais — pode ser representada pelo ponto no infinito {0, ~-ps, %py, ;‘—zpz}

com A = mmc(g,, Gy, Gz )-

77
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7.2 Pontos de S? representiveis exatamente

H4 dois conjuntos de pontos de S% que podem ser representados exatamente de modo
bastante simples. Um deles, que denotamos por A, é o conjunto de pontos racicnais sobre
a esfera §2, isto §,

A = {[ag, .. az]| a? + a3 + a3 = a2, ay > 0 e {ap,..a3) € Z'}

O outro, denotado por B, é o conjunto dos pontos p = [w,z,y, z] de S? cujas trés
tltimas coordenadas homogéneas z, ¥ e z sf0 nimeros racionais. Mais precisamente

B = {[bo,. bs]| b2+ b3 485 = B2, by > 0 e (b1, by, b3) € Z°}

Em outras palavras, B é o conjunto de pontos de S? cujas dire¢des em R relativas
4 origem, sdo racionais; equivalentemente, B consiste das projecGes radiais sobre S? de
todos os pontos racionais de R®, exceto (0,0,0).

Visto que os pontos de B sao pontos em S, entdo a coordenada w pode ser determinada
pela formula w = /2% + y? + 22 e portanto pode ser deixada implicita. Ou seja, um ponto
p em B pode ser representado exatamente pela tripla [z, v, z] correspondente & diregio do
vetor que sai da origem de S? e passa pelo ponto p.

Note que A C B.

7.2.1 Aproximacao de pontos genéricos por pontos de B

Nos resultados a seguir usaremos a notacio ¢x¢ para indicar a parte inteira de z, isto é

M:{ [z} sez>0

[z] sexz <0

Vamos agora mostrar que o conjunto B é denso sobre $?, e nesta demonstragio, vamos
definir um método de aproximacao de pontos genéricos de S? por pontos de B.

Lema 12 Para todo ponto p = (,y,z) em S? e todo real € > 0, seja n um real tal gue
p

n > V3-max{1,£} e sejam ¢ = §nrd, ¢ = fwh, & = dnzd e o = VE + @+

Entdo, o ponto q = [qo, -- q3] estd em B, e Sdist(p, q} < e.

DEMONSTRAGAO: Sejam 41, 63 e 63 os trés mimeros reais tais que $7zd = nx — 61, $nyd =
ny — 62 € $1zd = nz — §3. Portanto, ¥ = nii — 6, onde ¥ = {q1,q2,¢3), € =p = (x,y,2) e
5 = (51,52, 53).
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Note que |§;] < 1, para todo %; portanto, ||3)| < v/3. Logo,
5] =l — 8| > {lmill = 3]l =7 = [16]] > V3~ V3 =0

ou seja, [|7]| > 0, o que implica que pelo menos uma das coordenadas ¢, g2 ou ¢z é nao
nula; portanto, [go, ¢1, g2, ¢3] € um ponto de B.

Seja @ o dngulo entre @ e ¥. Entéo, # € [0 __ 7] e Sdist(p,q) = 8. Além disso, seja d a
distancia euclidiana entre o ponto nu e a reta Og¢ — veja a figura 7.1 — dai,

18l _ /3
7

n

) d d
Sinfl = ———=— <
Indll  n

Figura 7.1: Distéancia d entre o ponto ni e a reta Og.

Dai, 8 < arcsin (Jné) Visto que 1 > %%3 e visto que, para todo y € [0 __ 1], arcsin(y) <
27, entao

V3

Sdist(p, q) = 6 < arcsin (_ﬁ-) < zr_\/_g <z 2¢

<—V3—==c¢
2 n 2 m/3
O
O lema 12 d4 origem a um algoritmo bastante simples para aproximar um ponto

genérico da esfera S por um ponto de B. Vamos denominar este algoritmo de BAprox.

Corolario 13 Para todo ponto p de S e todo real € com 0 < € < 7/2, eziste um ponto
g = g0, -- g3} em B tal que Sdist(p, q) < €, e cujas coordenadas inteiras qi, ¢, € q3 tém no
mdzimo |logy 1| + 3 bits.

Coroldrio 14 O conjunto B ¢é denso sobre SZ.
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7.2.2 Aproximacgao de pontos genéricos por pontos de A

Considerando a férmula da projegéo estereografica candnica 1 (segéo 6.8), podemos veri-
ficar facilmente os seguintes resultados:

Lema 15 A projegdo estereogrdfica candnica v é uma bijecdo continua enire os pontos
de A\N e o0s pontos racionais Q% de T2.

Uma vez que o8 pontos racionais 540 um subconjunto denso de R2, o lema 15 nos
permite concluir gue

Corolario 16 O conjunto A € denso sobre S°.

Este resultado sugere um algoritmo, denominado AAprox, para aproximar um ponto
genérico p = [po, 1,2, p3) de S por um ponto de A com uma precisio arbitraria ¢ > 0
dada.

Sem perda de generalidade, podemos supor que p est4 no hemisfério sul da esfera S,
pois caso contririo, basta determinar uma aproximacgio ¢ = [go, ¢1, g2, ¢3] Para o ponto
P = [P0, —P1, —P2, —p3| € tomar o ponto § = [qo, —1, —92, —ga]. Pode-se verificar que, para
quaisquer dois pontos p e ¢ no hemisfério sul da esfera §°

Sdist(p, q) < 2dist(¢(p) — ¥(q)) (7.1)

Portanto, o algoritmo AAprox consiste em: (1) calcular inicialmente o ponto p’ = 1(p)
de R?* com erro ¢ < £; (2) aproximar o ponto p’ por um ponto racional ¢ de R? com erro
n < 5 —9J; e (3) computar ¢ =% (¢’), com aritmética exata.

Pelo lema 15, temos que ¢ é um ponto de A; portante, pela formula (7.1), podemos
concluir que Sdist{p,q) < €.

Visto que A C ‘B, o coroldrio 16 implica que B é um subconjunto denso de S (co-
roldrio 14). No entanto, a aproximacéo por pontos de A fornecida pelo algoritmo AAprox
requer o dobro de bits que a aproximagao por pontos de B fornecida pelo algoritmo BAprox
(lema 12).

Corolério 17 Para todo ponto p de §? ¢ todo real € > 0, existe um ponto ¢ = [go, -. 5]
em A tal gue Sdist(p, q) < €, e cujas coordenadas inteiras v, g1, ¢ € g3 tém no mdrimo
2 [logy L] + 3 bits.

DEMONSTRACAO: E ficil ver que para todo ponto p do plano R2? e todo € > 0 existe um
ponto racional ¢' = (ﬁ, fﬁ) tal que dist(p,¢’) < € e z, ¥, e w sdo inteiros com [log2 %J +1

bits. Visto que ¥~ é uma fungéo quadrdtica, podemos concluir que as coordenadas
inteiras do ponto ¢ = y~*(¢’), eliminando os fatores comuns, tém 2 |log, 2| + 3 bits.
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7.3 Planos e S-circulos racionais

Dizemos que um plano o = {og, &1, 00, 03) é racional se todos os coeficientes oy 530
nameros racionais. Por sua vez, um S-circulo é dito racional se o seu plano de suporte é
um plano racional.

Visto que um plano ¢« pode ser representado por qualquer quidrupla
{Aoyg, Ay, Adrg, Az} com A > 0, entdo todo plano racional pode ser representado por
um gquddrupla de coeficientes inteiros. Portanto, podemos dizer que um plano é racio-
nal se ele possui coeficientes homogéneos inteiros. O mesmo se aplica, obviamente, aos
S-circulos racionais.

7.3.1 Construgao de um S-circulo racional com centro em B

Vamos agora mostrar que dado um ponto p = [py,..pa] em B e um raio § € (0 __ ),
podemos sempre obter um S-circulo racional com S-centro no ponto dado e cujo S-raio é
suficientemente préximo de 6. Isto é,

Lema 18 Para todo ponto p = [po, .. ps] de B com coordenadas p., pa e p3 inteiras, todo
€ (0..7) etodoe >0, sejag = [%1 Entéo, b= ((—bopocos 0%, opr, ope, 0p3) € um
Scireulo racional tal que scir(b) = p e |srad{b) — 8] < e.

ki

DEMONSTRAGAO: Sem perda de generalidade podemos supor que ¢ < Z, pois caso contrario
basta provar o lema para o ponto 7 = [py, —p1, —D2, —ps} € raio 8§ = m — 6, obtendo assim
um S-circulo racional a = ((ag, .. a3)) tal que scir{a) =P e |smd(a) — 6| < ¢ dal, basta
observar que sctr(—a) = p e [srad(—a) — 6] = |srad(a) — 5[.

Note que o é inteiro e 0 > 1. Visto que p € B, entdo py = /p? + p + p}; como py,
Do € Py SA0 inteiros e ndo todos nulos, entdo py > 1. Obviamente, 0s coeficientes de b sido
inteiros. Além disso, com a suposi¢do de que 6 < %, temos que opocosé > 0. Portanto,
bo = —bopocos B = — [opgcosb]; dai

b2 = |opgcosf]® < o%p)cos®§ < o?p2 = o*(p? + pi + p2)

o que significa que & é um S-circulo, obviamente racional, com sctr(b) = p.
Agora, seja ¢ = srad(b); entdo

opp cos @ opgcos f
(0 = arccos (———% Po §>) = Arceos (L_EQ___J)
TPo TPo
Visto que [ops cosé] > opycosf — 1, entdo

lopp cos @] - (opocos® — 1)  cosf 1

oPo OPo o

Cos p =
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Por outro lado, visto que [opgcos@] < apy cosb, entdo

cos @ opy cos f
cosr,o:l'gp0 J < 7o =cosd

Po Po
Logo,

1
0<cosf —cosp < —
P

Visto que o > 1 e py > 1, entdo %m < 1, o que implica que

13\ 1
cos @ — cosp)® < (—) < — 7.2)

( 2 9Po)  9Po (
Como i é um S-raio, entéo tanto § como ¢ pertencem ao intervalo (0 __ #), e portanto
sinf > 0 esiny > 0. Dai,

(sinf — sing)® = [sind — sin| [sinf — sin @] < [sind + sin p| |sin & — sin y|
= |sin®# — sin® p| = |1 — cos? — (1 — cos® )]
= |cos? iy — cos? @] = |cos ¢ + cos | |cos g ~ cos B
= < 2cosp — cos 6| < 2

(7.3)

De (7.2) e {7.3) temos que

c0s? @ 4+ cos?p — 2cosfcosy = (cosh —cosy)? <
sin? @ +sin® ¢ — 2sinfsing = (sind —sing)? <« =

Somando estas duas desigualdades obtemos

3
2 —2(cosfcosy +sinfsingp) < —
Gpo

0 que implica que

—¢)>1—
cos( @} -

Agora, usando a expansdo de Taylor da funcéo cos(z), temos que

(9—w9+(9—wf

- <] -
cos{d — @) < 1 7 52
Portanto , .
-9)f @9 3
2 24 2070
Por outro lado, podemos mostrar que para todo z no intervalo [—v/10 __ /10 ]
@ o =
12— 2 24
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Novamente, visto que § e ¢ pertencem ao intervalo (0 __#), entdo (§ — ) € (—x __7) C

[-+/10 - +/10]. Portanto,

Y — 2 Ry
O-9) E-9)® -9 3
12— 2 24 2opg
Logo,
18
|srad(a) — srad(b)| =160 — ¢l </ — < ¢
TPo
O

A partir do lema 18, podemos concluir que o niumero de bits necessirio para, construir
o S-circulo desejado é proporcional a precisao utilizada. Ou seja,

Corolario 19 Para todo ponto p = [py, .- p3) de B com coordenadas py, p, € p3 inteiras de
m bits, todo 8 € (0 __7) e todo € > 0, existe um S-circulo racional b tal que sctr(b) = p,
|srad(b) — 0] < € ¢ cujos coeficientes sdo inteiros com max{m,2 |log<|} + 6 bits.

Além disso, 0 mesmo lema 18 nos permite concluir que todo S-circule com S-centro
num ponto de B pode ser adequadamente aproximado por um S-circule racional; malis
precisamente,

Coroldrio 20 Pera todo S-circulo a = ((ag, 1,0, 03)) tal que a1, ay e ag sdo inteiros e

todo real € > 0, sejam k = \/a} +al +al eo = !-:78’;-‘ e seja b= ((§oag}, oa1, 0a2,003).
Entdo b é um §-circulo racional tal que sctr(b) = scir(a) e |srad(a) — srad(b)] < ¢.

7.4 Aproximacao racional de S-circulos genéricos

Vamos agora mostrar que um S-circulo genérico (com S-centro e S-raio quaisquer} pode
ser aproximado por um S-circulo racional com uma precisdo arbitraria.
Para comparar os S-circulos usaremos o seguinte conceito:

Definicao 16 Para quaisquer dois conjuntos A e B de R*, a distdncia de Housdorff entre
A e B, denotada por Hdist(A, B), é dada por

Hdist{A, B) = max {sup{inf dist(z,y)}, sup{inf dz'st(:.s,y)}}
zedA YEB yeB TE€A

Mostra-se [19] que Hdist é uma distancia sobre o conjunto dos subconjuntos compactos
de R™.
Para obter a aproximacdo dos S-circulos genéricos, utilizaremos o seguinte lema:
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Lema 21 Dados dois S-circulos a e b, a distancia de Hausdorff entre estes dois S-circulos
¢ tal que
Hdist{a,b} < Sdist(sctr{a), sctr(b)} + |srad(a) — srad(b)|

DEMONSTRAGAO: Seja ¢ um S-circulo com o0 mesmo S-centro que & e com o mesmo S-raio
que a. Pela desigualdade triangular temos que

Hdist(a,b) < Hdist{a,c) + Hdist(c,b)

Visto que ¢ e ¢ tém o mesmo S-raio, € facil verificar que Hdist(a,c) <
Sdist(sctr{a), sctr(c)). Analogamente, visto que b e c tém o mesmo S-centro, temos
que Hdist{e,b) = |srad(c) — srad(b)] = |srad{a) — srad(b)]. Logo,

Hdist{a,b) < Sdist(sctr(a), sctr(b)) + |srad(a} — srad(b)|

O
O lema 21 nos permite combinar os lemas 12 e 18 para obter o seguinte resultado:

Coroldrio 22 Para todo S-circulo a e todo € > 0, sejam p = (x,y,2) = scir{a), § =
srad(a), n > /3 -max{l,Z}, k= \/‘ﬁnx%g +dnyd +4nzd’ eo = [R]. Entdo,

b= ((—forcosBb cinzd, odnyd, abnzi)

¢ um S-circulo racional tal que Hdist{a,b) < e.

DEMONSTRAGAO: Dados n > V3 - max{l,Z} e & = \/én:c? + $nyd’ + §nzd’, pelo le-
ma 12, temos que g = [k,¢nxd, $nyd, énzd] é um ponto de B tal que Sdist(p,¢) =
Sdist(sctr(a),q) < §. Agora, pelo lema 18, dado ¢ = [£2], temos que b =
(—$orcosBd,cénzd,cényd, obnzd) é um S-circulo racional tal que sctr(d) = g e
|srad(d) — 0] < 5.

Portanto, pelo lema 21,

Hdist(a,b) < Sdist(sctr(a), sctr(b)) + |srad(a) — srad(b)| < %+ % =€

O

A partir deste resultado podemos concluir que

Corolirio 23 Para todo S-circulo a e todo real € > 0, existe um S-circulo racional
b = ((by, .. b3)) tal que Hdist(a,b) < ¢ e cujos coeficientes sdo inteiros com no mdzimo
2 |logy 2| + 9 bits.
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Note que, assim como nos casos anteriores, o numero de bits necessdrio para aproximar
um S-circulo genérico por um S-circulo racional é proporcional a precisdo desejada.
Finalmente, temos que

Corolario 24 O conjunto dos S-circulos racionais € denso no conjunto de todos os S-
circulos.

7.5 P-circulos racionais

Um P-circulo — isto é, um circulo no plano B2 — a = [ag, €1, az, a3 é dito racional se
os seus coeficientes ag, -- -, a3 540 racionais; equivalentemente, inteiros. Had uma estreita
correspondéncia entre os circulos racionais de R? e de S%

Lema 25 A projecdo estereogrifica candnice ¥ € uma bijecdo entre os S-circulos racio-
nais e os P-circulos racionass.



Capitulo 8

Intersecao exata de S-circulos

Como o leitor deve se lembrar, o nosso objetivo é elaborar uma representacao da geometria
dos mapas esféricos que além de ser exata também seja fechada para a operagao de
sobreposicao.

A representacao descrita no capitulo anterior nos permite aproximar adequadamente os
elementos (vértices e arestas) de um mapa esférico por elementos cuja geometria pode ser
representada exatamente. Mas, para que a operacao de sobreposicio possa ser realizada
de maneira exata é fundamental que o ponto de intersecao a A b entre dois S-circulos
racionais a¢ e b também possa ser representado exatamente.

Infelizmente, como podemos verificar através do exemplo a seguir, mesmo que a e b
sejam S-circulos racionais, o ponto a A & pode nao estar contido nos conjuntos A e B que
definimos no capitulo anterior: por exemplo, se a = (1,2,2,2)) e b= (1,2, -2, 2)), entéo

anb= [4,—1+x/?,0,—1—x/?]

que n&o é um ponto do conjunto B, pois (=1 + +/7)/(—1 — +/7) nio é um nimero racio-
nal. Para contornar este problema, vamos estender a representacdo exata de pontos de
S2, definindo um conjunto (maior) de pontos de S? com representagio exata que inclua
também os pontos de intersecdo entre dois S-circulos racionais.

8.1 Intersecao entre S-circulos pela reta em comum
aos planos de suporte

Sejam a e b dois S-circulos e sejam « e 3 os seus respectivos planos de suporte, isto é,
a = spin{a) e B = spin(b). Além disso, seja ! a reta de intersegio entre estes planos,
isto 6, I = a A 8. E facil perceber que os pontos de intersecdo entre os S-circulos a e b
corresponde aos pontos de intersecio entre a reta l e a esfera S2. Veja figura 8.1.

86
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B=spln(b)
a=spln(a)

PN

I=aAB
(a) (b)

Figura 8.1: Intersecao entre dois S-circulos e entre os seus planos de suporte.

Portanto, os pontos de intersecdo entre dois S-circulos podem ser identificados pela
reta de intersecao entre seus planos de suporte, sendo que a orientagao desta reta nos
permite distinguir de maneira ndo ambigua o ponto de intersecao canonica a A b do outro
ponto de intersecao a A (—b) — caso eles sejam distintos.

Vamos denotar por ent(l) o ponto do aquém onde a reta [ “entra” em S2, isto é, deixa
o lado positivo (“exterior”) de §% e por ext(l), o ponto do aquém onde a reta [ “sai” de
§2 isto é, entra no lado positivo de S Além disso, é conveniente denotar por mid(l) o
ponto médio entre estes dois pontos, isto é, mid(l) = I A bisect(l), o que corresponde ao
ponto de [ mais préximo da origem O. Veja a figura 8.2.

mid(1)
ext(l)

Figura 8.2: Os pontos ent(l), mid(l) e ext(l).

Como podemos verificar, para toda reta [ = (ly, ..ls) que intercepta S§*

ent(l) = [p, —llo—lls— 15V, loly—lals +14V/8, lols + lils — 15V/3 ]
mid(l) = [ w, —lilo —lsly, lola — l3ls, loly + lils ] (81)
ext(l) = [p —lly—laly+1sV0, lola —lsls — V8, lola + lils + V3 |

onde u=B+0B+Bed=p—(Z+8E+15).

Pela férmula (5.5), uma reta [ é tangente 4 S* se e somente se I3+ 15 +12 = 2+5+13.
Note pela férmula (8.1), que isto implica que ent(l) = mid(l) = ezt(l) — o que esta de
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acordo com a definicao destes pontos.
Portanto, considerando a definicao de intersecao canonica entre dois S-circulos
(se¢do 6.5.2), podemos concluir que

Teorema 26 Sejam a e b dois S-circulos, seja |l = spln(a) A spln(b) e seja & = (I3 + 13 +
2) — (2 + & + 2). Entdo,
aNb=ert(l)

se e somente se d > 0, ou d =0 e dctr(a) o spln(b) = +1. Caso contrdrio, a A b= [0].

8.2 Pontos sub-racionais de S2

De acordo com as equagoes (5.4), a intersecio entre dois planos racionais é uma reta com
coeficientes de Pliicker racionais; isto é, uma reta racional. Por outro lado, pelo teore-
ma 26, a intersecao canodnica entre dois S-circulos pode ser representada pelos coeficientes
de Pliicker da reta spln(a) A spln(b). Portanto, a interse¢ao candnica entre dois S-circulos
racionais pertence ao conjunto

€ = {ext(l) | | é uma reta racional }

que é denominado o conjunto dos pontos sub-racionais de S2.

Assim, todo ponto p € € pode ser representado exatamente pelos seis coeficientes
racionais — equivalentemente inteiros — de alguma reta racional [ tal que ezt(l) = p.
Neste caso, se [ = (lg, 1,13, 3, s, l5), vamos denotar

ext(l) = (lo, 11, ls, 13, g, I5)

E facil ver que A C ‘B C €. O relacionamento entre os conjuntos A e € é estabelecido
mais precisamente pelos seguintes teoremas:

Teorema 27 Sejam (ly,..l5) 0s coeficientes inteiros de uma reta racional . Entdo ext(l)
pertence a A se e somente se (I3 + 13 +12) — (3 + 2 + 12) é um quadrado perfeito.

DEMONSTRAGAO: Se & = (12 + 12 + %) — (12 + 1? + [3) é um quadrado perfeito, entao as
coordenadas de ezt(l) na férmula (8.1) sdo nimeros inteiros. Portanto, ext(l) € A.

Reciprocamente, suponha que J nao é um quadrado perfeito. Visto que [ intercep-
ta S%, entdo pela féormula (5.5), podemos concluir que (lo,l4,15) # (0,0,0). Dai, pela
formula (8.1), pelo menos uma das coordenadas homogéneas de ext(l) é da forma a—+1;V/5,
com « racional e [; # 0. Como p = I3 + [ + [2 é um ndmero racional, entdo a razao
(e + 1;1/8) /1 nao é um nimero racional. Logo, ezt(l) ndo é um ponto racional.
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Coroldrio 28 Para toda refa racional I, ext(l) € A se e somente se ent(l) € A.

Teorema 29 Um ponto p pertence a A se e somente se existem pelo menos duas retas
racionais distintas | e m tais que ext(l) = p = ext(m).

DEMONSTRAGAQ: Inicialmente, suponha que p € A. Sejam ¢; e g2 dois pontos distintos
de A tais que q; # p # go. Entéo, as duas retas !l = ¢, Vp e m = ¢, V p sao racionais, sao
distintas (pois ndo hé trés pontos colineares em S2), e ext(l) = p = ext(m).

Reciprocamente, sejam { e m duas retas racionais distintas tais que ezt(l) = p =
ext(m). Se [ # —m entdo, pela férmula (5.9), podemos concluir que p = IN'm é um ponto
racional. Por outro lado, se I = —m entdo ¢ fato de que ext{l) = ext(m) implica que !
e m sdo tangentes a S°. Neste caso, p = mid({) e portanto, pela férmula (8.1), p é um
ponto racional.

Corolério 30 Um ponto p pertence a C\A se e somente se existe uma dnice reta racional
[ tal que p = ext(l).

Corolario 31 Um ponto p pertence a B\ A se e somente se l = OV p € a tinica reta
racional tal que p = ext(l).

DEMONSTRACAO: Para todo p = [pg, p1,p0,p3] € $% sejal =0V p = {0,0,p3,0,—p2, p1}-
E ficil ver que p = ezt(l). Se p € B\ A, entéio p;, p; e p; 30 niimeros inteiros, o que
implica que { é racional; além disso, pelo corolaric 30, a reta [ é tnica. Reciprocamente,
se [ € uma reta racional, entdo dir{l) = [0,p1, P2, ps] € uma direcdo racional e portanto
p € B. Além disso, se [ € 1inica, pelo corolario 30, p € A.

Teorema 32 Um ponto p de R® pertence a € se e somente se

p = [a0, a1 + b1/, ag + Ba/c, a3 + b3/ | (8.2)

onde ag, a1, Og, a3, by, by, by e ¢ sGo numeros inteiros que satisfazem as seguinies con-
digoes:

(i) ap =0 +b3+b3#0
{(i1) @101 + azby + azbs =0
(iii) ao(ag — ¢) = a? + a2 + a2

Neste caso, p = {{asbs — azbe, azhy — aibs, agbs, a1bs — agby, —aohs, aob1))
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DEMONSTRAGAO: Inicialmente, vamos mostrar que todo ponto p € € é da forma (8.2),
sendo que os inteiros ag, a1, az, a3, b1, by, b3 e c satisfazem as condigbes (i) — (iii).

Seja {ly, .. I5) os coeficientes de Pliicker inteiros de uma reta racional { tal que ext(l) = p.
Tomando-se

g = lg + fﬁ + fg b = I

a1 = “1152 - !334 bg = ——.‘!4

aa = Iggg - 3335 b3 = 52 (83)
y = 3034 + 1115 c = ag — (lg -+ E% -+ l%)

temos que

(i) ap = 2+ 12415 =02 + b2+ b3 e ap # 0, pois de acordo com a férmula (5.5), se
lo =1, =I5 = 0 entdo ! seria uma reta no infinito.

(11) Glbl -+ agbg + 11353 - 35(—3152 — 33-‘!4) - 54(5032 - 3335) -+ 32(!{034 + 3135) = 0

(Ill) GJ% = ('—3132 - E3£4)2 = Z%l% + E%Ef + 11326334 + 51325384
ﬂ.% = (.’fggz - 5355)2 = lﬁlg + E%Eg - 30125355 - 30323355
@ = (lola+hls)? = BIE+BE+illgs + lhlyls

Dai,

af+as+af = LU+ +EGE+)+EG+E)+
+ Lls(hly — lols) + lpls(lilg — ola) + Lila(lels + ols)

Aplicando a condicao de Pliicker (5.3) em cada um dos trés 1iltimos termos, obtemos

a2+ai+ad = BE+D+EGE+R)+EGE+B)+
+ bLilz(lls) + lols(lols) + Ly (L 1)
= Bl+E+ B+ BB+ E+)+ B0 +32+13)
B+B+DB+B3+1D)
au(an“‘c)

0 que mostra que os inteiros ay, a1, as, as, b1, b, by € ¢ satisfazem as condigdes (i) — (iii).
Além disso, da férmula (8.1), sabemos que

eat(l) = [,u,—zlzzw1314+15\/3,1012—z315-14\/5,1014“115”2\/3] (8.4)

onde p=E2+B+12=a22+adb) +albl =aded=p—(Z+12+13).
Portanto, aplicando as respectivas equagtes dadas em (8.3) obtemos que

p=ext(l) = [ao,al + bi1/C, ag + ban/e, as + bav/c }
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0 que mostra que p é da forma (8.2).
Reciprocamente, sejam ag, a1, az, a3, by, b2, b3 € ¢ nlimeros inteiros que satisfazem (i)
— (iii) e seja

I = { aghs — aghy, ashy — aibs, aebs, a1bs — agbr, —agbe, agby )

Pela condicdo (i), ag # 0 e existe ¢ € {1, 2,3} tal que b; # 0. Desta forma, aoh; # 0, o que
implica que pelo menos um coeficiente de [ é diferente de zero. Visto que

lols — lls + bl = aghy(a2ds — asbz) — (—aebs)(ashy — a1bs) + agbs(aibe — azby) =0

entao a condigio de Plicker (5.3) é satisfeita, 0 que mostra que a séxtupla ! define uma
reta, obviamente racional.
Dai, pela férmula (8.4),

lg + Ei? -} 5% = (agb3 — (13{)2)2 + ((Igbl — alb3)2 + (a1b2 — agbl)z
= a%bg + ngg - 20;2@352&’3 + Gf%bg -+ a%b% — 2a,a3b, b3+
+a3b? + a3h? — 2a1a2b1 b
= a7 (b7 + bF) + a3 (b] + b) + af (0] + b5)—
—2(11025152 - 201&35163 — 2&2@35153

Usando a condiggo (i) temos (a1 +azb;+a3b3)? = 0, 0 que implica que a?b?+a2b3+albi =
—2&1&25152 - 2&1@36153 — 202&35263. Portanto,

BB+ = aX(b2+03)+a3(B2 +b2) + al(b? + b2) + a?b? + a3bl + adbl
= a?(b? + b2 + b2) + a2 (B2 + BE + b2) + a2(B% + b2 + b2)

(a2 + a% + a2)(b% + B3 + b)

= ap(a? +aj +al)

De onde obtemos que

§=p— (I +E+15) = af —aolaf + a3 + a3) = aolag — a1 — a3 - a5)

Além disso,

—hily — Ll = —(ashy — arbs)agbs — (a1by — apby)(—aghs)
—ag(lgblbg, + agay b% + Goalb% et agazblbz
—agb; (azbs + asbs) + agay (b2 + b2)

agalbf + apty (b% + bg)

= aoal(bf + bg + b%) = agal
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Desta forma, temos que

—3112 — 5354 -— 55\/3 = a%al + Gobl \/ag(a,% -— CL% — a% — a%)

2 .2 .2 9
aglag —ai —aj —a
a% ay bl 0 12 3)
o

= aj(ar + bi/c)

Analogamente, a terceira e a quarta coordenadas homogéneas do ponto ezi(l) na
férmula (8.4) sfo respectivamente

loly — lals — 13V/6 = a2(ag + bav/C)
Ily + s + bV = d?(as + b3/<)

Dai,
ext(l) = laf,aj{a1 +biv/c), ag(az + bav/c), a3 (as + b3/2)]

Finalmente, visto que ay # 0, pela condigdo {i), entdo
ext(l) = [ao, a1 +biv/e, gz + bov/e, az + s/ =p

Portanto, existe uma reta racional  tal que p = ezt(l); logo, p € C.
Note que a segunda parte da demonstragio estabelece que se os inteiros ag, a1, a2, a3,
b1, b, bs e ¢ satisfazem as condicdes (i} — (iii) entdo

p = {asbs — asbe, agh — a1bs, aobs, a1bo — aobi, —aobs, aob1))

8.3 Representacao computacional

Antes de iniciarmos as descriges dos algoritmos de manipulagio de mapas esféricos,
precisamos definir uma representacdo computacional para a geometria dos elementos do
mapa.

8.3.1 Representaciao candnica dos pontos de €

Pelo coroldrio 30, se um ponto p pertence a (C\ A), entdo existe uma Unica reta racional
[ tal que ezt(l) = p. Neste caso, vamos denotar esta reta por stab{p). Por outro lado, se
p € A entdo hé infinitas retas racionais ! tais que ext(!) = p. Em particular, para qualquer
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ponto racional ¢ no lado negativo (“interior”) de §? a reta ¢ V p tem esta propriedade.
Neste caso, definimos stab(p) como sendo a reta OV p = (0,0, p3, 0, —p2, p1}.

Para tornar os algoritmos geométricos mais simples, vamos supor que todo pontop € €
é representado por uma séxtupla de inteiros {py,.. ps)} onde (po,.. ps} a0 os coeficientes
de Pliicker da reta candnica stab(p). Por convengéo, estes coeficientes estarfo sempre na
sua forma reduzide; isto é, se stab(p) = (po, .. ps) entdo mdc(pg, -+, ps5) = 1.

Em outras palavras, o ponto p = {pg,..ps)} de € estd representado na sua forma
candnica se e somente se stab(p) = (pq, .. ps).

Vamos entao supor que os pontos, retas, planos, S-circulos e S-arcos sio representados
pelos respectivos objetos definidos (em Modula-3) na figura 8.3.

8.3.2 Algoritmos para obtengao da representacao canénica

Dado um ponto p de € e uma reta racional [ tal que ext(l) = p, entdo a representacio
candnica do ponto p pode ser determinada pelos procedimentos a seguir. O procedimento
AExt recebe como pardmetro uma reta [ e verifica se o ponto ext(l) pertence a A; em
caso afirmativo, retorna as coordenadas homogéneas de ext(l); caso contrario, retorna
[0] =[0,0,0,0].

procedure AExt(/ : Line) : APoint;
pe B+ B+
§ 4 p—(I§ + B +13);
if § é um guadrado perfeito then
return [, —l1ly — i3l + 15V/8, lly — lals — 153/, loly + lils + V3 |
else return [0]

QO procedimento CExt recebe como pardmetro uma reta [ e retorna a representagéo
candnica do ponto ext(l) € €. Ele usa o procedimento auxiliar Reduce(l) que elimina os
fatores comuns nos coeficientes de Plicker da reta I.

procedure CExt{ : Line) : CPoint;
p + AExt(l);
if p = [0] then m <+ Reduce(l)
else m «+— Reduce(O V p)

return {my, .. ms))

Como se pode perceber, a representagao canbnica nos permite verificar facilmente se
dois pontos p e g de € sdo iguais; para isto, basta verificar a igualdade dos coeficientes de
Pliicker das retas stab{p) e stab(g), que estio na forma reduzida.
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APoint = object
coord : array[0..3] of integer;

end;

BPoint = object
coord : array[1..3] of integer; {coordenada 0 é implicita}

end:

CPoint = object

coeff : array[0..5] of integer; {coeficientes da reta candnica}
end;
Line = object

coeff 1 array[0..5] of integer;

end;

Plane = object
coeff : array[0..3] of integer;

end;

SCircle = object
coeff . array[0..3] of integer;

end;

SCurve = object

org : CPoint

scire : SCircle

dst : CPoint
end;

SArc = SCurve; {Um S-arco é uma S-curva com org # @ e dst # T}

Figura 8.3: Definigdo em Modula-3 da representacao geométrica.
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8.3.3 Representacao da geometria na estrutura SMC

Vamos agora estender a estrutura de dados SMC (descrita no capitulo 4), para incluir
dados sobze a representacio geométrica dos elementos do mapa.

A representagiio exata dos pontos sub-racionais (pontos de €) descrita neste capitulo,
nos permite representar exatamente o ponto de intersecdo entre dois S-circulos racionais.
Portanto, se nos restringirmos apenas a mapas esféricos cujos vértices sdo pontos de € e
cujas arestas sdo arcos de S-circulos racionais (ou o préprio S-circulo no caso de arestas
ovais), entfo o mapa resultante da sobreposi¢io de dois desses mapas também ters vértices
que sdo pontos de € e arestas cujo S-circulo de suporte é racional; conseqiientemente,
esta sobreposicio também pode ser representada de maneira exata. Ou seja, adotando
esta restrigao, a representacac exata para mapas passa a ser fechada para a operacao
de sobreposi¢do. Note que esta restricao é perfeitamente aceitdvel, pois, como vimos no
capftulo 7, todo ponto de §? pode ser adequadamente aproximado por um ponto de € e
todo S-circulo também pode ser adequadamente aproximado por um S-circulo raional.

A representacio geométrica dos elementos do mapa serd incorporada a estrutura SMC
através dos campos props dos objetos Vertex e Edge, sendo que, como vimos na secéo 4.1, os
tipos destes campos sdo respectivamente VertProp e EdgeProp cuja definicdo é a seguinte:

VertProp = object

geom : CPoint;

{Outras caracteristicas especificas da aplicacio}
end;

EdgeProp = object
ortent : {—1,+1};  {orientacdo da aresta em relagdo ao S-circulo}
geom : SCurve;
{Outras caracteristicas especificas da aplicacdo}

end;

Associadas a estas definigdes, vamos supor a existéncia das fungdes: point(v) que
retorna a geometria do vértice v, isto €, retorna v.props.geom; sarc{e) que retorna a
geometria da aresta e, isto é, tomando p = e.props.geom.org, ¢ = e.props.geom.scirc e
g = e.props.geom.dst, se e.props.geom.orient = +1, sarc(e) retorna (p, ¢, q); caso con-
trario, se e.props.geom.orient — —1, retorna (q,—rfé, p); e a funcio scircle(e) que retorna
a geometria do S-circulo de suporte da aresta e, isto é, retorna (e.props.geom.orient) X
(e.props.geom.scirc).

Por simplicidade, dada uma esquina ¢ da estrutura SMC, vamos abreviar
point(Org(c)) por point(c), sarc(Edge(c)) por sarc(c) e scircle(Edge(c)} por secirele(c).



Capitulo 9

Operacoes exatas com pontos de C

Considerando a representacao geométrica descrita nos capitulos anteriores, vamos agora
desenvolver os operadores geométricos necessarios para a elaboragdo dos algoritmos exatos
de manipulagdo de mapas esféricos.

9.1 Posicao de um ponto de € em relacao a um plano

racional

Inicialmente, vamos desenvolver o algoritmo SideOf(p, ), que dado um ponto p =
[po, ..p3] € € e um plano racional a = {ay, &, &2, ar3) determina, de maneira exata, a
posicdo de p em relacdio a «. Como vimos na secio 5.2, este predicado ¢ definido pela
férmula

p o a = sign(poaq + pray + paoz + P3as) (9.1)

Entretanto, esta fdrmula sé pode ser usada diretamente se p é um ponto de A. Caso
contririo, se p é um ponto de € \ A, entdo seja | = stab(p), isto é, p = ext{l), e se¢ja
g = I A a. Vamos considerar quatro situacdes:

(i} se ¢ = [0}, entdo [ estd no plano o, e portanto p o o = 0;

(ii) se g estd no lado negativo (no “interior”) de S?, entdo podemos verificar que os
pontos ext(l) e dir(l) estdo sempre do mesmo lado de . Veja 9.1{(a). Como dir(l)
¢ um ponto racional, entdo basta computar dir(l) o a.

(iii) se ¢ estd no lado positivo {no “exterior”) de S?, entdio podemos verificar que tanto
ext(l) como ent(l} estdo do mesmo lado de a, o que implica que mid(!) também
estd deste mesmo lado. Veja 9.1(b). Visto que mid(l) é um ponto racional entao
basta. computar mid(l) o c.

96
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(iv) se g é um ponto de S? isto implica que ¢ = ext(l) ou ¢ = ent(l). Como podemos
verificar, ¢ = ent(l) se e somente se os pontos ezt(l) e mid(l) estdao de um mesmo
lado do plano a. Veja 9.1(c).

(b) (c)
Figura 9.1: Posicdo de um ponto de C em relacao a um plano racional.

Desta forma, o predicado p ¢ @ pode ser computado de maneira exata através do
seguinte procedimento:

procedure SideOf(p : CPoint; a : Plane) : Sign;
ap + AExt(p);
if ap # [0] then
return ap o o
else
| + stab(p); g+ [Aa;
o+ sign(q; + ¢ + a3 — 4);
p— mid(l) o o
§ + dir(l) ooy
if o = —1 then return ¢
elsif o =1 or y = § then return p

else return 0

Note que no algoritmo acima tratamos os casos (i) e (iv) em conjunto, pois, no caso
(i), temos que ¢ = [0], o que implica que 0 = 0, . = 0 e § = 0, e portanto podemos
retornar o valor de p.

Vale ressaltar que este mesmo procedimento nos permite determinar, de maneira exata,
a posicdo de um ponto p € € em relagdo a um S-circulo racional ¢; para isto, basta aplicar
SideOf(p, spin(c)).
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9.2 Ponto diametralmente oposto num S-circulo

Como vimos na segao 6.5.3, o ponto diametralmente oposto a um ponto p = [py, .. ps]
sobre um S-circulo ¢ = ((¢y, .. ¢3)) é dado por

@c(p) = [pors, —2coc1po — Prks, —2CoCaPo — Paks, —2CoC3Py — P3K)

onde kK = ¢ + ¢ + .

E facil ver que se p € A, entdo as coordenadas de @.(p) podem ser computadas
diretamente pela férmula acima, de maneira exata. Por outro lado, se p € €\ A, entdo a
reta racional [ = stab(p) esta sobre o plano a = spin(c) (pois, do contrario, p = [ A « seria
um ponto racional). Dai, seja 8 = (8, 51, 82, O3) 0 plano determinado por snrm(c) V [.
Obviamente, J é um plano ortogonal a e e | = a A §. Agora, seja v o plano § rodado
de 180° em torno da reta azis(c). Pode-se verificar que v = {8y, — 01, — 32, —F3) € que
@¢(p) = ext(a A y). Veja figura 9.2.

Figura 9.2: Um corte de S? paralelo ao plano spin(c).

Portanto, o ponto @.(p) pode ser determinado pelo seguinte procedimento:

procedure DiamOpp(p : CPoint; ¢ : SCircle) : CPoint;
q + AExt(p);
if ¢ # [0] then
return CExt(q V dctr(c));
else
B + stab(p) V snrm(c);

¥ A= (}‘301 ﬁla 52: >
return CExt(spin(c) A 7);
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9.3 Posicao relativa de dois pontos sobre um S-
circulo

Como vimos na segao 6.5.4, a posi¢do relativa de dois pontos p = [py, .. p3] € ¢ = g0, .- @3]
sobre um S-circulo ¢ = (¢, .. ¢3)) é dada por

1 G C3
Re(p,q) =sign| p1 P2 P3
q1 o 43

Entretanto, o cdlculo deste determinante, em geral, ndo pode ser realizado de maneira
exata, pois 03 pontos p e ¢ podem nao ser racionais. Assim sendo, vamos descrever um
método alternativo, semelhante ao procedimento DiamQOpp, que nos permita determinar
o valor de ®.(p,q) de maneira exata.

Sejam [ = stab(p), a = spin(c) e d = dctr(c); e seja também 8 = (fo, 61, B2, B3) ©
planc !V snrm(c). Como jé vimos § é um plano perpendicular a « que corta o S-circulo ¢
no ponto p. Além disso, 3 passa pela origem O de T® se e somente se 3 passa pelo ponto
d. Na verdade, temos que do =0 .

Dai, podemos verificar — veja figura 9.3(a) — que, se § passa pela origem O entdo
®@.(p,q) = +1 se e somente se 0 ponto ¢ estd do lado negativo do plano 3; mais especifi-
camente, @.(p,q) = —SideOf{g, ).

Caso contrario, se o plano $ nao passa pela origem O, seja v o plano J rodado de
180° em torno da reta azis(c); isto &, v = (By, —F1, — B2, —F3). Como vimos no algoritmo
anterior, ext{a A v) = Qo(p).

Agora, supondo inicialmente que a origem O (equivalentemente d) esta do lado positivo
do plano 3, entdo &.(p, ¢) é +1 se e somente se uma das seguintes situacoes ocorre:

o ¢ est4 do lado negativo de 3 — veja figura 9.3(b); ou
e g estd sobre 3 e p # g — veja figura 9.3(c); ou

¢ ¢ estd do lado positivo de 8 e ao mesmo tempo do lado positivo de v e do lado
negativo do plano bisect(l) — veja figura 9.3(d).

Por outro lado, se a origem O (equivalentemente d) estd no lado negativo de § — como
mostra a figura 9.3(e) — o predicado pode ser reduzido ao caso anterior invertendo-se a
orientacdo do S-circulo ¢ e usando a relagio ®.(p,¢) = — ®-c{p, q). E importante notar
que a inversio da orientagdo de ¢ implica que as orientacdes dos planos § e -y também se
invertem.
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bisect(l) bisect(l)
¢ - 4 -+
Cc
p m -
B d -
L p!f + + d
LS ’-’ "ﬁ——\ ————————
(a)
bisect(l)

+
c
: "
[
+ )f
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()] (e)
Figura 9.3: Célculo do predicado ®.(p, q).

Logo, o predicado ®.(p, q) pode ser determinado através do seguinte algoritmo:

procedure Ahead(p, ¢ : CPoint; ¢ : SCircle) : Sign;
8 + stab(p) Vv snrm(c),
d. « SideOf{C, 5);
if d. = 0 then return —SideOf(q, 8);
case d, - SideOf(q, 8) of
—1: dy ¢ +1;
D:ifp=gthend, + 0
else d,, + +1;
11 ¢ if SideOf(q, bisect()) > 0 then d,, + —1
else
¥+ {Bo, — B, P2, —Fs);
O +~ d, - SideOf(g, )

return d, - din
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9.4 Ordenacao ciclica de trés pontos de € sobre um
S-circulo

Conforme vimos na segéo 6.5.5, o predicado &.(p, ¢,7), que determina a ordem ciclica de
trés pontos p = [po, .. p3], ¢ = [qo, --g3] € 7 = [ro, .. 73] sobre wm S-circulo ¢ = ((co, - c3)) é
dado por

Po P1 P2 D3

o @1 G2 43

To 71 T2 T3

G & 6 C3

Mas, de modo anélogo ao caso anterior, em geral o valor deste determinante nao pode

B.(p,q,7) = sign

ser computado exatamente, pois os elementos envolvidos no célculo podem nao ser todos
inteiros.

Visto que o predicado @ pode ser computado exatamente — através do procedimento
Ahead — entdo podemos contornar este problema, usando o teorema 10. Isto é,

procedure COrder(p, ¢, : CPoint; ¢ : SCircle) : Sign;
return sign(Ahead(p, ¢, c) + Ahead(g, 7, ¢) + Ahead(r, p, ¢))

9.5 Ordenacao ciclica de trés S-circulos em torno de
um ponto

Nosso objetivo agora é desenvolver um algorimo exato para determinar a ordem ciclica
em que trés S-circulos a = ((ag, .- a3)), b = ((bo,--b3)} ¢ ¢ = ((cp, .. ¢3)) saem de um ponto
em comum p = [pg, .. p3], isto é, um algoritmo exato para determinar o valor do predicado
®,{a,b, c), definido na secio 6.6.

Sejam a = spin{a), 8 = spln{b) e v = spln{c) e seja | = stab(p). Note que se p é um
ponto de C\ A, entdo, pelo coroldrio 30, a reta racional [ é tinica e ndo é tangente a S%
Portanto, as retas aA 3, a A~y e 8 Ay devem ser coincidentes com a reta [, ou seja, a reta
! é comum aos trés planos a, 3 e . Neste caso, a ordem dos S-circulos a, b e ¢ em torno
do ponto p é igual & ordem dos planos o, § e 7 em torno desta reta I; isto é,

®p(ar b: C) = ®!(a: (8: 7)

Por outro lado, se p é um ponto de A entao os trés planos «, 5 e v podem nao ter uma
reta comum. Neste caso, seja 0 = p* = {—po, 71, P2, 03). Note que o plano o é um plano
racional, tangente a $2 no ponto p e orientado de tal forma que o ponto dir(O V p) esté
do lado positivo de ¢. Além disso, note também que a direcdo do S-circulo a no ponto p,
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que vamos indicar por d,, é dada por d, = dir{a A ¢). Analogamente, dy = dir(8A o) e
d. = dir(y A ). Se estas trés diregdes sdo distintas entre si, entdo &,{a,b, ¢) é a ordem
ciclica destas diregdes relativas & reta no infinito ¢ A Q3 do plano ¢; isto é,

Sp (G,, b, C) = o0, (da: ds, dc)

Finalmente, se duas ou mais destas diregbes sdo iguais, entdo isto significa que os
respectivos S-circulos sdo coincidentes ou sio tangentes entre si no ponto p. Neste caso,
devemos comparar as curvaturas e orientagdes destes S-circulos. Como podemos perceber,
isto equivale a verificar a posicio dos planocs de suporte desses S-circulos em torno da reta
comum a0s mesmos. Mais precisamente,

procedure ScircOrder(a, b, ¢ : SCircle; p : CPoint) : Sign;
a4 spinl(a); B < spln(b); v« spln(c);
[+ stab(p); u < AEXt(]);
if u = [0] then return &;(a, 5, 7)
else
o+ {~ug, U1, Uz, U3);
dy < dir(aANo); dy dir(fAcg); do+ dir(yAo)
if d, # dy and d;, # d. and d. # d, then return ®,.q,(d,, ds, d;)
elsif d, = d, and d; = d, then return ®,., (e, 5,7)
else
while d, # d, do
(o, B,7) < (8,7, )5
(da; dby dc) < (db, do, da)

return ®qne (O!, ;B)

Note que este algoritmo nos permite também determinar a ordem ciclica de trés S-arcos
em torno de uma mesma origem, pois esta ordem coincide com a ordem dos respectivos
S-circulos de suporte em torno do ponto de origem.

9.6 Algoritmo para verificar se um ponto pertence a
uma S-curva

Vamos agora descrever o algoritmo InCurve que determina se um ponto p de € pertence
a uma S-curva A = (g1, ¢,qe). Mais precisamente, vamos elaborar um algoritmo que
retorna true se o ponto p pertence ao S-arco A e retorna false, caso contrario.
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Para efetuar este teste, o primeiro passo é verificar se o ponto p pertence ao S-circulo
¢ de suporte da S-curva, ou seja, devemos verificar se po spin(c) = 0. Em caso afirmativo,
se A é um S-circulo (isto é, se q; = @ = ¢,), entdo, nada mais h4 a fazer.

Caso contrdrio, se A € um S-arco, temos que verificar se o ponto p ocorre entre os
pontos gq; e gy, considerando o sentido determinado pelo circulo ¢. Para isto, primeiro
verificamos se ¢; = ¢o; em caso afirmativo, por definicao (secho 6.4), o S-arco é todo o
circulo menos o ponto ¢; = go; portanto, neste caso, basta verificar se p é diferente de ¢;.
Por outro lado, se ¢; # g2, entao basta verificar se ®.(¢1,p, ¢») = +1. Ou seja,

procedure InCurve(p : CPoint; A : SCurve) :Boolean;
¢ +— A.scirc;
if SideOf(p, c) = 0 then
if A.org = A.dst then return p £ A.org
else return ®.(A.org,p, A.dst) = +1;

else return false




Capitulo 10

Localizacao de um ponto num mapa

Neste capitulo vamos tratar do problema fundamental da localizagdo de um ponto num
mapa que, resumidamente, consiste em determinar qual elemento de um mapa M contém
um dado ponto p.

De agora em diante, vamos supor que um mapa é representado pela estrutura SMC
e referenciado através de um apontador para um objeto do tipo Face desta estrutura.
Vamos denotar esta face por RefFace(M). Além disso, vamos também supor que o ponto
p € um ponto de € dado pela sua representacdo candnica.

10.1 O conceito de endereco

Em principio, o resultado da localizacao de um ponto poderia ser um vértice, uma aresta
ou uma face, isto é, um objeto do tipo Vertex, Edge ou Face da estrutura SMC. Entretanto,
visto que a manipulacio de um mapa é realizada através de suas esquinas, e visto que a
nossa estrutura SM C nao permite obter as esquinas a partir de objetos dos tipos Vertex ou
Edge, entdo vamos supor que a operagao de localizagdo retorna ndo apenas o elemento que
contém o0 ponto, mas também uma esquina definida sobre este elemento. Formalmente,

Definigao 17 Um endere¢o de um ponto p num mapa ndo trivial M é um par [ =
(Lh,l.c) € Ly %X Quy, onde I.h é o elemento do mapa M que contém o ponto p e l.c
é uma esquina tal que, se l.h é um vértice entdo l.h = Org{l.c); se L.h é uma aresta,
.h = Edge(l.c); e, se l.h € uma face, l.h = Left(l.c). Por outro lado, o 1inico enderego de
um ponto p num mapa trivial M é o par {f, @), onde f = RefFace(M) é a tnica face do
mapa.

Note que um ponto p pode ter mais de um enderego num mesmo mapa. Por exemplo,
se p estd sobre um vértice v que € a origem de vérias arestas, entdo todo par (v,c¢) com

104
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Org(c) = v é um enderego de p. Analogamente, se p estd sobre uma aresta e = Edge(c),
entdo tanto (e, ¢) quanto (—e, Sym(c)) séo enderecos de p.

10.2 Localizacao absoluta

Assim, o problema de localizagdo de um ponto p num mapa M pode ser resolvido por
um algoritmo, que vamos denominar de Locate(p, M), que dado um ponto p de 82 e um
mapa estérico M, determina um endere¢o para p em M.

A idéia basica deste algoritmo consiste em: se M é 0 mapa trivial, entdo o algoritmo
simplesmente retorna o endereco (RefFace(M), &); caso contrario, o algoritmo simula o
movimento de um ponto ¢ ao longo de um caminho de referéncie, isto é, uma seqiiéncia
arbitraria de S-arcos que comega num ponto de referéncia v cujo endereco no mapa €
conhecido, e termina no ponto p dado. Ao longo deste percurso, o enderego do ponto ¢ é
atualizado examinando-se os vértices e arestas encontrados pelo caminho.

10.2.1 Obtencao de um ponto de referéncia

Desta forma, o primeiro passo do algoritmo é obter um ponto de referéncia 7 e um
endereco I, deste ponto no mapa. Para isto, vamos supor a existéncia do proce-
dimento GenRefPoint{ M) que retorna o par {r,l.) e consiste simplesmente em: seja
f = RefFace(M), seja b um objeto do tipo Border desta face, e seja ¢ = b.desc. Se
Org(c) # @, entdo basta tomar r = point(c) e I, = (Org(c),c); por outro lado, se
Org{c) = @, isto é, se Edge(c) é uma aresta oval, entdo basta gerar um ponto qualquer
r sobre esta aresta e tomar I, = (Edge(c}, ¢).

10.2.2 Obtengdo de um caminho de referéncia

O passo seguinte é determinar um caminho de referéncia que comeca no ponto 7 e termina
no ponto p.

Visto que nosso objetivo é elaborar um algoritmo de localizagio exato, entdo é funda-
mental que o caminho de referéncia seja formado por S-arcos cujos S-circulos de suporte
sejam racionais. O ideal seria que este caminho fosse composto por um wnico S-arco. No
entanto, o ponto p dado e o ponto r gerado acima séo, em geral, pontos de C\ A, e nem
sempre existe um S-circulo racional passando por estes dois pontos. Por exemplo, suponha
que p = {~7,0,0,-12,14,0) e r = {{0,—1,2,0,0,-2). Pela férmula (8.1), as coorde-
nadas homogéneas destes pontos sio p = [14,12,—v3, -7 e r = [4, 1+ V7,0,1 — V7],
que nio podem ser reduzidas a coordenadas homogéneas racionais. Portanto, visto que
p e r sdo pontos de €\ A, entdo, pelo coroldrio 30, I, = stab(p) = (—7,0,0,—12,14,0)
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e I, = stab(r) = {0,—1,2,0,0,—2) sio as \inicas retas racionais tais que ext{l,) = p e
ext(l,) = r. Suponha agora que existe um S-circulo racional passando por p e por r. O
plano a = spin(c) deve conter a reta I,, pois caso contrario, o ponto i, A oo = p seria
racional. Pelo mesmo motivo, o deve conter a reta l,.. Mas, pela férmula (5.8), l,0!,, # G,
ou seja, as retas I, e [, nao sao coplanares.

No entanto, mesmo neste caso, podemos sempre tomar um caminho de referéncia
formado por dois S-arcos A; = (?‘,é‘-;,q) e Ay = (q,sr;, p), onde ¢ é um ponto qualquer de
A, e s1 e 55 s&o os S-circulos scre(stab(r) V q) e sere(stab{p) V q). Note que, p e r ndo sio
pontos de A e portanto, $; e s, estao bem definidos e sdo racionais.

Assim sendo, vamos supor a existéncia do procedimento BuildRefPath(r, p) que recebe
como parametros os pontos r ¢ p de € e retorna uma lista A;, As, - - - A,, de S-arcos cujos
S-circulos de suporte sao racionais tais que Aj.org =r, Ay,.dst = p, e A;.dst = Ay q.0rg,
para todo ¢ = 1,-+-m — 1. De acordo com o resultado descrito no paragrafo anterior,
podemos sempre supor que m < 2.

10.2.3 Percorrendo o caminho de referéncia

Finalmente, o terceiro passo do algoritmo Locate consiste em aplicar o algoritmo auxiliar
LocateRel, que vamos descrever na secio 10.3, a cada arco do caminho de referéncia, sendo
que o algoritmo LocateRel recebe como pardmetros um S-arco A; e um endere¢o do ponto
A;.org e retorna o enderego do ponto A;.dst. Desta forma, o algoritmo de localizacio é

procedure Locate(p : CPoint; M : Map) : Address;
if A é o mapa trivial then
return {RefFace(M), &)
else
(r,1,) < GenRefPoint(M);
(Ay,-- -, Am) + BuildRefPath(r, p);
fori=1,---mdo
(r,l;) < LocateRel{4;,1,);

return /,;
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10.3 Localizacao relativa

10.3.1 Endereco de um S-vetor

INa elaboracao do algoritmo LocateRel, vamos utilizar o conceito adicional de endereco de
um S-vetor (p,s), isto é, o enderego dos pontos de s logo adiante de p. Vamos usar o
simbolo p + €s para indicar o ponto p deslocado um infinitésimo ¢ (no sentido positivo)
ao longo do S-circulo s.

Defini¢io 18 Dado um S-vetor (p, s), dizemos que o par m = (m.h,m.c) € L, X 5,
é um endereco do S-vetor (p, s) se os pontos p + €s estdo contidos no elemento m.kh e se
uma das condicbes abaixo € satisfeita:

(1) p € Left(m.c) (e portanto, m.h = Left(m.c});
(2) p € Fdge{m.c), e

(2.1) scircle(m.c) = s (e portanto, m.kh = Edge(m, c)}; ou
(2.2) os pontos p + €s estdo no lado positivo de scircle(m.c) (e portanto, m.h =
Left{m.c)); ou
(3) p€ Org{m.c), e

(3.1) Edge(m.c) = @ (e portanto, m.h = Left(m.c)); ou
(3.2) scircle(m.c) = s (e portanto, m.h = Edge(m.c)); ou
(3.3) m.c = Onezt(m.c) (e portanto, m.h = Left(m.c)); ou

(3.4) ®,(r,s,t) = +1, onde r = scircle(m.c), e t = scircle(Onext(m.c)) (e portanto,
m.h = Left(m.c)).

Para ilustrar o conceito de endereco de um S-vetor, veja a figura 10.1.

Intuitivamente, se m = (m.h, m.c) é um endereco para o S-vetor (p, s), ent&o nédo hd
nenhuma outra esquina ¢ tal que p € Org(c) U Edge(c'), e tal que scircle(c’) estd entre
scircle(m.c) e s, no sentido positivo de rotagao em torno de p.

10.3.2 Algoritmo LocateRel

Vamos agora descrever o algoritmo LocateRel( 4, 1) que, dado um S-arco A e um endereco [
para A.org, retorna um endereco para A.dst. Este algoritmo utiliza trés procedimentos au-
xiliares: WhereTo, ClosestEdgeExit e ClosestFaceExit que 520 respectivamente apresentados
nas se¢des 10.3.3, 10.3.6 e 10.3.7. Intuitivamente, WhereTo simula o avanco infinitésimo
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h L
\ Onext(c)

| b I R hrijg:Onext(c)
) QOonexy(©) ﬁ’\
(1) (2) (3)

Figura 10.1: Enderecos (h,c) do S-vetor (p, s): (1) h é uma face; (2) h é uma aresta; (3)
h € um vértice.

do ponto g saindo de uma aresta ou vértice para dentro de uma face ou para uma aresta
colinear com o S-arco A4; ClosestEdgeExit simula o avango do ponto ¢ sobre uma aresta
contida em A.scirc até o im da mesma ou até o fim do S-arco A; ¢ ClosestFaceExit simula
o percurso de ¢ dentro de uma face do mapa, até encontrar um vértice ou uma aresta na
fronteira da face ou até encontrar o fim do S-arco A.

procedure LocateRel(A : SArc; [ : Address) : Address;
g« Aorg;, m<+«1l; B+« A
while ¢ # A.dst do
m + WhereTo(g, m, s);
if m.h € E,, then {sarc(m.h) C s}
(g, m) + ClosestEdgeExit(B, m.c};
else {m.h € F;}
(g, m) < ClosestFaceExit(B, m);
B+ (q, ?,A.dst);

return m

E importante ressaltar que a implementacio que apresentaremos a seguir nao € mais
eficiente, como veremos no final deste capitulo. No entanto, a estrutura deste algoritmo e
varios dos seus procedimentos auxiliares serdo utilizados no desenvolvimento do algoritmo
de sobreposicao.
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10.3.3 O procedimento WhereTo

Este procedimento recebe como pardmetros um ponto ¢, um endereco I do ponto ¢ num
mapa M, e um S-cfrculo s passando por ¢; e retorna um enderego m para o S-vetor (g, s).
Note que, no endereco m, o elemento m.h é necessariamente a face Left(m.c), ou a aresta
Edge(m.c) cujo S-circulo de suporte é s. O procedimento deve considerar trés casos:

1. sel.h é uma face, isto €, se ¢ € Left(l.c), um deslocamento infinitesimal em qualquer
direcao nos mantém dentro dessa mesma face. Portanto, neste caso, o procedimento
retorna o endereco m = (LA, l.c);

2. se l.h é uma aresta, isto ¢, se ¢ € Edge(l.c}, o procedimento determina o elemento £
dentre Edge(l.c), Edge(Sym(l.c)}, Left(l.c) e Left(Sym(l.c}) que contém o ponto
g + e€s. Nos dois primeiros casos, a aresta h escolhida é aquela cujo S-circulo de
suporte é igual a s. O procedimento retorna entdo o enderego m = (h,l.c) ou m =
{(h, Sym(l.c}) conforme o caso. Esta tarefa é realizada utilizando-se o procedimento
auxiliar TestEdgeCorner, descrito na secio 10.3.4.

3. se l.h é um vértice, isto é, se ¢ € Org(l.c), o procedimento determina o elemento A
(face ou aresta) que contém o ponto de ¢ + €s e uma esquina ¢ sobre este elemento
que satisfaz a condi¢do (3) da definigao 18. O procedimento retorna entéo o enderego
m = (h,c). Este caso é tratado pelo procedimento auxiliar TestVertexCorner, descrito

na sec¢io 10.3.3.

procedure WhereTo{g : CPoint; { : Address; s : SCircle) : Address;
if Lk € F,, then {q € Left(l.c)}
return (L.h,l.c)
elsif i.h € E,, then {g € Edge(l.c)}
¢+ l¢
while true do
h « TestEdgeCorner(g, c, 5);
if k # @ then return (h,¢)
e + Sym(c);
else {g € Org(l.c}}
¢+ lg
while true do
h + TestVertexCorner(c, s);
if i # @ then return (A, c);
¢ + Onext(c);
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10.3.4 O procedimento TestEdgeCorner

Dados um ponto g, uma esquina ¢ tal que Fdge(c) # @ e tal que ¢ € Edge(c) e um
S-circulo s passando por ¢, este procedimento verifica se um dos elementos Edge(c) ou
Left(c} contém o ponto g + €s. Além disso, se Edge{c) satisfaz esta primeira condicéo,
entdo o procedimento verifica ainda se seircle(c) = s. Caso tais condigbes sejam satisfei-
tas, o procedimento retorna o respectivo elemento; caso contrario retorna &.

Note que este procedimento deve considerar trés casos: seja ¢ = scircle{c), entédo

(1) se s e ¢ sdo coincidentes, entdo se s = t retorna Edge(c); se s = —t, retorna @&; —
veja a figura 10.2(a);

(i1} s é tangente a ¢, entdo todos os pontos de s {exceto ¢) estdo de um mesmo lado
do S-circulo ¢; portanto, basta verificar se ¢ ponto dcir(s) estd do lado positive do
plano spln(t); em caso afirmativo, o procedimento retorna Left{c}, senao, retorna
@ — veja a figura 10.2(b).

(iii) se s cruza ¢, entdo, basta verificar se, no ponto ¢, s estd entrando no lado positivo
de t, equivalentemente, se ¢ = t A . Em caso afirmativo, o procedimento retorna
Left(c), sendo, retorna @ — veja a figura 10.2(c).

S
__C_“__'-; C tl
= g "5 77 qetns
. c -t
5%y /[ 9
\.q\ qut
t - =
A c e
€ sy T TR
(a) (b (<)

Figura 10.2: Casos a serem tratados pelo procedimento TestEdgeCorner.

Note que os casos (i) e (ii) podem ser tratados em conjunto, pois de acordo com a
defini¢dao do predicado {(s,t), tanto em {i) como em (ii), temos que {{s,f) = 0. Além
disso, note que pelas condigdes de entrada do procedimento, {(s,¢) > 0, pois ¢ € Edge(c)
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e s passa por ¢, isto é, os S-circulos s e £ té€m pelo menos o ponto g em comum.

procedure TestEdgeCorner(g : CPoint; ¢ : Corner; s : SCircle) : Element;
t « scircle(c);
if {(s,t) = 0 then {s e t sdo coincidentes ou tangentes entre si}
if s = t then return Fdge(c);
elsif detr(s) o spin{t) = +1 then return Left(c)
else return J;
else {{(s,t) > 0}
p—tAs;
if p = ¢ then return Lefi(c)

else return 2;

10.3.5 O procedimento TestVertexCorner

Dados uma esquina ¢ tal que Org(c) # @ e um S-circulo s passando por Org{c), este
procedimento verifica se um dos elementos Edge(c) ou Left(c) contém o ponto g+¢s. No
primeiro caso, isto &, se Fdge(c) satisfaz esta primeira condi¢do, o procedimento verifica
ainda se scircle(c) = s. No segundo caso, o procedimento verifica além disso, se ndo
h4 nenhuma outra aresta com origem em Org{c) entre a aresta Edge{c) e o S-circulo s.
Caso todas estas condigbes sejam satisfeitas, o procedimento retorna Edge(c) ou Left(c)
conforme o caso; sendo retorna <.

procedure TestVertexCorner{c : Corner; s : SCircle) : Element;
if Edge(c) = @ then return Left(c);
else
if s = scircle(c) then return Fdge(c)
elsif Onext(c) = ¢ then return Left(c),
else )
g < point(c);
if ®,(scircle(c), s, scircle(Onezt(c))) = +1 then
return Left(c)
else return &
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10.3.6 O procedimento ClosestEdgeExit

Este procedimento é chamado pelo algoritmo LocateRel quando o ponto ¢ estd se deslocan-
do ao longo de uma aresta do mapa. Ele recebe como pardmetros um S-arco A = (py, 5, p2)
e uma esquina ¢ tal que scircle(c) = s e tal que p; +es € Edge(c). A partir destes dados,
o procedimento determina qual das S-curvas A e B = sarc(c) termina primeiro, quando
o S-circulo s é percorrido a partir de p;. Visto que p; estd dentro do S-arco B, entdo a
resposta deve necessariamente ser A.dst ou B.dst. O procedimento retorna um par (g, l,),
onde g é o destino da S-curva que termina primeiro e /, é um endereco do ponto ¢. Por
definicao, este enderego é sempre da forma (h, Sym(c)), onde k ou é o vértice de destino
de Edge(c), se a aresta Fdge(c) termina primeiro, ou a prépria aresta Edge(Sym(c)}, se
o S-arco A termina primeiro. Veja figura 10.3.

Vale observar que a S-curva B pode ser um S-arco ou um S-circulo completo; neste
segundo caso, o S-arco A sempre termina primeiro. Veja figura 10.3(i).

Alorg A.dst
%

P ol

(ifi) i)

Figura 10.3: Alguns casos a serem tratados pelo procedimento ClosestEdgeExit: (i) B é
um S-circulo completo; (ii} A é um S-circulo menos um ponto; (iii} e (iv) A e B sdo arcos
ordinarios.
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procedure ClosestEdgeExit(A : SArc; ¢ : Corner) : (CPoint,Address);
if Org(c) = @ then {Fdge(c) é uma aresta oval}
& +— true;
else
B + sarc{c);
if A.dst = B.dst or A.org = A.dst then o + false;
elsif B.dst € A then o + false;
else o « true;
' — Symic);
if & then {A termina primeiro}
g« Adst;  h< Edge(c);
else {A ndo termina primeiro}
g Budst; h+ Org(c);
lg + (A, s

return (g, l,);

10.3.7 O procedimento ClosestFaceExit

Este procedimento é chamado pelo algoritmo LocateRel quando o ponto ¢ estd se deslo-
cando dentro de uma face f (ao longo de um trecho do caminho de referéncia). O procedi-
mento recebe como pardmetros um S-arco A e um enderego { do S-vetor (A.org, A.scirc),
e retorna um ponto ¢ que, partindo de A.org, é o primeiro ponto no S-circulo A.scirc que
estd fora do S-arco A ou fora da face f. Além disso, o procedimento também retorna um
endereco m do S-vetor (g, —A.scirc).

De acordo com esta especificacao, se o S-arco A e o seu destino A.dst estdo contidos
na face f, entdo o procedimento retorna o ponto A.dst e o proprio enderego [. Por outro
lado, se A estd inteiramente contido na face f, mas A.dst estd sobre algum elemento A da
fronteira de f, entdo o procedimento retorna o ponto A.dst e o endereco m = (h, ¢}, onde
¢ é a tnica esquina tal que (f,c) é um endereco do S-vetor (A.dst, ~A.scirc).

Note que se 0 S-arco A encontra algum elemento na fronteira da face f, entdo considera-
se que 0 S-arco sai da face naquele ponto, mesmo que volte a entrar na face imediatamente
em seguida. (Isto inciui o caso em gue A é tangente a alguma aresta da fronteira de f.)
Veja por exemplo a figura 10.4: em (a) o S-arco A sai da face f nos pontos ¢y, g2, g3, 94
e gs; neste caso, o resultado é o par (g1,{), onde I = (Edge(c;),c1); em (b), o resultado é
(g,1), onde I = (Edge(cs), ¢a); € em (¢}, o resultado € (g,1) onde [ = (Org(c;), c1).
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Vértice Isolado K,'A.dst

{a) (b) (c)

Figura 10.4: Resultado do procedimento ClosestFaceExit.

A implementacdo deste procedimento usa o fato que um S-arco A, cujo inicio esta
dentro de uma face f, sai desta face se e somente existe uma aresta e na fronteira de f
que ¢ interceptada por A ou que contém A.dst; ou existe um vértice v na fronteira de f
tal que point(v) € A ou point(v) = A.dst. Portanto, o procedimento pode obter o ponto
desejado da seguinte forma: inicialmente, toma ¢ = A.dst e, para cada elemento h (aresta
ou vértice) na fronteira da face f, verifica se o S-arco B = (A.org,s,¢) encontra A ou
se 0 ponto B.dst estd contido em h. Toda vez que isso ocorre, o procedimento encurta
o S-arco B trazendo o ponto ¢ para este ponto de encontro. Ao final deste processo, o
ponto mais proéximo de A.org onde o S-arco A sai da face f é obtido.

Esta l6gica determina o ponto de saida ¢, mas ndo necessariamente o enderego correto,
pois podem existir duas ou mais esquinas na fronteira de f cuja origem ou cuja aresta
contém g¢; por exemplo, na figura 10.4(b), temos que Fdge(c;) e Edge(c;) contém o ponto
g, e na figura 10.4(c), Org(c1), Org(cz) e Org(cs) contém o ponto ¢g. Portanto, se o
ponto ¢ esta sobre uma aresta e = Edge(c) mas ¢ néo é a intersecio candnica entre s e
scircle(c), a esquina ¢ pode ser ignorada. Em particular, se a face f é incidente aos dois
lados da aresta e, eventualmente a esquina simétrica serd alcancada, e neste caso, o ponfto
g nao serd ignorado; por exemplo, veja a figura 10.4(b). Analogamente, se ¢ estd sobre
um vértice v = Org(c), basta verificar se a esquina ¢ fornece um endereco para o S-vetor
(g, —s), o que pode ser feito através do procedimento TestVertexCorner. Se a esquina ¢ néo
satisfaz as condiges desejadas, ela pode ser ignorada, pois uma outra esquina (com mesma
origem v) satisfazendo tais condices serd eventuaimente encontrada. Veja figura 10.4(c).
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Com isto, o procedimento ClosestFaceExit pode ser implementado da seguinte forma:

procedure ClosestFaceExit(A : SArc; [ : Address) : (CPoint,Address);
p+— Aorg, q <+ Adst s « A.scire; [+ Left{i.c);
m+ 1, B+ A
for each b € f frontier do
d + b.desc;
repeat
if Edge(d) # @ then
C + sarc(d); w4+ sAC.scirg
if v £ {0)) and v € C and (v = B.dst or u € B) then
g u;  m (Bdge(d),d); B+ (p,5,q);
v Org(d);
if v # @ and (point(v) € B or point(v) = B.dst) then
h + TestVertexCorner(d, —s);
if h # & then
q « point(v);  m & (v,d); B+ (p,5,9);
d «— Lnext(d);
until d = b.desc;
return (g, m);

10.4 Complexidade do algoritmo Locate

Para analisar a complexidade dos algoritmos vistos nas segdes anteriores, vamos definir
a complexidade de um elemento do mapa como sendo o nimero de esquinas associadas
aquele elemento. Por exemplo, a complexidade de um vértice v ¢ o nimero de esquinas
¢ tais que Org(c) = v. Analogamente, a complexidade de uma face f é o nimero de
esquinas ¢ tais que Left(c) = f. Note que a complexidade de uma aresta é 2, pois ha
sempre duas esquinas definidas sobre uma aresta. Definimos a complexidade total do
mapa como sendo a soma das complexidades dos seus elementos.

Se ¢ é um ponto numa face ou numa aresta, pode-se verificar facilmente que o custo
do procedimento WhereTo é O(1); por outro lado, se ¢ é um ponto sobre um vértice v, o
custo, no pior caso, é ©{(g}, onde ¢ é a complexidade do vértice v.

Além disso, podemos verificar também que o custo do procedimento
ClosestEdgeExit(A4,¢c) é O(1), e que o custo, no pior caso, de ClosestFaceExit(A,1) é
O(g), onde g é a complexidade da face Left(c). Veja figura 10.5.
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@ (b)

Figura 10.5: Exemplos do pior caso do procedimento ClosestFaceExit.

Portanto, o custo do algoritmo LocateRel(A4,1) é &>, g;), onde o0s g;’s 580 as comple-
xidades de todos os vértices e faces encontrados pelo S-arco A. Note que cada vez que
uma face é encontrada pelo S-arco A, a complexidade desta face é considerada uma vez
na somatéria. Visto que, no pior caso, uma face com complexidade g pode ser encontrada
©(g) vezes por A, entdo podemos concluir que, no pior caso, o custo deste algoritmo, para
um mapa de complexidade total n, é ©(n?).

O plor caso ocorre, por exemplo, se 0 mapa tem uma face com n arestas e o S-arco A
intercepta todas as arestas deste mapa. Veja as figuras 10.5(a) € {b).

10.5 O algoritmo FarthestFaceExit

Para evitar o custo quadrético no pior caso do algoritmo Locate, precisamos evitar per-
correr a fronteira de uma mesma face mais de uma vez; mesmo que esta fronteira seja
cruzada vérias vezes pelo S-arco A.

Felizmente, nao precisamos determinar todos os cruzamentos entre o S-arco A e a
fronteira da face f; basta obter o #ltimo destes pontos. Desta forma, cada face f é
considerada uma tinica vez.

Esta observacao nos leva a elaborar o algoritmo FarthestFaceExit, que de modo andlogo
a0 algoritmo ClosestFaceExit, recebe como pardmetros um S-arco A e um endereco [ do
S-vetor (A.org, A.scirc), e retorna um par (g,m). Porém, neste caso g é o ponto mais
distante de A.org onde o S-arco A sai da face f, ¢ m é um enderego de ¢ tal que (f, m.c)
é um enderego do S-vetor (g, ~A.scirc). Por exemplo, na figura 10.4(a), o resultado de
FarthestFaceExit é o ponto ¢gs e o endereco (Edge(cs),co). Em particular, se o S-arco A
estd inteiramente contido na face f, por definicdo, ¢ é o ponto A.dst.

QO principio béasico deste algoritmo é idéntico ao algoritmo ClosestFaceExit. A dnica
diferenca é que, a cada ponto de encontro ¢ obtido, ao invés de encurtarmos o S-arco
B trazendo o seu destino para g, levamos a sua origem para g; ou seja, em cada passo
tomamos o S-arco B = (g, ?, A.dst). Como é facil perceber, com esta simples modificacio,
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20 final do algoritmo obtemos o ponto mais distante de A.org onde ¢ S-arco A sai da face
Left(l.c).

Portanto, se no algoritmo LocateRel substituirmos o procedimento ClosestFaceExit por
FarthestFaceExit, a complexidade daquele algoritmo, no pior caso, passa a ser O(n).



Capitulo 11

Sobreposicao de mapas

Neste capitulo vamos fratar do problema de sobreposicdo de mapas esféricos. Para isto,
vamos primeiramente definir o problema e depois, seguindo uma estratégia semelhante
aquela utilizada no capitulo anterior, vamos elaborar passo a passo um algoritmo que
computa a sobreposicdo de dois mapas esféricos.

Definicao 18 Um mapa M’ = (T, L") é um refinamento do mapa M = (T, L) se todo
elemento de £ estd inteiramente contido em algum elemento de £. Indicamos esta relagio

por M' = M.

E facil verificar que »= é uma relacio de ordem parcial sobre os mapas. Além disso,
M’ & um refinamento de M se todo elemento de M ¢é a unido de um ou mais elementos

de M.

Definigio 20 A sebreposicdo Mi®M, de dois mapas M, e Mj € 0 mapa menos refinado
que é um refinamento de My e de M.

Informalmente, dados os mapas My = (T, £1) e My = (T, L), entdo My & My
corresponde a repartir a superficie 7' segundo esses dois mapas ao mesmo tempo. Por
exemplo, veja figura 11.1.

Note que para cada elemento m do mapa M; & M, existe um dnico elemento de M;
€ um unico elemento de M, que contém m. Na verdade, os elementos de M, @ M, sfo
todas as componentes conexas de todos os conjuntos da forma m; N mgy, onde m; é um
elemento de M e my € um elemento de Ms. Note que a interse¢ao m, Nmy pode consistir
de zero, uma ou mais componentes conexas.

118
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&R &

M@ M,

Figura 11.1: Sobreposi¢ao de dois mapas.

11.1 Mapas algébricos

E importante ressaltar que, no caso de mapas genéricos, o conceito de sobreposicao pode
nao estar bem definido pois a intersecao entre duas curvas (uma de cada mapa) pode ter
um numero arbitrario (talvez infinito) de componentes conexas. Portanto, a topologia do
mapa M; & M, pode ser arbitrariamente mais complicada do que as topologias de M,
e de M,. Por exemplo, a interse¢ao das curvas

a

b

{[1,¢,tsin(1/?)] |0 < t < 1}
{[1,t,0] |0 <t < 1}

¢ um conjunto infinito de pontos.

Entretanto, conforme descrito por Rezende e Stolfi [10], este problema ndo ocorre no
caso de mapas algébricos (mapas cujos elementos sao conjuntos semi-algébricos), pois a
sobreposicdo de dois mapas algébricos ¢ um mapa algébrico, e todo conjunto semi-algébrico
tem um numero finito de componentes conexas.

Portanto, a sobreposicao de mapas esféricos esta bem definida, pois todo mapa esférico
¢ um mapa algébrico. Na verdade, note que a intersecao entre duas arestas de um mapa
esférico consiste de no maximo duas componentes conexas (arcos ou pontos).

11.2 Um algoritmo incremental de sobreposicao

Observe que & é uma operacao associativa e comutativa, cujo elemento neutro é o mapa
trivial M = (T, {T'}); isto é, o0 mapa com uma inica face (sem fronteira). Além disso,
pode-se verificar facilmente que todo mapa esférico M pode ser descrito como a sobre-
posicao dos mapas elementares {M, : v € Vy,} e {M, : e € F\}, onde M, é um
mapa-vertice contendo apenas o vértice v e uma face; e M, é um mapa-aresta contendo
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apenas a aresta e, seus vértices extremos (se houver) e uma ou duas faces, dependendo
da aresta ser um arco, um lago ou uma oval. Por exemplo, veja a figura 11.2.

OO0

Figura 11.2: Decomposicao de um mapa em mapas elementares.

Portanto, podemos concluir que o mapa M; & M, pode ser obtido sobrepondo-se
ao mapa M, cada um dos vértices (pontos) e cada uma das arestas (arcos ou ovais) do
mapa M. Logo, para resolvermos o problema da sobreposi¢ao de mapas esféricos, basta
elaborarmos algoritmos para tratar cada uma destas operacoes elementares.

11.3 Inclusao de um ponto no mapa

Conceitualmente, a operacao de incluir um ponto p num mapa M corresponde a computar
a sobreposicao do mapa M com um mapa-vértice M,,, onde p = point(v). Ao final, este
algoritmo retorna uma esquina ¢ do mapa resultante tal que Org(c) é o vértice que contém
o ponto p. Basicamente, o algoritmo consiste em localizar o ponto p no mapa M e chamar
o procedimento LocalOverlayPoint que efetua a insercao propriamente dita.

procedure OverlayPoint(p : CPoint; M : Map) : Corner;
| + Locate(p, M);
return LocalOverlayPoint(p, [);

O procedimento LocalOverlayPoint recebe como parametros o ponto p a ser incluido
no mapa e um endereco [ deste ponto no mapa, e insere p no elemento [.h procedendo
da seguinte forma: se p estd numa face f, entdo basta criar um novo vértice isolado
com geometria p na fronteira desta face; se p estd numa aresta e, entao basta quebrar
esta aresta inserindo sobre ela um vértice com geometria p; e, finalmente, se p estd num
vértice entao nao ha nada a fazer. Ao final, o procedimento retorna a esquina c tal que
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point(Org(c)) = p.

procedure LocalOverlayPoint{p : CPoint; [ : Address) : Corner;
if L.h € V,, then return l.¢;
else
if Lh € E,, then
¢ < BreakEdge(l.¢c);
else {{.h € F,;}
c < MakeVertex();
Transfer(Bord(c), l.h);
Org(c).props.geom + p;

return c

11.4 Inclusao de uma S-curva num mapa

De maneira andloga a inclusdo de um ponto no mapa, a operacdo de incluir uma S-curva A
num mapa M corresponde a computar a sobreposicao do mapa M com um mapa-aresta
M., onde sarc(e) = A. Neste caso, dependendo de A ser um arco ou uma oval, esta
operacao € realizada por um dos respectivos procedimentos QverlayArc ou OverlayQOval.

Visto que a S-curva a ser incluida no mapa pode cruzar virios elementos desse mapa,
entdo esta operagao pode resultar na criacdo de diversos sub-arcos no mapa e consequen-
temente, na criacdo de diversas novas esquinas. Por isso, os procedimentos OverlayArc e
OverlayOval retornam a lista de todas as esquinas ¢ no mapa M & M, tais que a aresta
Edge(c) é parte da S-curva inserida e tal que ambas tém a mesma orientagdo.

11.4.1 O procedimento OverlayArc

O procedimento OverlayArc recebe como pardmetros um S-arco 4 = (p, s, g) e um mapa
M, e efetua a sobreposi¢do de M com o mapa-aresta M., onde e é uma aresta-arco com
geometria sarc(e) = (p, s, q).

A idéia basica deste procedimento é a seguinte: primeiramente, inserimos ¢ ponto
A.org = p no mapa M utilizando o procedimento OverlayPoint. Esta operagdo nos fornece
como resultado uma esquina ¢ tal que point(Org(c)) = p. Dal, temos que { = (Org(c), c)
¢ um endereco do ponto p no mapa M, e podemos utilizar este endereco para iniciar
0 processo de inclusdo do S-arco propriamente dito, que é realizado pelo procedimento
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LocalOveriayArc. Isto é,

procedure OverlayArc{A : SArc; M : Map) : List of Corner;
¢ + OverlayPoint(A.org, M);
L+ (Org(c),c);
return LocalOverlayArc(A4,1);

11.4.2 O procedimento OverlayOval

O procedimento OverlayOval recebe como pardmetros um S-circulo s e um mapa M, e efe-
tua a sobreposi¢ao de M com o mapa-aresta M., onde e é uma aresta oval com geometria
s, isto ¢, sarc(e) = (2,5,@). A implementacio deste procedimento é semelhante & do
procedimento OverlayArc. Porém, neste caso nao temos um ponto de origem para iniciar o
processo de insercdo. Para contornar este problema, geramos um ponto p qualquer sobre
o S-circulo 3 e localizamos este ponto p no mapa M, obtendo assim um enderego {,. Dai,

e se [1.h € uma face f, entdo avancamos o ponto p sobre s até obter o primeiro
ponto ¢ onde s sai da face f. Se ndo existir tal ponto, isto é, se o S-circulo esta
inteiramente contido na face, entéo, utilizamos o procedimento InsertOval, descrito
na secido 11.4.5, para inserirmos uma aresta oval na fronteira da face f;

e se [;.h é uma aresta e, avancamos o ponto p sobre s até obter o primeiro ponto ¢
onde s sal da aresta e. Se nao existir tal ponto, isto é, se e é uma aresta oval, entdo
nio ha nada a fazer;

e finalmente, se [;.h é um vértice v, entdo, tomamos ¢ = point(v};
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Nestes trés casos, uma vez determinado o ponto g, a inser¢ao do S-circulo s no mapa
[ - a5
se reduz a insercéo do S-arco (p, s, p).

procedure OverlayOval(s : SCircle; M : Map) : List of Corner;
p < um ponto qualquer de s;
A+ (p,5,p);
[ + Locate(p, M);
if [.h € F,, then {p estd na face l.h}
(q,1") + ClosestFaceExit( 4, !);
if I'.h = {.h then {s estd inteiramente contido na face .k}
¢ + InsertOval(s, I.h, M);
return {c);
elsif [.h € E,, then {p estd sobre a aresta l.h}
m + WhereTo(p, 1, s);
if m.h € E,, then {os S-circulos s e scircle(i.h) sdo coincidentes}
(g,1) « ClosestEdgeExit(A, m.c);
if ¢ = p then {o S-arco A termina antes da aresta m.h}
return {m.c};
else {m.h € F;}
g—p, U+« (mh me);
else {p esta sobre o vértice I.h}
g < point(lLh);, U+
{nesta altura, ¢ pertence a um vértice de M & M, e I’ é um endereco de g}
¢ < LocalOverlayPoint(g, I');
B+« (g.5,q);
return LocalOverlayArc(B, I');

Note que do ponto de vista pratico, este procedimento pode ser ligeiramente melhorado
observando-se que, se o ponto p que foi gerado sobre o S-circulo s se localiza numa face do
mapa, isto é, se l.h € F,,, entdo nédo precisamos obter o ponto mais préximo de p onde s
sal da face [.h; basta obter gualguer ponto onde s intercepta a fronteira da face e qualquer
enderego para este ponto. Em outras palavras, ao invés de chamarmos o procedimento
ClosestFaceExit, basta percorrermos a fronteira da face até obtermos uma esquina c tal
que o S-circulo s intercepta o vértice Org(c) ou a aresta Edge(c).
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11.4.3 O procedimento LocalOverlayArc

Dados um S-arco A e um enderego [ do ponto A.org num mapa M, o procedimento
LocalOverlayArc sobrepde o S-arco A ao mapa, retornando, por definigdo, a lista de esqui-
nas ¢ do novo mapa tais que sarc{c) C A e scircle(c) = A.scirc, na ordem em que estes
arcos ocorrem sobre A. O procedimento supde que o ponto A.org pertence a um vértice
do mapa, ou seja, supde que a origem do arco ja tenha sido inserida no mapa.

De maneira semelhante ao algoritmo LocateRel, este procedimento simula o movimento
de um ponto p sobre o S-arco A. A cada passo, o ponto p ou atravessa uma face ou percorre
um trecho de aresta de M. Toda vez que o ponto p cruza uma face, o procedimento
acrescenta uma nova aresta ao mapa, conectando os pontos de entrada e de saida da face.

No inicio de cada passo, 0 procedimento determina (com WhereTo) um enderego m,
para o S-vetor (p, s). Se o elemento m;.h deste endereco é wna aresta e, o procedimento
verifica quem termina primeiro: o S-arco A ou a aresta e. No primeiro caso, o procedi-
mento insere um vértice com geometria A.dst sobre a aresta e e avanca p para A.dst.

Por outro lado, se mi.h é uma face f, o procedimento determina o ponto ¢ mais
proximo de p onde A sai da face f. Caso A termine dentro da face f, entdo toma-se
g = A.dst. Além disso, o procedimento determina também um endereco ms para o S-
vetor (¢, ~s). Se g estd sobre a aresta, o procedimento insere na mesma um novo vértice
com geometria g. Em todos estes casos, o procedimento acrescenta uma aresta ligando os
vértices Org(my.c) e Org(ma.c), e avanca o ponto p para o ponto g.
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Este processo é repetido até que p alcance o ponto A.dst.

125

procedure LocalOverlayArc(A : SArc; [ : Address) : List of Corner;
p+ Aorg s+ Asscire,  my I
L <« {}; {Lista vazia}
while true do
B+ (p,s, Adst);
my 4 WhereTo(p, m1, s};
if my.h € E,, then {s = scircle(m,.h)}
(g, mg) <~ ClosestEdgeExit(B,m,.c);
if ma.h ¢ V,, then {o S-arco B termina antes da aresta m;.h}
¢ + LocalOverlayPoint(g, m»);
L« L-{Sym(c)); {insere a esquina Sym(c) na lista L}
return L;
else {o S-arco B ndo termina antes da aresta m;.h}
L+ L-{my.c); {insere a esquina my.c na lista L}
else {my.h € Fy,}
(g, ms) «+ ClosestFaceExit(B, m };
¢ < LocalOverlayPoint(g, ma};
my + (Org{c), ¢);
¢ « InsertArc(mi.c, ms.C, 5);
L+ L-{c)
if ¢ = A.dst then return L;
DG
™My — My

11.4.4 O procedimento InsertArc

O procedimento InsertArc recebe como parimetros duas esquinas ¢; € ¢p de um mapa M
e um S-circulo s, e insere uma nova aresta no mapa conectando os dois vértices v, =
Org(cy) e va = Org(cz) ao longo do S-arco A = (point(cl),?,pomt(cg)). O procedimento
supde que o S-arco A estd inteiramente contido na face f = Left(e1) = Left(cz). Por
definicdo, as esquinas ¢; e ¢,, fornecidas ao procedimento, devem ser tais que Left(c;) =
Left(es), Orgle)) # 2, Orglcy) # @. Além disso, my = (f,c1) e my = (f,c2) devem
ser respectivamente os enderecos dos S-vetores (point(c)), s) e (point(cz), —s). Em outras
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palavras, as esquinas ¢; e co devem ser tais que o S-circulo s passa pelos vértices v e vg, €,
além disso, no vértice vy, s entra na face f entre as arestas Edge(c;) e Edge(Onezxt{c;))
e, no vértice vy, s sai da face f entre as arestas Edge(c;) e Edge{(Onext{cs)). Veja a
figura 11.3.

027 C__~;27
e — > \eo @

(a)

(b)

Figura 11.3: Resultado do procedimento InsertArc.

O procedimento InsertArc consiste basicamente na aplicagdo do operador topolégico
Connect, descrito na se¢do 4.7.2. Conforme vimos na descricdo daquele operador, se
Bord{c;) = Bord(cy) — figura 11.3(b) — entdo, a face f é dividida e substituida por
duas novas faces f; e f>. Portanto, neste caso, as bordas adicionais na face f devem ser
transferidas para as novas faces fi e fy. Para realizar esta distribui¢ao, o procedimento
[nsertArc utiliza o procedimento auxiliar DistributeBorders.

Note que o procedimento InsertArc (mais precisamente, o operador Connect) cria duas
novas esquinas ¢ e ¢’ sobre a nova aresta; por defini¢do, ele retorna a esquina ¢, tal que
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scircle(c) = s.

procedure InsertArc(c;, c; : Corner; s : SCircle) : Corner;
f <« Left(er);
¢ + Connect(cy, c3);
¢ + Sym{c);
Org(e).props.geom < point(Org(cy));
Org(c).props.geom  point(Org(cs));
Edge{c).props.geom « s;
Fdge(cd).props.geom < —s;
if Left{c) # f then
DistributeBorders{ f, Le ft(c), Left(c));

11.4.5 O procedimento InsertOval

O procedimento InsertOval recebe como parametros um S-circulo s e uma face f tal que s
estd inteiramente contido em f. Dai, ele cria uma aresta oval na fronteira da face f com
a geometria s. De modo andlogo ao procedimento InsertArc, este procedimento também
cria duas esquinas c e ¢’ e, por definigio, retorna a esquina ¢ tal que scircle(c) = s.

Vale notar que neste procedimento, a face f sera substituida por duas novas faces f;
¢ fa, e portanto, as bordas da face f devem ser redistribuidas entre f; e fy, como no

procedimento anterior.

procedure InsertOval(s : SCircle; f : Face) : Corner;
¢ < MakeEdgeQOvai();
Edge(c).props.geom + s; Edge(Sym(c)).props.geom +- —s;
DistributeBorders{ f, Left(c), Le ft{Sym(c)));

11.4.6 O procedimento DistributeBorders

O procedimento DistributeBorders(f, f1, fo) é utilizado quando a inclusio de uma nova
aresta no mapa particiona uma face f em duas novas faces f; e fo. Sua funcao é redistribuir
entre as faces f; e f; as bordas da face f que nao foram afetadas pela inser¢io da nova
aresta. O procedimento pressupde que nenhuma dessas bordas é interceptada pela nova
aresta, e portanto, para cada borda ¥ na face f, basta decidir se um ponto » qualquer
sobre b estd em f; ou em f, e dai, aplicar o operador Transfer correspondente.

Como mostra a figura 11.4, é importante notar que nao basta determinar a posigio
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do ponto p em relagéo ao S-circulo de suporte da nova aresta. Portanto, a determinacio
de qual das faces contém o ponto p deve ser realizada utilizando-se o algoritmo Locate.
Por questdes de eficiéncia, convém utilizar uma versao especializada do mesmo, que toma
como ponto de referéncia um ponto qualquer da face f; (ou f3).

Scirculo
de suporte

Aresta a ser
tnserida

Figura 11.4: Na distribui¢do das bordas nio basta localizar o ponto p em relacio ao
S-circulo de suporte da nova aresta.

11.5 Complexidade do algoritmo de sobreposicao

Vamos agora determinar a complexidade de pior caso do algoritmo de sobreposicido de
dois mapas cada um deles com O{n) elementos.

E facil perceber que a complexidade do algoritmo OverlayPoint é ©(n), pois a com-
plexidade do algoritmo LocalOverlayPoint é ©(1) e a complexidade do algoritmo Locate
(versdo mais eficiente, secdo 10.5) é O(n).

Como vimos no capitulo anterior, a complexidade de ClosestFaceExit é ©(n). Por sua
vez, a complexidade de InsertArc é determinada pela complexidade do algoritmo Distri-
buteBorders que é ©(n?), pois, para cada borda na face f a ser distribuida, aplicamos o
algoritmo Locate. Visto que, no pior caso, o numero de bordas a serem distribuidas é
O(n), entio a complexidade do algoritmo DistributeBorders é ©(n?).

E facil verificar que a complexidade do algoritmo LocalOverlayArc ¢ ©(n) vezes o
méximo entre as complexidades dos algoritmos ClosestFaceExit e InsertArc. Por exemplo,
quando a S-curva a ser inserida intercepta todas as ©(n) arestas do mapa. Portanto,
podemos concluir que a complexidade do algoritmo LocalOverlayArc, no pior caso, é O(n?).

Visto que a complexidade da insergdo de uma S-curva num mapa (isto é, a comple-
xidade dos algoritmos QOverlayArc e OverlayOval), é determinada pelo méximo entre as
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complexidades dos algoritmos OverlayPoint e LocalOverlayArc, entdo concluimos que esta
operacdo também tem complexidade ©(n*), no pior caso.

Consequentemente, a complexidade do algoritmo de sobreposicio é ©(nt),

Para ilustrar o pior caso do algoritmo de sobreposi¢ao, considere a figura 11.5. Nesta
figura, suponha que as arestas tracejadas 1,-- -, n sejam inseridas, nesta ordem, no mapa
formado pelas n arestas continuas e pelos n vértices isolados. Note que a inser¢io de
cada aresta implica a realizagio de ©(n) operagbes Connect, e portanto ©(n) operagdes
DistributeB(‘)rders7 sendo que cada uma destas operacoes de distribuicao deve localizar os
n vértices isolados numa face de complexidade ©(n).

Figura 11.5: Pior caso do algoritmo de sobreposico.

11.6 Uma versao mais eficiente de LocalOverlayArc

Podemos obter uma versio mais eficiente do algoritmo LocalOverlayArc procedendo da
seguinte forma: inicialmente, determinamos a lista ¢, - - -, g de todos os pontos onde o
S-arco A intercepta todos os elementos (vértices e arestas) do mapa; além disso, para
cada um dos pontos ¢; determinamos também o seu endere¢o /; no mapa. Dai, ordenamos
sobre o S-arco A 0s pontos ¢; obtidos, e criamos uma aresta nova conectando cada um
dos pares de pontos ¢; € gi+:.

E facil perceber que a complexidade, no pior caso, desta etapa do algoritmo é
O(nlogn).

Resta-nos agora, distribuir de maneira mais eficiente, as bordas adicionais das faces
gue porventura foram particionadas. Note que, como todas as intersecoes ja foram com-
putadas, entido podemos adiar estas operagdes de distribuicdo realizando-as apds todas
as conexoes dos pontos ¢y, - -+, g, terem sido efetuadas. Para isto, podemos proceder da
seguinte forma: seja @ o conjunto de todas as bordas removidas das faces particionadas;
para cada borda b em @, geramos um ponto p sobre esta borda e, utilizando o algoritmo
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Locate, determinamos qual face do mapa M (com as conexdes ja efetuadas), contém o
ponto p; dai, transferimos a borda b para aquela face. Desta forma, a complexidade, no
pior caso, desta operacdo de distribuicio é ©(n?), pois, pode ser necessaria a redistribuigio
de ©(n) bordas e o custo da localizacfio de cada borda é @(n).

Portanto, adotando-se esta estratégia, a complexidade do algoritmo LocalOverlayArc
passa a ser ©(n?), no pior caso; e a complexidade da operacio de sobreposicio de mapas
passa a ser ©(n%), também no pior caso.

E importante ressaltar que, embora esta otimizagdo melhore o custo de pior caso da
operacdo de sobreposicéo, na pratica, a complexidade média do algoritmo original é ©(1),
pois em geral, as arestas dos mapas a serem sobrepostos sdo “curtas”, isto é, as arestas
de um mapa cruzam O(1) elementos do outro mapa e a fronteira das faces tém O(1)
elementos. Portanto, na pratica podemos esperar que situagées como as da figura 11.5,
em que todas as arestas de um mapa cruzam {quase) todas as arestas {e vértices) do outro
mapa nao sdo muito freqiientes.



Capitulo 12

Conclusoes e trabalhos futuros

A principal conclusao que podemos extrair deste trabalho é que é perfeitamente possivel,
do ponto de vista tedrico, resolver os problemas geométricos de SIGs de maneira exata.
Além disso, tudo nos leva a crer que a solugao proposta neste trabatho também vale do
ponto de vista pratico.

12.1 Precisao versus nuimeros de bits

Os resultados apresentados no capitulo 7, mostram que a representacdo exata de mapas
terrestres nao exige um numero muito grande de bits. Pelo corolirio 23, podemos coneluir
que para representar um circulo arbitrario sobre a superficie terrestre (cujo raio aproxima-
do € 6375000m) por um S-circulo racional, com uma precisdo em torno de 1m, é suficiente
representar os coeficientes inteiros com no maximo

6375000 . .
2- {mg2 (——#)J + 9 = 53 bits por coeficiente

Neste caso, para se representar os pontos de intersecio de dois desses S-circulos seriam
necessarios 2-53--1 = 107 bits. Aqueles mesmos resultados também nos permitem concluir
que, utilizando nimeros de 64 bits (o0 tamanho padrao de uma palavra nos computadores
modernos), é possivel representar exatamente um circulo sobre a superficie terrestre com
erro menor do que 25cm. Vale notar que para 0s padroes de SIGs, esta € uma precisao
muito boa.

Por exemplo, suponha que se deseja representar exatamente, com precisiao de 1m, um
circulo de raio 10m com centro no Edificio Arthur Bernardes (prédio principal) da UFV
(Universidade Federal de Vigosa - MG), cujas coordenadas sao latitude 20° 45" 14" S e
longitude 42° 52' 53" W. Este ponto corresponde ao ponto da esfera unitaria com coor-
denadas cartesianas (0.6852160987, —0.636327441, —0.354354508). Dai, pelo coroldrio 22,
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tomando ¢ = 1/6375000 = 1.5686274 - 1077, temos que n = 34688912.84, x = 34688926.58
e ¢ = 84353288, e portanto

({—2926124965288688, 2005027128140488, —1861972893141016, —1036885124861536)

é o S-circulo racional desejado.

Uma observagfo importante do ponto de vista pritico é que os elementos do mapa
resultante da sobreposicdo de dois mapas esféricos podem ser representados exatamente
utilizando-se a mesma quantidade de bits dos mapas originais. Portanto, se num deter-
minado SIG a precisdo maxima necessaria é conhecida, entdo o numero de bits de cada
coeficiente dos elementos geométricos (pontos e arcos de circulos) pode ser fixado a priori.
Neste caso, torna-se desnecessiria a utilizagdo de um pacote de aritmética com precisio
arbitréria; e além disso todas as varidveis temporarias podem ser alocadas estaticamente.
Isto torna os programas bem mais eficientes.

Com relacdo 2 complexidade das operagdes geométricas basicas, pode-se verificar que
todas estas operagdes tém um grau limitado, sendo que no pior caso elas envolvem testes
de ordem 6. Portanto, o nimero de bits necessdrios para efetuar tais operacdes é no
maximo 6 vezes ¢ nimero de bits dos operandos.

12.2 Eficiéncia dos algoritmos

Obviamente, a utilizagdo de aritmética exata, ao invés de aritmética com precisao fixa,
torna os programas menos eficientes. Porém, ndo faz muito sentido comparar os tempos
destas duas solugbes, pois, como discutimos no capitulo 1, devido aes erros de arredonda-
mento — que tém efeitos desastrosos para os algoritmos geométricos — a solugéo obtida
utilizando preciséo fixa pode ser arbitrariamente diferente da solucio correta,

Além disso, vimos que, no pior caso, a complexidade do algoritmo de localizacio
(capitulo 10) é linear no nimero de elementos do mapa. Pordm, na pritica é quase
sempre possivel usar a localiza¢do incremental a partir de um vértice “préximo” ao ponto
pesquisado. Nestas condicdes, o custo do algoritmo de localizagéo €, em média, O(1).

Por sua vez, a complexidade do algoritmo de sobreposicio (capitulo 11) €, no pior caso,
cibica no numero de elementos do mapa. Esta complexidade é dominada basicamente
pelo custo da redistribui¢ao das bordas de faces que sdo particionadas. Felizmente, na
pratica, em geral um arco a ser inserido no mapa cruza poucas faces e estas tém poucas
bordas. Portanto, na pritica o custo da sobreposi¢do de dois mapas esféricos tem custo
O{1) por aresta, ou seja, O(n) para mapas com n arestas.
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12.3 Trabalhos futuros

Certamente, este trabalho levanta diversas questdes interessantes, tanto tedricas quanto
préticas, gque merecem uma melhor investigacéo.

A primeira delas se refere a tentar tornar o algoritmo de localizacio de pontos em
mapas esféricos mais eficiente. Uma possibilidade € utilizar uma BSP [35] com planos
passando pela origem para construir um indice aproximado do mapa. No entanto, esta
estratégia ndo nos permite estabelecer garantias de performance e nem sobre o tamanho
deste indice. Nesta linha de raciocinio, uma abordagem alternativa que chegamos a in-
vestigar (embora apenas superficialmente) é considerar o arranjo espacial dos planos de
suporte dos S-circulos organizando-o em forma de uma partigdo bindria hierarquica do
espaco, semelhante & estrutura BSP. Em principio, isto nos permitiria localizar um pento
arbitrario em tempo O(logn). No entanto, existem algumas complicagdes que precisam
ser tratadas antes que esta estrutura possa ser aplicada a mapas esféricos, pois a inter-
secdo de uma célula da BSP com a esfera nao é necessariamente conexa, e muito menos
COTVexa.

Uma outra abordagem que pode simplificar as operagoes de localiza¢do e sobreposigdo
€ a trapezoidalizacdo do mapa, que consiste em decompor cada face do mesmo em tra-
pezdides definidos por 2 arcos de meridianos e 2 arcos de circulos quaisquer. Note que
para obter esta trapezoidalizacfio, seriam incluidas arestas ficticias no mapa. Desta forma,
toda face seria um poligono simples de complexidade O(1). Em particular, na operacdo
de sobreposicdo nao seria mais necessario redistribuir as bordas ao particionar uma face.

Do ponto de vista geométrico, um preblema em aberte de grande importancia pratica
é a operagdo de arredondamento geométrico de mapas, que consiste em construir uma
aproximac¢io racional de um mapa esférico, com um numero preestabelecido de bits por
coordenada, preservando a consisténcia topoldgica. O objetivo aqui seria tentar adaptar
os trabalhos de Greene e Yao [14] e de Guibas e Marimont {15] para o caso de mapas
esféricos.

QOutro problema geométrico importante é a geracao de sistemas de referéncia locais,
sobre planos tangentes a esfera com origem e eixos ractonais, utilizando pouces bits, para
permitir uma integragio eficiente de dados locais. Além disso, também seria interessan-
te elaborar um algoritmo para a operacdo de engordamenfo de um mapa esférico, que
informalmente consiste em aumentar a “espessura” dos vértices e arestas do mapa.

Finalmente, duas questées de implementacao que também podem resultar em tra-
balhos interessantes sdo o desenvolvimento de uma interface para visualizar os mapas
esféricos, e a implementagio dos algoritmos geométricos exatos, descritos neste trabalho,
seguindo os padrdes definidos pela biblioteca geométrica CGal [30].



Apéndice A
Conceitos basicos de topologia

Este apéndice apresenta de maneira bastante resumida alguns conceitos topoldgicos utili-
zados neste trabalho. Para maiores detalhes, recomendamos consultar um livro texto da
area, como por exemplo [18, 23].

A.1 Espacgo topoldgico; abertos e fechados

Um espago topoldgico € um par (X, A), onde X é um conjunto qualquer (os pontos), e A
é uma colecdo de subconjuntos de X (os abertos), satisfazendo os seguintes axiomas:

1. o conjunto X e 0 conjunto vazio sdo abertos;
2. a unido de qualquer colegao de subconjuntos abertos é um aberto;

3. a intersecgdo de uma colegdo finita de subconjuntos abertos é um aberto.

Nessas condigdes, dizemos que a colegdo A determina umae estrutura topoldgica sobre
o conjunto X, ou que ¢ uma topologia para X.
No resto deste apéndice, vamos supor que (X,.A) é um espago topoldgico.

A.2 Subconjuntos fechados

Por definicdo, um subconjunto Z de X é fechado se seu complemento X \ Z é aberto.
Portanto, X e {} sdo fechados; a intersecgdo de qualquer familia de subconjuntos fechados
¢ fechada; € a unido finite de subconjuntos fechados é fechada.

Em geral, num espaco (X, .4) existem subconjuntos de pontos que nao sao nem abertos
nem fechados.
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A.3 Sub-espacos

Dizemos que um espaco (Z, B) é um sub-espago de (X, A) se e somente se Z C X, e
B={ANnZ|Aec A}

Neste caso, dizemos que B ¢ a topologia de Z induzida por A.

A.4 Produto cartesiano

O produto cartesiano de dois espagos topoldgicos (X, A) e (Y, B) é o espago cujos pontos
séo os pares X X Y, e cujos abertos sdo todas as unides (finitas e infinitas) de produtos
AxBcomac Ae BEB.

A.5 Topologia natural de R"

Um intervalo aberto de nimeros reais ¢ um conjunto da forma
{z]a < = < b}

onde a e b sd0 reais com a < b.

Por defini¢do, na topologia natural da reta R, um subconjunto é aberto se e somente
se ele é a unido (possivelmente infinita) de intervalos abertos.

Para o espago R*, com n > 1, a topologic naotural é a definida pela regra do produto
cartesiano acima. Ou seja, um subconjunto de R* é aberto se e somente se ele é a unido
(possivelmente infinita} de produtos de 7 intervalos abertos de R.

Se Z é um subconjunto de R™, a topologia naturel de Z é a induzida sobre Z pela
topologia natural de R™.

Em particular, a topologia natural da esfera S? é a induzida na mesma pela topologia
natural de R®. Identificando-se os pontos de S2 com os do plano projetivo orientado T2,
esta mesma regra define a topologia natural para TZ.

Sempre que mencionarmos um subconjunto de pontos de R*, 8, ou T® como um
espaco topoldgico, sem especificar uma topologia, estaremos supondo a topologia natural.

A.6 Vizinhanca

Uma vizinhanga de um ponto z € X é qualquer subconjunto aberto de X que inclui z.
Por extensdo, uma vizinhanga de um conjunto Z C X é qualquer subconjunto aberto de
X que contém Z.

Na topologia natural de R*, toda bola com centro z é uma vizinhanga de z.
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A.7 Ponto de acumulagao

Dizemos que um elemento p € X € um ponto de acumulacdo de um conjunto Z C X see
somente se qualquer vizinhanga de p contém um ndmero infinito de pontos de Z.

Dizemos que uma seqiiéncia infinita de pontos pi,ps,... de um espago X converge
para um conjunto de pontos Z C X se qualquer vizinhanca de Z contém todos 0s pontos
da seqiiéncia, exceto por um subconjunto finito. Se uma seqiiéncia converge para um
conjunto com um unico ponto, dizemos que esse ponto ¢ o limite da seqiéncia.

A.8 Fecho, interior, e fronteira

Se Z C X, definimos o interior de Z (em X) como sendo a unido de todos os subconjuntos
abertos de X contidos em Z.

Definimos também o fecho de Z {em X) como sendo a intersec¢do de todos os sub-
conjuntos fechados de X que contém Z.

A fronteira de Z (em X)) é a diferenca entre o fecho de Z e o interior de Z.

A.9 Espacgo quociente

Se = é uma relagio de equivaléncia sobre os pontos de um espago (X, A), definimos o
espago quociente (X, A)/= como sende (Y, B), onde ¥ é o conjunto X/= das classes de
equivaléncia de X por =; e B ¢ a familia de todos os conjuntos A/=, para todo 4 € A
que é uniao de classes de X/=.

Espagos quocientes aparecem naturalmente quando uma superficie é descrita por meio
da colagem de faces. Nesse caso, o espago (X, .A) original é a unido de poligonos regulares
isolados, um para cada face. A relagio de equivaléncia define a maneira como as beiradas
dessas faces devem ser coladas. Isto é, se o ponto z numa aresta de um poligono deve
ser colado com o ponto y em outra aresta (de outro poligono, ou do mesmo}, entio por
definicdo x = y; exceto por este caso, £ = y se e somente se z = .

QOutro exemplo classico de espaco quociente é o plano projetivo ndo orientado, que
pode ser definido como o quociente da esfera S? (com a topologia natural) pela relacdo
de equivaléncia que identifica cada ponto da mesma com seu antipoda.

A.10 Separabilidade

Dois pontos de um espaco topoldgico sdo separdveis se existe um conjunto aberto que
contém um mas nio o outro; caso contrario eles sdo insepardveis.
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Do ponto de vista topoldgico, dois pontos insepardveis s3o essenciailmente indistin-
guiveis

Um espago ¢ separdvel se todos os pares de pontos sdo separiveis. Nao se perde
muita colsa interessante se nos restringimos a espagos separdveis; pois o quociente de
qualguer espago por sua relacao de inseparabilidade € um espaco separavel, cujos abertos
correspondem aos abertos do espaco original de maneira biunivoca e compativel com C.

A.11 Continuidade

Definimos uma continuidade de um espago topolégico (X, A) para outro espago topolégico
{Y, B) como sendo uma fungao de X para Y tal que a imagem inversa de todo subconjunto
fechado de Y é um subconjunto fechado de X.

A.12 Equivaléncia topoldgica

Um dos conceitos fundamentais da topologia é o de homeomorfismo: uma bijecio entre
dois espacos € um homeomorfismo se e somente se ela leva conjuntos abertos para con-
juntos abertos. Dizemos que dois espagos topoldgicos sao homeomorfos, ou equivalentes,
se e somente se existe um homeomorfismo entre eles.

Decorre da definigdo que uma bijecdo entre dois espacos é um homeomorfismo se e
somente se ela € continua, € sua inversa também é continua.

Uma propriedade topoldgica é uma propriedade de pontos e subconjuntos de um espaco
X que pode ser definida apenas em termos de conjuntos abertos de X (e das operagbes
da, teoria de conjuntos). Um exemplo é o fato de um conjunto de pontos ser fechado:
que significa, por defini¢do, que o seu complemento é aberto. Qutro exemplo é o fato
de um espago X ser conexo, que significa que nao existe nenhum subconjunto préprio e
nio-vazio de X que é ao mesmo tempo fechado e aberto. Ainda outro exemplo é fato de
um conjunto de pontos Z num espaco X separar dois pontos u,v € X \ Z, significando
que ndo existe nenhum sub-espago de X \ Z que seja conexo e contenha u e v.

Portanto, um homeomorfismo f preserva todas as propriedades topolédgicas de pontos
e subconjuntos de pontos. Em particular, se um espaco é conexo, qualquer espago ho-
meomorfo a ele também serd conexo; se Z separa u e v, entdo f(Z) separa f(u) de f(v).
E assim por diante.



Apéndice B
Implementacao

A estrutura de dados SMC, juntamente com os seus operadores topoldgicos e todos os
algoritmos para a manipulacdo dos mapas esféricos, descritos nos capitulos anteriores,
foram implementados em Modula-3 [28], produzindo ao final uma biblioteca denominada
SMap que nos permite representar e manipular exatamente os mapas esféricos.

A arquitetura do sistema por nds implementado € bastante simples, sendo compos-
ta basicamente por trés modulos: SMTop, SMGeo e SMap, além de uma biblioteca de
geometria projetiva com precisao arbitraria LibOPG; veja a figura B.1.

GMP
LibOPG
SMGeo SMTop

SMap

Figura B.1: Arquitetura do sistema para representacdo e manipulacao exatas de mapas
esféricos.
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B.1 Moédulo SMTop

No médulo SMTop — spherical maps topology ~—~— implementamos a estrutura de dados
SMC juntamente com os operadores topolégicos definidos nos capitulos 4. Mais espe-
cificamente, os tipos Corner, Vertex, Edge, Border e Face e os operadores JoinOrSplitOr-
bits, JoinVerticesJoinBorders, SplitVertexSplitBorder, JoinVerticesSplitBorder e SplitVertex-
JoinBorders.

B.2 Mdédulo SMGeo

No médulo SMGeo — spherical maps geometry — implementamos a representagio
geométrica dos mapas esféricos. Mais especificamente, definimos a representagio dos
pontos dos conjuntos A, B, € (capitulos 7 e 8) e também dos pontos de §2 (em certas
situagdes, utilizados como dados de entrada e também, para a visualizacdo dos mapas).
Além disso, definimos também a representacdo de retas e planos.

Nas definigdes destas representacgdes geométricas, utilizamos uma variacio dos médulos
geométricos criados por J. Stolfi [34] para implementar a geometria projetiva orientada. A
modificagdo que fizemos nestes médulos foi substituir a representacio numérica de preciséo
fixa (ponto flutuante) para precisdo arbitrdria. Para isto, implementamos inicialmente
uma primeira versao utilizando o pacote de precisdo arbitraria BigNum [32], do laboratério
da DEC de Paris. No entanto, este pacote se revelou bastante restrito (em particular,
ele ndo permite verificar exatamente se um niimero é um quadrado perfeito); portanto,
implementamos uma nova versao baseada no pacote de aritmética exata GMP (The GNU
Multiple Precision Arithmetic Library) [13] da Free Software Foundation.

Além de definir estas representagoes, todas os procedimentos geométricos exatos des-
critos no capitulo 9 também sdo implementados neste mddulo.

B.3 Modbdulo SMap

Finalmente, no modulo SMap — spherical maps — integramos os dois méodulos SMTop
e SMGeo de modo a desenvolver as rotinas de manipulacdo de mapas esféricos como
um todo. Neste médulo implementamos todos os procedimentos auxiliares necessarios
a implementagao dos algoritmos de localizacdo e sobreposicao descritos nos capitulos 10
e 11, respectivamente.
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