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Resumo

Neste trabalho estudamos a interacao entre duas areas: otimizagao combinatéria e com-
partilhamento de custos (cost-sharing), que é a arte de dividir os custos associados a
construcao e manutencao de uma solucao a qual um grupo de usuarios é beneficiado.
Apresentamos algoritmos para problemas de projeto de redes, tendo como objetivo prin-
cipal os problemas “Connected Facility Location” e “Rent-or-Buy”. Estes dois problemas
sao NP-dificeis, pois tém como caso particular o problema da arvore minima de Steiner,
que também é NP-dificil. Na primeira parte do trabalho, temos a seguinte questao como
motivacao: “Como projetar uma boa rede, ou seja, uma rede que satisfaca todas as pro-
priedades do problema e ao mesmo tempo minimize o custo de construcao desta rede?” E
nesta parte que os algoritmos de aproximacao entram em agao. Uma vez que esse custo for
determinado, na segunda parte do trabalho, uma outra questao surge: “Como dividir esse
custo entre todos os usuarios que participam da rede de uma maneira “justa”? ” Nesta
parte, usaremos o compartilhamento de custos juntamente com as técnicas de algoritmos
de aproximacao para responder a essa questao.

vii



Abstract

We consider the interplay of two areas: combinatorial optimization and cost-sharing in
network design problems. In the first, we are interested to find a solution with small
cost. In the second we would like to share the solution cost between its users. We present
algorithms for the problems “Connected Facility Location” and “Rent-or-Buy”. These
two problems are NP-hard, since they have as a particular case the minimum Steiner tree
problem, which is a known NP-hard problem. In the first part of this work, we have the
following question as motivation: “how to design a good network, i.e., one that satisfies all
problem requirements and minimize the overall network construction cost?” In this part,
approximation algorithms takes action. Once this cost is determinated, in the second
part of the work, another question arises: “How to distribute this cost among all users
that participate in the network in a “fair” way?” In this part, we will use cost-sharing
together with approximation algorithms techniques to answer this question.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagao é sobre a interagao entre duas areas: otimizagao combinatoria e com-
partilhamento de custos (cost-sharing), que é a arte de dividir os custos associados a
construcao e manutencao de uma solucao a qual um grupo de usuarios é beneficiado.
Neste trabalho apresentamos algoritmos para problemas de projeto de redes, tendo como
objetivo principal os problemas “Connected Facility Location” e “Rent-or-Buy”. Estes
dois problemas sao NP-dificeis, pois tém como caso particular o problema da arvore de
Steiner de peso minimo, que também é NP-dificil [23]. Na primeira parte do trabalho,
temos a seguinte questao como motivacao: “Como projetar uma boa rede, ou seja, uma
rede que satisfaca todas as propriedades do problema e ao mesmo tempo minimize o custo
de construcao desta rede?” E nesta parte que os algoritmos de aproximacgao entram em
acao. Uma vez que esse custo for determinado, na segunda parte do trabalho, uma outra
questao surge: “Como dividir esse custo entre todos os usudrios que participam da rede de
uma maneira “justa”?” Nesta parte, usaremos o compartilhamento de custos juntamente
com as técnicas de algoritmos de aproximagcao para responder a essa questao.

Algoritmos de aproximacao é um ramo da otimizagao combinatoria que esta preocu-
pado em encontrar solugoes préximas da solugao 6tima. Falaremos depois sobre algoritmos
de aproximacao, antes vamos explicar o que ¢é otimizacao combinatéria.

1.1 Otimizacao combinatéria

Problemas de otimizacao, em sua forma geral, tém como objetivo maximizar ou minimizar
uma func¢ao definida sobre um certo dominio. A teoria classica de otimizagao trata do
caso em que o dominio é infinito. J4 no caso dos chamados problemas de otimizacao
combinatoria, o dominio é tipicamente finito; além disso, em geral é facil listar os seus
elementos e também testar se um dado elemento pertence a esse dominio. Ainda assim, a
idéia ingénua de testar todos os elementos deste dominio na busca pelo melhor mostra-se
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inviavel na pratica, mesmo para instancias de tamanho moderado.

Nesta dissertacao estamos considerando a hipdtese de P#£NP. Assim, problemas NP-
dificeis, dentre eles o Connected Facility Location e o Rent-or-Buy, sao impossiveis de
serem resolvidos por algoritmos eficientes, i.e., algoritmos que executem em ordem de
tempo polinomial no tamanho da entrada em computadores baseados na mdquina de
Turing tradicional. No entanto, existem varias técnicas alternativas, cada qual compre-
endendo uma sub-area da otimizacao combinatéria, para tentar resolver tais problemas
de forma satisfatoria, onde cada técnica possui vantagens e desvantagens com relagao as
outras. Dentre as técnicas utilizadas, podemos citar o uso de heuristicas, programacao
inteira, métodos hibridos, redes neurais, algoritmos genéticos e outros.

1.1.1 Algoritmos de aproximacao

A técnica de otimizacao combinatdria que estaremos interessados neste texto sao os al-
goritmos de aproximacao. Nesta técnica, sacrificamos a otimalidade da solucao em troca
da garantia de uma solugao aproximada computavel eficientemente. Certamente, o in-
teresse é, apesar de sacrificar a otimalidade, fazé-lo de forma que ainda possamos dar
boas garantias sobre o valor da solucao obtida, procurando ganhar o maximo em termos
de eficiéncia computacional. Em linhas gerais, algoritmos de aproximagcao sao algoritmos
que nao necessariamente produzem uma solucao 6tima, mas solucoes que estao dentro de
um certo fator da solucao 6tima.

1.2 Compartilhamento de custos

Uma forma mais realista de tratar problemas nao esta somente preocupada com o custo
da solug@o, como é o caso da otimizacao combinatéria. Além disso, temos usudrios que
participam da solucao que devem ser cobrados com uma parcela do custo da solugao.
No entanto, podemos dividir o custo da solucao de varias maneiras diferentes. Algumas
dessas maneiras privilegiam um certo grupo de usuarios, mas podem trazer consequéncias
negativas a outro grupo. O objetivo do compartilhamento de custos é realizar a divisao dos
custos da solugao encontrada de forma que esta divisao seja justa para todos os usuarios,
encorajando a cooperacao entre 0s usuarios.

O compartilhamente de custos tem origem na teoria dos jogos, mais especificadamente,
a teoria dos jogos cooperativos. Como esta é uma area muito grande do conhecimento,
muitos dos estudos realizados sobre o assunto serao somente enunciados como teoremas,
sendo referenciados na bibliografia. A idéia de juntar algoritmos de aproximacao com
compartilhamento de custos ¢ um assunto bastante recente e ativo, com resultados novos
aparecendo regularmente.
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Estamos interessados em encontrar fungoes de compartilhamento de custo que captu-

"1 que diz que o custo cobrado de cada usudrio nao

rem a nocao de “cross-monotonicity
deve aumentar se adicionarmos usudrios ao sistema, e da mesma forma, nao deve diminuir

quando usuarios saem do sistema.

1.3 Projeto de Redes

Os problemas de projeto de redes sao modelados como problemas em grafos que contém
caracteristicas inerentes ao problema original, como custos nas arestas e vértices, arestas
direcionadas, etc. O progresso da pesquisa e conseqiientemente a publicacao de artigos
cientificos que tratam de problemas de projeto de redes tem sido constante nos ultimos
anos. De fato, o interesse por esses problemas é muito grande devido a atual tecnologia que
possibilita a criagao de projeto fisico de redes com milhares de nodos. Estes problemas tém
varias aplicagoes, principalmente em projeto de redes de telecomunicagoes, distribuigao
de caches e roteadores, aglomeracao de dados em trafego e projeto de localizacao de
facilidades (como pontos de correio, corpo de bombeiros, bancas de revista, etc).

Neste trabalho estamos interessados em investigar os problemas Connected Facility
Location (CFL), assim como variantes e problemas relacionados, como o problema Rent-
or-Buy, que é um caso particular do CFL. Como objetivo, queremos aplicar técnicas de
algoritmos de aproximagao e compartilhamento de custos nestes problemas. No CFL,
temos um grafo conexo, um conjunto de facilidades que podem ser abertas e um conjunto
de demandas que devem ser conectadas as facilidades. O objetivo é abrir facilidades,
conectando todas as demandas nas facilidades abertas e definir uma arvore de Steiner
sobre as facilidades que foram abertas tal que o custo total seja minimizado. Em outras
palavras, o CFL é o problema cléssico Facility Location com a restricao adicional de que
todas as facilidades abertas devem estar conectadas. Iremos fazer as definicoes formais
destes problemas no Capitulo 2.

1.4 Organizacao do texto

No Capitulo 2, iremos fazer uma breve introducao aos conceitos preliminares que serao
uteis nesta dissertacao. Explicaremos o que sao algoritmos de aproximagcao e definiremos
formalmente os problemas os quais iremos tratar durante o texto. Adiaremos, no entanto,

1 Ao longo desta dissertacdo, alguns termos técnicos foram deixados propositalmente em lingua inglesa.
O tema de compartilhamento de custo ainda é um assunto muito recente, e nao ha um consenso sobre a
traducao da maioria dos termos técnicos.
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a explicacao dos conceitos preliminares sobre compartilhamento de custos para o Capitulo
5.

Nos Capitulos 3 e 4 iremos estudar duas técnicas distintas para obter algoritmos de
aproximagcao. A técnica primal-dual sera vista no Capitulo 3, onde obtemos algoritmos de
aproximagcao para os problemas Rent-or-Buy e Connected Facility Location. No Capitulo
4 serd apresentado um algoritmo probabilistico para o Rent-or-Buy, e usaremos técnicas
de métodos probabilisticos para demonstrar o fator de aproximacao. A grande vantagem
deste método com relagao ao método primal-dual é a simplidade do algoritmo e da analise
respectiva. Por outro lado, temos como ponto negativo o fato do algoritmo apresentado
nao ter uma desaleatorizacao eficiente.

Nosso objetivo nesse trabalho nao é apresentar todas as técnicas existentes para re-
solucao desses problemas. Existem intimeras técnicas para obter algoritmos de apro-
ximagao, escolhemos aqui as que exemplificam de forma satisfatéria uma determinada
técnica ou que ilustram algum fato que julgamos importante. De modo particular para os
problemas Connected Facility Location e Rent-or-Buy, uma outra técnica foi utilizada em
2001 por Gupta et al. [11], que consiste do arredondamento de um programa linear resol-
vido em sua forma relaxada (fraciondria). Os fatores de aproximagao sao piores dos que
os obtidos pelos artigos subseqiientes, no entanto, este foi o primeiro trabalho a conseguir
fatores de aproximacao para esse problemas.

A segunda parte do trabalho comeca a partir do Capitulo 5, o qual é inteiro dedicado
a uma introducao sobre o assunto de compartilhamento de custos. Faremos defini¢oes ne-
cessarias, explicaremos os conceitos e resolveremos um problema simples para exemplificar
o que esta por vir nos préximos capitulos.

No Capitulo 6 utilizaremos a técnica primal-dual, ja vista anteriormente, para ob-
ter fungdes de compartilhamento de custo. A técnica apresentada neste capitulo é uma
técnica genérica que pode ser aplicada a outros problemas. Iremos apresentar funcoes de
compartilhamento de custo para os problemas Facility Location, Rent-or-Buy e Connected
Facility Location.

No Capitulo 7 utilizamos novamente a técnica probabilistica, mas agora com o objetivo
de obter um bom método de compartilhamento de custo.

Para concluir a dissertacao, no Capitulo 8 apresentamos uma desaleatorizacao do
algoritmo utilizado nos Capitulos 4 e 7, garantindo as propriedades de cost-sharing e um
bom fator de aproximagao. Sao usados conceitos sofisticados em métodos probabilisticos
para conseguir uma desaleatorizacao do algoritmo apresentado.

Finalmente, apresentamos nossas conclusoes e consideragoes finais no Capitulo 9.

No Apéndice A, apresentamos algumas definicoes basicas de conceitos que sao utili-
zados no Capitulo 8, bem como a construcao explicita de espacos amostrais pequenos,
utilizado também neste mesmo capitulo.



Parte 1

Algoritmos de aproximacao



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo contém, de forma resumida, defini¢cbes e nogoes bésicas que serao necessarias
no decorrer da leitura do trabalho. Apresentamos definicbes basicas sobre algoritmos
de aproximagcao, assim como defini¢oes relacionadas sobre o tema. Além disso, discuti-
mos brevemente algumas técnicas usadas no desenvolvimento de algoritmos aproximados.
Também apresentamos os problemas de projeto de redes que iremos considerar neste
trabalho, mostrando suas defini¢oes e discutindo algumas aplicagoes.

2.1 Algoritmos de aproximacao

Para resolver os problemas propostos neste trabalho, utilizaremos a abordagem de al-
goritmos de aprorimacdo. Abaixo, uma explicacdo sobre o que sao os algoritmos de
aproximacao.

Dado um algoritmo A para um problema de minimizacao, se I é uma instancia para
este problema, vamos denotar por A(I) o valor da solu¢ao devolvida pelo algoritmo A
aplicado & instancia I e vamos denotar por OPT(I) o valor correspondente para uma
solugao 6tima de I. Diremos que um algoritmo tem um fator de aproximagao a, ou é
a-aproximado, se A(I)/OPT(I) < «, para toda instancia I. No caso dos algoritmos
probabilisticos, consideramos a desigualdade E[A(I)]/OPT(I) < «, onde a esperanga
E[A(I)] é tomada sobre todas as escolhas aleatérias feitas pelo algoritmo. Na presente
dissertacao, a ¢ um valor que nao depende de I, embora em geral o possa ser uma funcao
de I. Dizemos que um algoritmo polinomial A,, € > 0, para um problema de minimizacao,
é um esquema de aproximagao se o algoritmo tem um fator de aproximagao (1 + €),
para todo € > 0. Neste trabalho, nao apresentaremos nenhum esquema de aproximagao.
De fato, hé resultados fortes que indicam a auséncia de algoritmos deste tipo para os
problemas que iremos considerar.

Nos ultimos anos, surgiram véarias técnicas de carater geral para o desenvolvimento
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de algoritmos de aproximacao. Algumas destas sao:  arredondamento de solugoes via
programacao linear, dualidade em — programacdo linear e método primal-dual, algoritmos
probabilisticos e sua desaleatorizacao, relaracdo lagrangeana, provas verificdveis proba-
bilisticamente e a impossibilidade de aproximagdes, dentre outras (veja [4, 14, 35, 36]).

Uma estratégia comum para tratar problemas de otimizacao combinatoria, é formular
o problema através de um sistema de programacao linear inteira, resolver a relaxacao
linear deste (em tempo polinomial) e em seguida usar algum método para obter solugoes
inteiras, nao necessariamente otimas, através da solucao da relaxacao linear. O método
de programagao linear tem sido bastante usado no desenvolvimento de algoritmos apro-
ximados, através de diversas maneiras: fazendo uso de arredondamentos das solugoes
fracionarias do programa linear; resolvendo o sistema dual do programa linear, em vez
do primal, e em seguida obtendo uma solucao com base nas variaveis duais; e fazendo
uso de uma generalizacao do método primal-dual, que tem sido usado para obter diversos
algoritmos combinatérios rapidos (sem uso da resolu¢ao de um programa linear).

Ja no caso de algoritmos probabilisticos, o algoritmo contém passos que dependem
de uma seqiiéncia de bits aleatérios, dados na entrada. Neste caso a andlise da solucao
gerada pelo algoritmo é feita com base no valor esperado da solugao. E interessante ob-
servar que apesar do modelo parecer restrito, a maioria dos algoritmos probabilisticos
pode ser desaleatorizada, através do método das esperancgas condicionais, tornando-os
algoritmos deterministicos (veja [26]). A versao probabilistica é em geral mais simples
de se implementar e mais facil de se analisar que a correspondente versao deterministica.
Além disso, muitos dos algoritmos de aproximacao combinam o uso de técnicas de pro-
gramagcao linear com técnicas usadas em algoritmos probabilisticos, considerando o valor
das variaveis obtidas pela relaxacao linear como probabilidades.

A técnica de relaxacao lagrangeana é bastante usada na area de otimizacao combi-
natéria mas apenas recentemente tem sido considerada na obtencao de algoritmos de
aproximacao. Esta técnica é bem conhecida pela obtencao, em geral rapida, de limitantes
para a solucao 6tima.

2.2 Os problemas Rent-or-Buy e Connected Facility
Location

Antes de apresentarmos os problemas, vamos fazer uma observacao que sera utilizada
em todos os problema deste documento. Em muitas situacoes praticas de projeto de
redes, é sempre mais economico ir diretamente de um vértice u a um vértice w, sem que
tivéssemos que desviar por algum outro vértice intermediario v. Em outras palavras,
cortar uma parada intermedidria nunca aumenta o custo de um caminho. Formalizamos
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essa nocao com a definicao de desigualdade triangular.

Desigualdade Triangular. Seja G = (V, E) um grafo e uma funcao c¢: VxV — Q% de
custo entre os vértices do grafo. Dizemos que a fungao de custo ¢ obedece a desigualdade
triangular se, para todos os vértices u,v,w € V,

c(u,w) < c(u,v) + c(v,w).

A desigualdade triangular é uma desigualdade natural pois em muitas aplicagoes é
satisfeita de forma automatica. Por exemplo, se os vértices de um grafo sao pontos no
plano e o custo de viajar entre dois vértices é a distancia euclidiana comum entre eles,
entao a desigualdade triangular é satisfeita. Como afirmamos acima, iremos supor que a
desigualdade triangular é valida para todos os problemas da dissertacao.

Nesta dissertagao, iremos investigar o problema Rent-or-Buy (RorB), assim como vari-
antes e problemas relacionados, como o problema Connected Facility Location (CFL) que
é um caso genérico do Rent-or-Buy com algumas modificagoes. O problema Rent-or-Buy
¢ definido formalmente abaixo:

Problema 2.1 (Rent-or-Buy (RorB)). Dados um grafo ndao orientado G = (V, E), com
custos c. > 0 para cada aresta e € E, um conjunto D CV de demandas, cada demanda
Jj € D com peso d; > 0 e um parametro M > 1, encontrar um conjunto F' C 'V de faci-
lidades a serem abertas e uma atribuicao das demandas as facilidades que foram abertas.
Além disso, devemos ter um grafo conero T C G que gera F' (sem perda de generalidade,
T € uma drvore). Se tal solugdo atribui a demanda j a facilidade aberta i(j) € F, o custo
da solugao (que queremos minimizar) é definido como

D djcig+ MY e,

jeD ecT

onde c;;); denota o caminho minimo entre dois vértices em G.

Iremos chamar o primeiro termo da fungdo objetivo de custo de conexdo (ou custo
de atribui¢ao), e o segundo termo de custo de Steiner (ou custo da drvore de Steiner).
Iremos nos referir as arestas da arvore de Steiner como compradas, e as arestas no menor
caminho entre uma demanda j e sua facilidade aberta mais préxima i(j) como alugadas.

O problema Connected Facility Location é uma generalizacao do Rent-or-Buy, definido
como segue.

Problema 2.2 (Connected Facility Location (CFL)). Dados um grafo nao orientado G =
(V,E), com custos c. > 0 para cada aresta e € E, um conjunto D C V de demandas,
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um conjunto F' C V de facilidades, cada demanda j € D com peso d; > 0, cada
facilidade i com custo de abertura f; e um parametro M > 1, encontrar um conjunto
F' C F de facilidades a serem abertas e uma atribuicao das demandas as facilidades que
foram abertas. Além disso, devemos ter um grafo conexo T'C G que gera F' (sem perda
de generalidade, T é uma drvore). Se tal solugdo atribui a demanda j a facilidade aberta
i(j) € F', o custo da solug¢ao (que queremos minimizar) € definido como

Do it Y diagy MY e

i€ F! j€D eeT

onde c;;); denota o caminho minimo entre dois vértices em G.

2.3 Uma motivagao na pratica

Informalmente falando, no Connected Facility Location, temos um conjunto de demandas
e um conjunto de facilidades a serem abertas. Devemos escolher quais facilidades abrir,
pagando seus precos de abertura, e entao conectar as demandas as facilidades que foram
abertas. Além disso, as facilidades que foram abertas devem ser conectadas por uma
arvore de Steiner.

O problema Connected Facility Location surge naturalmente em diversas situacoes de
projeto de redes. Krick et al. [21] consideram o problema de geréncia de dados/caches.
Neste problema, temos usuarios enviando pedidos de leitura e escrita para objetos de
dados. Cada objeto deve ser armazenado em um moédulo de meméria, pagando um certo
custo de armazenamento — um objeto pode ser replicado e armazenado em multiplas
localizacoes. Dado uma disposi¢ao de objetos, um pedido de leitura enviado para um
objeto no nodo j é servido pela localiza¢ao mais préxima i(j), que contém uma cépia do
objeto requisitado. No entanto, um pedido de escrita precisa atualizar todas as copias do
objeto. Krick et al. [21] mostraram que com uma pequena perda de desempenho, isto
pode ser modelado com uma tnica arvore de multi-difusao (multicast) que conecta todas
as localizacoes que contém uma cépia do objeto. Um pedido de escrita em j primeiramente
envia uma mensagem para i(j) o qual entdo inicia a atualizagdo de todas as cépias do
objeto através da arvore de multi-difusao. O objetivo é encontrar uma disposicao de
objetos para mdédulos de memoéria que minimize a soma dos custos de requisicao de leitura,
escrita e armazenamento. Isto é exatamente a estrutura do Connected Facility Location.
As facilidades sao os moédulos de memoria e os clientes sao os nodos que enviam pedidos
de escrita/leitura. O custo da facilidade é o custo de armazenamento associado com o
moédulo de memoria. A demanda de um cliente é o niimero de requisicgoes feitas pelo nodo.
Aqui, a exigéncia de conectividade é imposta pela necessidade de manter a consisténcia
de dados.
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2.4 QOutros problemas

A seguir, vamos definir alguns problemas que tém ligacoes estreitas com os problemas
Connected Facility Location e Rent-or-Buy. Esses problemas serao particularmente tteis
em alguns exemplos de técnicas que utilizaremos, pois sao problemas mais simples que o
CFL e o RorB.

O problema Fuacility Location é muito parecido com o Connected Facility Location,
mas sem a necessidade de ter que conectar as facilidades que foram abertas pelo algoritmo.
Abaixo, sua definicao.

Problema 2.3 (Facility Location). Dados um grafo nao orientado G = (V, E), com
custos ¢, > 0 para cada aresta e € E, um conjunto D CV de demandas, um conjunto
F CV de facilidades, cada facilidade i com custo de abertura f;, encontrar um conjunto
F' C F de facilidades a serem abertas e uma atribuicao das demandas as facilidades que
foram abertas. Se tal solugao atribui a demanda j a facilidade aberta i(j) € F', o custo
da solugdo (que queremos minimizar) é definido como

> fit D e
iEF jED
onde c;;); denota o caminho minimo entre dois vértices em G.

O problema da drvore geradora minima é bastante conhecido na érea de otimizacao
combinatéria. Apesar de ser um problema resolvido em tempo polinomial, é sempre 1til
como parte da solucao de alguns problemas de projeto de redes NP-dificeis.

Problema 2.4 (Arvore Geradora Minima). Dados um grafo nao orientado G = (V, E),
com custos ¢, > 0 para cada aresta e € E, encontrar um subgrafo conexo I’ C G que gera
V' (sem perda de generalidade, T € uma drvore), ou seja, um subgrafo que conecte todos
0s vértices. O custo da solugcdo (que queremos minimizar) € definido como

§ C@?
ecT
ou seja, queremos minimizar o custo da drvore que gera V.
O problema da drvore de Steiner é parecido com o problema da arvore geradora
minima, no entanto, queremos cobrir somente um subconjunto dos vértices do grafo.

Apesar de serem bem parecidos, o problema da arvore de Steiner é NP-dificil. Note que
este problema ¢ um caso particular do Connected Facility Location e do Rent-or-Buy.

Problema 2.5 (Arvore de Steiner). Dados um grafo nao orientado G = (V, E), com
custos ce > 0 para cada aresta e € E, um conjunto D C V de demandas (chamados
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também na literatura de vértices terminais), encontrar um subgrafo conexo T C G que
cobre D (sem perda de generalidade, T' € uma drvore), ou seja, um subgrafo que conecte
todas as demandas. O custo da solu¢do (que queremos minimizar) € definido como

E Cea

ou seja, queremos minimizar o custo da drvore que gera D.

Iremos apresentar, a seguir, algumas notagoes que iremos utilizar no decorrer da dis-
sertacao. Seja S um conjunto de arestas de uma possivel solugao e ¢ uma fungao de custos

val(S) = Z Ce.

e€eS

nas arestas. Entao,

Usando esta notacgao, se T* é o conjunto de arestas de uma solucao o6tima, entao
val(T*) é o valor da solugao étima.

Para os problemas Rent-or-Buy e Connected Facility Location, denotamos por ccon(.S)
o custo de conexao (custo de atribuigao) de uma dada solugao S e por cste(S) o custo de
Steiner da solugao S.

2.5 Introducao a técnica primal-dual

O objetivo desta secao é fazer uma breve introducao a técnica primal-dual. Em vérios
capitulos da dissertacao, iremos descrever algoritmos baseados nesta técnica. No Capitulo
3, utilizaremos esta técnica para obter algoritmos aproximados para os problemas Rent-or-
Buy (ver Problema 2.1) e Connected Facility Location (ver Problema 2.2). No Capitulo 5
usaremos esta técnica para obter um algoritmo exato para o problema da arvore geradora
minima (ver Problema 2.4). No Capitulo 6, os problemas Facility Location (ver Problema
2.3), Rent-or-Buy e Connected Facility Location serao resolvidos utilizando as idéias da
técnica primal-dual sob o ponto de vista do compartilhamento de custos.

Um algoritmo primal-dual garante uma razao de aproximacao que estd restrita ao gap
de integralidade de uma formulacao do problema em programacao linear inteira. O gap
de integralidade de uma formulacao é a razao do pior caso, sobre todas as instancias,
entre os valores de um programa linear inteiro e o valor correspondente do programa
linear relaxado. Como a garantia de aproximacao de um algoritmo primal-dual é obtida
comparando as solugoes primais e duais viaveis obtidas pelo algoritmo, sua aproximacao
nunca pode ser melhor que o gap de integralidade da formulagao utilizada. Em outras
palavras, se obtivermos um fator de aproximacao « utilizando a técnica primal-dual, entao
o gap de integralidade nao é maior que a.
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Vamos considerar o seguinte programa linear primal, escrito na forma padrao. Quere-
mos encontrar x que

n
min E ijj
j=1

. . . p
sujeito a Zaij:zj >b,1=1,..., m, (P)
j=1
x; > 0, j=1,...,n,

onde a;;, b; e ¢; sao valores constantes dados como entrada. O programa dual consiste em
encontrar y que

max zm: biy;
i=1

m
sujeito a Zaijyi <c¢,j=1,...,n,
i=1

y; > 0, i=1,...,m.

Dizemos que um vetor x é vidvel em (P) se x satisfaz todas as desigualdades em (P). Da
mesma forma, dizemos que um vetor y ¢é viavel em (D) se y satisfaz todas as desigualdades
em (D).

A maioria dos algoritmos de aproximagao que utilizam a técnica primal-dual em sua
execucao garantem um conjunto de condicoes e relaxam apropriadamente outro conjunto
de condigoes. Na seguinte descricao, vamos obter ambas as situacoes, relaxando ambas
as condigoes. Se, eventualmente, as condi¢oes primais sao satisfeitas, fazemos o = 1, e se
as condigoes duais sao satisfeitas, fazemos 5 = 1.

Condicgoes de folgas aproximadas primais:
Seja > 1. Paracada 1 <j<mn:ouz; =0ouc;/a< " a;y <c.

Condigoes de folgas aproximadas duais:

Seja 3> 1. Paracada 1 <i<m: ouy; =0oub; < Z?Zl ajjx; < B-b;.
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Proposicao 2.6. Se o vetor x € viavel em um programa linear primal e o vetor y € viavel
no dual deste programa linear, ambos satisfazendo as condigcoes de folgas aprorimadas
primais e duais mostradas acima, entao

ZCJ'SL’J' < Oéﬂszyz
j=1 i=1

Demonstracao.
Z iy S« Z <Z Clzjyz')ﬂl?j =« Z (Z @z'jxj)yi < 0652 biyi.
j=1 j=1 =1 =1 j=1 i=1

1=

As desigualdades seguem das condicoes de folgas aproximadas, e a igualdade é simples-
mente a troca de ordem do somatorio. [ |

O algoritmo primal-dual inicia com um vetor x invidvel em (P), e um vetor y vidvel
em (D). Esses vetores sdo geralmente os vetores triviais © = 0 e y = 0. Assim, durante

"1 do vetor primal = e a “otimalidade”?

sua execucao, o algoritmo “melhora a viabilidade
do vetor dual y, garantindo que, no fim, obtenhamos o vetor x primal viavel e todas
as condigoes de folgas aproximadas mostradas acima sejam satisfeitas (com uma escolha
apropriada de a e 3). A viabilidade do vetor x é sempre melhorada com nimeros inteiros,
garantindo que no final o vetor obtido seja um vetor inteiro. A cada passo do algoritmo
usamos os vetores primais e duais para decidir o que devemos fazer, o vetor primal em
um determinado passo é usado para a melhoria do vetor dual, e vice versa. No final, o
valor da funcao objetivo usando o vetor dual obtido é usada como limitante inferior do
valor da soluc¢@o étima (no caso do dual ser de maximizacao e o primal ser minimizagao,
devido ao Teorema Forte da Dualidade), e pela Proposicao 2.6, a aproximagao garantida
pelo algoritmo é de « - 5.

Vale observar que nem todos algoritmos aproximados que utilizam a técnica primal
dual obtém sua aproximacao baseada no esquema de folgas aproximadas descritas acima.
Existem diversas variacoes de demonstracoes para algoritmos primais-duais, neste docu-
mento estamos interessados somente na técnica de aproximagao apresentada.

LA rigor, ndo é correto utilizar a expressdo “melhora a viabilidade”, pois um vetor ou é vidvel, ou é
invidvel. Ao utilizar esta expressao estamos cometendo um abuso no rigor da formalidade. O que estamos
tentando dizer a expressao “melhora a viabilidade” é que a cada passo do método primal-dual, um vetor
fica cada vez mais préximo de se tornar um vetor viavel.

2Da mesma forma que a observacio quanto & expressiao “melhora a viabilidade”, a expressdo melhorar
a otimalidade significa obter a cada passo um vetor mais préximo da solugao otima.
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2.6 Facility Location

Nesta secao, iremos comentar sobre o problema Facility Location, apresentando uma
formulagao em programacao linear e um algoritmo baseado na técnica primal-dual. Além
disso, vamos enunciar alguns resultados decorrentes do uso do algoritmo apresentado. O
algoritmo e os resultados desta se¢ao serao utilizados no Capitulo 6 como exemplo. Assim
sendo, nao ha necessidade de aprofundar-nos nas demonstracoes desses resultados, e estes
estarao omitidos neste documento.

A seguir apresentamos uma formulac¢ao do problema Facility Location (problema 2.3).
Seja F' o conjunto de facilidades, D o conjunto de demandas, cada conexao ij, onde ¢ € F
e j € D com custo ¢;; e custos para abrir uma facilidade ¢ € F' com custo f;. Com estes
dados em maos, o problema Facility Location consiste em encontrar x e y que:

min EieF ZjeD CijTij + ZiEF yifi

s Y op®ij=1 Vje D,
Tij < Yi Vie F, jeD, (2.1)
z;; € {0,1} VieF, jeD,
y; € 0,1} Vie F.

2.6.1 Algoritmo de Jain e Vazirani

O algoritmo que iremos apresentar foi proposto por Jain e Vazirani em [18]. Ele consiste
em uma 3-aproximacao para o problema Facility Location utilizando a técnica primal-
dual.

Considere a relaxacao do programa linear inteiro (2.1) e o dual respectivo:

min ZieF ZjED CijTij + Zz‘GF Yifi

sa. Y epTij>1 Vi e D,
Tij < Y VieF, jeD, (2.2)
0< ;<1 VieF, jeD,
0<y; <1 Vi e F,

max ZjeD @
s.a. Ozj—ﬁijfcij VieF, jeD,

SiepBiy < fi Vi€, (2:3)
% > 0 VJ € D,
Bij >0 Vie F, jeD.

O algoritmo comega os vetores (a, 3) vidveis para o programa dual e uma série de
varidveis que representam solugdes (x,y), a principio invidveis, do programa primal. O
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algoritmo é composto de duas fases e, em cada iteracao da primeira fase, os valores de «
e / aumentam, mantendo viabilidade, enquanto (z,y) ndo forem vetores vidveis e inteiros
para (2.2). Na segunda fase, o algoritmo faz uma espécie de aglomeragao nas facilidades
gerando os vetores (x,y) inteiros do programa primal (2.2) e vetores («, 3) vidveis para o
programa dual (2.3), respeitando a equagao

Z CijTij + 3Zyzfz < 32%’, (2.4)

de onde se pode concluir que o algoritmo é uma 3-aproximacao para o problema Facility
Location.

No algoritmo que apresentaremos abaixo, consideramos que o grafo é bipartido, com
uma particao para os clientes e outra para as facilidades. O custo das arestas que ligam as
partigoes sao obtidos calculando no grafo original os custos dos caminhos minimos entre
os clientes e facilidades.

A seguir apresentamos uma descricao dos passos de cada fase.

Fase 1

Para cada cliente j, mantenha sua varidvel dual o; crescendo até que ela esteja conec-
tada temporariamente a uma facilidade.

E definida, nesta fase, uma noc¢ao de tempo t. Se um evento 1 ocorre antes de um
evento 2, t; < to. A fase inicia com tempo igual a zero. Cada cliente é definido como
nao conectado. O algoritmo cresce a varidvel dual «; para cada cliente nao conectado 7,
crescendo de 1 a cada unidade de tempo. Quando temos «; = ¢;; para alguma aresta
(i,7), esta aresta é declarada justa. Neste ponto (3;; serd chamado especial e passa a crescer
uniformemente em conjunto com «; até que uma das restri¢oes de f;; em (2.3) se torne
justa. Quando temos Zj Bi; = fi, o algoritmo declara a facilidade ¢ temporariamente
aberta. Além disso, todos os clientes com arestas justas a ¢ s@o declarados conectados e
a facilidade ¢ passa a ser chamada de testemunha de conexao destes clientes. No futuro,
assim que um cliente tiver uma aresta justa a ¢, sera automaticamente conectado a ela, e
1 serd sua testemunha de conexao.

Se varios eventos ocorrerem ao mesmo tempo, o algoritmo escolhe apenas um dos
eventos e continua a execucao. A primeira fase termina quando todos os clientes estiverem
conectados.

Fase 2

Seja F; o conjunto de facilidades temporariamente abertas na fase 1 e T' o subgrafo
de G gerado pelas arestas que estavam justas no final da fase 1. Seja T2 o grafo obtido
a partir de 7', com o mesmo conjunto de vértices e uma aresta (u,v) pertence a T? se e
somente se existe um caminho de comprimento 2 em 7" entre u e v. Seja H um subgrafo
de T? induzido em F,. As facilidades em F; serdo consideradas na ordem em que foram
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declaradas temporariamente abertas na fase 1 e um subconjunto maximal independente,
I, sera obtido de H da seguinte forma. Enquanto estiver considerando a facilidade ¢, se
nenhum vizinho de ¢ em H foi escolhido, 7 é escolhido. Caso contrario, o vizinho que
pertence a I é declarado testemunha de i e ¢ nao é aberto. Todas as facilidades em [
sao declaradas abertas. A funcao ¢ : D — F é obtida da seguinte forma: para cada
Jj € D, se existe uma aresta (7, j) justa para algum i € I, ¢(j) = i, caso contrario ¢(j) =
testemunhaf(7).

Finalmente, z;; = 1 se e somente se ¢(j) =14 e y; = 1 se e somente se i € I.

E possivel mostrar que o algoritmo se afasta do 6timo quando os clientes sao conectados
indiretamente, via testemunha. Neste caso temos, através da desigualdade triangular, que
¢ij < ¢y + cpjr + ¢y, para todo ' e j'.

Deve existir i’ e j’ tal que testemunha(i) = i’ e ¢ é a testemunha de conexao de j'. Pela
forma como o algoritmo opera, veja mais detalhes em [18], temos que ¢;j + ¢y +cirj < 3a;
o que implicard na validacao da equagao (2.4).
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Algoritmo 2.1: Algoritmo-JV
Entrada: grafo G = (V, E), facilidades F', demandas D
Saida: facilidades abertas I, atribuicoes ¢

inicio
{Inicializagoes};
A «— D; /* conjunto de demandas ativas */
S — 0 /* conjunto de arestas especiais */
R « (; /* conjunto de arestas especiais inativas */
Fy — 0; /* facilidades temporariamente abertas */

para cada j € D faga o; = 0;
para cada j € D e € I faca f3;; = 0;
{Fase 1};

enquanto A # () faga
aumente uniformemente «o; e f;; para j € Aeij € S\ R até que

(a) aj = ¢ para algum ij € (F; x A)\ S, ou
(b) a; = ¢;j para algum ij € (F'\ F; x A)\ S, ou
(€) > jep Bij = fi para algum i € '\ F}.

se (a) foi satisfeita para algum ij entao
T(j) « /* testemunha de j */
A—A\{j}

senao se (b) foi satisfeita para algum ij entao

| S Sulijh

senao se (c¢) foi satisfeita para algum i entao
A—A\{j:ijeSh
R~ RU{ij:ij € S};
F, — F, U {i};
para cada j tal que ij € S faga 7(j) = i;

{Fase 2};

T < GlS];

H=(Vy,Eyg)onde Vg =F,e Eg ={i'i":3j € D,i’j e Sei’je S}

I «— (conjunto independente maximal de H);

para todo j € D faga
se 7(j) € I entao
‘ o(j) «— 7(5); /* (7(j),7) & conex8o direta */
senao
Seja i € I tal que (i,7(j)) € H;
L o(j) < 4 /* ij & conexdo indireta */

devolva I, ¢
fim
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O tempo de execugao deste algoritmo é O(mlogm), que é o tempo de se ordenar as
arestas segundo seu custo.

Teorema 2.7. O Algoritmo 2.1 € um algoritmo 3-aproximado para o problema Facility
Location.

2.7 Arvore de Steiner

Nesta secao, iremos comentar sobre o problema da drvore de Steiner, apresentando uma
formulacao em programacao linear, um algoritmo baseado na técnica primal-dual e um
algoritmo combinatério. Além disso, vamos enunciar alguns resultados decorrentes do uso
destes algoritmos. Os algoritmos e os resultados desta secao serao utilizados em varios
capitulos no decorrer da dissertagao. Assim sendo, nao ha necessidade de aprofundar-nos
nas demonstragoes desses resultados, e estes estarao omitidos neste documento.

A seguir apresentamos uma formula¢ao do problema da arvore de Steiner (Problema
2.5). Seja D C V o conjunto de vértices terminais, cada aresta e com custo c.. Dizemos
que um conjunto S C V é wdlido se SND # D e SND # (. Seja §(S5) as arestas
pertencentes ao corte de S, ou seja, 0(S) = {(u,v) € Elu € S,v € V' \ S}. Com estes
dados em maos, o programa linear inteiro para o problema da arvore de Steiner minima
consiste em encontrar x que

min Z CeTe (PI)

eclR

sa. » x>, VS valido,
e:e€d(S)

z. € {0, 1}, Ve e E.

Dizemos que um dado conjunto S C V' é um conjunto violado se nao respeita a restrigao
do programa linear inteiro de haver pelo menos uma aresta em 6(S). No algoritmo que
iremos descrever a seguir, é adicionada uma aresta a cada passo (explicaremos melhor
depois), fazendo com que alguns conjuntos deixem de ser violados. Dizemos que um
dado conjunto S C V' é um conjunto minimal violado (CMV) se S é violado e ndo existe
nenhum outro conjunto S’ C S que é violado. A Figura 2.1 ilustra essas idéias.

2.7.1 Algoritmo de Goemans e Williamson

O algoritmo que iremos apresentar foi proposto por Goemans e Williamson em [9]. Ele
consiste em uma 2-aproximacao para o problema da arvore de Steiner utilizando a técnica
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O, ® < ®

() (b)

Figura 2.1: (a)lnicialmente, os conjuntos minimais violados sdo os conjuntos unitérios,
pois nao ha aresta no corte dos CMV. Além disso, qualquer subconjunto de dois ou mais
vértices forma um conjunto violado, mas ndo um CMV. (b) Uma aresta é adicionada e os
conjuntos S7 e Sy passam a ser nao violados e um outro conjunto minimal violado, que
chamamos de S, contendo Sy e Sy é criado. (¢) Uma aresta é adicionada e o conjunto
S12 torna-se nao violado. Um outro conjunto minimal violado, que chamamos de Sis3,
contendo S5 e S5 é criado.

primal-dual.
A seguir, temos a relaxagao do programa linear inteiro (PI) e o dual respectivo:

Primal:
min Z Cee
eckE
sa. » x>, VS valido,
e:e€4(S)
z. > 0, Ve € F,
Dual:
max Z Ys
S valido
s.a. Z Ys < Ce, VYee FE
S:e€d(S)
ys > 0, V.S valido.

Dizemos que a aresta e sente o dual ys se ys > 0 e e € §(5). Dizemos que a aresta e estd
justa se a quantidade total do dual que ela sente é igual ao seu custo. O programa linear
dual esta tentando maximizar a soma das varidveis duais yg sujeito a condicao de que
nenhuma aresta sente mais dual que o seu custo, i.e., nenhuma aresta esta justa demais.
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Abaixo, iremos mostrar o algoritmo de Goemans e Williamson, que é baseado na
técnica primal-dual. Comecando com as solugoes triviais primal e dual o algoritmo itera-
tivamente “melhora a viabilidade” da solucao primal e a “otimalidade” da solucao dual.
Quando uma aresta fica justa, ela é incluida no conjunto 7. E facil ver que os CMV
devem ser disjuntos. De fato, quando uma aresta que liga dois CMV’s se torna justa,
entao os dois conjuntos se tornam nao-violados e um novo CMV que “engloba” os dois
anteriores é formado.

Em cada unidade de tempo, o algorimo cresce as variaveis duais de forma unitaria.
Em uma dada iteragao, o algoritmo encontra todos os CMV’s e aumenta suas variaveis
duais até que uma nova aresta, digamos e, fique justa. Agora, a iteracao atual termina e
a aresta e é adicionada a lista 7. O algoritmo continua até que nao exista mais nenhum
CMV. As arestas em F' formam uma solucao viavel para o problema da arvore de Steiner.

Algoritmo 2.2: Algoritmo-GW
Entrada: grafo G = (V, F), demandas D C V;
Saida: arvore de Steiner T

inicio

T « 0;

para cada S C V faca
| ys <=0

enquanto 4 CMV’s faga
Encontre todos os CMV’s;

Aumente uniformemente as variaveis duais yg, para todos CMV'’s, até
alguma aresta e ficar justa;
T —TU{e};

devolva T
fim

Teorema 2.8. O Algoritmo 2.2 € um algoritmo 2-aproximado para o problema da drvore
de Steiner.

Observagao 2.9. Em alguns casos, durante a dissertagao, iremos nos referir ao algoritmo
primal-dual para a drvore de Steiner enraizada. A idéia é a mesmo do algoritmo descrito
acima, porém dizemos que um conjunto S C V' é vdlido ser € Se SN D # (), onde r € D
é um vértice terminal que é escolhido como raiz da arvore.

2.7.2 Heuristica da arvore geradora minima

Um outro resultado de aproximacao que iremos utilizar mais a frente na dissertagao é um
algoritmo combinatoério para a arvore de Steiner. Este resultado foi obtido independente-
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mente por Choukhmane [5], Iwainsky, Canuto, Taraszow e Villa [16], Kou, Markowsky e
Berman [20] e Plesnik [29].

O algoritmo calcula uma drvore geradora minima em um grafo completo G’ = (V' E')
que ¢ criado da seguinte maneira. O conjunto de vértices V' = D, onde D sao os vértices
terminais do grafo original G' e os custos ¢, para (u,v) € E' sao calculadas de acordo
com o caminho minimo entre u e v no grafo original G. Em outras palavras, o grafo
G' é obtido pelo fechamento de G, tal que as arestas em G’ correspondem aos caminhos
minimos de G. O algoritmo completo é descrito abaixo.

Algoritmo 2.3: Algoritmo-AGM
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D C V;
Saida: arvore de Steiner T

inicio
obtenha G’ = (V', E’) da seguinte maneira;
V' — D;
E' — {(u,v)|lu € D,v € D};
para todo (u,v) € E’ faca
L C(uw) < custo do caminho minimo entre u e v em G;
seja T uma arvore geradora minima de G';
mapeie a arvore 1" novamente para G, substituindo arestas por caminhos;
retire de T' as arestas supérfluas para a solucao, como arestas multiplas e ciclos;

devolva T
fim

Teorema 2.10. O Algoritmo 2.3 € um algoritmo 2-aprozimado para o problema da drvore
de Steiner.



Capitulo 3
Técnica primal-dual

Neste capitulo, iremos utilizar a técnica primal-dual para obter algoritmos de aproximagcao
e estd baseado nos resultados obtidos em [34]. Trata-se de um algoritmo de aproximagao
para o problema Rent-or-Buy, obtendo um fator de aproximacao de 4.55, que é atual-
mente o melhor resultado de aproximacao utilizando algoritmos deterministicos para este
problema. Um resultado melhor foi obtido utilizando algoritmos probabilisticos, e sera
descrito no Capitulo 4. Além disso, ainda em [34], foi proposto um algoritmo de apro-
ximacgao para o Connected Facility Location, obtendo um fator de aproximacao 8.55, que
é atualmente o melhor resultado para o problema. Iremos apresentar esse algoritmo para
o CFL neste capitulo.

3.1 Rent-or-Buy

Baseado nas defini¢oes dos problemas, apresentadas no Capitulo 2, vamos fazer as seguin-
tes suposicoes.

Suposicao 3.1 (demandas unitdrias). Por questoes de simplicidade, iremos assumir
que todas as demandas d; = 1.

Na Subsecao 3.2.4 é mostrado como fazer para abandonar esta suposigao.

Suposicao 3.2 (raiz na solugao). Iremos assumir que sabemos de antemao que uma
facilidade r (chamada de raiz) esta aberta e pertence a drvore de Steiner construida
na solu¢ao 6tima. O caso geral pode ser obtido simplesmente testando todas as |V|
possibilidades para r.

Primeiramente, vamos considerar o problema Rent-or-Buy. Na Secao 3.2 mostraremos
um algoritmo para o Connected Facility Location, cuja idéia é parecida com a idéia que
iremos apresentar para o Rent-or-Buy.

22
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Seja S C V. Denotamos por §(S) as arestas que tém um extremo em S e outro extremo
em V'\ S. Assim, para o Rent-or-Buy, temos a seguinte formulagao em programagao linear
inteira, onde queremos encontrar os vetores = e y que

min Cij%i; + MY ceze (P1)
2D eyt M)

jED i€F ecE
sa. Yy ay > 1 Vj e D, (3.1)

1EF

g <>z VS CV,r¢S,Vje D, (3.2)

ieS e€5(S)

zij, ze € {0,1} Vj e D,Vie F Ve € E.

Lembrando que o conjunto F' = V no problema Rent-or-Buy, ou seja, todos os vértices
do grafo sao possiveis facilidades, e além disso, nao ha custos para abrir facilidades. Antes
de apresentar a formulacao dual, vamos explicar brevemente o significado da formulacao
anterior. As varidveis x;; dizem respeito a atribuicao de demandas as facilidades, ou seja,
z;; = 1 se a demanda j esta atribuida a facilidade ¢, z;; = 0 caso contrario. As varidveis
z. estao relacionadas com a construcao da arvore de Steiner que conecta as facilidades
escolhidas, ou seja, z, = 1 se a aresta e pertence a arvore de Steiner, z, = 0 caso contrario.
Portanto, a funcao objetivo é a somatdéria dos custos de conexao com os custos da arvore
de Steiner (multiplicados pela constante M). Lembrando, como explicado no Capitulo
2, o custo de conexao é o custo relacionado as demandas que se conectaram a alguma
facilidade e o custo de Steiner é o custo relacionado a arvore de Steiner. As restrigoes
(3.1) dizem que, para cada demanda j, devemos ter pelo menos uma facilidade a qual j
é atribuida. Como o problema é de minimizagao, uma demanda nunca estara associada
a duas ou mais facilidades, pois de acordo com as restrigdes (3.1) seria desnecessario e s6
acarretaria no aumento do valor da funcao objetivo. Portanto, em qualquer solugao para
este programa linear, uma demanda estd atribuida a exatamente uma facilidade. Para as
restrigoes (3.2), relacionadas a construgao da arvore de Steiner, fixamos uma demanda j
e um conjunto de vértices S, onde a raiz r € S. Note que, como argumentado acima, o
somatoério do lado esquerdo é no maximo um, podendo ser zero caso o conjunto S fixado
nao inclua a facilidade a qual j foi atribuido. Temos entao dois casos:

(a) No caso em que a somatéria do lado esquerdo ¢ igual a zero, entdo a restri¢ao é
sempre satisfeita, pois o somatorio do lado direito nunca é negativo.

(b) No caso em que a somatéria do lado esquerdo é igual a um, o lado direito deve ser
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pelo menos um, pois deve existir um caminho entre i e a raiz r (que nao pertence a

S).

Note que a restricao (3.2) considera todos os subconjuntos S possiveis, garantindo assim
a construcao da arvore de Steiner de custo minimo que conecta as facilidades.

Vamos utilizar a formulacao relaxada do programa linear acima, modificando as res-
tricoes de integralidade para x;;, ze > 0.

O dual da relaxacao do programa linear (P1) consiste em encontrar « e 6 tais que

maxz (Xj (D]')
jeD
s.. aj<cij+ Y, 0s; VieFVjeDi#r, (3.3)
SCVi@eSrgs

Q; S Crj Vj S D, (34)
o) s, <M-c Ve € B, (3.5)

JED SCV:e€d(S),r¢s
Qy, 957]' 2 0.

Para o entendimento do texto que segue, é importante ressaltar como as variaveis
duais sao interpretadas. Intuitivamente, a; é a quantidade que j estd pagando para fazer
com que a solugao do problema dual seja primal vidavel. A restrigao (3.3) significa que
parte do pagamento de «; é para atribuir a demanda j a facilidade 7, e parte é para a
construcao da arvore de Steiner que liga ¢ a r.

Antes de descrever o algoritmo, iremos fazer uma suposicdo que serd conveniente para
analisar o algoritmo. Veremos na Subsecao 3.1.4 que esta suposi¢ao pode ser abandonada,
sem afetar o fator de aproximacao obtido.

Suposicao 3.3 (métrica infinitesimal nas arestas). Iremos assumir que uma facili-
dade pode ser aberta em qualquer lugar ao longo de uma aresta. A métrica c é extendida
para uma métrica nas localidades, que considera uma aresta e = (u,w) de comprimento
c. sendo composta por infinitas arestas de tamanho infinitesimal. Assim, para pontos
p na aresta e, a distancia (custo) ¢,, varia continuamente e monotonicamente de 0 a c.
quando vamos de u a w, € €y, = Ce — Cyp. Para qualquer outro vértice ¢ # u,r # w, o
valor de ¢, € igual a min(cy, + Cup, Ctw + Cup). Finalmente, para quaisquer dois pontos
p, q pertencentes respectivamente as arestas e; = (u,w) e ez, a distancia ¢,, ¢ dada por

min(cyy + Cug, Cwp + Cug)-
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A Figura 3.1 exemplifica o uso da Suposi¢ao 3.3 (métrica infinitesimal nas arestas).
Como iremos ver com mais detalhes a seguir, o algoritmo cresce raios em volta das de-
mandas, e quando M raios se interceptam num ponto, esse ponto é uma facilidade em
potencial.

Os vértices em V' e os pontos internos de uma aresta serao chamados de localidades.
Usaremos o termo facilidade para os vértices que estao em F.

3.1.1 Visao geral do algoritmo

A seguir, explicamos a idéia do algoritmo. Suponha que cada cliente tem M unidades de
demanda. Entao, a funcao objetivo seria pelo menos

min Z M Z CijZij + M Z CeZe-
7 % e

Podemos manipular o somatério, obtendo como fungao objetivo min M 3 ; > Cij%i +
MY~ ceze. Como M ¢é uma constante multiplicativa da funcao objetivo, esta nao afetaria
uma solucao final do programa linear, reduzindo a funcao objetivo a

ming CijTij + E CeZe-
%,] e

Neste caso, para todos os clientes, é possivel mostrar que uma solugao 6tima iré abrir uma
facilidade no proprio cliente e entao conecta-los utilizando uma arvore de Steiner. Usando
este fato, como estaremos considerando a Suposicao 3.1 de demandas unitarias, entao a
idéia principal do algoritmo é agrupar as demandas em aglomerados de pelo menos M
demandas, e entao construir a arvore de Steiner que conecta estes aglomerados.

Inicialmente, todas as varidaveis duais tém seu valor igual a 0. O algoritmo é composto
de duas fases. Na primeira fase, nés agrupamos as demandas em aglomerados de tamanho
M. Feito isso, passamos para a segunda fase, onde a arvore de Steiner é construida.

3.1.2 Descrigao do algoritmo

Fase 1

Nesta fase, crescemos o valor das varidveis duais «; para todas as demandas simul-
taneamente. Introduzimos a nocao de tempo, t. No inicio do algoritmo, t = 0. A cada
intervalo, o tempo é acrescido de uma unidade. A medida que o tempo cresce, também
cresce o valor das varidveis duais «; de forma uniforme. Algumas localidades podem estar
no estado possivelmente abertas. Uma localidade se torna possivelmente aberta quando
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© demanda

[/
@ local da interseccao

Figura 3.1: Supondo M = 3, quando trés raios se interceptam no meio de uma aresta,
uma localidade pode ser aberta neste lugar, assim como foi dito na Suposi¢ao 3.3 (métrica
infinitesimal nas arestas).

M ou mais raios se interceptam nesta localidade, como veremos a seguir. Além disso, pos-
teriormente, um subconjunto das localidades possivelmente abertas sera escolhido para
serem abertas na solucao final do algoritmo. Quando ¢t = 0, r estd possivelmente aberta
e todas as outras localidades estao fechadas.

A fungao objetivo do dual do programa linear quer aumentar o valor das variaveis duais
a;. No entanto, estas nao podem crescer para sempre devido as restricoes do programa
linear (lembrando que queremos uma solugao dual vidvel). Assim crescemos «; até esta
ficar justa em alguma localidade i. Ou seja, uma varidvel «; estd justa com relacao a
alguma localidade 7 se a; > ¢;;. Seja S; o conjunto de vértices aos quais j estd justo em
um dado instante de tempo. Ao crescer a;, também crescemos fg; ; na mesma razao. Isto
ird garantir a viabilidade das restrigoes (3.3), como veremos no Lema 3.4.

As demandas podem estar em dois estados: congeladas e nao-congeladas. Quando
uma demanda j fica congelada, paramos de crescer sua varidvel dual ;. Se a demanda j
estd nao-congelada no instante de tempo ¢, entao a; = t. Apds j ser congelada, ela nao
mais fica justa com nenhuma outra nova localidade, i.e., uma localidade que nao pertence
a Sj, pois o raio de j parou de crescer. No inicio do algoritmo, todas as demandas estao
nao-congeladas.

Comecamos crescendo a razao unitdria a varidvel o; de todas as demandas simulta-
neamente, até um desses eventos ocorrer (se varios eventos ocorrerem ao mesmo tempo,
considere eles em qualquer ordem):

1. j se ajusta com uma localidade i possivelmente aberta: j se torna congelada.

2. Uma localidade fechada i fica justa com pelo menos M demandas: i fica
possivelmente aberta. Todos os pontos de demandas que estao justos com ¢ tornam-
se congelados.
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A cada iteracao, crescemos a variavel o;; somente das demandas nao-congeladas. Con-
tinuamos este processo até que todas as demandas fiquem congeladas.

t=0 t=1
. o ©! , D
[ | |

@4
; B o o
5
(a) (b)
t=2 t=3
, 0o @! , 0 @!
] ]
O O o3
4
l O [] l u L L]
®>

() (d)
[ localidade fechada @ demanda ndo congelada

B localidade possivelmente aberta @ demanda congelada

Figura 3.2: Um exemplo de execugao com M = 2. (a) O estado inicial, (b) t=1, (c) i fica
justo com as demandas 1 e 2; i fica possivelmente aberto e 1 e 2 ficam congelados, (d) A
solugao final. A demanda 3 alcanga 7 e fica congelada; [ fica justa com as demandas 4 e
5 e fica possivelmente aberta, fazendo com que 4 e 5 congelem.

Note que, ainda que haja um continuum de pontos ao longo de uma aresta, para
implementar o processo descrito acima precisamos somente saber o instante em que o
préximo evento ira acontecer. Isto pode ser feito monitorando, para cada aresta e cada
demanda j, a parte da aresta que estd justa com j.

Agora vamos decidir quais localidades devem ser abertas. Seja L o conjunto das
localidades possivelmente abertas. Dizemos que as localidades 7,7 € L sao dependentes
se ha uma demanda j a qual esta justa com ambas as localidades. Dizemos que um
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conjunto de localidades é independente se nao ha duas localidades dependentes neste
conjunto. Devemos entao encontrar um conjunto independente maximal L’ de localidades
em L da seguinte forma: arranje as localidades em L em ordem do instante de tempo em
que foram marcadas como possivelmente abertas. Considere as localidades nesta ordem
e adicione uma localidade em L’ se esta nao for dependente com alguma localidade ja
presente em L’'. Finalmente, as localidades em L’ sdo abertas. Observe que r € L.

Associamos uma demanda j a uma localidade aberta da seguinte forma. Se j esta
justa com alguma localidade ¢ € L', atribua j a i. Caso contrario, seja ¢ a localidade
em L\ L' a qual fez com que j congelasse. Entao j estd justo com i. Deve haver uma
localidade i € L’ aberta anteriormente tal que i e 7' sdo dependentes. Assim, atribuimos
j a 7. Denotamos por o(j) a localidade a qual j estd atribuida.

Temos agora que construir a arvore de Steiner em L’. Antes disso, devemos aumentar
o grafo G para incluir arestas incidentes as localidades abertas que nao sao vértices (i.e.,

localidades que foram abertas em algum ponto ao longo de uma aresta). Seja {iy, ..., i}

as localidades abertas na aresta e = (u, w), ordenadas pela distancia com relagao a u, com

i1 # u e i, # w. Adicionamos entdo as arestas (u, i), (i1,%2), ..., (Ig—1, ), (i, w) em G.
Fase 2

Para uma localidade ¢ € L', seja D; o conjunto de demandas justas com i. Seja
D" = Uiep—gy Di- Inicialmente, fazemos a; = 0 (os a; da Fase 2 assumirao um valor
totalmente diferente do valor da Fase 1), para todo j € D. Crescemos somente o valor
a; das demandas em D', e simulamos o algoritmo primal-dual para o problema da arvore
de Steiner (enraizada) que foi apresentado no Algoritmo 2.2 do Capitulo 2 e serd descrito
rapidamente abaixo.

Os conjuntos minimais violados (CMV) sao os conjuntos unitérios {i} parai € L'—{r}.
Para um conjunto S, defina Dg = | J;cgny Di- A drvore T' que iremos construir comega
vazia. Para cada CMV S, j € Dg, a variavel «; cresce a razao de 1/|Dg|. A varidvel 0 ;
também cresce a mesma razao. Assim, garantimos que Y | ;Us,; cresce a razao de 1 para
qualquer CMV S. Note que nao estamos assegurando a viabilidade das restrigoes (3.3) e
(3.4), pois ; pode ser maior que o lado direito destas restrigoes.

Dizemos que uma aresta se ajusta (ou fica justa) se a restrigao (3.5) é satisfeita com
igualdade para aquela aresta. Nos crescemos as variaveis duais até uma aresta e se ajustar.
Adicionamos e em T e atualizamos os conjuntos minimais violados. Este processo continua
até nao haver mais conjuntos violados, i.e., continua até termos somente um componente
(r estd neste componente). Agora, consideramos as arestas de T na ordem inversa em
que foram inseridas e removemos qualquer aresta redundante. Esta é nossa solucao final.

A forma algoritmica é apresentada a seguir. Em cada iteragao, seja C o conjunto das
demandas nao-congeladas.
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Algoritmo 3.1: RorB-primal-dual
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D C V, parametro M > 1
Saida: arvore de Steiner 7', facilidades L' e atribuicoes o(7)

inicio
{Fase 1};
(Inicializagao) L « {r},C «— D;
enquanto C # () faga
aumente o tempo t até que alguma das condigoes abaixo sejam satisfeitas;
se j € C e aj > ¢;; entao
D; — D; U{j};
se i € L entao
L C—=C—{j}
ei ¢ L e|D;| > M entao
C+—C— Dy
| L= Lu{i};
se j € C entao aumente a; e g, ;

[02]

crie L' removendo as localidades dependentes em L;
para todo i € L\ L' faga
para todo j € D; facga
L L o) < {7
{Fase 2};
(Inicializagao) T « (; D’ «— UZEL,?{T} D;; aj « 0; Og; « 0;
Seja S a colegao dos conjuntos minimais violados;
enquanto S # () faga

se ZjeD ZSQV:eed(S),r§ZS 0s; = M - c. entao
L T — T U{e};

atualiza S;
se j € D' aumente uma unidade em «; e 1/|Dg| em g j;
remova todas arestas redundantes em T

devolva T, L' e as atribui¢ées o(j);
fim

3.1.3 Analise

Sejam (M), M), (a?,0?2)) os valores das varidveis duais no fim das Fases 1 e 2, respec-
tivamente.

Lema 3.4. A solucio dual (oM, 0W) € vidvel.
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Demonstragao. E simples ver que a restricao (3.3) é satisfeita. De fato, quando j se
ajusta com i, o e Zs:ies,vgs s ; comecam a crescer a mesma razao. Da mesma forma,
a restricao (3.4) é satisfeita, pois se j se ajusta com r entdo j congela devido a r estar
possivelmente aberto.

Considere uma aresta e = (u,w). Seja I(j) a contribui¢do de j no lado esquerdo da
restricdo (3.5) para esta aresta, ie., I(j) = > g .cs5),¢s 6’591; Suponha que c¢j, < ¢y
Assim, j se ajusta primeiro a u depois a w. Considere um ponto p na aresta (u,w) a
distancia = de u, tal que p é o ultimo ponto nesta aresta com o qual j ficou justo (antes
de congelar). Entao, afirmamos que [(j) < z. Isto pode ser constatado da seguinte forma.
Antes que o “raio”de j alcance u, este nao contribui para o somatério I(j), pois e (que
estd fixo) ndo pertence a nenhum conjunto S formado até o momento. Sejam py, po, . .., Pk
os pontos (na ordem em que se ajustam a j) entre u e p aos quais j se ajusta antes de
alcancar p. Quando o raio de j alcanga u, este comega a contribuir com [(j) da seguinte
forma: para cada ponto p; entre u e p, a contribuigao maxima da varidvel g ; é a distancia
entre p; e p;r1. Apds j ajustar com p;, 1, um outro conjunto S é formado, e contribui com
no maximo a distancia entre p;11 e p;12, € assim por diante. Portanto fica claro que ()
tem como valor maximo a distancia entre u a p. Assim, a afirmacao anterior segue.

Definimos f(j, ) como 1 se j estd justo com um ponto p e j ndo foi congelado no
instante de tempo ao qual se ajustou com p. Caso contrario, f(j,z) = 0. Note que
T = OCE f(j, x)dx (aqui usamos a integral, ao invés de um somatdério, pois pela Suposigao
3.3 (métrica infinitesimal nas arestas), estamos considerando uma aresta ser composta
por infinitas arestas de tamanho infinitesimal). Entao, como [(j) < z, podemos dizer que

1(7) < [y f(j,x)dx. Assim, a seguinte desigualdade vale para a restrigao (3.5):

>oo> s SZ/Ocef(j,x)dxé/OCEZf(j,x)dx

Jj S:e€é(S),rgs

Para qualquer z, temos que ) i U, x) < M, pois, caso contrério, terifamos mais que
M demandas justas com um ponto tal que nenhuma dessas demandas estaria congelada
— uma contradicao. Entao foce >_; [(j,x)dz é no maximo Mec,, provando o lema. |

Lema 3.5. Sei ¢ uma localidade aberta e j € D;, entio c,(j); < 043(»1).

Demonstracao. Como ¢ € L' entdo o(j) = i. Pela definicdo de D;, j estd justo com .

Portanto ol > ¢;; = ¢ [ |
j =ty a(§)j

Lema 3.6. Ao final da Fase 1, o custo de atribui¢cao (custo de conexao) de qualquer

demanda j € no mdximo 3&§-1).

Demonstracao. Claramente o lema vale se j estd justo com uma localidade em L', pois
a; > ¢;;. Caso contrério, suponha que j foi atribuida ai € L'. Seja i’ € L\ L' a facilidade
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possivelmente aberta que fez com que j congelasse. De acordo com o algoritmo, 7 e ¢’
sao dependentes. Entao existe uma demanda k que estd justa com ambas facilidades ¢
e 7. Seja ty o instante de tempo em que i’ ficou possivelmente aberta. Analogamente
definimos ¢;. Devido a i e ¢’ serem dependentes, mas somente ¢ ter sido aberta, temos
t; < ty. Como j esta justo com i, entao oc§1) >t
Pela desigualdade triangular, vale ¢;; < cyrj + ¢y e ¢y < cyi + ci. Combinando estas
duas desigualdades, temos ¢;; < ¢;; + ¢y, + cii, onde
Cirj + Cing + Cigg < Oéj('l) + 20, (3.6)

A Figura 3.3 ilustra esta situagao.

7 7
< oz,(cl)
< a(,l)
|’
< Q)
k J

Figura 3.3: A demanda j estd justa com 7', mas foi atribuida a 7. Assim sendo, facilidades
i e i’ sao dependentes, onde k é a demanda em comum entre 7 e 7’.

Afirmamos que 04,(:) < ty, decorrente da seguinte argumentacao. Sabemos que no

. 1 . . . .
instante de tempo t = O‘/E; ), k estd justo com ambos i e 7/. Vamos supor que k fica justo
antes a i e ¢ estd possivelmente aberto. Neste caso, k congela e nunca ird se ajustar a 7.

Analogamente, se k fica justo antes a ' e i’ estd possivelmente aberto, entao k congela
e nunca ira se ajust . P bvi W para d depois d

justar a ¢. Portanto, obviamente, o, ’ para de crescer somente depois de
ficar justo com ambos. A partir do exato instante em que k torna-se justo com 7 e 7',

podemos ter trés casos:

(i) Caso k congele devido a alguma outra facilidade que se tornou possivelmente aberta,

antes de i ou i’ tornarem-se possivelmente aberta, entao oz,(;) <t e a}(€1) < ty, e
(1

substituindo na Equagao 3.6 e usando o fato que a;’ > ¢y, o resultado do lema

segue.

(ii) Caso k congele devido a i tornar-se possivelmente aberto, entao a,(:) = t; e como
t; < ty, entao oc,(:) <ty e substituindo na Equagao 3.6 e usando o fato que ozg-l) > ti,
o resultado do lema segue.

(iii) Caso k congele devido a i’ tornar-se possivelmente aberto, entao a,(;) =tye a,(:) =t

pois t; < ty. Em outras palavras, é impossivel i7" tornar-se possivelmente aberta
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antes de 7, no maximo eles ficarao possivelmente abertos no mesmo instante de

tempo. Substituindo na Equagao 3.6 e usando o fato que ozg-l) > t;, o resultado do

lema segue.
|

Iremos agora limitar o custo da arvore 7. Lembrando que
D, - UiEL/f{r} Dz

Lema 3.7. val(T) <23 . p a§2).

Demonstragao. Estamos considerando agora a Fase 2. Seja S um conjunto minimal vi-
olado, em algum instante qualquer de tempo. Entao definimos a varidavel 65 como o
somatorio » jes s ;. Observamos que fg cresce a razao 1. Portanto, a Fase 2 simula o
algoritmo primal-dual para a arvore enraizada de Steiner, tendo r como raiz. Assim, como
afirmamos no Teorema 2.8 do Capitulo 2, o custo da arvore ¢ limitado por 2-) ¢ 0g, (ver
também [14, 1, 37, 9]) onde esta soma é sobre todos subconjuntos de vértices S. Mas,
de acordo com a segunda fase do algoritmo, os «;’s crescem a mesma razao que os g ; e

portanto ) o f0s = Z]ED, ag-z). m

Lema 3.8. Seja j uma demanda. Se i # v entao a§~2) < Co(jy; + Cij + ngv:ies,vgs Os;.

(2)

L 2
Além disso, ;" < co(j)7 + Crj-

Demonstracao. Se j & D' ,0452) = 6;2; = 0 e as desigualdades acima valem. Fixe uma
demanda j € D’ e uma facilidade ¢ # v. Durante a execucao da Fase 2, seja S; o
componente ao qual j contribui no instante de tempo ¢. Seja ¢ o menor instante de
tempo em que ¢ € Sy, ou, em outras palavras, o instante em que j comega contribuir com
i. Apés o instante t', ambos lados esquerdo e direito da restrigao (3.3) crescem a mesma
razao, entao precisamos somente limitar o quanto «; cresceu antes do instante de tempo
t.

)
G
Afirmamos que ¢ < M - ¢;. Isto vale pois S; sempre contém [ e portanto no instante

Seja | = o(j). Como nds estamos crescendo «;, entdo j € D; e portanto ¢;; < «

t = M - ¢; todas arestas do menor caminho entre [ e 7 ja se ajustaram.

Como «; cresce a razao méaxima de 1/M (pois hé pelo menos M demandas em D),
entao até o instante ¢/, Qj cresceu no maximo % - Mc,; = ¢;. Mas sabemos que ¢; <
c1+cij. Isto prova a primeira desigualdade. A segunda desigualdade é provada de maneira
similar. [

O Lema 3.8 serd utilizado para mostrar que os valores das variaveis sao viaveis para

o programa linear dual, descrito a seguir.
Seja o, = )
ja oy = max(a;” — cy(5;,0).
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Lema 3.9. A solucio dual (o/,0®)) ¢é vidvel.

Demonstracdo. Claramente, os valores das varidveis 0 satisfazem a restricio (3.5),
entdo, pelo Lema 3.8, a solucdo (a/,#®) é uma solucdo dual vidvel. |

Podemos agora provar o teorema principal. Seja O a solugao encontrada pelo algoritmo
e O* uma solugao 6tima. Além disso, seja val(O) e val(O*) os custos respectivos destas
solucoes.

Teorema 3.10. O algoritmo proposto fornece uma solugdo de custo no mdzimo 5-val(O*).

(2)

J

val(T) <23 "0 +2Y oy < 2-val(07) +2 > al.
J

jeD’ jeD’

Demonstragcao. Observe, pela definicao de oz;», que a;’ < a;-—i—ca(j)j. Entao, pelo Lema 3.7,

(1)

Por outro lado, usando os Lemas 3.5 e 3.6, o custo de atribuigao de j € no maximo «a;

(1)

se j € D', e no maximo 3c;’ caso contrario. Assim

val(O) = cste(O) + ccon(O)
= val(T") + ccon(O)
< 2-val(O*) +2 Z Oégl) + Z a§.1) - Z 3a§-1).
Jepo’ Jep’ JgD’

Manipulando os somatérios, temos

val(0) < 2-val(0") +3> ol +33 oV
JED' J¢D’
=2-val(O") +3 Z agl)
jeD

< 5-val(O").

Podemos melhorar o fator de aproximacao, utilizando qualquer algoritmo
psr-aproximado na Fase 2 para construir a arvore de Steiner nas localidades abertas e
entao conseguir um fator de aproximagao de 3 + pgr. Assumimos que psr < 2.

Teorema 3.11. Eziste um algoritmo 4.55-aprozimado para o problema Rent-or-Buy.

Demonstracao. Sejam ccon(O*) e cste(O*) respectivamente o custo de conexao (atri-
buigao) e custo da drvore de Steiner na solu¢ao 6tima O*. Usando a arvore étima em
O*, iremos aumentar esta para construir uma outra arvore nas localidades abertas pelo
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[ 10calidade aberta
B tacilidade aberta por O*
© demanda em D

O vértice de Steiner

caminho mais curto entre [ — j — i*(j)

Figura 3.4: Extendendo a arvore em O* a uma arvore de Steiner nas localidades abertas.
T sao as arestas da arvore de Steiner da solugao 6tima O* e C* sao as arestas da solugao
6tima O* utilizadas para conectar as demandas a arvore de Steiner.

N

algoritmo, cujo custo iremos limitar a seguir. Para isto, iremos conectar cada [ € L' a
arvore o0tima da seguinte maneira. Para cada j € D;, ha um caminho minimo que liga [
ajejai*(j), denotado por [ — j —i*(j), onde i*(j) é a facilidade a qual j é atribuido
em O* (veja Figura 3.4). Seja P, o menor caminho entre todos os caminhos | — j — i*(j)
considerando todos j € D,;. Finalmente, conectamos cada [ € L' & arvore em O* através
de 7)1.

Para qualquer [ € L', o custo de adicionar as arestas de conexao é

M -val(P)) < Z(Cz’*(j)j + ai),

JjeD;

pois |D;| > M. Somando sobre todos [ € L', o custo desta arvore aumentada obtida a
partir da arvore 6tima é no maximo

cste(O") + Z Z (ci();) + Z Z(Clj)

leL’ jeD, leL! jeb,

= cste(O*) + Z(Ci*(]’)j) + Z Co(5)i
JjeED! JeD’

< cste(O) + Z(Ci*(j)j) + Z Co(4)j
jeD jep’

< cste(O”) + ccon(O™) + Z Co(j)j-

jeD’

Seja O a solugao obtida pelo algoritmo. O procedimento de aumentar a arvore otima
descrito acima assume que sabemos uma arvore 6tima. Como nao sabemos encontrar
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uma arvore otima eficientemente, podemos utilizar uma pgr-aproximacao, e assim mul-
tiplicamos todo o valor da arvore construida por pgr. Portanto, usando os Lemas 3.5 e
3.6, podemos limitar o custo total de nossa solugao por

val(O) = ccon(O) + cste(O)

J
= Coi+ D oty p57( D Catg) + psr(ccon(0%) + cste(O%))

jeD’ jen! jen’

<33l +33 ol + psr(val(07)
Jg¢D’ JjeD’
=3 Z ozj(l) + psr(val(0™))
J

< 3(val(0)) + psr(val(O¥))
— (34 psr) - val(0°).

Usando psr = 1.55 [33], o resultado segue.

3.1.4 Abandonando a suposicao

A solucao encontrada pode ser inviavel pois uma localidade nao-vértice pode ter sido
aberta como facilidade. O seguinte teorema mostra como contornar este problema.

Teorema 3.12. Seja a solucdo k-aprorimada obtida pelo algoritmo quando utilizada a
Suposicao 3.3 (métrica infinitesimal nas arestas). Podemos modificar a solugdo, abando-
nando a suposi¢ao, sem alterar o fator de aproximagao.

Demonstragao. Seja e = (u,w) uma aresta e suponha que abrimos localidades nos pontos
internos de e. Seja D, o conjunto de demandas as quais estao atribuidas a essas localida-
des. Seja D, C D, o conjunto de demandas que alcangam a sua localidade a que foram
atribuidas em e através de u, i.e., ¢s(j); = Cuj + Coj)u Para j € D,. Analogamente, defini-
mos D,,. A arvore de Steiner T' contém pelo menos u ou w, pois sao o0s Unicos caminhos
possiveis para se chegar a localidade. Se ambos u, w € T, atribuimos clientes em D,, para
u e clientes em D, para w sem aumentar o custo da solucao. Suponha que u € T,w & T.
Atribuimos todas as demandas em D, para u. Se |D,,| < M, atribuimos clientes em D,
para u e removemos as arestas em 1" que estao ao longo de e (lembrando que estas arestas
removidas tém seu custo multiplicado por M). Caso contrario, atribuimos todos clientes
em D, para w e adicionamos a aresta e inteira em 7. Note que T ainda é uma arvore
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de Steiner nas localidades abertas. B facil ver que o custo total s6 diminui. Portanto,
podemos deslocar todas localidades abertas para um vértice de G sem aumentar o custo
total da solucao. [ |

3.2 Connected Facility Location

O CFL pode ser formulado naturalmente como um programa linear inteiro. Por ser
conveniente, iremos assumir que f, = 0. Claramente isto nao afeta o fator de aproximagao
do algoritmo, como mostra a seguinte Proposicao 3.13.

Proposicao 3.13. Sejam O* e O uma solugao otima e uma solugdo obtida por um algo-
ritmo de aproximacao, respectivamente, para o problema CFL. Seja v uma facilidade que
sabemos fazer parte de ambas solugoes O* e O. Entao, assumir f, = 0 nao altera o fator
de aproximacdao do algoritmo de aproximacgdo proposto.

Demonstracao. E facil ver que

val(O) + f, < val(O)
val(O*) + f, — val(O*)

onde o lado esquerdo representa as solugoes considerando o valor f, e o lado direito
representa as solugoes com f, = 0. Se obtivermos um algoritmo a-aproximado para o
caso em que f, = 0, entao temos que

val(O) <
val(O*) — @

mas combinando com a primeira desigualdade, temos que

val(O) + f,
val(O*) + f, — @

e a proposicao segue. |

Relembrando que 7 indexa as facilidades em F' e j as demandas em D. Podemos agora
escrever o programa linear inteiro (PI) para o CFL:
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min Z fiyi + Z Z CijTij + M Z CeZe (PI)

iR jeD ieF e€E
el
Lij Syz \V/iEF,\V/jGD,
Yv =1,
ZZEUS Zze VS CV,rg S VjeD,
i€S e€d(S)
Tij,Yi, Ze € {0, 1} (37)

Onde y; indica se a facilidade ¢ estd aberta, x;; indica se o cliente j estd conectado a
facilidade 7 e z, indica se a aresta e pertence a arvore de Steiner. Ao relaxar as restrigoes
de integralidade (3.7), temos z;;, y;, 2z > 0, resultando no programa linear (PL). O dual

do programa fica:

max Z a; — Z Buj (DI)

jeD jeD
s.a. aj<ci+B+ Y, Os; Vi€eFVjeDi#r (3.8)
SCVieSves
a; < Crj + Brj v.] € D7 (39)
> By < f Vie Fi#m,
jeD

Os: <M -c, Ve € F,
2 2 s

JED SCV:e€d(S),r¢gs

aj, Bij,0s; > 0.

3.2.1 Visao geral do algoritmo

A idéia central é parecida com a do algoritmo da Sec¢ao 3.1. Ainda queremos agrupar pelo
menos M demandas em cada facilidade aberta, fazendo com que o custo de conectar esta
facilidade as outras facilidades abertas (utilizando arestas da arvore de Steiner) possa
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ser amortizada pelas demandas agrupadas. No entanto, no CFL, nao podemos abrir
facilidades em qualquer ponto do grafo. Além disso, uma facilidade tem um custo de
abertura que também precisa ser pago para que esta se torne aberta.

No algoritmo que apresentaremos, nao serd sempre possivel agrupar M demandas
em uma facilidade que foi aberta. No entanto, conseguiremos garantir que pelo menos
M demandas estao agrupadas numa localidade “proxima” desta facilidade aberta (veja
Figura 3.5). Na Fase 1 do algoritmo, iremos abrir as facilidades e atribuir cada cliente
a alguma facilidade aberta. Além disso, para cada facilidade aberta, iremos conecta-la,
utilizando arestas de Steiner, ao ponto préximo onde estao agrupadas pelo menos M
demandas. Iremos mostrar que o custo de comprar este caminho é pago pela soma das
variaveis duais das demandas agrupadas.

\\\Dl [ localidade terminal proxima

facilidade aberta
(facilidade terminal de ()

l < 2minjep, a; @ demanda em D,

\arestas de Steiner

Figura 3.5: Arestas de Steiner conectando uma facilidade aberta ao ponto “préximo” onde
M demandas estao agrupadas

3.2.2 Algoritmo
Fase 1

Assim como no algoritmo da Segao 3.1, uma localidade pode ser tanto um vértice em
V' como ou um ponto ao longo da aresta. As facilidades podem ser abertas somente em
localidades em F' C V.

Inicialmente, todas variaveis duais sao iguais a 0 e somente a facilidade r é possivel-
mente aberta. Também dizemos que r é uma localidade terminal. Lembrando que uma
demanda j ¢ dita estar justa com uma localidade ¢ se a; > ¢;;.Assim como na Segao
3.1, iremos crescendo cada varidvel dual «; até j ficar justo com uma localidade, que
chamaremos de localidade terminal, a qual pelo menos M demandas estao justas. No
entanto, quando isto acontecer, nao congelamos j ainda. Como temos que atribuir j a
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uma facilidade aberta e também temos que pagar para abrir facilidades, continuamos a
aumentar o; até j ficar justa com uma facilidade possivelmente aberta. Enquanto isso,
se j fica justa com uma facilidade que ainda nao esta aberta, entao j comeca a contribuir
com pagamento do custo de abertura desta facilidade.

Para descrever o processo primal-dual em detalhes, iremos definir alguns conceitos
adicionais. Como antes, uma demanda pode estar congelada ou nao-congelada. Além
disso, uma demanda j pode estar livre ou pode ser uma escrava. No tempo t = 0, cada
demanda j esta livre e nao-congelada. Dizemos que uma demanda j estd atada a uma
localidade [ se j estd justo com [ e estava livre quando ficou justa com [. O peso de uma
localidade [ é o niimero de demandas que estao atadas a [. Dizemos que uma facilidade ¢
foi paga se >, Bi; = fi.

Em qualquer instante de tempo, definimos S; como sendo o conjunto total de vértices
ao qual uma demanda j esta justa. Quando j fica justa com uma facilidade 7, temos duas
opgoes: podemos aumentar (;; ou aumentar fg, ;. Aumentamos 93”1 a mesma razao e
continuamos até j ficar justa com uma localidade terminal, ou seja, uma localidade que
tem pelo menos M demandas atadas a ela. Neste momento, dizemos que j torna-se um
escravo — nao € mais livre. Analogamente, quando j fica justo com uma localidade [ que
ndo ¢ uma facilidade, podemos ou nao aumentar fg, ; (temos esta opcao pois a restricao
(3.8) diz respeito as facilidades 7). Primeiramente aumentamos g, ; até j ficar justa com
uma localidade terminal e ser declarada como escrava. Apds isso, comecamos a crescer 3;;
para cada facilidade 7 € S; e paramos de crescer g, ;. Em outras palavras, aumentamos
o a; de toda demanda nao-congelada, seja livre ou escrava, a taxa unitaria até um dos
seguintes eventos acontecer:

1. O peso de alguma localidade [ fica pelo menos M: [ torna-se uma localidade
terminal. Se j esta livre e justo com [, entao agora torna-se escravo. De agora em
diante aumentamos somente os J;; das facilidades i em S; (pode nao haver nenhuma
se 0 a; atual é menor que min, ¢;;) como descrito acima.

2. Um j livre fica justo com uma localidade terminal [: j torna-se escravo. Se
[ =, conecte j al e congele [. Caso contrdrio, paramos de crescer fg, ; e crescemos
B;; para facilidades ¢ em S;.

3. Uma facilidade i é paga, i.e., > i Bi; = fit t fica possivelmente aberta. Se uma
demanda j escrava (nao-congelada) estd justa com i, conecte j a i e congele j.

4. Uma demanda j escrava fica justa com uma facilidade i possivelmente
aberta: conecte j a 1, congele j.

'Poderfamos comegar aumentando 3;; também, no entanto, algumas variantes de CFL (ver [34]), como
o Connected k-Median se aproveitam do fato de aumentar primeiro g, ;.
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Continuamos este processo até que todas demandas fiquem congeladas. Demanda
congeladas nao participam de nenhum novo evento. Note que toda demanda j comeca
livre e nao-congelada, entao torna-se escrava quando fica justa com uma localidade termi-
nal, e finalmente fica congelada a exatamente uma facilidade possivelmente aberta. Seja
(2, g1 91 a solucdo dual obtida. Claramente 67(71-) = 0 para todo j.

Seja L o conjunto de todas localidades terminais. Seja ¢; o instante de tempo em que
[ foi declarada uma localidade terminal. Seja D; o conjunto de demandas atadas a .

Iremos associar uma facilidade terminal a cada [ € L. Considere a demanda em D; com
)
J

esta demanda de demanda representativa da localidade [, e dizemos que i é a facilidade

menor «; ’ e seja i a facilidade possivelmente aberta a qual ela estd conectada. Chamamos
terminal correspondente a [. A facilidade terminal de r é o préprio r. Seja F’ o conjunto
de todas as facilidades terminais. Serao abertas somente facilidades que estao no conjunto
F.

Iremos escolher um subconjunto de localidades terminais e abrir as facilidades termi-
nais que correspondem a estas localidades. Para cada localidade [ que escolhermos, iremos
conectar [ a sua facilidade terminal ¢ utilizando arestas de Steiner ao longo do menor ca-
minho entre [ e i (veja Figura 3.5). Devemos escolher cuidadosamente o subconjunto de
localidades terminais de forma que garanta que uma demanda j nao pague para abrir ou
conectar mais que uma facilidade.

Dizemos que duas facilidades 7,7 sao dependentes se um dos dois acontece:

(1) hd uma demanda j com ambos ﬁz-(jl), 52-(,13-) > 0, ou
(2) héd uma localidade | € L e uma demanda j tal que ¢ é uma facilidade terminal
correspondente a [, j € D, e 52-(,? > 0.

A segunda condicao foi adicionada para garantir que j nao paga para abrir i’ e a0 mesmo
tempo para conectar i a [ através de arestas de Steiner.
Dizemos que duas localidades [ e I’ sao dependentes se um dos dois acontece:

(1) ha uma demanda que estd atada tanto a [ quanto a I, ou
(2) as facilidades terminais correspondentes a [ e I’ sdo dependentes.

Agora, selecionamos de maneira gulosa, um conjunto independente maximal de loca-
lidades. Para isso, olhamos as localidades em uma ordem particular descrita a seguir:

para cada [ € L, associamos um valor ¢;. Seja j a demanda representativa de [. Defina
(m
j

cimento de ¢y, e selecionamos um conjunto independente maximal L' C L. Seja F” o

¢ = max(a;’, 1;)?%, e faca ¢, = 0. Percorremos as localidades em L em ordem de cres-

)

2 > «; * quando j estd congelado, e atado a uma localidade I, onde t; < ¢
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conjuntos de facilidades terminais correspondentes as localidades em L’. Devido & nossa
construcao de L', as facilidades em F” sdo independentes. Abrimos todas as facilidades
em F”. Note que r € F”.

Associamos uma localidade terminal o(j) a cada demanda j. Se j € D; onde [ € L,
faga o(j) = . Note que o(j) é bem-definido (ndo hé mais que um o(j) para um dado j)
devido a construcao do conjunto independente. Caso contrario, seja [ a localidade em L
que fez com que j se tornasse escravo. H4 uma localidade [ € L’ selecionada previamente
tal que [ e I’ sdo dependentes. Faga o(j) = ’. Uma demanda j é atribuida a facilidade
i(j) € F" como segue: se ha uma facilidade ¢ € F” tal que ﬁi(jl) > 0, atribua j a i. Caso
contrério, atribua j a facilidade terminal correspondente a (7).

Seja D' = UleL,_{U} D;. Ligamos por aresta de Steiner cada [ € L’ a sua facilidade
terminal através do caminho mais curto, formando assim varios componentes. Caso haja
ciclos, remova arestas até nao haver mais ciclos. Seja T" o conjunto de arestas adicionadas.

Fase 2

Esta fase é andloga a segunda fase do algoritmo da Segao 3.1. Como antes, G' é aumen-
tado para incluir arestas incidentes as localidades [ € L. Inicializamos nossos conjuntos
minimais violados como os componentes de T”. Todas varidveis duais sao inicialmente 0.
Nesta fase, nao crescemos nenhuma varidvel 3;;. Iremos crescer somente as varidveis o;
das demandas em D’. Para um conjunto S, defina Dg como sendo J,cgnp Di- O resto
dos passos sao idénticos a Fase 2 da Segao 3.1.

A arvore T que iremos construir comeca vazia. Para cada CMV S, j € Dg, a variavel
a; cresce a razao de 1/|Dg|. A varidvel fg; também cresce a mesma razdo. Assim,
garantimos que » i fs ; cresce a razao de 1 para qualquer CMV S. Note que ndo estamos
assegurando a viabilidade das restri¢oes (3.8) e (3.9), pois a; pode ser maior que o lado
direito destas restrigoes.

Crescemos as variaveis duais até uma aresta e se ajustar. Adicionamos e em T e
atualizamos os conjuntos minimais violados. Este processo continua até nao haver mais
conjuntos violados, i.e., continua até termos somente um componente (r estd neste com-
ponente). Agora, consideramos as arestas de T na ordem inversa em que foram inseridas
e removemos qualquer aresta redundante. Esta é nossa solugao final.

Assim, temos uma arvore T’ que conecta todas as facilidades abertas. Seja (a?,0,0()
a solucao dual construida nesta fase. Vale observar que é possivel que T contenha uma
aresta a qual um dos ponto extremos tem uma localidade nao-vértice. Isto ira acontecer
se tal localidade é uma folha da arvore T'. Entao, simplesmente removemos tais arestas
para obter uma nova arvore que usa somente arestas do grafo original.
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3.2.3 Analise
Lema 3.14. A solucio (oM, 3M 00 é uma solucdo dual vidvel.

Demonstracao. A prova deste lema é similar a prova do Lema 3.4 e serd omitida neste
documento. [

O lema a seguir estabelece um limite maximo no custo do caminho entre uma localidade
terminal sua facilidade terminal correspondente.

Lema 3.15. Seja | uma localidade terminal e © sua facilidade terminal correspondente.

Entao c; < minjep, 2(045-1) — ﬁl(]l)) < 2¢y.

Antes de provar o lema acima, vamos verificar a seguinte proposicao, util para simpli-
ficar a prova do lema.

Proposigao 3.16. Seja j uma demanda, e i a facilidade a qual j se conectou. Além

disso, ﬁfn > 0. Seja t; o instante de tempo em que j tornou-se escravo. Entao ag-l) =

max(t;, i) + By -

. N . o
Demonstragao. Os valores de ﬁfj) sO comegam a crescer quando j vira escravo. Se i esta

§1) =1; + ﬂi(jl). Caso contrério,

no instante ¢;, o raio da demanda j ainda nao alcangou i. Entao, para o raio continuar

dentro do raio de j de comprimento ¢;, entao ¢;; < t; e «

crescendo, deve haver pelo menos uma facilidade nao possivelmente aberta dentro do raio

de tamanho t;. Assim j vai contribuindo para o pagamento dessa(s) facilidade(s), e ao
) 1)
ij
possivelmente aberta antes das outras facilidades as quais j estd justo. Portanto ¢;; > t;
eozgl):cw—f-ﬁl(;) .

D . . -
mesmo tempo, aumentando aj(» até alcancar ¢ e comecar aumentar € entao ¢ torna-se

Demonstracao do Lema 3.15. Seja j alguma demanda em D; e k a demanda representa-
tiva de [, entao k estd conectado a . Entao, pela desigualdade triangular, c¢; < ¢ + cp-
Como k esta conectado a ¢ e estd atado a [, temos:

Cit < Cip + Cpg < 204;(:) < 2¢y,

provando uma das desigualdades do lema. Para provar a outra desigualdade, temos que

analisar dois casos:

(1) Se ﬁi(jl) =0 entao ¢; < 2(045»1) — 52»(;)), pois a; > ay, e o lema segue.

(2) Caso contrario, se 3;; > 0, seja t; o instante de tempo em que j tornou-se escravo.
Note que ¢;; < t;. Pela desigualdade triangular, temos

Cil S Cji -+ Cij- (310)
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(i) Se ¢;; g(lt)j entdo, pela Proposigao 3.16, t; = 045»1) — ﬁi(jl). Como ¢;; < t; entao
J
¢y, ¢ij na desigualdade triangular, o lema segue.

o <ol — ﬁi(jl). Além disso como ¢;; < t; entao ¢;; < aél) — ﬁi(jl). Subsituindo

ii) Caso contrério, se ¢;; > t; entao, pela Proposicao 3.16, ¢;; = otV — 3W " Como
J J ¢ J 7 17
cj <tj < ¢y entao ¢y < 0451) i

ij
desigualdade triangular, o lema segue.

e novamente, substituindo os valores na

Lema 3.17. Sejam [ e ' localidades terminais dependentes com ¢ < ¢p. Se i € a
facilidade terminal correspondente a l, entdo c;p < 6¢y .

Demonstragao. Seja k a demanda representativa da localidade [. Seja i’ a facilidade
terminal para I’ e K a demanda representativa de I’. Pelo Lema 3.15, ¢;; < 2¢; e ¢y <
2¢;. Sejam t; e t;y os instantes de tempo em que i e ¢’ ficam possivelmente abertos
respectivamente. H& quatro casos que devem ser considerados, dependendo da razao pela
qual [ e I’ sao dependentes.

1. 3j € DN Dp. Como j estava livre quando ficou justo com [ e I'; ¢;,cp; <
max(t;, ty) < max(¢y, ¢p). Pela hipdtese do enunciado do lema, max(¢;, ¢p) = ¢p.
Combinando com o Lema 3.15 e desigualdade triangular, temos ¢y < ¢;; + ¢ <
cit + cji+ cjy <20+ oy + oy < 4oy

2. dj tal que ﬂi(jl),ﬁi(,lj) > 0. Isto implica que cyj,c¢;; < Oé](~1) < ty,t;. Portanto ¢; <
Cijtciy; < 2045»1) < 2ty < 204,9) < 2¢y, e combinando com o Lema 3.15 e desigualdade

triangular, Cil S Ciit + Cirp S 2¢l’ + 2¢l’ = 4¢l"

3. H4 uma localidade terminal v (poderia ser l) e demanda j € D, tal que i é a
facilidade terminal para v e ﬁi(,lj) > 0. Pelo argumento acima, c¢y; < oz§1) <ty <
ap < ¢y e combinado com o Lema 3.15 e desigualdade triangular, temos ¢;; <
Civ + Cjy < 20, + 045-1) < 3&51). Portanto, c¢;y < cyj +c¢ij < oy + 3045-1) < 4oy =

cir < ciiv + iy < 6oy

4. H& uma localidade terminal v (poderia ser ['), demanda j € D, tal que ¢ é a
facilidade terminal para v e ﬂi(jl) > 0. Como acima, ¢;y < 4¢; = c;r < 6¢y.

Para uma facilidade aberta i, defina C; como sendo o conjunto de demandas j tal
que ﬁi(jl) > 0. Seja Cpr = |J;cpn Ci- Note que os conjuntos C; sao disjuntos, e todas as
demandas em C; estao atribuidas a i. Relembrando que 7" é o conjunto das arestas de
Steiner adicionadas na Fase 1.

O proéximo lema limita superiormente o custo das arestas em 7”.
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1 1
Lema 3.18. val(T") <23 . a§. ) — 2> iepinc,m ﬁi((j))j.

Demonstracao. Seja 1; a facilidade terminal correspondente a [. Entao
val(T') < °,c; Mciy, devido as arestas que formam ciclos que foram removidas (seria uma

igualdade caso nao houvesse arestas que formam ciclo). Considere qualquer localidade

terminal [ € L' com facilidade terminal 7 correspondente. Pelo Lema 3.15, ¢; < 2(oz§l) —

ﬁi(jl)) para qualquer j € D;. Como |D;| > M, entao

1 1 1 1
Me; < 22(a§')_ﬂi(j)) :22045-)—2 Z ﬁi((j))j

JED, J€D; JEDINC R

pois ﬁi(jl) > 0 implica em j € Cpr, e i(j) =i para j € D; devido a construgao do conjunto
independente. Somando sobre todos os [ € L, o lema segue. [ |

Lema 3.19. A solugao obtida satisfaz 73 pu fi + 325 cigy + val(T") + 237 pi Coiyy <
1)

705

Demonstragao. Iremos cobrar de cada j uma quantidade cobrar(j) tal que

7 Z fi+ ch (j); + val(T") + 2 Z Co(j)j < Zcobrar(j) (3.11)
J

icF" jeD!

<7y ol (3.12)
J

Onde
Ci(j); + 75 ])] " " se j€Cpr— D
cobrar(j) = Ci(j); T 76 (i T 2(a; " — ﬁl(])]> + 2¢,(j); sej € Cpr N D
Cijy; + 2(1](- )4 2¢4(5) se j €D —Cpn
Ci(j); se j & D'"UCEn

Substituindo os valores cobrar(j) na desigualdade (3.11), ficamos com

72]‘1—1—20”)]4—\@1 (7" +QZCU (3.13)

i€F" jeD!
1 _ (1)
<7D Byt Z i +2) 05 =2 3, By +2) ) oty
§ECn jeD JED'NCpn jeD’

< 7Za§.1).
J
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A desigualdade (3.13) segue diretamente do Lema 3.18 e do fato que, para cadai € F”,
todos j € C; sao atribuidos aie ) ;. ﬁ M = f;.

Para provar a desigualdade (3.12), note que se j € Cpr entdo c;(;); + ﬁ 7 = ag-l). Se
J € D' entdo c,;); < to(); < oz§1) ﬁi((lj))j, pelo Lema 3.15. Além disso, novamente pelo

Lema 3.15, se ] 6 D' — Cprv entao Citj)j; < 3045-1)

cobrar(j) < 7a

Considere o caso onde j ¢ D'UCE». Iremos mostrar que ¢;(j); < 7oz§1). Sejal’ € L—L'a

. Entéo, no caso em que j € D' U Cpr,

localidade que fez com que J se tornasse escravo e seja o(j) = [ € L'. Claramente 045»1) >ty
e como j € Dy entdo a ) > ¢p. Como o(j) =1, [ e l' sao dependentes com ¢; < ¢y, e
i(j) é a facilidade termlnal correspondente a [. Portanto, pelo Lema 3.17, c;jyr < 6¢y.
Isto implica que ¢;(;); < 7a( ) [

Podemos agora provar o teorema principal. Seja O* uma solug¢do 6tima. e val(O*) o
custo respectivo desta solucao.

Teorema 3.20. O algoritmo descrito fornece uma solugao de custo no mdzimo 9-val(O*).

Demonstracao. Seja T” o conjunto das arestas de Steiner adicionadas na Fase 2 do algo-
ritmo. Pelo Lema 3.9, (o, 0,60®)) é uma solucio dual vidvel onde o/ = max(a§2) —Co(5)5:0)-
Portanto, val(7T") < 2 - Val(O*) + 23 iep Co(j); € © custo da drvore T' é no maximo
2-val(O") + 237 pr Co(j; + val(T"). Adicionando isto a Y, fi + >, ci(j);, temos

2 -val(O -I—ZZCUJ)]—FvalT'—f—meLZCz(g

jen ieF
e usando o Lema 3.19, o custo total ¢ no maximo 2-val(O*) +73_; ajl <9-val(O*). N

Assim como na Segao 3.1, podemos melhorar a aproximagao de 9 para (74 pgr) usando
um algoritmo pgr-aproximado (psr < 2) na Fase 2 para construir a arvore de Steiner nos
componentes de T".

Teorema 3.21. Tomando psr = 1.55 [33], o algoritmo descrito fornece uma solugao de
custo no mdximo 8.55 - val(O*).

Demonstracao. Sejam ccon(O*), cste(O*) os custos de conexao (atribuigao) e da arvore de
Steiner de uma solucao 6tima O*. Podemos obter uma arvore de Steiner nos componentes
de T" conectando cada [ € L a drvore em O* através de caminho minimo entre { —j —i*(j)
para j € D, onde i*(j) é a facilidade a qual j estéd atribuido na solucao étima. Esta arvore
tem custo no mdximo cste(O*) + ccon(O) + i p Co(j);- Portanto, utilizando o Lema
3.19, o custo total é no maximo

Z fz—i—z ciy; +val(T") + psr Z Co(j); T Psr(cste(O*)+ccon(0*)) < (T4 psr-val(O¥)).

i€l jen’
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3.2.4 Demandas com valor arbitrario

Vamos supor que, ao invés de demandas unitdrias, cada cliente j tem demanda d; > 0.
Todos os resultados mostrados se extendem a este caso. Uma maneira simples de conseguir
isso, é fazer d; cépias do cliente j. Mas isso s6 funciona se as demandas forem inteiras ou
racionais, e mesmo assim, o algoritmo fica com complexidade de tempo pseudo-polinomial.
Podemos, contudo, simular esta reducao. Na Fase 1, aumentamos cada a; a velocidade
d;. Entao, modificamos as defini¢des de alcance (ficar justo), peso de uma localidade, ¢,
para um localidade terminal [, e facilidade terminal [, para refletir isso — substituimos
a; por a;/d;. Portanto j alcanca i se ay/d; > c¢ij, peso(i) = D ., Sac
geral novamente consideramos somente as demandas j atadas a 7. No caso geral, para

d; e no caso

uma localidade terminal [, seja k¥ a demanda atada a [ com o menor valor de oz](l) /d;.
Fazemos ¢; = max(oz,(:) /dy, t;) e a facilidade terminal para a localidade [ é a facilidade
possivelmente aberta a qual k estd conectado. Na Fase 2, quando aumentamos «; e 0g ;,
_ 4
z:jeDS dj

analogos aos lemas que provamos nas Segoes 3.1 e 3.2 sao facilmente mostrados serem

d.
crescemos a velocidade de < MJ tal que g aumente a taxa de 1. Os lemas

verdadeiros e a razao de aproximacao permanece a mesma.



Capitulo 4

Técnica probabilistica

Neste capitulo iremos descrever o uso de algoritmos probabilitiscos para a obtencao de
fatores de aproximacao. Grosseiramente falando, um algoritmo probabilistico é um al-
goritmo que utiliza um gerador de bits aleatérios. O comportamente deste algoritmo
depende nao somente das instancias, mas também dos valores devolvidos pelo gerador
de numeros aleatérios. Lembrando a definicao de algoritmo de aproximagao, vista no
Capitulo 2, a aproximagao que iremos obter é com relacao ao valor esperado do algo-
ritmo. Deste modo, nem sempre iremos obter solugoes dentro da aproximagao esperada.
No entanto, ao executar varias vezes o algoritmo, podemos garantir com alta probabilidade
que ele nos forneca uma solucao dentro da aproximacao esperada. Para uma introducao
sobre algoritmos probabilisticos, veja [26].

Este capitulo foi baseado em resultados obtidos em [12]. Iremos apresentar uma 3.55-
aproximacao para o problema Rent-or-Buy e, apesar de ser atualmente o melhor fator de
aproximagcao para o problema, a sua desaleatorizagao nos leva a um fator de aproximagao
pior que o fator 4.55 apresentado no Capitulo 3. A desaleatorizacao do algoritmo deste
capitulo serd vista no Capitulo 8.

Para este capitulo, iremos assumir como verdadeiras as Suposi¢oes 3.1 (demandas
unitarias) e 3.2 (raiz na solugao).

4.1 Rent-or-Buy

Seja ccon(O*), cste(O*) o custo de conexao e o custo da arvore de Steiner de alguma
solucdo 6tima O* que abre a facilidade raiz r. Seja val(O*) = ccon(O*) 4 cste(O*) o custo
de O*, F* C V as facilidades abertas em O*, e T™ a arvore de Steiner construida sobre
F* em O*.

Vamos agora mostrar o algoritmo de aproximacao RorB-Simples para o Rent-or-Buy.

47
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O algoritmo pode ser visto como uma redugao probabilistica do Rent-or-Buy para o
problema de encontrar uma boa arvore de Steiner e, em seguida, construir uma arvore
de caminhos mais curtos. Seja psr uma constante de aproximacao para o problema de
arvore de Steiner. Usaremos psr = 1.55, devido aos resultados de Robins e Zelikovsky
[33].

Algoritmo 4.1: RorB-Simples
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D C V', parametro M > 1;
Saida: arvore de Steiner T, facilidades F;

C1 Com probabilidade 1/M, marque cada demanda j € D.
Seja D' C D o conjunto das demandas marcadas.

C2 Construa uma arvore de Steiner pgr-aproximada em F' = D' U {r} e
compre (i.e. pague custo M - c.) as arestas dessa arvore.
Os elementos de F' sao chamados facilidades abertas.

C3 Conecte cada demanda j € D a sua facilidade aberta mais préxima i(j) em F.

devolva T, F

Lema 4.1. O custo esperado da drvore obtida no Passo (C2) é no mdximo pgsr - val(O*).

Demonstragao. Seja T* a arvore de Steiner construida sobre F* numa solucao étima O*.
Iremos demonstrar o lema exibindo uma arvore (aleatéria) de Steiner 7" em F' com custo
esperado no maximo val(O*).

Definimos a arvore de Steiner 7' em F' como sendo a uniao das arestas de 7™ e as
arestas dos caminhos mais curtos j — i*(j) para todo j € F\{r} C D, onde j é atribuido
a 1*(j) na solugao étima OPT. O custo de 7" C T' é deterministicamente cste(O*) (custo
da arvore de Steiner em uma solu¢do 6tima). Para uma demanda j € D, o custo de
comprar o menor caminho j — i*(j) é M - ¢;+(;); com probabilidade 1/M (se j € F) e 0
caso contrario (se j € F'). No pior caso, todos os menores caminhos ¢*(j) comprados tem
arestas distintas (i.e., os caminhos nao tem arestas em comum), entao, pela linearidade
da esperanca:

E[val(T)] < cste(O*) + Z L M - ¢;(j),; = cste(O*) + ccon(O*) < val(O”).

Como a arvore 1" na verdade foi construida sobre uma arvore pgr-aproximada e nao sobre
a arvore 6tima, como estavamos considerando, o custo esperado de comprar a arvore T é
no maximo pgr - val(O*). Seja T" a arvore construida pelo algoritmo. Como construimos
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T sobre o conjunto de vértices da solucao O* uniao com o conjunto de vértices marcados
pelo algoritmo, e 7" foi construida somente sobre os vértices marcados pelo algoritmo,
entao E[val(T")] < E[val(T)] < pgr - val(O*), provando o lema. |

Lema 4.2. O custo esperado do Passo (C3) é no mdximo 2 - val(O*).

Demonstrag¢ao. Observamos primeiramente que o custo esperado das conexoes feitas no
Passo (C3) ¢é independente da arvore de Steiner construida no Passo (C2), pois as faci-
lidades abertas foram decididas no Passo (C1). Em outras palavras, isto significa que
podemos calcular o custo de conexao do Passo (C3) sem que o custo da arvore de Steiner
interfira em nossa andlise. Desta forma, vamos assumir, sem perda de generalidade, que
a arvore de Steiner do Passo (C2) é dada pela drvore geradora minima (abreviamos por
AGM) no grafo de distancias de menor caminho em D.

Agora, o algoritmo estd utilizando a heuristica da AGM, e vamos redefinir algumas
acoes do algoritmo de uma forma diferente, mas que é equivalente a apresentada pelo
algoritmo. Ao invés de lancar moeda para todas as demandas de uma vez s, o novo
algoritmo considera cada demanda individualmente numa dada ordem, e joga uma moeda
para cada demanda. Dependendo do resultado, a demanda é (a) marcada, adicionada a F’
e incorporada a arvore de Steiner atual ou (b) conectada a algum vértice que foi marcado
anteriormente em F'.

Para decidir a ordem dos vértices, vamos definir dois conjuntos. No comecgo do passo
t (i.e., no t-ésimo lancamento de moeda), seja A; o conjunto de vértices ja considerados
previamente pelo algoritmo, e B; C A; os vértices que foram marcados. Inicialmente,
Ay = By = {r}. No passo t, devemos obter o vértice v; € V\A; que estd mais prdzimo
a By e jogamos uma moeda para este vértice. Com probabilidade 1/M (iremos chamar o
resultado de “cara”) definimos A;.; e By adicionando v; a ambos os conjuntos A; e By,
e atualizamos a arvore de Steiner comprando as arestas do menor caminho entre v; e o
vértice mais préximo em B;. Se a moeda resultou em “coroa”, definimos A, = A;U{v;}
e Byy1 = By, alugando as arestas do menor caminho entre v; e o vizinho mais préximo
em B;.

Uma observacao importante é que o processo incremental que utilizamos acima para
construir a arvore de Steiner T' sobre I’ é exatamente o algoritmo de Prim para a AGM
(pois v; é sempre conectado ao vizinho mais préximo), sendo executado no grafo de
distancias de caminho mais curto entre os vértices de F. Além disso, esse novo processo
aleatorio definido acima implementa de maneira equivalente os dois primeiros passos do
Algoritmo 4.1. Podemos facilmente notar que o custo de conexao do processo descrito
acima pode ser maior, mas nao é menor que o custo do Algoritmo 4.1.

Iremos agora concluir a prova mostrando que o custo esperado de conexao para esse
novo algoritmo é no maximo 2 - val(O*).
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Definimos entao X; uma varidvel aleatéria que denota o custo de alugar (atribuir v,
ao vizinho mais préximo a B;) menos o custo de comprar (adicionar v; a By e conecta-lo
a arvore de Steiner atual) no passo t do algoritmo.

Seja (v, By) o custo do caminho entre v; e o vértice mais proximo em B; no instante
de tempo t. Dado que os t — 1 lancamentos de moedas anteriores ja ocorreram, e portanto
v; e By sao deterministicamente conhecidos, entao o valor esperado de X; é

E[X)] = (1 - %) (v, By) — (%) M - I(vs, By).

Manipulando a equagao acima, temos que F[X;] < 0. A desigualdade anterior é vélida
para as primeiras t — 1 jogadas de moedas, e portanto vale que

E[Xt] < 0,Vt.

Seja X = ). X; o custo de conexao menos o custo de Steiner (neste caso, o custo da
AGM) da solugao O produzida. Ou, em outras palavras,

X = ccon(O) — cste(O).

Pela linearidade da esperanca, temos

E[X]=E

ZXi] => E[X]<0.

Pela desigualdade acima podemos afirmar que o custo de conexao esperado decorrente
do algoritmo incremental é no méximo o custo esperado da AGM em F', pois E[X] =
Elccon(0)] — Eleste(0)] < 0. Reescrevendo, temos

Elccon(0)] < Elcest(0)].

Mas sabemos que utilizando a heuristica da AGM, apresentada no Algoritmo 2.3 do
Capitulo 2, temos uma 2-aproximacao para a arvore de Steiner 6tima. Em outras palavras

E[ccon(0)] < Elcest(0)] <2 - Efval(T™)],

mas, no Lema 4.1 provamos que Eval(T*)] < val(O*), onde O* é uma solugao tima, que
combinado com as desigualdades acima, conclui a prova do lema. [ |

Seja val(O) o custo da solugao O obtida pelo Algoritmo 4.1.

Teorema 4.3. O Algoritmo 4.1 é um algoritmo com fator de aproximagao (2+ psr) para
o problema Rent-or-Buy.
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Demonstracao. O teorema segue diretamente dos Lemas 4.1 e 4.2, que limitam o custo
esperado da arvore de Steiner e custo esperado de conexao separadamente. Mais formal-
mente

Eval(O)] = Elcste(O)] + Elccon(O)]
< pgr - val(O*) 4+ 2 - val(O*)
= (2+ psr) - val(O").

4.2 Variacoes

A andlise do Algoritmo 4.1 é flexivel e permite diversas variagoes.

1. Um modo simples de permitir demandas com pesos inteiros ndo uniformes (ou, no
caso de pesos racionais, aplicando uma escala), que também sera tutil nas segoes
posteriores, é modificar o Passo (C1) para que d; moedas sejam jogadas para uma
demanda j com peso d;, e esta demanda é marcada se pelo menos uma das moedas
langadas resultarem em “cara”. Assim, nés trocamos a demanda j por d; demandas
com peso 1, todas localizadas na mesma posicao. Fazer isso é equivalente a jogar
uma moeda para j que resulte em “cara” com probabilidade 1 — (1 — 1/M)%. Esse
processo pode ser implementado eficientemente mesmo quando o peso das demandas
nao é limitado polinomialmente.

2. O tempo de execugao do algoritmo pode ser melhorado por um fator de |V| esco-
lhendo um vértice raiz r aleatoriamente no conjunto de vértices D. No entanto, uti-
lizar este algoritmo mais rapido aumentaria o fator de aproximagcao para «(2+ pgr),
onde a = 1+ M/|D| é, sem perda de generalidade, no maximo 2. Ao escolhermos r
aleatoriamente, este tem probabilidade 1/M de pertencer a algum vértice marcado
pelo algoritmo e probabilidade 1 — 1/M de nao pertencer. Seja val(A) o custo do
Algoritmo 4.1 (que sabemos ser 2+ pgr-aproximado), e seja val(A’) o custo do algo-
ritmo ao escolher r aleatoriamente. Seja [(v, S) o custo do caminho minimos entre
v e o vértice mais proximo em S C D. Desta forma temos

Elval(4')] = %E[val(/&)} + (1 - (%)) (E[val(A)] — I(r, F) + M - i(r, F)).
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Fazendo manipulacoes algébricas, obtemos

Efval(A")] :%E[val(A)] + B[val(A)] %E[val(A)]

4 (1 - (%)) (—I(r,F) + M -i(r, F))
_ Efval(A)] + (r, F) (1 _ (%)) (M—1).

A esperanga do numero de demandas que foram marcadas pelo algoritmo é |D|/M,
ou seja E[|F|] = |D|/M. Portanto, se fixarmos o conjunto F', a demanda r pode ser
escolhida aleatoriamente dentre |D| — |D|/M demandas. Desta forma [(r, F') é uma
variavel aleatoria sobre r aleatério e F' fixo, cuja esperanca é

Z’r D Fcr,i(r)
Ell(r, F)] = m,

onde i(r) € F é a demanda a qual r foi atribuida. Note que o valor ¢, ;) ¢ deter-
ministico, dado que r e F' sao fixos. Assim, podemos reescrever E[val(A’)] como

Blval(A)] =E[val(A)] 4 2rE\ i) (1 _ (%)) (M — 1)

|D| = |D|/M
—FE[val(A)] + % <1 — (%)) (M —1)
M

_ E[val(A)] + WM (1 - <%>>

ZreD\F Cryi(r)
D]

M
SE[V@LI(A)]JrW| D it

reD\F

— Elval(A)] + (M —1)

€ como Y, p\ p Cri(r) < Elval(A4)], temos

E[val(A")] <E[val(A)] + %E[V&l(/l)]

=(1+ M/|DJ) E[val(A)].

Como E|val(A)] é uma 2+ pgr-aproximagcao, entao E[val(A’)] é uma (1+M/|D|)(2+
psT)-aproximagao.
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3. Se as facilidades nao podem ser abertas em vértices arbitrarios do grafo (ou, equiva-
lentemente, as facilidades tem custo 0 ou 0o) entao realocar cada demanda para as
potenciais facilidades abertas mais préximas e executar o Algoritmo 4.1 nos fornece
um fator de aproximagao de (4 4+ pgr). Com custos arbitrarios nas facilidades, po-
demos obter um fator de aproximacao constante pelo Algoritmo 4.1 se utilizdssemos
uma &arvore-estrela (aproximada) de Steiner [19, 34] ao invés da drvore de Steiner
no Passo (C2). A fator de aproximagao é um pouco pior que 8.55, apresentado no
Capitulo 3, conseguido por Swamy e Kumar [34], e os detalhes dessa redugao serdo
omitidos neste documento.



Parte 11

Compartilhamento de custos
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Capitulo 5

Introducao ao compartilhamento de
custos

Nos capitulos anteriores, estavamos preocupados em “baratear” o preco da rede cons-
truida. No entanto, ao tratar de problemas de projeto de redes, uma interpretagao mais
realista do problema nao estd somente preocupada com o fato de conseguir o menor preco
da rede a ser construida. Além disso, é importante também estabelecer uma maneira dos
usudrios (demandas, clientes, etc.) dividirem entre si o preco da rede resultante. Em ou-
tras palavras, existe uma raiz no sistema que é responsavel pela construcao da rede. Apods
essa raiz construir a rede, ela quer dividir o preco final entre os usuarios participantes da
rede. No entanto, dependendo do modo como ¢ realizada a divisao do custo, esta pode
acarretar em alguns problemas.

Neste capitulo, iremos apresentar o conceito do compartilhamento de custos, e sua
ligacao com a area de algoritmos aproximados. O principal resultado deste capitulo é
uma funcao de cost-sharing “6tima” para o problema da arvore geradora minima. Este
resultado foi obtido por Jain e Vazirani [17] que, além do resultado, prepararam também
no mesmo artigo uma introducao ao assunto.

5.1 Motivacao

Para exemplificar, vamos considerar o exemplo de compartilhamento de carros (carpoo-
ling). Suponha que trés empregados de uma firma utilizam o compartilhamento de carros
para reduzir o custo de sua viagem diaria. O custo de dirigir de um empregado a outro
e de um empregado para a firma é dado na Figura 5.1. Na figura, os empregados sao
denotados pelos nimeros 1,2 e 3, e a firma por 0. Uma arvore geradora minima nesta
rede é {01,12,13} com custo 18. Esta drvore corresponde ao plano de compartilhamento
de carros no qual os empregados 2 e 3 dirigem seus carros sozinhos até o empregado 1, e

95
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¥

Figura 5.1: O custo de dirigir e uma &arvore geradora minima.

14 todos pegam um tnico carro para entao chegar a firma.

Ap6s resolver o problema de encontrar uma arvore geradora minima (ver defini¢ao do
Problema 2.4), os empregados se deparam com o problema de como fazer para dividir o
custo de 18 entre eles de maneira justa. E nesta hora que a teoria dos j0gos cooperativos
entra em cena para realizar a divisao dos custos. Os empregados consideram o jogo
da drvore geradora minima (N,c), onde N = {1,2,3} e ¢ : 2M\{#} — R ¢ a fungao
caracterfstica que calcula, para cada S € 2M\{()} o custo ¢(S) de uma rede de custo
minimo conectar cada empregado em S a firma. Portanto ¢(123) = 18 e ¢(23) = 15 pois
{02,03} é uma &arvore geradora minima para S = {2,3}. Uma maneira de dividir o custo
¢(N) de forma justa é por meio de uma aloca¢do de nicleo, que é um vetor z;,i € N
que ¢ eficiente, ou seja, satisfaz ),y z; = ¢(N) e nenhum subconjunto tem intencao
de abandonar o esquema, ou seja, Y ..o %; < ¢(S5),S € N (note que se para algum S,
Y ics®i > c(S) entdo alguém ganha por estar na solugao e o subconjunto S poderia
abandonar o esquema todo e montar uma solu¢ao independentemente). Bird [3] mostrou
como computar um elemento de niicleo de uma arvore geradora minima. Primeiramente,
deve achar a arvore geradora minima através do algoritmo de Prim, que a cada passo
adiciona uma aresta entre um né que ja esta conectado com a raiz e um né que ainda nao
estd conectado. Apds isso, a regra de Bird atribui o custo da aresta que foi adicionada
a arvore num determinado passo ao vértice que foi conectado a raiz neste mesmo passo.
No exemplo da Figura 5.1, o algoritmo de Prim primeiro adiciona a aresta 01, depois 12
e finalmente 13, e a regra de Bird nos fornece a alocagao de niicleo z = (7,5, 6).

Suponha agora que um quarto empregado estd querendo se juntar ao esquema de
compartilhamento de carros. Os custos de dirigir de 4 para os outros empregados e para a
firma sao dados na Figura 5.2, assim como a arvore geradora minima para a nova situacao.

A regra de Bird aplicada a esta nova situagao nos fornece a alocacao x = (5,6,6, 3).
Nesta nova situacao, o empregado 2 deve pagar 6, sendo que na situacao antiga ele pagava
5. Portanto, se os empregados utilizarem a regra de Bird para compartilhar o custo, o
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Figura 5.2: O custo de dirigir e uma arvore geradora minima na nova situacao.

empregado 2 ird proibir a entrada do empregado 4. Assim, a regra de Bird nao parece ser
uma boa estratégia para dividirmos os custos.

A questao central que iremos tratar nos proximos capitulos é se, para os problemas
Connected Facility Location e Rent-or-Buy, existe uma maneira justa de dividir os custos
entre os clientes e, além disso, garantir que criemos uma alocacao onde, ao aumentar a
coalisao de participantes, nenhum participante pague a mais. Se conseguirmos garantir
esta ultima propriedade, entao temos um esquema de alocag¢ao cross-monotonic, como
veremos mais adiante.

A teoria dos jogos é dividida em jogos cooperativos e jogos nao-cooperativos. Nos
jogos nao-cooperativos, um jogo é um modelo detalhado de todas as acoes disponiveis
aos jogadores. Em contraste, os jogos cooperativos abstraem esse nivel de detalhes e
descrevem somente as saidas que resultam quando os jogadores agem em conjunto em
diferentes combinac¢ées. Ambos assuntos sao muito ricos e extensos, neste documento
estaremos introduzindo somente os conceitos essenciais sobre jogos cooperativos.

No exemplo do compartilhamento de carros, a rede construida era uma arvore geradora
minima, um problema computacional resolvido em tempo polinomial. Mas nem sempre
estaremos diante de problemas faceis de resolver, motivando a aplicacao das técnicas de
algoritmos aproximados a teoria dos jogos cooperativos.

Antes de falar sobre o CFL e o R-or-B, vamos formalizar algumas defini¢des sobre
teoria dos jogos cooperativos e entao resolveremos o problema da arvore geradora minima.
O problema da arvore geradora minima, mesmo que utilizado como “caixa-preta” pelo
CFL e R-or-B, tem um papel importante e central para o entendimento dos conceitos que
serao introduzidos e também no desenvolvimento de varios outros algoritmos que resolvem
problemas de projeto de redes.

Assim como o exemplo do compartilhamento de carros, existem intimeros outros pro-
blemas de projeto de redes que podem ser resolvidos utilizando a teoria dos jogos. A
seguinte definicao generaliza essa classe de problemas.
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Definicao 5.1 ( Jogos Cooperativos para Projeto de Redes). Seja r uma companhia
provedora de servigo (raiz) e V' o conjunto de todos usuérios (jogadores) que sao possiveis
clientes de r. O objetivo de r é selecionar um subconjunto D C V' de usudrios, construir
uma rede que atenda os usuarios em D e dividir o custo desta rede com cada usuério
i € D. Cada usudrio ¢ tem um atributo de wtilidade u}, que é quanto i esta disposto
a pagar para receber o servigo de r. Seja x; o custo-compartilhado (cost-share) que r
atribuiu ao usuério i. O beneficio do usuario ¢ é dado por u, — z;. Portanto, um usudrio
em V pode ou nao participar da rede, dependendo se o seu beneficio é positivo ou nao.
Cada usuario age por conta prépria, ou seja, para maximizar o beneficio, ele pode mentir
a r sobre sua utilidade, informando um outro valor, digamos u; (por exemplo, i pode
decidir mentir que sua utilidade é menor para r cobrar menos. No entanto, ao diminuir
sua utilidade, i pode deixar de ser atendido por r.).

Como vimos anteriormente, além de construir a rede, temos que compartilhar o custo
da rede entre os usuarios. O termo em inglés geralmente utilizado para compartilhamento
de custo é cost-sharing, usaremos esse termo a partir de agora. Um algoritmo para realizar
o compartilhamento de custos é composto por um mecanismo de cost-sharing, e este por
sua vez utiliza uma funcao de cost-sharing. Poderiamos considerar o mecanismo e a funcao
de cost-sharing como uma coisa s6, no entanto essa separacao existe pois utilizaremos
sempre o mesmo mecanismo de cost-sharing, nos restando somente encontrar a fungao
para utilizar com tal mecanismo. Esses detalhes serao vistos mais adiante.

No caso do compartilhamento de custos, as solucoes e seus respectivos valores se
dao sobre um conjunto de usuarios pré-definido, mas temos a necessidade de comparar
solugoes sobre diferentes conjuntos de usuarios. Por exemplo, no problema da arvore de
Steiner minima, temos necessidade de realizar comparacao entre solugoes com conjuntos
diferentes de vértices terminais. Isso ficara mais claro no decorrer do capitulo. Antes,
vamos introduzir uma nova notagao capaz de expressar essas mudancas. Assim, seja O
uma solugao obtida sobre o conjunto de usuarios D. Denotamos por val(O, D) o custo da
solucao O construida sobre o conjunto de usuarios D.

A seguir, sao apresentadas as defini¢oes de mecanismo de cost-sharing e funcao de
cost-sharing.

Definigao 5.2 (Mecanismo de Cost-Sharing). Dada uma instancia de um problema de
projeto de redes, onde V' é o conjunto de demandas (usudrios), chamamos de mecanismo
de cost-sharing um algoritmo que

(i) escolhe um conjunto D C V' dos usudrios que farao parte da rede e;
(ii) distribui o custo val(O, D) da soluc¢ao O obtida entre todos os usuarios em D tal que

cada usudrio ¢ € D possa pagar o custo a si atribuido. Para realizar a distribuicao,
utiliza-se a funcao de cost-sharing.
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Definicao 5.3 (Fungao de Cost-Sharing). Sejam V' o conjunto de todos os usudrios, e
D C V o conjunto de usudrios que participam da rede construida. Uma func¢do de cost-
sharing £(D,1)! calcula o custo-compartilhado (cost-sharing) que cada usudrio i € D deve
pagar. Se i € V\D entao &(D,i) = 0.

5.2 0O modelo multicast

Vamos assumir um modelo no contexto do roteamento multicast, que facilita o entendi-
mento e tem ligacao direta com o problema da arvore geradora minima e arvore de Steiner
(ver defini¢do dos Problemas 2.4 e 2.5). Em uma rede, a maneira mais simples de fazer
o broadcast de uma mensagem para varios receptores é o unicasting, onde a mensagem
é enviada individualmente para cada receptor. Isto resulta em varias cépias da mesma
mensagem nos enlaces (arestas) da rede. Esse desperdicio da largura de banda pode ser
evitado usando uma forma diferente de roteamento, chamado roteamento multicast. O
roteamento multicast usa uma arvore que conecta todos os receptores a raiz. A raiz envia
uma copia da mensagem a cada vértice vizinho na arvore. Esses vértices, por sua vez,
agem como raizes para os vértices que estao nos niveis abaixo da arvore. Dessa maneira,
uma raiz pode alcancar varios receptores sem a necessidade de enviar varias copias da
mesma mensagem em algum enlace.

No roteamento multicast, tradicionalmente é fixada uma arvore contendo a raiz e
todos os possiveis receptores. A rede é entao restrita a esta arvore somente. Sempre que
uma mensagem precisa ser enviada por broadcast para um subconjunto de receptores,
o roteamento multicast utiliza uma subarvore desta arvore. Isto nao ¢ uma boa idéia
quando o conjunto de receptores varia com a mensagem, uma vez que uma subdrvore
da arvore fixada pode ser arbitrariamente mais custosa que a arvore mais barata que
conecta os receptores a raiz (lembrando que a rede completa é um grafo e, ao fixar uma
arvore, estamos ignorando as outras arestas do grafo). Entao, se fizermos com que a rede
nao esteja restrita a uma arvore fixada, o problema de encontrar a arvore de multicast
mais barata para um dado conjunto de receptores é na verdade o problema da arvore
de Steiner (ver definicdo do Problema 2.5), que sabemos ser NP-dificil. Existem vérios
algoritmos de aproximagao para o problema da arvore de Steiner, no entanto, como visto
no exemplo do compartilhamento de carros, nao basta aplicarmos um algoritmo com bom
fator de aproximacgao, sem sabermos como compartilhar o custo da solucao construida
entre os receptores. Assim, dado um problema, buscamos satisfazer algumas propriedades

LA rigor, a notacdo acima deveria referenciar sobre qual solucdo estamos definindo o cost-sharing. A
notagao seria entao algo como £(O, D, ), dado que O é uma solugdo. Mas a notagao apresentada j& foi
informalmente estabelecida como um padrao na area e de forma geral nao ha duplas interpretacoes na
notagao introduzida.
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que garantem um cost-sharing 6timo. Em outras palavras, se tais propriedades forem
garantidas, teremos dividido de maneira étima o custo da rede entre os usuarios. Nem
sempre todas as propriedades poderao ser satisfeitas para um dado problema, as vezes
temos que deixar de satisfazer uma certa propriedade, ou tentar maneiras que aproximem
a propriedade de ser satisfeita.

Seja G um grafo nao-direcionado com pesos c, nas arestas, e um vértice r que é a
raiz, de onde sao enviadas as mensagens de broadcast. Todos os outros vértices sao
usudrios. Denotamos por V' o conjunto de todos usuarios. Assumimos também que uma
mensagem pode ser duplicada em qualquer vértice sem custo adicional. Para transmitir
uma mensagem pela aresta e, paga-se c.. O custo de fazer broadcast é o custo total de
todas as arestas que foram selecionadas. Assumimos que cada aresta tem capacidade
infinita e, portanto, uma mensagem pode ser enviada do vértice i ao vértice j através do
caminho minimo entre eles. Além disso, assumimos que os pesos das arestas satisfazem
desigualdade triangular.

Agora, supomos que a raiz tem uma mensagem para fazer broadcast e todos usuérios
1 relataram as suas respectivas utilidades u; para a raiz. As tarefas que devemos realizar
sao:

1. selecionar um conjunto D C V', que sao os usuarios que irao receber a mensagem,
2. construir uma arvore 1" que contém D para fazer o broadcast da mensagem, e

3. para cada usudrio i definir um preco x;, que é o quanto a raiz estd cobrando do
usudrio ¢ por transmitir a mensagem.

Por conveniéncia de notacao iremos também representar D pela funcao ¢, i.e., ¢; = 1 se
1€ D e q =0 caso contrario.

Existem propriedades computacionais e propriedades economicas a serem satisfeitas.
A tnica propriedade computacional que estamos considerando neste documento é o tempo
polinomial disponivel para computacao. As propriedades economicas sao listadas abaixo.

1. Otimalidade: T é uma solucao 6tima que conecta todos os usuarios em D com a
raiz r.

2. Sem Transferéncias Positivas (STP): para cada usudrio i, ; > 0, ou seja, os
USUArios nao vao ser pagos para receber o servico.

3. Participagao Voluntaria (PV): q;u; — z; > 0, ou seja, se i ¢ D entao z; = 0. Se
1 € D entao x; < u;, i.e., somente os usuarios que recebem a mensagem ¢ que pagam.
Além disso, eles nunca vao ser cobrados a mais do que suas utilidades relatadas.
Em outras palavras, cada usuario tem a opcao de nao receber a mensagem, sendo
entao o beneficio obtido de 0.
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4. Soberania do Consumidor (SC): todo usuério tem garantia de receber o servigo
se o valor de sua utilidade for suficientemente grande.

5. Budget-Balance (BB)

(a) Recuperagao do custo: ) ., x; > val(T, D), i.e, os usudrios pagam pelo
custo do servigo e, portanto, o custo de fazer broadcast da mensagem é recu-
perado de todos os usuarios.

(b) Competitividade: .., x; # val(T, D), i.e, nenhum excesso de cobranca ¢é
criado, pois se houver excesso, algum outro competidor pode oferecer o servico
mais barato.

A condicao budget-balance consiste em satisfazer ambas propriedades (a) e (b), ou
seja, Y epx; = val(T, D).

6. Eficiéncia: ) ,_,u; — val(T, D) é maximizado, ou seja, o ganho total é o melhor
possivel. Na verdade queremos que ), ,u; — val(T, D) seja maximizado, mas a
proxima propriedade, se obtida, acaba por garantir isso.

7. Group Strategyproof: Nenhum usuario ou grupo de usuérios obtém vantagens ao
mentir sobre sua utilidade u;. Em outras palavras, mesmo se um grupo de usuarios
conspirar, a estratégia dominante para cada jogador é relatar o valor verdadeiro de
sua utilidade. Para ser mais preciso, considere uma coalizao C' de usudrios. Seja
u; = uj para todo j & C. Sejam (g, ) e (¢',2') os usudrios servidos e custos em u
e u respectivamente, quando obedecidas as regras anteriores. Agora, a propriedade
group strategyproof requer que se a desigualdade

Wi — Ti > Upg; —
vale para todo i € C entao deve valer com igualdade para todo ¢ € C' também, i.e.,
se nenhum membro de C' é prejudicado por mentir sobre o valor da sua utilidade

entao nenhum membro de C é beneficiado também.

Para varios problemas, incluindo o roteamento multicast, a propriedade de Otimali-
dade nao é computacionalmente possivel de ser satisfeita eficientemente (i.e., em tempo
polinomial), assumindo que P # NP. Portanto, esta propriedade sera relaxada, fazendo
com que a solugao encontrada esteja proxima de uma certo fator da solucao étima, para
isso utilizamos algoritmos aproximados.

Vérios resultados deste capitulo serao somente enunciados, omitindo as suas demons-
tracoes. Isto porque o estudo destes resultados faz parte de uma outra area cuja adesao
dos conhecimentos e conceitos iniciais neste documento seria proibitivamente grande, além
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de fugir de nosso objetivo, que é somente encontrar uma funcao de cost-sharing que seja
cross-monotonic, como veremos adiante. Vale observar também que poderiamos simples-
mente apresentar a definicao de funcao de cost-sharing cross-monotonic, e nos capitulos
que seguem tentar obter fungoes deste tipo, mas neste caso nao haveria motivacao al-
guma. O principal objetivo deste capitulo é entender a motivagao e compreender porque
é interessante obter funcoes de cost-sharing que sejam cross-monotonic. Assim sendo,
tomamos a liberdade de utilizar alguns resultados como “caixa-preta”’, a fim da exposi¢ao
da motivagao desejada.
O teorema a seguir é um resultado classico da teoria dos jogos.

Teorema 5.4. [10, 32] Seja M um mecanismo de cost-sharing que tenha a propriedade
group strategyproof. Entao M nao pode ter ambas as propriedades budget-balance e
eficiéncia.

O seguinte teorema, de Feigenbaum, Papadimitriou e Shenker [8], estabelece algumas
limitacoes nas propriedades que devemos satisfazer.

Teorema 5.5. [8] No problema de roteamento multicast, obter um fator de aproxrimag¢ao
constante para a propriedade eficiéncia é NP-dificil.

Portanto, para os propositos deste documento, a propriedade de eficiéncia sera aban-
donada, é impossivel satisfaze-la em tempo polinomial de computacao, considerando que
estamos usando o modelo de maquina de Turing tradicional e P # NP. Além disso, como
um caso particular do CFL e do R-or-B é a propria arvore de Steiner, que por usa vez
é solucao do roteamento multicast, entao também iremos desconsiderar esta propriedade
para estes problemas nos capitulos que seguem.

Moulin e Shenker [28] mostraram que a maioria das propriedades acima podem ser
satisfeitas (com excessao das propriedades de otimalidade e budget-Balance) se conseguir-
mos uma funcao de cost-sharing que seja cross-monotonic, cuja definicao apresentamos
abaixo.

Definigao 5.6. Uma funcao de cost-sharing & é dita ser cross-monotonic se para D C D’
entdo £(D, i) > &(D’',1). Em outras palavras, o valor da fungao de cost-sharing de qualquer
usuario nao deve aumentar caso outros usuarios entrem no sistema.

Além disso, Moulin e Shenker também desenvolveram um mecanismo para ser usado
com uma func¢ao cross-monotonic, que escolhe o conjunto D C V' e calcula os valores z;
do vetor de custo compartilhado. Esse mecanismo, que chamaremos de mecanismo M*,
é apresentado abaixo.
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Algoritmo 5.1: Mecanismo M*(&)
Entrada: fungao de cost-sharing £, rede G = (V, E);
Saida: conjunto D C V', valores x; do vetor de custo compartilhado;
inicio

DV,

repita

se u; < £(D, 1), para algum i € D entao
L D «— D —14; // em qualquer ordem de retirada dos i’s

até u; > £(D, i) para todos usudrios i € D ;

devolva D e x; = {(D, i) para todos i € D;
fim

Considerando o modelo do roteamento multicast, este mecanismo comeca com a ten-
tativa de enviar a mensagem para todos os usuarios, e usa & para determinar o custo
compartilhado de cada usudrio. O mecanismo entao descarta, em ordem qualquer, os
usudrios que nao puderem pagar por receber a mensagem. As iteracoes se seguem até que
o grupo de usudarios possa pagar os custos-distribuidos determinados. Devido ao fato de
& ser cross-monotonic, o eventual conjunto de usuarios que restou nao depende da ordem
em que os usudrios foram sendo descartados pelo algoritmo. Como em cada passo pelo
menos um usuario é descartado, o mecanismo ird parar em um nimero linear de iteragoes.

Teorema 5.7. [28, 27] Dada uma func¢do de cost-sharing que é cross-monotonic £, o
mecanismo M*(§) satisfaz as propriedades STP, PV, SC, e é group strategyproof.

O teorema anterior fornece um novo rumo na resolucao de problemas de jogos coo-
perativos. Agora, para um dado problema, estamos interessados em obter uma funcao
de compartilhamento de custo que seja cross-monotonic. Uma vez encontrada tal funcao,
todas as propriedades anteriores estarao garantidas. O esforco que faremos neste e nos
préximos capitulos é justamente para tentar encontrar fungoes de cost-sharing que sejam
cross-monotonic para os problemas.

5.3 Arvore de Steiner

Nesta secao, iremos desenvolver uma solucao para o roteamento multicast que contém a
propriedade budget balance e é cross-monotonic, e para qualquer conjunto D escolhido,
a solucao encontra uma arvore de custo no maximo duas vezes a arvore de Steiner 6tima
que contém a raiz e os usudrios em D. A funcao de cost-sharing é baseada nos seguintes
fatos:
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e Se a funcao de custo nas arestas satisfaz desigualdade triangular entao o custo de
uma arvore geradora minima nos vértices terminais ¢ no maximo duas vezes o custo
da solucao 6tima da arvore de Steiner.

e H&a uma relaxagao do programa linear da arvore geradora minima que nos fornece
solugao inteira, ou seja, uma solugao 6tima.

O primeiro fato é um resultado bem conhecido na area de algoritmos de aproximagao
e foi apresentado no Teorema 2.10 do Capitulo 2. O segundo fato segue de um trabalho de
Edmonds [6]: hd uma relaxagao exata para o problema da ramificagdo de custo minimo
(minimum branching).

Problema 5.8 (Ramificagao Ml'ngna). Dados um grafo orientado H = (V, ﬁ), com
custos ¢, > 0 para cada aresta e € E e um dos vértices r € V' que é marcado como sendo
raiz, encontrar um subgrafo conexo T C H que gera V (sem perda de generalidade, T' €
uma drvore), sendo que as arestas de T devem ser direcionadas para a raiz r, ou seja,
queremos uma drvore direcionada para a raiz que conecte todos os vértices. O custo da
solugcao (que queremos minimizar) é definido como

E ce7

ou seja, queremos minimizar o custo da drvore directonada que gera V.

A transformacao do problema da arvore geradora minima em um grafo nao-direcionado
para o problema da ramificagao minima ¢ direta. Simplesmente substituimos cada aresta
e = (u,v) de G por duas arestas direcionadas (u — v) e (u < v) cada qual com custo
Ce, € entao resolvemos o problema da ramificacao minima. Vamos denotar esse grafo
direcionado por H = (V, ﬁ) Uma vez que a ramificacao é encontrada, ignoramos a
direcao das arestas para obter uma arvore geradora minima em G.

Dizemos que um conjunto S C V ¢é wdlido se nao é vazio e nao contém a raiz. Para
qualquer conjunto S C Ve F' C E seja 0(S) = {(u — v) € E)|u € Sewv e S}, ou seja,
informalmente falando 6(S) s@o as arestas que saem de S. A seguir, temos a formulagao
relaxada chamada de relaxacao do corte bidirecionado e o dual respectivo.

Primal:
min Z CeTe
eEE')
s.a. Z Te > 1, VS valido,
e:e€d(S)

—)
re > 0, Ve e E.
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Dual:
max Z Ys
S vélido
s.a. Z Ys < Ce, Ve € E),
S:e€d(S)
ys > 0, VS vélido.

Dizemos que a aresta e sente o dual yg se ys > 0 e e € 6(S). Assim como no Capitulo
3, dizemos que a aresta e esta justa se a quantidade total do dual que ela sente ¢é igual ao
seu custo. O programa linear dual esta tentando maximizar a soma das variaveis duais yg
sujeito a condi¢ao de que nenhuma aresta sente mais dual que o seu custo, i.e., nenhuma
aresta esta justa demais.

Abaixo, iremos mostrar o algoritmo de Edmonds, que é baseado na técnica primal-
dual. Comecando com o vetor primal = 0, a solucao dual trivial ¥ = 0 e uma lista
ordenada F' = (), o algoritmo iterativamente “melhora a viabilidade” da solucao primal
e a “otimalidade” da solucao dual. Quando uma aresta fica justa, ela é incluida na lista
ordenada F. Seja 6p(S) = {(u — v) € Flu € Sev € S}. Em qualquer iteracio, um
conjunto S C V é dito estar violado se é valido e dr(S) = (). Qualquer conjunto minimal
violado (CMV) ¢ dito estar ativo (em relagao a F). E facil ver que os conjuntos ativos
devem ser disjuntos e devem ser fortemente conexos com respeito a F'. De fato, quando
uma aresta que liga dois conjuntos ativos se torna justa, entao os dois conjuntos se tornam
inativos e um novo conjunto ativo que “engloba” os dois anteriores é formado. Além disso,
as arestas sempre se ajustam duas a duas, a aresta de ida e a aresta de volta, pois elas
tém o mesmo comprimento.

Com o objetivo de provar propriedades deste algoritmo, iremos associar a nocao de
tempo com o algoritmo. Em cada unidade de tempo, o algorimo cresce o dual de forma
unitaria. Em uma dada iteragao, o algoritmo encontra todos os conjuntos ativos (CMV’s)
e aumenta suas variaveis duais até que uma nova aresta, digamos e, fique justa. Agora, a
iteragao atual termina e a aresta e é adicionada a lista F'. O algoritmo continua até que nao
exista mais conjuntos nao satisfeitos e entao o algoritmo “poda” F usando o procedimento
da remocao reversa (i.e., remover as arestas supérfluas a ramificagao direcionada em ordem
reversa a que foram incluidas em F'). As arestas que restam em F' formam uma ramificagao
direcionada para a raiz.
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Algoritmo 5.2: Algoritmo-Edmonds

Entrada: grafo H = (V, ﬁ),
Saida: ramificacao minima F’;

inicio

F — (;

para cada S C V faga
L ys <0

enquanto 34 CMV’s com respeito a F faga
Seja S a colecao dos CMV’s com respeito a F

Aumente simultaneamente as variaveis duais ys de cada S € S até alguma
aresta e ficar justa;

F— Fu{e};
Seja F' = {ey,es,...,€} alista na ordem em que as arestas foram adicionadas;
para j = até 1 fagca em paralelo /* Inicio da remogdo reversa */

se 3 CMV’s com respeito a F — {e;} entao
L B F—{e}

devolva I
fim

Até agora nao falamos do mecanismo de cost-sharing. Relembrando, no mecanismo
M* (ver Algoritmo 5.1), estamos interessados em encontrar uma fungao de cost-sharing
& que seja cross-monotonic. Como veremos adiante, esta funcao é definida de acordo com
a solugao do problema da ramificacao de custo minimo. Portanto, em cada passo do
mecanismo, temos que resolver o problema da ramificacao de custo minimo para entao
definir a funcao de cost-sharing que iremos cobrar de cada usuario, para entao o mecanismo
decidir quais usuarios ele ira descartar. Isso é feito repetidamente, até o mecanismo de
cost-sharing nao descartar mais nenhum usuario.

A seguir, vamos analisar a solu¢ao encontrada pelo Algoritmo 5.2.

Lema 5.9. As arestas em F adicionadas pelo Algoritmo 5.2 formam uma solu¢ao vidvel
para o problema da ramificacdo de custo minimo.

Demonstragao. Observe que durante a construcao de F', a cada passo adicionamos sempre
o par de arestas de ida e volta (pois elas tém o mesmo comprimento), e no final, no passo de
“poda’”, uma dessas arestas do par é descartada. Assim, basta mostrar que a construcao
de F' nao gera ciclos. Vamos utilizar inducao para verificar isso. No caso trivial, temos
dois conjuntos unitarios (vértices) que ajustam o par de arestas de ida e volta, no qual
uma dessas arestas é descartada no passo de poda, e formamos outro conjunto sem ciclos.
Para o passo da indugao, temos dois conjuntos sem ciclos, que ajustam o par de arestas de
ida e volta. Note que é possivel mais de um par se ajustar no mesmo instante, no entanto,
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escolhemos somente um par para adicionar a F'. Novamente, no passo de poda, retiramos
uma das arestas deste par, ficando com um conjunto novo que nao contém ciclos. [ ]

Lema 5.10. Dados uma solucdo vidvel para o problema da ramificacao de custo minimo
e y obtido da execucao do Algoritmo 5.2, todo conjunto S wvdlido em relacdo a F tal que
ys > 0 deve satisfazer |0p(S)| = 1.

Demonstracao. Claramente, [0r(S)| = 0 nao caracteriza uma solugao vélida. Vamos
supor, por contradigdo, que para algum S, [0g(S)| > 1. Entdo hé pelo menos duas
arestas que “saem” de S, vamos chamé-las de (v — v) e (v — '), onde u,u’ € S e
v,v" ¢ S. Como a solugao é vélida, v e v' vao se encontrar em algum ponto da ramificagao
direcionada, digamos w. Como u,u’ € S, entdo hd um caminho direcionado de u para u’
ou entao de v’ para u. Vamos supor, sem perda de generalidade, que existe um caminho
de u para u'. Entao u pode chegar a raiz por dois caminhos: pelo caminho que passa por
u,v,w e entdo a raiz ou pelo caminho que passa por u,u’,v',w e entao até a raiz. Isto
contraria a hipdtese da solugao ser uma ramificacao direcionada viavel. [

Teorema 5.11. O custo da ramificacao obtida é precisamente igual a soma das varidveis

Sa- Y e

eclF S valido

duais que foram crescidas, i.e.,

Demonstracao. O crescimento dual yg dos conjuntos validos contribuem pelo pagamento
total das arestas da solugao. No entanto, um tinico conjunto S poderia estar contribuindo
para vérias arestas, fazendo com que Yy Ce > Yo a0 ¥s- No entanto, pelo Lema 5.10,
sabemos que cada conjunto contribui para somente uma aresta. Como as arestas sao
pagas totalmente pelo crescimento dual, entao o teorema segue. [ ]

Esse importante teorema nos mostra que a ramificagao encontrada pelo algoritmo é
otima, pois pelo Teorema Fraco da Dualidade, quando uma solucao viavel primal tem o
mesmo valor que uma solugao viavel dual, entao essas duas solucoes sao 6timas. Usando
este fato, poderemos mostrar que nossa fungao de cost-sharing é budget-balanced, como
veremos adiante.

Iremos agora definir a fungao de cost-sharing &. O custo-compartilhado para um
usuario ¢ € D é calculado da seguinte forma. Seja 1" o primeiro instante de tempo em que
h& um caminho de arestas justas de i para a raiz. Seja S(t) o conjunto de vértices que i
alcanca usando arestas justas no instante de tempo ¢ < T. Em cada instante de tempo
t < T, o algoritmo cresce a varidvel dual yg(;) a razao unitaria. A funcao de cost-sharing
para o usuério ¢ € D ¢ dada por

. !
fAGM(D,Z):/O Mdt
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Intuitivamente falando, no instante de tempo ¢, a funcao de cost-sharing cobra de cada
usuério em S(¢) o custo proporcional ao nimero de usudrios que participam de S(t), ou
seja, o crescimento dual é dividido igualmente entre todos os usuarios do conjunto.

Teorema 5.12. A funcdo de cost-sharing Eaqy € budget-balanced.

Demonstracao. Observe que a cada instante de tempo, a funcao de cost-sharing esta
simplesmente distribuindo o dual crescente yg() entre os usuarios em S(t). Assim,

ZSAGM<D7 2) = Z Ys = Val(Oa D)7

€D S vélido
onde O ¢ a solucao encontrada e a ultima igualdade vem do fato que o dual total construido
é igual ao custo da arvore encontrada (solu¢ao primal). |

Teorema 5.13. A funcdo de cost-sharing Eaguy € cross-monotonic.

Demonstracao. Considere uma execugao do Algoritmo 5.2 em um conjunto de usuarios
D e seja w € D um outro usudrio. Seja i € D um usuario qualquer. Sejam R e R’ as
execugoes do algoritmo na entrada D e D U {w} respectivamente. Sejam S(t) e S'(t) os
conjuntos de vértices que ¢ alcanca através de arestas justas no instante de tempo ¢ nas
execucoes R e R’ respectivamente. Sejam T e T os primeiros instantes de tempo em que
h4 um caminho de arestas justas de i até a raiz nas execugdes R e R’ respectivamente.

Definimos,
1

fAGM(DJ):/O mdt,

Eacn(D U {uw}, i) = /0 | Sll(t)|dt

Se num dado instante de tempo ¢, i pode alcangar w na execugao R', entao S’(t) D S(t),

e caso contrario S’(t) = S(t). Além disso, i alcanga a raiz no mesmo instante ou mais cedo
na execuc¢ao R’ que na execugao R, ou seja, 7" < T'. Portanto {(DU{w}, i) < &(D,i). N

Corolario 5.14. Utilizando o mecanismo M* com a func¢ao de cost-sharing £ definida
para o problema da drvore geradora minima, garantimos as propriedades STP, PV, SC e
group strategyproof.

Apesar desta secao prometer resultados para o problema da arvore de Steiner de
custo minimo, devemos antes introduzir alguns conceitos de aproximalidade na condicao
Budget-Balance, e desta forma, utilizar o resultado da arvore geradora minima para obter
uma funcao de cost-sharing “aproximada” para o problema da arvore de Steiner de custo
minimo. Os detalhes disto serao vistos na Secao 5.4.
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5.4 Relaxando a condicao de Budget-Balance

Obviamente, a fungao de cost-sharing deve ser tal que o provedor de servico nao te-
nha prejuizo. Na presenca de competicao, nao deve-se criar um grande excesso de lucro
também. Budget-balance garante ambas estas condig¢oes, contudo esta é uma propriedade
dificil de ser garantida. Além disso, mesmo se satisfeita, pode sofrer da seguinte falha.
Vamos considerar nossa solucao para o problema da arvore de Steiner. Nos assumimos
que estavamos trabalhando com um grafo completo GG, com as arestas satisfazendo a desi-
gualdade triangular, e encontramos a arvore geradora de custo minimo 7" neste grafo. No
entanto, a rede original, H, pode nao ter todos os enlaces que conectam todos os pares de
nos. O grafo G é obtido pelo fechamento de H, tal que as arestas em G correspondem aos
caminhos minimos de H. Ao mapear a arvore T' novamente para H, substituimos arestas
por caminhos. Isso nos dd um grafo gerador, digamos H’, que provavelmente contém
ciclos e arestas multiplas. Agora, a propriedade budget-balance requer que a companhia
provedora de servicos envie uma mensagem em cada link de H', que é claramente um
desperdicio. Qualquer drvore geradora que é um subgrafo de H’, digamos 7", é suficiente.

Esse tipo de falha e a dificuldade em garantir a propriedade budget-balance nos motiva
a seguinte definigao. Seja val(O*, D) o custo da solugao étima O* para servir os usudrios
em D e o > 1 uma funcao de n (geralmente uma constante). Dizemos que a funcao de
cost-sharing & é a-aprorimada se satisfaz:

1. Competitividade a-aproximada VD C V : > . &(D,i) < a-val(O*, D), ie.,
qualquer conjunto D de usuarios pagam no maximo « vezes o custo 6timo de servir

D.

2. Recuperagao do custo VD CV : > ., &(D,i) > val(O, D), para alguma solugao
O obtida para o problema de custo val(O, D) (nao necessariamente a solucdo étima),
i.e., o custo que o servidor paga deve ser recuperado pelos usuarios.

3. sei ¢ D entdo £(D,i) =0.
Escrevendo de uma maneira andloga, temos que

val(0,D) < Y "¢(D,i) < a-val(O*, D).
ieD
Uma maneira alternativa de chamar uma funcao de compartilhamento de custo que
obedece as inequacgoes acima é func¢ao de cost-sharing com competitividade a-aprorimada.

Na verdade, a escolha de relaxar a competitividade é arbitraria, poderiamos também
relaxar a recuperacao do custo. A unica diferenca é que a funcao de cost-sharing teria de
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ser multiplicada pelo fator 1/a. Desta forma, na literatura, também encontramos o termo
fungao de cost-sharing com recuperag¢ao do custo a-aprorimada, que é definido como

1
- < / . *
—val(0, D) < Zg (D,i) < val(O*, D),
€D
onde &'(D,i) = (1/a) - £(D, 1).
Com algumas modificagoes no teorema de Moulin e Shenker, chega-se num teorema
equivalente que usa a defini¢ao de fungao de cost-sharing que é a-aproximado.

Teorema 5.15. [28, 27| Dada uma func¢ao de cost-sharing que € cross-monotonic -
aprozimado &, o mecanismo M*(§) satisfaz as propriedades STP, PV, SC, e é group
strategyproof.

Com base nas defini¢goes de budget-balance aproximado, no Corolario 5.14, no Teorema
2.10 e no Teorema 5.15, a arvore 1" é uma solugao com competitividade
2-aproximada, como enuncia o seguinte teorema.

Teorema 5.16. Ha um mecanismo de cost-sharing com competitividade 2-aproximado,
STP, PV, SC e group strategyproof para o jogo da drvore de Steiner minima.

Outro bom exemplo das consequéncias da definicao de budget-balance aproximado,
que iremos s6 comentar, é o jogo do caixeiro viajante métrico, no qual o custo das arestas
satisfaz desigualdade triangular e a viagem do caixeiro comega no vértice raiz e passa
por todos outros vértices usudrios que foram escolhidos pelo mecanismo de cost-sharing.
Sem aprofundarmos em detalhes, um algoritmo conhecido [35] duplica as arestas de uma
arvore geradora minima, encontra um circuito Euleriano e executa um passo de atalho
(short cut) nos fornecendo um algoritmo com fator de aproximacao 2. Usando este fato e
o Teorema 5.15, temos o seguinte.

Teorema 5.17. Ha um mecanismo de cost-sharing com competitividade 2-aproximado,
STP, PV, SC e group strategyproof para o jogo do caixeiro viajante métrico.



Capitulo 6
Técnica primal-dual

Neste capitulo, iremos aplicar a técnica primal-dual vista no Capitulo 3 para obter funcoes
de compartilhamento de custo. Os métodos descritos neste capitulo nos fornecem um es-
quema genérico para compartilhar custos utilizando a técnica primal-dual. Para exempli-
ficar o método, chamado de processo fantasma, iremos comecar com o problema Facility
Location. Depois, resolveremos os problemas Rent-or-Buy e Connected Facility Location.

Este capitulo estd baseado nos trabalhos de Pal e Tardos [31] e Leonardi e Schaefer
[22]. Tremos apresentar uma funcao de cost-sharing cross-monotonic que é budget-balance
3-aproximado para o problema Facility Location, baseado no trabalho de Pal e Tardos.
No trabalho de Immorlica, Mahdian e Mirrokni [15], foi mostrado que nao existe funcao de
cost-sharing cross-monotonic que melhora este resultado, mas omitiremos este resultado
neste documento. Ainda no trabalho de Pal e Tardos, foi obtida uma funcao de cost-
sharing cross-monotonic que é budget-balance 15-aproximado para o problema Rent-or-
Buy, utilizando a mesma idéia de resolucao do problema Facility Location. No trabalho de
Leonardi e Schaefer, foi obtida uma funcao de cost-sharing cross-monotonic que é budget-
balance 30-aproximado para o problema Connected Facility Location. Os resultados de
ambos trabalhos serao apresentados neste capitulo.

6.1 Facility Location

Nesta secao, iremos obter uma funcao de cost-sharing que é cross-monotonic para o pro-
blema Facility Location métrico (ver Problema 2.3). Para o problema Facility Location,
existem algoritmos primais-duais elegantes e simples, e portanto podemos utilizar esse pro-
blema com um exemplo “limpo” para ilustrar a técnica que iremos utilizar neste capitulo,
chamada de processo fantasma, para depois aplicarmos em problemas de projeto de redes
mais complexos, resolvendo entao o Rent-or-Buy e o Connected Facility Location.

Uma maneira natural de obter uma funcao de cost-sharing é considerar a técnica

71
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primal-dual, explicada no Capitulo 3. A técnica primal-dual é baseada numa maneira
“justa” de dividir o custo da solucao: todos usuarios aumentam seus custos de contribuigao
uniformemente até todos estarem satisfeitos. No final, o custo compartilhado de um
usuario é o quanto este contribuiu para montar a solucao do problema. Este fato pode ser
utilizado como uma tentativa para se obter uma funcao de cost-sharing para o problema.
No entanto, nem sempre uma funcao definida dessa maneira tem a propriedade de ser
cross-monotonic. Como exemplo, podemos pensar no algoritmo primal-dual de Jain e
Vazirani [18] para o problema Facility Location, apresentado no Algoritmo 2.1 do Capitulo
2. Ao adicionar usuarios bem proximos a um usudrio i, faz com que i esteja satisfeito
mais rapidamente (pois paga a facilidade mais rapidamente). No entanto, como i para de
contribuir mais cedo, ele pode contribuir com menos para as outras facilidades, fazendo
com que os outros usuarios que ja estavam no problema tenham que pagar mais para ficar
satisfeitos. Podemos ver isto no Exemplo 6.1.

Exemplo 6.1. Considere uma instancia com duas facilidades p e ¢ tal que f, = 2 e
fy =1, e dois clientes j; e jo. Sejam as distancias ¢;, , = ¢, = ¢, = 1 (veja Figuras 6.1
e 6.2), as outras distancias sao definidas pela func¢ao de caminho minimo. O algoritmo de
Jain e Vazirani ird aumentar ambos «;, e o, até a facilidade p ficar paga, e entao cada
cliente é declarado satisfeito e seus a’s param de crescer. Portanto, cada cliente termina
pagando pela sua distancia a p, e o custo de p é dividido uniformemente entre eles. Os
custos compartilhados resultantes sao £({j1, 72}, 71) = 2 e £({J1, 72}, J2) = 2, como mostra
a Figura 6.1.

=2 _ =2 _ = _
pr I:]ffl pr I:]ffl fp f{—l

Ji Jo J1 J2 J1 Jo

t=20 t=1 t=2

Figura 6.1: O algoritmo de Jain e Vazirani sobre j; e j5. Os quadrados ao lado das
facilidades denotam por qual cliente foi pago o custo da facilidade.

Agora vamos supor que adicionamos uma novo cliente jz localizado muito préximo a
facilidade ¢, i.e., ¢j,, = 0. A Figura 6.2 ilustra esta situacao. Agora, temos uma nova
situagao: o usuario jz comeca a contribuir imediatamente, fazendo com que ¢ seja pago no
instante de tempo 1. Assim, o usuario j, ficara satisfeito no instante de tempo 1 quando
se conectar com ¢, parando de crescer seu «;,. Isso significa que j, nao contribui para p,
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e portanto j; tem que pagar por p sozinho. Assim, £({j1, 2,73}, 71) = 3 > £({J1, 72}, j1),
e a funcao de cost-sharing nao ¢ cross-monotonic.

pr— |:|f:1

Js

J1 Jo

t=2 t=3

Figura 6.2: O algoritmo de Jain e Vazirani sobre ji,js e j3. Os quadrados ao lado das
facilidades denotam por qual cliente foi pago o custo da facilidade.

A idéia que nos permitirda obter fungoes de cost-sharing cross-monotonic é ter uma
funcao de cost-sharing “fantasma” para cada usudrio. Embora no Algoritmo 2.1 nés se-
jamos forcados a parar de crescer a contribuicao de um usuério para nao sobrecarregar
algum grupo de usudrios, nds continuamos crescendo a funcao fantasma até que todos
os usuarios fiquem satisfeitos. Em outras palavras, teremos duas funcoes de custo, uma
“real”, e outra “fantasma’”, e o principal desafio é conseguir comparar essas duas funcoes
para que, mesmo que a maioria das facilidades esteja somente paga “virtualmente” pe-
los custos fantasmas, o custo-distribuido real ainda pague suficiente para construir uma
solugao viavel. Por exemplo, no problema Facility Location, a contribuicao adicional dos
fantasmas implica em abrir mais facilidades, e conseqiientemente os usudrios se conecta-
rem antes. Esta idéia garante trivialmente uma funcao cross-monotonic, pois quanto mais
usuarios (e seus fantasmas) adicionarmos, mais facilidades serdao abertas e cada usudrio
ficara satisfeito mais cedo.
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6.1.1 O processo fantasma

Para definir a fungao de cost-share, usaremos o “processo fantasma”, que pode ser visto
como uma versao suavizada (que evita as paradas sibitas) de um algoritmo de apro-
ximacgao primal-dual, como por exemplo, o Algoritmo 2.1 de Jain e Vazirani. O processo
fantasma cresce um fastasma para cada usuario. O fantasma do usuério 7 é uma bola
(raio) com j no centro, que cresce uniformemente para o infinito. O raio do fantasma em
algum instante de tempo t > 0 é igual a t. O fantasma de um usuério j toca a facili-
dade p no instante de tempo ¢t se t > ¢;,. Inicialmente, as facilidades sao consideradas
nao-cheias. Todos fantasmas que tocam uma facilidade nao-cheia comecam a contribuir
para pagar a facilidade. A contribuicdo de um fantasma j para a facilidade p no instante
de tempo t é dada por k;, = max{0, t — ¢;,}. Uma facilidade p é declarada cheia se
ZjeD Kjp > fp- Seja t(p) o instante de tempo em que p fica cheia. Seja S, o conjunto
de usuarios cujos fantasmas contribuem para o pagamento de p, i.e., todos usuarios que
estao numa distancia estritamente menor que t(p) de p. Note que se cobrarmos de cada
usudrio em S, a quantidade o = t(p) iremos recuperar exatamente o custo de abrir a
facilidade e o custo de conectar todos os usudrios em S, a p, pois f, = 3 ;g (t(p) — ¢jp)
por definicao.

Algoritmo 6.1: Fantasma-FacilityLocation
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D, facilidades F;
Saida: t(p), S(p) para toda facilidade p cheia;
inicio
t «— 0;
enquanto 35 € D nao conectado a alguma facilidade cheia faga
aumente ¢ (fazendo k;, < max{0, t —¢;,}, Vj € D,p € F) até que:

(a) ZjeD Kjp = [p, OU

(b) 3j € D e facilidade p cheia, tal que t > ¢(j,p)

se (a) foi satisfeita para algum p € F entao
p ¢é declarada cheia;
t(p) — t;
S(p) —A{j € Dlej,p) <tp)};
se (b) foi satisfeita para algum j € D e p € F entao
| j é conectada a p;

devolva t(p), S(p) para toda facilidade p cheia
fim
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6.1.2 Funcao de cost-sharing

A cada iteragao, aumentamos a varidvel a; de cada usudrio j a razao unitdria até o
fantasma de j tocar alguma facilidade cheia ou alguma facilidade que j estd tocando se
tornar cheia. Mais formalmente,

a; =min ( min ¢(p), min ¢, | .
! <p:jesp ®) pigSy " )

A Figura 6.3 ilustra a diferenga entre a varidavel o acima definida e a variavel a definida
pelo Algoritmo 2.1 de Jain e Vazirani. Observe que o processo fantasma é utilizado para
definir a fungao de cost-sharing. Assim,

§(D,j) = a.

Nas secoes seguintes também usaremos o processo fantasma com este mesmo objetivo, no
entanto, usaremos variagoes dos valores de o para definir a fungao final de cost-sharing.

Note que ao adicionar mais usuarios, cada facilidade pode somente ser paga mais
rapidamente, e portanto cada usudrio ird se tornar satisfeito mais cedo. Partindo desta
idéia, podemos provar o Teorema 6.2.

Antes disso, vamos fazer uma observagao quanto a notagao. Sabemos que (D, j) = «;
para todo 7 € D. Assim, durante algumas provas desta se¢ao, eventualmente usaremos «;
para denotar o valor do custo compartilhado, por acharmos essa notacao mais intuitiva
com relagao as idéias de varidveis duais e bolas fantasmas.

Teorema 6.2. A funcdo de cost-sharing & € cross-monotonic.

Demonstracao. Vamos supor que adicionamos um usuario u ao sistema. Seja a o valor
do custo compartilhado definido para o conjunto de usuérios D e o’ o valor do custo com-
partilhado definido para o grupo de usuario D U {u}. Analogamente, definimos ¢(p),t'(p)
como os instantes de tempo em que uma facilidade p fica cheia nas execugoes sobre D e
D U {u} respectivamente.

Devemos mostrar que (D U {u},j) < (D, j) para todo j € D. Portanto, é suficiente
mostrar que o < . Note que, ao incluir um novo usuario, o fantasma deste com certeza
vai contribuir para que uma facilidade seja paga mais rapidamente, em outras palavras,
para qualquer facilidade p, t'(p) < t(p), portanto min,eg, t'(p) < minyjeg, t(p). Pode
acontecer na execucao sobre D que um dado j € S, para algum p, mas na execugao sobre
D U{u}, j ¢ S, e entdo ¢;, sera levado em consideracao na fungdo minimo de o/ (este
caso pode acontecer pelo fato da execugao sobre D U{u} terminar antes). Mas neste caso
cjp < t(p). Para os outros casos, em que j € S, tanto na execugao sobre D como sobre
D U {u}, os ¢j, permanecem inalterados. Portanto o’/ < a. |
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(c) Qjy =95

Figura 6.3: Os quadrados ao lado das facilidades denotam por qual cliente foi pago o custo
da facilidade. Nas figuras (a) e (b), estamos utilizando o algoritmo de Jain e Vazirani.
Note que na ilustracdo (a), aj, = 6 e na ilustracdo (b), o, = 5, demonstrando que
o algoritmo nao é cross-monotonic. A figura (c) é o caso onde estamos considerando
os cost-shares definidos acima. O quadrado hachurado representa o que foi pago pelo
crescimento fantasma. Note que o algoritmo executa até o instante de tempo t = 5, e
neste instante ambos js e j3 pagam com seus fantasmas a facilidade j. Mas pela definicao
do valor final do custo compartilhado, o, =4 e o, = 5.

6.1.3 O processo real: decidindo quais facilidades abrir

Para cada facilidade p, decidimos se esta sera ou nao sera aberta no momento em que
p fica cheia. Abrimos a facilidade p se e somente se no instante de tempo ¢(p) nao ha
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alguma facilidade ¢ ja aberta tal que ¢, , < 2t(p), onde ¢, , é o custo do caminho minimo
de p a q. Isto ird manter as facilidades abertas suficientemente longe umas das outras.

6.1.4 Analise

Teorema 6.3 (Competitividade). Para toda solugio O de custo val(O, D) do Facility
Location ( por exemplo, uma solugdo dtima) vale 3, a; < val(O, D).

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que uma solucao 6tima
consiste de uma unica facilidade aberta p, pois o caso geral pode ser obtido conside-
rando a soma sobre todos as facilidades abertas. Mas sabemos que os cost-shares dos
usudrios em S, nao ultrapassam o custo de p mais os custos de conectar eles a p, ou seja,
> jenies, % < fp + 2 jepijes, Cip- Além disso, os cost-shares de cada usudrio fora de
S, nao ultrapassam o custo de conectar eles a p, ou seja, ZjeD:jgsp a; < ZjeD:jgsp Cjp-
Combinando os dois temos

Z%‘Z Z aj + Z a;

jeb JjEDGES, jED:jES,

<fpt Z Cipt+ Z Cip

jED:jES, JED:jZS,
=f+ Z Cjp
jeD
=val(O, D).
[

A seguir iremos relacionar os custos da funcao de cost-sharing ao custo do processo
real, que abre um subgrupo de facilidades.

Proposicao 6.4. Se as facilidades p e q estao abertas, entao seus conjuntos de contri-
buintes S, e Sy sao disjuntos.

Demonstracao. Podemos assumir sem perda de generalidade que t(p) > t(q), pois caso
contrario, a prova é andloga. Seja c,, o custo do caminho minimo entre p e ¢. Como nés
decidimos abrir p, ele deve estar suficientemente longe de ¢: ¢,, > 2t(p) > t(p) + t(q).
Vamos supor por contradicao que existe um usudrio j que contribui para ambos p e q.
Entao a; < t(q), pois t(¢q) < t(p). Assim, usando a desigualdade triangular, temos

t(p) +t(q) < cpg
<<¢jp+Cig
< 204
< 2t(q),
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Mas note que, pelo fato que t(p) > t(q), a desigualdade obtida t(p) + t(q) < 2t(q) nao
¢ valida quando esta ¢é estritamente menor, gerando uma contradicao com o fato de j
contribuir aos dois conjuntos. No entanto, a desigualdade obtida é vélida na igualdade
quando t(p) = t(q). Neste caso, a; = t(q) = t(p), mas j ndo pode contribuir para ambos
p e q pois ¢,, = 2t(q) e na melhor das hipéteses j consegue encostar seu raio em ambos
p e ¢, mas nao contribui com nada excedente para ambos. [

O lema anterior significa que todo usuério contribui no pagamento de no maximo uma
facilidade. Para propdsitos de andlise, iremos atribuir todos usudrios do conjunto S, a
facilidade p, para cada facilidade aberta p. Atribuimos cada usuario que nao pertence a
nenhum conjunto .S, de alguma facilidade aberta p a sua facilidade aberta mais préxima.

Sabemos pelo Teorema 6.3 que a soma de todos a’s atribuidos é sempre menor que
uma solugao de custo 6timo, mas queremos garantir que esta soma seja pelo menos 1/3
da solugao obtida (nao confundir com a solugao étima), ou seja, queremos

M < Zaj <val(O*, D),

jeD

onde val(O, D) é a solugdo O com respeito a atribuigao descrita no pardgrafo anterior e
val(O*, D) é o custo de uma solugao 6tima O*.

Vamos afirmar que os usudrios no conjunto S, de cada facilidade aberta p pagam o
suficiente para cobrir 1/3 do custo de p, assim como pagam 1/3 do custo de conexao.
Pela definigao de Sy, f, = > ¢ s, (t(p) — ¢;p). Manipulando, obtemos que o custo de abrir

fp mais o custo de conexao ) ._o ¢;, é igual a |Sy|t(p). Para provar nossa afirmagao é

JESp
suficiente mostrar que o custo compartilhado de cada usudrio é pelo menos t(p)/3.

Lema 6.5. Seja p uma facilidade aberta, e j € S, um usudrio. Entdo 3a; > t(p).

Demonstragao. Considere um usudrio j € S,. Por contradicao, assuma que a; < t(p)/3.
Seja ¢ a primeira facilidade cheia que j tocou,i.e.,c;, < a; e t(q) < a;. Se ¢ esta aberta,
temos ¢, < ¢jp +cjq < t(p) + o < 2t(p), que é uma contradicao pois ¢ e p ndo podem
estar abertas tao proximas, como decidido anteriormente. Se ¢ nao esta aberta, entao
existe uma facilidade aberta ¢’ tal que ¢, o < 2t(¢) < 2a;. Veja a Figura 6.4.

/

P q q
2t(q)

Figura 6.4: Se a; < t(p)/3, entdo ¢, < 2t(p).
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Assim temos

Cpg' < Cpj + Cjg T Coq
<t(p)+ a; +2t(q)
< t(p) + 3a;
< 2t(p),

onde a tltima desigualdade vem do fato que assumimos o; < t(p)/3, e novamente temos
uma contradi¢do. Note que p # ¢/, pois t(¢') < a; < t(p). [ |

O Lema 6.5 considera os usudrios j € S,, para alguma facilidade aberta p, mostrando
que estes pagam por 1/3 do custo de conexao e de abertura da facilidade. De maneira
analoga a prova deste lema, podemos mostrar que os custos compartilhados dos usuarios
que nao pertencem a nenhum S, de uma facilidade aberta p pagam por 1/3 dos seus
custos de conexao (ndo é necessario mostrar que pagam pela abertura de facilidades).

Lema 6.6. Para cada usudrio j que nao pertence a nenhum Sy, hd uma facilidade aberta
p tal que 3o, > cjp.

Demonstragao. Seja q a localidade que define oy, i.e., a; > t(q) e a; > ¢;,. Como ¢ nao é
aberta no instante de tempo ¢(q), deve existir uma localidade p aberta tal que ¢,, < 2t(q).
Portanto, pela desigualdade triangular ¢;, < a; + 2t(q) < 3q;. |

Teorema 6.7 (Recuperagao do custo). O custo da solu¢ao construida é no mdzimo
3Zj6D Qj.

Demonstragao. Os Lemas 6.5 e 6.6 dizem que todos os usudrios recuperam 1/3 do custo,
portanto o teorema segue. [

Assim, como conclusao dos teoremas de competitividade e recuperacao de custo, temos
o seguinte teorema.

Teorema 6.8. Hd uma funcgao de cost-sharing que é budget-balance 3-aproximado e group
strategyproof para o jogo do Facility Location.

6.2 Rent-or-Buy

Como vimos no Capitulo 3, uma solugao aproximada para este problema pode ser con-
truida em duas fases: primeiro usamos um algoritmo de Facility Location para obter
agrupamentos das demandas e depois construimos uma arvore de Steiner no conjunto das
demandas agrupadas. Seria natural tentar combinar as fungoes de custo-compartilhado
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cross-monotonic para o Facility Location (vista na se¢do anterior) e para a arvore de
Steiner (vista no Capitulo 5). No entanto, combinar uma fungao de cost-sharing para um
processo de duas fases nao nos fornece uma funcao de cost-sharing cross-monotonic: as
decisoes feitas no passo de agrupamento afetam de maneira imprevisivel o modo como
os jogadores contribuem na construcao da arvore, sendo impossivel garantir que a funcao
seja cross-monotonic na segunda fase.

Assim, para superar a dificuldade de criar um processo de duas-fases que seja cross-
monotonic, executamos os dois processos simultaneamente, adicionando todos os pontos
de agrupamento em potencial na segunda fase tao logo eles sao criados na primeira fase.
Deste modo temos a seguinte idéia para a funcao cross-monotonic: quanto mais usuarios
temos, mais pontos de agrupamentos ficam abertos e mais cedo. Mais pontos de agrupa-
mento significa que também a arvore é construida mais rapidamente, somente reduzindo
o cost-share de cada usuario.

Assim como no caso do Facility Location, o principal desafio é provar que os custos
compartilhados reais podem pagar por uma solucao viavel. Note que, como a primeira
fase pode abrir pontos de agrupamento além do necessério (de fato, cada ponto alcangado
por suficientes usudrios se torna um ponto de agrupamento), o custo de construir a arvore
de Steiner em todos eles pode ser muito alto. Portanto precisamos selecionar somente
um subgrupo desses pontos, e comparar o processo que constréi a arvore nos pontos
selecionados com o processo que considera todos os pontos em potencial, para mostrar que
a funcao de cost-sharing obtida pelo segundo processo pode pagar pela arvore construida
pelo primeiro processo.

Novamente, iremos crescer bolas ao redor de cada usuario. Como nao ha custo de
abertura, iremos abrir um centro em alguma localidade p que foi tocada por M ou mais
bolas. Um algoritmo primal-dual comum, como por exemplo o algoritmo mostrado no
Capitulo 3, iria congelar todos os usudarios que se conectassem a algum centro aberto e
pararia de crescer suas bolas. Mas para garantir que a funcao de custo-compartilhado
seja cross-monotonic, usaremos o mesmo truque que utilizamos com o Facility Location:
continuamos crescendo a bola fantasma ao redor de todo usuario, mesmo apds um usuario
ficar conectado. Note que, como as bolas fantasmas continuam contribuindo para abrir
novos centros, muitos mais centros sao abertos do que o necessario, dando origem a um
novo problema: cada usuario pode estar conectado a multiplos centros, e o custo da arvore
de Steiner a ser construida sobre todos os centros é muito grande.

Vamos tratar este problema de duas maneiras diferentes. Quando estamos calculando
os custos compartilhados, vamos assumir que estamos construindo uma arvore de Steiner
em todos os centros. Entao dividimos o custo de cada centro e tentamos cobrar igualmente
de todos os usuarios conectados ao centro. Agora, como um usuario pode estar conectado
a multiplos centros, ele deve escolher com qual centro deve contribuir (vamos assumir
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que cada usuario quer contribuir somente com o centro onde a contribuigao requerida é a
menor).

Como a maioria dos centros nao tem contribui¢ao de suficientes usudrios (ou talvez de
nenhum usudrio), ndo podemos esperar que a contribuigao recupere uma fragao constante
de custo de uma arvore de Steiner em todos os centros. Para construir uma arvore que
a funcao de cost-sharing possa pagar, selecionamos somente um subgrupo dos centros,
e cada usuario ¢é atribuido a somente um centro. Agora, forcamos um usuario a contri-
buir somente com o centro a que esta atribuido, mas ainda assim sé podemos obter a
contribuic¢ao que ¢é igual ao minimo das contribuicoes em potencial para qualquer centro
possivel.

Tecnicamente, a parte dificil é relacionar os dois processos: um que assume construir
a arvore de Steiner em todos os centros, usado para definir a funcao de cost-sharing, e o
processo primal-dual padrao que usamos para construir a arvore de Steiner real em um
subconjunto de centros, e mostrar que os cost-shares do primeiro processo pagam pela
solugao construida pelo segundo processo.

Iremos novamente utilizar neste problema as Suposi¢oes 3.1 (demandas unitarias), 3.2
(raiz na solugdo) e 3.3 (métrica infinitesimal nas arestas), descritas no Capitulo 3.

O principal resultado desta se¢ao é obter uma funcao de cost-sharing para o Rent-or-
Buy, como enuncia o seguinte teorema.

Teorema 6.9. Hd um método de cost-sharing cross-monotonic para o jogo rent-or-buy
que € competitivo e recupera pelo menos 1/15 do custo de uma rede vidvel que pode ser
construida em tempo polinomial.

6.2.1 O processo fantasma

O processo fantasma considerado nesta secao ¢ parecido com o processo utilizado para
o Facility Location. Portanto, cada usuario j tem um fantasma que é uma bola B(j, )
com j no centro e raio igual ao tempo t. A diferenca é que, ao invés de pensar que os
fantasmas contribuem para abrir uma facilidade, iremos estar procurando por localidades
que sao potenciais pontos de agrupamento. Bons candidatos sao localidades que foram
tocadas por M ou mais fantasmas. Vamos denotar o conjunto (que varia com o tempo)
de todas essas localidades por C. Note que em qualquer instante de tempo, o conjunto C
pode ser representado como uma colegao de vértices, arestas e segmentos de arestas.

Um componente conexo de C é qualquer subconjunto C' de C maximal na inclusao
tal que quaisquer duas localidades p;,py € C sao ligados por um caminho (uma curva
continua) que também esta em C'.

Vamos observar mais de perto como o conjunto C se comporta durante o avanco de
tempo. Inicialmente, C estd vazio e nao contém nenhum componente. Com o passar
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do tempo, componentes comecam a aparecer. Cada componente comega como uma unica
localidade p, que foi tocada por um conjunto S de usudrios, com |S| > M. Com o aumento
do instante de tempo, o conjunto de localidades alcangaveis pelos usuarios em S localmente
se parece como uma bola de crescimento uniforme com o centro em p (note que o conjunto
N ies B(j,t) de localidades alcangaveis por todos os usudrios em S pode parecer como
uma uniao de varias bolas, assim como o mesmo conjunto S pode dar origem a multiplos
componentes de C). Enquanto essas bolas crescem, duas ou mais eventualmente podem
se tocar, dando origem a um unico componente. Em geral, pares de componentes estarao
se conectando e juntando. Portanto, em qualquer instante de tempo, cada componente C'
de C pode ser visto como uma uniao de bolas que crescem uniformemente, com diferentes
raios, cada qual foi iniciada como um componente independente numa tnica localidade
p. Note que, como os fantasmas crescem indefinidamente, em algum instante de tempo o
conjunto C ira ser formado por apenas um tinico componente.

Antes de apresentar a funcao de cost-sharing, vamos mostrar uma correspondéncia
entre o modo como o conjunto C cresce e o algoritmo primal-dual padrao para a arvore de
Steiner (ver Algoritmo 2.2 do Capitulo 2), que sera util mais tarde. O algoritmo mantém
uma lista de componentes. Inicialmente, cada vértice terminal estd em um componente
separado. O algoritmo entao cresce uma bola uniformemente ao redor de cada vértice
e no instante em que as duas bolas se tocam, é construido (pago) o caminho que liga
esses dois vértices, juntando os dois componentes em um s6. A unica diferenca é que,
enquanto o algoritmo da arvore de Steiner comega com um conjunto fixo de componentes,
no processo fantasma os componentes podem ser criados em pontos quaisquer (pontos
onde uma localidade foi tocada por pelo menos M usudrios) durante o tempo. Iremos
fazer uso dessa correspondéncia para mostrar que os cost-shares pagam por uma fracao
constante do custo da arvore de Steiner na solucao que iremos construir.

Seja R(C') o raio de um componente C' € C. O Algoritmo 6.2 descreve o crescimento
fantasma para o Rent-or-Buy.
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Algoritmo 6.2: Fantasma-RorB
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D;
Saida: 7(j),7'(j) para todo j € D;

inicio
C«—0;
t— 0;
7(j) < 0 para todo j € D; /* tempo em que j se conecta */
7'(j) « 0 para todo j € D; /* tempo em que j fica satisfeito */

enquanto 35 € D nao conectado e C estd disconero faga
Seja S, = {j € D|t > ¢;,} para alguma facilidade p;
aumente ¢ (e aumente R(C),VC € C baseado no crescimento de t) até que:

(2) S| = M, ou
(b) R(C)NR(C") £ 0

se (a) entao
J € S, fica conectado a p;
se 7(j) = 0 entao 7(j) « t; /* j se conecta */
C—Cu{pk
R({p}) < 0;
se (b) entao
Seja I as arestas do menor caminho entre C e C';
junte C,C" e I , dando origem a um unico componente C”;
se a raizr € C" entao
para todo j € D conectado uma facilidade p € C” faga
L t se 7'(7) = 0 entao 7'(j) « t; /* j fica satisfeito */

devolva 7(j),7'(j) para todo j € D
fim

6.2.2 Funcao de cost-sharing

Antes de mostrar como sao calculados os cost-shares, faremos algumas definigoes. Dizemos
que um usuario j no instante de tempo t estd conectado a um componente C' de C se
B(j,t)NC # 0. O usuério esta satisfeito se estd conectado a um componente que contém
o vértice raiz r. Para cada usudrio j, 7(j) é o instante de tempo em que o usudrio j se
conecta a algum componente (o primeiro componente a que ele se conecta) e seja 7'(j) o
instante de tempo em que j fica satisfeito.

Iremos fazer cada usuario pagar pelo custo de conexao associado a ele. Isto sugere que
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cobremos de cada usuario uma quantidade proporcional ao tempo que o usuario passou
desconectado. Além disso, cada usuario conectado a um componente C' deve contribuir
com uma parte do custo de crescimento do componente. Se um usudrio estd conectado a
varios componentes, deixamos que este contribua somente com o componente o qual sua
contribui¢ao é menor.

Para cada componente C' de C, seja D(C') o conjunto de usudrios conectados a C'. Para
um usudrio conectado j, seja a;(t) o tamanho méximo |D(C')| sobre todos os componentes
aos quais j estd conectado no instante de tempo t. Vamos definir uma funcio f;(t)
para cada usudrio j como segue: f;(t) = 1 para 0 < ¢t < 7(j), f;(t) = M/a;(t) para
7(7) <t < 7(j), e f;(t) = 0 para t > 7/(j). Definiremos duas versdes dos custos
compartilhados ; e o para cada usudrio j. A fungao de cost-sharing final, determinada
no Teorema 6.19, serd uma soma ponderada dos custos compartilhados que vamos definir
agora, balanceada para otimizar a fragao do custo recuperado. Os custos compartilhados
a e o sao definidos como:

7' (j) 7(J)
o = / LBdt e o = / £ ()t = t(5).
0 0

A propriedade cross-monotonic é facil de ser obtida, os detalhes serao omitidos, sendo
estes andlogos a prova desta propriedade para o caso do Facility Location.

Teorema 6.10. Os custos compartilhados o e o/ sdo fungoes cross-monotonic.

Esbo¢o. Ao adicionar mais usuarios, fazemos o conjunto C maior e portanto cada usuario
se conecta antes. Além disso, cada componente de C s6 aumenta quando aumentamos o
nimero de usuarios, assim como aumenta o ntimero de usuarios conectados a um compo-
nente, portanto os cost-shares diminuem. |

6.2.3 O processo real: construindo uma solugao

Cada novo componente do conjunto C comeca como sendo um tunico ponto p. Iremos
chamar esses pontos de centros. Para uma localidade p, seja t(p) o instante de tempo em
que p aparece no conjunto C. Note que C em um dado instante de tempo ¢ é a uniao de
bolas B(p,t — t(p)), uma bola de raio t — t(p) ao redor de cada centro p.

Queremos usar esses centros como pontos de agrupamento. Contudo, para conseguir-
mos pagar pela arvore de Steiner nos centros, devemos selecionar somente um subgrupo
de centros para abrir, e atribuir cada usuario de tal forma que este contribua com no
maximo um centro. Faremos isso de uma maneira parecida com que fizemos no Facility
Location.

Para cada centro p, decidimos se este serd aberto no instante em que o centro é criado.
Declaramos p aberto se, no instante de tempo #(p) nao ha nenhum centro aberto dentro
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de um raio de comprimento 2¢(p) de p. Assim como no caso do Facility Location, isso
garante que nenhum usudrio pode estar no conjunto S, = {j € D|c;, < t(p)} dos usudrios
que contribuem para criar p para dois centros abertos p distintos. O seguinte resultado
segue diretamente do lema correspondente da secao do Facility Location.

Lema 6.11. Seja p um centro aberto, e seja j € S,. Entdo 3a’; > t(p). Para um usudrio
J que nao pertence a nenhum Sy, hd um centro aberto p tal que c;p, < 3.

Assim, iremos construir a rede da seguinte forma: compramos a arvore de Steiner que
conecta centros abertos a r (raiz) e conectamos cada usuério a seu centro aberto mais
préximo. O Lema 6.11 diz que os custos compartilhados o podem pagar por 1/3 do custo
de conexao da rede. A proxima secao tem como objetivo mostrar que os cost-shares «
podem pagar por uma fracao constante do custo da arvore que construimos.

6.2.4 Analise

Limitando o custo da arvore de conexao

Vamos assumir, para propositos de analise do algoritmo, que o Algoritmo 2.2 é usado para
construir a arvore de Steiner nos centros abertos. O algoritmo comeca com cada centro
em um componente separado. Uma bola cresce uniformemente durante o tempo em torno
de cada centro. Toda vez que duas bolas se tocam, verificamos se os centros dessas bolas
estdo no mesmo componente. Se nao estdao, um caminho minimo entre os centros das
bolas é comprado, juntando os dois componentes em um s6. Além disso, o centro p da
primeira bola a alcangar o vértice raiz r pode comprar um caminho minimo entre p e r.

Podemos pensar que o algoritmo paga custo M por unidade de tempo para crescer
cada componente que nao contém o vértice raiz r. (O componente que contém r cresce
sem custo, i.e., crescemos este componente de graca). Isto é, se a(t) é o ntimero de
componentes nao-raiz no instante de tempo ¢, o custo total de crescer os componentes
é Mfooo a(t)dt, onde a integral é sobre todo o tempo de execucdo do algoritmo. Pelo
Teorema 2.8 do Capitulo 2, o custo da arvore construida (solu¢do primal) é no maximo
duas vezes o custo de crescimento (solu¢ao dual).

Para um centro aberto p, seja S,(t) o conjunto de usudrios que estao a uma distancia
de no maximo ¢ de p. Note que S, = S,(t(p)). Seja C’ um componente de Steiner num
dado instante de tempo ¢. Definimos um conjunto (que varia com o tempo) Contrib(C")
de usuérios, tal que

Contrib(C") = | ] S,(max{t, ¢(p)}).
peC’
O lema a seguir diz que nenhum usuario contribui para mais de um componente em
qualquer instante de tempo.
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Lema 6.12. Em qualquer instante de tempo t, os conjuntos contribuintes de dois compo-
nentes de Steiner distintos C1, Ch sdao disjuntos.

Demonstragcao. Seja j um usuario que, no instante de tempo ¢, estd contribuindo para
ambos centros abertos p e ¢ ao mesmo tempo. Entao ¢;, < t e ¢;, < t e portanto,
pela desigualdade triangular, c,, < 2t. Mas p e ¢ tém ambos um raio de tamanho ¢
que comegou crescendo desde o inicio do algoritmo, ou seja, os raios ja se tocaram, pois
Cpq < 2t. Portanto, como p e ¢ sao centros abertos, deve-se comprar o menor caminho
entre eles e concluimos que p e ¢ pertecem ao mesmo componente. |

Considere um usudario j que pertence ao conjunto contribuinte de um componente de
Steiner C’. No processo fantasma, este usuario pode estar conectado a varios componentes
de C, e alguns desses componentes podem ter um grande niimero de usuarios conectados
a eles. Entao mesmo se o componente C’ é pequeno, i.e., nao tem muitos contribuintes,
pode acontecer de que a maioria dos seus contribuintes tenham todos uma conexao com
um componente grande de C, e portanto suas contribui¢oes f;(¢) ndo sao suficientes para
suportar o crescimento do componente C’ no instante de tempo ¢. No entanto, é possivel
mostrar que no tempo 3t o componente C’ vai ter crescido suficiente para cobrir a area
que os grandes componentes originais ocupavam no instante de tempo t. Juntos, esses
usuarios podem pagar o suficiente para o crescimento de C’ no instante de tempo 3t com
suas taxas de crescimento f;(¢) no instante de tempo ¢, que é o que diz o seguinte lema.

Lema 6.13. Seja j um usudrio em um instante de tempo t, j € Contrib(C") para algum
componente de Steiner C'. Entdo f;(t/3) > M/|Contrib(C")|.

Antes de provar o Lema 6.13, vamos mostrar alguns resultados uteis que ajudarao na
prova do lema.

Proposicao 6.14. Para uma localidade p € C, hd um centro aberto q (possivelmente
q=p) tal que ¢, , < 2t(p).

Demonstracao. Se p esta aberto, ¢ = p e claramente a desigualdade vale. Caso contrario,
pela nossa decisao de quais centros abrir, existe um centro ¢ que foi aberto antes, tal que
Cpg < 2t(p). [

Para o lema seguinte, vale lembrar que um usuario ¢ que esta conectado a um com-
ponente C' nao estd necessariamente contribuindo com C', pois a bola de C' pode estar
fazendo interseccao com a bola de 7, mas ¢ ainda nao alcancou algum centro aberto p € C.

Lema 6.15. Suponha que num dado instante de tempo t, usudrios i e j estao conectados
no mesmo componente C' do conjunto C. Entao, no instante de tempo 3t, i e j pertencem
ao conjunto contribuinte do mesmo componente de Steiner C'.



6.2. Rent-or-Buy 87

Demonstragao. Sejam ¢ e j usuérios conectados a um componente C' de C em um dado
instante de tempo t. Note que C' é uma unidao de bolas ao redor de centros (abertos ou
nao abertos). Se o usudrio i estd conectado com C, entdo existe um centro ¢ tal que a
bola B(q,t—t(q)) de ¢ tem intersec¢ao nao vazia com o fantasma de i. Da mesma forma,
existe um centro ¢’ tal que B(q¢',t —t(q")) de ¢’ tem intersecgao nao vazia com o fantasma
de j. Como os centros g e ¢’ pertencem ao mesmo componente, existe uma sequéncia de
centros q1 = q,qs, ..., qx = ¢, com bolas B;(q;,t — t(q)) tal que as bolas de todos pares
de centros consecutivos desta sequéncia se interceptam.

Pela Proposicao 6.14 existe uma sequéncia de centros abertos (ndo necessariamente
distintos) p1, ..., px tal que para cada [, ¢, 4 < 2t(g). Como exemplo, veja a Figura 6.5.
E facil de verificar que a distancia ¢;,, < 2t(¢q1) +t < 3t e analogamente c;,, < 3t. A
distancia ¢, ., pode ser limitada por 4¢ da seguinte forma:

Cprpisr = Conar t Canan T Caipin

< 2t(q) + (t — t(@)) + (t — tl@1)) + 2t(q41)
< 4¢.

Portanto, cada par de bolas consecutivas B(p;, 3t) devem se interceptar, provando que p;
e pr estao no mesmo componente de Steiner no instante de tempo 3t. Pela definicao de

Contrib, ambos ¢ e j devem estar no conjunto contribuinte desse componente de Steiner.
|

Figura 6.5: Clientes 7 e j conectados a um componente C' no instante de tempo ¢

Agora estamos prontos para provar o Lema 6.13.
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Demonstragao do Lema 6.13. Como |S,| > M para qualquer centro aberto p,

|Contrib(C")| é sempre pelo menos M, e portanto M /|Contrib(C”")| < 1. Se j néo esta
conectado no instante de tempo t/3, entao f;(¢/3) = 1 e a desigualdade segue trivial-
mente, pois 1 = f;(¢/3) > M/|Contrib(C’)|. Se j esta conectado no instante de tempo
t/3, f;(t/3) = M/|D(C)|, para algum componente C' de C, lembrando que D(C) é o con-
junto dos usudrios conectados a C. Pelo Lema 6.15, no instante de tempo ¢ Contrib(C")
contém todos usudrios que estavam contribuindo para C' no instante de tempo ¢/3. N

Usando o Lema 6.13, limitamos o custo da arvore construida.
Lema 6.16. O custo da drvore de conexdao contruida é no mdzimo 62;‘@3 a;.

Demonstracao. Em qualquer instante de tempo ¢, os usudarios obtém um rendimento de
Ma(t) de suas contribuigdes no tempo ¢/3. Afirmamos que Ma(t) < > . p, f;(t/3). Para
ver isso, seja k o nimero de componentes de Steiner num dado instante de tempo ¢. Os

componentes sdo enumerados Cy, Cs, . .., Cy. Pelo Lema 6.13, f;(t/3) > M/|Contrib(C")|.
Assim temos

DL = L)+ Y fi(/3)

jeD jeCy Jj€ECy
M M
Zj;m—i_.”_'—j%m
_ M|Contrib(Ch)| M |Contrib(Cy)|
|Contrib(Cy)]  ~ |Contrib(Cy)|
=M+...+M
= Mk = Ma(t).

Portanto

/O " Ma(t) < /0 U /)

jeD

-y / /)t

jED

= Z?)Oéj

jeD

jeD

Como afirmamos anteriormente, a quantidade M fooo a(t)dt pode pagar por metade do
custo da &rvore e portanto o custo de Steiner da nossa solugao é no maximo 6 jep Q- [ |
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Recuperacao do custo e competitividade

Teorema 6.17 (Recuperagao de custo). O custo da solug¢io construida é no mdximo
ZjeD(f—Sa; + 60y;).

Demonstracao. Pelo Lema 6.11, os custos de conex@o podem ser limitados por 3 ieD a;.
Pelo Lema 6.16, os custos da arvore de conexao podem ser limitados por 6 jep 04 Como
o custo da solugao ¢é igual ao custo de conexao mais o custo de Steiner, entao o lema

segue. [

Teorema 6.18 (Competitividade). Toda solugdo vidvel para wma instancia do jogo rent-
or-buy (em particular, uma solu¢ao dtima) tem custo pelo menos

max 1/2204]-,204;

jeD  jED

Demonstrag¢ao. Considere uma solucao qualquer O de uma instancia do Rent-or-Buy.
Iremos mostrar que seu custo deve ser maior ou igual a % > jep O (a prova para » ieD o
¢ mais simples e é omitida).

Suponha que temos distancias d; . de arestas para cada usuario j. Em outras palavras,
cada usuario j “enxerga”’ um custo para a aresta e, i.e., sob perspectiva do usudrio j, a
aresta e tem custo d;.. Além disso, supomos que as distancias d;. tenham as seguintes

propriedades:
1. Para cada aresta e e cada usudrio j, d;. < c..

2. Para cada aresta e, » ._;d;. < 2Mec,.

jeJ
3. O menor caminho de todo usudrio j a raiz r na métrica d;. (para todas arestas e
pertecentes ao caminho) tem comprimento pelo menos Q;.

Novamente, considere uma solucao arbitraria O. Como cada usuério tem um caminho
para a raiz r, pela propriedade 3, temos

Oéj S Z dj’e -+ Z dj,@?

e comprada e alugada para j

lembrando que as arestas compradas sao as arestas que pertencem a arvore de Steiner
(pagando M vezes o seu custo) e as arestas alugadas s@o as arestas de conexao.
Somando a desigualdade acima sobre todos j € D, obtemos

Do D Y diety, Y. die

jeD e comprada jE€D j€D e alugada para j
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O custo da solucao arbitraria O pode ser escrito como

val(O) = Z Mec, + Z Z Ce-

e comprada jJ€D e alugada para j

Pelas propriedades 1 e 2, temos que

Y N die<2 > Me

e comprada jED e comprada
)ORED DENEUTED DED DI
j€D e alugada para j j€D e alugada para j

Combinando essas desigualdades, obtemos » .., a; < 2-val(O).

Nos resta agora mostrar que a métrica d; . existe de fato. Para um usudrio j, seja 5;(¢)
o conjunto de localidade alcancdveis por j no instante de tempo ¢, i.e., uma localidade p
¢ alcancavel por j:

(i) se p estd dentro da bola fantasma de j (ou seja, ¢;, < t), ou
(ii) p estd em algum componente ao qual j estd conectado.

Uma aresta e é cruzada pelo conjunto S;(t) se e tem uma ponta dentro de S; e a outra
fora. Comecamos com todos d;. = 0. Em cada instante de tempo ¢, aumentamos a
distancia d;. de cada aresta e que é cruzada por S;(t) a taxa f;(t).

Em cada instante de tempo aumentamos a distancia de todas arestas em algum j — s
corte (i.e., um corte que separa j de s) pois qualquer S;(t) é um j — s corte. A distancia
das arestas do j — s corte é aumentada a taxa de f;(t), assim, a distancia de um caminho
minimo entre j e s é igual a fooo fj(t)dt = «a;, em outras palavras, claramente a menor
distancia entre j e s é o raio o que cresceu em j desde o inicio até o fim do algoritmo.
Assim, a propriedade 3 estd provada. A fronteira de cada S; se move a velocidade 1 ou
mais rapido no caso em que dois componentes se juntam. Assim, nenhuma aresta vai
acumular d;. que ultrapasse o seu comprimento inicial c., pois d;. vai sendo acrescido
na mesma velocidade do crescimento do componente e quando os “saltos” de juncao
de componentes acontecem, ou o salto é pequeno suficiente para crescer menos que o
comprimento total ¢, ou o salto ultrapassa c., nao sendo contabilizado nos d;.. Desta
forma, a propriedade 1 estd provada. Por 1iltimo, vamos considerar a propriedade 2. Uma
localidade na aresta e nao pode ser cruzada por duas fronteiras de componentes, pois
senao os componentes ja teriam se juntado e formado um sé. Portanto, uma localidade
em e s6 pode ser cruzada por uma fronteira de componente. Da mesma forma, uma
localidade na aresta s6 pode ser cruzada por uma fronteira com no maximo M fantasmas
de usuarios, pois se houvesse mais de M fronteiras de fantasmas, ja teria se transformado
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em fronteira de componente (lembrando que mais que M usudrios agrupados formam um
componente). Portanto, em uma localidade em e podemos ter no maximo uma fronteira
de M fantasmas de usuérios e uma fronteira de componente (pagando M vezes o custo

da aresta). Assim ) jeD dje < Mc, + Mc, = 2Mc,., provando a propriedade 2. [
Teorema 6.19. A fungdo de cost-share {(D,j) = 1/5a); + 2/5a; € cross-monotonic,
competitiva e recupera 1/15 do custo da solug¢do construida.

Demonstragao. Sejam val(O, D) e val(O*, D) o custo da solugao O construida e o custo
de uma solucao 6tima O, respectivamente, sobre o conjunto de usuérios D. O teorema
afirma que

1 *
1—5val (O, D) Z ( L+ 04]) <val(O*, D).

Jj€D

A primeira desigualdade acima é valida pois, multiplicando essa desigualdade por 15,

val(O, D) < Z (%a; + ?0@-) = Z (3a; + 60y

Jj€D JjeD

temos

que é valida segundo o Teorema 6.17.
Para a segunda desigualdade, temos que provar que

val(O*, D >Z<5a]+ a]).
jeD

Mas sabemos, pelo Teorema 6.18 que val(O*, D) > max(1/2 ;. p @, > icpaj). En-
tao, ¢é suficiente provar que

maX(1/2j€ZDozj,j;)a;> JEZD( LS aj).

Temos dois casos a analisar, dependendo do valor retornado pela funcao de maximo.

1 e N . . entao
i S 1/2 je€D J> jGD_/] a

. 1
val(O*, D) > 520@

je€D

4 1
= Toj%;ajﬂLl—OZOéj

jED

4 2
TOZOZJ—FEZO(;
jeD

j€D

2 1
:520@-4—52@;,

jeD jeD

v
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onde a ultima desigualdade vem do fato que neste caso estamos considerando
1/2 ZjeD a; > ZjeD o

11 aso contrarilo, se a; < .~ a. entao
"We (. 1/9 ! n ; -

JjE€D
val(O*, D) > Za
j€ED
4 / 1 /
=z > af+ 5 >
jeD jeD
2 1
> =) o) 0
jeD jeD

onde a ultima desigualdade vem do fato que neste caso estamos considerando

1/22j€D a; < ZjeD o

6.3 Connected Facility Location

6.3.1 O processo fantasma

Para um dado conjunto D de usudrios, iremos executar 0 processo fantasma para de-
terminar trés diferentes custos compartilhados «;, « para todo j € D. A funcao de
cost-sharing final de j serd uma combinacao desses tres.

Assim como nos outros problemas, associamos uma nocao de tempo com o processo.
Para cada demanda j, temos a bola fantasma B(j,t) que tem centro em j e raio com
tamanho do tempo atual . Quando M ou mais bolas se interceptam numa localidade p
em comum, nds abrimos p e a partir de entao p é chamado de centro (lembrando que no
processo fantasma abrimos todos os centros, no processo real, escolhemos um subgrupo
de centros para abrir). Usamos t(p) para referenciar o tempo em que o centro p é aberto e
D, o conjunto de usudrios responsavel por abrir p, i.e., todas demandas j que satisfazem
¢jp < t(p). Dizemos que as demandas em D, formam um aglomerado.

Aqui, temos novamente a no¢ao de componentes, idéntica a Se¢ao 6.2.1, onde as primei-
ras localidades pertencentes a C sao pontos onde M ou mais bolas estao se interceptando
e os componentes de C aparecem em instantes diferentes de tempo, exatamente como ja
haviamos descrito na Secao 6.2.1.

Aqui, novamente 7(j),7'(j) denotam respectivamente o instante de tempo em que um
usuario j se conectou pela primeira vez a algum componente e o instante de tempo em que
7 ficou satisfeito. Lembrando que j fica satisfeito quando se conecta a algum componente
que contém o vértice raiz r.
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No instante de tempo ¢, a contribuicao do usuario j ao custo de abertura de uma
facilidade ¢ é max(0,¢ — ¢;;). Se a contribuicdo total para a facilidade i é igual ao custo
de abertura f;, entao ¢ é declarada aberta. Seja t; o tempo em que a facilidade i se tornou
aberta e D; o conjunto de demandas que contribuem para abrir ¢ no instante de tempo t;.

6.3.2 A funcgao de cost-sharing

Para cada usuério j € D, definimos trés custos compartilhados diferentes:
a; = 7(j),
) G) ™0
a-:Tj+M~/ ——dt,e
’ 7(7) aj<t)

a;f = min (zrjnelgz t;, ZI]néBZ cj,,»).

Relembrando que a;(t) é o tamanho maximo | D(C')| sobre todos os componentes aos quais
J esta conectado no instante de tempo ¢, onde D(C') é o conjunto de usudrio conectados
ao componente C'.

Note que os primeiros dois custos compartilhados sao idénticos aos custos comparti-
lhados utilizados no problema Rent-or-Buy, e o terceiro custos compartilhados é idéntico
ao custos compartilhados utilizado no problema Facility Location. Assim como fizemos no
Rent-or-Buy, vamos fazer uma soma ponderada desses custos compartilhados para obter

a funcao de cost-sharing final.
Teorema 6.20. Os custos compartilhados o, ' e " sdo fungoes cross-monotonic.

Demonstragao. (Veja também Teoremas 6.2 e 6.10) Considere um conjunto D’ de usuérios
e vamos assumir que adicionamos um novo usudrio k a D’. Ao adicionar o usuario k, em
qualquer instante de tempo t, o conjunto C sé pode se tornar maior. Portanto o tempo
de conexd@o 7(j) de uma demanda j € D" pode somente ficar menor. Deste modo, como o
nuimero de usudrios que estao conectados a um componente C' de C no instante de tempo
t sé pode aumentar, entdo a;(t) também sé pode aumentar, para um usudrio j € D'
Além disso, ao adicionar k a D’, o tempo de abertura t; de qualquer facilidade i s6 pode
diminuir. [

6.3.3 O processo real: algoritmo

Noés executamos o processo fantasma, mas também levamos em consideragao as seguintes
regras para decidir quais localidades e facilidades serao realmente abertas.

e Abrimos a localidade p no instante de tempo ¢, se nao ha outra localidade aberta ¢
tal que ¢, 4 < 2t,,.
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e Abrimos a facilidade ¢ no instante de tempo ¢; se ndo héa outra facilidade aberta k
tal que ¢; 1 < 2t;.

As localidades que sao abertas pelas regras acima sao chamadas de centros. Seja F' o
conjunto de facilidades que foram abertas. Como sera visto abaixo, essas regras garantem
que

(i) todos aglomerados D, com centro p sao disjuntos, e
(ii) todos conjuntos D; com i € F’ sao disjuntos.

A solucao final é construida como segue. Para cada aglomerado D, em que p esta
aberto, determinamos uma facilidade i(p) que é a facilidade aberta mais préxima de
p. Dizemos que i(p) é a facilidade do aglomerado D,. Seja F' o conjunto de todas
as facilidades i(p) que correspondem a aglomerados D, abertos (i.e., aglomerados cujos
centros estdo abertos), ou seja, F' = {i € F'|i = i(p) para algum centro p}. Atribuimos
todas as demandas de um aglomerado D, a sua facilidade i(p). Usuarios que nao estao
contidos em nenhum aglomerado aberto sao atribuidos a facilidade de seu centro mais
préximo.

Construimos uma arvore de Steiner nos centros e para cada centro p compramos o
caminho minimo (i.e., pagamos custo M vezes o custo do caminho) de p a facilidade i(p)
do aglomerado. Isto garante que as facilidades em F' sao conectadas. Observe que nenhum
usudrio é atribuido a alguma facilidade em F’\ F', e entdo conseqiientemente fechamos
todas as facilidades em F'\ F.

6.3.4 Analise

Lema 6.21. Para quaisquer dois centros p e q, D, e D, sao disjuntos.

Demonstracao. Esse lema tem o mesmo enunciado do Lema 6.12, mas adaptado para o
problema Connected Facility Location. A prova deste é idéntica a prova do Lema 6.12. W

Lema 6.22. Para quaisquer duas facilidades abertas i e k, D; e Dy, sao disjuntos.

Demonstracao. Assumindo que abrimos todas as facilidades em F’, podemos provar o
lema de maneira analoga a prova do Lema 6.12. Como F' C F’, o lema segue também
para as facilidade em F. [ |

Lema 6.23. (i) Suponha que j € D, para algum centro p. Entdo t, < 3a;. (ii) Para
cada usudrio j que nao pertence a algum agrupamento aberto, ha um centro p tal que
Cip < 30y



6.3. Connected Facility Location 95

Demonstragao. A parte (i) do lema vem direto do Lema 6.5 e a parte (ii) vem direto do
Lema 6.6. =

Lema 6.24. Suponha que j € D; para alguma facilidade i € F'. Entao t; < 3aj. Para
cada usudrio j que nao pertence a nenhum conjunto Dy com facilidade k € F', hd uma
facilidade i € F' tal que ¢; j < 3aj.

Demonstracao. A prova é a mesma do Lema 6.23. |

Lema 6.25. O custo da drvore de Steiner em todos os centros é no mdximo GZjGD .

Demonstracao. Analoga a prova do Lema 6.16, tomando o cuidado de que as notagoes «
e o foram invertidas nos dois problemas. [ |

Lema 6.26. O custo de abrir uma facilidade i € F' é no mdzimo 3_; ., (30 — ¢ ).
Demonstracao. Temos que f; = ZjeDi (ti —ci;). A prova segue usando o Lema 6.24. W

Lema 6.27. O custo de conectar todas usudrios de um agrupamento aberto D, a facilidade

i(p) € no mdzimo y; p, (60 + 3c7).

Demonstragao. Seja j € D,. Se existe alguma facilidade aberta i € F’ tal que j € D,
temos que ¢;; < 1; < 304’ , pelo Lema 6.24. Caso contrario, se 7 nao esta contido em
nenhum D, com facilidade k € F’, pelo Lema 6.24 existe uma facilidade aberta i € F’
tal que ¢;; < 3a. Ou seja, para cada j € D), hd uma facilidade em F” com distancia no
méximo 3aj. Como nds escolhemos i(p) de F’ como a facilidade que estd mais préxima
de p, temos

Cpii(p) < Tp Tt lmin(?)ozg').

€D,
Portanto,
Citp) < Cip+ Cpitp) < tp +1p + min(3af) < 2t, + 305 < 6a; + 3af,
p
onde a ultima desigualdade vem do Lema 6.23. [

Seja L C D o conjunto de usuarios que nao esta contido em nenhum agrupamento
aberto.

Lema 6.28. O custo de conectar todas os usudrios que nao estao conectadas a nenhum

agrupamento aberto a facilidade do seu centro mais proximo € no mdxrimo ZjeL(ﬁozj +
"

3a).
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Demonstracao. Seja j € L. Por argumentos parecidos aos da prova do Lema 6.27, po-
demos encontrar uma facilidade i € F” tal que ¢;; < 3a’. Além disso, pelo Lema 6.23
existe um centro aberto p tal que ¢;, < 3¢;. Seja L(p) os usudrios em L cujo centro mais
proximo é p. Para um usudrio [ € L(p), temos que ¢,; < ¢, + ¢ < 3a;+ 3], mas como
escolhemos i(p) sendo a facilidade mais proxima a p, entdo para cp ;) < ¢p;, € isso vale
para qualquer [ € L(p). Portanto

Cpii(p) < lgii(g)(?)al + 3a).

Entao, concluimos que

Ciip) < Cip T Cpii(p)

< 3a; + min (3o + 3¢)
leL(p)

< 6a; + 304»’.
[ |

Lema 6.29. O custo total de comprar o menor caminho entre um centro p e sua facilidade
correspondente i(p) € no mdzimo -, p (30 + 307)).

Demonstracao. Cada aglomerado contém pelo menos M usuarios. O custo de comprar o
menor caminho entre p e i(p) é

M - ¢y i) < M - (tp + min(3a])) < D (ty+3a)) <Y (3 +3a),
' JEDy, j€Dp

onde a primeira desigualdade vem da prova do Lema 6.27 e a iltima desigualdade segue
do Lema 6.23. [ |

Teorema 6.30 (Recuperagao de Custo). O custo da solug¢do construida é no mdzimo
> jep 9a; + 60 + 90

Demonstracdo. Direto dos lemas anteriores, somando custo de conexao, custo da arvore
de Steiner, custo de abertura de facilidades e o menor caminho comprado entre um centro

pei(p). u

Teorema 6.31 (Competitividade). Toda solugao vidvel para o problema CFL (em parti-
cular, uma solugdo dtima) em D tem custo pelo menos

max (Z aj,%Za;,Za;'> .

jeD jeD  jeD
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. o e b
Demonstragao. A prova dos limitantes inferiores para ) . ., aje Y. jep O estano Teorema

jeD
6.18. Além disso, pelo Teorema 6.3, > .., é um limitante inferior para o problema
Facility Location mesmo quando as facﬂldade nao devem estar conectadas. [

Teorema 6.32. A funcdo de cost-sharing &, definida como

3 1 3
D,j) = —

¢ cross-monotonic, competitiva e recupera 1/30 do custo da solugdo construida.

Demonstracao. Sejam val(O, D) e val(O*, D) o custo da solugdo O construida e o custo
de uma solugao 6tima O, respectivamente. O teorema afirma que

1 3 1, 3, \
55val0, D) < ]EZD (10 o+ E%) <val(O", D).

A primeira desigualdade é valida pois, multiplicando essa desigualdade por 30, temos

val(0,D) <) (9a; + 60 + 90a;) ,

jeb

que ¢ valida segundo o Teorema 6.30.
Para a segunda desigualdade, temos que provar que

val(O*, D Z < '< + %oz;f) )

1
Mas sabemos, pelo Teorema 6.31 que val(O*, D) > max <Zj€D 4,5 Z]eD o> e a;.’> .
Entao, é suficiente provar que
max (S a2 30 Yo >3 S+ 2ol + !
772 7 - 0% 7 5% T 10
je€D ]eD jeD

Temos trés casos a analisar, dependendo do valor retornado pela fungao de méaximo.
Os detalhes serao omitidos, mas sao facilmente obtidos fazendo manipulacoes algébricas
assim como feitas na demonstracao do Teorema 6.19. [



Capitulo 7

Técnica probabilistica

Neste capitulo, vamos apresentar a idéia de compartilhamento do custo esperado de um
algoritmo probabilistico, usando para isto o problema Rent-or-Buy. Para esta analise,
usaremos novamente o Algoritmo 4.1, descrito no Capitulo 4. Usando este algoritmo,
iremos definir fungoes probabilisticas de cost-sharing e provaremos que os custos esperados
sao cross-monotonic, competitivos, e com alta probabilidade recuperam pelo menos i(l +
¢)~! do custo da solugao construida, onde € > 0 é uma constante arbitrria. Este capitulo
estd baseado nos resultados obtidos por Leonardi e Schaefer em [22].

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o uso de algoritmos probabilisticos
para obtencao de fungoes de cost-sharing. Para tentar obter uma desaleatorizagao do
Algoritmo 4.1, temos que calcular a fun¢ao de cost-sharing esperada em tempo polinomial.
Iremos fazer essa desaleatorizacao no Capitulo 8, que requer uma andlise mais complexa
do algoritmo, fugindo um pouco do objetivo deste capitulo, mas apresentando importantes
resultados tedricos.

7.1 Rent-or-Buy

Para este capitulo, iremos assumir como verdadeiras as Suposi¢oes 3.1 (demandas unité-
rias) e 3.2 (raiz na solugao).

7.1.1 Funcao de cost-sharing

Vamos aproximar a arvore de Steiner do Passo 2 do Algoritmo 4.1 usando uma arvore
geradora minima em F, que é computada utilizando o algoritmo primal-dual de Ed-
monds, apresentado no Algoritmo 5.2 no Capitulo 5, Secao 5.3. Lembrando, que pelos
Teoremas 5.12 e 5.13, a funcao de cost-sharing para este problema é budget-balance e

98
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cross-monotonic, e além disso, sabemos que um algoritmo 6timo para a arvore geradora
minima leva a uma 2-aproximacgao para o problema da arvore de Steiner.

Iremos definir entao a fungao auxiliar de cost-sharing £'(@, j) probabilistica para cada
usudrio j € () como segue.

M'fMST(F7j> SejGF,e

f/“;)’j):{l(j,ﬂ se j & F,

onde &vst(F, j) é a fungao de cost-sharing do algoritmo de Edmonds (Algoritmo 5.2) para
a arvore geradora minima e [(j, ') é o caminho mais curto de j a facilidade mais proxima
em F. Note que tanto &usr(F, j) como I(j, F') sdo varidveis aleatérias, que dependem do
conjunto de facilidades F' C @) escolhido aleatoriamente no Passo 1 do Algoritmo 4.1.

A funcao de cost-sharing final £ é simplesmente a funcao de cost-sharing auxiliar £
multiplicada por i, e é definida como:

1

£(Q.4) = EIE(Q.4))

Note que poderiamos definir diretamente a funcao de cost-sharing £ sem a necessidade
de defini-la usando a funcao auxiliar £’. Nao o fizemos por questdes de clareza da notacao
nas demonstragoes, como veremos a Seguir.

7.1.2 Propriedades da funcao de cost-sharing

Iremos mostrar agora que a funcao de cost-sharing £ é cross-monotonic. Seja D o con-
junto de todas demandas (usudrios). A idéia da prova é a seguinte. Sejam @' C D um
subconjunto de demandas e F' C Q' o conjunto de facilidades abertas pelo algoritmo
em '. Vamos incluir em @' uma demanda k ¢ )'. Chamaremos esse novo conjunto de
demandas de @ = Q" U{k}. Usamos F' C @ para denotar o conjunto das facilidades
abertas pelo algoritmo em (). Vamos assumir que na execucgao do Algoritmo 4.1 sobre @),
os resultados das moedas lancadas sao iguais aos resultados das moedas para as demandas
na execucao do algoritmo sobre )'. Portanto, temos duas possibilidades para F":

(i) F = F'U{k}, com probabilidade 1/M, ou
(ii) £ = F’ com probabilidade (1 —1/M).

Se (i) k ¢é incluido em F, entdo a funcdo de cost-sharing com propriedade cross-
monotonic do problema da arvore de Steiner implica que o custo compartilhado de cada
demanda j € F’ pode somente diminuir. Além disso, o custo de conexao de cada demanda
Jj € Q" \ F' pode somente diminuir devido a opgao adicional de se conectar a k.
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Caso contrério, se (i) k nao é incluido em F', o custo compartilhado de cada facilidade
j € F' permanece o mesmo, e o custo compartilhado de cada j € @'\ F’ pode somente
diminuir, pois a distancia do caminho minimo de j para F' somente diminui (através de

ke@ \F).
Lema 7.1. A funcado de cost-sharing & € cross-monotonic.

Demonstracao. Seja @' C D um subconjunto qualquer de demandas, e seja @ = Q" U {k}
para algum k£ ¢ @Q'. Além disso, F' e F sao os conjuntos de facilidades abertas em
Q' e (@ respectivamente. Para completar a prova, ¢ suficiente mostrar que para cada

jeQ¢(Q5) = ¢(Q, ). Temos que

=> E[(Q.j)|F =0]-Pr[F = 0]
0CcQ

—Z( "(Q,5)|F = 0] - Pr[F = O]+

ocqy’
BIE(Q,5)IF = O U {k}] - Pr[F = OU {k}]),

Pelos argumentos apresentados acima, sabemos que para cada j € @' e para cada

0ce,

BI¢(Q.9)F = O] <E[E(Q))F = 0], e
BIE(Q.1)IF = O U {k}] <FIE(@.)F" = O}
Portanto,
BIE (@) < Y BIE@Q.)IF = O]« (PrF = 0]+ Pr[F = O U {k})).

oc’

A prova agora segue do fato que, para cada O C (',
Pr[F = O] + Pr[FF = O U {k}| = Pr[F' = O].

Assim,

£(Q,7) = -E[E'(Q, )]

Z Q' J)|F' = 0]-Pr[F' = 0]
cQ’

Ib—* »-blr—whh—*

E[S'(Q', 7)]
(@',7)

e o lema segue. |

I
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O proximo lema mostra que se j € F', entao a fungao de cost-sharing de um usuario j
pode ser calculada eficientemente, no entanto, no caso em que j € F', nao é conhecido como
calcular eficientemente a esperanca. Veremos mais adiante, no Capitulo 8, se utilizarmos
uma marcagao t-a-t independente (ver definigado no Apéndice A) das demandas no Passo
C1 do Algoritmo 4.1 ao invés da marcagao totalmente independente (ver definigdo no
Apéndice A) que utilizamos, entao é possivel uma desaleatorizagao deste.

Lema 7.2. Seja Q C D, e seja j € D uma demanda. O custo de conexdo esperado de j
pode ser calculado em tempo polinomial.

Demonstragao. Considere o conjunto @~ = @ \ {j} de todas as demandas com excessao
de j. Seja wvy,vs,...,v; 0 conjunto de demandas em ()~ ordenados de acordo com as
distancias nao-decrescentes de j, onde [ = |@~|. Ou seja, v; é a demanda mais préxima
de 7, v; é a demanda mais distante de j. Entao,

1 1
E[£(Q,7)]j & F] =37%n T3] (1 - %) Cj,ve

Em outras palavras, j se conecta com alguma demanda v se v foi marcada (com pro-
babilidade 1/M) e nenhuma das ¢ demandas anteriores foi marcada (com probabilidade

(1 —1/M)7). |

Para um subconjunto @ C D de demandas, seja val(O, Q) a varidvel aleatéria que
denota o custo de uma solugao O obtida pelo Algoritmo 4.1. O custo de uma solugao
6tima O* para ) é denotado por val(O*, Q).

Lema 7.3. A func¢ao de cost-sharing £(Q, j) = %E[g’(@,j)] ¢ competitiva, e para alguma
constante € > 0, com alta probabilidade, recupera pelo menos %(1 +¢e)~! da fracao do custo
de solucao construida.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.3, sabemos que o Algoritmo 4.1 é um algoritmo com
fator de aproximagao (2 + psr) para o Rent-or-Buy. Como estamos usando o algoritmo
de Edmonds para aproximar a arvore geradora minima, entao psr = 2, e portanto o
custo esperado de E[val(O, Q)] é no maximo 4 - val(O*, Q). Além disso, E[val(O, Q)] =
> ico ElE'(Q, 7). Concluimos entdo que

S6@.5) = B[S €(@.5)] < wi(0%,Q)

jeqQ JEQ
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mostrando portanto que a fungao de custo-compartilhado £(@Q), j) é competitiva.

Pela desigualdade de Markov, com probabilidade no méaximo (1+¢)~*
constante € > 0, temos que val(O, Q) > (1 +¢)E[val(O, Q)]. Se executarmos vérias vezes
o algoritmo, podemos diminuir a probabilidade deste fornecer um valor maior que (1 +
e)E[val(O, Q)]. Devemos entao descobrir a quantidade k de vezes que devemos executar

e para qualquer

o algoritmo para obter baixas probabilidades de erro, i.e., probabilidade no maximo % de
que val(O, Q) > (1 +¢)E[val(O, Q)]. Assim, devemos obter k tal que

1\ 1
l+e) n

Podemos reescrever a igualdade acima como
1 \" 1
1 S =1 —
() ) - (5)
=1 ! 1 !
og| ——— ) =log | —
S\ 1o &\ n

= log(1) — log(1 +¢)* = log(1) — log(n)
= log(1 + ¢)" = log(n)
=k -log(1+ ¢) = log(n)
o log(n)
log(1 +¢)’
Portanto, executando o algoritmo log(n)/log(1 + ¢) vezes, o Algoritmo 4.1 calcula uma

solucdo tal que, com alta probabilidade (i.e., probabilidade pelo menos 1 — %),
val(0, Q) < (1+¢)Eval(0, Q).
Como E[val(0, Q)] = .., E[€(Q, )], entdo podemos escrever

valOQ
1+5 ZE

Finalmente, concluimos que

D Q) = ZE

JEQ JGQ
e o lema segue. [ ]

(14¢)~t-val(O, Q),

»l>|»—‘

Combinando os Lemas 7.1 e 7.3, podemos enunciar o seguite teorema, resultado prin-
cipal deste capitulo.

Teorema 7.4. A fungio de cost-sharing £(Q, j) = $E[E(Q,])] € cross-monotonic, e é

budget-balance }L(l + &)~ t-aprozimada.



Capitulo 8

Técnica probabilistica e sua
desaleatorizacao

Neste capitulo, iremos obter uma func¢ao de cost-sharing para o problema Rent-or-Buy que
é budget-balance B-aproximado, onde § = 4.7. Apesar do fator de aproximagcao da funcao
de cost-sharing ser um pouco pior do que o fator obtido no Capitulo 7, iremos mostrar
como os custos compartilhados podem ser calculados em tempo polinomial deterministico,
e conseqiientemente, obtendo uma desaleatorizagao do algoritmo.

Usaremos o mesmo algoritmo utilizado no Capitulo 4 e a mesma fungao de cost-
sharing proposta no Capitulo 7. No entanto, para calcular os custos esperados em tempo
polinomial, iremos fazer uma anélise diferente da analise que fizemos no Capitulo 4, per-
mitindo a desaleatorizagao usando um espago amostral pequeno (de tamanho polinomial
no numero de moedas langadas), onde tal espaco contém algumas propriedades adicionais
que ajudam a garantir a propriedade cross-monotonic.

Este capitulo estd baseado nos resultados de Gupta, Srinivasan e Tardos em [13]. O
resultado obtido por eles para o problema Rent-or-Buy é o melhor apresentado neste
documento pois, além de desaleatorizar o Algoritmo 4.1 do Capitulo 4, é obtida uma
funcao de cost-sharing para o problema, e sua razao de aproximacao, de 4.7, é somente
um pouco pior que o fator 4.55 obtido pelo Algoritmo 3.1 do Capitulo 3. Além disso,
ainda em [13], os autores apresentam uma outra andlise do algoritmo de forma a obter
um fator de aproximacao de 4.6. As idéias sao bem parecidas com a que iremos apresentar
neste capitulo e, portanto, esta analise serd omitida na presente dissertacao.

Toda nossa analise é para o problema Rent-or-Buy, mas iremos comentar no final
do capitulo algumas modificagoes que devem ser feitas para tratar o Connected Facility
Location.

Para este capitulo, iremos assumir como verdadeiras as Suposi¢oes 3.1 (demandas
unitarias) e 3.2 (raiz na solugdo). Além disso, assumimos que hé somente um jogador
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em cada vértice. Iremos mostrar no final deste capitulo como descartar algumas dessas
suposicoes.

8.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado ¢é igual ao proposto no Capitulo 4, com a tnica modificagao que
deixaremos livre a probabilidade da escolha do Passo C1. O algoritmo que utilizaremos é
entao descrito abaixo.

Algoritmo 8.1: RorB-Simples
Entrada: grafo G = (V, E), demandas D C V, parametro M > 1;
Saida: arvore de Steiner T', facilidades F';

C1 Com probabilidade oo/M, marque cada demanda j € D.
Seja D' C D o conjunto das demandas marcadas.

C2 Construa uma arvore de Steiner pgr-aproximada em F'= D'U{r} e
compre (i.e. pague custo M - c.) as arestas dessa drvore.
Os elementos de F' sao chamados facilidades abertas.

C3 Conecte cada demanda j € D a sua facilidade aberta mais préxima i(j) em F.

devolva T, F'
No algoritmo acima « > 0 é uma constante que serd escolhida mais tarde, e esta baseada

em nossa analise do algoritmo, como veremos mais a frente. A idéia é fazer a andlise em
cima da probabilidade at/M e no fim, fixar a constante « de tal forma que esta minimize
o fator de aproximacao do algoritmo.

8.2 Funcao de cost-sharing

O algoritmo sugere uma simples e intuitiva idéia para a funcao de cost-sharing: cada
jogador paga um custo proporcional ao custo esperado da execucgao do algoritmo acima.
Sabemos, pelo Capitulo 4, que o Algoritmo 8.1 é um algoritmo (-aproximado, para alguma
constante 3'. Para obter a funcao de cost-sharing com budget-balance 3-aproximado,
dividimos, para cada usuario, o seu custo esperado do Algoritmo 8.1 por 3. Ou seja,

&(D.j) = %E[MSAGM(FJ) LUF ), (8.1)

!No Capitulo 4 obtivemos um fator de aproximacdo 3 que serd diferente do que vamos obter neste
capitulo. Basta sabermos que existe uma constante (3 tal que o algoritmo é -aproximado, onde a fungao
de cost-sharing depende do valor de (.
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onde F' = D" U{r}, I(S,7) é o caminho minimo entre j e o vértice mais préximo de um
conjunto S, e a esperanca ¢ sobre o conjunto F'. Note que o conjunto F' é probabilistico.
O resultado principal deste capitulo é descrito pelo seguinte teorema.

Teorema 8.1. Hd uma funcao de cost-sharing para o problema Rent-or-Buy que tem
a propriedade cross-monotonic e € budget-balance [-aprorimada (onde § = 4.7). Além
disso, a funcao de cost-sharing pode ser calculada em tempo deterministico polinomial.

Visao geral da prova

Vamos provar o Teorema 8.1 em duas partes: primeiramente temos que mostrar que as
propriedades da funcao de cost-sharing sao de fato satisfeitas, i.e., elas sao budget-balance
(-aproximada. Essas propriedades serao provadas na Secao 8.3.

Na segunda parte da prova, tecnicamente mais complicada, vamos mostrar que a
fungao de cost-sharing pode ser calculada em tempo polinomial deterministico. Nao é
complicado ver que uma tentativa de desaleatorizacao do Algoritmo 8.1 se torna extre-
mamente dificil, pois recai em esperancas condicionais dificeis de serem calculadas. Pela
definicao da esperancga de uma variavel aleatéria, devemos calcular a probabilidade de to-
dos os pontos do espaco probabilistico para obter o valor de uma esperanca. O problema
é que o espaco probabilistico do Algoritmo 8.1 tem tamanho exponencial no nimero de
lancamentos de moedas. Para contornar esse problema, existem construcoes de espacos
amostrais de tamanho polinomial que aproximam o espago amostral original (de tamanho
exponencial), no entanto, para realizar essas construgoes, devemos abandonar a inde-
pedéncia total (ver definicdo no Apéndice A) nos lancamentos das moedas, e usar um
langamento em que as moedas sejam t-a-t independentes (ver definigdo no Apéndice A).
Assim, devemos mostrar uma andlise diferente do Algoritmo 8.1 para que esta aceite o
fato das moedas serem t-a-t independentes. Deste modo, dadas uma marcacao t-a-t in-
dependente das moedas no Passo C1 e uma andlise do algoritmo proposto baseada nessa
marcagcao, € possivel construir um espago amostral de tamanho polinomial, sendo possivel
entao calcular a esperanca das variaveis aleatorias em tempo polinomial e conseqiiente-
mente, existe uma desaleatorizacao eficiente deste algoritmo. A construcao de tal espaco
é apresentada no Apéndice A. Esta nova andlise do algoritmo sera vista na Secao 8.4. Na
Secao 8.5.2 veremos que se utilizarmos a marcacao t-a-t independente, nao ird modificar
a aproximagcao obtida na Segao 8.4 (que foi analisado baseado na marcacao totalmente
independente).

Devemos, porém, ter certeza que a marcacao limitada nao vai influenciar nas proprie-
dades provadas na Segao 8.3 (cross-monotonic e budget balance aproximado). Hé vérios
métodos de construir variaveis aleatérias t-a-t independentes, no entanto, nem todas fun-
cionam para que as propriedades da fungao de cost-sharing continuem valendo. Assim, na
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prova do Teorema 8.8 mostramos que uma construcao particular das variaveis aleatorias
t-a-t independentes ¢é crucial para que as propriedades continuem valendo.

8.3 Propriedades da funcao de cost-sharing

Nesta se¢ao, iremos mostrar as propriedades da fungao de cost-sharing. Precisamos mos-
trar que a fungao definida na Equagao (8.1) é uma fungao de cost-sharing com as propri-
edades budget-balance aproximada e cross-monotonic.

Para provar a propriedade de budget-balance aproximada, iremos precisar do seguinte
resultado, que limita o desempenho do Algoritmo 8.1, cuja prova aparece na Sec¢ao 8.4.1.

Teorema 8.2. Seja O uma solugao dtima para o problema Rent-or-Buy. O custo es-
perado do Algoritmo 8.1 sobre um conjunto de demandas D € no mdzimo (3 - val(O*, D)
(onde B = 4.7), mesmo se as demandas sao marcadas de modo t-a-t independentes no
Passo (C1), para uma constante t suficientemente grande.

O teorema acima, apesar de apresentar um fator de aproximacao pior que o fator
apresentado no Capitulo 4, é um resultado mais forte no sentido de que é necessério
somente que as variaveis aleatorias sejam t-a-t independentes, onde ¢ é uma constante,
ao contrario do algoritmo anterior, onde deveriamos ter a independéncia total, n-a-n
independente, onde n é uma varidvel (ndo-constante). Com este resultado, podemos
agora provar as propriedades da funcao £ e portanto provar o Teorema 8.1.

Antes, vamos estabelecer algumas das notagoes que iremos utilizar neste capitulo.

Notagao 8.3. Denotamos por Y a varidvel aleatéria que representa o fato da demanda j
estar marcada, i.e., ¥; = 1 se a demanda j estd marcada, Y; = 0 caso contrario.

Notagao 8.4. Seja w uma amostra (i.e., uma seqiiéncia de moedas langadas pelo algoritmo)
em nosso espaco amostral. Denotamos Y;(w) como segue: Y;(w) = 1 se j é marcado pela
sequéncia w de arremessos de moedas, Y;(w) = 0 caso contrario. Note que Y;(w) é definido
deterministicamente, pois a amostra w é dada.

Pelos Teoremas 5.12 e 5.13 e assumindo que o Teorema 8.2 ¢ valido (veremos na
Secao 8.4 a prova deste teorema), entdo podemos mostrar que, para qualquer amostra w
aleatéria, que os custos-compartilhados ¢ satisfazem a seguinte propriedade:

Lema 8.5. A funcao & ¢ budget-balance (-aproximada.

Demonstragao. Considere a funcao de cost-sharing 3 - €. Vamos fixar uma amostra alea-
téria w, e seja F,, o conjunto das facilidades, i.e., F, = {r} U{j € D|Y;(w) = 1}. Seja



8.3. Propriedades da funcao de cost-sharing 107

val(AGM(F,)) o custo de uma arvore geradora minima em F,. Da nossa defini¢do de
&(D, i), temos:

D BED. i) = Bu[MY &acm(Fo,i)+ Y 1, F))

= E,[M -val(AGM(F,)) + > 1(i, F,)]. (8.2)

Lembrando que, pelos Teoremas 5.12 e 5.13, a funcao {agm € uma funcao de cost-
sharing cross-monotonic, portanto {aam(Fl,i) = 0 para i € F, e Y .p Saam(Fu,1) =
val(AGM(F))).

Agora fica facil verificar que a funcao de cost-sharing [ - £ recuperam o custo da
solucdo construida, e portanto sua soma é pelo menos val(O, D), onde val(O, D) é o
custo da solucao O construida pelo algoritmo sobre o conjunto de demandas D. Isto é
verdade, pois para cada elemento w do espago amostral, M -val(AGM(F,))+> ", 1(i, FL,)
¢ exatamente o custo da solugao que abre facilidades em F,,.

Seja O* uma solucdo étima para o problema. Para verificar que ) ., §(D,i) <
val(O*, D), note que o resultado final da Equagao (8.2) é o custo esperado da execugao
do Algoritmo 8.1 no conjunto de demandas D, e portanto o Teorema 8.2 implica que o
custo esperado nao é maior que 3 - val(O*, D), e entao ) ,., &(D,4) < val(O*, D). |

8.3.1 Detalhes da marcacao limitada

Antes de apresentar o tipo especifico de marcacao t-a-t independente que iremos usar,
serd util ver como 3 depende do nosso parametro «. Primeiramente, iremos mostrar (na
Secao 8.4.1) que, quando utilizamos a marcagao totalmente independente, temos

3 < max (2(1+a), 24 efe_al). (8.3)

Mostraremos entao (na Se¢ao 8.5.2) que este limitante muda muito pouco se ¢t é uma
constante suficientemente grande: se t = alog(1/¢), onde a é uma constante, entao o lado
direito da desigualdade acima é multiplicado por no maximo (1 + €). Portanto, fazendo
a ~ 1.35, garantimos que 3 < 4.7.

Devemos mostrar que a esperanca usando a marcacao t-a-t independente tem a propri-
edade de ser cross-monotonic. Para isso, devemos fazer uma marcagao especifica. Como
dito anteriormente, ha varios modos de realizar a marcacao de independéncia limitada,
no entanto, a marcacao especifica que iremos apresentar nos leva a obter a propriedade
cross-monotonic. Iremos descrever como é feita tal marcacao a seguir.

Seja F um corpo finito (ver definigao no Apéndice A) de tamanho pelo menos n = |V,
onde | F| é grande suficiente para que [a|F|/M|/|F| seja suficientemente préximo de o/ M.
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Em particular, vamos supor que |F| > Q(M logn). Sejam {ai,as,...,a;z} os elementos
do corpo F, sendo que os vértices V sao dados pelos n primeiros elementos do corpo
{a1,as,...,a,}. Seja S algum subconjunto pré-especificado de F, tal que

o
SI= [ 17|
Seja w = (xg,x1,. .., ;1) um vetor de tamanho ¢ que foi obtido de F* = Fx F x...x F
aleatoriamente e com distribui¢ao uniforme.

Para obtermos a amostra Y = {Y;,...,Y,}, definimos Y; igual a 1 se o valor da soma
Z;j) wjag pertencer a §, e Y; = 0 caso contrario. Lembrando que Y; é a variavel aleatoria
que indica se a demanda i foi marcada, e portanto devemos mostrar que, utilizando o
modo de marcac@o descrito na frase anterior, temos Pr[Y; = 1] = a/M. Isso é facilmente
observado, pois F sendo um corpo finito, qualquer seqiiéncia de operagoes de soma e
multiplica¢@o neste corpo (em particular, a seqiiéncia de operagoes Z;;B Ijag ) tem como
resultado um elemento do proprio corpo. Em outras palavras,

t—1
Pr [Z xjag pertencer a ]-"] = 1.

j=0
Como S é subconjunto aleatério de F, e tem aproximadamente oo/M do tamanho de F,
entao Pr[Y; = 1] é igual a

~
~

t—1
; &Y
Pr [Z x;alpertencer a S I

J=0

De maneira mais formal, como «o|F|/M < |S| < a|F|/M +1 (pela defini¢ao de |S|) entao

o o} 1
L Py =1 < L 2
ar SP=ls 5 g
Em particular, como |F| > Q(M logn) entao
e a 1 a+o(1)
a Shl=ls g+ M

e pela Equagao (8.3) e as frases seguintes a ela, vemos que a troca de o por a+o(1) muda
[ somente de um fator o(1) adicional. Portanto, em todos nossos argumentos futuros,
iremos assumir que Pr[Y; = 1] = a/M para todo i € D. Nos resta agora mostrar que
essa construcao nos fornece a marcagao das variaveis com dependéncia limitada. De fato,
na construcao apresentada, as variaveis sao todas t-a-t independentes, e a prova disto é
mostrada no Apéndice A.

Note que a distribuicao acima estd gerando n lancamentos de moedas Y;, mas preci-
samos de somente |D| lancamentos, para isto, basta ignorar todos Y; para j &€ D.
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Notagio 8.6. Para um w € F* fixo, F(w) denota o conjunto das facilidades, i.e., F(w) =
{r} U{j e DIYj(w) = 1}.

Note que F(w) tem seu resultado de forma deterministica, pois w é dado e Yj(w)
também ¢é deterministico, como observado na Notacao 8.3.

Lema 8.7. Sejam A, D conjuntos de demandas, com A C D. Seja w uma amostra do
espaco probabilistico F*. A marcagdo t-a-t independente que utilizamos tem a sequinte pro-
priedade crucial: para qualquer w, se o conjunto das demandas marcadas numa execuc¢ao
do Algoritmo 8.1 em A é A'(w) e o conjunto das demandas marcadas numa ezecu¢ao do
Algoritmo 8.1 em D é D'(w), entao A'(w) C D'(w).

Demonstragao. Como w é fixo e igual para as duas execugoes, os Y;(w) sao fungoes deter-
ministicas idénticas para as duas execucgoes, ou seja, as mesmas demandas sao marcadas,
independentemente do conjunto que estamos trabalhando. Mas como A C D, claramente
A'(w) € D'(w) e a afirmagao segue. |

Teorema 8.8. Assumindo que a marcag¢io aleatoria do Passo (C1) é feita utilizando
varidveis aleatdrias t-a-t independentes, ou usando varidveis aleatdrias (totalmente) in-
dependentes, entdo a fungdo & é cross-monotonic, i.e., £(D,;i) < £(A,i) para qualquer
ACD.

Demonstragao. Definimos a probabilidade p(F, E) como sendo a probabilidade de, ao
selecionar e fixar uma amostra w do espaco amostral, o conjunto das demandas marcadas
numa execu¢ao do Algoritmo 8.1 sobre A é F', e o conjunto das demandas marcadas numa
execucao do Algoritmo 8.1 sobre D é E. Note que se p(F, E) > 0, entao obrigatoriamente
F C E, pois como afirmamos no Lema 8.7, o caso em que F' D E nunca ocorre e como
conseqliéncia, para F' D F, a probabilidade p(F, E) = 0.

Analogamente, de forma mais simples, podemos notar que o fato anterior e o Lema 8.7
também valem para o caso em que a marcacao ¢ feita de forma totalmente independente.
Com base nisto, podemos provar que £ é cross-monotonic, da seguinte forma.

E(A0) = %E[MfAGMw,z‘)H(z‘,F)]
1

= 3 > ppP(F, E)[Méacm(F, i) + (i, F)]

1 . .
3 >pp P(E, E)[Méaam(E, i) + (i, E)]
1 . .
= BE[MfAGM(E, Z) -+ l(Z, E)]

= (D)
Iremos explicar agora a razao da desigualdade acima ser vélida. Sabemos que se p(F, E) >
0 entao F' C E, portanto os Unicos conjuntos levados em consideracao no somatorio sao
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os conjunto em que F' C F. Pelo Teorema 5.13, sabemos que {xagy € cross-monotonic,
portanto Eaagm(F, 1) > Eaam(E, 1) para FF C E. Se F' C E, entdo a distancia de i até F' sé
pode ser maior ou igual a distancia de i até F, pois E contém todos os elementos de F'
e elementos adicionais que nao pertencem a F' podem estar mais perto de 7. Em outras
palavras [(i, F') > (i, E)). Assim, a desigualdade anterior é valida. |

8.4 Uma nova analise do algoritmo

Nesta secao, vamos fazer uma nova analise do Algoritmo 8.1. Vamos supor, para esta
secdo, que a marcacao ¢é feita de maneira totalmente independente no Passo (C1) do
algoritmo. Iremos entao usar esta nova analise na Secao 8.5 para mostrar que nosso
valor de (8 obtido tem uma mudanga insignificante quando utilizarmos a marcacao t-a-t
indepedente das varidveis aleatdrias, para um valor grande suficiente (mas ainda sendo
uma constante) de ¢.

Seja O* uma solugao 6tima para o Rent-or-Buy, onde F* é o conjunto de facilidades
da solugao O* e T* é a arvore de Steiner sobre F™* na solugao 6tima O*. Seja ccon(O*) e
cste(O*) = M -val(T™) o custo de conexao e o custo da arvore de Steiner respectivamente
na solucao 6tima O*. Além disso, definimos val(O*) = ccon(O*) + cste(O*).

O prova do limitante superior do custo da arvore de Steiner construida no Passo (C2)
¢ igual a prova do limitante do Lema 4.1 obtido no Capitulo 4: consideramos a solugao
6tima O*, e calculamos o custo esperado assumindo que iremos construir a arvore de
Steiner do Passo (C2) usando os caminhos da solu¢ao étima. No entanto, o limitante é
em funcao da constante «, tornando-se um pouco diferente do resultado ja apresentado.
Vamos mostrar a prova completa deste lema a seguir. A parte (a) do lema somente sera
utilizada na Secao 8.5. As varidveis aleatérias Y; sao definidas como na Notacao 8.3.

Lema 8.9. (a) O custo esperado S do Passo (C2) do Algoritmo 8.1 € limitado por uma
combinagdo linear ndo negativa dos valores em {E[Y;] : j € D}; (b) esta combina¢dio
linear nao negativa é no marimo

2 - (cste(O*) + accon(O™)).

Demonstracao. Considere uma solucao 6tima O*: ela conecta cada j € D a uma facili-
dade i*(j) € F* através do caminho mais curto, e portanto paga um custo de conexao
ccon(O%) = > icp (). Seja F como definido no Passo (C2) do algoritmo. Iremos
definir uma arvore que conecta F' da seguinte forma: compre todas as arestas em T™,
formando a drvore 6tima, e para cada j € F'\ F'*, compre as arestas do menor caminho de
J até i*(j) usado na solucao 6tima, aumentando a drvore. Note que pagamos M - ¢, para
cada aresta e no Passo (C2), e portanto pagamos M - val(T™) = cste(O*) pelas arestas da



8.4. Uma nova analise do algoritmo 111

arvore o0tima 7. Para os caminhos aleatérios que adicionamos a arvore, o custo esperado
do caminho entre algum j e i*(j) é E[Y;] - M - ¢;;+(j). Portanto, o custo esperado total
desta arvore que conecta F' é no maximo

jeD

Como usamos uma arvore geradora minima no Passo (C2), pelo Teorema 2.10 do
Capitulo 2, o custo esperado de comprar a arvore T é no méaximo duas vezes a equagao
acima, ou seja, no Maximo

2 (cste(O*) +Y E[Vj]- M- Cj,i*o)) )

jeD

provando entdo a parte (a) do lema. Para provar a parte (b) do lema, basta verificar que
ElY;] = a/M, e entao o custo da arvore fica no méximo

2. <cste(0*) +> M Cj,z'*(j))
=2. (cste(O*) +a Z iji*(j))

jeD
=2 (cste(O) + accon(0OY)).

Modificando a solugao 6tima

Antes de limitar o custo de conexao, vamos modificar a solu¢ao 6tima O* para obter
outra solucao que chamaremos de O™. Esta nova solucao tem custo maior que O, mas
sua estrutura nos permite limitar o custo de conexao e provar as propriedades da marcacao
t-a-t independente que serao vistas na Secao 8.5.

Lema 8.10. Hd uma solu¢ao O™ com as sequintes propriedades:

P1 O™ abre facilidades em F' C F*, e estas sao conectadas por um ciclo T" ao invés da
drvore T*; cada demanda j € agora conectada a facilidade i'(j), que nao € necessa-
riamente sua facilidade mais prozima.

P2 O nidmero de demandas atribuidas a uma facilidade em F', exceto talvez na raiz r, é
um multiplo de M. Iremos chamar essa propriedade de restri¢cao mod-M .
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Se O™ tem as propriedades acima, entdo O™ tem custo de conexao ccon(O™) < ccon(O*)+
cste(O*) e custo de Steiner cste(O™) < 2 - cste(O*). Portanto o custo total de O™ €
val(O™) < ccon(O*) + 3 - este(O*).

Demonstracdo. A seguir, iremos modificar a atribuicao das demandas aos vértices em F™*
para satisfazer a restricao mod-M. Dada a arvore T, iremos fazer isso em dois passos.

O primeiro passo vai de baixo para cima, nivel a nivel da arvore, comecando no nivel
mais profundo com relagao a r, que contém folhas, que devem estar todas em F*, i.e.,
nenhuma folha é um vértice nao-terminal, lembrando que uma arvore de Steiner é formada
por vértices terminais e possivelmente vértices nao-terminais. Vale observar que nem todos
vértices em ™ sao folhas que estao no nivel mais profundo, podem existir folhas que estao
em niveis mais altos (ver Fig. 8.1). Considere um vértice em que todos os descendentes
satisfazem a restrigao mod-M (no caso das folhas, estas nao tém descendentes), e seja x a
demanda atribuida a ele. Se x = aM + b, onde b < M, enviamos b unidades de demanda
de x para seu pai. Fazendo isso para todos os vértices da arvore, o nimero de demandas
atribuidas a cada vértice é agora um multiplo de M, com excessao talvez da raiz r, que
nao pode enviar seu “excesso” b para nenhum outro vértice.

A propriedade P1 diz que abriremos um conjunto F’ C F* de facilidades. No entanto,
apds o primeiro passo, que vai de baixo para cima, possivelmente alguns vértices nao-
terminais, i.e., vértices que pertencem a arvore mas nao pertencem a F™, podem estar
com pelo menos M demandas atribuidas, e conseqiientemente deveriamos abrir facilidades
neste vértices. Mas como queremos respeitar a propriedade P1, ndao podemos abrir faci-
lidade nesses vértices nao-terminais. Assim, no segundo passo, que é feito de cima para
baixo na arvore, enviamos demandas para baixo na arvore. Seja um vértice v € F* que
pertence a arvore e que tem demanda aM (vamos assumir que todos os seus ancestrais ja
foram tratados). Como pelo menos (a — 1) M + 1 desta demanda foi coletada no primeiro
passo (pois inicialmente v tinha demanda menor que M), e cada filho de v s6 pode ter
enviado menos que M demandas a ele, entao deve haver pelo menos a filhos para v enviar
demandas para baixo. Assim, escolhemos a filhos quaisquer e enviamos a cada um deles
M demandas, fazendo com que a propriedade P2 ainda continue satisfeita. Observe que
v nao tem mais demandas atribuidas. O processo entao continua para seus descendentes,
de cima para baixo.

Para completar a construcao de O™, note que o fluxo de demandas enviadas ao longo
de uma aresta de T™ foi de b unidades para cima na arvore ou M — b unidades para baixo,
e entdo o custo deste movimento pode ser trocado por cste(O*), portanto temos que
ccon(O™) < ccon(O*) + cste(O™). Além disso, como no final nao usamos nenhuma facili-
dade adicional e ainda podemos fechar as facilidades em que nao ha demandas atribuidas,
entao [ C F*. Finalmente, a propriedade do ciclo é obtida da seguinte forma. As arestas
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14 14 18

Figura 8.1: Supondo M = 5. (a) Estado inicial, onde os quadrados representam as
facilidades abertas, os circulos os vértices nao terminais da arvore de Steiner, e os niimeros
sao os pesos de demandas atribuidos a cada facilidade aberta. (b) Primeiro passo, que vai
de baixo para cima, comeca no nivel mais abaixo da arvore, enviando demandas para um
nivel acima para tornar os pesos deste nivel miultiplos de M. (c¢)Continuagao do primeiro
passo, agora agindo um nivel acima na drvore. (d) Continuagao do primeiro passo. Agora
foram processados todos os niveis da arvore, e todos os vértices (exceto a raiz) contém
pesos de demandas que sao multiplos de M. (e)Segundo passo, que vai de cima para baixo.
Neste passo, tratamos todos os vértices nao terminais que contém peso de demanda > 0.
No caso deste exemplo, ha somente um vértice neste caso, entao enviamos sua demanda
para algum vértice filho.

da drvore T s@o duplicadas (gerando arestas paralelas) e com isso é possivel obter um
circuito Euleriano de T%. Tal circuito pode ser substituido por outro circuito que nao
repete vértices e passa por vértices de F* sem aumentar seu custo. Fazer isto na pior das
hipéteses duplica o custo da arvore de Steiner, obtendo cste(O™) < 2ccon(O*). [

De agora em diante, vamos considerar somente a solugao modificada O™. Por questoes
de simplicidade, vamos assumir que cada vértice em F’ tem M demandas atribuidas. Isso
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pode ser garantido da seguinte forma: se f € F’ tem demanda aM , entao fazemos a cépias
idénticas de f. Lembrando que 7" é um ciclo que contém r, vamos nomear as facilidades
em 7", comegando em 7, em (digamos) sentido horério r = fy, fi,..., fi, fex1 = 7.

fo = fet1

Figura 8.2: A instancia transformada O™.

Seja D; o conjunto de demandas atribuidas a f;, e portanto |D;| = M para [ # 0
pela propriedade P2 do Lema 8.10. Vamos abusar de notacao e adicionar r» a Dy. Seja
P/ o caminho do ciclo 7" que liga f; a fi11 (ver Fig 8.2), e seja ¢(P]) o comprimento de
P/. Portanto cste(O™) = Zf:o c(P]). Seja C] o custo total de conexao das demandas
em D; na solugdo O™. Portanto ccon(O™) = Zf:o C]. No Passo (C3), o Algoritmo 8.1
escolhe a atribuicao mais barata das demandas aos vértices em F'. Portanto, para limitar o
custo de conexao esperado, basta limitar o custo de conexao esperado de um experimento
qualquer que atribui demandas aos vértices em F. Iremos apresentar e analisar um
possivel experimento na préxima se¢ao, sendo que em [13] um segundo experimento mais
elaborado ¢ analisado, obtendo assim um fator de aproximacao de 4.6. No experimento a
seguir, obtemos um fator de aproximacao de 4.7.

8.4.1 Uma possivel atribuicao

Iremos considerar o seguinte experimento: se D; N F # (), entao atribuimos todas as
demandas em D; ao elemento em D; N F' que estd mais proximo a f;. Caso contrario,
temos que atribuir essas demandas a alguma outra facilidade aberta (i.e., “ir para fora
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de D;”). Neste caso, considere o menor t > 0 tal que Diyy N F # (), seja s = [ + t.
Note que r € Dg e portanto ¢t < k. Enviamos entao todas as demandas em D; para a
facilidade em Dy N F que estd mais perto de f,. Se atribuirmos as demandas em D, a
um vértice marcado em D;,; entao um caminho para cada demanda em D); passa por
fi, P, P l+17 el PI’H_1 e entao de f;4; ao elemento de D;,; N F' mais perto de f; ;. Iremos
limitar o custo esperado destes caminhos, o qual por sua vez ird limitar o custo de conexao
esperado do Algoritmo 8.1.

Vamos definir algumas varidveis aleatdrias. Seja X; a varidvel que indica se D;NF = ()
em nosso algoritmo, ou seja X; = 0se D,NF # 0 e X; = 1se D;,NF = (. Note que
Xo = 0 com probabilidade 1, pois r € Dy. Seja A; a variavel aleatéria da distancia de f;
ao elemento mais proximo de D; N F', se D; N F' é vazio, entao A; = 0. Pelos argumentos
anteriores, o custo de atribuicao das M demandas em D; é no maximo

CZ+MZ +MZ LX) (1= X)) A, (8.4)

O primeiro termo da equacao acima é a distancia que as demandas em D; devem caminhar
para alcangar f;. O segundo termo diz respeito as demandas em D; que usam P/ (pagando
M - ¢(P})). Essas demandas usam P/ se e somente se nenhum D, ..., D; tem intersecgao
com F', ou em outras palavras, se X; =1,...,X; = 1 entao as demandas em D; utilizam
o caminho P/. O terceiro termo diz respeito a pagar um custo de M - A; se atribuirmos
demandas em D; ao elemento mais proximo de D;NF', ou seja, os elementos de D; pagarao
M- A;seesomentese X; =1, X;,1=1,....,X; 1 =1e X; =0.

Note que, para ¢ # j, como D; e D, sao disjuntos, entao X; e X; sao independentes. A
probabilidade de um elemento nao ser marcado é (1 — /M), a probabilidade de nenhum
dos M elementos de D; ter sido marcado é (1 —a/M)- (1 —a/M)-...- (1 —a/M) =
(1 — a/M)M. Portanto

E[X;]=0-Pr(D;,NF #0)+1-Pr(D;NF =)
=0+ (1—a/M)M

= (1—a/M)™
Para limitar M - E[(1 — X;)A;], seja aq,...,ay as distancias de f; aos elementos de D,
onde
0<a <ay<...<apy,com Z aj = C.. (8.5)

je€D;

Em outras palavras, as distancias a; sao uma ordenacao, onde a; é o elemento de D;
que estd mais préximo de f; e aps é o elemento de D; que esta mais distante de f;. Assim
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J=1

ou seja, a; ¢ marcado com probabilidade o/M e a probabilidade de nenhum dos a’s
anteriores terem sido marcados é (1 —«/M)’~1. A medida que j aumenta, os coeficientes
a/M - (1 —a/M)~! diminuem, portanto quando sujeito as restrigoes (8.5), a esperanga

=> a;-a/M-(1—a/My~",

tem seu maior valor quando todos a;’s sao iguais a C/M. Portanto

C! « a
E[(1-X)A4]<) . —.(1-—=)y!
(=04 <3057 57 0= 5p)
o < a
= _—t.__. 1 — —)i-1
o M-1 ‘
— 2N Gy
M M < M
7=0
Por questoes de clareza nas equagoes, vamos chamar E[X;] =

usando a féormula de somatorio de progressao geométrica, temos

C! a M-1
TR TED IS
J=0
!
A
!
A
!
A

Portanto E[(1 — X;)A4;] < CI/M - (1 — q).

Seja C; o custo esperado de conexao das demandas em D; em nosso atual experimento.

=l

Assim, pela Desigualdade (8.4) temos que, para [ > 0,

Cr =

CﬁMZ

que pela linearidade da esperanca nos da

k
Cr=Cl+MY B[X

1=l

+MZ

ce(P)+ MY E[(X...

a 1_<1_%>M
)
%, 1_<1;%>M
(-0
(1-4q).

D= X)A;

(1 —a/M)™ de q. Assim,

Xio1)(1 = Xp)A].
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Além disso, como afirmado anteriormente, as varidveis aleatorias X; sao independentes
) ) 7 )
portanto

Cr =0+ MZ (X]]...B[Xi])e(P) + MZ(E[XZ] L E[XiL)E[(1 — X)) A

i=l

Combinando isso com os fatos vistos acima, lembrando que ¢ = (1 — a/M)* = E[X]],
temos
Cl<(Jl+MZ ”+1+ZC’1—q)
=l =
Como Cy = (), e somando a desigualdade acima sobre todos os [, temos que o custo total
esperado de uma solucao O obtida é

k Kook
ccon(O)SZC’[—i—MZZC q- l“—l—ZZC”l—q (8.7)
1=0

=1 i=l =1 =l

Podemos modificar o somatério duplo, basta atentar ao fato que este varia de [1 <1 <
k][l <1i < k], e pode ser reescrito como um tnico somatério que varia de [1 <1 <1 < k],
que pode novamente ser reescrito como somatoério duplo que varia de [1 < ¢ < k][1 <1 <.
Ou seja

I<I<Kl<i<kl=[<I<i<k=[1<i<k[1<I<i].

Assim, podemos reescrever a Desigualdade (8.7) da seguinte forma

k k

ccon(O)ﬁZCH—M i q- l+1+ZZC’1—q
1 =1

=0 = i=1 [=1

que com um pouco mais de manipulagao algébrica e utilizando a férmula de somatorio de
progressao geométrica, obtemos

k i

k k i
ccon(0) <Y G+ MY () IZ ¢+ Zl Ci(1 — q) lz ¢
=1 = =1

=0 i=1

k k
e n_ 4 / 1
SCCOH(O ) M;C(R‘)l—_q+;CZ(1_Q)1—q
k q k
- O+ M Py—— C;
ccon(O™) + ' c( 1)1_q+2 i
1=0 =0
q

=ccon(O"™) + cste(O™) + ccon(O™)

=2 ccon(O0™) + licste(O'*)
—q
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Sabemos, pela definigao de e (constante de Euler), que

\Y 1
li 1—— ) =-.
Mll»rclx;( M) e

Modificando um pouco, temos

I « Mo
Mlinoo<1_O['M> T e

e ((-3)") = ()
:>M1£noo( oM e

) a oM 1
:>Jvlflinoo<1_oz-M) T e
— lim (1—ﬁ)M/—i.

M—oc0 M/ e()!

Disso, como M nao tende ao infinito, temos que, ¢ < 1/e®. Portanto, o segundo termo da
inequagao anterior é no maximo 1/(e® — 1). Agora, usando o Lema 8.10 para substituir
ccon(O™) por ccon(O*) + cste(O*) e cste(O™) por 2 - ccon(O*), temos que o custo de
conexao esperado do nosso algoritmo pode ser limitado por

[0}

ccon(0) < 2 - ccon(O*) + - cste(O7).

e —1
Somando isso ao Lema 8.9, o custo total esperado é no maximo
ccon(O) + cste(O) < 2(1 + a)ccon(O*) + (2 + (2¢%)/(e® — 1))cste(O™). (8.8)

Como o custo 6timo é val(O*) = ccon(O*) + cste(O*), escolhemos o ~ 1.35 para
minimizar o fator de aproximacao, obtendo o seguinte resultado.

Teorema 8.11. O Algoritmo 8.1 € um algoritmo 3 = 4.7-aproximado para o Rent-or-Buy.

8.5 Analise da marcacao de independéncia limitada

Iremos apresentar alguns resultados tteis na Secao 8.5.1, que serao utilizados depois
na Secao 8.5.2 para analisar a marcacao com independéncia limitada comparada com a
marcacao totalmente independente.

8.5.1 Ferramentas de desaleatorizacao

Neste secao, apresentaremos alguns teoremas que serao uteis na analise da Secao 8.5.2.
Muitos desses resultados serao somente enunciados, e utilizados como “caixa-preta”, suas
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demonstracoes nao fazem parte do escopo deste documento, e o leitor interessado deve
recorrer as referéncias bibliogréficas.

O seguinte teorema é um resultado que é utilizado para derivar uma desigualdade
analoga a desigualdade de Chernoff, mas para marcagoes com independéncia limitada.
Este resultado aparece no trabalho de Bellare e Rompel como Lema A.4 em [2].

Teorema 8.12 ([2]). Seja t > 2 um inteiro par. Suponha que X, ..., X, sao varidveis
aleatdrias t-a-t independentes, assumindo valores em [0,1]. Seja X = X7+ ...+ X,, e
w= E[X], e seja A>0. Entdio

E(X = p)] < G- (tu+ %),
onde Cy = 2v/wt - /6 . (5/(2¢))1/? < 8.
Vamos introduzir algumas notagoes.

e Para cada grupo Dy, seja Zj1,Zjo2,...,Z;u as varidveis aleatorias que indicam se
uma demanda ¢ € D; foi marcada pelo algoritmo, considerando que essas demandas
estao em ordem nao decrescente de distancia de f;. Em outras palavras, Z;; = 0 se a
demanda mais préxima a f; nao foi marcada, Z;; = 1 caso contrario. Analogamente
Zjm = 0se a demanda mais distante de f; nao foi marcada, Z; 5r = 1 caso contrario.

e Seja A algum conjunto de pares ordenados {(j,k)}. Entao N(A) é a varidvel
aleatéria que indica o evento “para todo (j,k) € A,Z;, = 0”7. Além disso, T(A)
¢é a variavel aleatdria que indica Z(M)e 1 Zjk. (“N” representa “nenhum”, e “I"”
representa “total”).

Seja
SO="3" Pr| () Zu=1
A'CA:| A =i (j k)€ Al

Vamos reescrever Pr[N(A) = 1] na sua expansao do principio da inclusio-exclusao
(ver definigdo no Apéndice A). Temos

Pr[N(A)=1]=Pr | (] Zx=0
(J,k)EA

=1-Pr| |J Zu=1
(j,k)EA

—1-8MW 4+ 8@ 4 (—1)is®D | (—1)lAlg0aD,

Iremos agora apresentar alguns limitantes superiores para E[N(A)].
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Lema 8.13. Seja t; um inteiro par positivo tal que t; < t (lembrando que a marcagdio é
feita de maneira t-a-t independente). Seja IE(t1, A) a varidvel aleatoria que representa
a expansao do principio da inclusao-exclusao da varidvel aleatdria N(A) truncada no
t1-ésimo nivel, i.e.,

IE(t;,A) =1—-8SW 4+ 83 4 (~1)agt)
Entao, para qualquer conjunto A de pares ordenados {(j, k)}, temos

(a) N(A) < IE(h, A)

(b) E[IE(t;, A)] < (1 — a/M)A + (%f')tl .

Demonstragao. Vamos provar a parte (a). A varidvel N(A) assume valores 0 e 1. Se
N(A) = 0, claramente N(A) < IE(t;,A), pois a expansao do principio da inclusao-
exclusao nunca assume valor negativo em qualquer parte do truncamento. Caso contrario,
se N(A) = 1, todos os Z;), = 0,V(j, k) € A e conseqiientemente todos termos S da
expansao sao iguais a 0. Assim, [E(t;, A) =1 = N(A).

A parte (b) segue do enunciado e da prova do Teorema 2 em [7]. |

Lema 8.14. Seja t; um inteiro par positivo tal que t; < t (lembrando que a marcagdo
¢ feita de maneira t-a-t independente). Seja NCM(ty, A) o “momento central normali-
zado”i.e.,
(T'(A) — alA[/M)"

(alAl/M)"

Entao, para qualquer conjunto A de pares ordenados {(j, k)}, temos

NCM(tl,A) ==

(a) N(A) < NCM(ty, A)
(b) se4 <t <alA|/M entio EINCM(t,, A)] < 8- (2t,)1/2 - (a]A|/M) /2,

Demonstra¢ao. Vamos provar a parte (a). A varidvel N(A) assume valores 0 e 1. Se
N(A) =1, entao T'(A) = 0, portanto ¢ igual

(T(A) — o] A|/M)"
(af AJ/M)"

_ (—afAl/M)"
(ol Al/AD)

NCM(t;, A) =

e como t; é par, temos que NCM(¢;, A) = 1, portanto, N(A) = 1 = NCM(¢;, A). Caso
contrario, se N(A) = 0,7(A) > 0, e como t; é par, NCM assume um valor positivo,
portanto N(A) =0 < NCM.
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Para a parte (b), temos

(T'(A) — o Al/M)"

E[NCM(t, A)] =E AT

Como a marcacao foi feita t-a-t independente, e estamos supondo t; < t, entao podemos
reescrever
E[(T(A) — a|A]/M)"]
E[(alAl/M)"]
_E[(T(4) - E[T(A)])"]
(alAl/M)" ’

E[NCM(t;, A)] =

onde a ultima igualdade vem do fato que a esperanca de uma constante é a propria
constante e E[T(A)] = a|A|/M. Usando o Teorema 8.12 e o fato que o termo tx +t? é no
maximo 2ty se t < u, temos
E[(T'(A) = E[T(A)])"]

(| Al/M )R

al A\ 12
8~@mﬁﬂ.<ifv

< i
alA[\"
M

8 - (2t1)"/?2

- (
a A\ 7
M

e o lema segue. [ ]

E[NCM(t;, A)] =

8.5.2 Analise

Seja € uma constante positiva qualquer em (0,1). Iremos provar que se as demandas
sdo marcadas de maneira t-a-t independentes, onde ¢ = alog(1/¢) para uma constante a
apropriadamente grande, entao o fator de aproximacao esperado é no maximo 1+ € vezes
o fator obtido em nossa analise com marcacao totalmente independente da Secao 8.4.1.

Pela parte (a) do Lema 8.9, podemos continuar usando o limitante superior encontrado
neste lema para o custo da arvore de Steiner, mesmo sob a marcacao t-a-t independente,
o problema estd com o limitante do custo de conexao. Iremos mostrar que o custo total
de conexao esperado do experimento da Se¢ao 8.4.1 muda muito pouco sob a marcacao
com independéncia limitada.

Relembrando o experimento da Segao 8.4.1. O custo total de conexao é uma variavel
aleatéria que é a soma de trés quantidades: (i) o valor deterministico ), C], que representa
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o custo de todas demandas em D; se conectarem a f;, (ii) o valor que corresponde ao custo
de ir até algum D;, e (iii) o custo total pago por conectar f; até a demanda marcada mais
proxima em D;, uma vez que D; foi identificado como o grupo mais préximo. Iremos
somente mostrar que o custo total esperado de (iii) é multiplicado por no maximo (1 + €)
pela nossa marcagao t-a-t independente, onde t = blog(1/¢), os argumentos para o termo
(ii) sao andlogos, e de fato, mais simples. Para ser mais especifico, iremos mostrar o
seguinte. Seja i o indice de algum D; qualquer fixo. Iremos mostrar que o valor esperado
da varidvel aleatéria .
i
=Y MX;X;1 ... Xiq-(1—X;)A
j=1

é multiplicado por no méximo (1 + €)%

Iremos agora mostrar como usar os Lemas 8.13 e 8.14 para limitar superiormente
E[¢]. Sejam ay,as,...,ay as distancias das demandas em D; até f; escritas em ordem
nao-decrescente. Entao, expandindo a parte “(1 — X;)A;” de ¢, temos que

i M u—1
$=Y MX;X;p ... Xy |Y auZiw- |1 - Zi)
u=1 =1

Jj=1

Fixe u qualquer, e seja
u—1 7
Zy — Zi,u : H(l — Zi,l) : ZMXij+1 .. -Xi—l-
=1 j=1

Nossa intencao é mostrar que a esperanga E[z,] é multiplicada por no maximo (1 + ¢)
em nossa marcagao t-a-t independente, quando comparada com a marcacao totalmente
independente.

Para j =0,1,...,i—1,defina A; = {(r,s) : (1 —j) <r < (i—1),1 < s < M}. Assim,

temos
i—1

2= Ziu N{(i,1) : 1<T<u—1})- > N(4).

J=0

Sejam
e b; uma constante suficientemente grande,
e by 0 menor inteiro par tal que by > 2elog(1/e),

e {; 0 menor inteiro par tal que t; > 2eb; log(1/e),

2Como i é fixo, nao iremos subescrever ¢ como ¢;, esta observacao também vale para algumas definicoes
abaixo
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e {5 0 maior inteiro par tal que ty < bylog(1/€)/4.

Temos dois casos a considerar: (I) bylog(1/€) < i —1 ou (II) by log(1/e) > ¢ — 1, iremos
comecgar com o primeiro caso, que ¢ o mais dificil.

Caso I: bylog(1/e) < i — 1. Neste caso, temos que dividir a expressio para z, em
duas somas, uma para os j’'s “pequenos”, e outra para os j’s “grandes”:

2=Ziu N{(i,1): 1<I<u—1}) - > N(4) +
J<bilog(1/e)

Ziw N{(i,1):1<1<u—1})- Y N(A4).

j>b1log(1/e)

Agora, usando os Lemas 8.13 e 8.14, podemos sempre limitar a equacao acima pela soma
das seguintes duas variaveis aleatorias:

Zi TB(bo, {(i,1) : 1< 1 <u—1})- Y IE(t, 4)), (8.9)

J<bilog(1/e)

Zia TB(by, {(i,1) : 1< 1 <u—1})- ) NCM(ty, 4y), (8.10)
j>b1 log(1/e€)

Se nés expandirmos as esperancas dessas duas varidveis aleatérias usando linearidade
da esperanca, obteremos termos que sao produtos de variaveis aleatérias Z, e além disso,
o numero de fatores em cada termo é no maximo 1+ by +1%; no primeiro termo e 14 by +t»
no segundo termo. Portanto, se escolhermos ¢ como sendo ¢t = 1+ by +¢; (lembrando que
t1 < ty, como definimos anteriormente), entao a esperanga dessas duas varidveis aleatérias
fica

ElZ; .- E[IE(by, {(3,1) : 1 <1 <u—1})]- Z E[IE(t1, 4;)], (8.11)

j<bilog(1/e)

ElZ;. - E[IE(b, {(3,1) : 1 <1 <u—1})]- Z E[NCM(t,, A;)], (8.12)
§>b1 log(1/e€)
respectivamente. Usando novamente os Lemas 8.13 e 8.14 para limitar esses valores,
veremos que escolhendo a constante b; grande suficiente, a esperanca F[z,] é no méximo
(14 €) vezes o que seria se utilizdssemos a marcacao totalmente independente.
A Expressao (8.11) é no maximo

%((l—a/m"w(%) ) S (= /M) + (eai/n)"):

0<j<b1 log(1/e€)
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i.e., no maximo

= (/M) feafba)®) 3T (L= a/M)M 4 (eaby log(1/6) /1))

0<;j<b; log(1/€)

Da mesma forma, a Expressao (8.12) é no maximo

S (= e/ eafi)?) YD (8- (2h/(0) ).

§>b1 log(1/¢)

Portanto, se as demandas foram marcados usando variaveis t-a-t independentes, entao
E[2,] é no méximo (a/M) - ((1 — /MY 4 (eoz/bg)b2> vezes

Z (1 — /MM + (eabslog(1/e)/t1)") + Z (8- (2t2/(aj))2/?) .

0<j<b1log(1/e€) j>bilog(1/e)

Por outro lado, se usamos a marcacao totalmente independente, temos

i—1
Elz] = % (1 —a/M)* ! 2(1 — o/ MM, (8.13)
5=0

Relembrando as defini¢oes de by, bo, t1 € tg, é facil de verificar que se by é escolhido como
uma constante suficientemente grande, entdo a primeira expressao é no maximo (1+¢€) a
segunda expressao. Basta atentar ao fato que, ao substituir os valores by, by, t1 € to, alguns
termos das equagoes acima ficam tao pequenos quanto queiramos, dependendo do valor €

escolhido. Isso completa a andlise do Caso 1.
Caso 2: bylog(1/e) > i — 1. Seguimos a mesma andlise do Caso I, mas nao consi-
deramos os casos dos j’s “grandes”. Assim, se usarmos a marcacao com independéncia

limitada, o limitante para E[z,] é mais simples, é no maximo

%((1_%)%1%%)@) S ({1 a/M)™ + (caby log(1/0) /1))

0<j<i—1

Novamente, isso é no méaximo (1 + €) o valor da Equagao (8.13).

8.6 Extensoes para outros casos

8.6.1 Caso com custos nas facilidades

Para o problema Connected Facility Location, podemos usar a seguinte variagao do Al-
goritmo 8.1:
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Algoritmo 8.2: CFL-Simples

Entrada: grafo G = (V, E), demandas D C V|, facilidades F' C V, parametro
M > 1,
Saida: arvore de Steiner T, facilidades abertas "

P1 Com probabilidade 1/M, marque cada demanda i € F'. Seja F’ C F' o conjunto das

demandas marcadas.

P2 Construa uma solugao do Facility Location ppp-aproximada com custos de abertura
de facilidade e as distancias originais, mas com o valor das facilidades modificado:

se i € F' entao f; = M, caso contrario, se i € F' entao f; = 0. Seja F” o conjunto

de facilidades abertas retornadas por esse algoritmo.

P3 Construa uma arvore de Steiner pgr-aproximada em F” U {r} e
compre as arestas dessa arvore.

P4 Conecte cada demanda j € D a sua facilidade aberta mais préxima i(j) em F".

devolva T, F”

A andlise de custo é bastante parecida com a que fizemos para o Rent-or-Buy, nds
iremos somente esbogar as idéias principais. Sejam respectivamente cabr(O*), ccon(O*)
e cste(O*) o custos de abertura das facilidades, custo de conexao e o custo da arvore de
Steiner de uma solucao 6tima O*. Note que as facilidades da solugao 6tima formam uma
solugao viavel para a instancia do Facility Location no Passo C2, com custo esperado
(cabr(O*) 4 ccon(0O™)), e portanto pagamos

Ay = ppr(cabr(O7) + ccon(O%))

no valor esperado. Uma prova parecida com a do Lema 8.9 diz que a arvore de Steiner
que conecta essas facilidades tem custo esperado (cste(O*) 4+ ccon(O*) + A;), e portanto
a arvore construida no Passo C3 custa no maximo pgr vezes esse custo, ou seja

Ay = pgr(cste(O*) 4 ccon(O*) + prr(ccon(O*) 4 cabr(0%))).

Finalmente, temos que limitar os custos de conexao do Passo C4. Para isso, podemos
fazer uma andlise similar a andlise feita na Secao 8.4.1, mas além do custo esperado
2ccon(O*) + i—elcste(O*) que pagamos, temos também que pagar o custo adicional de
ir das demandas marcadas em F’ as facilidades em F”: isto tem custo esperado A;.
Portanto, o custo esperado no Passo C4 é

2
As = 2ccon(O*) + ‘ 1cste(0*) + (ccon(O*) + cabr(O"))prr.

e —
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Somando as trés expressoes acima, limitamos o custo esperado como no maximo
prL(2 + pst)cabr(O*) + (1 + prr)(2 + psr)ccon(O*) + (pst + 2¢/(e — 1))cste(O).

Usando os melhores fatores de aproximagao para ppy, = 1.52 [24] e pgr = 1.55 [33], obte-
mos um fator de aproximagao 8.94 para o Connected Facility Location. Uma aproximagcao
melhor pode ser obtida se no Passo C1 escolhermos as demandas com probabilidade /M,
0 que requer uma nova analise para determinar qual o minimiza a razao de aproximacao.

Para obtermos custos-compartilhados cross-monotonic, podemos usar pp; = 3, como
descrito no Capitulo 6 e sua funcao de cost-sharing respectiva gy ; e psr = 2, como vimos
no Capitulo 5 e sua fungao de cost-sharing respectiva £s7. Deste modo, obtemos um fator
de aproximacao 3 = 16, a o funcao de cost-sharing para cada demanda j sera

. 1 . . .
&(D,j) = BE[M Eor(F'U{r}, ) + M - Epp(F', §) + 1(F U {r}, )],
que nos fornece um cost-sharing cross-monotonic F-aproximado para o Connected Facility
Location.

8.6.2 Caso com demandas nao uniformes

Nas sec¢oes anteriores, estavamos supondo que cada uma das demandas 7 € D tinha peso
d; = 1,i.e., a demanda s6 iria enviar a raiz uma unidade de peso. Além disso, assumimos
que s6 existia um jogador em cada vértice em D. Vamos mostrar resumidamente como
essas suposigoes podem ser descartadas. Poderiamos, ao descartar essas suposicoes, tentar
obter melhorias nas constantes, a fim de otimizar os resultados, no entanto, vamos sé
esbocar as idéias principais para descartar essas suposicoes.

Seja v um vértice que tem n, jogadores. Para descartar a suposicao de um unico
jogador em cada vértice, criamos n, novos vértices, ligamos cada um deles em v usando
arestas de custo zero a colocamos cada jogador de v nesses novos vértices.

Para tratar demandas arbitrarias d; para uma demanda j, vamos primeiramente olhar
dois casos particulares separadamente, que garante que os valores de d; estejam dentro
de um fator multiplicativo de n? um do outro.

Vértice pesados: Se o peso d; > M, podemos marcar deterministicamente o vértice j
no Passo C1. E possivel mostrar que uma solugao 6tima ird conectar esses vértices na
arvore de Steiner, e portanto, fazer essa marcacao nao acarreta em perda na qualidade
da solucao.

Vértice leves: Se o peso d; < M/n?, entao nao marcamos j no Passo C1: note que o

peso total Y, d; de tais vértices é no méximo n - M/n* = M/n. Assim, o custo
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esperado da arvore de Steiner somente diminui quando nao marcamos estes j’s. Uma
pequena variagao na prova do Teorema 8.11 mostra que o custo esperado de atribuigao
cresce somente de um fator de (14 1/n).

Apos tratarmos destes dois casos, podemos aplicar uma escala e assumir que os pesos
d; estdo entre [n,n®] e que o parametro M ¢é maior que n®. Assim, arredondamos para
baixo os pesos d;, fazendo |d;|: isto diminui cada peso de um fator no méximo (1 +
1/n), e portanto altera somente os termos de baixa ordem na garantia da aproximacao.
Finalmente, substituimos cada jogador j por |d;]| jogadores. E possivel modificar as
provas da Secao 8.4 para mostrar que o algoritmo tem fator de aproximagao constante
mesmo com pesos arbitrarios nas demandas, nos fornecendo também os cost-shares.



Capitulo 9

Conclusao e consideracoes finais

Apresentamos, nesta dissertacao, resultados recentes sobre algoritmos de aproximacao
para problemas de projeto de redes e, além disso, introduzimos o assunto de compartilha-
mento de custos, aplicando as técnicas de algoritmos de aproximacao para obter resultados
de compartilhamento de custos. O assunto de compartilhamento de custos é um assunto
muito recente, e ja tornou-se alvo de uma parcela significativa da atual pesquisa na area
de computacao tedrica.

Foram apresentadas duas principais técnicas durante este trabalho: primal-dual e pro-
babilistica. Muitas outras abordagens podem ser utilizadas para a obtencao de resultados
novos. Como a idéia é uma “mistura” entre as areas de algoritmos de aproximacao e
compartilhamento de custos, acreditamos que muitas outras técnicas, ja utilizadas em
algoritmos de aproximacao, possam ser aplicadas em compartilhamento de custos. De
fato, alguns resultados recentes apontam nesta direcao.

Em particular, nossa intuicao nos diz que as duas técnicas aqui apresentadas ainda
tém muito a oferecer. No caso da técnica primal-dual que foi apresentada no Capitulo
6, esta pode ser aplicada de forma genérica. Isto significa que um grande numero de
problemas que ja admitiam solugoes aproximadas através desta técnica, podem agora
ser aproveitados para obtencao de novos resultados. Além disso, ha diversas variacoes
nas técnicas de algoritmos de aproximacao primais-duais e, desta forma, nao estaremos
somente limitados ao método especifico aqui apresentado. Por exemplo, o método dual-
fitting é uma variante da técnica primal-dual que aparenta ser bastante promissor.

Da mesma forma que a técnica primal-dual, a técnica probabilistica nos parece bem
atraente na busca por novos resultados. A simplicidade com que os algoritmos sao desen-
volvidos é um fator positivo desta técnica. Além disso, intuitivamente falando, a esperanca
parece ser uma boa aliada na obtencao de funcgoes de compartilhamento de custo que tém
a propriedade de ser cross-monotonic. Isto porque, ao adicionar mais usuarios no sistema,
a esperanca ¢ que o custo total diminua devido a um niimero maior de pessoas estar pre-
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sente. Infelizmente nem sempre isto funciona, mas os resultados apresentados apontam
evidéncias fortes para a utilizacao desta idéia.

Uma questao interessante diz respeito a obtencao de resultados negativos em com-
partilhamento de custos. Algumas de nossas tentativas na obtencgao de resultados novos
encontraram limitagoes decorrentes da impossibilidade de aproximacao das funcoes de
cost-sharing. Nestes se encaixam, por exemplo, a tentativa de obtencao de uma funcao
de cost-sharing cross-monotonic para o problema do emparalhamento perfeito de peso
minimo utilizando a técnica primal-dual e a melhoria do fator de aproximacao do pro-
blema Facility Location, apresentado no Capitulo 6. Um dos poucos trabalhos sobre
resultados de inaproximabilidade é de Immorlica et.al. [15], que aponta limita¢oes na
aproximacao de funcoes de cost-sharing para diversos problemas, incluindo os problemas
Facility Location, cobertura por vértices, cobertura por conjuntos, etc.

Com o conhecimento adquirido nos estudos que resultaram nesta dissertagao, espe-
ramos que estes sejam uteis futuramente na obtencao de resultados novos. Além disso,
esperamos que a dissertagao seja um bom guia introdutoério para os interessados no assunto
de compartilhamento de custos e sua interseccao com a area de algoritmos aproximados.



Apeéendice A
Espacos amostrais pequenos

Neste apéndice, traremos defini¢bes que serao tteis para o entendimento da construcao de
espacos amostrais pequenos. Além disso, mostramos como é feita a construcao utilizada
no Capitulo 8.

Definicao A.1. Um corpo é uma estrutura algébrica que contém um conjunto de elemen-
tos satisfazendo um conjunto de operagoes e relagoes. Tais operacoes e relagoes satisfazem
os axiomas descritos na tabela abaixo:

- Adicao Multiplicacao
Comutatividade a+b=0b+a ab = ba
Associatividade | (a+b)+c=a+ (b+c¢) (ab)c = a(bc)
Distribuitividade a(b+c¢) = ab+ ac (a+b)c = ac+ bc

Identidade a+0=a=0+a a-l=a=1-a
Inversa a+(—a)=0=(—a)+a|aat=1=a"'asea#0

Por exemplo, os conjuntos do niimeros reais formam um corpo, no entanto, o conjunto
dos nimeros inteiros nao formam um corpo (pois ndo ha inversa multiplicativa).

Definicao A.2. Um corpo finito é um corpo com numero de elementos finitos, também
chamado de corpo de Galois. O tamanho de um corpo finito é sempre um nimero primo
ou poténcia de um numero primo. Para cada poténcia de primo, existe somente um (a
menos de isomorfismo) corpo finito, denotado por GF(p"). GF(p) é chamado de corpo
primo de ordem p, e é o corpo das classes residuais médulo p, onde os p elementos sao
denotados 0,1, ...,p — 1. Qualquer operagao valida neste corpo resulta em um elemento
do préprio corpo.

Geralmente usa-se polindmios como sendo os elementos de um corpo finito, com os co-
eficientes desses polinomios sendo moédulos de um primo. A representacao por polindmios
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é utilizada, ao invés de niimeros, para evitar alguns problemas que fazem com que a re-
presentacao dos elementos por nimeros nao atendam todas as propriedades axiomaticas
de corpo.

Definicao A.3. Dois eventos E e F' sao independentes se ambos tem probabilidade
positiva e Pr[E|F] = Pr[E] e Pr[F|E] = Pr[F].

Uma moeda jogada duas vezes seguidas gera eventos independentes, pois o resultado
do primeiro lancamento nao influencia o resultado do segundo langamento.

Teorema A.4. Sejam E e F eventos, com Pr[E], PrlF| > 0. Entio E e F sao indepen-
dentes se e somente se Pr{E N F| = Pr{E]Pr|F].

Definigao A.5. Um conjunto de n eventos A = {Ay, Ao, ..., A,} é dito totalmente inde-
pendente se para qualquer subconjunto A" = {A4;,, A;,..., A; ,, } € A, onde 0 <[A| <n
temos que

Pr[Ail N Aig n...N Ai‘A/‘] = PI'[A“]PI'[AZQ] Ce PI'[AZ"A,‘].

Definigao A.6. Um conjunto de n eventos A = {41, Ay, ..., A,} é dito t-a-t independente

se para qualquer subconjunto A" = {A4;,, A;,, ... ’Ai\A/I} C A, onde 0 < |A'| <t temos
que

PI‘[Ail N Ai2 n...N AZ“A,‘] = PI'[A“]PI”[AZQ] ce . PI"[A

i\A'\]‘

Na definigao acima, se tivermos |A’| > ¢, nada é garantido com relacao a independéncia
dos eventos.

Um espago amostral é dito t-a-t independente se qualquer combinacao possivel dos
eventos sao t-a-t independentes.

Proposicao A.7 (Principio da Inclusao-Exclusdo). Sejam e1,¢s,. .., &, eventos
quaisquer. Entao

Pe [.U ] = P - Y P

i<j
+ Z Prle; Nej Neyl

i<j<k

— (=t Pr[ﬂ%].

11 <i9<...<in
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A.1 Construcao de espacos amostrais t-a-t indepen-
dentes

Nesta se¢ao vamos mostrar como construir o espago amostral e as respectivas variaveis
aleatérias utilizadas no Capitulo 8.

Vamos supor que temos um espaco amostral da forma S™ =S x S x ... x S, onde
S é um conjunto finito com distribui¢ao uniforme. Sem perda de generalidade podemos
pensar em S como sendo o conjunto dos inteiros {1,2,...,|S|}. Por exemplo, um dado
com |S| faces langado m vezes gera um espaco amostral da forma S™.

Qualquer elemento de S™ é uma sequéncia de m elementos de S, denotado por
(S1,...,8m). Claramente, quaisquer dois componentes também tém distribui¢ao uniforme.
Note que, se o par (x1,22) € X x X é uniformemente distribuido em X x X entéo x; e
T9 sao independentes e uniformemente distribuidos em X.

Vamos encontrar um subespaco €2, menor que S™, tal que a distribui¢ao uniforme de
) induz a distribuicao uniforme em quaisquer par de pontos pertencentes a esse espaco,
mas nao induz distribuicao uniforme a mais que dois pontos. As variaveis aleatorias nesse
espago sao par-a-par independentes. Iremos depois extender para o caso t-a-t independen-
tes. Na construgao de 2 apresentada a seguir, iremos obter |Q| = max(|S|, m)?. Isto nos
permite, de alguma maneira, “manter” a aleatoriedade.

A construcao que é descrita em detalhes abaixo é um bom exemplo mas existem alguns
detalhes técnicos que devem ser levados em consideragao também. Esses detalhes técnicos
serao citados, mas nao serao explicados, para nao prolongar demais o texto e desviar do
objetivo deste apéndice.

Inicialmente, vamos supor que m < |S|. Esta restricdo pode ser abandonada, e sera
comentada mais tarde. Iremos associar uma estrutura algébrica a S; por exemplo, tra-
tando S como um corpo finito F. Corpos finitos existem somente em tamanhos que sao
poténcias de nimeros primos. O caso onde o tamanho de S nao é uma poténcia de primo
serda comentado mais tarde.

Vamos entao definir o espaco amostral €:

Q = {o conjunto de todos polinémios lineares em F} = {ax + b|(a,b) € F*}
={(a-1+ba-2+b,...,a-m+0b)|(a,b) € F?}.

A primeira linha acima nos mostra uma representacao sucinta de um conjunto de sequén-
cias de tamanho m em F. A segunda linha nos mostra uma representacao explicita das
mesmas sequencias.

Note que, dado um corpo F, o espago {2 pode ser facilmente amostrado: basta pegar

aleatoriamente dois elementos do corpo e obtemos um elemento (sequéncia de tamanho
m) de €.
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Vamos denotar por Pr,c,x a probabilidade sobre o conjunto X com distribuigao uni-
forme nele. Além disso, seja p, (i) = a - i + b (o polinémio linear em ¢ com coeficientes a

eb).

Proposicao A.8. Seja [m] uma sequéncia de tamanho m. Para todo i # j em [m] C F
e para cada o, 3 em F, temos

Pripenr? |Pap(i) = a N pap(j) = B| = =

Em outras palavras, medir Q uniformemente resulta em um espago amostral com distri-
buicao uniforme par-a-par independente.

Demonstracao. Podemos notar que

{(a, b)[pas(i) = @ N pap(i) = B}
| 72| '

Pr(asens |Pasli) = @M pasls) = 8] =

Temos que mostrar que o numerador é igual a um. O numerador é igual ao ntimero de
pares (a, b) tal que o seguinte sistema de equagoes ¢ satisfeito.

al+ b=«
aj+b=0

Pensando em a e b como variaveis, e i, j,a e  como constantes, concluimos que se ¢ nao
¢ igual a 7, entao esse sistema tem uma unica solugao pois a matriz

(1)

tem posto cheio (todas as linhas sao linearmente independentes). |

Observe que a construcao acima ¢ independente do corpo que usamos, e podemos usar
qualquer corpo que seja conveniente. Por exemplo, se o tamanho de S é primo, entao a
aritmética modular é uma boa escolha.

Note que a construcao mostrada nao é 3-a-3 independente. Nao temos distribuicao
uniforme (e independente) em quaisquer ¢rés pontos, pois nao ha solugao para o sistema
de equagoes utilizado na prova da proposicao.

De maneira mais geral, nao é possivel ter um espaco amostral t-a-t independente que é
menor que |S|" pois quaisquer ¢ pontos fixos sdo uniformemente distribuidos e todo valor
de (z1,...,x4) tem probabilidade nao nula de ocorrer, portanto é impossivel ter menos
que |S|* elementos nesse conjunto.
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Usando a mesma idéia, podemos construir variaveis t-a-t independentes. Para isso, é
suficiente considerar na construgao de €2 os polinémios de grau menor que t. Assim temos

2 = {o conjunto de todos polinémios com grau menor que ¢t em F}
t—1
={c=(co,...,ct-1) 1 pc = Zczx’}
i=0

= {(pe(1),...,ps(m)) : ¢ € F'}.

Novamente, a primeira linha acima nos mostra uma representacao sucinta de um conjunto
de sequéncias de tamanho m em F. A ultima linha nos mostra uma representacao explicita
das mesmas sequéncias.

Lembrando que um espaco amostral é dito t-a-t independente se em quaisquer ¢t pontos
fixos nos temos distribuicao uniforme. De maneira analoga a Proposicao A.8, temos a
seguinte proposicao.

Proposicao A.9. Seja [m] uma sequéncia de tamanho m. Para todo iy,...,1i; distintos
em [m| C F e para cada o, ..., q, em F, temos

Proc, 5 [v]' =1, tpeliy) = aij] _ (%y

Em outras palavras, medir € uniformemente resulta em um espaco amostral com distri-
buicao uniforme t-a-t independente.

Demonstrag¢ao. Da mesma forma que tinhamos na outra proposicao,

. . {elvy =1,...,t,pe(ij) = v, }|
Prec 7t (Vi =1,...,t,ps(i;) = ozi].] = 7 2 :

O numerador ¢é igual ao nimero de solucos do seguinte sistema:

. t—1
Cot+Citg+ ...+ 1ty T =g

. t—1
Co+Ciig + ...+ C—1ty T = oy

Novamente, devemos pensar nos ¢;’s como sendo as variaveis do seguinte sistema linear:

1 il Z% ce Z'i_l Co Qp
1 i2 Zg R Z-t271 C1 (65}
1 th Z% Zliil Ci—1 Q1

A matriz do sistema acima é uma matriz de Van der Monde, que tem a propriedade de
ter posto cheio (pois i, # iy para todo | # ). |
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Como afirmado no inicio desta segao, assumimos m < |S|. Além disso, o corpo s6
pode ter tamanho primo ou poténcia de primo. Esses detalhes nao serao considerados no
presente trabalho, mas sao facilmente tratados, sendo que varios livros-textos comentam
este assunto. Para o leitor interessado, recomendamos a leitura do capitulo sobre marcacao
limitada de [25], e do livro [30] que trata sobre corpos finitos.
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