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Resumo

Um moédulo de um grafo é um subconjunto de seus vértices que nao é diferenciado, em
relacao a adjacéncia, pelos demais vértices do mesmo grafo. Dado um moédulo M de um
grafo GG, se todo modulo de G que intercepta M estd contido nele ou o contém, M é
denominado modulo forte. A decomposicao modular de um grafo G é tnica e pode ser
representada por uma arvore de decomposicao definida pela relagao de inclusao de todos
os moédulos fortes do grafo.

Esta dissertagao apresenta um estudo sobre o tema da decomposicao modular de grafos
nao-orientados, descrevendo seus principais conceitos, propriedades e algumas das técni-
cas e algoritmos mais simples e eficientes para a construcao da arvore de decomposicao
modular de um grafo.

Adicionalmente, sao descritas classes de grafos nas quais a decomposi¢cdo modular
atende a determinadas propriedades, o que possibilita o uso da mesma em diversas apli-
cagoes, destacando-se a solugao eficiente de problemas de otimizagao através de técnicas
de divisao e conquista.



Abstract

A module of a graph is a non-distinguishable subset of nodes, regarding the nodes ad-
jacency. Let M denote any module of a graph G. If every module of G which overlaps
M either contains M or is included in it, M is called a strong module. Modular decom-
position of (G is unique and may be represented by a decomposition tree defined by the
inclusion relationship among all strong modules of G.

This dissertation presents a study on modular decomposition of undirected graphs,
explaining its main principles and properties, among with a few simple and efficient tech-
niques and algorithms used to produce the modular decomposition tree of a graph.

Furthermore, it describes a few graph classes with special properties, which allows the
use of modular decomposition in several applications, specially to efficiently solve some
optimization problems through conquer and divide techniques.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao serao estudados os modulos de um grafo e sua decomposicao modular.
Para tal, faz-se uso de conceitos matematicos e de teoria dos grafos que, em sua maioria,
estao reunidos no Apéndice A. Defini¢oes ausentes deste apéndice sao dadas no proprio
texto ou sdo terminologias consagradas na area (veja [Gol80]).

Os modulos de um grafo e, principalmente, a decomposicio modular de um grafo
sao assuntos extensivamente estudados na literatura mundial e aplicados na solugao de
variados problemas. A definicdo de moédulo é atribuida a Gallai [Gal67|, embora este
conceito tenha sido redescoberto varias vezes, recebendo outros nomes, como closed
set, autonomous set, partitive set, clump e stable set. O primeiro algoritmo que
computa a decomposi¢cao modular é de James, Staton e Cowan, de 1972.

Com o continuo interesse e pesquisa, mais propriedades da decomposi¢cao modu-
lar foram descobertas e surgiram varios outros algoritmos para computa-la, que melho-
raram sucessivamente a complexidade do primeiro, de O(n*) até a linearidade, finalmente
atingida em 1994 por McConnell e Spinrad, para o caso de grafos nao orientados. Ao
contririo de encerrar a pesquisa, esse trabalho se tornou um marco na pesquisa sobre a
decomposi¢ao modular, pois além de aumentar a importancia desta decomposicao, dire-
cionou a pesquisa na busca por algoritmos eficientes e mais simples de ser implementados
e compreendidos.

Como fruto desta pesquisa, novos algoritmos de decomposicao foram apresentados,
alguns dos quais com complexidade pouco superior a linearidade, outros que apresentam
bons resultados em arquiteturas paralelas e, ainda, algoritmos que decompoem estruturas
mais abrangentes, como grafos orientados, 2-estruturas e hipergrafos.

A decomposi¢ao modular de um grafo tem o papel de guia para utilizagao de técnicas
de divisao e conquista na solugao de varios problemas em grafos. Suas aplicagoes vao desde
os exemplos cléssicos, que incluem a orientacao transitiva de grafos de comparabilidade e o
reconhecimento de grafos de permutacao, até seu uso em algumas classes de grafos. Nestas,



a decomposicao apresenta caracteristicas que permitem seu uso na solucao de problemas
basicos e sabidamente dificeis para o caso geral, tais como coloracao de vértices e clique
maxima.

A primeira classe apresentada na qual a decomposi¢ao tem vastos usos foi a classe dos
cografos, em 1971, por Lerchs. Posteriormente, observou-se que a decomposi¢ao tem apli-
cagoes em varias outras classes, em especial aquelas estudadas por Jamison e Olariu, como
as classes P4-redutivel e P4-esparso, entre outras. A principio, tanto para os cografos como
para as demais classes definidas, a correlacio com a decomposicao modular nao estava
estabelecida e, a cada classe, correspondia uma decomposi¢ao particular usada em algu-
mas aplicagoes. Ficou a cargo de Giakoumakis, Roussel e Thuillier a extensao de algumas
de tais classes conhecidas, a determinagao do seu relacionamento com a decomposicao
modular e a aplicagao da mesma para a solugao de problemas cléssicos de otimizacao.

Esta dissertagao foi motivada pela gama de aplicagoes da decomposicao modular e
pela auséncia de um trabalho de investigacao que abranja desde as propriedades da de-
composicao até suas aplicagoes.

O Capitulo 2 trata de modulos, suas propriedades fundamentais e representacoes, in-
cluindo a decomposi¢ao modular. Muitas das afirmacgoes sao provadas de forma a deixar
o leitor com toda informagao pertinente. Em seguida, o Capitulo 3 detalha a estratégia de
Ehrenfeucht, Gabow, McConnell e Sullivan para decomposi¢ao modular e dois algoritmos
recentes de complexidade linear que a computam. Um de Dahlhaus, Gustedt e McConnell,
facilmente paralelizavel, que faz uso da técnica de Ehrenfeucht, e um com contribuigoes
de Habib, Capelle, de Montgolfier e Paul, que se destaca por sua simplicidade de imple-
mentacao. O Capitulo 4 expoe algumas classes nas quais a aplicagao da decomposicao
modular permite algoritmos eficientes para problemas classicos de otimizacao. Entre tais
classes, destaca-se a classe P -arrumada, para a qual suas propriedades e aplicagoes sao
detalhados no Capitulo 5.

O objetivo desta dissertacao é estudar propriedades dos moédulos e da decomposigao
modular e suas aplicagoes, limitada a grafos nao orientados, provendo uma fonte de in-
formagao concisa e vasta sobre esta técnica.



Capitulo 2

Mobdulos

Este capitulo fornece as bases do assunto abordado, definindo os moédulos de um grafo e
agrupando suas principais propriedades, operagoes e representagoes.

O detalhamento das propriedades abrange desde as mais simples dquelas mais elabo-
radas. Descreve-se uma das operacoes mais comuns — o uso de modulos para particionar
os vértices de um grafo, ferramenta basica para a representacao dos médulos pela arvore
de decomposicdo modular. E apresentada, também, uma representacio dos médulos por
meio de conjuntos parcialmente ordenados (CPOs, veja definigdo em A.3).

2.1 Propriedades

Um subconjunto nao vazio, M, dos vértices de um grafo G é um mddulo de G se, para
todo vértice v de V(G) \ M, ou (Ng(v) "M =) ou (M C Ng(v)). De outra forma, um
modulo é um conjunto de vértices de um grafo indistingiiiveis pelos demais vértices. A
Figura 2.1a contém dois exemplos de modulos de um grafo. Note que os vértices e, f e g
nao sdo vizinhos de nenhum dos vértices do modulo {a, b, ¢}, enquanto d contém em sua
vizinhanca todos os vértices deste modulo. Para maior clareza, perceba que o conjunto
de vértices A = {d, e} ndo forma um modulo, embora d seja vizinho de todos os vértices
do grafo nao contidos em A e o vértice e nao seja vizinho de nenhum dos vértices do grafo
nao contidos em A. Isto é, em um moddulo, seus vértices sao tratados da mesma forma
pelos demais vértices do grafo e nao o contrario, no qual os vértices do médulo tratariam
da mesma os demais vértices. Esta seria uma nocao de certa forma inversa ao conceito
de médulo, o qual nao é respeitado pelo conjunto A, dado que o vértice f é adjacente a
d e nao a e.

Sao chamados de mddulos triviais de um grafo G, os moédulos V(G) e {v:v € V(G)}.
Os demais mo6dulos também sao conhecidos por conjuntos homogéneos. Um grafo cujos
tinicos modulos sdo os modulos triviais é chamado de grafo primo, como os grafos (b) e (c)
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A

(a) M6dulos em um grafo. (b) Um grafo primo. (c) Outro grafo primo.

Figura 2.1: Exemplos de mo6dulos.

da Figura 2.1. O leitor pode observar que grafos primos nao sao raros, dado que os grafos
C,, paran > 5 e P, para n > 4 sao exemplares.

A propriedade abaixo garante que um grafo e seu complemento tém exatamente os
mesmos modulos.

Proposicao 2.1. Se M ¢ um mddulo de um grafo G, entio M €é médulo de G.

Demonstra¢ao. Sejam G um grafo e M um moédulo de G. Se M é trivial, entao é mddulo
de G. Considere M nio trivial e suponha que nio seja um moédulo de G. Logo, existe um
vértice v € V(G) \ M e dois vértices distintos a e b contidos em M tais que {a,v} é uma
aresta de G e {b,v} nao é aresta de G. Isto implica que {a,v} ¢ E(G) e {b,v} € E(G) e,

portanto, M nao seria modulo de G. O

Como conseqiiéncia, o complemento de um grafo primo também é primo. Dois mo6dulos
de um grafo podem um conter o outro, se interceptar, ou serem disjuntos. Em cada caso,
apresentam propriedades de interesse.

Lema 2.2 ([M6h85|). Se X é um mddulo de um grafo G e Y C X, entdo Y é um mdédulo
de G[X] se e somente se Y é mddulo de G.

Demonstra¢ao. Sejam G um grafo e X e Y dois de seus moédulos tais que Y C X. Se
Y nao fosse moédulo de G[X], entdo existiriam os vértices a e bem Y e v em X \ Y, de
forma que {v, a} seria aresta de G e {v, b}, ndo. Assim, v testemunharia que Y nao seria
modulo de G. Portanto, se Y é médulo de G, também é de G[X].

Agora, suponha que Y é modulo de G[X] e ndo é modulo de G, entdo, existiriam a e
bemY evem V(G)\Y de forma que {a,v} é aresta de G e {b,v} ndo. Sev € X, Y
nao seria moédulo de G[X] e se v € V(G) \ X, X nao seria modulo de G. Conclui-se que,
neste caso, Y é moédulo de G. O

Lema 2.3 ([M6h85]). Se dois mddulos X eY de G sao tais que X NY = 0, entdo ou as
arestas {{z,y} : x € X,y € Y} pertencem a G ou G ndo contém nenhuma de tais arestas.
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(a) Modulos adjacentes. (b) Médulos nao-adjacentes.  (c) Modulos sobrepostos.

Figura 2.2: Exemplos de adjacéncia e sobreposicao de modulos.

Demonstracao. Sejam G um grafo e X, Y dois modulos de G com X NY = (). Se ambos
os modulos possuirem um vértice cada, a propriedade se verifica trivialmente. Suponha,
entdo, que existam dois vértices a e b de X e dois vértices ¢ e d de Y tais que {a,c} é
aresta de G e {b,d} ndo é aresta de G. Se a = b, Y ndo seria modulo de G e se ¢ = d,
X nao o seria. Portanto, a # b e ¢ # d. Como X é modulo, tem-se que {b,c} € E(G)
e {a,d} ¢ E(G), contradizendo o fato de Y ser um modulo. Portanto, ou existem todas
arestas entre X e Y ou nao existe nenhuma delas. O

Dados dois modulos X e Y de um grafo G tal que X NY = (), se as arestas {{z,y} :
x € X,y € Y} pertencem a GG, entdo eles sdo chamados adjacentes e, caso contrario, os
mo6dulos sdo chamados nao-adjacentes. Além disso, se dois médulos X e Y de G sdo tais
que X \Y, Y\ X e XNY sdo todos nio vazios, diz-se que os modulos se sobrepoem. Note
que se X e Y sdo dois modulos que se sobrepdem, entao | X| > 2e |Y]| > 2.

Para exemplos de médulos adjacentes, nao-adjacentes e sobrepostos, veja a Figura 2.2.
Note ainda que é possivel encontrar outros médulos nestas condicoes para os grafos dados
nesta figura, como os médulos {b, c} e {a, e}, adjacentes em (a), os modulos {a} e {e, f},
nao-adjacentes em (b) e os modulos {a,b} e {b, c}, sobrepostos em (c).

Lema 2.4 (|M6h85]). Se X e Y sdo mddulos de um grafo G que se sobrepéem, entdo
X\Y,Y\X, XNY, XUY e XAY sdo mddulos de G.

Demonstra¢ao. Sejam G um grafo e XY dois médulos de G que se sobrepoem. Prova-se
por contradi¢do que cada um dos conjuntos abaixo é um moédulo de GG. Para tal, sejam a
e b dois vértices distintos pertencentes ao conjunto considerado e seja v um vértice de G
que testemunha que o dado conjunto nao é um modulo, isto é, v nao pertence ao conjunto
e {v,a} é aresta de G enquanto {v,b} ndo é aresta de G.

e XNY: Sewv e V(G) \ X, entdo v testemunha que X ndo é modulo de G, pois
{a,b} C X. Por simetria, se v € V(G) \ Y, Y nao seria médulo de G.
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e X \VY: Sewv ¢ X, entdo X ndo seria modulo de G e, portanto, v € X NY. Seja
ce Y\ X. ComoY é&mobdulo de G, {c,a} é aresta de G. Por sua vez, como X é
modulo de G, {c, b} é aresta de G. Finalmente, sendo Y moédulo, {b,v} é aresta de

G, contradigao.
e Y\ X: Simétrico ao anterior.

e X UY: Seaeb pertencerem ambos a X (ou Y), entdo este nao seria um modulo.
Portanto, sem perda de generalidade, considere a € X \ Y e b € Y \ X. Seja
c e X NY (existe, pois X e Y se sobrepéem). Entao {v, c} deve ser uma aresta de

(G, caso contrario, X nao seria moédulo. No entanto, ¢, b e v atestam que Y nao é
modulo de G.

e XAY: Se a e b pertencerem ambos a X \ Y (ou Y \ X), entdo X (ou Y) ndo seria
um moédulo. Escolhe-se um ¢ € X NY e aplica-se argumento semelhante ao do caso
anterior. 0

Ainda na Figura 2.2¢, pode-se observar dois médulos que sobrepdem-se e verificar a
validade das propriedades anteriores.

As duas propriedades abaixo sao de facil verificacdo. A primeira atesta que ser médulo
é propriedade hereditaria nos subgrafos induzidos que o contém, e a segunda estabelece
as condigOes para o caso inverso.

Lema 2.5. Se M é um mddulo de um grafo G, entao M ¢é mddulo de todo subgrafo
induzido, G[X] tal que M C X C V(G).

Para verificar se um moédulo de um subgrafo induzido é médulo do grafo original, basta
procurar por vizinhos fracos. Dado um grafo e um subconjunto X de seus vértices, um
vértice é vizinho fraco de X se nao pertence a X e é vizinho de algum vértice de X, mas
nao de todos. Note que este conceito ja foi usado anteriormente, por exemplo na prova
do Lema 2.4.

Lema 2.6. Seja G um grafo e X C V(G). Se M é mddulo de G| X]|, entao M é médulo

de G se, e somente se, M néao possui vizinhos fracos em V(G) \ X.

Alguns modulos relacionam-se com outros moédulos de maneira diferenciada, sem que
se sobreponham a nenhum outro. Uma vez que tais mdédulos tém papel destacado na
decomposi¢ao modular, diz-se que um moédulo M de um grafo G é forte se, para todo
moédulo P de G, ou PNM =0, ou P C M ou M C P. Observa-se na Figura 2.3 dois
modulos fortes no item (a) e dois modulos sobrepostos (ndo fortes) para o mesmo grafo
em (b). Para verificar tal afirmagio, note que o grafo ndo possui outros modulos além dos
destacados na figura e dos modulos triviais. A seguir, estendem-se algumas propriedades
de moédulos para modulos fortes.
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(a) Dois modulos fortes. (b) Dois médulos néo fortes.

Figura 2.3: Exemplo de mddulos fortes e nao fortes num grafo.

Proposicao 2.7. Se M ¢é um mddulo forte de um grafo G, entdo é mddulo forte de G.

Demonstracdo. Suponha que M seja médulo forte de um grafo G e nao seja do grafo G.
Portanto, neste grafo, exite um médulo Y que se sobrepoe a X. Pela Proposicao 2.1, Y
é modulo forte de G e, como se sobrepoe a X, este nao seria médulo forte de G. O

Lema 2.8 ([M6h85]). Se M é um mddulo de um grafo G e N C M, entdo N é um mdédulo
forte de G se, e somente se, N é mddulo forte de G[M].

Demonstragao. Seja X C M, um moédulo forte de G[M]. Pelo Lema 2.2, X é mddulo de
GG. Suponha que X nao seja um modulo forte de G. Entao existe um médulo Y em G que
se sobrepde a X. Note que Y ndo estd contido em M pois X é modulo forte de G[M].
Todavia, pelo Lema 2.4, M \'Y e M NY sdo modulos de GG, propriamente contidos em
M, e pelo Lema 2.2, sdo modulos de G[M]. Se M \Y & X, M \'Y sobrepbe-se a X, caso
contrario, M NY sobrepoe-se a X. Em ambos os casos, contradiz-se que X seja modulo
forte de G[M].

Seja X um modulo forte de G propriamente contido em outro moédulo, M, de G. Pelo
Lema 2.2, X é modulo de G[M]. Caso X nao seja modulo forte de G[M], entdo existe um
modulo Y, de G[M], que se sobrepde a X. Pelo Lema 2.2, Y é modulo de G e, portanto,
X nao é modulo forte de GG, contradigao. O

2.2 Quocientes e fatores

Define-se uma parti¢cao de congruéncia P como uma particao dos vértices de um grafo G
de forma que cada parte é um moédulo de G. Desta forma, como todos as partes de P sao
modulos dois a dois disjuntos, pelo Lema 2.3, sao dois a dois adjacentes ou nao-adjacentes.
Representa-se a relagao de adjacéncia entre as partes de P por um grafo denominado grafo
quociente, definido abaixo:

Dado um grafo G e uma partigdo de congruéncia P = {M;, M, ..., My} para G, o
grafo quociente de G em relagio a P é o grafo G/P dado por V(G/P) = { My, My, . .., My}
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(a) Um grafo e uma de suas par- (b) Outra partigdo de congruén-
ticoes de congruéncia. cia do mesmo grafo.
M,
M, M,
M, M Oo——oOM,
(c) O grafo quociente da (d) O grafo quociente da
particdo em (a). particdo em (b).

Figura 2.4: Um grafo e duas de suas parti¢oes de congruéncia.

e BE(G/P) = {{M;, M} : M;,M; € P, M, e M; adjacentes em G'}. Nao sera feita distingao
na notagio entre um vértice de G/P e a correspondente parte de P, de forma que um
vértice de G /P serd tomado como mddulo de G e vice-versa, quando cabivel. Na Figura 2.4
estao representadas duas parti¢oes de congruéncia do mesmo grafo, com seus respectivos
grafos quociente.

Denominam-se fatores, os subgrafos induzidos por cada membro de P em G. A seguir,
mostra-se que os modulos de G que nao se sobrepoem a nenhuma parte de P estao
relacionados aos mdédulos do quociente e dos fatores de P.

Lema 2.9 ([Mo6h85]). Sejam G um grafo e P uma parti¢io de congruéncia de G. Entao,
M C P é um modulo de G/P se, e somente se, | o X € modulo de G.

Demonstra¢ao. Sejam G um grafo, P uma particao de congruéncia de G e M C P um
modulo de G/P. Se U = [y, X ndo for modulo de G, entdo existem a e b em U e
v ¢ U tais que {a,v} é aresta de G e {b,v} ndo é aresta de G. Se a e b pertencerem a
algum Y € M, entdao Y nao seria médulo e P nao seria partigao de congruéncia. Portanto
ac€ A, AeMebeB, BeMeveV,VeP\McomA+#DB. Sendo A, BeV
disjuntos, pelo Lema 2.3, em G/P, {A,V} é aresta e {B,V} nado é aresta, de forma que
M néo é modulo.

Seja U = |Jyxecp X um modulo de G e suponha que M nao seja um moédulo de G/P.
Entao, existem A e Bem M eV em P\ M, tais que, em G/P, {A,V} é arestae {B,V'}
nao é aresta. Pela definicdo de grafo quociente e pelo Lema 2.3, existem a € A, b € B e
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v € V tais que, em G, {a,v} é aresta e {b,v} ndo é aresta. Como V é disjunto de U, este
nao é modulo de G. O

Agora, é possivel mostrar uma propriedade importante das parti¢oes de congruéncia
formadas por modulos fortes de G:

Corolario 2.10. Se G € um grafo e P € uma particio de congruéncia de G formada por
mddulos fortes, entio todos os médulos de G siao dados pelos mddulos de G/P e pelos
modulos dos fatores de G em relagao a P.

Demonstracao. Como as partes de P sao moddulos fortes, cada moédulo de G ou esta
contido em uma parte de P ou é formado pela uniao de partes de P. Entao, pelos

lemas 2.2 e 2.9, um modulo de G ou é moddulo de algum fator de P ou é dado por um
modulo de G/P. 0O

O Corolério 2.10 torna interessante o estudo das partigdes de congruéncia cujas partes
sejam modulos fortes do grafo, das quais pode-se observar dois exemplos na Figura 2.4,
itens (a) e (b). Abaixo, mostra-se que as informagoes sobre os modulos fortes sdo preser-
vadas pelas partigcoes de congruéncia.

Lema 2.11. Dado um grafo G e uma parti¢ao de congruéncia P de G, entao M ¢ P é
um mddulo forte de G se, e somente se, ou M ¢é mddulo forte de G|K] para um K € P
tal que M C K, ou existe U C P tal que M =y, X e U € mddulo forte de G/P.

Demonstracdo. Quando M estd contido em uma parte K de P o Lema 2.8 é suficiente.
Entao, seja M um modulo forte de GG, unido dos elementos de um subconjunto U das
partes de P. Pelo Lema 2.9, & é um modulo forte de G/P.

Seja U moddulo forte de G/P e suponha que exista um moédulo Y de G que se sobre-
ponha a M. Considere um vértice a € M \'Y e o conjunto Y = {Q : Q € P,QNY #
P}\{Z},noquala € Ze Z € P. Pelo Lema 2.4, Jx.,, X é modulo de G e pelo Lema 2.9,
Y é modulo de G/P, mas ele se sobrepde a M. O

2.3 Representacoes

O nimero de mdédulos de um grafo pode ser exponencial no seu tamanho, por exemplo,
qualquer subconjunto nao vazio dos vértices de um K, ou .S,, ¢ um moédulo do grafo — e
existem 2" — 1. Assim sendo, torna-se interessante encontrar um meio de representa-los
que ocupe espaco polinomial e permita a solucao eficiente de problemas como determinar
se um dado conjunto de vértices € um modulo, contar os médulos do grafo ou mesmo
lista-los em tempo compativel com sua quantidade.
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{a,b,c,d,ef}

{a,f} {b,c,d,e}

{a} {f} {d}{e}

{b} {c}

(a) O grafo usado nas figuras 2.4(a) e (b). (b) A decomposi¢ao modular do grafo (a). Os
n6s foram marcados com os moédulos fortes
associados.

Figura 2.5: Exemplo de uma arvore de decomposigao modular.

2.3.1 Decomposi¢cao modular

Pode-se decompor os modulos de um grafo G usando parti¢oes de congruéncia e entao
decompor novamente cada grafo fator, em sucessao, até que todos os grafos fatores sejam
grafos triviais. Esta decomposi¢ao pode ser representada como uma &rvore, cujos nos
correspondem a modulos de V(G). A raiz da arvore coresponde ao modulo trivial V(G) e
os filhos de cada né correspondem as partes de uma particao de congruéncia do subgrafo
induzido pelos médulo associado aquele no6.

Como visto, se forem usadas para tal decomposicao particoes de congruéncia cujas
partes sejam modulos fortes, com auxilio dos grafos quociente de cada particao, pode-se
obter todos os médulos do grafo. Contudo, é interessante restringir ainda mais o tipo de
parti¢do utilizada, pois parti¢oes em modulos fortes nao sdo unicas (na Figura 2.4 as duas
partigdes exibidas para o grafo contém apenas modulos fortes) e podem ser degeneradas,
como parti¢oes nas quais cada parte é formada por um vértice do grafo. Além disso, seria
necessério identificar médulos nos grafos quocientes para determinar os médulos do grafo.

A decomposi¢ao modular de um grafo é definida como a decomposi¢ao recursiva do
conjunto de vértices do grafo em moédulos fortes maximais proprios. Um moédulo é um
modulo forte mazximal proprio se € um moédulo maximal entre os médulos fortes do grafo,
excluindo o proprio conjunto de vértices do grafo. A arvore que representa esta decom-
posigao é chamada de drvore de decomposi¢cao modular e estd exemplificada na Figura 2.5.

Serd visto que, usando tais particoes de congruéncia para a decomposi¢ao, os grafos
quocientes associados a cada n6 da arvore de decomposigao sao restritos de forma que é
possivel identificar seus mo6dulos de maneira trivial. Além disso, tais parti¢oes possuem
outras propriedades interessantes, que sao descritas a seguir.

Proposicao 2.12. A particao dos vértices de um grafo em mddulos fortes maximais
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Proprios € unica.

Demonstra¢ao. Suponha que existam duas parti¢cdes, P; e Po, distintas, dos vértices de
um grafo G em modulos fortes maximais proprios. Entdo, existe X € P; tal que X ¢ Ps.
Além disso, X nao se sobrepoe a nenhum modulo pertencente a P,, pois estes sao fortes.
Portanto, ou X contém uma parte Y de P, ou estd contido em uma parte Y de P, ou
XNY = () paratodo Y € P,. Entdo, X ou Y nédo sdo maximais ou P, nio é uma parti¢ao
dos vértices de G. O

Como conseqiiéncia imediata da Proposi¢ao 2.12:
Corolario 2.13. Dado um grafo G, a sua drvore de decomposi¢cao modular é inica.

Lema 2.14. Os tinicos grafos que nao possuem mddulos fortes nao triviais sio os grafos
primos, os grafos completos e os grafos sem arestas.

Demonstracao. Sera provado por indug¢ao no numero de vértices que, se G é um grafo,
nao é primo, nao é completo e possui alguma aresta, entao ele contém um moédulo forte
nao trivial. Sejam G um grafo que satisfaz as hipoteses e X um moédulo nao trivial de
tamanho minimo de G. Note que tal modulo existe, pois o grafo nao é primo. Deste
modulo, obtem-se um moédulo forte nao trivial para o grafo.

e Se |X| > 3, entdo X & um modulo forte nao trivial, pois, se algum modulo Y de
G sobrepusesse X, pelo Lema 2.4, X NY e X \ Y seriam mo6dulos, um dos quais
conteria ao menos dois vértices e X nao seria minimo.

e Se | X| = 2, considere o grafo G’ obtido de GG pela contragdo de X = {a,b} a um
novo vértice x. Note que {X} U (V(G) \ X) é uma partigdo de congruéncia de G e
G' é isomorfo ao grafo quociente desta parti¢do.

— Se G’ ndo possuir arestas, entao {a, b} é uma aresta de G (caso contrario G nao
possuiria arestas) e € um modulo forte nao trivial de G. Qualquer médulo que
se sobrepusesse a {a, b}, conteria a e ndo conteria b, sem perda de generalidade.
Mas isso nao acontece, pois b s6 é vizinho de a.

— Se G’ for completo, pelo caso anterior X é um moédulo forte nio trivial de G
e, pela Proposicao 2.7, de G.

— Se G’ for primo, entdo X é um moédulo forte nao trivial de G. Caso contrario,
haveria um modulo, Y, de G que se sobrepde a X e, pelo Lema 2.4, X UY e
Y \ X s@o modulos de G. Logo, se | X UY| < [V(G)| ou |Y \ X| > 2, pelo
Lema 2.9, G’ ndo seria primo. Caso contrario, |V (G)| = 3 e atendem-se as
condigoes de algum dos casos anteriores.
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— Nos demais casos, por hipotese de indugao, seja X’ um moédulo forte néo trivial
de G'. Pelo Lema 2.11, ou X’ é médulo forte nao trivial de G, se ¢ X', ou
XU X'\ {z}) oe. O

Corolario 2.15. Dado um grafo G e sua inica parti¢cao de congruéncia P cujas partes sao
mddulos fortes maximais proprios, entio G /P € primo, completo ou nao contém arestas.

Demonstragao. O grafo quociente G/P ndo contém modulos fortes ndo triviais, sendo
pelo Lema 2.11, os membros de P ndo seriam maximais. Entdo, pelo Lema 2.14, G/P é
primo, completo ou nao contém arestas. U

Proposicao 2.16. Os nds da drvore de decomposi¢cao modular de um grafo correspondem
exatamente a todos os seus modulos fortes.

Demonstracao. Por inducao no nimero de vértices do grafo. O caso base é o grafo trivial.

Dado um grafo GG, considere os filhos da raiz da arvore de decomposi¢ao modular, T,
de GG, que formam a particao de congruéncia de G em modulos fortes maximais proprios.
Por inducao, todo médulo forte de um dos fatores desta particao estd representado em
sua respectiva arvore de decomposicao modular, que é o ramo de 7" a partir do n6 corre-
spondente ao filho. Pelo Corolario 2.15 e pelo Lema 2.11, G nao contém outros médulos
fortes. O

Como conseqiiéncia da Proposicao 2.16, outra maneira de construir a arvore é encon-
trar todos os modulos fortes de um grafo, criar um né para cada um deles e entao definir
como pai de um né o menor moédulo forte que o contém.

Rotula-se cada n6 interno da arvore de decomposi¢cao modular, segundo sua classifi-
cagao pelo critério abaixo. Se o grafo quociente da particao de congruéncia usada na sua
decomposi¢ao for completo, o n6 é chamado de serial e é rotulado com §; se nao con-
tiver arestas, o n6 é chamado de paralelo e é rotulado com P; e se for primo, é chamado
de vizinhang¢a e é rotulado com N. Os nés rotulados como paralelos ou seriais também
sao conhecidos como degenerados enquanto os rotulados como vizinhanga sao conhecidos
também por primos. A Figura 2.6 exibe a arvore de decomposi¢ao modular previamente
apresentada na Figura 2.5, adicionando os rotulos dos nés internos.

Note ainda a relacao que existe entre o subgrafo H induzido pelo médulo representado
num noé da arvore de decomposicao modular e o tipo do né. Se o tipo do né for serial,
entao o grafo quociente correspondente é completo com dois ou mais vértices e, portanto,
seu complemento é desconexo, por conseguinte H é desconexo; se for paralelo, entdo o
grafo quociente correspondente nao possui arestas mas possui dois ou mais vértices, sendo,
portanto, desconexo e, conseqiientemente, H também é desconexo; e se for vizinhanca,
H e H sao conexos uma vez que o grafo quociente correspondente ao né é conexo e seu
complemento também o é.
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Figura 2.6: A arvore de decomposicio modular do grafo da Figura 2.5a, com os noés
internos rotulados.

Lema 2.17. Se G é um grafo e T é a sua drvore de decomposi¢io modular, entao um
subconjunto M C V(G) é um mddulo de G se, e somente se, uma das afirmativas vale:

1. M é um né de T}
2. M € a unidao de filhos de um no de T' de rétulo serial ou paralelo.

Demonstracao. Seja G um grafo e T' sua arvore de decomposi¢ao modular, chame de P
a particdo de congruéncia de G usada na raiz de T

Prova-se que um moédulo M de G atende as condigoes propostas, por induc¢ao no
nimero de vértices de G. Se M = V(G) ou se M for uma parte de P, entdo é um no de
T. Caso contrario, pelo Corolério 2.10:

o M = Uyey X para algum U, moédulo de G/P. Nota-se que 1 < [U| < |P]| e, pelo
Corolario 2.15, G/P é completo ou sem arestas e, assim o noé raiz de 7" é rotulado
como serial ou paralelo; ou

e M émodulo de G[X] para alguma parte X de P. Por hipotese de indugdo, M atende
as condicOes propostas para a arvore de decomposi¢do modular, Ty, de G[X], mas
Tx é um ramo de T'.

Agora, mostra-se que se M atende as condic¢oes propostas, entao é médulo de G. Um
n6 de 7' é um modulo de G segundo a Proposicao 2.16. Prova-se por indug¢ao no nimero
de vértices do grafo que, se M for uma uniao de filhos de um né de 7" rotulado como serial
ou paralelo, entao é um moédulo de G:

o Se M =Jygy X para algum U, moédulo de G/P e a raiz de T tem rétulo serial ou
paralelo, entdao GG/P é completo ou sem arestas e, portanto, i é modulo de G/P.
Entao pelo Lema 2.9, M é mo6dulo de G.
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v,
V1 V5 v4
\ \%
V4 1 5 V1,5
(a) Um grafo isomorfo ao da (b) O grafo Ds. (c) O grafo Ps.

Figura 2.4a.

Figura 2.7: A construcdo de um CPO modular de um grafo.

e (Caso contrario, M é a uniao dos filhos de algum né de T que nao a raiz e, portanto
estd contido em alguma parte X de P. Por hipoétese de inducao M é modulo de
G[X] e, pelo Lema 2.2, € modulo de G. a

2.3.2 Conjuntos parcialmente ordenados modulares

Em [KS03|, Klein e Szwarcfiter propuseram uma representagao para os modulos de um
grafo que consiste em um conjunto de CPOs e que foi usada para resolver problemas
relacionados aos moédulos de um grafo. Especificamente, os problemas tratados foram:
listar os modulos de um grafo, contar o nimero de médulos do grafo (sem enumeré-los),
encontrar um moédulo maximal de um grafo que satisfaz certas propriedades hereditarias
e encontrar um modulo nao trivial de um grafo cujo subgrafo induzido é conexo.

Dado um grafo (G, a representagao proposta para seus médulos consiste em um con-
junto de CPOs, um para cada vértice de (G. Para construir estes CPOs, primeiramente
denote por v;, 1 < ¢ < |V(G)|, cada um dos vértices de G e entdo considere o grafo
orientado D;, cujos vértices sdo dados por V(G) \ {v;} e cujo conjunto de arestas contém
(vj, Vi) se, e somente se:

o {v;, v} € E(G) e v; ¢ Ng(v;); ou
° {’Uj,’Uk} §é E(G) ev; € Ng(vi).

Ao contrair as componentes fortemente conexas de [D; a um tnico vértice e, em seguida,
adicionar os arcos para formar o fecho transitivo do grafo (veja Secao A.2), obtem-se o
grafo P;. Este grafo representa um CPO e é denominado CPO modular de G em relagao
a v; (a Figura 2.7 exemplifica a construgao dos grafos D; e P;). O conjunto dos grafos P,
para todo vértice v; do grafo GG forma sua representagao.

Para expor as propriedades dos CPOs modulares, serao necessarias algumas definigoes.
Considere um CPO definido sobre um conjunto S e dado pelo grafo orientado P. O ideal
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deste CPO é um subconjunto I C S tal que para toda aresta (z,y) € E(P), se y € I,
entdo z € I. A decomposi¢ao em camadas do mesmo CPO é uma seqiiéncia (Lq, ..., L)
na qual todo L; € S e J,;;, Li = 5. Cada L; contém os fontes do grafo P[S\ U, L;].
Quando um CPO admite uma decomposi¢ao em camadas de forma que (z,y) € E(P)
sempre que x € L; e y € L;,1, diz-se que ele € um CPO em camadas.

O teorema abaixo estabalece a relacao entre os CPOs modulares e os médulos de um
grafo.

Teorema 2.18. Dados um grafo G, um de seus vértices v; e o CPO modular P; de G
relativo a v;, entdo existe uma bijecao entre os ideais de P; e os modulos de G que contém
V;.

Pode-se observar, na Figura 2.7, que os ideais do CPO modular Ps (0, {va}, {v2, v4},
{va,v4,v15}) estdo em correspondéncia biunivoca com os médulos do grafo que contém
v ({vs}, {vs, v2}, {3, v2,va} e {v3,v2, 04,01, 05}).

Além disso, os CPOs modulares apresentam importantes propriedades relacionadas a
sua decomposi¢ao em camadas.

Teorema 2.19. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
e P, é um CPO modular de algum grafo G, relativo a um de seus vértices;
o P, é um CPO em camadas;
e P, é o fecho transitivo de um torneio bipartido aciclico.

O uso da representacao e destas propriedades permitiu aos autores a solucao dos
problemas j& mencionados no inicio desta se¢ao. Uma desvantagem da representacao é o
seu espago, O(V(G)3), em relagio a arvore de decomposigao modular, que ocupa apenas

OV (G)).



Capitulo 3

Algoritmos para Decomposicao
Modular

Neste capitulo sao tratadas duas formas eficientes para construcao da arvore de decom-
posicao modular de um grafo, uma linear e outra mais complexa por um fator logaritmico.
Muitos algoritmos que executam esta tarefa foram apresentados na literatura, dentre os
quais, os algoritmos eficientes sao de notéavel dificuldade para compreensao e implemen-
tacao. Os algoritmos escolhidos se destacam por serem mais recentes e mais simples que
seus predecessores de mesma complexidade.

A Secao 3.1 trata da estratégia para decomposicao apresentada por Ehrenfeucht e
outros, posteriormente usada pelo algoritmo de Dahlhaus, Gustedt e McConnell, abordado
na Segao 3.2. Termina o capitulo, a Seg¢ao 3.3, com dois algoritmos propostos por Habib
e outros, que utilizam uma técnica completamente diferente.

3.1 Particao de congruéncia que isola um vértice

Dado um grafo G e um de seus vértices, v, define-se M(G,v) como o conjunto formado
por {v} e os modulos maximais entre os moédulos de G que nio contém v, ou seja, {v}
e todo modulo X tal que v ¢ X e qualquer Y D X, Y modulo de G, entao v € Y. A
Figura 3.1a contém um exemplo destes conjuntos.

Lema 3.1. Dado um grafo G e um de seus vértices, v, M(G,v) é uma parti¢io de
congruéncia de V(G).

Demonstragao. Se algum u € V(G) ndo pertencesse a nenhum membro de M(G,v), o
modulo maximal que contém u e ndo contém v néo foi adicionado a M(G,v); por outro
lado, se dois membros distintos, X e Y, de M(G,v) nao forem disjuntos entdo, pelo
Lema 2.4, X UY seria um médulo de G que nao contém v, e contradiria a maximalidade

16
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(a) As partes de M(G, c). Qualquer mo6dulo (b) Os médulos maximais fortes proprios de
de G nao contido em uma destas partes, con- G. Esta é a particao da raiz da decomposigao
tém c. modular do grafo.

Figura 3.1: Um grafo G com os modulos de M(G,c) e seus modulos fortes maximais
proprios destacados.

de X e Y. Além disso, como todos os componentes de M(G,v) sdo modulos de G,
M(G,v) é uma parti¢ao de congruéncia. U

Além desta propriedade, Ehrenfeucht e outros, notaram que esta particao é ttil para
construgao da decomposi¢ao modular:

Lema 3.2 ([EGMS94|). Todos os mddulos nao unitdrios de G/M(G,v) contém {v} e sio
fortes.

Demonstragao. Se houvesse um modulo ndo unitario X de G/ M(G,v) que nado contivesse
{v}, entdo, pelo Lema 2.9, |J,;c4 M seria um moédulo de G que nao contém v e, com
isso, contradiria a maximalidade dos mo6dulos contidos em M(G,v). Agora, suponha
que existam dois médulos néo triviais X e ) de G/M(G,v), que se sobreponham. Pelo
Lema 2.4, XA seria mo6dulo nao trivial de G/ M(G,v) e, como {v} € XNY, entdao XYAY
ndo conteria {v} e contradiria a maximalidade dos médulos contidos em M(G,v). O

Lema 3.3 ([EGMS94|). Um subconjunto X de M(G,v) que contém {v} é um mdédulo
forte de G/M(G,v) se, e somente se, |Jy,cx M for um médulo forte de G (que contém
v). Todos demais mddulos fortes de G — aqueles que nao contem v — sdo subconjuntos de
alguma parte de M(G,v).

Demonstracao. Seja M um mobdulo forte de G que contém v. Assim, os demais mddulos
de G ou estao contidos em M, ou o contém, ou sao disjuntos de M. Como os mddulos
de G que contém M nao pertencem a M(G,v), M(G,v) é formado por modulos de G
disjuntos de M e por médulos de G contidos em M e, entdo, existe um X' C M(G,v) tal
que (Jy ey V = M e, pelo Lema 2.9, X é modulo de G/ M(G,v) e, portanto, forte.

Seja, agora, X um moédulo (forte) de G/M(G,v) e suponha que |J,,c V = M nao
seja um mobdulo forte de G. Entao, existe um modulo Y de GG que se sobrepoe a M. Se
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v ¢ Y, escolha um vértice u € Y N M e seja U € M(G,v) tal que u € U, entdo, como
UcCM,oulUCY,ouUeY sobrepoem-se e, pelo Lema 2.4, Y UU é mddulo de G e
nao contém v, e, portanto, U ndo é maximal. Se v € Y, escolha u € M \ Y e selecione
U da mesma forma. Pelo Lema 2.4, MAY é modulo de G, e entdo, ou U C (MAY'), ou
U sobrepoe-se a (MAY) e UU(MAY) é um moédulo de G que nio contém v, mostrando
que U nao é maximal.

Todo moédulo M de G que nao contém v é um subconjunto de alguma parte de
M(G,v). Caso ndo fosse, considere uma parte X € M(G,v) tal que M N X # 0.
Entao X nao é maximal porque ou M D X, ou, pelo Lema 2.4, M UX é um médulo. O

Aplicando a Proposicao 2.16 sobre os lemas 3.2 e 3.3, verifica-se que os ancestrais de
v na arvore de decomposi¢ao modular de G sao exatamente os nos internos da arvore de
decomposi¢ao modular de G/ M(G,v). Além disso, os demais nos da arvore de decom-
posicao modular de G sao v e os mddulos fortes de G' que nao contém v, os quais, pelos
lemas 3.3 e 2.8 s@o os no6s das arvores de decomposicdo modular dos grafos G[X] para
todo X em M(G,v) distinto de {v}.

E, com isto, tem-se uma estratégia geral para computar a decomposicao modular de
um grafo, esbocada no Algoritmo 1, abaixo, juntamente com um exemplo de seu uso na
Figura 3.2. A condigao interna valida que X é um moédulo forte de G, removendo-o caso
nao seja.

Algoritmo 1 Estratégia para decomposi¢cao modular por Ehrenfeucht e outros.

Entrada: T e Ty, arvores de decomposi¢ao modular de G/M(G,v) e de todo G[X] :
X € M(G,v).
Saida: T é a arvore de decomposi¢cao modular de G.
Para toda folha X de T faca
Seja T'x a arvore de decomposi¢do modular de G[X].
Seja Rx a raiz de T.
Seja R o paide X em 7.
Se R e Rx ambos estao rotulados como serial ou paralelo entao
Remova X de R e adicione os filhos de Rx com filhos de R.
Senao
Remova X de R e adicione Ry como filho de R.
Fim Se
Fim Para
Retorne T'.

Em seu trabalho, Ehrenfeucht e outros [EGMS94| apresentam um algoritmo recursivo,
cujo tempo total de execugao ¢ O(n?), semelhante ao dado no Algoritmo 2. O tempo de
execugao é devido, principalmente, a técnica usada para computar da arvore de decom-
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(a) O quociente G/ M(G,c) (b) A decomposi¢do modu- (c) As decomposi¢oes modulares
do grafo da Figura 3.1. lar de (a). dos fatores de M (G, ¢).

b ¢ d e
(d) A decomposi¢cdo modular de G, (e) Arvore obtida caso o Algoritmo 1
obtida pelo Algoritmo 1. nao combinasse pais e filhos P e S.

Figura 3.2: Um exemplo de decomposi¢cao modular segundo a técnica de Ehrenfeucht e
outros.
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posi¢do modular de G/ M (G, v), que, por este motivo, ndo serd descrita. Ao invés, seré
exposto, na proxima se¢do, uma maneira de usar a técnica apresentada que resulta em
um algoritmo linear.

Algoritmo 2 Decomposicao modular por Ehrenfeucht e outros.

Entrada: G é um grafo simples.
Saida: T é arvore de decomposi¢cao modular de G.
Se GG contém apenas um vértice entao
Faca T = G.
Senao
Escolha um vértice v, qualquer, de G.
Compute a parti¢io P = M(G,v).
Compute a arvore de decomposi¢do modular Ty, de G/P.
Para toda folha X de T, faga
Compute recursivamente a decomposi¢ao modular de G[X] em Ty.
Fim Para
Use o Algoritmo 1 com Ty, e todos os Tx : X € M(G,v) para obter a arvore 7.
Fim Se

3.2 Recursao sobre adjacentes e nao adjacentes

Usando estratégia semelhante, Dahlhaus e outros [DGMO1]| apresentaram um algoritmo
linear para decomposi¢cao modular. Seu diferencial é a forma usada para computar
G/M(G,v), sua decomposi¢cdo modular e as arvores de decomposi¢ao modular de seus
membros, que sao detalhadas abaixo.

O Algoritmo 3 esboga os passos basicos para obter as arvores de decomposi¢cao modular
de G/M(G,v) e dos grafos fatores da particdo M(G,v). Um exemplo da aplicagio de
uma iteragio é dado na Figura 3.3, na qual as decomposi¢oes em (b) e (d) sdo obtidas
recursivamente.

O primeiro passo para detalhar o algoritmo é a descricao do calculo das restrigoes
das arvores de decomposi¢cao modular no passo 2, tarefa desempenhada pelo Algoritmo 4.
Este algoritmo calcula apenas a retricdo da arvore de decomposi¢cio modular de G' em
relagao aos vizinhos de v. O algoritmo para obter a restricao em relagdo aos nao vizinhos
é essencialmente o mesmo, apenas substituindo Ng(v) por Ng(v).

A aplicagao do Algoritmo 4 sobre as arvores (b) e (d) da Figura 3.3 produz exatamente
as arvores de decomposi¢ao modular dos fatores de G em relagdo a M(G,¢), vistos na
Figura 3.2c. Note que, embora os vértices d e e tenham sido separados no primeiro passo
do algoritmo, quando aplicado sobre a drvore da Figura 3.3d, eles sao unidos novamente no
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Algoritmo 3 Decomposi¢cao modular por Dahlhaus e outros.

Entrada: G é um grafo.
Saida: Para algum vértice v de G, M é M(G,v), T é arvore de decomposi¢do modular
de G/M(G,v) e Tx é a arvore de decomposi¢do modular de G[X]| para todo X € M.
1: Encontre as arvores de decomposi¢io modular Ty e T, de G[Ng(v)] e de G[Ng(v)],
recursivamente.
2: Calcule as restrigdes da arvore de decomposigdo modular de G em relagdo a Ng(v) e
a Ng(v) usando Ty e Ty.
{Tais restrigoes fornecem Tx para todo X € M(G,v)}
3: Compute M, agrupando os vértices de cada arvore obtida no passo anterior.
4: Compute T, a arvore de decomposi¢do modular de G/ M(G,v).

Algoritmo 4 Calculo das restricoes da decomposi¢ao modular.

Entrada: G é um grafo e Ty é a arvore de decomposigao modular de G[Ng(v)].

Saida: 77} é a restrigdo da arvore de decomposigao modular de G a Ng(v).
Remova de Ty todos os nés que nao sao moédulos de GG. Os filhos dos nés removidos se
tornam novas arvores. Chame essa floresta de T .
Agrupe novamente dois ou mais filhos de um mesmo no6 serial ou paralelo, removido de
Ty, desde que seus vértices possuam os mesmos vizinhos em V(G) \ Ng(v).

S, 9
o
P d

b i
b o
e

a f a f h g hi
(a) O grafo G[Ng(c)]. (b) A decomposigao  (c) O grafo G[Ng(c)]. (d) A decomposicio
modular de (a). modular de (c).

Figura 3.3: Uma iteragdo do Algoritmo 3 sobre o grafo GG da Figura 3.1.
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segundo passo, pois d e e tém o mesmo conjunto de vizinhos em V(G)\ Ng(c), que é {a, f}.
Em seguida, mostra-se que este passo realmente obtém as decomposi¢oes modulares dos
grafos induzidos pelas partes de M(G,v).

Lema 3.4. As decomposi¢oes modulares de G[X| para X € M(G,v) sdo dadas pelas

restri¢oes das decomposi¢ées modulares de G a G[Ng(v)] e a G[Ng(v)].

Demonstragao. Seja X € M(G,v), X # {v}. Como X é um moédulo de G disjunto de
{v}, esta totalmente contido em Ng(v) ou em Ng(v) — chame de N o conjunto dentre
estes que contém X. Pelo Lema 2.5, X é modulo de G[N] e pelo Lema 2.17, ou é um né
da arvore de decomposicao modular, 7', desse grafo ou é a uniao de alguns filhos de um
no serial ou paralelo de 7. Como X é modulo de G, o processo de restri¢ao de 7" a G[X],
que produz 7", ndo remove de 7" nenhum dos submoédulos de X. Se X era um né de T,
continua sendo em 7”; se era a unido de dois ou mais filhos de um no6 serial ou paralelo
de T, tais filhos foram mantidos em 7" e, caso seu pai tenha sido excluido, um novo foi
adicionado contendo todos os filhos que formam X. Para finalizar, X nao possui um pai
em 7", pois neste caso tal pai seria um moédulo de G (ja que nédo foi removido durante a
restrigdo) que ndo contém v e, portanto, X nao seria maximal. ]

O altimo passo é a construgao da arvore de decomposi¢do modular de G/ M(G,v) no
passo 4 do Algoritmo 3. Este passo se resume a encontrar todos os modulos fortes de G
que contém v e determinar sua relagao de inclusao.

Primeiramente, o conjunto de vértices V(G) \ {v} é particionado em classes de equiv-
aléncia determinadas pela relacao definida de forma que dois vértices = e y se relacionam
se satisfizerem uma das seguintes condigoes:

e Se x e y pertencem a Ng(v):

— x e y pertencem a mesma componente conexa de G[Ng(v)]; ou
— x e y pertencem a componentes conexas distintas de G[Ng(v)], ambas contidas
em um modulo de G totalmente contido em Ng(v).

e Se x e y pertencem a Ng(v):

— x e y pertencem a mesma componente conexa de G[Ng(v)]; ou

— x e y pertencem a componentes conexas distintas de G[Ng(v)], ambas contidas
em um moédulo de G totalmente contido em Ng(v).

A transitividade da relacao vem do fato de que a uniao de dois moédulos que se so-
brepoem em G também é modulo de G. As classes definidas por esta relacao sao chamadas
de blocos bdsicos. Denota-se por B e B os conjuntos daqueles blocos basicos contidos em
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(a) Blocos basicos de G[N¢(c ) Blocos basicos de G| NG
) O grafo F. ) 0] grafo .7:'

Figura 3.4: Exemplo de constru¢do da decomposi¢ao de G/ M (G, ¢) pelo Algoritmo 5.

Ng(v) e em Ng(v), respectivamente. Os blocos basicos sao médulos de G[Ng(v)] ou de
G[Ng(v)]. Note que, na Figura 3.4b, os vértices d e e foram unidos no mesmo bloco bésico
pois formam um modulo em G.

Constroi-se, agora, um grafo orientado bipartido F, de biparti¢ao {8, B}. As arestas
do grafo sdo definidas de forma que (X,Y) € E(F) se e somente se X € B, Y € B e
existem ¥ € X e y € Y tais que {z,y} € E(G), ou X € B, Y € B e existem 7 € X e
y €Y tais que {z,y} ¢ E(G).

O objetivo do grafo F é mostrar as relagoes de inclusao forcadas por médulos contendo
v, ou seja, se (X,Y) € E(F), entdao qualquer modulo de G que contenha {v} U X, contera
Y. Assim sendo, uma componente fortemente conexa neste grafo significa que qualquer
mo6dulo de G que contenha v e um dos blocos basicos da componente obrigatoriamente
contém toda ela.

Toma-se, entdao, o grafo F’ obtido de F substituindo suas componentes fortemente
conexas por novos vértices que contém a uniao dos blocos bésicos de cada componente.
O grafo F’ é aciclico e admite uma ordenagdo topologica tnica (veja Segdo A.3). Um
sufixro de uma ordem O sobre um conjunto S é um conjunto U C S tal que, se a € U,
entdo b € U para todo b € S tal que b > a em O. Os sufixos da ordenagao topologica
dada pelo grafo F' da Figura 3.4d sdo 0, {B},{C, B} e {AD,C, B} (AD representa um
tinico elemento). A unido de {v} com os vértices contidos nos elementos dos sufixos da
ordenacdo topologica, fornece os modulos fortes de G que contém v. Para o grafo F' da
mesma figura, tais modulos sdo {c}, {c, b}, {¢,b,d,e} e {c,b,d,e,a, f,g,h,i,j}.

O Algoritmo 5 resume os passos descritos. Um exemplo do procedimento é dado na
Figura 3.4.
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Algoritmo 5 Calculo de G/M(G,v) por Dahlhaus e outros

Entrada: G é um grafo simples, v é um de seus vértices e M é M(G,v).
Saida: T é arvore de decomposi¢do modular de G/ M(G,v).
Encontre os blocos basicos de G em relagao a v.
Compute o grafo orientado de implicagao F a partir dos blocos bésicos.
Compute o grafo fortemente conexo F' de F.
Obtenha a ordenacdo topologica O de F.
Seja T tal que V(T') = {v} e E(T) = 0.
Para todo vértice x de F’, visitado na ordem inversa de O faca
Adicione uma nova raiz u a arvore a 7.
Ligue a nova raiz a antiga.
Adicione como filho de u um vértice para cada elemento de M \ {v} contido em z.
Rotule o vértice u segundo o grafo quociente da particao que o n6 representa.
Fim Para

Primeiramente, serao mostradas a relacao entre os médulos de G' que contém v e as
estruturas dos grafos F e F'.

Lema 3.5. Um conjunto X formado por v e a uniao de blocos bdsicos é um mdodulo de G
se, e somente se, nao existe uma aresta (A, B) no grafo F tal que AC X e B¢Z X.

Demonstra¢ao. Suponha que X ndo é um modulo de G, entdo existe um vértice r ¢ X
que distingiie dois vértices contidos em X. Se r € Ng(v), entdo r deve ser ndo adjacente
a algum vértice s € X (note que s # v). Se s € Ng(v), r e s estariam no mesmo bloco
basico (justamente porque 7 e s sdo nio vizinhos), contradigao. Assim, s € Ng(v) e existe
uma aresta (A, B) no grafo F do bloco basico A que contém r ao bloco basico B que
contém s. Com raciocinio analogo (trocando-se adjacéncia por nio adjacéncia) trata-se
do caso em que r € N—G(U) Portanto, pela contrapositiva, se ndo existe aresta no grafo F
de um bloco béasico contido em X a outro, nao contido em X, entdo X é moédulo de G.
Para completar a prova, suponha que existe uma aresta no grafo F de um bloco béasico
A contido em X a outro, B, ndo contido em X. Suponha que A € B e, portanto, B € B.
A aresta no grafo F implica que existe uma aresta {a,b} em G, tal que a € Aeb € B e,
assim, b distingiie a de v, fazendo com que X néo seja moédulo. O caso em que A € B é
simétrico, invertendo o papel das adjacéncias e nao-adjacéncias. O

Note que o Lema 3.5 nao implica que todo médulo de G que contém v pode ser formado
pela uniao de v com vértices de blocos basicos, o que, de fato, é falso. Em contrapartida,
a afirmacao vale para médulos fortes de G' que contém v, como demonstrado no Lema 3.6.

Lema 3.6. Um conjunto X de V(G) que contém v é um mddulo forte de G se, e somente
se, X\ {v} € a unido de blocos bdsicos e nao existe uma aresta (A, B) no grafo F tal que

ACXeB¢ZX.
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Demonstragao. Seja X um modulo forte de G que contém v. Suponha que X \ {v} ndo
seja a unido de blocos basicos. Entao, existe um bloco bésico Y tal que Y N X # () e
Y ¢ X (inclui-se aqui o caso em que X C Y).

Considere o caso em que Y € B e, portanto, é composto por vértices de componentes
conexas de G[Ng(v)]. Se Y N X sobrepde-se aos vértices de alguma de tais componentes
conexas, entao existem dois vértices a e b, adjacentes em GG, taisque a € XNY eb € Y\ X.
Desta forma, b testemunha que X ndo é modulo de G (pois b é vizinho de a e ndo é de v).
No outro caso, Y N X e Y\ X sdo formados ambos por vértices de componentes conexas
de G[Ng(v)]. Como seus vértices foram agrupados em um tnico bloco bésico, exite um
modulo M de G que contém dois vértices a e b taisque a € X NY eb € Y \ X. Logo, M
sobrepoe-se a X e este nao seria forte.

O caso em que Y € B é simétrico a este em relacdo a adjacéncia. Pelo Lema 3.5 nao
existe aresta em F de um bloco basico contido em X para outro nao contido em X.

Seja X C V(G) tal que v € X, X \ {v} seja uma unido de blocos bésicos e que nao
exista aresta em JF de um bloco basico contido em X para outro, nao contido em X. Pelo
Lema 3.5, X é um mo6dulo de G. Se X nao for um moédulo forte, entao existe um modulo
Y que sobrepoe-se a X. Caso v ¢ Y, Y estd completamente contido em Ng(v) ou em
N¢(v) (de outro modo, v testemunharia que Y nao é modulo) e estaria contido num Gnico
bloco bésico, nao sobrepondo-se a X. Caso v € Y, XAY é um mo6dulo de G que nao
contém v e sobrepoe-se a X, contradicdo ao caso anterior. Logo, X é um modulo forte de

G. O

Em seguida, é justificado o uso do grafo F’ para obter os modulos fortes de G que
contém v. A iniciar, prova-se que F’ admite uma ordenacdo topologica tinica e, portanto,
F e F' sdo conexos.

Lema 3.7. Os grafos F e F' sao conexos e F' admite uma ordenagdo topoldgica inica.

Demonstracao. Pode-se obter uma ordenacao topolégica tinica para um grafo, removendo
cada um de seus vértices sorvedouros e tomando a ordem inversa. Caso a ordenagao seja
tnica, em cada passo, o subgrafo induzido conterd apenas um vértice sorvedouro.

Da contracao dos componentes fortemente conexos de F, resulta que F’ é aciclico
e, portanto admite uma ordenacao topologica. Suponha, entdao, que, na aplicagao deste
processo ao grafo F’, em um passo qualquer, o subgrafo induzido contém ao menos dois
sorvedouros, A e B. Seja X o conjunto de vértices de F’ ja removidos antes deste passo
(X pode ser vazio). Pelo Lema 3.6, a unido dos vértices de G contidos nos elementos de
A ede X com {v} é um moédulo forte de G. Da mesma forma, a unido dos vértices de G
contidos nos elementos de B e de X com {v} também é mo6dulo forte de G. Como estes
modulos se sobrepéem (v é comum a ambos), esta contradigdo mostra que F’ tem uma
ordenacgao topolégica tinica.
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Caso F’ possuisse mais de uma componente conexa, cada uma delas seria uma arvore
e possuiria ao menos um vértice sorvedouro. Sendo F’ conexo, claramente F o é também.

O

Por fim, mostra-se que o uso dos sufixos da ordenagdao topologica de F’ produz os
modulos fortes de G que contém v.

Teorema 3.8. Um subconjunto M dos vértices de G que contém v é mddulo forte de G
se, e somente se, M \ {v} é a unidao de vértices contidos em elementos de um sufizo da
ordenagao topoldgica de F.

Demonstrag¢ao. Pelo Lema 3.7, ' possui uma unica ordenacao topologica, portanto seus
sufixos sao todos bem definidos.

Seja X um modulo forte de G que contém v. Pelo Lema 3.6, X \ {v} é unido de vértices
contidos em blocos béasicos e nao existe aresta em F de um destes blocos bésicos para outro
bloco béasico, nao contido em X. Com isso, nao existe componente fortemente conexa em
F que contenha um bloco bésico contido em X a outro, nao contido em X. Portanto,
X \ {v} é formado pela uniao de vértices de G contidos nos conjuntos representados pelos
vértices de F'. Estes vértices de F’' formam um conjunto M que é um sufixo da sua
ordenacdo topologica. Caso nao seja, existe ao menos um vértice de 7’ nao contido em
M apos o primeiro vértice de M, na ordenagao topoldgica. Seja u o primeiro vértice que
atende estas condi¢oes. Como nao ha ordenacao topologica do grafo em que u fique antes
do primeiro vértice de M, existe alguma aresta de um vértice em M para u, nao contido
em M. Esta aresta corresponde, em F, a uma aresta de um bloco basico contido em X
para outro, nao contido em X, contradigao.

Um sufixo da ordenacao topologica de F’ corresponde, em F, a um conjunto de blocos
bésicos e nao existe aresta de um destes blocos basico para outro, fora do conjunto. Entao,
pelo Lema 3.6, a unido dos vértices de G que correspondem aos vértices de F' com v é
um modulo forte de G. O

Pelos lemas 3.2 e 3.3, os modulos fortes ndo triviais de G/M(G,v) correspondem
aos modulos fortes nao triviais de G que contém v. Assim, esta etapa é suficiente para
construir a decomposi¢ao modular de G/ M(G,v).

3.3 Permutacoes fatorizadas

Uma outra técnica, mais recente e um pouco mais simples para obter a decomposicao
modular de um grafo, envolve duas fases: obter uma ordem dos vértices do grafo que
seja uma permutagao fatorizada e, entao, construir a arvore de decomposi¢ao modular do
grafo.
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Uma permutagao fatorizada é uma ordem dos vértices do grafo de forma que os vértices
de todo modulo forte do grafo estdo consecutivos. E facil obter uma ordem dessa natureza
a partir da arvore de decomposigao modular do grafo — basta percorrer a arvore numa
busca em profundidade, produzindo na saida as folhas da &rvore.

Nota-se que um mesmo grafo possui varias permutagoes fatorizadas. Por exemplo, o
grafo da Figura 3.1 tem como permutagao fatorizada a seqiiéncia (a, b, c,d, e, f, g, h,1,j),
obtida numa simples busca em profundidade por sua &rvore de decomposi¢cao modular,
que esta na Figura 3.2(d). Contudo, alternando a ordem dos filhos de alguns nos da arvore
e repetindo a busca, obtem-se outra permutacao fatorizada, (h,g,d, b, c, e, a,i,j, f).

Em seguida, os dois passos envolvidos no algoritmo sao tratados.

3.3.1 Obter uma permutacao fatorizada de um grafo

O algoritmo que serd descrito foi apresentado por Habib, Paul e Viennot [HPV99| e
executa a tarefa de construir uma permutacao fatorizada para os vértices de um grafo G' em
tempo O(|V(G)| + |E(G)|log|V(G)|). Este algoritmo foi escolhido pela sua simplicidade
e pela existéncia de uma extensdo proposta por Habib, de Montgolfier e Paul [HAMP04]
cuja complexidade é linear.

Em cada momento, os vértices do grafo sao mantidos numa estrutura logica que cor-
responde a um CPO (veja A.3) de vértices do grafo (veja exemplo na Figura 3.5). Cada
conjunto de vértices incomparaveis do grafo estd contido numa parte, representada por
uma caixa retangular. As partes estdo totalmente ordenadas entre si e formam uma
particao dos vértices do grafo.

O algoritmo comecga com todos os vértices contidos dentro de uma tnica parte, de
forma que nao ha nenhuma relacao de ordem, e termina quando toda parte contém apenas
um vértice, formando uma ordem total. Para atingir o objetivo a estrutura é alterada de
acordo com as duas regras descritas abaixo e exemplificadas na Figura 3.5.

e A regra do centro: E aplicada a uma parte P e a divide em trés novas partes
consecutivas, que ficam na mesma posicao de P. Escolhe-se um vértice ¢, chamado
de centro, contido em P e, entao, coloca-se na primeira das novas partes os vértices
de P nao adjacentes a ¢, na segunda, apenas o vértice c e, na terceira, os demais
vértices de P, adjacentes a c.

e A regra do pivd: Escolhe-se um vértice pivd p de uma parte P e entao, toda outra
parte que contiver vértices adjacentes a p e vértices nao adjacentes a p é dividida em
duas, separando seus vértices nestes dois casos. Se a parte considerada estava entre
a parte que contém o centro c e a que contém o pivd p, entdao a nova parte com os
vértices adjacentes a p precede a outra (Figura 3.5b), caso contrario (Figura 3.5¢)
a ordem é a inversa.
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(b) Regra do pivo aplicada numa parte central. (c) Regra do pivé aplicada em outro caso.

Figura 3.5: Exemplo de aplicagao das regras usadas para obter a permutagao fatorizada.
Os vértices marcados com ¢ e p sdo o centro e o pivd. Linhas conectando os circulos
representam arestas do grafo (quando relevantes).

Ao aplicar a regra do centro sobre uma parte, as duas partes criadas (excluindo a
parte que contém o centro) serao usadas como fontes de novos pivés. Porém, para atingir
a complexidade desejada, a menor parte criada deve ser usada antes da maior. Esta
caracteristica ¢ implementada no algoritmo através de duas filas, Pivds, & qual é adicionada
a menor parte, e Mddulos, que recebe a maior parte. Se as partes possuirem o mesmo
tamanho, nao importa qual é colocada em cada fila.

Além disso, quando uma parte é removida da fila Pivos, todos os seus vértices sao
usados para a aplicacao da regra do pivd. Ja quando uma parte é removida da fila
Modulos, apenas um de seus vértices é usado na aplicagao da regra do pivd. Se uma
parte que foi removida da fila Modulos é selecionada para aplicacao da regra do centro, o
mesmo vértice usado como pivd deve ser usado como centro. Isto é implementado através
de um campo existente em cada parte, chamado PrimeiroPivd, inicialmente indefinido.

O Algoritmo 6 descreve o método proposto. No seu inicio, a regra do centro é aplicada
a um vértice qualquer da tnica parte existente, adicionando conjuntos de pivos as duas
filas. Os pivos sao removidos da fila Pivos e sao usados na aplicacao da regra do pivo.
Se a fila Pivos esvazia sem que a partigdo esteja pronta (formada por partes unitérias),
conjuntos de pivos sao retirados de Modulos e usados. Quando as duas filas ficam vazias
e ainda existem partes com mais de um vértice, uma de tais partes é escolhida e a regra
do centro é aplicada a ela, reiniciando o processo.

A regra do pivé também adiciona elementos as filas. Suponha que uma parte P é
dividida em duas por esta regra. Se P fazia parte da fila Pivos, as duas novas partes
devem estar contidas na fila, para manter todos os pivos previamente selecionados. Caso
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contririo a menor das novas partes é adicionada a fila Pivés e a maior é adicionada a
Moédulos, substituindo P, caso estivesse contida em Modulos.

Algoritmo 6 Construcao da permutacao fatorizada.

Entrada: G é um grafo simples.
Saida: O é uma permutacao fatorizada de seus vértices.
Pivos « (), Modulos «— ), O — (V(G)).
Enquanto Algum elemento de O nao for unitéario faga
Se Modulos= () entao
Escolha um elemento qualquer X € O tal que | X| > 1.
Seja x = X.PrimeiroPivo, se existir, ou um elemento qualquer de X, caso contrario.
Aplique a regra do centro usando .
Adicione a menor parte entre Ng(z) N X e Ng(z) N X a Pivos.
Adicione a maior parte entre Ng(z) N X e Ng(x) N X a Modulos.
Senao
Remova o primeiro elemento, X, de Médulos.
Escolha um vértice x, qualquer, de X e adicione {z} a Pivés.
X.PrimeiroPivo « .
Fim Se
Enquanto Pivos # () faga
Remova um elemento F qualquer de Pivos.
Para todo p € F faga
Aplique a regra do piv6 usando p.
Atualize Pivos e Modulos.
Fim Para
Fim Enquanto
Fim Enquanto

Um exemplo de execucdo estd na Figura 3.6. As partes sdo representadas por seus
vértices em uma ordem qualquer, delimitados por [ e |. O sobrescrito P indica que uma
parte pertence a fila Pivos e M, a fila M6dulos. Um vértice pode possuir o sobrescrito P
quando é adicionado isoladamente a fila Pivos (sem os demais de sua parte). A aplicagio
da regra do centro com um vértice v é denotadas por C' : v e a aplicacao da regra do pivo,
por P : v. Sucessivas aplicagoes da regra do pivd sao resumidas da forma P : a,b,c, ...,
sendo que somente a aplicacado com o ultimo vértice pode provocar alguma alteragao da
estrutura. A remocao de um elemento da fila Médulos é representada por M.

A correcao do algoritmo baseia-se nas seguintes invariantes. Note que quando o algo-
ritmo esvazia as filas Pivos e Modulos e ainda existem partes com mais de um vértice,
estas sao todas modulos do grafo.
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[dacbf geijh] — Cic — [dgeijh]™ [c][abf]” — Pia —
lgijh]™ [de]”[c][abf] = Pb, f = [ij]"[gh]"[de]"[c][abf] — P:d —
(71" [gh)" [de] [c][B] " [af]* — Peed, 5,0 —  [if][gh]" [de][c] [b][af]™
(a) Inicio até o esvaziamento de Pivos.
=M= [ijllg"h][de][c][b][af]"  — P:g —  [ij][gh][de][c][b][a] "[f]"
— Pa — [ij][gh][de][d|p][a] (/] — M —  [ij][gh][de][c][b][a][f"]

de]
~Pif —  [ij]lghl de] c][Ba][f

[
(b) Processamento de Médulos.
— Ci —  [j]"[i][gh][de][c][b][a][f] — M —  [5"][i][gh][de] [c][b][a][f]
—Cg—..—>Ce— ... [f[i[r][g]ld][e][c][b][a][f]

(c) Quebra das partigbes remanescentes.

Figura 3.6: Exemplo de execucao do algoritmo para criar uma permutacao fatorizada do
grafo da Figura 3.1.

Lema 3.9. Dado um mddulo forte M de um grafo G, em qualquer momento da exe-
cugdo do algoritmo, as partes do CPO armazenado pelo algoritmo que interceptam M sao
contiguas e, caso sejam mais de duas, todas, exceto talvez a primeira e a ultima, estao
contidas em M.

Lema 3.10. Se, em qualquer momento da execuc¢do do algoritmo, alguma parte do CPO
armazenado pelo algoritmo ndo € um mddulo de G, entdo existe algum pivé em Pivds ou
em Modulos que refina a particao.

3.3.2 Obter a decomposicao modular da permutacao fatorizada

Em seguida, apresenta-se uma simples adaptacao do algoritmo de Capelle, Habib e de
Montgolfier [CHAMO02|, que originalmente também é capaz de construir a decomposigao
modular de grafos orientados, porém seu estudo serd limitado ao caso nao orientado.

Para facilidade de entendimento, o algoritmo seré visto como composto por cinco fases!
sucessivamente aplicadas a entrada, todas executando em tempo linear, como esbogado
pelo Algoritmo 7.

Para a construcao da seqiiéncia com parénteses P a partir da permutacao fatorizada
de entrada, esta é percorrida da esquerda para direita a fim de cercar com parénteses os
vértices da fratura esquerda (se houver) e da fratura direita (se houver) de cada par de

LA sexta fase presente no algoritmo original s6 é necessaria para grafos orientados.
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Algoritmo 7 Construcao da arvore de decomposi¢cao modular.

Entrada: G é um grafo simples e O é uma permutacao fatorizada de seus vértices.
Saida: T é arvore de decomposi¢cao modular de G.

Produza uma seqiiéncia com parénteses P a partir de O e G.

Construa a arvore de fraturas 1" a partir de P.

Identifique nos falsos de T'.

Remova os nos falsos de T'.

Separe os no6s agregados de 7.

a c e g
b d f h a b c d e f g h
(a) Um grafo. (b) Sua arvore de decomposigdo modular,

com o quociente do médulo vizinhancga.

Figura 3.7: Exemplo para técnica de decomposicao por permutacoes fatorizadas.

vértices consecutivos em O. Dado um par de vértices (x,y) consecutivos em O, a sua
fratura esquerda é a seqiiéncia de vértices de a a x em O na qual a é o vértice mais a
esquerda (em O) que distingiie o par (isto é, o vértice é vizinho de um dos vértices do par
e ndo é do outro), se houver. Simetricamente, a fratura direita do par é a seqiiéncia de
y abem O na qual b é o vértice mais & direita que distingiie x de y. Por fim, a palavra
é cercada por um par de parénteses adicional. Note que o tamanho de P é O(n), pois
para cada par, introduz-se no maximo quatro parénteses. O grafo da Figura 3.7, que
serd usado como exemplo de decomposi¢ao, admite a permutacao fatorizada abcdefgh e
a construcao de sua palavra com parénteses é exemplificada na Tabela 3.1.

Uma possivel implementacao linear para esta fase comega preenchendo dois vetores,
A e F, com o nimero de parénteses que abrem e fecham, respectivamente, apos cada
vértice, na ordem dada (o indice zero de A indica parénteses antes do primeiro vértice).

Par considerado | Palavra formada | Par considerado | Palavra formada
ab abcdefgh be ab(cdef)gh
cd ab(cdef)gh de (ab(cd)(ef)gh)
ef (ab(cd)(ef)gh) fg (ab((cd)(ef))gh)
gh (ab((cd)(ef))gh) resultado ((ab((cd)(ef))gh))

Tabela 3.1: Construgao da palavra P para o grafo da Figura 3.7.
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x

a a b C de f

(a) As arvores construidas durante a leitura (b) A arvore de fraturas final.
dos quatro primeiros simbolos.

Figura 3.8: Construgao da arvore de fraturas.

Em seguida, percorre-se tais vetores para produzir a seqiiéncia com parénteses P.

Cada par de vértices é analisado, da esquerda para direita, procurando-se o menor e
o maior vértice que distingiie os vértices do par, a partir das listas de adjacéncias dos
mesmos. Mantendo o tempo tomado para analisar um par de vértices proporcional ao
tamanho das listas de adjacéncias de ambos os vértices, o tempo total da fase (a andlise
de todos os pares) serd proporcional ao nimero de arestas do grafo e o algoritmo sera
linear. Para tal, usa-se um vetor de bits, B, com uma posi¢ao para cada vértice do grafo,
na mesma ordem da seqiiéncia original. Com todos os bits de B inicialmente com valor
0, percorre-se a lista de adjacéncias do primeiro vértice do par, marcando em B com 1 os
vértices adjacentes. Entao percorre-se a lista de adjacéncias do segundo vértice do par,
invertendo o bit correspondente em B aos vértices adjacentes. Agora basta procurar o
primeiro e altimo bit em B com valor 1 (apenas entre os vértices adjacentes a um dos
vértices do par) e atualizar, por fim, os vetores A e F', quando necessario.

O passo seguinte constroi a arvore de fraturas 7" a partir de P, processando a seqiiéncia
da esquerda para a direita. A partir de um no raiz inicial N, lé-se um simbolo por vez e
executa-se um dos seguintes passos (um exemplo é dado na Figura 3.8):

e '(’: Cria um novo no filho de N e o atribui a N.
e ’')’: Atribui a N o seu no6 pai.
e 1: Cria um filho de N e rotula-o por z.

Note que o tamanho de 7" é O(n) pois cada vértice de T' corresponde a um vértice
ou um ’(’ em P. Daqui em diante, identifica-se um n6 de 7" pelo conjunto das folhas da
subarvore induzida em 7' pelo n6, notando que estas folhas sao consecutivas em O.

A arvore de fraturas 7', formada na segunda fase do Algoritmo 7, € uma aproximagao
da decomposicao modular do grafo, pois suas folhas correspondem exatamente aos vértices
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do grafo e alguns dos modulos fortes do grafo correspondem as folhas de alguma subarvore
de T, fatos garantidos pelas seguintes propriedades.

Lema 3.11 (|[CHdAMO02|). Sejam G um grafo, M um de seus mddulos fortes e G' o grafo
obtido da contracdo de M a um vértice. Para qualquer permutacdo fatorizada O de G,
a drvore de fraturas correspondente pode ser obtida a partir da drvore de fraturas de G’
(associada a ordem O', obtida de O substituindo os vértices de M por um novo vértice x),
substituindo o vértice x por uma floresta, na qual as raizes das drvores sao conectadas ao
pai de x.

Lema 3.12 ([CHAMO02]). Sejam G um grafo, O wma de suas permutagdes fatorizadas e
M um né da drvore de decomposi¢cdao modular de G. Se M é um nd vizinhanga ou se seu
pai € um no serial ou paralelo, entao existe um no que representa M na drvore de fraturas
de G correspondente a O.

Porém, a arvore de fraturas T apresenta algumas imperfeicoes que sao corrigidas nas
proximas trés fases, das quais a primeira separa os nos da arvore de fraturas que sao
modulos do grafo daqueles que nao sao. Estes tltimos sao chamados de nds falsos de T
Para tal, a seguinte propriedade é valiosa:

Lema 3.13 ([CHdAMO02]). Sejam O uma permutagio fatorizada de um grafo G, T a sua
drvore de fraturas e M um dos nds da drvore. Se, para todo par de vértices consecutivos

em O, ambos contidos em M, os vértices que distingiiem o par pertencerem a M, entao
M € um mddulo de G.

Sendo assim, associa-se a cada n6 da arvore o primeiro e o ultimo entre os vértices
que distingiiem os pares (consecutivos em O) contidos no né (caso nio existam, tomam-
se 0 primeiro e o ultimo vértice do nd, respectivamente). Para cada um destes pares,
o primeiro e dltimo vértices que distingiiem seus vértices foram calculados na primeira
fase e podem ser armazenados num vetor (disponivel em O(1)). Para computar tais
parametros para todos os nés da arvore, faz-se uma busca em profundidade que calcula o
primeiro e o ultimo vértices entre os que distingiiem os pares de cada filho, considerando,
adicionalmente, os vértices que distingiiem pares formados pelo tltimo vértice de um filho
e o primeiro vértice do proximo filho.

O Algoritmo 8 é um esbogo do que é pretendido e a Figura 3.9a é o resultado da apli-
cagao do mesmo sobre a arvore da Figura 3.8. Neste algoritmo, cada n6 da arvore contém
trés campos, primero, ultimo e vertice. Inicialmente apenas vertice esta preenchido em
cada folha, contendo o vértice correspondente. Os outros dois campos sao preenchidos
pelo algoritmo. Note que o n6 pai dos vértices marcados com c-d e e-f estd marcado com
a-h, isto porque a e h sdo o primeiro e tltimo vértices que distingiiem o par (d, e).
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Algoritmo 8 Computa as bordas que distingiiem os nés da arvore de fraturas - Terceira
Fase.

Entrada: T é a raiz de uma subarvore da arvore de fraturas. Pri e Ult sao vetores
que contém o primeiro e ultimo vértices que distingiiem cada par de O (o indice destes
vetores é o primeiro elemento do par).

Saida: Todo n6 x de T' contém os campos z.primeiro e x.ultimo preenchidos com o
primeiro e ultimo vértice que distingiiem os pares do no.

Se T nao tem filhos entao
T.primeiro «— T.vertice, T.ultimo < T.vertice.

Senao
Chame recursivamente para cada filho {F},... F}}.
T.primeiro < o menor entre os valores de z.primeiro para x de F} e Fy e de Pri[y]
para y sendo o ultimo vértice contido em cada um dos filhos de F} a Fj_.
T.ultimo < o maior entre os valores de z.ultimo para x de F} e Fy e de Ult[y] para
y sendo o ultimo vértice contido em cada um dos filhos de F} a Fj_;.

Fim Se

A proxima fase consiste em simplesmente remover os nés da arvore de fraturas nos
quais o primeiro ou tultimo vértices que o distingiiem, calculados na fase anterior, nao
estiverem entre os vértices contidos no né. Além disso, sao removidos também nés que
possuem um tnico filho. Os filhos de um né removido sido adotados pelo seu pai. E facil
notar que este passo pode ser feito ao mesmo tempo que seu predecessor, no qual tais
no6s foram identificados, e toma tempo linear pois é apenas uma busca em profundidade.
Agora, todos os nés da arvore de fraturas sdo modulos e ndo ha nos falsos ou intuteis.
Pode-se ver o resultado sobre o exemplo em uso na Figura 3.9b.

A ultima etapa consiste em identificar os filhos de um moédulo vizinhanga da arvore de
decomposi¢ao modular do grafo que nao estao representados na arvore de fraturas, que
constituem exatamente o caso nao coberto pelo Lema 3.12. Estes foram agregados ao no
correspondente ao modulo vizinhanga como é o caso dos pares {a,b} e {g,h}, que, na
Figura 3.9b nao estao representados como nés da arvore e que devem ser separados de
modo que se conclua o algoritmo, obtendo a arvore da Figura 3.7b. Esta tarefa baseia-se
em encontrar vértices gémeos — pares de vértices que nao sao distingiiidos por nenhum
outro vértice — no grafo quociente dos nés da arvore 7. Os gémeos = e y sdo ditos
verdadeiros se {x,y} € E(G) e falsos, caso contrario. A propriedade abaixo fundamenta
o uso dos gémeos, tomando como O);, para um n6 M da arvore de fraturas, a seqiiéncia
formada for um vértice de cada filho de M, na mesma ordem que O.

Lema 3.14 ([CHAMO02|). Os mddulos seriais e paralelos agregados em um né M de T
sao exatamente as classes de equivaléncia nao triviais das relagoes de gémeos verdadeiros
e falsos sobre a ordem O restrita ao grafo quociente associado a M em T. Estas classes
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a cd ef g

C d e f

b h

(a) A arvore de fraturas com (b) A arvore de fraturas com (c) O quociente do né raiz.
vértices internos marcados.  nés removidos.

Figura 3.9: Remocao de nés da arvore de fraturas que nao sao médulos.

correspondem a subseqiiéncias maximais de gémeos verdadeiros e de falsos.

A implementagio apenas testa, para cada par (A, B) de filhos consecutivos de todo
n6 da arvore de fraturas, se o primeiro e ultimo vértices que distingiiem o par formado
pelo ultimo vértice de A e o primeiro vértice de B estdo (se existirem) entre o primeiro
vértice de A e o ultimo vértice de B. Note que, sendo A e B mo6dulos, um par formado
por qualquer vértice de A e qualquer vértice de B tem o mesmo conjunto de vértices que o
distingiie. A escolha do par formado pelo tltimo vértice de A e o primeiro de B se justifica
pois estes sao consecutivos e, assim, o primeiro e ultimo dos vértices que o distingiie ja
foram computados na primeira fase e, como cada par é usado apenas uma vez, a busca
é linear. Quando for encontrado um bloco de gémeos consecutivos, filhos de um mesmo
n6 M, um novo noé é criado, adotando-os como filhos e tendo como pai o préoprio n6 M.
Desta forma, os médulos fortes foram desagregados.

O resultado da aplicacao desta fase sobre a &rvore da Figura 3.9b é a propria arvore
de decomposicao modular vista na Figura 3.7b, exceto pelos rétulos dos nos e o grafo
quociente do moédulo vizinhanga, parametros que, por sua vez, podem ser computados,
para qualquer grafo, em tempo linear (veja o Algoritmo 9). Note que os pares (a,b) e
(g, h) formam os blocos de vértices gémeos no grafo quociente, visto na Figura 3.9c.
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Algoritmo 9 Computa os quocientes e rotulos dos nés da arvore de decomposi¢cao mod-
ular.
Entrada: G é um grafo, 7' é sua arvore de decomposigao modular e N é um de seus nos.
Saida: Todo n6 descendente de N contém rétulo e quociente e v é um vértice descendente
de N (cujas arestas nao foram percorridas).
Se T tem filhos entao
Chame recursivamente para cada filho de N.
Seja V' o conjunto dos vértices retornados.
Seja v um vértice qualquer de V.
Construa o grafo quociente de N, percorrendo as arestas de G que possuam um
extremo entre os vértices em V' \ {v}.
Defina o rotulo de N testando se seu quociente é uma clique, conjunto independente
ou outro qualquer.
Senao
Faga v igual ao vértice de G correspondente ao n6 N de T'.
Fim Se




Capitulo 4

Classes com poucos Py’s

Neste capitulo serao estudadas algumas classes que podem ser definidas em termos de
sua decomposicao modular, embora, a principio, muitas delas tenham sido estudadas
sem auxilio desta poderosa ferramenta. O uso da decomposi¢cao modular em tais classes
destaca-se por proporcionar solucoes lineares ou polinomiais para problemas que, para
grafos em geral, sio NP-completos ou ainda indeterminados, como o isomorfismo.

A Figura 4.1 exibe as classes que serao detalhadas e a relagao de continéncia entre
elas. Em seguida, algumas notagoes sao introduzidas e, entao, cada classe é definida, suas
caracterizagoes equivalentes sao listadas em conjunto com demais propriedades relevantes
e algumas de suas aplicacoes.

4.1 Algumas definigoes

As restrigoes que versam sobre estas classes de grafos envolvem a ocorréncia de subgrafos
induzidos isomorfos ao P, e, quando permitidos, sobre o relacionamento que mantém
entre si ou com os demais vértices do grafo. Assim, de certa forma, as classes restringem
a densidade local' de subgrafos induzidos isomorfos ao P;. Dada a importancia deste
grafo nesse capitulo, sao introduzidas abaixo algumas notagoes que facilitarao o uso destes
conceitos.

Dado um grafo G e um inteiro n > 1, define-se P,(G) = {P C V(G) : G|P| ~ P,}.
Em especial, P;(G) contém todos os conjuntos de quatro vértices que induzem em G um
grafo isomorfo ao Pj.

Considere um grafo G para o qual existem P € Py(G) e v € V(G) \ P. Tome seu
subgrafo H = G[P U {v}]. Se |Py(H)| > 2, entdo o vértice v é chamado de parceiro
de P em G e denota-se por R(G, P) o conjunto de todos os vértices parceiros de P em

! Ntimero de ocorréncias em subgrafos induzidos com niimero maximo de vértices limitado.

37
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P,-carregada estendida

P,-esparsa estendida

Figura 4.1: Diagrama de Hasse das classes, adaptado de [GRT97].

G. Note que, neste caso, H é isomorfo a um dos grafos Z; a Z; da Figura 4.2. Caso
contrario, H é isomorfo a algum dos grafos dos casos I, U e B da mesma figura, nos quais
|Py(H)| = 1. Sao denotados por (G, P), U(G, P) e B(G, P), os conjuntos formados por
todos os vértices de G' que, no papel de v, produzem um subgrafo H isomorfo aos trés
casos citados, respectivamente.

A seguir, destaca-se um resultado de Giakoumakis e Vanherpe que é usado como base
para caracterizagao, através da decomposicao modular, das classes que serao estudadas
neste capitulo. Este resultado d4 uma nova caracterizagao a classes definidas por subgrafos
primos proibidos, através de restrigoes aos grafos quocientes dos nés vizinhanga da arvore
de decomposicao modular de seus grafos.

Teorema 4.1 (|[GV97]). Dado um grafo primo Z com mais de trés vértices, um grafo
G nao possui subgrafos induzidos isomorfos a Z se, e somente se, 0s grafos quocientes
de todos os nds rotulados como vizinhanga da drvore de decomposi¢ao modular de G nao
possuem subgrafos induzidos isomorfos a Z.
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Figura 4.2: Grafos de cinco vértices com um Pj induzido (por {a,b,c,d}) e um vértice
adicional (v). Os grafos Z; a Z7; possuem ao menos outro P, induzido no mesmo grafo,
destacado por vértices vazados, de forma que, nestes grafos, v é parceiro do P, induzido

por {a,b,c,d}.
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4.2 Cografos

A classe dos cografos (do inglés cograph) foi definida por varios autores em trabalhos in-
dependentes e, assim, apareceu na literatura com vérios sinénimos, entre eles, D*-grafos,
grafos Pj restritos e HD-grafos. Contudo, a primeira defini¢do da classe |Ler71]| é recur-
siva e denomina um grafo simples por cografo se o mesmo satisfizer uma das seguintes
condigoes:

e Possuir um 1nico vértice; ou
e seu complemento for um cografo; ou

e for a unido disjunta de dois cografos (veja A.2.2).

Da proépria definicado segue que pode-se decompor qualquer cografo até seus vértices
isolados, alternadamente tomando seus componentes conexos e os complementando. Vé-
se facilmente que esta decomposicao é tinica e pode ser representada como uma arvore na
qual os noés correspondem as duas operagoes usadas e as folhas correspondem aos vértices
do grafo. Contudo, esta arvore de decomposicao contém nés com um tunico filho, da
operagao de complemento, que em seguida serao divididos em seus componentes.

Ao aglutinar estas duas operagoes, define-se a co-drvore como a arvore de decom-
posicao de cografos em subgrafos induzidos pelos vértices dos componentes conexos do
grafo (operagdo 0) ou pelos vértices dos componentes conexos do complemento do grafo
(operagao 1). Um exemplo de um cografo e sua co-arvore estdo na Figura 4.3.

A co-arvore e a arvore de decomposi¢ao modular de um cografo sao isomorfas e seus
rotulos sao correspondentes, ou seja, os rotulos 0 e I da co-arvore correspondem aos
rotulos paralelo e serial da decomposi¢do modular, respectivamente (esta relagdo pode
ser vista na Figura 4.3). Com isso, os cografos sdo os tnicos grafos cuja decomposigio
modular nao contém noés do tipo vizinhanca.

Invertendo o sentido das operagoes usadas para decompor os cografos, pode-se recons-
truilos a partir de seus vértices usando a co-arvore. Considere, desta forma, as operagoes:

G @ Gy = (V(G1) UV (Ga), E(G1) U E(G2))
G1 D Gy = (V(G1) UV(Ge), E(G1) U E(G2) U{{x,y} . € V(G1),y € V(G2)})

Lema 4.2. Todo cografo pode ser construido a partir de seus vértices pela aplica¢ao re-
cursiva e finita das operacoes @) e (D) .

As adjacéncias entre vértices de um cografo sdo expressas na sua co-arvore, uma vez
que dois vértices de um cografo sao vizinhos se, e somente se, o ancestral comum a
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d e f e f e f

(a) Um cografo. (b) Sua co-arvore. (c) Sua decomposi¢ao modular.

Figura 4.3: Um cografo e suas decomposicoes.

ambos, mais distante da raiz, € um noé rotulado 1. J& que exibir a co-arvore é suficiente
para descrever o cografo, a hereditariedade da classe (veja A.2.4) é provada mostrando
que dado um cografo GG e sua co-arvore T', ao remover um vértice de G é possivel adaptar
T para representar o novo grafo.

Lema 4.3 ([CLB81|). Todo subgrafo induzido de um cografo é um cografo.

Apesar dos cografos terem sido introduzidos por Lerchs [Ler71, Ler72], também foram
estudados independentemente por varios pesquisadores, como ja mencionado, resultando
em uma riqueza de caracterizagoes equivalentes. A seguir, sao apresentadas ao leitor
algumas defini¢oes que serao usadas para relacionar as caracterizagoes.

Um grafo Dacey é um grafo G tal que para toda clique maximal C' e todo par de
vértices distintos u e v, se C' C Ng(u) U Ng(v), entdo {u,v} € E(G). Um grafo G cujos
subgrafos induzidos sdo todos grafos Dacey é um HD-grafo (grafo Dacey hereditario).

Um CPO (V, <) é uma multi-drvore se, para todo v,v' € V', (1) v < v’ ou entao (2),
definindo S(v) = {e € V : v < e}, para todo x € S(v) \ S(v') e todo y € S(v) N S(v'),
tem-se r < y.

Dado um CPO (V, <), associa-se um grafo de comparabilidade (veja A.2), cujos vértices
sdo o conjunto V' e cujas arestas sdo os pares {u, v} tais que u < v ou v < w.

Teorema 4.4 ([CLB81|). Dado um grafo G, as segquintes afirmagoes sio equivalentes:
1. G € um cografo.

2. Todo subgrafo de G nao trivial possui dois vértices gémeos (possuem a mesma viz-
inhanga).

3. Para qualquer subgrafo H de G, toda cliqgue maximal de H tem exatamente um
vértice em comum com todo conjunto independente mazimal de H (CK-property ).



4.2. Cografos 42

e

Figura 4.4: Uma representacao de uma multi-arvore cujo grafo de comparabilidade asso-
ciado correspondente ao cografo da Figura 4.3a.

4. G nao contém o Py como subgrafo induzido (Py(G) =0).

5. O complemento de qualquer subgrafo conexo de G € desconexo.
6. G é um HD-grafo.

7. Todo subgrafo conexo de G tem didmetro menor ou igual a dois.
8. G € o grafo de comparabilidade de uma multi-drvore.

Dentre tais equivaléncias, as implicagbes (1) = (2) = (3) = (4) e (5) = (1) sdo
dadas em [CLB81]. Além disso, (4) < (6) < (7) estdo em [Sum74|, (4) < (5) esta
em [Ler72, Sei74] e (4) < (8) estd em [Jun78|.

Como ilustracao da validade das caracterizagoes dadas sobre o grafo da Figura 4.3a,
nota-se que (1) ele é obtido por meio de uniGes e complementos de cografos; (2) possui
dois vértices gémeos, a e b; (3) suas cliques maximais sao {a,c,d}, {b,c,d}, {a,c,e, f} e
{b,c,e, f}, cada uma intercepta em um vértice cada um dos seus conjuntos independentes
maximais, {a, b}, {d,e} e {d, f}; (4) ndo possui subgrafo induzido isomorfo ao P;; (5) seu
complemento é formado por trés componentes conexos, {a, b}, {c} e {d,e, f}; (6) a clique
{a,d, c} estd contida na unido da vizinhanga de b e e, portanto a aresta {b,e} pertence
ao grafo; e (7) a distancia maxima entre todo par de vértices é dois.

Por fim (8), na Figura 4.4 é apresentada uma representagdo de um CPO que é uma
multi-4rvore e cujo grafo de comparabilidade associado é isomorfo ao cografo exemplo.
Aceitando a convencao que quando u < v para dois elementos u e v do CPO, existe uma
aresta orientada (u,v) entre os correspondentes vértices de sua representacao, pode-se
observar que d e e sdo incomparaveis e que S(d) = {a, b, ¢, d} e S(e) = {a, b, ¢, e}, exigindo
que d < a,d <bed < c (uma vez que S(d) \ S(e) = {d} e S(d) N S(e) = {a,b,c}),

afirmagoes satisfeitas pelas arestas orientadas (d,a), (d,b) e (d, c) da representagao.

Uma vez que grafos de comparabilidade sao perfeitos, segue que:
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Corolario 4.5. Cografos sio grafos perfeitos.

Os mesmos autores publicaram um algoritmo linear para construgao da co-arvore
e reconhecimento da classe [CLB85|, anterior aos algoritmos lineares de decomposi¢ao
modular (para grafos gerais), que também podem ser usados para este fim, sendo, porém,
muito mais complexos.

Como principais aplicagoes desta classe, destacam-se as contribui¢des abaixo:

Teorema 4.6 (|CLB81|). Dado um cografo G, determinam-se os sequintes pardmetros
em tempo linear: x(G),w(G),0(G),a(G),s(G), além do nimero de cliques, nimero de
cliques mdzimas e nimero de orientagoes transitivas de G (veja A.2 e A.2.3).

Golumbic, Kaplan e Shamir [GKS95] mostraram que encontrar um subgrafo de um
grafo que contém um conjunto obrigatério de arestas e é um cografo (ou detectar que tal
subgrafo nao existe) pode ser feito em tempo polinomial. Este resultado abre caminho
para algoritmos que aproximem os parametros acima quando um grafo nao é cografo,
obtendo um cografo com conjunto de arestas semelhante ao do grafo original.

Outra aplicagao notavel dos cografos se refere ao isomorfismo, que pode ser determi-
nado em tempo linear, bastando testar o isomorfismo de suas co-arvores. Além disso,
esta classe continua recebendo atencao de pesquisadores e, assim, muitos problemas tem
sido resolvidos eficientemente para estes grafos, como, por exemplo, emparelhamento
méaximo em tempo linear [YY93|, decomposi¢do no menor nimero de caminhos dis-
juntos nos vértices [LOP06, NOZ03|, particionamento em cliques e conjuntos indepen-
dentes [DEAWO05|, determina¢do do comportamento da aplicagdo repetida do operador
clique sobre os cografos e grafos seriais [LAMM™04] e ainda novos algoritmos de recon-
hecimento paralelo [NP04a| e dinamico [SS04].

4.3 Py-redutivel

Jamison e Olariu introduziram a classe P4-redutivel (do inglés, P;-reducible), que pode
ser vista como uma generaliza¢do dos cografos [JO89b|. Um grafo G é Ps-redutivel se,
e somente se, cada vértice de G pertence a no maximo um P, induzido em G. Mais
formalmente, para qualquer v € V(G), vale |{X € Py(G) : v € X}| < 1, ou entdo, nao
existe {X, Y} C P,(G) tal que X NY # 0.

Giakoumakis e Vanherpe caracterizaram a classe pela decomposi¢ao modular de seus
grafos:

Teorema 4.7 (|[GVI7|). Um grafo G pertence a classe Py-redutivel se, e somente se, para
todo no vizinhanga de sua drvore de decomposi¢cao modular, seu grafo quociente € isomorfo
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T (touro) H

Figura 4.5: Dois subgrafos proibidos para a classe Py-redutivel (H e H) e o touro.

ao Py ou ao touro (grafo T da Figura 4.5) e seus fatores sao grafos triviais, exceto pelo
fator correspondente ao vértice de grau dois do grafo quociente, quando este for isomorfo
ao touro.

Aplicando a caracterizagdo acima aos resultados do Teorema 4.1, os autores também
propuseram uma caracterizacao por subgrafos proibidos.

Teorema 4.8 (|GV97]). Um grafo G pertence a classe Py-redutivel se, e somente se,
nao possuir nenhum subgrafo induzido isomorfo a qualquer dos grafos {Z1,Zs, ..., Z7} da
Figura 4.2 e aos grafos H e H da Figura 4.5.

Claramente, todo cografo é P4-redutivel, mas nao é possivel representar todo grafo
P4-redutivel por uma co-arvore. Anteriormente as caracterizacoes citadas acima, Jamison
e Olariu propuseram outra &rvore de decomposicao para esta classe, baseada na seguinte
caracterizagao.

Teorema 4.9 ([JO89b|). Um grafo G é P,-redutivel se, e somente se, para todo subgrafo
induzido H de G, uma das sequintes afirmagoes vale:

e H ¢ desconexo;
e H ¢ desconexo;

o Fxiste um unico Py induzido em H com conjunto P de vértices, tal que todo vértice
em V(H)\ P nao € adjacente aos extremos de H[P] e é adjacente aos demais vértices
de H[P] (vértices internos).

Note que um grafo que se enquadre no terceiro caso do Teorema 4.9 terd como raiz de
sua decomposi¢ao modular um né vizinhanca.

Assim sendo, os autores definiram uma nova operacao que reflete a terceira condi¢ao
do Teorema 4.9. Dados dois grafos G e G3 tais que V(G1) = {a,d}, E(G1) = 0 e dois
vértices adjacentes b e ¢ de V(Gy), vizinhos a todos os demais vértices de G. Entao:

G1 @ G = (V(Gr) UV(Ga), E(Ga) U {{a, b}, {c,d}})

Esta nova operacao permite outra caracterizagao para os grafos da classe P4-redutivel:
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(a) Um grafo P4-redutivel cujo tnico (b) Sua pr-arvore. (c) Sua decomposi¢ao modular.
P, é induzido por {a, b, c,d}.

a db ¢ e

Figura 4.6: Um grafo P,-redutivel e suas decomposigoes.

Lema 4.10 ([JO89b]). Todo grafo P,-redutivel pode ser construido a partir de seus vértices
pela aplicagdo recursiva e finita das operacoes @), @ e @ .

Como conseqiiéncia, pode-se decompor o grafo em uma arvore (unica) rotulada de
acordo com a operacao aplicada a cada vértice, a pr-drvore. Um exemplo é dado na
Figura 4.6, onde também esta a arvore de decomposi¢ao modular do mesmo grafo.

Pelo fato da operagdo (2) nao ser comutativa, é necessario reconhecer entre os dois
no6s filhos da pr-arvore, qual induz o primeiro e o segundo operandos. Para tal, pode-se
tanto marcar os nés como identifici-los pelas regras da operagao. Também observa-se que
pode-se escolher quaisquer dois vértices do segundo operando que satisfagam as condicoes
necessérias para reconstruir o grafo. Na pr-arvore da Figura 4.6, o filho esquerdo do n6
rotulado com (2) induz seu primeiro operando e pode-se escolher quaisquer dois entre
entre {b,c,e} para o papel dos vértices b e ¢ da definigdo da operacdo, resultando em
grafos isomorfos.

Embora nao sejam isomorfas como no caso dos cografos, a decomposi¢ao modular e a
pr-arvore podem ser obtidas uma da outra explorando a relagdao entre os nés vizinhanga
da primeira e os correspondentes a aplicacdo da operagao (2) da segunda.

O reconhecimento desta classe tem complexidade linear no tamanho do grafo, pelo al-
goritmo proposto pelos mesmos autores que a definiram [JO95b|. Este estende o algoritmo
de reconhecimento de cografos de [CLB85| e também é capaz de construir a pr-arvore dos
grafos da classe. Outro algoritmo linear de reconhecimento, que faz uso da decomposicao
modular, foi apresentado por Giakoumakis e Vanherpe [GV97].

Uma caracteristica interessante desta classe é sua relagao estreita com os cografos.
Ao tomar cada P, induzido em um grafo P4-redutivel e remover um de seus extremos do
grafo, obtem-se o cografo candnico. Apesar da remocao ser arbitriria, Jamison e Olariu
notaram que os grafos resultantes sao isomorfos:
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Teorema 4.11 ([JO95b|). Dado um grafo P,-redutivel, seu cografo candnico é tnico,
exceto por isomorfismos.

Além disso, o cografo canonico é o maior cografo induzido em um grafo P4-redutivel e
preserva muitos parametros do grafo (veja abaixo). Note que, encontrar o maior cografo
induzido em um grafo qualquer é um problema intratavel [CLB85].

Teorema 4.12 ([JO95b|). Dado um grafo Py-redutivel G e seu cografo canénico C':

Aliando este resultado ao Teorema 4.6, os parametros acima citados podem ser cal-
culados em tempo linear para os grafos Ps-redutivel. Adicionalmente, Giakoumakis e
Vanherpe [GV97| propuseram versGes lineares para os mesmos problemas, considerando
pesos nos veértices e o fato de que esta classe é uma subclasse dos grafos P4-esparso (veja
Secao 4.4) e, assim, os algoritmos aplicaveis aquela também funcionam nesta. Também
foi proposto um algoritmo para calcular o niimero de arvores geradoras de um grafo da
classe [NP04b].

4.3.1 Pjy-redutivel estendida

Esta classe foi introduzida por Giakoumakis e Vanherpe [GV97] como uma pequena ex-
tensao da classe P4-redutivel, permitindo a presenca de ciclos de cinco vértices induzidos
no grafo, como um adendo & caracterizacao dada pelo Teorema 4.7. Portanto, um grafo
pertence a classe Pj-redutivel estendida (do inglés, extended P,-reducible) se, e so-
mente se, para todo né vizinhanca de sua arvore de decomposi¢cao modular, seu grafo
quociente é isomorfo ao Py, ao touro (veja Figura 4.5) ou ao C5 e seus fatores sdao grafos
triviais, & excecao do fator correspondente ao vértice de grau dois do grafo quociente,
quando isomorfo ao touro.

No mesmo trabalho, os autores adaptaram para esta nova classe o algoritmo de recon-
hecimento linear e alguns algoritmos de otimizagao aplicaveis a classe P,-esparso estendida
(veja Segdo 4.4.4), uma superclasse propria desta.

4.4 Pj-esparso

Esta classe de grafos foi introduzida por Hoang em sua disserta¢ao de mestrado [Hoa83|,
na qual forneceu algumas caracteriza¢oes equivalentes e mostrou que estes grafos sao
perfeitos (veja A.2.4) e perfeitamente ordenaveis (veja A.2.4).

Um grafo G pertence a classe Py-esparso (do inglés P,-sparse) se, todo subgrafo H
induzido em G, com cinco vértices, for tal que |Py(H)| < 1, ou, de forma equivalente, se
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(a) Uma aranha magra (b) Uma aranha gorda com
com |K|=4e|R|=1. |[K| =3¢ |R|=2.

Figura 4.7: Exemplos de aranhas gorda e magra.

para todo P € P,(G) tem-se que R(G, P) = (). Abaixo, examina-se uma familia de grafos
especiais para esta classe e entao introduz-se algumas caracterizagoes equivalentes.

4.4.1 Aranhas

Um grafo G é uma aranha se V(G) pode ser particionado em conjuntos K, S e R de
forma que:

e K é uma clique, S é um conjunto independente e |K| = |S| > 2;
e Existe uma bijecao f: K — S tal que:
— Vk € K,Ng(k)nNS ={f(k)}, caso em que G é chamado de aranha magra; ou
— Vk € K,Ng(k)nS=S5\{f(k)}, caso em que G é chamado de aranha gorda.
o Vr € R (K C Ng(r)) e (Ng(r)nS) =10.

A particao dos vértices de uma aranha segundo a definicao acima serd representada
como (K, S, R) e referida como parti¢io candnica. Esta particdo estd bem definida, uma
vez que é unica. A Figura 4.7 contém exemplos de aranhas gordas e magras. Vértices
vazados pertencem & K, vértices negros pertencem & S e os vértices em tom cinza a R.

Proposicao 4.13 (|[JO92b|). Seja G uma aranha. A parti¢io canénica dos vértices de G
em (K, S, R) € unica.

Além disso, a disposi¢ao de subgrafos isomorfos ao P, em uma aranha obedece algumas
regras:

Proposicao 4.14 (|[JO92b|). Seja G uma aranha e (K, S, R) a parti¢do candnica de seus
vértices. Podemos afirmar que:

e Todo P, em G estd inteiramente contido em R ou em K US.
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e Todo P, induzido em G[K U S| possui seus extremos em S e vértices internos em

K.
A decomposi¢ao modular das aranhas também apresenta caracteristicas notaveis:

Proposigao 4.15. Seja H uma aranha de parti¢io canonica (K, S, R) com R nao vazio,
entao R é um mddulo forte maximal proprio de H.

4.4.2 Caracterizacoes

Giakoumakis e Vanherpe também propuseram para esta classe uma caracterizagao rela-
cionada a decomposicao modular dos grafos da classe:

Teorema 4.16 ([GV97]). Um grafo G pertence a classe Py-esparso se, e somente se,
para todo no vizinhanca de sua drvore de decomposi¢cao modular, seu grafo quociente for
1somorfo a uma aranha e seus fatores forem todos grafos triviais, exceto aquele correspon-
dente ao conjunto R, da particao canoénica (K, S, R) do grafo quociente.

A classe possui, também, uma caracterizacao por subgrafos proibidos semelhante &
caracterizagao dos grafos P,-redutivel.

Lema 4.17 (|[JO92b]). Um grafo G é um grafo P,-esparso se, e somente se, nao contém
nenhum subgrafo induzido isomorfo a qualquer dos grafos {Zy, Zs, ..., Z:} da Figura 4.2.

Em outra caracterizacao, por restricoes locais, as aranhas apresentam papel impor-
tante:

Teorema 4.18 ([JO92b]). Um grafo G é um grafo P,-esparso se, e somente se, todo
subgrafo H induzido em G, com ao menos dois vértices, satisfaz uma das sequintes afir-
macgoes:

e H ¢ desconexo;
e H ¢ desconexo;

e H ¢ isomorfo a uma aranha.

No tltimo caso do Teorema 4.18, H e H sdo conexos, de forma que o né raiz da
decomposi¢ao modular de H é rotulado como vizinhanca. Note que este teorema carac-
teriza construtivamente a classe de maneira muito similar ao Teorema 4.9 para a classe
Ps-redutivel.

Novamente, Jamison e Olariu buscaram uma arvore de decomposigao para esta classe
de grafos e, para tal, definiram uma nova operagao. Sejam dois grafos GG; e GG tais que
E(G1) =0 e V(G3) pode ser particionado em trés conjuntos: {v}, K, R de forma que:
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K| =|V(G)]+1>2;

K é uma clique (em G);

Todo vértice de R é adjacente a todo vértice de K e nao é adjacente a v.

Existe um vértice v’ em K tal que Ng,(v) = {v'} ou Ng,(v) = K\ {v'}.

Entdo, escolha qualquer bijecdo f : V(G;) — K \ {v'}, para a qual define-se G =
G1 @) Go, sendo V(G) =V (G,) UV (Gy) e E(G) = E(G2) U E', com E’ dado por:

o { Hzx, f(z)}: 2z € V(Gy)} quando Ng,(v) = {v'}
H{z,2} rx € V(Gy),z € K\{f(z)}} quando Ng,(v) = K\ {v'}

Com uso desta nova operagao, pode-se decompor uma aranha G de particao candnica
(K,S,R) em dois grafos G; = (S\ {v},0) e Gy = {v} UK UR,E(G)\ {{z,y} : z €
S\ {v},y € K}), sendo v um veértice qualquer de S. A Figura 4.8 exibe dois exemplos
da decomposicao. Em ambos, o grafo é decomposto em G e G, grafos induzidos pelos
vértices {b,c} e {a,d, e, f, g}, respectivamente. Nos grafos sendo decompostos, os vértices
vazados pertencem a K, os vértices negros, a S e os acinzentados, & R.

Lema 4.19 ([JO92b|). O grafo G é uma aranha se, e somente se, para dois subgrafos
induzidos G1 e Gy de G, tem-se G = G; Q) Gy. Além disso, sejam os subgrafos G| e GY,
induzidos em G, para os quais G = G () G, entido G, € isomorfo a Gy e GYy é isomorfo

a Gg.

Ao conjugar este e o Teorema 4.18, chega-se a outra caracterizagao para os grafos da
classe P4-esparso:

Teorema 4.20 ([JO92b|). Um grafo G é P,-esparso se, e somente se, pode ser obtido a
partir de seus vértices aplicando recursivamente as operacoes @), D) e 3.

4.4.3 Decomposicao e aplicagoes

Dada a &rvore de decomposicao modular de um grafo da classe P4-esparso, algoritmos ap-
resentados por Giakoumakis e Vanherpe [GV97| determinam, em tempo linear no nimero
de vértices do grafo, o tamanho da maior clique e do maior conjunto independente do
grafo, considerando pesos nos seus vértices.

Jamison e Olariu também propuseram uma arvore de decomposicao para os grafos
P,-esparso, que é construida de maneira analoga a pr-arvore (apenas as operagbes usadas
mudam para @, @ e @, conforme o Teorema 4.20), e foi denominada ps-drvore. Na
Figura 4.9, vé-se a ps-arvore e a decomposi¢cao modular do grafo da Figura 4.8b. Os
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) Uma aranha magra com |R| = 1.
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(b) Uma aranha gorda com |R| = 1.

Figura 4.8: Decomposi¢ao de duas aranhas pela operacao @) .

Figura 4.9: A ps-arvore e a decomposi¢cao modular do grafo da Figura 4.8b.
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autores também apresentaram um algoritmo linear para o reconhecimento da classe e
construgio da ps-arvore [JO92a].

No mesmo trabalho, os autores estenderam o uso do cografo canénico da classe Py-
redutivel para os grafos P4-esparso, obtendo algoritmos lineares no tamanho do grafo
para os mesmos problemas resolvidos naquela classe (veja Teorema 4.21). Posterior-
mente [JO95a|, mostraram que estes pardmetros e ®(G) (veja A.2.4) de um grafo G da
classe P4-esparso podem ser resolvidos em tempo linear no niimero de seus vértices, uma
vez calculada a co-arvore do seu cografo canénico e uma particao especial de seus vértices,
também usada no algoritmo de reconhecimento [JO92a].

Teorema 4.21 ([JO92b|). Dado wm grafo P,-esparso G e seu cografo canénico C':
w(G) =w(C) x(G)=x(0) a(G)=w(C) 0(G)=x(C)

Entre outras aplicagoes para a classe também destacam-se a contagem de separadores
de tamanho minimo [NP06] e o seu reconhecimento por algoritmo paralelo [LO98|.

4.4.4 Py-esparso estendida

Esta é outra extensdo proposta por Giakoumakis e Vanherpe |[GV97]|, a semelhanga da
classe P,-redutivel estendida, devida a caracterizagdo dada pelo Teorema 4.16. Um grafo
pertence a classe Py-esparso estendida (do inglés extended P,-sparse) se, e somente se,
para todo né vizinhanga de sua arvore de decomposicao modular, seu grafo quociente é
isomorfo a uma aranha ou ao C5 e seus fatores sdo grafos triviais, a exce¢ao do fator
correspondente ao conjunto R (se ndo vazio), da parti¢do candnica do grafo quociente,
quando isomorfo a uma aranha.

O algoritmo de reconhecimento linear proposto pelos autores para a classe P4-esparso
foi adaptado a esta extensao, bem como dois algoritmos de otimizagao, também aplicaveis
a classe P4-redutivel estendida: encontrar a maior clique e o maior conjunto independente,
com pesos nos vértices.

4.5 P,-extensivel

Esta é outra classe introduzida por Jamison e Olariu [JO91], cuja intercegdo com a classe
P,-esparso forma a classe P4-redutivel. Para defini-la, introduz-se a nogao de extensao
propria de um grafo G. Para um subconjunto X C V(G), denote por S(X) a unido de
P\ X para todo P € Py(G) tal que PNX # (). Isto é, a unido dos vértices de todos os P,
induzidos em G que interceptem X, retirados os vértices de X. Diz-se que um conjunto
X possui uma eztensdo propria se |S(X)| < 1.



4.5. Pj-extensivel 52

\"
v u
o /\ o i\ /Z a b
a b C d a b C d

(a) (b) (c

(d)

Figura 4.10: Exemplos de extensoes proprias. Em todos os grafos, P = {a,b, ¢, d} induz
um P;. Em (a), S({b,d}) = {a,c}, S{v}) =0 e S(P) = 0; em (b), S(P) = {u,v}; em
(c) e em (d), S(P) = {v}. Logo P possui uma extensdo propria em (a), (c) e (d).
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Um grafo pertence a classe P,-extensivel (do inglés P,-extendible) se todo conjunto
P de seus vértices que induz um subgrafo isomorfo ao P, possui uma extensao proépria.
Estes conceitos estao exemplificados na Figura 4.10.

Novamente, Giakoumakis em um trabalho conjunto com Roussel e Thuillier, fornece-
ram uma caracterizagao para a classe baseada na decomposi¢cao modular de seus grafos:

Teorema 4.22 (|[GRT97|). Um grafo G pertence a classe P,-extensivel se, e somente se, o
grafo quociente de todo no vizinhanga de sua drvore de decomposicao modular € isomorfo
ao Py, Ps, Ps, C5 ou touro. Os grafos fatores devem ser todos grafos triviais, a excegdo
do correspondente ao vértice de grau dois do touro e a um tunico fator que pode conter
dois vértices se o quociente for isomorfo ao touro ou ao Py.

Jamison e Olariu apresentaram uma caracterizagao construtiva que, para ser apresen-
tada, requer uma nova defini¢ao: se um subconjunto Y C V(G) for tal que Y = PUS(P),
para algum P € P,(G) que possui uma extensdo propria, entdo ele é chamado de con-
gunto extensivel e é separdvel se nenhum de seus vértices fizer parte do extremo de um Py
induzido em G[Y] e do interior de outro P, induzido no mesmo. Na Figura 4.10, apenas o
grafo em (c) possui um conjunto extensivel separavel, em (d), a é interno ao P, induzido
por {v,a,b,c} e é extremo do induzido por P.

Agora, apresenta-se a caracterizagao proposta.

Teorema 4.23 ([JO91]). Um grafo G pertence a classe P,-extensivel se, e somente se,
todo subgrafo H induzido por G satisfizer uma das sequintes restri¢oes:

e H ¢ desconexo;
e H ¢ desconexo;

e V(H) é um conjunto extensivel do préprio H.
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Tabela 4.1: Defini¢cao da operagdo @ .

e FExiste um tnico conjunto extensivel separdvel Y € V(H) tal que todo vértice de
V(H)\Y é, ao mesmo tempo, adjacente aos pontos interiores e nao adjacente aos

extremos de todo P € Py(H[Y]).

Os dois ultimos casos do Teorema 4.23 causam o aparecimento dos nés vizinhanga na
arvore de decomposicao modular dos grafos desta classe. Em ambos os casos, o grafo
quociente dos noés vizinhanga produzidos sao limitados a um niimero pequeno de possibil-
idades.

Com a definigdo das operagoes inversas aos itens da caracterizagdo acima, somos
levados a uma decomposi¢ao dos grafos da classe em uma &rvore conhecida por pz-
drvore. As operagbes que compdem as duas primeiras alternativas sao @) e (D, vide
Secao 4.2. A operacao (@) é definida na Tabela 4.1 e corresponde a terceira alter-
nativa da decomposicao. J& a tltima operacao é definida de forma que G; Q) Gy =
(V(G1) UV (G,), E(G1) UE(Gs) U X), sendo V(G1) um conjunto extensivel separéavel de
Gre X ={{z,y}: 2 € V(G1),y € V(G2)} para todo vértice interno = de um P;(G).

A Figura 4.11 contém a decomposi¢ao de um grafo da classe em sua px-arvore e em
sua arvore de decomposi¢do modular. Note que os operandos para a operagao () sao tais
que V(Gy) = {a,b,c,d, f} (formando um conjunto extensivel separavel) e V(Gy) = {e}.

Hochstéttler e Tinhofer [HT95] mostraram ainda outra caracterizagdo para a classe,
baseada em p-componentes. Um grafo G é dito p-conezo se o grafo G' = (V(G), E') é
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a o d c f c f

(a) Um grafo P4-extensivel. (b) Sua px-arvore. (c) Sua decomposigao
modular.

Figura 4.11: Exemplo de px-arvore.

conexo para ' = {e € E(G[P]) : P € Py(G)}. Um subgrafo induzido maximal e p-conexo
de um grafo é chamado p-componente.

Lema 4.24 ([HT95|). Um grafo G pertence a classe P,-extensivel se, e somente se, todas
as suas p-componentes tem no mdrimo cinco vértices, ou seja, sdo isomorfas a um dos
grafos produzidos pela operacao () na terceira e sexta colunas da Tabela 4.1.

A maior aplicagdo desta classe é o teste de isomorfismo, que pode ser resolvido em
tempo polinomial pela comparagao das px-arvores, uma vez que podemos construi-las em
tempo linear pelo algoritmo de Hochstéttler e Schindler [HS95].

4.6 Py-leve

Esta classe foi introduzida por Jamison e Olariu (|[JO89al) (neste denominada P,-1lite)
e contém todo grafo GG cujos subgrafos induzidos de até seis vértices possuem no méaximo
dois P, induzidos ou sdo isomorfos ao grafo H ou ao grafo H da Figura 4.5 (que possuem
seis vértices e trés subgrafos isomorfos ao P;). Um exemplo de grafo da classe é dado na
Figura 4.12a, embora tal afirmacao fique mais clara apenas apés a caracterizagao dada
abaixo.

Embora para esta classe os autores nao tenham definido uma arvore de decomposicao,
Giakoumakis, Roussel e Thuillier [GRT97] apresentaram um algoritmo de reconhecimento
linear baseado na arvore de decomposi¢ao modular, do qual obtem-se outra caracterizacao
para a classe:

Teorema 4.25. Um grafo G pertence a classe P,-leve se, e somente se, para todo né
vizinhanga de sua drvore de decomposi¢ao modular, seu grafo quociente é isomorfo ao Ps,
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a b c de

(a) Um grafo da classe Py-leve. (b) A decomposigao modular do
grafo em (a).

Figura 4.12: Exemplo de grafo da classe P4-leve e sua decomposi¢cao modular.

ao Ps ou a uma aranha (vide Segao 4.4.1) e seus fatores sio todos grafos triviais, exceto
quando o grafo quociente for isomorfo a uma aranha, caso em que o fator correspondente
ao conjunto R da particao canonica do grafo quociente mao tem restrigoes adicionais e
mais um fator pode possuir dois vértices.

O grafo da Figura 4.12a é uma aranha magra cuja parte R de sua particdo candnica
(K,S,R) é{a,b,c,d,e}. O grafo induzido por R é um fator da decomposigdo modular da
aranha (dada na Figura 4.12b) e ¢ isomorfo ao Ps, que é primo.

E facil notar que ela contém todos os grafos P,-esparso. Ainda, mostra-se [JO89a] que
os grafos da classe sdo brittle (veja A.2.4) e, portanto, perfeitamente ordenéveis.

4.7 Py-carregada

Giakoumakis introduziu a classe Pj-carregada (do inglés P,-laden |Gia96|) como con-
tendo todo grafo cujos subgrafos induzidos de até seis vértices contém no maximo dois P,
induzidos distintos ou sdo grafos split (veja A.2.4).

Uma vez que os grafos H e H da Figura 4.5 sido casos especiais de grafos split,
verifica-se trivialmente que esta classe contém propriamente a classe P,-leve. Além disso,
foi dada uma caracterizacao da classe segundo sua decomposi¢cao modular, para a qual
introduz-se a seguinte notagdo: seja G um grafo split e {K,S} uma parti¢do de seus
vértices em clique e conjunto independente. Denotam-se por S(G) o subconjunto de S
formado por vértices que nao sao vizinhos de pelo menos um vértice em K, ou seja,
S(G)={se S:Tke KN {s, k} ¢ E(G)}, e por K(G) a vizinhanga de S(G), que esta
contida em K (isto é, K(G) = Ng(S(G))).

Teorema 4.26 (|Gia96]). Um grafo pertence a classe P,-carregada se, e somente se, o
grafo quociente de cada no vizinhanga de sua drvore de decomposicao modular:
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(a) Um grafo da classe. (b) Sua decomposi¢do modular.  (c¢) O quociente do n6 raiz de (b).

Figura 4.13: Exemplo de grafo da classe P4-carregada.

e For isomorfo ao Ps ou ao Ps e seus fatores forem grafos triviais; ou

e For isomorfo a uma aranha e seus fatores forem todos grafos de um tunico vértice,
exceto o fator correspondente ao conjunto R (da parti¢io canénica da aranha), se
nao vazio, e mais outro vértice qualquer, cujo fator pode conter dois vértices; ou

e For isomorfo a um grafo split G e os fatores correspondentes aos vértices em
S(G) forem conjuntos independentes e os correspondentes aos vértices em K(G)
forem cliques.

O autor apresentou um algoritmo linear de reconhecimento da classe que valida os
critérios definidos no Teorema 4.26. Outra caracteristica interessante da classe é que seus
grafos sao brittle, a exemplo de sua subclasse Py-leve.

Na Figura 4.13 est4 exposto um grafo da classe e sua decomposicao modular. Note
em (c) que o grafo quociente do né de rotulo vizinhanga é um grafo split, pois pode-se
particionar seus vértices na clique {b,d, e} e no conjunto independente {a,c, f}. O tnico
fator ndo trivial é o conjunto independente {a’,a”}, que corresponde ao vértice a do grafo
quociente, pertencente a S(G).

4.7.1 Py-carregada estendida

Outra classe definida por Giakoumakis em [Gia96]. E uma simples extensdo da classe P,-
carregada para admitir C5 induzidos, mas que perde sua caracteristica de ser perfeitamente
ordenédvel. Para defini-la, nota-se que um grafo é split se, e somente se, ndo possui
Cs, C4 e Cy como subgrafos induzidos. Ao relaxar esta restricio, define-se um grafo
pseudo-split como sendo livre de C; e Cy como subgrafos induzidos.

Um grafo pertence a classe Pj-carregada estendida (do inglés, extended P;-laden)
se todo seu subgrafo induzido de até seis vértices contém no maximo dois P, induzidos
ou é um grafo pseudo-split.

Uma vez que esta classe é a unido das classes P,-carregada e Ps-arrumada (definida
na Secgao 4.8), os grafos das figuras 4.12a e 4.14 sdo exemplos de grafos da classe. Note
que nenhum dos dois exemplos apresentados pertence a ambas as classes.
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Basta adicionar a possibilidade de isomorfismo com o C5 & primeira opgao do Teo-
rema 4.26 para uma caracterizacao da classe.

4.8 Py-arrumada

A classe Ps-arrumada (do inglés, Py-tidy) foi definida por I. Rusu em comunicados nao
publicados e, posteriormente, foi apresentada num trabalho de V. Giakoumakis, F. Roussel
e H. Thuiller [GRT97], no qual a caracterizaram por conjuntos permitidos de grafos quo-
cientes para os moédulos vizinhanca e disso derivam um algoritmo de reconhecimento em
tempo linear.

Um grafo G pertence a classe Py-arrumada se VP € Py(G), |R(G, P)| < 1. Vendo
de outra forma, um grafo GG pertence a classe Ps-arrumada se, e somente se, ndo existem
dois subconjuntos distintos, X e Y, de V(G), com X NY € P,(G) e tais que G[X] e G[Y]
sdo isomorfos a qualquer dos grafos {7, ..., Z;} da Figura 4.2 (note que X e Y ndo sdo
necessariamente isomorfos). Abaixo estd a caracterizagdo proposta pelos autores:

Teorema 4.27. Um grafo G pertence a classe Py-arrumada se, e somente se, todo grafo
quociente de um mno rotulado como vizinhanca em sua drvore de decomposi¢cao modular
for isomorfo a um Cs, P; ou Ps cujos fatores sio grafos triviais, ou for isomorfo a uma
aranha, caso em que exceto pelo fator correspondente ao conjunto R de sua parti¢ao
candnica, se ndao vazio, e um outro fator, que pode conter dois vértices, os demais devem
ser todos grafos triviais.

Um exemplo de grafo da classe estd na Figura 4.14. Sua arvore de decomposigao
modular é isomorfa a da Figura 4.12b, contudo o grafo quociente do fator {a, b, c,d, e} é
um Cj5. De fato, a tnica diferenga entre os o grafo apresentado e o da Figura 4.12a é a
auséncia da aresta {a,d}. Note que este grafo ndo pertence a nenhuma das classes vistas
anteriormente, exceto a classe P,-carregada estendida, e que o tnico grafo apresentado
anteriormente neste Capitulo que nao pertence a classe Pj-arrumada é o exemplo da
Figura 4.13a.

Além disso, no mesmo trabalho, apresentam algoritmos lineares para varios problemas
de otimizacao aplicados a grafos da classe, como clique maxima, niimero cromatico entre
outros. Uma vez que esta classe engloba as classes Ps-esparso estendida, P4-extensivel e
P,-leve, e, assim, todas as classes estudadas neste Capitulo, a excegao de P,-carregada e
P4-carregada estendida, tais algoritmos sao diretamente apliciveis a todas estas. Levando
em consideracao, ainda, que o algoritmo de reconhecimento é capaz de reconhecer todas
as suas subclasses, a mesma merece um estudo mais detalhado, que por nao se adequar
ao intuito deste Capitulo foi deixado para o Capitulo 5.
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Figura 4.14: Exemplo de grafo da classe P -arrumada.

4.9 Conclusoes

Todas as classes aqui estudadas apresentam caracteristicas comuns, entre as quais destaca-
se que sao hereditérias, isto é, subgrafos induzidos de um grafo pertencente a qualquer
destas classes também pertence a mesma classe, e que sao fechadas pelas operagoes de
complemento e pelas operagdes (0) e (D), definidas na Segao 4.2.

A importancia das mesmas reside em suas aplicacgoes, das quais foram listadas as que
pareceram mais relevantes. Além das quais, sabe-se que modelos em grafos para muitos
problemas (tais como agendamento de cursos e agrupamento semantico de itens [JO91|)
recaem em uma destas classes.



Capitulo 5

A classe P -arrumada

Esta classe foi introduzida na Segao 4.8 e neste capitulo serd detalhada com o objetivo de
provar algumas de suas propriedades, incluindo sua caracterizagao em termos da arvore de
decomposi¢ao modular. Também é apresentado o algoritmo de reconhecimento proposto
em [GRT97], bem como algumas aplicagtes da classe em problemas de otimizagao.

Para comegar, recorda-se a definicdo da classe: um grafo G pertence a classe Py-
arrumada se, e somente se, para todo P € Py(G), R(G,P) < 1. Isto é, cada subgrafo
induzido isomorfo ao P, tem no maximo um parceiro. Em seguida serao estudadas algumas
de suas propriedades (algumas definigoes usadas sdo dadas na Segao 4.1).

Uma quase-aranha é um grafo obtido de uma aranha de partigdo canonica (K, S, R),
opcionalmente substituindo um dos vértices contidos em K U S por um par de novos
vértices e fazendo ambos adjacentes aos mesmos vértices aos quais o removido era. Os
novos vértices podem ser ou nao adjacentes. A particdo candnica da quase-aranha é
obtida da particao canénica da aranha, removendo o vértice substituido de seu conjunto
e adicionando, ao mesmo, o par de novos vértices, caso a substituicao tenha ocorrido.

5.1 Propriedades

Um grafo da classe Pj-arrumada apresenta varias propriedades de interesse. Abaixo,
algumas delas sao descritas:

Proposicao 5.1. A classe P,-arrumada € fechada por complemento.

Demonstracdo. Seja G um grafo pertencente a classe P,-arrumada e suponha que G nio
pertenca a classe. Portanto existe algum A € Py(G), tal que |R(G,A)| > 2. Sejam
{b,c} € R(G,A). Como b e c sio parceiros de A, existem {B,C} C P,(G) tais que
BcCcAU{b},CCc Au{c}eB#A#C.

Como Py ~ P, {A, B,C} C Py(G). Entao {b,c} € R(G, A), contradigao. O
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Proposicao 5.2. Se um grafo pertence a classe Py-arrumada, todo subgrafo induzido de
G pertence a classe Py-arrumada.

Demonstracao. Seja G um grafo pertencente a classe Py-arrumada e H um subgrafo
induzido de G. Se P € Py(H), entao P € P,(G). Ainda, R(H,P) C R(G, P) e, como
|R(G, P)| <1 entao |R(H, P)| < 1. Com isto, H pertence a classe P4-arrumada. O

Proposicao 5.3 (|GRT97|). Seja G um grafo pertencente a classe Py-arrumada. Entdo
todo subconjunto M de V(G) tal que G[M] € isomorfo a um Cs, Ps ou Ps é um mddulo
de G.

Demonstracao. Considere os seguintes casos:

1. G[M] é isomorfo a um P

Sejam a e e os extremos de G[M] e considere A = M \ {e} e B= M \ {a}. Tem-se
que {A, B} C P,(G), {e} = R(G, A) e {a} = R(G, B). Considere qualquer vértice
v € V(G)\ M. Note que v ¢ R(G, A), caso contrario |R(G, A)| > 2. Portanto, v
precisa pertencer a um dos seguintes conjuntos (definidos na Se¢ao 4.1). Veja na
Figura 5.1 os trés casos, associados com as situagoes nao permitidas.

(a) I(G,A): vndo é adjacente a e em G, pois, caso fosse, v € R(G, B). Portanto

N(@w)nM = 0.
(b) U(G, A): v é adjacente a e em G, pois, caso ndo fosse, v € R(G, B). Portanto
M C N(v).

(c) B(G,A): esta situagido nao ocorre pois, neste caso, v € R(G, B).

Portanto, todo vértice de G ou pertence a M ou, é adjacente a todos os vértices de
M, ou a nenhum deles. Com isso, conclui-se que M é um modulo de G.

2. G[M] é isomorfo a um Py

Considere o grafo G que, pela Proposicio 5.1, pertence a classe P,-arrumada. Tem-
se que G[M] é isomorfo ao Ps e, pelo Caso 1, M é um médulo de G. A Proposicio 2.1
garante que M é um mo6dulo de G.

3. G[M] é isomorfo a um Cj

Seja a qualquer vértice de M e e um vértice de M adjacente a a. Com argumentos
semelhantes ao Caso 1, prova-se que M é modulo de G.

Note que é preciso ajustar os grafos da Figura 5.1 de forma que a seja adjacente a
e em todos eles. Isto, contudo, nao altera a situagao do vértice v em relagao aos
conjuntos A e B. O
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v v v
a b c d e a b [ d e a b c d e

Figura 5.1: Subgrafos nos quais o Ps induzido por {a,b, ¢, d, e} ndo seria um modulo.

Lema 5.4 ([GRT97]). Sejam G wm grafo da classe Py-arrumada, H um subgrafo induzido
de G isomorfo a algum dos quatro grafos Z4, Zs, Zg, Z7 da Figura 4.2 e v um vértice de
V(G)\V(H). Entao uma das sequintes afirmativas vale: V(H) C Ng(v), V(H)NNg(v) =
0 ou V(H)NNg(v) ={v:3P € Py(H)ANv € B(G, P)} (neste iltimo caso, V(H)N Ng(v)
sGo os vértices de G que estio contidos em B(G, P) para algum P, cujo grafo induzido

em H é um Py).

Demonstragao. Sejam {A, B} = Py(H), {t} = V(H)\ B e {u} =V(H)\ A. Note que
{t} = R(H,B) e {u} = R(H,A). A relacdo de v € V(G) \ V(H) com A sera tratada em
trés casos:

1. v € U(G, A): se v nao fosse adjacente a u, seguiria que {t,v} € R(G, B). Portanto,
V(H) C Ng(v).

2. v € I(G,A): se v fosse adjacente a u, seguiria que {t,v} € R(G, B). Portanto,
V(H) N Ng(v) = (Z)

3. v € B(G,A): se H for isomorfo a Zs ou a Z7, v ndo pode ser adjacente a u, caso
contrario, {t,v} € R(G, B). Entdao Ny(v) sdo exatamente os vértices internos de
G[A]. De outra forma, H é isomorfo a Z4 ou a Zg e, se v ndo for adjacente a u,
{t,v} € B(G, B). Logo, neste caso, Ng(v) sdo os dois vértices internos de G[A],
que coincidem com os vértices internos de G|[B]. O

Teorema 5.5. Seja G um grafo primo da classe Py-arrumada. Entao G € isomorfo a um
dos sequintes grafos: Ps;, Ps, Cs ou uma aranha.

Demonstracdo. Suponha que G contenha um subgrafo induzido H isomorfo a Ps, P; ou

(s, entdo pela Proposigao 5.3, V(H) é um modulo de G. Como G é primo, G ~ H.
Entdo, seja G ndo isomorfo a P, P5 e Cs. Suponha que G contenha um subgrafo

induzido H isomorfo a um dos grafos Z, Z5, Zs, Z7 da Figura 4.2. Todos eles possuem
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um moédulo de dois vértices que, pelo Lema 5.4, é um modulo de G, contradigao. Uma
vez que Zy ~ Ps, Zo ~ Ps e Z3 ~ C5, G é livre de todos os grafos de Z; a Z; da figura.
Pelo Lema 4.17, G pertence a classe P,-esparso e, pelo Teorema 4.18, (G é isomorfo a uma
aranha. ]

Lema 5.6. Seja G um grafo da classe Py-arrumada e M um mddulo de G contido na
drvore de decomposicao modular do grafo e cujo né tem rotulo vizinhanca. Se o grafo
quociente associado ao né € uma aranha H cuja particio candnica é (K, S, R) entdo
G[M] é uma quase-aranha obtida a partir de H, trocando no mdzimo um vértice de H,
nao contido em R, por um Ky ou Sy e substituindo G[R|, se R ndo for vazio, pelo grafo
induzido por um mddulo de G contido em M.

Demonstragao. Seja (K, S, R) a particdo candnica dos vértices da aranha H. Denote os
vértices de K por {ki, ...k} e os vértices de S por {s1, ..., s} de modo que a bije¢ao entre
K e S é dada pelo indice dos vértices. Entao para cada ¢ € {1,...,l}, ou Ng(s;) = {ki}
ou Ng(s;) = K\ (RU{k;}). Da decomposi¢do modular, sabe-se que G[M] é obtido
substituindo cada k; por um grafo A;, cada s; por um grafo B; e o tGnico vértice de R,
se existir (pois H é primo), por um grafo C, tais que V(4;), V(B;) e V(C), se existirem,
sdo modulos fortes de G[M].

Agora, suponha que para algum A; (B;), |V(4;)| > 2 ([V(B;)| > 2). Seja P € P,(H)
tal que PN A; #0 (PN B; #0). E facil de ver que PN R = () e que, em G, cada vértice
de A; (B,), exceto k; (s;), é parceiro de P. Como G pertence a classe Py-arrumada,
V(A)| =2 (|V(B))] =2) e G[A;] (G]By]) ou é isomorfo a um K3 ou a um Ss.

Suponha que existam dois vértices a e b em KUS cujos correspondentes médulos A e B
possuam dois vértices. Seja P € Py(H), tal que {a,b} C P. Vé-se que os demais vértices
de (AU B) \ {a,b} sdo parceiros de P, contradizendo G pertencer a classe P -arrumada.
Logo, s6 existe um mo6dulo nao trivial em K U S. U

Lema 5.7. Seja H um grafo primo que é uma aranha de partigio canénica (K,S, R) e
G uma quase-aranha. Se G puder ser formado a partir de H, trocando H[R], se R ndo
for vazio, por um grafo da classe P,-arrumada e no mdrimo um vértice de K U S por um
K5 ou Sy. Entdo G pertence a classe Py-arrumada.

Demonstracao. O caso simples ocorre quando nenhum vértice foi adicionado a K ou S.
Pela Proposi¢ao 4.14, nenhum P € Py(G) contém vértices em ambos R e K U S e se
P C K US, seus extremos estdo em S e seus vértices internos em K.

Entao ou P C Rou P C K US. Todo P C R nao possui parceiros em K U S, pois
estes vértices respectivamente pertencem a U(G, P) e a I(G, P) e, assim, seus parceiros, se
existirem, estdo em R. Como H[R] pertence a classe Py-arrumada, P possui no maximo
um parceiro em R. De outro modo, todo P C K U S nao possui parceiros, pois R C
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B(G, P) e todo vértice em (K US)\ P pertence a B(G,P), I(G,P) ou a U(G, P).
Portanto, todo P em P4(G) tem no maximo um parceiro em G.

Suponha, entdo, o caso em que um vértice v € K U S foi trocado por um par v, v’
(adjacentes ou nao). Note que nenhum P € P,(G) contém o par de vértices adicionados,
pois qualquer vértice restante de GG é ou nao é adjacente a ambos, contudo, para formar
um Py, é necessario ao menos um vértice adjacente a apenas um dos vértices do par.

Os resultados da Proposigao 4.14 serao extendidos para esta configuragao. Nao existe
P € Py(G) com vértices em ambos R e K US. Se P nao contiver nem v nem v, ao
remover v’ de (G chega-se a uma contradi¢do ao caso anterior. Se P contiver apenas um
entre v e v’ remove-se de GG o outro vértice e chega-se uma nova contradi¢do. Por fim, P
nao pode conter ambos v e v'.

Seja agora um P € Py(G[K U S]). Como P nao pode conter ambos os vértices v e v/,
sempre é possivel remover um deles e, pelo caso anterior, P tem seus extremos em S e
seus vértices internos em K.

Analogamente ao caso anterior, todo P € R nao possui parceiros em K U S e todo
P C K US nao possui parceiros em R. Contudo, seja P C K US. Se P nao contiver
nem v nem v’, pode-se remover um deles e, pelo caso anterior, P nao tem parceiros. Se P
contiver um entre v e v’, seja v o vértice que P contém, entdo v’ é o Unico parceiro de P,
pois v tem as mesmas adjacéncias que v/, e se for removido v" de GG, pelo caso anterior, P
nao tem outros parceiros. U

Lema 5.8. Seja G um grafo que pertence a classe Py-arrumada e M um mddulo presente
na drvore de decomposi¢ao modular de G tal que o grafo quociente associado ao no é uma
aranha de parti¢ao candénica (K, S, R). Entdo G[M \ R| é um p-componente de G.

Demonstracao. Decorre imediatamente da extensao da Proposicao 4.14 para o caso das
quase aranhas, ja realizada na prova do Lema 5.7 e do fato de M ser um moédulo, tornando
impossivel que G[K U S| esteja contido em um p-componente maior (veja definigdo na
Secao 4.5). O

5.1.1 Caracterizacoes

Esta secao aborda algumas caracterizagoes equivalentes para a classe. Para tal, sao
necessérias novas defini¢oes e resultados, dados a seguir.

Dado um grafo G qualquer, o conjunto dos grafos quociente associados aos nés vizin-
hanga de sua arvore de decomposi¢ao modular seré representado por 7(G). Note que se
dois nos vizinhanga da arvore de decomposi¢ao modular de GG possuirem grafos quocientes
isomorfos, ambos estardo contidos em 7((G), pois nio se tratam do mesmo grafo, ja que
seu conjunto de vértices é distinto.
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Teorema 5.9 ([JO95c|). Um grafo G ou é p-conezxo, ou pode ser obtido de seus p-com-
ponentes e vértices fracos por uma seqiéncia finita de operagées @), @D e (O .

A operagao (6 é definida de forma que G = G; ©) G2 estd definida quando G5 é
um grafo p-conexo e separavel. Neste contexto, um grafo é separdvel se todo vértice
que é interno a um P, induzido no grafo nao é extremo de nenhum outro P, induzido no
mesmo grafo. Note que esta definigao abrange os grafos formados por conjuntos extensiveis
separaveis, vistos na Secao 4.5. O grafo G resultante contém a uniao dos vértices e arestas
de G e G5 além de todas arestas ligando um vértice qualquer de GG; com qualquer vértice
de GGy que nao seja extremo de um P, induzido no mesmo.

Lema 5.10. Um grafo G pertence a classe P,-arrumada se, e somente se, todo p-compo-
nente de G for isomorfo a um dos sequintes grafos: Cs, Ps, Ps ou wma quase-aranha.

Demonstragao. Sejam GG um grafo da classe P,-arrumada e B um conjunto de seus vértices
que induz uma de suas p-componentes. Suponha que G[B] nao seja isomorfo ao C5, ao
P; e ao P;. Denote por M o menor médulo forte de G que contém B. O rétulo de M
na arvore de decomposi¢do modular de G nao é serial nem paralelo, pois G[B] é conexo
e seu complemento também. Assim sendo, pelo Teorema 5.5, o grafo quociente, @), do
mo6dulo M é uma aranha. Tomando a parti¢ao candnina (K, S, R) de ), sabe-se que
B C KUS, pois nao existe nenhum P, induzido com vértices em ambos Re K US e B
se estivesse contido em R, M nio seria minimo. Todavia, pelo Lema 5.8, G[K U S| é um
p-componente de G e B = K US. Entao, pelo Lema 5.6, B induz uma quase-aranha.

Prova-se por indugao no ntimero de vértices que, se todos os p-componente de G forem
isomorfos ao C5, P;, P; ou a uma quase-aranha, G é um grafo P,-arrumada. A base ¢
formada pelo grafo trivial e pelo Cs, Ps, P; e quase-aranhas, todos sido sabidamente grafos
da classe.

Para o passo indutivo, G é decomposto usando uma das operagoes disponiveis e, por
hipotese de indugdo, os grafos obtidos (G; e GG2) pertencem a classe Pj-arrumada. E
de facil constatacao que nao exite P, induzido com vértices de ambos operandos e que
os parceiros de todo P, induzido em um deles est4 contido no mesmo, portanto o grafo
resultante é P-arrumada. Isso ocorre com as operagoes (0) ou (D) pois os vértices de G
e G5 estdo em componentes conexas distintas de G ou de G. No caso da operacio ©), o
motivo é que cada vértice de GGy pertence a B(P,), para todo P € Py(Gs). O

Uma caracterizagao semelhante para a classe, envolvendo os nés vizinhanga da arvore
de decomposi¢cao modular também ser enunciada:

Teorema 5.11. Um grafo G pertence a classe Py-arrumada se, e somente se, todo grafo
induzido por um nd vizinhanga da drvore de decomposi¢cao modular de G for isomorfo a
um Cs, Ps, Ps ou uma quase-aranha.
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Demonstragao. Seja G um grafo da classe Pj-arrumada. Todo grafo em n(G) é um
subgrafo primo induzido de G e, pela Proposicao 5.2, é um grafo da classe Ps-arrumada.
Entdo, pelo Teorema 5.5, é isomorfo a um Cj5, P, Ps; ou uma aranha prima. Seja T a
arvore de decomposicao modular de GG, r um n6 de T' e X, o grafo quociente do mddulo
correspondente.

Se X for isomorfo a um Cs, P;, Ps, os filhos de r em T correspondem a médulos triviais
(s@o vertices de (G). Caso contrario, existe um filho a de r com mais de um vértice. Seja
Y um conjunto formado por um vértice pertencente a cada moédulo correspondente aos
filhos de r, G[Y] & isomorfo a um Cj, P5 ou Ps e, pela Proposigao 5.3, é um moédulo de G.
Como Y e o modulo correspondente a a interceptam-se e nenhum deles contém o outro,
entao nenhum deles é um moédulo forte, contradicao ao fato de a pertencer a T

Se X for uma aranha prima, entao, pelo Lema 5.6, o grafo induzido pelo médulo
correspondente a r é obtido substituindo a cabega de X, se houver, por um médulo e no
maximo um vértice de X, distinto da possivel cabeca, por um K5 ou Sj.

Para provar a suficiéncia da hipodtese, seja G um grafo tal que todo grafo induzido
por um né vizinhanca da &rvore de decomposi¢cao modular de G é isomorfo a um Cj,
P; ou P; ou a uma quase-aranha. Enfim, prova-se por inducdo que G pertence a classe
Ps-arrumada.

Hipotese: todo grafo H que satisfaz as condi¢oes do teorema e tem menos vértices que
G, pertence a classe P4-arrumada.

Base: G contém um vértice e, trivialmente, pertence a classe P4-arrumada.

Passo: Considere o moédulo trivial M = V(G). Como G tem mais de um vértice, sua
arvore de decomposicao modular possui uma raiz r e ao menos dois filhos. Pela hipotese
de inducao, os grafos fatores correspondentes pertencem a classe Ps-arrumada. Trés casos
serao analisados, de acordo com o tipo de M.

e Vizinhanca: Ou G é isomorfo a um Cs, Ps ou P; e pertence a classe P,-arrumada
ou é uma quase-aranha de particao (K, S, R) que atende as condigdes do teorema.
Neste caso, é facil estender a Proposicao 4.15 para quase-aranhas e entao, R, se nao
vazio, é um filho de r e, por hipotese de indugao, pertence a classe Ps-arrumada.
Entao, pelo Lema 5.7, G pertence a classe P -arrumada.

e Paralelo: Todos os filhos de r sao desconexos dois a dois. Claramente todo P &€
Py(G) esta contido em um dos filhos de 7 e todos seus parceiros estdo contidos no
mesmo filho, portanto GG pertence a classe P4-arrumada.

e Serial: Note que todo todo P € P,(G) esta contido em um dos filhos de 7, pois,
no complemento de G, os filhos de r sdo desconexos, e que todos os parceiros de P
estao contidos no mesmo filho, portanto GG pertence a classe P4-arrumada. O
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5.2 Algoritmo de reconhecimento

O algoritmo de reconhecimento que sera descrito foi apresentado em |[GRT97] e tem com-
plexidade linear em relacdo ao tamanho do grafo. Ele utiliza diretamente a arvore de
decomposi¢ao modular, realizando um conjunto de verificagcdes sobre os nés da mesma
que possuam roétulo vizinhanga, a fim de certificar que um grafo pertence a classe Py-
arrumada ou algumas de suas subclasses.

A exatidao do algoritmo baseia-se na caracterizacao da classe Ps-arrumada dada pelo
Teorema 5.11 e nas caracterizacoes equivalentes das demais subclasses, que estao revistas
na proxima secao.

5.2.1 Caracterizacao das classes reconhecidas

Com objetivo de utilizar no mesmo algoritmo as caracterizagoes dadas pelos teoremas 4.7,
4.16, 4.22 e 4.25 para as classes P4-redutivel, P4-esparso, P4-extensivel e P4-leve, bem como
duas extensoes para contemplar as classes Ps-redutivel estendida e P4-esparso estendida,
considere a seguinte notagao.

Para identificar entre os varios grafos especiais considerados nas caracterizagoes acima
citadas, toma-se uma fungao tipo(H) que mapeia grafos de interesse em inteiros.

( se H for isomorfo ao Pj;

se H for isomorfo ao touro;

se H for isomorfo a uma aranha (exceto P, e touro);

tipo(H) =

se H for isomorfo ao Cs;
, se H for isomorfo ao Ps;

= IR SA N U R

, se H for isomorfo ao Ps;ou

| 7, caso contrério.

Um grafo H em 7(G) é dito marcado se pelo menos um dos fatores do né N, da arvore
de decomposi¢cao modular, cujo grafo quociente é H, possuir mais de um vértice. A esta
regra se aplicam duas excegoes, uma quando o grafo induzido pelo médulo correspondente
a N for isomorfo a uma aranha, caso em que H é tido como nao marcado, e outra quando
for isomorfo a uma quase-aranha, sendo o H tido como fracamente marcado. Para auxiliar
o uso desta notagao seja a fun¢do marca(H), que mapeia as possiveis marcas em inteiros
conforme as condigbes abaixo:



5.2. Algoritmo de reconhecimento 67

1, se H nao estiver marcado;
marca(H) = ¢ 2, se H for uma aranha fracamente marcada; ou
3, se H estiver marcado.

A Tabela 5.1 relaciona os valores de tipo(H) com os valores méaximos permitidos de
marca(H) para os grafos induzidos pelos nos vizinhanga da decomposi¢gao modular da
classe Ps-arrumada e de algumas de suas subclasses. O valor 0 na tabela significa que
nenhum grafo do tipo correspondente é permitido para a classe em questao.

P, | touro | aranha | Cs | P; | Ps | outros Classe
0 0 0 0 0 0 0 cografo
<1l| <1 0 0 0 0 0 Ps-redutivel
<1l| <1 0 1 0 0 0 Ps-redutivel estendida
<1l| <1 <1 0 0 0 0 P4-esparso
<1| <1 <1 1 0 0 0 P,-esparso estendida
<2 <2 0 <1|<1 <1 0 P4-extensivel
<2 <2 <2 0 |<1|<1 0 Py-leve
<2 <2 <2 <1/ <1|<1 0 Ps-arrumada

Tabela 5.1: Valores de marca(H) permitidos para cada tipo(H) em algumas classes de
grafos.

5.2.2 Algoritmo e analise

O Algoritmo 10 constréi a decomposicdo modular do grafo e, entao, verifica o tipo e a
marcacao dos grafos induzidos pelos nés vizinhanca. Apos isso, basta verificar a classe
mais restrita da Tabela 5.1 cujas condigoes foram atendidas.

Para mostrar que o Algoritmo 10 executa em tempo linear no tamanho do grafo
(|[V(G)| + |E(G)|), seus passos serdo analisados. Os dois lagos entre as linhas 2 e 4 e
entre as linhas 12 e 16 sao executados em tempo constante. A construgdao da arvore de
decomposi¢ao modular no passo 1 leva tempo linear em G, como exposto no Capitulo 3.
Durante a construgao da arvore, pode-se preencher um vetor com cada um dos grafos em
7(G). Resta mostrar que o lago principal, entre os passos 5 e 11, no qual as fungdes tipo
e marca sao computadas para cada grafo G; em (@) toma tempo linear.

A funcdo tipo testa isomorfismo de G; com C5, P; e Ps, em tempo constante, e, se
falharem, verifica se GG; é uma aranha (o Py e o touro sdo as aranhas de 4 e 5 vértices),
em tempo linear no tamanho de G;, da seguinte forma:

e Verifica se G; é um grafo split. Isto é feito em tempo linear [Gol80).
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Algoritmo 10 Reconhecimento de grafos da classe P4-arrumada e subclasses.

Construir a arvore de decomposi¢ao modular 7'(G) de G.
Para : de 1 a 7 faga
mascarali] < 0
Fim Para
Para G, € 7(G) faga
Se tipo(G;) < 6 entao
mascaraltipo(G;)] < max(mascaraltipo(G;)], marca(G;))
Senao
mascaral7] < 1
Fim Se
: Fim Para
: Para ¢ de 1 até 6 faga
Se mascara é compativel com a linha ¢ da Tabela 5.1 entao
Retorne o nome da classe da linha ¢ da Tabela 5.1
Fim Se
: Fim Para
: Retorne “nenhuma”

I o T o T o S S S G Sy Y

e Ordena os vértices de GG; pelos seus graus através de algum algoritmo linear como
bucket sort. Verifica se os primeiros |S;| vértices possuem todos grau 1, |K;| — 1 ou
|K;| — 2 (respectivamente, aranha magra, gorda sem cabega e com cabega).

J& a fungdo marca verifica se todos os vértices de GG; sao folhas na arvore de decom-
posicado modular. Caso contrério, se G; for uma aranha, verifica se ha apenas um vértice
além da possivel cabeca que nao é folha da arvore e, caso exista, se possui exatamente
dois filhos que sao folhas.

Pode-se ver que o tempo que o lago principal toma é O(>_7_, |G;|). Como cada vértice
de cada G; corresponde a um né da arvore de decomposicao modular, a soma é limitada
pelo namero de nos da arvore, que é sempre menor que 2|V(G)|.

5.3 Aplicagoes

5.3.1 Numero croméatico e Clique maxima

Determinar x(G) e w(G) (veja A.2.3) para um grafo G qualquer sdo dois problemas
sabidamente NP-dificeis. Contudo, eles podem ser resolvidos em tempo linear para grafos
da classe Ps-arrumada com o uso da arvore de decomposi¢cao modular.

Ambos os parametros podem ser calculados para um grafo G pertencente & classe Py-
arrumada de forma recursiva sobre sua arvore de decomposi¢cao modular 7. Para cada n6
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r de T determina-se w(M) e x(M), sendo M o grafo induzido pelo médulo representado
por 7, dispondo dos valores w(X;) e x(X;) de todos os nos filhos de r. O céalculo depende
do tipo do modulo 7.

Primeiramente, observa-se o efeito das operagoes @) e () (definidas na Segio 4.2)
sobre os parametros em questdo. Dados dois grafos quaisquer, G e G, tais que V(G1) N

V(Gy) = 0:

X(G1 @ Ga) = max{x(G1), x(G2)}
(U(Gl @ Gg) = max{w(Gl),w(G2)}

X(G1 @ G2) = x(G1) + x(G2)
w(Gl @ Gg) = W(Gl) + C&J(Gg)

Aplicando as regras acima, calcula-se os parametros para todos os modulos seriais e
paralelos de 7. Resta lidar com os mo6dulos vizinhanga. Pelo Teorema 5.11, um médulo
vizinhanca de T ou é isomorfo a um Ps, C5 ou Ps, ou é uma quase-aranha. Exceto no
ultimo caso, os pardmetros desejados sao conhecidos de antemao:

X(Cs5) =3 x(P5) =2 x(P5)=3
w(Cs) =2 w(Ps)=2 w(Ps)=3

Caso seja uma quase-aranha, o grafo induzido pelo médulo pode ser construido por
G1 @ G5 (veja definigdo na Secdo 4.4.2), no qual Gy é a cabeca da quase-aranha, se
houver, e (G; é o grafo induzido pelo restante dos vértices da quase-aranha.

Os parametros calculados dependem da natureza de (G;. Caso (G; seja uma quase-
aranha, este provém de uma aranha H com partigido (K, S, (), da qual se substituiu um
vértice por um K5 ou Sy. Caso G seja uma aranha, considere (K, S, () a partigdo de G;.

Seja € = 1 quando G for uma quase-aranha obtida substituindo um vértice de K por
um Ky e € = 0, caso contrario. Define-se, também, ¢ = 1 quando G for uma quase-
aranha obtida substituindo um vértice de S por um K, e H for uma aranha gorda, e
¢ =0, caso contrario. Entdo, tem-se:

X(G1 @ G2) = |K| + € + max{x(G2), €'}

w(G1 @ G2) = |K| + € + max{w(G2), €'}
A arvore de decomposi¢cao modular de GG pode ser construida em tempo linear e os
testes para determinar se um modulo vizinhanga é um dos permitidos para um grafo da

classe Py-arrumada também sdo lineares (veja a Segdo 5.2.2). Com uma tunica travessia
da arvore em pos-ordem o algoritmo é capaz de determinar x(G) e w(G).
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5.3.2 Particao minima em cliques e Conjunto independente max-
imo

Estes dois problemas sao os duais dos problemas da segao anterior. Uma particao em

cliques de um grafo é uma particao de seus vértices cujas partes induzem subgrafos com-

pletos. O menor entre os tamanhos de tais parti¢des é representado por 0(G).

Como 0(G) = x(G), a(G) = w(G) e a classe P4-arrumada é fechada por complemento
(Proposigao 5.1), pose-de usar a arvore de decomposigao modular de G, ¢’ para calcular
tais parametros usando o método definido na segdo anterior para calcular x(G) e a(Q)
de um grafo da classe.

Todavia, para preservar a linearidade daqueles algoritmos, nao é possivel complemen-
tar o grafo para computar 7’, pois |E(G)| = O(|E(G)|?). Entao, obtem-se T" a partir
da arvore de decomposi¢ao modular de G, T, alternando os rotulos dos modulos seriais
e paralelos. Quanto aos modulos vizinhanga, para determinar seu grafo quociente em
T’ a partir do grafo quociente em 7', nota-se que o C5 permanece inalterado, o Ps e o
P; alternam e quase-aranhas magras e gordas também alternam (neste tltimo caso, o
namero de arestas de um grafo quociente em 7" é funcdo linear do nimero de arestas do
correspondente grafo quociente em T').
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Conclusao

Neste trabalho, foram descritas muitas das propriedades dos moédulos de um grafo e de
sua decomposicao modular, a partir das mais intuitivas até algumas mais elaboradas,
que estao distribuidas na literatura cientifica por varios anos. Em seguida, a técnica de
Ehrenfeucht e os algoritmos propostos por Dahlhaus, Gustedt e McConnell, e por Habib,
de Montgolfier, Paul e Capelle para construcao da arvore de decomposi¢cao modular foram
expostos, descritos e, em algumas situacoes, provados de forma mais detalhada que nos
trabalhos originias.

Além de estudar a decomposi¢ao em si, foram apresentadas aplicagbes da mesma na
caracterizagao de classes de grafos e solugao de problemas de otimizacao e isomorfismo nos
grafos dessas classes. Uma das quais, a classe P,-arrumada, foi detalhada em particular,
por abranger boa parte das demais, juntamente com a descrigao de algoritmos para solucao
de muitos problemas classicos em grafos da classe.

Como um todo, o trabalho objetivou introduzir ao leitor na teoria dos modulos e
da decomposi¢ao modular, expondo suas aplicagoes atuais. Como futuros trabalhos de
pesquisa nesta area, destacam-se o uso da decomposicao para resolver novos problemas,
notoriamente nas classes de grafos estudadas, ou a extensao de técnicas utilizadas em um
problema para outra classe, caminhos que vem sendo trilhados por varios pesquisadores.
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Apéndice A
Definicoes

Um par ordenado ¢ um ente matematico composto por dois elementos e representado da
forma (a,b). Uma seqiiéncia é uma lista ordenada de elementos, representada da forma

(al,ag,ag, .. .,an).

A.1 Conjuntos

Os conjuntos neste trabalho seguem a nocio matemética de conjuntos. Apenas para
clarificacao, algumas operagoes e caracteristicas importantes:

O conjunto vazio sera representado por (). Um conjunto é dito unitdrio se contém
apenas um elemento. As opera¢des de unido, intersec¢ao, diferenca e diferenca simétrical
entre conjuntos serdo representadas por U, N, \ e A. A unido e intersec¢do de vérios
conjuntos pode ser representada por [Jg. e (.-

A cardinalidade do conjunto A (nimero de elementos do mesmo) é expressa como |A|.

O produto cartesiano de conjuntos serd representado pelo operador Xx.

Dado um conjunto S, define-se uma particao P de S como sendo um conjunto P =
{P1,Py,...,P,},talque P, C Sparal<i<n, PbNPj=0paral<i<n1<j<ne
i # j, e Ujcje,, s = S. Os elementos do conjunto que forma a partigdo P sdo chamados
partes.

A.2 Grafos

Um grafo G néo orientado é representado por um conjunto de vértices V' (G) e uma familia
de arestas F(G). Cada elemento de F(G) é um par nao ordenado contendo dois elementos

de V(G).

TAAB = (A\B)U(B\ A)
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Um grafo G orientado é formado por um conjunto de vértices V(G) e uma familia de
arcos (ou arestas orientadas) E(G). Cada elemento de F(G) é um par ordenado contendo
dois elementos de V(G).

Dados um conjunto V' de vértices e uma familia A de arestas, que satisfazem as
condi¢oes para formarem um grafo nao orientado, entao o grafo correspondente pode ser
denotado por (V, A). A mesma representagdo é usada para grafos orientados, sendo A
uma familia de arcos.

Um grafo é trivial se contém apenas um vértice e nenhuma aresta.

Os vértices que formam uma aresta sao chamados extremos da aresta. Um grafo é
dito simples se ndo possui lagos (arestas cujos extremos coincidem) nem arestas miltiplas
(mais de uma aresta com os mesmos extremos, e mesma orientagdo no caso de grafos ori-
entados). Neste caso, as arestas do grafo formam um conjunto. Exceto se explicitamente
observado, os grafos deste documento sao simples. Dois vértices que sao extremos de uma
aresta sao ditos adjacentes ou vizinhos.

Um subgrafo H de um grafo G é um grafo tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Como H é um grafo, além das condig¢oes acima, ambos os extremos de cada uma de suas
arestas devem pertencem ao seu conjunto de vértices. Um grafo F' é um subgrafo induzido
de G se é subgrafo de GG e toda aresta de GG cujos extremos pertencem ambos aos vértices
de F', também é aresta de F. O sugrafo induzido de G, cujo conjunto de vértices é X, é
representado por G[X].

A wizinhan¢a de um vértice v é o conjunto de vértices para os quais existe uma aresta
{v,u} ((v,u) se o grafo for orientado) no grafo e é representada por Ng(v). O complemento
da vizinhanga de v, ou seja, V(G) \ Ng(v) \ {v} é representado por Ng(v). O grau de um
vértice v, por vezes denotado por 5(;(1)) é o numero de arestas que o tem como extremo
(lagos contados duas vezes).

Um grafo orientado G é dito transitivo se a relagao binaria formada pelo seu conjunto
de arcos é transitiva, isto é, sempre que (x,y) e (y, z) sdo arestas de G, (x, z), para x, y e
z distintos. Dado um grafo orientado G, seu fecho transitivo é o grafo obtido adicionando
a (G os arcos necessarios para que este se torne transitivo.

Uma orientagao transitiva de um grafo nao orientado G é uma orientacao de suas
arestas de forma que o grafo orientado correspondente seja transitivo. Um grafo nao
orientado que admite ao menos uma orientacao transitiva é chamado de grafo de compa-
rabilidade.

Um caminho em um grafo simples G de um vértice a a um vértice b é uma seqiiéncia
de vértices (vq,vg,...,v,), sem repeticdo de vértices, tal que a = vy, b =v,, e {v;,v;11} €
E(G) paral < i < n. Se o grafo for orientado, o caminho é chamado de caminho orientado
e a ultima condigdo é alterada para (v;,v;11) € E(G). Os vértices a e b sao chamados
extremos do caminho e os demais, vértices internos.
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Um grafo nao orientado é conezxo se para todo par de vértices, x e y, distintos existe
um caminho de =z a y no grafo. Um componente conero de um grafo qualquer é um
subconjunto maximal de seus vértices cujo subgrafo induzido é conexo.

Um grafo orientado G é dito fortemente conexo se, para todo par de vértices u e v,
distintos, de GG, existe um caminho orientado de u para v e outro de v para u.

Um corte é uma partigdo dos vértices de um grafo em dois conjuntos. O tamanho
de um corte é o nimero de arestas do grafo que possuem um extremo em cada parte do
corte.

Um separador S de um grafo G é um subconjunto de seus vértices de modo que

G[V(G) \ S] é desconexo.

A.2.1 Alguns grafos comuns

O grafo caminho de n vértices, representado por P, é o grafo cujos vértices sao vy, vo, ..., v,
e cujas arestas sao {{v;,vip1} : 1 <i <n}.

O ciclo de n vértices (C},), n > 3 é obtido do P, adicionando a aresta {v,, v;}.

Um grafo completo de n vértices (K,,) é um grafo no qual todo par de vértices distintos
sao adjacentes. Um grafo com n vértices e nenhuma aresta serad representado por S,,.

A.2.2 Operacoes e relagoes

O complemento de um grafo G seré representado por G e é definido de modo que V(G) =

V(G) e {z,y} € E(G) & {z,y} ¢ E(G).

Dados dois grafos G e G, a unido destes grafos é o grafo G = (V(G1)UV (Gs), E(G1)U
E(Gs)). A uniao disjunta destes dois grafos é igual a unido deles, caso V(G1)NV (G,) = 0.
Caso contrario, renomeiam-se os vértices de Gy de modo que nenhum deles esteja contido
em (G e, entdo, toma-se a uniao dos grafos.

A contragdo de vértices de um grafo G nao orientado é uma operagdo que toma um
subconjunto X dos vértices de G e produz um novo grafo G’, no qual os vértices de X sdo
substituidos por um novo vértice. Seja x o novo vértice, entdo V(G’') = {z} UV (G) \ X
e B(G") = {{z,y} : {2y} € E(G),z € X,y ¢ X} U{{z,9} : V{z,y} € E(G),2 ¢ X,y ¢
X}. Para grafos orientados, E(G') = {(z,y) : V(z,y) € E(G)se z€ X ey ¢ X ouse z ¢
Xeye XtU{(z,y):VY(z,y) € EG),z ¢ X,y ¢ X}

O isomorfismo entre dois grafos, G e H, é representado por G ~ H.

A.2.3 Alguns parametros

O tamanho de um caminho é seu nimero de vértices menos um (equivalente ao niimero
de arestas a serem percorridas). A distdncia de um vértice a a um vértice b num grafo G
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é menor entre os tamanhos de todos os caminhos de @ a b em G, se existir algum (caso
contrario a distancia ndo esta definida). Dado um grafo qualquer G, seu didmetro é a
maior distancia entre todos os seus pares de vértices (desconsiderando aqueles para os
quais a distancia nao existe).

Uma clique é um subconjunto dos vértices de um grafo que induz um grafo completo.
J4 um subconjunto dos vértices de um grafo que induz um grafo sem arestas é chamado
conjunto independente. Os maiores valores entre os tamanhos das cliques e dos conjuntos
independentes de um grafo G sao representados por w(G) e a(G), respectivamente.

Chama-se de numero cromdtico de um grafo G, o menor nimero de cores necessario
para colorir seus vértices de forma que vértices adjacentes sejam coloridos distintamente.
Representa-se este namero por x(G). O problema oposto (em relagdo ao complemento
do grafo) é encontrar a menor parti¢ao dos vértices do grafo em cliques, cujo tamanho é
representado por 6(G).

Um scattering set de um grafo G é um subconjunto S de V(G) tal que G[V(G)\ 5]
contém mais de um componente conexo. O scattering number do grafo GG, representado
por s(G) é dado por max{c(G[V(G) \ S]) — |S|} para todo scattering set S de G e
sendo ¢(H) o namero de componentes conexos do grafo H.

A.2.4 Classes com caracteristicas de interesse

Uma drvore € um grafo simples e conexo que nao possui nenhum subgrafo induzido iso-
morfo a um ciclo. Os vértices de uma arvore também sao chamados de nds. Opcional-
mente, um de seus vértices pode ser escolhido como sendo a raiz da arvore e, neste caso,
dado um né n qualquer, mas distinto da raiz, todos os nés que ficam no tnico caminho
que liga n a raiz, excluido o proprio n e incluindo a raiz, sdo os ancestrais de n (a raiz
nao tem ancestrais). O tnico ancestral de um né (exceto a raiz) que é seu vizinho é seu
pai. Todos os vizinhos de um no, exceto seu pai, se houver, sao seus filhos e todos os nos
de grau um, exceto a raiz, sao chamados folhas.

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em duas partes,
A e B, de forma que nao exista nenhuma aresta do grafo com ambos os extremos em A
ou em B. Um grafo é bipartido completo se é bipartido e para quaisquer a € Ae b € B,
o grafo contém a aresta {a, b}.

Um grafo G é perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G, x(H) = w(H).

Um grafo G é perfeitamente ordendvel se admite uma ordem o para seus vértices
tal que todo subgrafo induzido H de G tem seus vértices coloridos de forma 6tima por
um algoritmo guloso (que atribui a menor cor possivel para cada vértice) avaliando seus
vértices segundo a ordem o restrita aos vértices de H.

Como uma subclasse dos grafos perfeitamente ordenaveis estao os grafos brittle,
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para os quais todo subgrafo induzido possui um vértice que nao é extremo ou nao é
vértice interno de nenhum P, induzido.

Um grafo é cordal se nao possui nenhum subgrafo induzido isomorfo ao C), para n > 4.
Dado um grafo G qualquer, o menor nimero de arestas que devem ser adicionadas ao
mesmo para que ele se torne um grafo cordal é conhecido como menor preenchimento e é
denotado por ®(G).

Os grafos split sao aqueles cujo conjunto de vértices pode ser particionado em um dois
conjuntos K e S que induzem um grafo completo e um grafo sem arestas, respectivamente.

Um torneio é um grafo orientado obtido atribuindo uma orientagao a cada aresta de
um grafo nao orientado e completo. Um torneio bipartido é obtido de modo semelhante,
a partir de um grafo nao orientado e bipartido completo.

Uma propriedade relativa a grafos é dita hereditdria se, quando satisfeita por um grafo
(G, também é satisfeita por todo subgrafo induzido de G. Uma classe é hereditaria se a
pertinéncia a classe é uma propriedade hereditaria, ou seja, se G pertence a classe, todo
subgrafo induzido de G também pertence a classe. Como exemplos, tem-se as classes de
grafos bipartidos, perfeitos e perfeitamente ordenéveis.

A.3 Ordens

Uma ordem é uma relagdo binaria (denotada por <) nos elementos de um conjunto S.
Esta relagao satisfaz as seguintes propriedades, para trés elementos quaisquer a, b e ¢, de

S:
e Reflexividade: a < a;
e Antisimetria: se a < be b < a, entdao a = b;
e Transitividade: se a < be b < ¢, entdo a < ¢

Uma ordem é total se, para todo par de elementos a e bde S, oua < boub < a. Caso
contrario a ordem é dita parcial.

Um par (5, <) formado por um conjunto S e uma ordem parcial < sobre S é um
conjunto parcialmente ordenado, abreviado como CPO (em inglés, poset). Pode-se rep-
resentar um conjunto parcialmente ordenado por um grafo orientado aciclico P cujos
vértices sao os elementos de S. Também é possivel produzir um CPO a partir de um
grafo orientado aciclico, embora grafos distintos possam produzir o mesmo CPO.

Um conjunto totalmente ordenado é um CPO no qual a ordem dada é total.

Uma ordenagdo topoldgica T de um CPO P = (S, <) ou, equivalentemente, de um
grafo orientado aciclico, é uma ordem total dos elementos de S tal que a precede b em
T apenas se, em P, a < b ou a e b sao incomparaveis. Isto é, a ordenagao topologica é
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compativel com a ordem imposta pelo CPO, nao violando nenhuma de suas restri¢oes.
Note que um CPO pode possuir varias ordenacoes topologicas distintas.
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