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Resumo

Nesta dissertacdo apresentamos um algoritmo exato para o Problema de Roteamento de Vei-
culos Capacitados com Restri¢gdes Bidimensionais. Este combina o problema de carregar um
conjunto de itens bidimensionais em veiculos com o problema de minimizar o custo total de
transporte. Existem vdrias aplica¢des praticas para este problema, dado que em muitas situa-
coes os itens nao podem ser empilhados por diversas razoes.

Propomos um algoritmo exato baseado em uma abordagem branch-and-cut. Sete desigual-
dades validas para o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados foram adaptadas e utili-
zadas. As restricdes de empacotamento sdo garantidas através de um algoritmo exato. Também
apresentamos uma nova heuristica de empacotamento bidimensional. Exploramos duas varian-
tes do problema, as versdes sequencial e irrestrita. Para ambos os casos, consideramos os itens
possuirem orientacao fixa.

Efetuamos testes computacionais e comparamos os resultados obtidos com a abordagem
exata, para o caso sequencial, apresentada por lori, Salazar-Gonzdlez e Vigo. Observamos
resultados satisfatorios e nove instancias da literatura foram resolvidas a otimalidade pela pri-
meira vez. Como o caso irrestrito ainda ndo havia sido abordado de modo exato, apresentamos
também as solucdes de cinquenta instancias nunca resolvidas a otimalidade.



Abstract

We present an exact algorithm for the Vehicle Routing Problem with Two-dimensional Loading
Constraints. This problem combines the problems of loading vehicles with two-dimensional
items and minimizing transportation costs. It has many practical applications, since in many
cases items can not be stacked on top of each other.

We propose an exact algorithm based on a branch-and-cut approach. Seven valid inequalities
for the the Capacitated Vehicle Routing Problems were modified and used. The packing cons-
traints are imposed by an exact algorithm. We also present a new heuristic for two-dimensional
packing. We explored two variants of the problem, the sequential and the unrestricted cases.
For both variants we assume the items to have fixed orientation.

We performed computational tests and compared the results with the exact approach by
Iori, Salazar-Gonzalez and Vigo for the sequential case. We found the results to be satisfactory
and nine instances from the literature were solved to optimality for the first time. Since the
unrestricted case haven’t been tested so far by an exact algorithm, we also present the solutions
for fifty instances never solved to optimality before.
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Capitulo 1

Introducao

O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados com Restri¢des Bidimensionais de Car-
regamento (Vehicle Routing Problem with Two-Dimensional Loading Constraints — 2L-CVRP)
¢ um caso mais geral do Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados, onde cada cliente
demanda uma certa quantidade de itens retangulares. Dado um conjunto de veiculos e um dep6-
sito, objetiva-se suprir as demandas de todos os clientes considerando que cada veiculo possui
uma capacidade maxima de peso e um contéiner de dimensdes bidimensionais. Os itens de-
vem ser empacotados de modo ortogonal e ndo podem se sobrepor ou ultrapassar os limites
dos contéineres onde foram empacotados. O 2L-CVRP ¢ fortemente NP-dificil, j4 que consiste
em resolver o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados e um problema de carrega-
mento andlogo a varios problemas de empacotamento conhecidos, particularmente o Problema
de Empacotamento em Faixa e o Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional.

Existem vdrias aplicagOes praticas para este problema, dado que em muitas situagdes os
itens nao podem ser empilhados por diversas razdes. Os itens podem ser frageis ou possuir uma
forma irregular em seu topo. Podem também ser altos, de modo que ocupem toda, ou quase
toda, a altura do contéiner.

Este € um problema ainda pouco estudado, sendo que em 2007 apareceu o primeiro trabalho
abordando o 2L-CVRP [22]. Nos dois anos seguintes mais trés trabalhos foram propostos [28]
[26] [7], adicionando novas instincias e variantes para o problema. No total foram apresentadas
trés abordagens heuristicas e uma abordagem exata.

Nesta dissertagdo apresentamos um algoritmo exato para o 2L.-CVRP baseado em uma abor-
dagem branch-and-cut. Exploramos duas variantes do problema, o 2L-CVRP sequencial e ir-
restrito. Na versao sequencial o padrdao de empacotamento deve obedecer uma certa ordenagdo
dos itens. Ao descarregar os itens de um cliente, estes ndo podem estar bloqueados por itens de
clientes que serdo visitados posteriormente. A versao irrestrita relaxa esta restricao de ordem.
Para ambas as versdes, consideramos os itens possuirem orientagdo fixa, ou seja, nao foram
permitidas rotacdes.

Esta dissertacdo encontra-se organizada do seguinte modo: no segundo capitulo apresenta-
mos 0s conceitos basicos que serdo usados ao longo desta dissertagdo, além de alguns problemas
relacionados ao 2L-CVRP. No terceiro capitulo descrevemos o 2L-CVRP e apresentamos uma



revisdo bibliografica. No quarto capitulo apresentamos as desigualdades utilizadas no algoritmo
branch-and-cut proposto. Cada secdo deste capitulo descreve uma desigualdade diferente e o
algoritmo utilizado para efetuar a sua separacdo. No quinto capitulo apresentamos os algoritmos
utilizados por nossa abordagem na resoluc¢ao do problema de empacotamento bidimensional do
2L-CVRP. No sexto capitulo detalhamos o algoritmo exato proposto. Descrevemos a formula-
cdo linear inteira e as estratégias desenvolvidas para tratar as restri¢cdes do problema. No sétimo
capitulo apresentamos os resultados computacionais obtidos e analisamos o desempenho do al-
goritmo proposto quando comparado a literatura atual. Finalmente, no oitavo capitulo fazemos
algumas consideragdes finais.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos bdsicos que serdao usados ao longo desta disser-
tacdo. Definiremos também alguns problemas que relacionam-se diretamente com o problema
abordado.

Este capitulo encontra-se organizado do seguinte modo: na sec¢do 2.2 explicamos o fun-
cionamento de algoritmos branch-and-bound. Planos de corte sdo explicados na secdo 2.3.
O funcionamento de algoritmos branch-and-cut é detalhado na secdo 2.4. Na secdo 2.5 des-
crevemos os problemas de Empacotamento em Faixa Bidimensional e de Empacotamento em
Contéineres Bidimensional. Finalmente, na se¢do 2.6 descrevemos o Problema de Roteamento
de veiculos. Esta encontra-se dividida em duas sub-se¢des, a primeira descrevendo brevemente
o problema e a segunda apresentando uma rapida revisao bibliografica.

2.2 Branch-and-Bound

Branch-and-bound é um algoritmo usado para encontrar solugdes de vérios problemas, princi-
palmente de otimizagao, consistindo de uma enumeragao sisteméatica de todas solug¢des candi-
datas. O termo branch vem do fato que o método efetua parti¢des no espago das solugdes e o
termo bound refere-se ao funcionamento do algoritmo, onde um subconjunto de solugdes € des-
cartado através da utilizacdo de limitantes superiores e inferiores. Este método foi inicialmente
proposto por Land e Doig em 1960 [6] para problemas de programacao linear inteira.

Assumiremos que o objetivo consiste em encontrar o valor mdximo de uma fungédo f(z),
sem perda de generalidade. Um método branch-and-bound necessita de dois procedimentos:
uma rotina para particionamento que dado um conjunto de S solugdes candidatas, devolve k
subconjuntos menores S; onde k£ > 2. Um procedimento para calcular os limitantes para o
valor médximo de f(z), dado um subconjunto S;. Pode-se observar que a aplicagdo recursiva da
rotina de ramificacdo define uma estrutura de arvore, onde cada n6 é um subconjunto 5;, onde
S; € S. Solucdes candidatas sdo descartadas por trés razdes, que serdo descritas a seguir.



2.2. Branch-and-Bound 4

Dadas uma rotina de ramificacdo e uma rotina de verificagdo dos limitantes, considere a
decomposicdo de um né S em dois nds S; e Sy na figura 2.1:

D & & &

Figura 2.1: Poda por limitante.

Observando-se os nds gerados .S} e S, temos o limitante superior global LS, = max(20,26) =
26 e o limitante inferior global LI, = max(18,21) = 21. Como o limitante superior em S; é 20
e o L1, é 21, ndo existe solugdo 6tima no subconjunto de solu¢des S;. O conjunto de solugdes
S; pode entdo ser descartado por razao de limitante.

Considere agora uma mesma decomposic¢do do né .S na figura 2.2:

¢
—-

X
D) 6D & &

Figura 2.2: Poda por otimalidade.

Note que o n6 S; possui ambos os limitantes superior e inferior iguais a 20, ndo existindo a
possibilidade de se encontrar uma solugdo melhor. Deste modo o ramo .S; pode ser descartado
por razdo de otimalidade.

Considere o seguinte trecho de uma arvore de branch-and-bound representando a resolucao
de um programa linear inteiro que possui as seguinte restri¢des: x, + z2 > 3 € 3x1 + Txo > 26.

Considere a solugdo S5 na figura 2.3: a varidvel x, é selecionada para ser ramificada, ge-
rando a restri¢do xo < 2 para as solugdes de seu ramo esquerdo. Observando a restri¢ao x; < 2
gerada no ramo esquerdo da solugdo S, claramente ndo € necessario examinar o ramo de solu-
coes Sy, ja que qualquer solugdo a partir deste ponto € invidvel. Efetua-se entdo o descarte do
ramo por inviabilidade.

Note que a qualidade do algoritmo branch-and-bound depende diretamente dos limites ge-
rados em cada nd, deste modo, a estratégia de desdobramento da arvore tem uma influéncia
direta no tempo utilizado para a resolucdo do problema. Uma estratégia ineficiente pode causar
uma enumeracdo excessiva, reduzindo as podas de solucdes. Diversas estratégias podem ser
utilizadas, devendo-se procurar a mais eficiente para ser aplicada ao problema considerado.
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Figura 2.3: Poda por inviabilidade.

Um algoritmo branch-and-bound nao possui o seu uso exclusivo a programas lineares, po-
dendo ser utilizado em diversos problemas de otimiza¢do combinatdria ou discreta. Por exem-
plo, considere o problema de se verificar a viabilidade do empacotamento de um conjunto de
retangulos em um contéiner bidimensional. Um método branch-and-bound poderia ser usado
para enumerar todas as possiveis configuracdes e as podas podem ser feitas através do cédlculo
de um limitante por drea. Quando a drea restante for menor que a area dos itens a serem empa-
cotados, este ramo € podado.

2.3 Planos de Corte

Planos de corte sdo desigualdades validas para um programa linear que permitem a remocao
de uma solu¢do ndo desejada. Encontrar um plano de corte consiste em resolver um problema
considerando um programa linear inteiro e a solu¢do que queremos remover.

Apesar de planos de corte ndo se aplicarem unicamente a problemas lineares inteiros, con-
sidere como exemplo o seguinte programa linear inteiro P*:

minimizar c¢x

S. a. - " 2.1
reZt, (2)
e sua relaxagdo linear P
minimizar cx
s. a. 2.2)

Az >b (1)
x> 0. (2)



2.4. Branch-and-Cut 6

Inicialmente resolvemos a relaxa¢do P! encontrando uma solugdo z*. Se z* € inteira, entdo
é uma solucdo 6tima para P'. Caso contrério, queremos encontrar uma desigualdade que sa-
tisfaca todas as solugdes inteiras de P!, mas que seja violada por . Ou seja, desejamos uma
desigualdade que quando adicionada a relaxagdo P!, ndo seja satisfeita por 2. Denotamos esta
desigualdade como plano de corte ou apenas corte.

O problema de encontrar esta desigualdade violada é conhecido como problema de sepa-
racdo, ja que corresponde a encontrarmos um hiperplano que separa x; do politopo descrito
por P!. Consequentemente, com a adigdo deste hiperplano geramos outro programa linear que
descreve um novo politopo que nio possui ;.

No exemplo anterior utilizamos um corte para remover uma solucdo fraciondria, mas os
cortes podem também ser utilizados para cortar solucdes inteiras ndo desejadas. Por exemplo,
considere o seguinte programa linear inteiro P?:

minimizar c¢x

s. a.
Az > b (1) 2.3)
Dz >e (2)
relZt, (3)

e sua relaxagdo P2

minimizar cx
S. a.

2.4

Az > b (1) 24)

x> 0. (3)

Nesta relaxacdo removemos um conjunto de desigualdades representado por (2) além de
relaxarmos as restri¢des de integralidade das varidveis. Suponha que com a resolucio da re-
laxagdo P? obtemos uma solugdo inteira x*. Apesar desta solugdo ser inteira, z* s6 é Gtima
para P? se satisfazer todas as restrigdes de (2). Podemos verificar se a solugdo x* viola alguma
restricdo em (2) resolvendo um problema de separagéo relacionado. Apés resolvermos este pro-
blema, caso tenhamos encontrado alguma desigualdade violada, sabemos que x ndo € valida
para P? e adicionamos os cortes encontrados em P2, Caso contrario, = € 6tima para P>.

2.4 Branch-and-Cut

Um algoritmo branch-and-cut consiste de um branch-and-bound em que planos de corte sdao
gerados nos nés da drvore de busca. Ao contrdrio de algoritmos branch-and-bound que podem
ser aplicados em diversos problemas de otimizacao, o branch-and-cut € um método de otimiza-
¢do combinatdria utilizado exclusivamente para resolver problemas lineares inteiros ou inteiros
mistos.
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Considere um problema linear inteiro que possua uma quantidade exponencial de restri¢des,
ou entdo, a existéncia de desigualdades validas de quantidade exponencial que podem ser adi-
cionadas ao modelo fortalecendo a relaxacao linear. Em ambas as situacdes, a alimentagao de
todas as restri¢des em um resolvedor de programacao inteira € invidvel. Neste caso, uma técnica
de planos de corte pode ser usada para resolver o programa linear inteiro.

Seja P um programa linear inteiro com um conjunto de restricdes de tamanho exponencial.

minimizar c¢x

S. a.
Az > b (1) (2.5)
Dz >e (2)
x e (3)

Considere que existe uma quantidade polinomial das restri¢des (1), podendo ser adicionadas
ao modelo. Considere que as restri¢des (2) sdo muitas, com quantidade exponencial, para serem
adicionadas a priori. Seja P, a relaxacdo de P, removendo-se as restricdes de integralidade e o
conjunto de restri¢cdes representado por (2). Esta relaxagéo pode entdo ser resolvida, gerando
uma solucdo 6tima x. Se esta € vidvel para P, esta solucdo é 6tima. Caso contrdrio, suponha
a existéncia de um algoritmo (denominado de algoritmo de separacdo) que, dada a solugdo x7,
gera pelo menos uma desigualdade violada por x, mas que satisfaz todos os outros pontos de
P. A desigualdade € adicionada ao modelo atual e o programa linear € resolvido novamente.

Caso uma solugdo 6tima ndo tenha sido encontrada para P, o problema é decomposto em
dois problemas. Neste caso, temos a etapa de ramificacdo do branch-and-bound e 0s novos
problemas sdo resolvidos do mesmo modo. A etapa de verificacdo de limitantes também ocorre
normalmente, podando ramos quando possivel através de limitantes.

Existe uma relacdo de beneficio mutuo entre a enumeracio e os algoritmos de separacao.
Os cortes geralmente ajudam a melhorar os limitantes para a etapa de verificacdo destes, e 0
algoritmo de separacdo se beneficia da perturbagdo gerada pela ramificagdo da solucao fracio-
ndria.

2.5 Problemas de Empacotamento

Nesta secdo apresentamos dois problemas de empacotamento que possuem uma forte relagao
com o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados com Restri¢cdes Bidimensionais de
Carregamento. O Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional e o Problema de Em-
pacotamento em Contéineres Bidimensional.

Denotaremos de empacotamento de um item em um contéiner, como o posicionamento
ortogonal deste dentro do contéiner de mesma dimensao.
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2.5.1 Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional

No Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional deseja-se empacotar um conjunto de
retangulos em um retangulo de largura definida e de comprimento infinito. Denotaremos este
retangulo de faixa. O objetivo € minimizar o comprimento do empacotamento na faixa. Os
retangulos ndo podem se sobrepor, ultrapassar os limites da faixa e devem ser empacotados de
forma ortogonal, ou seja, as arestas dos retangulos a serem empacotados devem estar paralelas
ou perpendiculares as arestas da faixa.

Podemos entdo definir formalmente o Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensi-
onal: dada uma lista de retangulos R = (ry,...,r,), onde cada retingulo r; tem dimensdes
(w;, ;) e uma faixa F com dimensdes (¥, 00), o objetivo é empacotar os retangulos R em F
de forma a minimizar o tamanho do empacotamento na direcdo ilimitada da faixa F.

O Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional é NP-dificil. Isto pode ser obser-
vado com a reducao do Problema de Empacotamento em Contéineres Unidimensional, que é um
conhecido problema NP-dificil, para o Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional.

2.5.2 Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional

No Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional deseja-se empacotar um con-
junto de retangulos em um ndmero ilimitado de contéineres retangulares. Os contéineres sao
idénticos e os retangulos a serem empacotados ndo podem se sobrepor, ultrapassar os limites
do contéiner e devem ser empacotados ortogonalmente. O objetivo é minimizar o nimero de
contéineres utilizados.

Definiremos formalmente o Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional:
dada uma lista de retingulos R = (ry,...,7,), onde cada retdngulo r; tem dimensdes (wj, [;)
e um conjunto de contéineres B, cada um com dimensdes (¥, L), o objetivo é empacotar os
retangulos R em B de forma a minimizar o nimero de contéineres utilizado.

Pode-se observar que o Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional é NP-
dificil por ser uma generaliza¢do do Problema de Empacotamento em Contéineres Unidimen-
sional.

2.6 Problema de Roteamento de Veiculos

2.6.1 Definicao do Problema

O Problema de Roteamento de Veiculos (Vehicle Routing Problem — VRP) consiste em atender
um conjunto de clientes utilizando-se de uma frota de veiculos que partem de um tnico depdsito.
Os veiculos devem sair do depdsito, atender clientes e voltar ao depdsito. Todos os clientes
devem ser visitados e cada cliente s6 pode ser atendido por um unico veiculo. O caminho
percorrido pelo veiculo € habitualmente denominado de rota. O objetivo € minimizar o custo
total de deslocamento dos veiculos.
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Formalmente o Problema de Roteamento de Veiculos pode ser descrito do seguinte modo:
dado um grafo completo ndo dirigido G = (V, E), V' é um conjunto de n + 1 vértices corres-
pondendo ao depdsito (vértice 0) e n clientes (vértices 1,...,n). £ representa um conjunto de
arestas, onde para cada aresta ¢ € E existe um custo associado ¢, € QF. Existe uma frota
homogénea de K veiculos.

O problema consiste em encontrar um conjunto de circuitos C = {C,...,Ck}, também
chamados de rotas, tal que:

(i) Toda rota C; contém exatamente uma vez o vértice 0.
(ii) Todo vértice i € V. = V' \ {0} consta exatamente uma vez em alguma rota de C;
(iii) O custo do roteamento C, dado por ¢(C) = Zle > ccc, Ces € minimo.

O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados (Capacitated Vehicle Routing Problem
- CVRP) € uma variante do Problema de Roteamento de Veiculos onde cada vértice 7 € V. =
V' \ {0} possui uma demanda unidimensional d;, os veiculos possuem uma capacidade D e
temos a seguinte restri¢ao:

(iv) A soma das demandas de todos os clientes em C' ndo pode exceder a capacidade do
veiculo para cada C' € C. Ou seja, se V> é o conjunto de clientes em C' entdo ZiEVC d; < D.

Por ser uma generaliza¢do do Problema do Caixeiro Viajante, um conhecido problema NP-
dificil, o Problema de Roteamento de Veiculos, e consequentemente sua variante, o Problema
de Roteamento de Veiculos Capacitados, sao problemas NP-dificeis.

2.6.2 Revisao Bibliografica

O trabalho precursor do Problema de Roteamento de Veiculos surgiu em 1954, com um artigo
de Dantzig, Fulkerson e Johnson [37]. Neste trabalho, estudou-se uma instancia relativamente
grande do Problema do Caixeiro Viajante (TSP). A incorporacdo de mais de um veiculo foi feita
em 1959, em um trabalho nomeado The truck dispatching problem [20], onde Dantzig e Ramser
apresentaram um método baseado em programacao linear para encontrar solucdes proximas do
6timo. Esta abordagem foi melhorada cinco anos depois, por Clarke e Wright em [25], onde
uma heuristica gulosa foi proposta para o Problema de Roteamento de Veiculos.

A designacdo conhecida atualmente, Roteamento de Veiculos, surgiu em 1972, no artigo
Implementing Vehicle Routing Algorithms de Golden et al. [41]. Nos anos 70, diversas vari-
antes do Problema de Roteamento de Veiculos foram investigadas, alguns trabalhos relevantes
deste periodo foram de O’Connor e Wald [8], Marks e Stricker [38], Eilon et al. [9], Wilson e
Sussman [23], Levin [48] e Liebman [49].

A incorporacdo de janelas de tempo ao Problema de Roteamento de Veiculos foi feita por
Solomon em 1983 [55]. Solomon também contribuiu com as primeiras instancias para bench-
mark da literatura.

Nos anos 80, Laporte e Nobert investigaram algoritmos exatos para o Problema de Rotea-
mento de Veiculos [47]. Na década seguinte surgiram as primeiras meta-heuristicas aplicadas
ao Problema de Roteamento de Veiculos. Gendreau, Laporte e Potvin apresentaram em 1998
um livro sobre meta-heuristicas aplicadas ao problema [17]. Um estudo de abordagens exatas e
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aproximadas foi apresentado em 1992 por Laporte [46].

Quando considerando apenas o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados, mais
especificamente abordagens exatas, alguns trabalhos relevantes podem ser listados. Em 1981,
Christofides, Mingozzi e Toth apresentaram em [4] um algoritmo branch-and-bound resolvendo
instancias com até 25 clientes.

Posteriormente apareceram varios algoritmos melhorando este resultado, como: [44], [52]
[5], [34], [14] e [16]. Mas Augertat et al. [21], Baldacci, Hadjiconstantinou e Mingozzi [12],
Lysgaard, Letchford, e Eglese [3] e Baldacci, Christofides e Mingozzi [33] apresentaram traba-
lhos com os resultados mais fortes, resolvendo instancias de até 135 clientes.

O algoritmo exato mais eficiente para o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitados
na literatura atual foi apresentado por Fukasawa et al. em [19]. Este € um algoritmo branch-
and-cut-and-price que consegue resolver instancias de até 135 clientes consistentemente. Neste
trabalho 18 instancias da literatura foram resolvidas de forma exata pela primeira vez.



Capitulo 3

Problema de Roteamento de Veiculos
Capacitados com Restricoes
Bidimensionais de Carregamento

3.1 Introducao

O problema de roteamento de veiculos capacitados com restricdes bidimensionais de carre-
gamento (Two-dimensional Capacitated Vehicle Routing Problem with Loading Constraints —
2L-CVRP) € um caso mais geral do CVRP, onde as demandas dos clientes sio compostas de
itens retangulares.

Dado um depdsito, um conjunto de clientes e um conjunto de veiculos, objetiva-se suprir
as demandas de todos os clientes minimizando o custo total de deslocamento. Cada cliente
demanda um conjunto de itens retangulares, cada item possuindo um peso associado. Para en-
tregar os itens requeridos pelos clientes temos um conjunto de veiculos idénticos. Cada veiculo
possui um contéiner bidimensional € uma capacidade de peso maxima. Os veiculos devem ini-
ciar e finalizar seu percurso no depdsito, ou seja, eles devem sair do depdsito com os itens,
visitar os clientes e voltar para o depdsito. Algumas restricdes devem ser consideradas para
que o veiculo possa visitar um conjunto de clientes: quando colocando os itens a serem entre-
gues dentro do contéiner, estes ndo podem se sobrepor, ultrapassar os limites do contéiner e o
seu peso total ndo pode superar a capacidade do veiculo. Observe-se também que cada cliente
deve ser visitado por exatamente um veiculo, ou seja, ndo sdo permitidas entregas repartidas.
Definimos formalmente o 2L-CVRP na sec¢ado 3.2.

O 2L-CVRP ¢ fortemente NP-dificil [22], ja que consiste em resolver o Problema de Rote-
amento de Veiculos Capacitados e um problema de carregamento andlogo a vérios problemas
de empacotamento conhecidos, particularmente o Problema de Empacotamento em Contéine-
res Bidimensional e o Problema de Empacotamento em Faixa. Mais especificamente, dados
os itens de um conjunto de clientes e um contéiner de um veiculo, podemos saber a viabili-
dade do carregamento destes itens no contéiner resolvendo a versdo de decisdo do Problema

11
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de Empacotamento em Conté€ineres Bidimensional. Caso ndo seja possivel empacotar tudo em
exatamente um contéiner, o carregamento € inviavel. O mesmo € vélido para a versdo de decisdo
do Problema de Empacotamento em Faixa. O carregamento € invidvel caso nio seja possivel
empacotar todos os itens em uma faixa de comprimento igual ou menor ao do contéiner. Além
da versao de decisdo, a versao de otimiza¢do do Problema de Empacotamento em Contéineres
Bidimensional também possui uma relacio direta com o 2L-CVRP. Dados todos os itens de
uma instancia do 2L-CVRP e as dimensdes do contéiner do veiculo, a versdao de otimizagdao
do Problema de Empacotamento em Contéineres Bidimensional nos d4 o niimero minimo de
veiculos necessario para servir todos os clientes.

-

Figura 3.1: Exemplo de uma instancia resolvida do 2L-CVRP.

Duas variantes do 2L-CVRP podem ser encontradas na literatura, o caso irrestrito € o caso
sequencial. O 2L-CVRP irrestrito permite o re-arranjo de itens durante a fase de descarrega-
mento, deste modo, ndo € necessdria a organizagao dos itens em nenhum padrao especial, apenas
o empacotamento destes no contéiner do veiculo. No caso sequencial o padrdo de empacota-
mento deve obedecer uma certa ordenacao dos itens, ou seja, quando no ato de descarregamento
dos itens de um cliente, nenhum destes podem estar bloqueados por itens que pertencam a ou-
tros clientes. Na pratica, este caso ocorre devido a caracteristicas dos itens. Podem existir
itens muito frageis ou muito pesados, de modo que efetuar a re-organizagao dos itens durante
o descarregamento se torna dificil ou proibitivamente demorado. A figura 3.2 mostra o empa-
cotamento de um mesma rota no caso sequencial e irrestrito. Nesta rota o veiculo deve visitar
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primeiro o cliente 3, seguido do 7 e por ultimo o cliente 9. Considere que os itens sdo descar-
regados pelo lado superior do contéiner. Podemos ver que na versao irrestrita, exemplificada na
rota a direita na figura, ndo existe nenhuma ordenagao dentro do contéiner. Se nao fosse permi-
tido re-organizar os itens no ato de descarregamento, ambos os itens do cliente 7 bloqueariam a
saida do item do cliente 9. J4 no caso sequencial, exemplificado pela rota a esquerda na figura,
existe um padrao no empacotamento. Os itens do cliente 7 ndo bloqueiam nenhum dos itens
dos clientes 3 e 9 e o item do cliente 9 ndo bloqueia nenhum item do cliente 3.

\ \
S

Lk [

Figura 3.2: Carregamento Sequencial e Irrestrito, respectivamente

Pode-se considerar também mais duas variantes, permitindo rotacdes dos itens para am-
bos os casos sequencial e irrestrito. Observe que nesta dissertacdo consideramos que os itens
possuem orientagao fixa.

Este capitulo encontra-se organizado do seguinte modo: na secdo 3.2 definimos formal-
mente o 2L-CVRP, na secdo 3.3 apresentamos uma formulacao linear inteira para o problema e
na secao 3.4 apresentamos uma revisao bibliografica.

3.2 Definicao do Problema

Formalmente o 2L-CVRP pode ser descrito do seguinte modo: Dado um grafo completo nao
dirigido G = (V, E), V é um conjunto de n + 1 vértices correspondendo ao depdsito (vértice
0) e n clientes (vértices 1,...,n). E representa um conjunto de arestas, onde para cada aresta
e € E existe um custo associado ¢, € QT. Existe uma frota homogénea de K veiculos, cada
um com uma capacidade de carga D e um contéiner bidimensional de largura I/ e comprimento
L para carregar os itens dos clientes. Seja V, = V \ {0}, cada cliente i € V; demanda um
conjunto de itens de peso total d;. Seja B o conjunto completo de itens onde cada b € B é
uma tupla b = (wy, lp,), sendo wy, e [, a largura e comprimento do item b. Seja B; C B o
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conjunto de itens do cliente 7. O descarregamento do veiculo € efetuado de modo ortogonal ao
comprimento do contéiner e os pontos (0, 0) e (I, 0) representam o canto inferior esquerdo e
direito do cont€iner, respectivamente. Estes pontos encontram-se no lado oposto ao lado em que
o descarregamento € feito. Os pontos (0, L) e (W, L) representam os cantos superior esquerdo e
direito do contéiner, sendo o lado por onde a operacdo de descarregamento ¢ feita. A figura 3.2
mostra um exemplo desta operagao.

0.L) (W,L)

0.0) (W,0)

Figura 3.3: Exemplo da operacdo de descarregamento.

Um empacotamento P de uma lista de itens 7" C B em um contéiner (W, L) é uma funcéo
P T — [0,W) x [0, L) tal que:

(i) Ositens em 7" devem ter orientagdo fixa, ou seja, ndo podem ser rotacionados;

(i1) O empacotamento deve ser ortogonal, ou seja, as arestas dos itens devem estar paralelas
ou perpendiculares as bordas do contéiner;

(iii) Os itens em 7' devem ser empacotados dentro dos limites do contéiner. Ou seja, dadas as
coordenadas P(b) = (P¥(b), P'(b)), paracada b € T, entdo

PUb) +wy, <W e P(b)+1, < L; (3.1)

(iv) Os itens ndo podem se sobrepor. Ou seja, se R (b) é definido como R(b) = [P (b), P¥(b)+
wy) X [PY(b), PL(b) + 1) entdo

RV)NRD") =0 paratodo b',b" € T. (3.2)

Uma rota vidvel C' € um ciclo em G que contém o depdsito e satisfaz as seguintes condi-
coes:

(v) O peso de todos os itens dos clientes em C' ndo pode exceder a capacidade de carga do
veiculo. Ou seja, se V> € o conjunto de clientes em C' entio ZZEVC d; < D;

(vi) Existe um empacotamento P dos itens dos clientes em C';
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(vii) Todos os itens de um dado cliente devem ser carregados no mesmo veiculo. Ou seja, um
cliente deve ser servido por uma tnica rota.

O 2L-CVRP consiste em encontrar um conjunto de rotas viaveis C = {C,...,Ck}, tal
que minimize-se o custo de roteamento ¢(C) = S5 > eec, Cer

A operacdo de descarregamento dos itens de um cliente € feita através de um tnico lado
do contéiner. Deste modo, a existéncia de itens muito pesados, grandes ou frageis pode
tornar a re-organizagao destes extremamente dificil ou proibitivamente demorado. Assim,
pode ser desejdvel ter a seguinte condi¢do adicional:

(viii) Itens que pertencam a um cliente que esteja descarregando nao podem estar bloqueados
por itens de outros clientes. Mais precisamente, dada uma rota C' com a sequéncia de
vértices (0,11, ...,14;,0), dizemos que um empacotamento Po de ' = B;; U ... U B,
respeita a sequéncia de C' na dire¢do [ se satisfaz:

RWNRWV)=0 V¥ e€B;, eV e€B;, 1<r<s<t, (3.3)
onde R'(b) = [P™(b), P*(b) + wy) x [P(b), L).

O 2L-CVRP Sequencial € um caso especial do 2L-CVRP onde todas as rotas devem satis-
fazer a condicao (viii).

3.3 Formulacao em Programacao Linear Inteira

Nesta se¢do apresentaremos uma formulagdo em programacao linear inteira para o 2L-CVRP.
Esta formulacdo é baseada na formulacdo conhecida como two-index para o CVRP.

Seja z. uma varidvel de fluxo igual a um se um veiculo viaja usando a aresta e € F e
zero caso contrario. Dado um subconjunto de clientes S C V., d(S) € o peso total dos itens
dos clientes em S, ou seja, d(S) = >, s d;. Seja B; o conjunto de itens do cliente i, D a
capacidade de carga de cada veiculo e A a drea do contéiner. Seja a(S) a drea total dos itens
dos clientes S, ou seja, a(S) = > _,cq D pep Wolo- Seja §(S) o conjunto de arestas em G que
incidem em exatamente um vértice em S, ou seja, §(S) = {{i,j} € E:i € S,j ¢ S}. Seja
K a quantidade de veiculos disponiveis para servir os clientes. Seja r(S) o nimero minimo
de veiculos necessdrio para suprir as demandas em S. Temos entdo a seguinte formulacdo em
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programacao inteira para o 2L-CVRP:

minimizar E Cop
eeFE

> ze=2 VieV. (1)

> we=2K (2) 4
ecd({0})

> x> 20(S) VSTV, IS[>2  (3)

e€d(S)

z. € {0,1} Vee E. (4)

As restrigdes (1), as restricdes de grau, impdem que cada cliente é visitado exatamente
uma vez. As restricdes (2) garantem que sdo utilizados exatamente K veiculos para suprir
as demandas dos clientes. As restri¢cdes (3), as Desigualdades de Capacidade e Conectividade,
garantem a conectividade da solucgdo e as restri¢des de peso e de empacotamento bidimensional.
Para este modelo utilizamos as Desigualdades de Capacidade Fracas (ver capitulo 4). A tarefa
de computar estas desigualdades mostra-se invidvel computacionalmente, e resolver o problema
de separac@o correspondente é N P-dificil (ver se¢do 4.2). Finalmente, as restri¢des (4) definem
a caracteristica bindria das variaveis.

3.4 Revisao Bibliografica

O 2L-CVREP foi inicialmente estudado em 2007 por lori, Salazar-Gonzélez e Vigo [22]. Este
trabalho apresentou as primeiras instancias para o 2L-CVRP, estendendo instancias do CVRP
e propds um algoritmo exato usando uma abordagem branch-and-cut. Instincias de até 35
clientes e mais de 100 itens foram resolvidas. Alguns padrdes que seriam seguidos por trabalhos
posteriores foram definidos nesta proposta, como a restricao sequencial e o descarregamento por
um unico lado do veiculo.

No ano seguinte, Gendreau, lori, Laporte e Martello [28] apresentaram a primeira aborda-
gem heuristica para o 2L-CVRP através de um algoritmo baseado em Busca Tabu. Além de
utilizar as instancias apresentadas em [22], outras instancias foram criadas. O conjunto atual
de 360 instncias do 2L-CVRP na literatura consiste das instincias criadas nestes dois pri-
meiros trabalhos. Esta abordagem apresentou um comparativo com o trabalho de Iori, Salazar-
Gonzalez e Vigo [22] e conseguiu encontrar solugdes vidveis para todas as instancias. A variante
irrestrita foi introduzida neste trabalho.

Em 2009, mais duas abordagens heuristicas foram propostas. Fuellerer, Doernera, Hartla e
Iori apresentaram um algoritmo de Otimizacao por Colonia de Formigas em [26]. Este trabalho
superou os resultados da heuristica apresentada em [28] e apresentou uma variacao das versoes
sequencial e irrestrita, permitindo rotag@o dos itens. O segundo trabalho abordando o 2L-CVRP
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neste ano foi apresentado por Zachariadis, Tarantilis e Kiranoudis [7]. Neste, propuseram uma
abordagem heuristica com um algoritmo baseado em Busca Tabu Guiada. Foram consideradas
ambas as variantes sequencial e irrestrita, mas nao foi permitida rotacdo dos itens. Este trabalho
apresentou resultados competitivos, conseguindo superar a abordagem de Gendreau et al. [28],
mas nao conseguiram melhorar os resultados obtidos por Fuellerer, Doernera, Hartla e Tori [26].



Capitulo 4

Desigualdades Validas e Rotinas de
Separacao para o 2L-CVRP

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos as desigualdades utilizadas em nossa abordagem branch-and-
cut. Até este momento nao existem estudos poliedrais para o 2L-CVRP na literatura. Efetuamos
entdo pequenas adaptacdes em desigualdades originalmente criadas para o CVRP para aplica-
las ao 2L-CVRP.

O politopo do 2L-CVRP possui uma descricao linear dado um nimero finito de desigual-
dades lineares, mas infelizmente nao sabemos a sua descricdo completa. Como o 2L-CVRP
¢ uma generalizacdo do CVRP, sabemos que as desigualdades validas para o CVRP também
mostram-se vdlidas para o 2L-CVRP e que algumas observa¢des sobre o CVRP podem ser
estendidas para o problema aqui estudado.

Naddef e Rinaldi [18] observaram que o politopo do CVRP nao possui dimensao cheia, e
esta ndo € determinada simplesmente por uma funcdo do nimero de vértices no problema. A
dimensao do politopo depende de uma complexa combinag¢ado de todos os termos que compdem
o problema: o ndmero de veiculos, o nimero de clientes, a capacidade de carga dos veiculos
e o vetor de demandas dos clientes. Pode-se generalizar estas observagdes para o 2L-CVRP,
enfatizando o aumento significativo de complexidade no problema, ja que os clientes demandam
itens bidimensionais além das demandas unidimensionais originais do CVRP.

A abordagem ideal para verificarmos o quanto forte € uma desigualdade consiste em provar
que esta define uma faceta do politopo do problema estudado. Mas como o politopo do CVRP
nao possui dimensdo cheia, esta é uma tarefa particularmente dificil. Para reduzir esta dificul-
dade, Naddef et al. em [18] sugerem relaxar o problema e provar que a desigualdade define
faceta para o politopo da relaxagdo. Se verdadeiro, esta desigualdade seria entdo considerada
forte. Entretanto, uma desigualdade considerada forte por esta definicdo ndo necessariamente
define faceta para o politopo do problema nao relaxado. Alternativamente, podemos utilizar
desigualdades vélidas e analisar resultados obtidos de forma empirica, através de testes com-

18
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putacionais. Infelizmente esta abordagem pode gerar resultados variados e levar a conclusodes
erradas, ja que algumas desigualdades podem se mostrar extremamente Uteis para certas instan-
cias e inuteis para outras.

Por apenas considerar as demandas unidimensionais, as desigualdades validas para o CVRP
tendem a definir faces de dimensao baixa do politopo do 2L.-CVRP, mas adapta¢des podem
ser feitas levando-se em conta a caracteristisca bidimensional de seu problema de empacota-
mento. Nas secOes deste capitulo descreveremos as desigualdades utilizadas em nosso algo-
ritmo branch-and-cut e os algoritmos de separagdo utilizados. Utilizamos o c6digo disponibili-
zado em [51] na obtencao dos cortes.

Na secdo 4.2, apresentamos a hierarquia de Desigualdades de Capacidade e Conectividade.
As Desigualdades de Capacidade Construidas sdo detalhadas na secdo 4.3. Nas secdes 4.4 e
4.5 detalhamos as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais e as Desigualdades de
Pente Fortalecidas. Na secdo 4.6, a ultima do capitulo, descrevemos as Desigualdades Hipo-
Ciclo Estendidas de 2-arestas. As duas primeiras desigualdades foram utilizadas para garantir a
conectividade e as restricdes de peso do problema. As trés desigualdades restantes foram adici-
onadas na tentativa de reduzirmos a regidao vidvel do politopo durante a execu¢do do algoritmo
branch-and-cut proposto.

4.2 Desigualdades de Capacidade e Conectividade

Nesta secdo focaremos no problema de separar um ponto arbitrdrio fraciondrio do politopo
do 2L-CVRP usando as Desigualdades de Capacidade e Conectividade. Estas apresentam-
se como uma ligacdo entre a estrutura de empacotamento e roteamento, sendo particularmente
importantes para descrever a estrutura poliedral do politopo do 2L-CVRP. Existe uma hierarquia
de Desigualdades de Capacidade e Conectividade [18], quase todas na forma

> x> B, 4.1)

e€d(S)

possuindo o mesmo lado esquerdo e variando o lado direito (representado por 3). Quanto maior
B, mais forte é a desigualdade. Consequentemente, o problema de separagdo correspondente
também torna-se mais dificil. A figura 4.1 ilustra a hierarquia das Desigualdades de Capacidade
e Conectividade.

As desigualdades aqui apresentadas foram originalmente propostas para o CVRP, mas foram
adaptadas para o 2L-CVRP.

Iniciaremos com as Desigualdades de Capacidade, que possuem valor 2R(S) como seu lado
direito e encontram-se em terceiro na hierarquia em termos de forca. Seja P o conjunto de todas
as [-particdes vidveis de V. Para toda [-particdio P = {Si,...,S;} e para todo subconjunto
ndo vazio S C V., a fungio R : 2"+ — Z, € definida por:

R(S) = min o (P, S), (4.2)
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>

Desigualdades de Capacidade
Generalizadas

Desigualdades de Capacidade
Construidas

Desigualdades de Capacidade

Desigualdades de Capacidade
Fracas

Grau de Forga

Desigualdades de Capacidade
Arredondadas

Figura 4.1: Hierarquia das Desigualdades de Capacidade e Conectividade

com ¢ definida por:

o(P,S) =|{i:SinS #0}. (4.3)

Ou seja, se P é uma particao de clientes em veiculos, a fun¢do o devolve o nimero de veiculos
necessdrio para suprir as demandas de itens (com pesos associados) de todos os clientes em S.
A fung¢do R devolve o niimero minimo de veiculos necessdrio para satisfazer as demandas de
itens em S em uma [-parti¢do vidvel.

Para o CVRP, as Desigualdades de Capacidade ndo necessariamente definem faceta, como
demonstrado por Cornejuéls e Harche em [14]. O problema de separacdo das Desigualdades de
Capacidade do CVRP é N P-dificil e consequentemente a separagao para o 2L-CVRP também
¢ N P-dificil, sendo um caso mais geral.

As Desigualdades de Capacidade Generalizadas s@o as desigualdades mais fortes da hierar-
quia, possuindo valor 2R(S) como lado direito e uma ligeira modificacdo no lado esquerdo.
Para encontrarmos as Desigualdades de Capacidade Generalizadas precisamos compreender
qual a deficiéncia apresentada pelas Desigualdades de Capacidade. Considere entdo um con-
junto S = {S1,...,S;} de t > 1 conjuntos disjuntos de V. Observe que pode nio existir
uma [-particdo ndo vidvel justa a S; (ambos lados da desigualdade iguais), que também seja
justa para todos os ¢ — 1 subconjuntos restantes. Para fortalecer a desigualdade, deve-se entao
aumentar o maximo possivel o seu lado direito. Deste modo, o maior valor possivel para o lado
direito serd duas vezes R(S), com a fungio R(S) definida por:

R(S) = min {ZO’(P, S) : Pe 73} . (4.4)

i=1
As Desigualdades de Capacidade Generalizadas sdo definidas por:

t

S 3 a2 2R(S) 4.5)

i=1 e€5(S;)

DeVitis et al. [15] demonstraram que as Desigualdades de Capacidade Generalizadas defi-
nem faceta para o politopo do CVRP. Como as Desigualdades de Capacidade Generalizadas sdao
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uma generalizagdo das Desigualdades de Capacidade, o problema de separag¢do correspondente
¢ N P-dificil.

As Desigualdades de Capacidade Construidas encontram-se em segundo na hierarquia. Es-
tas possuem uma forma diferente que todas as outras Desigualdades de Capacidade e Conec-
tividade. Considere um conjunto S C V, e seja P = {Sy,...,S;} uma [-particdo de S. Seja
7(S, P), o nimero minimo de veiculos necessario para servir todos os vértices em .S dado que
a Desigualdade de Capacidade para cada 5; é justa. A Desigualdade de Capacidade Construida

¢ definida por:
l

l
S ae+> > wme=27(S,P)+2) r(S). (4.6)
e€d(S) i=1 e€6(S;) i=1
O problema de separacdo das Desigualdades de Capacidade Construidas é N P-dificil (ver [18]).
As Desigualdades de Capacidade Fracas possuem valor 27 (,S) como seu lado direito, onde
r(.S) possui o significado ja apresentado na descri¢ao das Desigualdades de Capacidade Gene-
ralizadas: (.S) é o nimero minimo de contéineres necessdrio para suprir as demandas de todos
os clientes em S. Para o 2L-CVRP, encontrar 7(.S) é claramente N P-dificil, ja que equivale
a encontrar a solucdo 6tima do Problema de Empacotamento em Conté€ineres Bidimensional
dado o contéiner do veiculo e os itens dos clientes. Cornuéjols e Harche [14] demonstraram
que, para o caso unidimensional (CVRP), o problema de separacdo das Desigualdades de Ca-
pacidade Fracas é NV P-dificil.
As Desigualdades de Capacidade Arredondadas estdo em quarto na hierarquia e possuem
valor 2k(.S) como lado direito. Seja D a capacidade de peso do veiculo e d(S) o peso total de
todos os itens dos clientes em S. A fungdo k € definida por:

k(S) = {@w . (4.7)

Para fortalecer esta desigualdade para o 2L-CVRP podemos fazer k(S) considerar a carac-
teristica bidimensional de seu problema de empacotamento. Seja entdo A a drea do contéiner e
a(S) area total de todos os itens dos clientes em S. A fung@o &’ é definida por:

K(S) = maz { [@w | [“(jﬂ } . (48)

O problema de separagdo das Desigualdades de Capacidade Arredondadas do CVRP foi
demonstrado ser N P-dificil por Cornuéjols e Harche em [14], quando utilizando k(S). Logi-
camente isto mantém-se com a nossa adaptacao.

Finalmente, temos as Desigualdades de Capacidade Fracionais, as mais fracas da hierarquia.
Estas possuem

1(9) = =2 (4.9)

como lado direito. A separacdo destas desigualdades pode ser feita em tempo polinomial (ver
[24], [18] e [30]). Como no caso das Desigualdades de Capacidade Arredondadas, podemos
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efetuar uma simples modificacdo para fortalecer a desigualdade para o 2L-CVRP. I'(S) é entdo

definido por:
oy d(S) a(S)

Claramente a resolu¢@o do problema de separagdo continua sendo feita em tempo polinomial.

Para escolher qual das Desigualdades de Capacidade e Conectividade usar em uma formu-
lacdo linear inteira para o 2L-CVRP, a hierarquia completa deve ser considerada. O dificil
problema de separacao das Desigualdades de Capacidade Fracas as tornam proibitivas em uma
abordagem exata. Como r(S) é um caso especial de R(S) e de R(S), podemos concluir o
mesmo para as Desigualdades de Capacidade e as Desigualdades de Capacidade Generaliza-
das. As Desigualdades de Capacidade Fracionais podem ser separadas em tempo polinomial,
mas sdo relativamente fracas, devido ao fato de seu lado esquerdo sempre possuir valor inteiro.
Deste modo, uma combinacdo entre as Desigualdades de Capacidade Arredondadas, que ape-
sar de possuirem um problema de separacdo N P-dificil, e as Desigualdades de Capacidade
Fracionais apresenta-se como uma escolha interessante. Utilizamos esta combina¢do em nossa
abordagem.

Como o problema de separacao das Desigualdades de Capacidade e Conectividade € dificil,
quatro algoritmos sdo utilizados para este propdsito na busca de uma solugdo heuristica. Estes
algoritmos foram apresentados por Lysgaard et al. em [3]. Modificamos minimamente estes al-
goritmos, utilizando £'(S) e I'(S) em vez de k(S) e [(S). Dada uma solugdo x* da relaxagdo do
2L-CVRP obtida com a remocao das Desigualdades de Capacidade e das restricdes de integrali-
dade, a seguinte notacdo serd usada: seja o grafo de suporte G* = (V, E*) onde E* corresponde
ao conjunto de arestas ndo nulas em x*. Removendo-se o vértice origem (depdsito) de G,
temos G* = (V,, E% ). Um grafo reduzido obtido de G serd denominado G} = (Vr%, E7).

Descreveremos as rotinas que compoe o algoritmo de separacao das Desigualdades de Co-
nectividade e Capacidade: a primeira rotina encontra as componentes conexas S1, . . ., 5, de G*,
e, para cada componente, checa se temos alguma Desigualdade de Capacidade Arredondada vi-
olada. Em seguida verifica se ha violagdes das Desigualdades de Capacidade Arredondadas
para o conjunto de vértices formado por V;\ S; e para a unido das componentes ndo conectadas
ao depdsito. Cortes sdo gerados para cada violacdo encontrada. Esta heuristica sempre encontra
Desigualdades de Capacidade Arredondadas violadas, se existirem, se a solucdo z* for inteira.
Para compreender isto, existem duas situagdes a serem consideradas. Suponha que, dada uma
solugdo inteira, esta solu¢ao nao é conexa. Note que uma solucdo contendo esta configuracio
pode ser vidvel para todas as desigualdades da relaxagdo. Nesta situagdo, a violacdo € encon-
trada com o uso da primeira rotina. A segunda situacdo leva em conta a capacidade de carga
do veiculo. Suponha uma solucdo inteira, onde a primeira situa¢do ndo ocorre, mas que pos-
sua uma rota onde a soma total dos pesos dos itens € maior que a capacidade maxima de um
veiculo. Novamente a violagdo é encontrada com o uso da primeira rotina, ja que a fungdo &
nos devolvera a necessidade de mais de um veiculo para suprir a demanda destes clientes, mas
teremos apenas duas arestas incidentes (¢ uma rota).

Procurando reduzir o tempo computacional, as proximas trés rotinas utilizam um grafo re-
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duzido G'r*. como entrada. A rotina de redugio funciona do seguinte modo: dada uma solugdo
x* e uma aresta e = {4, j} ndo adjacente ao dep6sito tal que x. = 1, efetuamos uma contrag@o,
formando um supervértice composto dos vértices 7 e j. A demanda deste supervértice consiste
da soma dos componentes de 7 e j, ou seja, o conjunto de items e pesos associados de ambos.
Tal rotina € repetidamente aplicada até que ndo haja mais arestas que possam ser contraidas.
Note que a jun¢do de um vértice com um supervértice ou de dois supervértices forma um novo
supervértice composto de todos os vértices e componentes dos elementos da contracdo. Esta
contragdo € segura (ver [24]), ou seja, se existe uma Desigualdade de Capacidade violada em
G”, entdo existe um conjunto de supervértices em G’ onde a unido destes define a Desigual-
dade de Capacidade com a mesma violacdo. A contracdo também € efetuada para conjuntos
de cardinalidade 2 ou 3, conjuntos S com £'(S) = 1 e conjuntos S que possuam exatamente
duas arestas incidentes, ou seja ) 5g) Te = 2. E seguro contrair obedecendo estas condigdes,
como demonstrado em [3].

As rotinas seguintes sdo chamadas apenas se a primeira ndo encontrar nenhum corte. A
segunda rotina efetua a separacdo das Desigualdades de Capacidade Fracionais. Como as De-
sigualdades de Capacidade Fracionais sdao desigualdades mais fracas que as Desigualdades de
Capacidade Arredondadas, se as Desigualdades de Capacidade Fracionais estiverem violadas,
consequentemente as Desigualdades de Capacidade Arredondadas também estardo.

As Desigualdades de Capacidade Fracionais podem ser separadas em tempo polinomial
(ver [18] e [24]) resolvendo um problema de fluxo médximo. Entretanto, a abordagem aqui
apresentada procura encontrar multiplos cortes. Sejam 73, e T,,; dois subconjuntos disjuntos
de Vri,onde T;;, C SeTy NS = (). Para cada vértice v; de Vri, um problema de fluxo
maximo ¢é definido inicializando T}, = v; e T,,; € determinado de modo que todos os cortes
gerados previamente sejam proibidos. Ou seja, a cada iteracdo, 7,,,; recebe todos os v; utilizados
até 0o momento que ndo resultaram na geracao de um corte. O conjunto V77 € iterado trés vezes,
e em cada iteracdo os cortes das iteracdes anteriores também sao proibidos.

A terceira rotina itera entre os vértices de G’ para construir S. Dado um conjunto S
inicial vazio, a cada iteracdo a rotina adiciona um vértice que minimize a folga da Desigual-
dade de Capacidade Arredondada nesta iteracdo. Ou seja, um vértice que minimize a folga
em Y 5 Te = 2K'(S) entre todos os restantes. Esta rotina executa |Vr7 | vezes, cada vez
escolhendo um vértice inicial diferente. Para evitar a criagcdo de conjuntos iguais, um vértice ¢
escolhido na itera¢do é adicionado apenas se ndo gerar um conjunto SU{i} criado previamente.
Caso este ndo seja escolhido, testa-se o proximo vértice em V7% \ S que minimiza a folga da
Desigualdade de Capacidade Arredondada.

A quarta e ultima rotina utiliza-se dos cortes encontrados pelas rotinas anteriores para ge-
rar novas desigualdades. Para cada Desigualdade de Capacidade Arredondada encontrada, a
rotina substitui o conjunto S associado pelo menor conjunto de vértices em V77 que contém
S. Os vértices sdo entdo ordenados em ordem ndo decrescente de peso total dos itens e cada
vértice € considerado para remocao, caso isto diminua a folga da Desigualdade de Capacidade
Arredondada. Em seguida, os vértices restantes sdo adicionados, removidos ou substituidos
iterativamente de modo a diminuir a folga.
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4.3 Desigualdades de Capacidade Construidas

Nesta secdo abordaremos as Desigualdades de Capacidade Construidas que sao uma modifica-
cdo das Desigualdades de Capacidade Generalizadas. As Desigualdades de Capacidade Cons-
truidas foram propostas por Augerat [2] e Pochet [53] e sdo Desigualdades de Capacidade e
Conectividade, encontrando-se entre as Desigualdades de Capacidade Generalizadas e as De-
sigualdades de Capacidade na hierarquia, mas possuem uma sec¢io propria por terem um papel
importante na abordagem utilizada.

Considere um conjunto S C V, eseja P = {54, ...,S;} uma [-parti¢do de S. Seja 7(S, P),
o nimero minimo de veiculos necessario para suprir a demanda de todos os vértices em S
dado que a Desigualdade de Capacidade para cada S; é justa (ver a se¢do 4.2). Seja r(S;) o
nimero minimo de veiculos necessdrio para servir todos os clientes em S;. A Desigualdade de
Capacidade Construida é definida por:

S we+ Y D w=27(S,P)+2) r(S)). 4.11)

e€d(S) 1=1 e€d(S;) i=1

Note que se S for substituido por todos os clientes, V., temos as Desigualdades de Capacidade
Generalizadas.

Para efetuar a separacdo das Desigualdades de Capacidade Construidas utilizamos o algo-
ritmo apresentado por Lysgaard, Letchford e Eglese em [3]. Nossa adaptacao na rotina original
de Lysgaard et al. para o 2L-CVRP consiste em utilizar £'(S) em vez de k(5).

Devido a dificuldade de se calcular 7(S, P), este é substituido por um limitante inferior
obtido através da resolucdo do Problema de Empacotamento de Contéineres. Do mesmo modo,
para evitar o cdlculo de r para todo S;, (5;) € substituido pelo limitante £'(S;) (ver a descri¢do
das Desigualdades de Capacidade Arredondadas na secdo 4.2).

Uma busca em profundidade efetua a separagcdo das Desigualdades de Capacidade Construi-
das do seguinte modo: a partir do né [ com a parti¢io P', gera-se um n6 filho para cada uma das
s arestas do grafo reduzido no né [. Estes nés filhos representam as parti¢des P}, ..., P!, cada
i-ésima particdo sendo obtida comprimindo a i-ésima aresta de maior peso em P' e proibindo a
compressao das outras 7 — 1 arestas de peso maior. Arestas recém formadas de peso um também
sdo comprimidas.

Durante a busca, o Problema de Empacotamento em Conté€ineres Unidimensional é resol-
vido de forma exata para cada parti¢cao e, se uma violagao é encontrada, este corte € adicionado.
Backtracking é efetuado quando a violacdo ocorre, se apresenta uma folga maior ou igual a dois
ou se o procedimento tenta a redu¢do de uma aresta proibida.

4.4 Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais

Nesta secdo descreveremos as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e as Desigualdades
Multi-Estrela Homogéneas Parciais e os algoritmos de separagdo correspondentes. As Desi-
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gualdes Multi-Estrela Homogéneas e Parciais foram originalmente definidas por Araque, Hall
e Magnanti em [27] para o Problema de Roteamento de Veiculos com Demandas Unitérias.

Para separarmos as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e as Desigualdades Multi-
Estrela Homogéneas Parciais utilizamos os algoritmos apresentados por Letchford et al. em
[39].

Dados dois conjuntos disjuntos de vértices R e S, denotamos por E(R : S) o conjunto
de arestas com um vértice em R e outro em S e por E(R) o conjunto de arestas que incidem
apenas em vértices de R. Seja um conjunto de arestas 7', 2(7") denota ) . x.. O conjunto
de clientes é denotado por V., ou seja, V, = V\{0}. Denotaremos como niicleo, o conjunto
N C V. Os vértices do conjunto S C (V,\ V) serdo denotados de satélites. Os conectores sdo
representados por C' C N. As Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas sio definidas por:

a Y m+B D> wm <y (4.12)

e€E(N) e€E(N:S)

e as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas Parciais por:

a Y T AB Y wm <. (4.13)

e€E(N) e€E(C:8)

Onde «, 3 e v sdo constantes que dependem de |N| e | S| (ver [39]).

Seja x* a solucdo para qual desejamos verificar se existem desigualdades violadas. Para
encontrarmos /N usamos o Algoritmo 1. Encontrado o nticleo N, para cada conjunto N, €
N geramos os satélites do seguinte modo: S é definido inicialmente como {i € (V\N.
z*(E({i} : N.)) > 0}. Em seguida, removemos iterativamente, um por vez, o satélite s €
S com o menor valor z*(E({i} : N.)). Em posse de N e S podemos verificar se existem
Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas violadas.

Se ndo encontrarmos Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas violadas, tentamos separar
as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas Parciais. Dado o nicleo /N encontrado pelo Algo-
ritmo 1, chamamos o Algoritmo 2 para cada N. € N. Encontrados cortes, estes sao adicionados
ao sistema.

4.5 Desigualdades de Pente Fortalecidas

Nesta secao descreveremos as Desigualdades de Pente Fortalecidas e o algoritmo utilizado para
efetuar sua separagdo. As Desigualdades de Pente Fortalecidas sdo uma adaptagcao das Desi-
gualdades de Pente (ver [31] e [32]) para o Problema do Caixeiro Viajante. Como as Desi-
gualdades de Pente mostram-se altamente eficientes [3] para o Problema do Caixeiro Viajante,
diversas adaptacOes destas desigualdades para o CVRP podem ser encontradas na literatura
[43, 1, 21, 42].

Para efetuar a separacdo das Desigualdades de Pente Fortalecidas utilizamos o algoritmo
apresentado por Lysgaard et al. em [3]. Este algoritmo ndo apresenta uma nova adaptagdo, mas
utiliza a adaptacdo de Araque [1].
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Algoritmo 1: Algoritmo para encontrar o nicleo das Desigualdades Multi-Estrela Homo-
géneas

Entrada: Conjunto de todos os clientes V.
Saida: Nucleo N
N+ 0
L1 + False
para i < 1 até |V, | faca
se L1 = Falso entdo
L Ne+1
senao
L L1 <+ Falso
W {j e (Vi\Ne) 1 a*(E(Ne 2 j)) > 0, N U{j} ¢ N}
se W # () entdo
L Escolha j € W tal que maximize 2*(E(N, : {j})) — xp;
N. <+ N.U{j}
se N. # V, entao
N+ NU{N.}
L1 < Verdadeiro
Devolva N

Algoritmo 2: Algoritmo para encontrar o nicleo das Desigualdades Multi-Estrela Homo-
géneas Parciais

Entrada: Todo subconjunto N, € N
para p < min(4,|N.| — 1)até2 faca
Defina C' como os p vértices em N, com os maiores valores de z*(FE({i} : (V. \N.)))
Defina S como os clientes em V, \ N, que estdo z*-conectados a '
enquanto |S| > 2 faca
Verifique se existem Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas Parciais violadas
com estes N,, Se C
Remova o cliente com o menor z*(E({i} : C)) de S
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Seja um pente formado por um conjunto de vértices H C V., (cabo) e ¢ > 2 conjuntos
Ty, ..., T; de vértices restantes (dentes). Seja H N T; # D e T;\H # () paraj = 1,...,t. Seja
T;NT; N H = () para todos os pares {i,j} C {1,...,t}.

Para todo conjunto S C V, sejar.(S) = r(V'\S) se o depdsito se encontraem S e r.(S) =
r(.S) caso contrdrio. A quantidade S(H, T}, ..., T;) é definida como:

t

SH,Ty,....T)) =Y (re(Ty N H) + re(T\H) + 1e(T})). (4.14)
j=1
Quando S(H,Ty,...,T;) é impar temos entdo as Desigualdades de Pente Fortalecidas para o

CVRP: t
S we+> Y w>SHT,....T)+1 (4.15)

e€d(H) J=1 e€d(Ty)

A heuristica de separac@o apresentada por Lysgaard et al. [3] € descrita a seguir: primei-
ramente, para garantir a tratabilidade computacional, a desigualdade € modificada substituindo
todas as insténcias de r(S) por £'(.S) (ver a se¢@o 4.2). Um grafo reduzido é gerado obedecendo
aos seguintes critérios: conjuntos de tamanho dois ou trés e conjuntos que possuam exatamente
duas arestas incidentes sdo comprimidos iterativamente se satisfazerem uma das duas condi-
¢oes: sejam dois conjuntos disjuntos de vértices S e T', E(S : T) representa o conjunto de
arestas que incidem simultaneamente em S e 7.

D een(s Te =1 i€ Vi\S

ou (4.16)

ZeeE(S:O) ze =1 ¢ 2k(V4\S) = 2k(Vy) = Zeg&(o) T

Ap0s a execugdo do procedimento de redugdo, as arestas sao todas removidas. Em seguida,
as arestas removidas no passo anterior sdo inseridas em ordem nao decrescente de |z — 0.5]
e a cada passo verificando se uma componente conexa foi criada. Caso contrario a aresta nao
¢ adicionada. Para cada componente conexa, a desigualdade de 2-emparelhamento com folga
minima € encontrada. Isto gera uma desigualdade de pente tradicional. Para cada desigualdade
encontrada, seja violada ou ndo, faz-se uma expansao de modo guloso dos vértices do conjunto
associado. Caso uma desigualdade violada ainda ndo tenha sido encontrada, é usado o algoritmo
exato de separacdo para desigualdades 2-emparelhamento apresentado por Padberg e Rao em
[29].

4.6 Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas

Nesta se¢ao abordaremos as Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas. Estas desigual-
dades sdo uma variacao das Desigualdades Hipo-Ciclo para o CVRP, ver [21]. Sejam duas ares-
tas distintas e; = (uq,v1) € ea = (ug, v2). Seja um dado conjunto W C V, onde ey, e5 € 6(W)
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e vy, vy ¢ W. Denotaremos estes vértices vy e v como terminais. Dado um F' C F, as Desi-
gualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas definem que qualquer rota vidvel que sirva todos
os clientes em W U {vy, v9}, comegando e terminando em v; e vq, deve usar pelo menos uma
aresta de F'. Consequentemente, F' deve ser um caminho hamiltoniano através de W U {vq, 12},
sendo estendido por dois caminhos disjuntos em vértices até o depdsito. Além disso, para este
ciclo gerado, o peso total dos itens dos clientes visitados ndao pode exceder a capacidade do
veiculo. As Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas sdo definidas como:

D w42 me > 20, + 210, (4.17)
)

ecs(W ecF

Descreveremos a rotina de separagdo utilizada para separar Desigualdades Hipo-Ciclo Es-
tendidas de 2-arestas, apresentada por Lysgaard et al. em [3]: dada uma solugdo x* gera-se
um grafo reduzido utilizando-se da mesma rotina de redu¢@o usada na separagdo das Desigual-
dades de Capacidade. Em seguida, uma busca gulosa € aplicada para encontrar os conjuntos
candidatos S = W U {v;,v}. Detalhes desta heuristica podem ser encontrados no c6digo
disponibilizado em [51]. Apds obter os conjuntos iniciais, efetua-se a remoc¢do de conjun-
tos utilizando-se de um critério de dominancia. Sejam dois conjuntos S e Ss, diz-se que S
domina S, se Zee 5(51) Le < Zee 5(S5) Le COM Sy C S51. Para cada conjunto restante S;, geram-
se os conjuntos W U {vy,ve} do seguinte modo: para cada S;, encontram-se todos os pares
vy, v2 € S; onde 2x7 + 2z}, — Zeeé(s\{vlm}) x; > 0. Note que todas as combinagdes sdo con-
sideradas para gerar os conjuntos W U {v1,v2} que serdo usados na etapa seguinte. Seja Gy,q
o subgrafo induzido de G* pelos vértices em V\W e E;,4 seu conjunto de arestas. Para cada
aresta {1, j} € E;,4 € associado o custo ¢;; = (w; + w;)/2, onde w; = 0 parai € {0, vy, v2} €
w; = d; caso contrario.

Um elemento chave para a separacdo consiste em encontrar dois caminhos disjuntos em
vértices, {0, ...,v1} e {0, ...,v2}, de peso minimo total. O problema de encontrar este par de
caminhos de peso total minimo pode ser modelado como um problema de alocacdo de tarefas.
Se o peso total exceder D — ), _.d;, uma Desigualdade Hipo-Ciclo Estendida de 2-arestas
violada foi encontrada, e pode-se partir para o proximo conjunto S;. Se uma desigualdade
violada ndo for encontrada, arestas sdo removidas procurando a violacdo. Denotamos L,
como o menor caminho entre dois vértices quaisquer r € s. Sejam os dois vértices termi-
nais v; € v; da Desigualdade Hipo-Ciclo Estendida de 2-arestas ndo violada atual, definimos
Limae = D — (3_;e5di) — Lujo. Seja P = (v3,0) U{p € VL\S : Ly + Lpo < Linas }» Observe
que qualquer caminho (v, ...,0) de comprimento menor ou igual a L,,,, pode apenas visitar
vértices em P. Considere entdo G4, 0 subgrafo de G4 induzido por P. A rotina encontra
os componentes biconexos de G'j,q, € caso L, visite mais de um componente, todas as arestas
incidentes sobre os vértices que se encontram na articulagdo dos componentes sdo removidas.
Note que a cada articulac@o entre dois componentes biconexos, duas desigualdades podem ser
geradas. Calculamos removendo todas as arestas adjacentes a um dos componentes e em se-
guida removendo as arestas adjacentes ao do outro componente. Se uma violac¢do ainda nao foi
encontrada, a rotina iterativamente remove a aresta de menor valor z* do subgrafo Gnq,. A
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cada aresta removida, verificamos se uma violacdo foi encontrada. Isto € feito até que o valor
x* da aresta atual seja grande demais para que ocorra uma violagao.



Capitulo 5

Algoritmos para Tratar o Empacotamento
Bidimensional do 2L-CVRP

5.1 Introducao

Neste capitulo descreveremos os algoritmos utilizados na resolu¢ao do problema de empaco-
tamento do 2L-CVRP na abordagem proposta. Detalhes do uso destes algoritmos podem ser
encontrados no capitulo 6.

O 2L-CVRP € um caso mais geral do CVRP, onde cada cliente possui uma demanda de um
conjunto de itens retangulares com um peso associado. O 2L-CVRP apresenta-se muito mais
dificil que o CVRP justamente por possuir um conjunto de demandas bidimensionais para cada
cliente, além das demandas unidimensionais originais do CVRP. Logicamente, se resolvermos
0 2L-CVRP ignorando as restricdes de empacotamento bidimensional estaremos resolvendo o
CVREP. Os algoritmos deste capitulo abordam a caracteristica bidimensional do empacotamento,
ndo considerando as demandas unidimensionais. As demandas unidimensionais sdo tratadas por
outros algoritmos em nossa abordagem (ver capitulo 4).

Uma rota do 2L-CVRP € considerada vidvel se obedece a um conjunto de restri¢des. Uma
dessas restricdes € a necessidade da existéncia de um empacotamento vidvel dos itens no con-
téiner do veiculo: os itens ndo podem se sobrepor, ultrapassar os limites do contéiner e suas
arestas devem estar ortogonais as bordas do contéiner. Quando considerando a variante sequen-
cial do 2L-CVRP, mais uma restricdo € colocada: itens pertencentes a um cliente que esteja
descarregando nao podem estar bloqueados por itens de outros clientes.

Resolver o problema de empacotamento de apenas uma rota do 2L.-CVRP corresponde a re-
solver o Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional. Um empacotamento € invidvel
se 0 seu comprimento na faixa ultrapassar o comprimento do contéiner do veiculo. Deste modo,
o problema de empacotamento associado ao 2L-CVRP € claramente NP-completo.

Neste capitulo apresentamos algoritmos que tratam o problema de empacotamento do 2L-
CVRP. Ambas as variantes sequencial e irrestrita sdo consideradas. O capitulo encontra-se
organizado do seguinte modo: na se¢do 5.2 descrevemos o limitante inferior utilizado na tenta-

30
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tiva de se eliminar rapidamente empacotamentos invidveis. A tabela de dispersdo implementada
para armazenar a viabilidade dos empacotamentos de rotas conhecidas € descrita na sec¢do 5.3.
Na secdo 5.4 detalhamos uma abordagem heuristica e na secdo 5.5 descrevemos uma abordagem
exata para descobrirmos a viabilidade de um empacotamento.

5.2 Limitantes Inferiores

Nesta secdo detalharemos o limitante inferior utilizado na abordagem proposta. Este limitante
foi apresentado por Martello, Pisinger e Vigo [11] e o denotaremos por M PV Ls. Como o
M PV L, foi desenvolvido para o problema de empacotar um conjunto de caixas em um cont€i-
ner tridimensional, apresentaremos nossa adaptagao para o caso bidimensional.

Descreveremos inicialmente um limitante, que denotaremos por M PV Ly, obtido por redu-
¢do para o caso unidimensional que € utilizado no cdlculo do limitante inferior M PV Ls.

Seja um contéiner bidimensional de dimensdes W e L e seja J o conjunto completo dos
itens a serem empacotados. Para cada item j € J temos as dimensdes w; e [; associadas.
Considere o conjunto [ definido por

L
ﬁ:{jGJ:lj>§} (5.1)
e o conjunto £ definido por
: W
Sejam J,(p) e J;(p) definidos por
, W
Js(p):{jeﬁ:?ijZp} (5.3)
: 44
Jl(p):{jEB:W—prj>7}. (5.4)

Considere I' e T definidos por

() = FW s = (AW = e wﬂ 63
|44
L.(p) =3, W—w;
T(p) = |J5(p)] ZiSJl(p)L P ] _ (5.6)
L)
Podemos entdo obter o limitante inferior M PV L}":
MPVLY =[] + maz {T(p), T(p)} (5.7)

w
1<p<¥
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Considere também o limitante inferior M PV LY obtido de (5.1)-(5.7), substituindo-se W
por L e w; por l;. MPV LY e MPV L¥ sdo combinagdes dos limitantes originalmente apre-
sentados por Dell’ Amico et al. em [40] e por Martello et al. em [36].

As observagdes a seguir consideram o limitante M PV L, mas aplicam-se de forma ana-
loga ao limitante M PV LY. O primeiro termo da soma (|/3|) representa o conjunto de itens
suficientemente grandes de forma que dado qualquer par deste conjunto, sdo necessdrios dois
contéineres para empacotd-los. Consequentemente precisamos de um cont€iner para cada ele-
mento deste conjunto.

O segundo termo da soma é composto por dois elementos distintos na funcdo max. Em
ambos variamos p, procurando o melhor resultado das divisdes entre os conjuntos de itens.
Consideraremos primeiramente I". Descreveremos os itens em J,(p) e J;(p) como pequenos
e grandes, respectivamente. O primeiro termo de [ nos dé a largura total dos itens pequenos.
O segundo termo calcula a largura total de todos os contéineres necessarios para se colocar os
itens grandes. Deste, subtraimos a largura realmente ocupada por estes itens, descobrindo a
largura da folga existente. Ou seja, no numerador procuramos encaixar os itens pequenos nesta
folga de espaco do empacotamento dos itens grandes. Consequentemente a divisdo da sobra
desta subtracdo pela largura do contéiner nos dd o nimero minimo de contéineres necessario
para colocarmos os itens pequenos que nao puderam ser encaixados de forma fraciondria nesta
folga.

Abordaremos o segundo elemento da fun¢do max, representado por Y. O primeiro termo
de T representa o nimero de itens pequenos. O segundo termo nos dd o nimero de itens de
tamanho p que cabem na folga do empacotamento dos itens grandes. Como p € a menor largura
que um item pequeno pode possuir, a subtracdo dos dois termos representa a tentativa de se
encaixar os itens pequenos na folga. O denominador da fragdo nos dd o nimero de itens de
tamanho p que cabem em um contéiner. Deste modo, a divisdo do que sobrou na subtragdo
pelo denominador nos d4 o nimero minimo de contéineres necessdrio para encaixar os itens
pequenos que ndo puderam ser encaixados na folga dos itens grandes.

Finalmente, definimos o limitante inferior M PV L, como o maximo entre os valores obtidos
por MPV LY e MPV LE:

MPV L, =max{MPVLY MPVL}. (5.8)

Definiremos entdo uma adaptag@o para o caso bidimensional do limitante M PV L, origi-
nalmente apresentado por Martello, Pisinger e Vigo em [11]. Considere a notacdo utilizada na
descri¢do do limitante M/ PV L, e seja a; a drea do item j e A a drea do contéiner. Sejam K, (p),
K;(p) e K4(p) definidos como

K,p)=1{j€J:w;>W—p}, (5.9)

Ki(p) = {j € I\Ko(p) : w; > %}, (5.10)
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K(p) ={j € J\(I(p) U Ki(p)) : wj > p}. (5.11)

Seja entdo

. a; — (W MPVLY -3 w;) L
MPVLY = maz { MPVLY +maz {0, 2 e KK () % L~ 2jekw) )
1<p< W A

(5.12)

Considere também o limitante inferior M PVL% obtido de (5.9)-(5.12), substituindo-se W
por L e w; por [;.

Detalharemos o cdlculo do limitante M PV LY a seguir. Descreveremos os itens em K, (p),
K;(p) e Ks(p) como grandes, médios e pequenos, respectivamente. Inicialmente varia-se o
valor de p na fun¢do max, de forma a buscar o maior resultado levando-se em conta todas as
divisdes possiveis entre os itens. Esta funcdo é composta por uma soma com dois termos. No
primeiro termo temos o nimero de contéineres obtido pelo limitante M PV L}". Uma fungdo
max € aplicada ao segundo termo para evitarmos o decréscimo deste valor que ja sabemos ser
védlido. Analisaremos entdo a fracdo encontrada dentro da segunda fungdo max. O primeiro
termo do numerador nos d4 a soma de todas as dreas dos itens médios e pequenos. O segundo
termo nos d4 a drea total dos contéineres encontrados por M PV LYY menos a drea ocupada pelos
itens grandes, ou seja, a area da folga existente no empacotamento dos itens grandes nos cont€i-
neres encontrados por M PV L}”. O numerador representa entdo a tentativa de encaixarmos os
itens pequenos e médios na folga de espago do empacotamento dos itens grandes. A divisdo do
que sobra pela drea do contéiner nos d4 o niimero de contéineres necessarios para colocarmos
os itens que nao puderam ser encaixados. Observe que esta andlise aplica-se de forma andloga
ao limitante M PV LE.

Definimos entdo o limitante inferior M PV L, como o méximo entre os valores obtidos por
MPVLY e MPV L%:

MPV Ly = mar{MPV LY MPVL}} (5.13)

Podemos entdo tentar descobrir a inviabilidade de uma rota com o célculo deste limitante.
Dada uma rota do 2L-CVRP, se o nimero de contéiners encontrado calculando M PV L, for
maior que um significa que a rota € invidavel. A utilizacdo deste limitante na abordagem proposta
estd detalhada no capitulo 6.

5.3 Tabela de Dispersao para Armazenar Rotas

Uma vez descoberta a viabilidade do empacotamento de uma rota, verificagcdes subsequentes
tornam-se redundantes. Deste modo, buscando reduzir o esfor¢o computacional, armazenamos
rotas conhecidas em uma tabela de dispersdo. Observe que armazenamos uma rota seja esta
vidvel ou ndo. Descreveremos a seguir o algoritmo utilizado para a geracdo, armazenamento e
verificacdo da chave.
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O algoritmo proposto possui comportamentos diferentes dependendo da variante do 2L-
CVRP abordada. Este algoritmo recebe como entrada um vetor composto pelos clientes da rota
ordenado por ordem crescente de visita.

A ordem dos vértices é relevante para o caso sequencial, deste modo procuramos obter uma
chave diferente para rotas distintas que possuam o mesmo conjunto de vértices. Dada uma
rota com n vértices, considere um vértice qualquer de nimero k£ em uma posi¢ao arbitréria ¢
no vetor de entrada: inicialmente calculamos vertexHash = k x (n — i), ou seja, cada vértice
¢ multiplicado pelo tamanho da rota menos o seu indice no vetor (quando este cliente sera
visitado). O valor obtido € entdo ligeiramente deslocado por uma constante (utilizamos 3 nos
testes computacionais) e multiplicado por seu valor anterior. Em seguida encontramos o resto
de sua divisdo pelo tamanho total da tabela de dispersdo (que denotaremos como sizeHash). Ou
seja, calculamos vertexHash = (vertexHash X (vertexHash + 3)) % sizeHash. Todas as chaves
individuais de cada vértice sdo entdo somadas para obtermos uma unica chave inicial para a
rota. Esta chave é entdo multiplicada pela constante (0.5 x (v/5 — 1)). Em seguida, extraimos
a parte fraciondria do valor resultante. Obtemos a chave final da rota truncando o resultado do
produto desta parte fraciondria por sizeHash.

Para o caso irrestrito, o procedimento € similar: como devemos obter uma tnica chave para
um conjunto de vértices, ndo importando sua ordem de visita, somamos os nimeros de todos os
clientes da rota. Em posse deste valor, o algoritmo procede como no caso sequencial: multiplica
o valor obtido por (0.5 x (v/5 — 1)), remove a parte inteira e trunca o resultado do produto da
parte fraciondria pelo tamanho da tabela de dispersdo.

Além da etapa de geracdo, o armazenamento e a busca também dependem de qual variante
estd sendo abordada. Para a variante sequencial apenas armazenamos o vetor original da rota.
A busca consiste em verificar se existe uma discrepancia entre o tamanho das rotas (a atual e a
armazenada), e se nao houver, o algoritmo verifica se os vetores sao idénticos.

Para o caso irrestrito, duas rotas s@o iguais se possuirem 0s mesmos elementos, indepen-
dente da ordem em que estes se encontram. Por exemplo, a rota A = (5,9, 3,4) é idéntica a
rota B = (3,4,9,5). Deste modo, o procedimento de armazenamento precisa considerar esta
particularidade de forma a agilizar a comparagao dos elementos. Para isto, alocamos um vetor
com o nimero total de clientes, e definimos como 1 a posicao equivalente ao cliente. Por exem-
plo, para a rota 3, temos na tabela de dispersdao um vetor com 1 nos indices 3,4, 5 e 9 e zero no
resto. A busca consiste entdo em acessar diretamente as posi¢des representadas pelos clientes e
verificar se esta encontra-se com 1. Como no caso sequencial, o algoritmo também verifica se
existe uma discrepancia de tamanho entre as rotas antes de efetuar a comparagdo de elementos.

Caso ocorra colisdo durante a operacdo de armazenamento, esta € resolvida através de en-
cadeamento.



5.4. Heuristica Com e Sem Restricao de Ordem 35

5.4 Heuristica Com e Sem Restricao de Ordem

Descreveremos nesta secdo a heuristica de empacotamento utilizada para testar a viabilidade de
rotas encontradas pelo algoritmo branch-and-cut. Esta heuristica procura um empacotamento
valido de todos os itens dos clientes em uma rota considerando a restri¢do sequencial. Ou
seja, como o veiculo possui apenas uma saida para efetuar o descarregamento, os itens sao
empacotados de modo que ndo sejam bloqueados por itens que serdo servidos posteriormente.

O problema de empacotamento do 2L-CVRP € abordado de modo heuristico utilizando-se
do procedimento 2D L Pga (Two-dimensional loading problem general algorithm). Este proce-
dimento consiste em chamar a heuristica de empacotamento 2D L Ph (Two-dimensional loading
problem heuristic) de quatro modos diferentes, até encontrar o empacotamento dos itens da rota
ou ndo conseguir verificar a sua viabilidade. Caso ndo consiga encontrar um empacotamento
vidvel, uma abordagem exata € utilizada, descrita na secdo 5.5.

O algoritmo 2D L Ph recebe como pardmetros a lista de itens 7" = (¢, to, . . ., t,,), cada item
t; com dimensodes (w;, [;), um contéiner F' de dimensdes (W, L), um vetor C' com clientes
associados aos itens em 7', uma varidvel booleana ordenaPorComprimento para definir o modo
primdrio de ordenacdo e os fatores de tolerancia «, 5 e . O algoritmo devolve um Empa-
cotamento P de I" em F' obedecendo a ordem dos clientes em C' ou que o empacotamento €
inviavel.

O 2D LPh inicialmente ordena a lista 7" em ordem crescente de cliente. Em seguida os
itens sdo ordenados novamente, mas mantendo a ordem de clientes. Ou seja, um item sé troca
de lugar com itens do mesmo cliente. Nesta ordenacdo o parametro ordenaPorComprimento €
considerado: caso este seja definido como verdadeiro, a ordenagado € feita em ordem nao cres-
cente de comprimento. Caso contrdrio, a ordenacao € feita em ordem nao crescente de largura.
Mais detalhadamente, sejam dois itens r e s de dimensdes (w., [,.) e (ws, [5), respectivamente.
O item 7 € posicionado antes do item s caso a seguinte condicao seja satisfeita:

l.—(yxL)<l; el.+(yxL)>l. (5.14)

Em caso de empate, o desempate € feito pela largura do item. Caso o parametro ordenaPorCom-
primento seja igual a falso, troca-se comprimento por largura e consequentemente o desempate
¢ feito pelo comprimento.

O préximo passo do algoritmo consiste em iniciar o empacotamento dos itens. Para cada
item t; € T é chamada a fun¢do calculaPontosFronteira, que encontra as possiveis posi¢des
onde este item pode ser empacotado. Esta fungao possui duas etapas: na primeira etapa encontra
todos os pontos superiores direitos dos itens que se encontram na fronteira do empacotamento
e os projeta o mais a esquerda quanto for possivel. Ou seja, até encontrar a aresta direita de um
item j& posicionado ou a aresta do contéiner. Na segunda etapa a fungao efetua a remogao dos
pontos nos quais ndo € possivel posicionar o item devido a largura ou comprimento disponivel
e pontos que niao possuam contato com a fronteira do empacotamento apds a sua projegao.
Note que o fundo do contéiner F' € considerado como se fosse um unico item de largura W. A
partir deste ponto exemplificaremos considerando o parametro ordenaPorComprimento como
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verdadeiro, mas o raciocinio € andlogo para o caso que este seja definido como falso. A figura
5.1 exemplifica o calculo dos pontos de fronteira:

py’ P4

Pl P1 P1’

p2’ P2 P2’

P3" [P3

P5’ [P5

Figura 5.1: Exemplo do cédlculo dos pontos de fronteira.

Considere o item localizado fora do contéiner. Apds encontrar os pontos de fronteira para
este item, os pontos sao projetados o mais a esquerda possivel, gerando P;, Py, P;, Pje P.. Em
seguida, o algoritmo percorre estes pontos verificando a viabilidade da coloca¢do do item em
cada um deles. Os pontos P| e P, sdo mantidos, sendo vidveis para o posicionamento do item.
Os pontos P; e P; sao removidos porque as larguras disponiveis s3o menores que a largura do
item. O ponto P, é removido por ndo possuir contato com a fronteira do empacotamento atual
e por ndo ser largo o suficiente para se apoiar no item relativo ao ponto P;.

O algoritmo devolve um indicador de inviabilidade se ndo for encontrada nenhuma posicao
onde o item ¢; pode ser colocado. Se forem encontrados pontos vidveis, o algoritmo inicia uma
nova fase. Dado um ponto selecionado, este € comparado aos pontos a sua direita. A cada
comparacao um novo ponto pode substituir, ou ndo, o ponto temporariamente selecionado para
a colocacdo do item. Isto ocorre em duas etapas: na primeira etapa um ponto € selecionado
se o valor de seu eixo y for menor que o do ponto previamente escolhido. Esta comparagdo é
efetuada aplicando-se uma tolerancia a passada como parametro, de modo que o ponto precisa
ter um valor de y tdo significativamente menor quanto do ponto atualmente escolhido. Utiliza-
remos a figura 5.2 para exemplificar a varredura dos pontos. O algoritmo marca inicialmente o
ponto projetado P como escolhido. A comparagdo ¢ efetuada entre o ponto selecionado P| e o
ponto seguinte, o ponto projetado P;. Como P é o ponto escolhido, Pj sé serd levado em conta
para a proxima etapa se sua coordenada y, que denotaremos por Pj.y, for significativamente
menor que a coordenada P].y, dada uma tolerdncia a. Mais especificamente, se Py.y < P|.y
- a X L, o algoritmo avanga para a proxima etapa. Caso contrario, P, continua como o ponto
escolhido e um novo ponto € selecionado para a comparagdo. Independente da escolha de P,
o ponto P} serd descartado por possuir P;.y maior que ambos Pj.y e Pj.y. Sabemos que se
P|.y — Pj.y for relevante, entdo P, serd considerado para a comparagao.

Encontrado um ponto com um valor de y significativamente menor que do ponto atualmente
selecionado, o algoritmo inicia a segunda etapa da comparagdo, utilizando a fun¢do areaPer-
dida. Esta func¢do calcula a drea da regido desperdicada com a coloca¢do do item neste ponto.
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P1’ p3’

: I

P4

Figura 5.2: Exemplo da varredura dos pontos de fronteira.

Ou seja, a fungdo encontra a drea entre o item posicionado em um ponto e a fronteira do em-
pacotamento atual. A figura 5.3 demonstra o célculo da fun¢do areaPerdida. Seja P| o ponto
atualmente selecionado e P; o ponto a ser comparado. Neste passo sabemos que hd uma re-
dugio significativa do valor de y entre os dois pontos, ja que P, estd sendo considerado. Para
que P substitua P] como o ponto selecionado, a drea perdida com a colocagdo do item em P,
pode ser até 5 x W x L maior que a drea perdida com a colocagio em P]. Ou seja, o algoritmo
2D L Ph procura baixar o valor de y do ponto selecionado, e mesmo que a area desperdicada
pelo novo ponto seja um pouco maior, tanto quanto o calculo de tolerancia permitir, este ponto
¢ escolhido.

Figura 5.3: Exemplo do célculo da 4rea desperdicada

Ap6s percorrer todos os pontos, o item € colocado no ponto selecionado ao fim de todas
as comparacdes. Quando todos os itens foram colocados no contéiner, o empacotamento P é
devolvido.

Também apresentamos uma versao da heuristica 2D L Ph sem restri¢ao de ordem para efetu-
armos testes para o caso irrestrito do 2L-CVRP. E facil notar que a heuristica 2D LPh pode ser
modificada para nao considerar a restricdo de ordem, apenas mudando a sua etapa de ordena-
cdo. Denotamos essa modificagdo da heuristica 2D L Ph como 2D L Ph;. O algoritmo 2D L Ph;
consiste do 2D L Ph tendo o passo da ordenagdo por cliente removido.
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Algoritmo 3: Heuristica de empacotamento bidimensional 2D L Ph

Entrada: Contéiner F' de dimensoes (IV, L), lista T" de itens, cada com dimensdes (w;,
[;), um vetor de clientes C' associados aos itens em 7’, uma constante booleana
ordenaPorComprimento e constantes reais «, 5 € y

Saida: Empacotamento P de T em F'

Ordena a lista de itens de acordo com o seguinte critério:

Dados dois itens r e s da lista 7.

se os items sdo do mesmo cliente, ou seja, C, = C'; entdo

se ordenaPorComprimento = Verdadeiro entao

se(l,-(yxL)<ly)e(l. +(yx L)>Il,)entao

| Colocar e s em ordem ndo crescente de largura.

senao
| Colocar e s em ordem ndo crescente de comprimento.

senao
se (w, - (y x W) <ws) e (w, +(yxW)>w,) entdo
| Colocar e s em ordem nao crescente de comprimento.

senao
| Colocar e s em ordem nao crescente de largura.

senao

L. Coloca r e s em ordem crescente de cliente.
P10
para i < [ até |T'| faca
Y < calculaPontosFronteira(F, P, t;)
se |¢)| = 0 entdo

| Devolva Empacotamento invidvel
compMin < L + (a x L)
desperdicioMin < W x L
para j < [ até || faca
comp < coordenada y de v;
se comp < compMin - (o X L) entdo
desperdicio < areaPerdida(1);, t;)

se desperdicio < desperdicioMin + (5 x W x L) entio
desperdicioMin <— desperdicio

compMin < comp
pontoEscolhido < );

| 73_<— P U {pontoEscolhido}
Devolva P
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Algoritmo 4: Heuristica de empacotamento bidimensional 2D L Ph;

Entrada: Contéiner F' de dimensdes (I, L), lista T" de itens, cada com dimensodes (w;,
l;), uma constante booleana ordenaPorComprimento e constantes reais «, [ e vy
Saida: Empacotamento P de T em F'
Ordena a lista de itens de acordo com o seguinte critério:
Dados dois itens r e s da lista 7.
se ordenaPorComprimento = Verdadeiro entao
se(l,-(yxL)<ls)e(l, +(yx L)>l,)entao
| Colocar e s em ordem ndo crescente de largura.

senao
| Colocar e s em ordem ndo crescente de comprimento.

senao
se (w, - (v x W) <ws)e(w, + (yx W) >ws) entao
| Colocar e s em ordem ndo crescente de comprimento.

senao
| Colocar e s em ordem nao crescente de largura.

P10
para i < [ até |T'| faca
Y <— calculaPontosFronteira(F, P, t;)
se |¢)| = 0 entdo

| Devolva Empacotamento invidvel
compMin <— L + (a x L)
desperdicioMin <— W x L
para j < [ até || faca
comp < coordenada y de 1);
se comp < compMin - (o X L) entdo
desperdicio < areaPerdida(1);, t;)

se desperdicio < desperdicioMin + (f x W x L) entio
desperdicioMin <— desperdicio

compMin < comp
pontoEscolhido < );

B 73_<— P U {pontoEscolhido}
Devolva P
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Descreveremos agora o algoritmo 2D L Pga. Este algoritmo consiste em chamar a heu-
ristica de empacotamento 2D LPh (ou 2D LPh;) de quatro modos diferentes, até encontrar o
empacotamento da rota ou nao conseguir verificar a sua viabilidade:

(1) Ordenagdo por comprimento e o sentido original dos clientes
(i) Ordenagao por comprimento e o sentido inverso dos clientes
(iii) Ordenagao por largura e o sentido inverso dos clientes
(iv) Ordenagao por largura e o sentido original dos clientes

Inicialmente o 2D LPga chama a heuristica 2D L Ph com o parametro booleano ordenaPor-
Comprimento definido como verdadeiro. Caso ndo encontre um empacotamento vidvel, a fun-
cdo inverteListaDeClientes € chamada. Esta fungdo recebe o vetor de clientes C' como pa-
rametro e o inverte, de modo que o primeiro cliente torna-se o ultimo a ser visitado. Para
compreender o beneficio desta inversao, observe a figura 5.4.

77 7 i
. _

%m’// |__|

Figura 5.4: Exemplo do empacotamento de uma rota em ambos sentidos.

Nesta figura temos a tentativa do empacotamento dos itens de uma rota através de uma heu-
ristica Bottom Left Decreasing Width (ver [13]) modificada para considerar a restri¢ao de ordem.
A imagem a direita mostra que a heuristica ndo foi capaz de encontrar um empacotamento vid-
vel dos itens. Invertendo a ordem de visita dos clientes temos a imagem a esquerda. Note que
com esta inversdo obtemos um empacotamento vidvel para a rota utilizando-se da heuristica
mencionada. Apds a inversdo do vetor de clientes C', o algoritmo chama novamente a heuristica
2DLPh. Caso ndo encontre um empacotamento vidvel com a rota invertida, o 2D L Pga tenta
mais duas estratégias: a heuristica 2D L Ph é chamada com ordenacdo por largura — pardmetro
ordenaPorComprimento definido como falso — para ambas a rota original e a invertida.
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Algoritmo 5: Algoritmo geral para o empacotamento bidimensional 2D L Pga

Entrada: Contéiner F' de dimensdes (I, L), lista T" de itens, cada um com dimensdes
(w;, 1;), um vetor de clientes C' associados aos itens em 7" e constantes reais «,
Bery
Saida: Valor booleano empacotamentoViavel
ordenaPorComprimento <— Verdadeiro
se 2DLPh(F, T, C, ordenaPorComprimento, «, 3, v) # Empacotamento invidvel entao
| empacotamentoViavel < Verdadeiro
senao
inverteListaDeClientes(C')
se 2DLPh(F, T, C, ordenaPorComprimento, «, 3, v) # Empacotamento invidvel
entao
| empacotamentoViavel <— Verdadeiro
senao
ordenaPorComprimento < Falso
se 2DLPh(F, T, C, ordenaPorComprimento, o, 3, v) # Empacotamento invidvel
entio
| empacotamentoViavel <— Verdadeiro
senao
inverteListaDeClientes(C')
se 2DLPh(F, T, C, ordenaPorComprimento, «, 3, v) # Empacotamento
invidvel entao
| empacotamentoViavel <— Verdadeiro

senao
| empacotamentoViavel < Falso

Devolva empacotamentoViavel
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Para os testes computacionais, ambas as versdes com e sem ordem sdo consideradas. Efe-
tuamos experimentos computacionais para determinarmos os fatores de tolerancia «, (3 e 7.
Para o pardmetro « e (3 observamos que valores abaixo de 0.1 e 0.05, respectivamente, geraram
resultados melhores para as instancias testadas do 2L-CVRP. Para o parametro ~ encontramos
resultados melhores utilizando uma relacao entre o parametro « € o comprimento do contéiner.
Definimos os valores dos parametros «, [3 e vy para os testes computacionais como 0.07, 0.005

ea X (%), respectivamente.

5.5 Algoritmo Exato Com e Sem Restricao de Ordem

Nesta secdo apresentaremos o algoritmo exato utilizado para verificar se todos os itens em uma
rota podem ser empacotados no contéiner do veiculo.

Martello, Pisinger e Vigo [11] propuseram uma abordagem para efetuar o empacotamento
de caixas em contéineres. Utilizamos o algoritmo branch-and-bound desta abordagem para
testar o empacotamento em um unico contéiner e o modificamos para considerar a ordem se-
quencial de descarregamento dos clientes. Modificamos também a ordenacao inicial dos itens,
levando-se em conta esta nova restricao, de forma a melhorar sua eficiéncia. Observe que ape-
sar deste algoritmo considerar o caso tridimensional, o seu funcionamento para o caso de duas
dimensdes é consequéncia direta, sendo este um caso mais especifico.

A rotina 2D-Clorners € utilizada para encontrar os pontos para o posicionamento de um
conjunto de itens. Inicialmente os itens sdo ordenados em ordem ndo crescente de comprimento,
com o desempate feito por largura. A rotina possui trés fases: a primeira fase encontra os itens
extremos, ou seja, itens que tenham seu ponto superior direito coincidindo com um ponto onde
o envelope (a defini¢do formal de envelope pode ser encontrada em [54]) muda de horizontal
para vertical. A segunda fase consiste em encontrar os pontos de canto. Estes sao definidos
como as intersecdes entre as linhas saindo dos pontos superiores direitos dos itens encontrados
na fase anterior. A terceira e dltima fase remove os pontos onde nenhum item de 7" pode ser
posicionado devido ao espago disponivel.

O Algoritmo 6 detalha a rotina 2D-C'orners. Dado um conjunto de itens 7', cada item
t; € T com dimensdes (w;, ;) e um empacotamento existente 7, a rotina encontra o conjunto
de pontos de canto C'(7). Note que e, representa o item m do vetor de itens extremos e.

Em posse desta rotina, podemos entdo descrever o algoritmo para verificar a viabilidade do
empacotamento de uma rota. O algoritmo branch-and-bound apresentado por Martello et al.
[11] funciona do seguinte modo: seja 7 o conjunto de itens jd empacotados no contéinere C'(7)
o conjunto de pontos de canto encontrados pela rotina 2D-C'orners. Denotaremos por A(7T)
como a drea do envelope definido pelos pontos de canto e A como a érea total do contéiner.
Seja T" o conjunto de itens ainda ndo empacotados onde cada item ¢ € 7" possui uma drea a;.
Seja A*(T) a drea do melhor empacotamento encontrado até o momento.

Inicialmente os itens sdo ordenados por drea em ordem ndo crescente. A cada iteragéo C(7T)

7z

e A(T) séo calculados. Cada item i € T” é entdo colocado em cada ponto de canto ¢ € C(T)
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Algoritmo 6: 2D-Corners
Entrada: Empacotamento existente 7 e conjunto de itens a serem empacotados T’
Saida: Conjunto de pontos de canto C'(7)
se 7 = () entdo
L C(T) ={(0,0)}
senao
T=m=20
parai = 1 até |T| faca
se r; + w; > T entao

m=m-+1
Cm =1

C(T) ={(0, e, + 1))}
para: = 2 até m faca
C(T) = C(T) U {(xei—l + weifwyej' + l@j)}
L C(T) =¢(T) u{(z., +we,,0)}
para cada (7}, y;) € C(T) faca
se x; + miniET\T {wl} > W ou y; + minieT\T {lz} > [ entao
| C(T) = C(T\ {(=,4))}

Devolva C (T)

e o algoritmo é chamado recursivamente. Se necessdrio A*(7) é atualizado. Backtracking
ocorre quando mais nenhum item pode ser colocado no contéiner ou quando » . a; + (A —
A(T)) < A*(T), ja que se a drea remanescente foi completamente preenchida ndo teriamos
como melhorar A*(T).

Para lidar com a restricdo de ordem, efetuamos a seguinte modificagdo no algoritmo: no
momento que tentamos posicionar um item no contéiner, verificamos se este viola a restricao
sequencial, podando o n6 se isto ocorre. Logicamente esta modificacdo nao é considerada pelo
algoritmo proposto quando abordando o 2L-CVRP irrestrito. Modificamos também a ordenacao
inicial dos itens, sendo agora ordenados por cliente e o desempate sendo efetuado por area.
Claramente isto tende a reduzir o nimero de violagdes, j4 que o algoritmo tenta colocar os
dltimos itens a serem descarregados no fundo do conté€iner do veiculo.

O algoritmo do trabalho completo de Martello et al., The Three-Dimensional Bin Packing
Problem, [11] possui um c6digo disponibilizado em [10]. Adaptamos este cddigo para consi-
derar apenas um contéiner e em seguida efetuamos as modificacdes propostas nesta secdo. Os
resultados computacionais foram obtidos utilizando-se desta nova versao.



Capitulo 6

Algoritmo Exato Branch-and-Cut para o
2L-CVRP

6.1 Introducao

Existem diversas aplicag¢des praticas para o 2L-CVRP, dado que itens ndo podem ser empilhados
uns em cima dos outros em vdrias situagdes do mundo real. Isto pode ocorrer por motivo de
fragilidade, altura ou forma dos itens.

Duas variantes do 2L-CVRP foram exploradas, o caso sequencial e o caso irrestrito. Para o
caso sequencial, o padrao de empacotamento deve obedecer uma certa ordenagdo dos itens. Ou
seja, dado que o descarregamento é efetuado por um unico lado do veiculo, quando descarre-
gando itens de um cliente estes ndo podem estar bloqueados por itens que pertengam a outros
clientes. Esta restricdo ocorre na pratica devido a caracteristicas dos itens, estes podendo ser
muito frageis ou muito pesados, fazendo com que a re-organizacao do empacotamento torne-se
muito dificil ou demorada. O 2L-CVRP irrestrito relaxa esta restricio de ordem, permitindo
que os itens encontrem-se em qualquer posi¢do relativa a outros dentro do contéiner.

A tunica metodologia exata para o 2L-CVRP foi apresentada por Iori, Salazar-Gonzélez e
Vigo em [22], considerando apenas a variante sequencial. Observando que esta abordagem
gastava uma parcela consideravel do tempo apenas na resolucdo no problema de roteamento
do 2L-CVRP, consideramos criar uma nova abordagem utilizando-se de varias desigualdades
vélidas para o CVRP.

Neste capitulo apresentamos um novo algoritmo exato para o 2L-CVRP baseado em uma
abordagem branch-and-cut. Propomos duas estratégias ciclicas para a inser¢cdo de cortes utili-
zando cinco familias de desigualdades validas para o CVRP. As restricdes de empacotamento
sdo garantidas através da utilizacdo de um algoritmo exato. Usamos também limitantes, uma
heuristica e uma tabela de dispersdo buscando reduzir o esforco computacional. Ambas as
variantes do problema s3o consideradas em nossa abordagem.

Este capitulo encontra-se organizado do seguinte modo: na se¢do 6.2 detalhamos a formu-
lacdo em programacao inteira utilizada para modelar o problema. O algoritmo branch-and-cut
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proposto € descrito em detalhes na secdo 6.3. As secOes 6.4 e 6.5 descrevem as estratégias
utilizadas para garantir as restri¢cdes de conectividade e peso e as restricdes de empacotamento,
respectivamente.

6.2 Formulacao em Programacao Linear Inteira

Seja x. uma varidvel de fluxo igual a um se um veiculo viaja usando a aresta e € F e zero caso
contrario. Dado um subconjunto de clientes S C V., d(.S) é o peso total dos itens dos clientes
em S, ou seja, d(S) = > ,.¢d;. Seja B; o conjunto de itens do cliente 7, D a capacidade de
peso do veiculo e A a drea do contéiner. Seja a(S) a drea total dos itens dos clientes S, ou seja,
a(S) = Y ies 2open, Whlb- Seja d(S) o conjunto de arestas em G que incidem em exatamente
um vértice em S, ou seja, 0(S) = {{i,j} € E:i1 € S,j ¢ S}. Seja K a quantidade de veiculos
disponiveis para servir os clientes. Seja um conjunto S = {S1,...,S5;} de t > 1 conjuntos
disjuntos de V.. Seja P o conjunto de todas as [-parti¢des vidveis V, e P = {V;,...,V;} uma
destas [-parti¢des. Seja o definida por

o(P,S)=1|{i: SinS #0} (6.1)

e a funcdo R definida por

R(S) = min {ZO’(P, S): Pe 73} , (6.2)

1=1

temos entdo a seguinte formulacdo em programacao inteira para o 2L.-CVRP:
minimizar Z Cee

> oz =2 Vie V., (1)
e€d({i})

S we=2K (2) (6.3)
e€§({0})

>3z > 2R(S) (3)

i=1 e€d(S)
z. € {0,1} Ve € E. (4)

As restrigdes (1), as restrigdes de grau, impdem que cada cliente € visitado exatamente uma vez.
As restrigdes (2) garantem que sdo utilizados exatamente K veiculos para suprir as demandas
dos clientes. As Restri¢des (3), as Desigualdades de Capacidade e Conectividade, garantem a
conectividade da solucdo e as restricdes de peso e de empacotamento bidimensional. Para este
modelo utilizamos as Desigualdades de Capacidade Generalizadas, as mais fortes na hierarquia
das Desigualdades de Capacidade e Conectividade. A tarefa de computar estas desigualdades
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mostra-se invidvel computacionalmente, e resolver o problema de separaciao correspondente é
N P-dificil (ver secdo 4.2). Finalmente, as restricdes (4) definem a caracteristica bindria das
varidveis.

A intratabilidade computacional das Desigualdades de Capacidade e Conectividade utili-
zadas, somado ao dificil problema de separagdo sugere a escolha de outra Desigualdade de
Capacidade e Conectividade.

Como ndo se observa muita vantagem na escolha das Desigualdades de Capacidade ou das
Desigualdades de Capacidade Fracas, pode-se entdo argumentar a favor do uso das Desigual-
dades de Capacidade Arredondadas. Apesar de serem significativamente mais fracas na hie-
rarquia, estas podem ser tratadas computacionalmente. Entretanto, o problema de separacdo
correspondente continua /V P-dificil [14]. Substituindo as Desigualdades de Capacidade Gene-
ralizadas pelas Desigualdades de Capacidade Arredondadas temos entao:

minimizar E Cee

ecl
S. a.
> oz =2 VieV, (1)
ees({i})
6.4
> we=2K (2) ©4)
e€§({0})
> x> 2K(S5) VS CV.,|S]>2 (3)
e€d(S)
z. € {0,1} Vee E. (4)

A fung@o £’ é tratdvel computacionalmente, mas como precisamos considerar todos os sub-
conjuntos S C V,, onde |S| > 2, temos um niimero exponencial de desigualdades. Removendo-
se as restrigdes (3) e relaxando a restricdo de integralidade das varidveis, temos uma relaxagdo
que pode ser facilmente resolvida. A formulagdo correspondente é definida como:

minimizar E Cele

eckE
S. a.
Z T, =2 VieV, (1) 65)
ecd({i})
> e =2K (2)
e€s({0})
0<z.<1 Ve € E. (3)

Esta relaxacdo gera um limitante inferior valido que pode entdo ser fortalecido através da
adi¢do de cortes. Logicamente ndo temos garantias quando considerando a conectividade da
solucdo, as restricdoes de peso dos itens ou a viabilidade dos empacotamentos bidimensionais
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das rotas. Deste modo cortes devem ser inseridos para garantirmos estas restricdes € obtermos
solucdes validas para o 2L-CVRP.

Note que as formulacdes apresentadas ndo permitem rotas com apenas um cliente. Caso
queira-se permitir rotas que possuam apenas um cliente, deve-se substituir as restri¢cdes (4) das
formulacdes por:

z. € {0,1,2} Ve € §(0) 6.6)

z. € {0,1} Ve € E\ §(0). ’
Consequentemente, para a relaxagdo (6.5), as restricdes (3) sdo substituidas por:

0<z <2 Ve € 6(0) ©6.7)

0<z.<1 Ve € E '\ 6(0). '

Para os testes computacionais ndo consideramos rotas com um tunico cliente. Isto foi defi-
nido para possibilitar a comparacio com os resultados da literatura. Este mesmo motivo também
definiu a escolha do nimero de veiculos utilizado em cada instancia como o menor possivel.

Descreveremos de forma sucinta como este valor foi encontrado por lori et al. em [22]: as
instancias para o 2L-CVRP foram construidas em cima de instancias existentes para o CVRP,
ja possuindo um nimero minimo de veiculos associado que denotaremos como K,,,. Para
cada instancia, lori et al. [22] resolveram de forma heuristica o Problema de Empacotamento
em Contéineres Bidimensional (2BPP) associado. Em [22] ndo sdo oferecidos detalhes sobre a
heuristica utilizada, mas € mencionado que esta é uma adaptagdo para o caso bidimensional da
heuristica descrita em [11]. O valor de K para a instancia do 2L.-CVRP ¢ entdo determinado
como o valor mdximo entre K,,, € o valor encontrado pela heuristica. lori et al. [22] obser-
vam que como as restricdes de ordem e de clusterizagdo (todos os itens de um cliente devem
estar em um mesmo veiculo) ndo sdo consideradas pela abordagem heuristica para o 2BPP, o
namero de veiculos resultante pode ser menor que o nimero minimo realmente necessario. Isto
logicamente levaria a uma instancia invidvel, mas de acordo com lori et al. [22], esta situagao
nao ocorreu com nenhuma das instancias propostas.

6.3 Algoritmo Branch-and-Cut

Nesta secdo descreveremos o algoritmo exato proposto para o 2L-CVRP utilizando uma aborda-
gem branch-and-cut. Como detalhado na se¢do 2.4, um método branch-and-cut € um branch-
and-bound em que planos de cortes sdo gerados dinamicamente nos nds da arvore de busca.

A existéncia de um ndmero exponencial de restricdes de capacidade e conectividade in-
viabiliza a utiliza¢do da formulacdo (6.4), deste modo obtemos um limitante inferior vélido
através da resolugdo da relaxacdo (6.5). Como a solucio obtida pode violar varias restricdes do
2L-CVRP, utilizamos planos de corte para remover as solugdes indesejadas.
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Apresentamos duas estratégias distintas para garantir as restricdes necessarias. As restri¢cdes
de peso dos itens e de conectividade do grafo sdo garantidas através da separacao das Desigual-
dades de Capacidade Arredondadas e das Desigualdades de Capacidade Fracionais. Além des-
tas, separamos também as seguintes desigualdades: Desigualdades de Capacidade Construidas,
Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais, Desigualdades de Pente Fortalecidas e as
Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas. Detalhes sobre todas estas desigualdades e
seus algoritmos de separacdo podem ser encontrados no capitulo 4. A estratégia de insercao
de cortes utilizando-se destas desigualdades é descrita na secao 6.4. Para garantirmos as res-
tricdes de empacotamento, cortes sao gerados através do uso do limitante inferior descrito na
secdo 5.2 e do algoritmo exato detalhado na sec¢do 5.5. A estratégia de geracdo de cortes para o
empacotamento encontra-se na secio 6.5.

Detalharemos entdo a estratégia geral para cada né da drvore de enumeracdo. Tendo ob-
tido um limitante inferior a partir da resolu¢do da relaxagao (6.5), efetuamos a separacao das
Desigualdades de Capacidade Arredondadas e das Desigualdades de Capacidade Fracionais. O
algoritmo detalhado na secdo 4.2 € entdo utilizado. Este algoritmo é composto de quatro roti-
nas. A primeira rotina tenta separar as Desigualdades de Capacidade Arredondadas. A partir
do resultado desta primeira rotina podemos ter uma idéia da viabilidade da solugdo, ja que se a
solucdo for inteira e nenhum corte for encontrado temos uma solucao conexa em que todas as
rotas respeitam a restri¢ao de peso do veiculo.

Considere entdo que temos uma solucio inteira e nenhum corte foi encontrado pela primeira
rotina. Precisamos entdo verificar se todas as rotas tem um empacotamento vidvel. Ou seja, para
cada rota da solucdo encontrada, precisamos checar se todos os itens podem ser empacotados no
contéiner (com ou sem a restri¢ao de ordem, dependendo da variante considerada). O algoritmo
para verificar a viabilidade do empacotamento € utilizado. Detalhes deste algoritmo podem ser
encontrados na secao 6.5, mas basicamente ele gera cortes de acordo com a viabilidade de cada
rota da solu¢@o. Logicamente, caso nenhum corte seja encontrado, temos uma solucao vidvel
para o 2L-CVRP e esta pode ser utilizada para tentarmos atualizar a melhor solucao encon-
trada até o momento durante a busca da arvore de branch-and-bound. Isto feito, como estamos
considerando uma solucdo inteira, mudamos de né. Caso cortes tenham sido encontrados, es-
tes sdo adicionados ao sistema linear e re-otimizamos, ja que esta solu¢c@o nao € vidvel para o
2L-CVRP.

Considere que temos uma solucao fraciondria e o algoritmo de separacdo das Desigualdades
de Capacidade e Conectividade ndo conseguiu encontrar nenhum corte. Neste ponto chamamos
o algoritmo para verificar a viabilidade do empacotamento (se¢do 6.5). O algoritmo identi-
fica apenas as rotas inteiras (rotas sem arestas fraciondrias) da solu¢do fraciondria, em seguida
testando a viabilidade de seus empacotamentos. Cortes sdo entdo adicionados para cada rota in-
teira invidvel encontrada e entdo re-otimizamos continuando neste nd. Caso cortes ndo tenham
sido encontrados, seja porque todas as rotas sdo fraciondrias, ou caso as rotas inteiras encon-
tradas sejam vidveis, podemos entdo efetuar a etapa de ramificacdo. Utilizamos a estratégia de
ramificacdo padrao do resolvedor linear Xpress-Optimizer v19.00.00 (ver secdo 4.4 de [50]),
utilizado nos testes computacionais (ver capitulo 7).
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Considere que temos uma solucdo inteira ou fraciondria e cortes foram encontrados. Neste
ponto, estes cortes podem ter sido encontrados por qualquer uma das trés primeiras rotinas do
algoritmo de separacdo das Desigualdades de Capacidade e Conectividade. Lembramos que a
quarta rotina apenas trabalha em cima de cortes existentes buscando gerar mais desigualdades
violadas. Utilizamos entao duas estratégias de separacdo, uma para o nd raiz e outra para os
nds restantes da drvore. Estas estratégias procuram separar quatro familias de desigualdades
vélidas para o CVRP. Mais especificamente, tentamos separar outra familia de Desigualdades
de Capacidade e Conectividade além de trés outras familias, de forma a tentar reduzir a regiao
vidvel do politopo. Os detalhes destas estratégias de separa¢do encontram-se na se¢ao 6.4.

Nosso algoritmo também utiliza a geracdo de cortes de Gomory do resolvedor Xpress-
Optimizer. Apds experimentos computacionais definimos o nimero de cortes de Gomory a
serem inseridos na raiz como vinte. Para os outros nds da arvore de busca, determinamos a
insercao de quinze cortes de Gomory para cada novo né gerado.

6.4 Estratégia para Separar as Restricoes de Conectividade
e Peso

Nesta se¢ao propomos duas estratégias para efetuar a separacdo das restri¢des de conectividade
e peso. Estas estratégias sao utilizadas quando encontramos cortes com as rotinas de separacao
das Desigualdades de Capacidade Arredondadas e das Desigualdades de Capacidade Fracionais.

As seguintes desigualdades sdo utilizadas nas estratégias aqui apresentadas: Desigualdades
de Capacidade Construidas, Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais, Desigualda-
des de Pente Fortalecidas e as Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas. Detalhes das
desigualdades listadas e das rotinas de separa¢do correspondentes encontram-se no capitulo 4.

Propomos duas estratégias distintas, jd que experimentos extensivos demonstraram ser mais
efetivo tratar os nds nado raiz de um modo diferente do né raiz. Apresentaremos inicialmente
a estratégia proposta para o n6 raiz. Dado que esta estratégia € utilizada apenas se encontrar-
mos cortes de Capacidade e Conectividade, verificamos se a maior violagdo encontrada pelo
algoritmo de separagdo descrito em 4.2 é menor ou igual a 0.2. Caso a maior violagdo seja
suficientemente grande, excedendo (.2, ndo consideramos necessdrio tentar separar outras de-
sigualdades vdlidas nesta itera¢do e re-otimizamos. Se a maior violagdo encontrada ndo ex-
cede 0.2, tentamos separar as Desigualdades de Capacidade Construidas. Determinamos como
20000 o nimero maximo de nds as serem explorados na arvore de busca usada para a separacao
das Desigualdades de Capacidade Construidas. Caso encontremos cortes com esta separagao,
re-otimizamos. Se ndo encontrarmos Desigualdades de Capacidade Construidas violadas uti-
lizamos entdo duas estratégias ciclicas procurando aumentar a probabilidade de encontrarmos
mais planos de corte a cada re-otimizacao do no raiz.

Uma das estratégias ocorre a cada quinta re-otimizacao do né raiz. Ou seja, caso a iteracao
atual seja multipla de cinco tentamos separar as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e
Parciais e as Desigualdades de Pente Fortalecidas. Observe que os algoritmos de separagcdao
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correspondentes sdo chamados incondicionalmente e que o nimero de iteracdes comega em
zero, deste modo esta estratégia € utilizada na primeira iteragdo do né raiz. Apds tentarmos as
separagdes re-otimizamos, ja que no minimo teremos desigualdades violadas encontradas pelo
algoritmo de separacdo para as Desigualdades de Capacidade e Conectividade.

A outra estratégia € utilizada para todas as outras iteracdes do n6 raiz. Utilizamos uma es-
tratégia circular onde tentamos separar trés familias de desigualdades validas, as Desigualdades
Multi-Estrela Homogéneas e Parciais, as Desigualdades de Pente Fortalecidas e as Desigualda-
des Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas. Detalharemos a seguir os trés ciclos utilizados.

No primeiro ciclo tentamos separar as Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais
se a maior violagdo encontrada para as Desigualdades de Capacidade e Conectividade é me-
nor ou igual a 0.05. Se estiver neste limite e cortes forem encontrados, re-otimizamos. Se a
maior violagdo for maior que 0.05 ou se cortes ndo forem encontrados, verificamos se a maior
violagdo € menor ou igual a 0.1, e entdo tentamos separar as Desigualdades de Pente Fortale-
cidas. Se cortes forem encontrados fazemos a re-otimizag¢ao. Caso nao tenhamos encontrados
Desigualdades de Pente Fortalecidas violadas ou caso a maior violacdo das Desigualdades de
Capacidade e Conectividade for maior que 0.1, tentamos separar as Desigualdades Hipo-Ciclo
Estendidas de 2-arestas. A separacdo € efetuada se a maior violagdo das Desigualdades de
Capacidade e Conectividade for menor ou igual a 0.1. Caso ndo encontremos desigualdades
violadas ou o algoritmo de separacdo nem tenha sido chamado devido ao valor maximo da
violacdo das Desigualdades de Capacidade e Conectividade, entdo re-otimizamos apenas com
os cortes encontrados das Desigualdades de Capacidade e Conectividade. Do mesmo modo,
se cortes forem encontrados com a separacdo das Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-
arestas, a re-otimizacdo também € efetuada apds adicionar estes cortes aos ja encontrados com
a separagdo das Desigualdades de Capacidade e Conectividade.

Existem outros dois ciclos, ambos utilizando-se da estratégia acima, mas mudando a ordem
em que tentamos separar as trés desigualdades. No segundo ciclo a ordem é: Desigualdades de
Pente Fortalecidas, Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas e Desigualdades Multi-
Estrela Homogéneas e Parciais. No terceiro, temos as Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de
2-arestas, seguidas das Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais e das Desigualda-
des de Pente Fortalecidas.

A cada iteracgdo, o ciclo a ser utilizado depende de qual familia de Desigualdades tentamos
separar, com ou sem sucesso por Ultimo na itera¢do anterior. A idéia é forcar uma mudanca
de familia para a proxima iteracdo. Se encontramos desigualdades violadas de uma familia,
na proxima itera¢do tentamos outra familia procurando gerar uma certa perturbacdo. Caso ndo
tenhamos encontrado cortes, mudamos entdo o ciclo para tentarmos achar cortes de outras fa-
milias de desigualdades. Por exemplo, suponha que estamos no primeiro ciclo, e tentamos
separar as Desigualdades de Pente Fortalecidas e conseguimos encontrar cortes. Na préxima
iteracdo o terceiro ciclo serd usado. Suponha entdo que estamos no segundo ciclo e tentamos
separar as Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas e ndo encontramos cortes, mas a
maior violacdo encontrada entre os cortes das Desigualdades de Capacidade e Conectividade
€ 0.1. Seguindo a ordem deste ciclo o algoritmo tenta separar as Desigualdades Multi-Estrela
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Homogéneas e Parciais se a maior violagao for menor ou igual a 0.05. Como esta é 0.1, entdo
ndo tentaremos efetuar esta separacao e re-otimizamos. Na proxima iteracio, obedecendo todas
as condigdes até este ponto, o algoritmo usard o primeiro ciclo, ja que a préxima familia de
desigualdades a ser considerada é a das Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais.
Ou seja, tentamos separar as desigualdades de acordo com uma ordem circular, obedecendo a
sequéncia: Desigualdades Multi-Estrela Homogéneas e Parciais, Desigualdades de Pente For-
talecidas e as Desigualdades Hipo-Ciclo Estendidas de 2-arestas.

Em nossos experimentos observamos ser mais efetivo tratar os outros nés da arvore de forma
diferente do no raiz. Como no caso do no raiz, esta estratégia € utilizada quando encontramos
cortes com as rotinas de separacdo das Desigualdades de Capacidade Arredondadas e das De-
sigualdades de Capacidade Fracionais. Utilizamos a seguinte estratégia: na primeira iteracao
de cada né tentamos separar as Desigualdades de Capacidade Construidas, as Desigualdades
Multi-Estrela Homogéneas e Parciais e as Desigualdades de Pente Fortalecidas. Para as Desi-
gualdades de Capacidade Construidas, definimos o nimero maximo de nds a serem explorados
na drvore de busca usada em sua separagdo como 100. Todas estas rotinas de separa¢do sdao
chamadas incondicionalmente. Nas iteragdes subsequentes esta estratégia nao € utilizada, ou
seja, tentamos separar apenas as Desigualdades de Capacidade e Conectividade.

6.5 Estratégia para Separar as Restricoes de Empacotamento

Nesta secdo detalharemos a estratégia utilizada para garantirmos as restricoes de empacota-
mento de uma solucdo. Dado que definimos o nimero de veiculos a serem utilizados para um
valor fixo K, o algoritmo determina a viabilidade de uma solu¢do dependendo da viabilidade
de todas as K rotas existentes. Se todas as rotas possuirem empacotamentos viaveis, a solu¢ao
€ viavel para o empacotamento. Este algoritmo € utilizado quando temos uma solugdo vidvel
para as restricdes de peso e conectividade, sendo esta solucdo inteira ou fraciondria. Denotamos
de rotas inteiras como rotas compostas apenas de arestas inteiras.

Geramos um corte para uma rota invidvel adicionando a restricdo equivalente ao conjunto
das arestas desta rota. Por exemplo, suponha uma rota invidvel composta pelas arestas 5, 9, 20
e 52. O corte equivalente a esta rota seria x5 + g9 + T2 + T52 < 3. Ou seja, ndo podemos ter
todas estas arestas juntas em uma rota de uma solucio, ja que sabemos ser inviavel.

Considere entdo uma solugdo inteira ou fraciondria: inicialmente encontramos as rotas in-
teiras da solugdo, excluindo as rotas que possuam arestas fraciondrias. Para cada rota inteira
encontrada, verificamos a sua existéncia na tabela de dispersdao. Detalhes sobre a busca na ta-
bela de dispersdo estdo na se¢do 5.3. Considere uma rota inteira encontrada pelo algoritmo: se
encontrarmos a rota na tabela de dispersdo significa que ja sabemos a sua viabilidade. Deste
modo, caso seja invidvel, o corte equivalente ja encontra-se inserido no sistema.

Caso a rota nao tenha sido encontrada na tabela de dispersao utilizamos o limitante inferior
apresentado em 5.2. Se o cdlculo do limitante devolver a necessidade de mais de um contéi-
ner para carregar todos os itens da rota sabemos que esta € invidvel. Deste modo, geramos o
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corte equivalente a rota e esta € adicionada a tabela de dispersao (ver se¢dao 5.3) com a sinali-
zacdo desta ser invidvel. Caso contrdrio, se o limitante ndo nos mostrar que a rota € invidvel,
logicamente nenhuma conclusao pode ser tirada.

Se a rota ndo foi considerada invidvel pelo limitante inferior entao utilizamos uma aborda-
gem heuristica. Esta consiste em utilizar o procedimento 2D L Pga (ver se¢do 5.4), que chama
a heuristica de empacotamento 2D L Ph de quatro modos diferentes, até encontrar um empa-
cotamento dos itens da rota em um contéiner ou ndo conseguir verificar a sua viabilidade. No
primeiro modo colocamos os itens em ordem nao crescente de comprimento e chamamos a
heuristica 2D L Ph (detalhes desta heuristica em ver 5.4). Caso esta ndo tenha encontrado um
empacotamento vidvel, mantemos a ordenacao, mas invertemos a sequéncia dos clientes e cha-
mamos 2D LPh novamente. Se ainda ndo conseguimos efetuar o empacotamento dos itens,
utilizamos a sequéncia dos clientes da primeira tentativa, mas desta vez ordenamos os itens por
ordem nao crescente de largura. Se esta terceira tentativa ndo conseguir gerar um empacota-
mento vilido, mantemos a ordenacdo por largura, mas invertemos a sequéncia dos clientes. Os
detalhes desta abordagem e dos algoritmos utilizados podem ser encontrados na se¢do 5.4.

Caso encontremos um empacotamento vidvel com a abordagem heuristica adicionamos a
rota a tabela de dispersdo, com a sinalizac@o de ser vidvel. Caso contrario, utilizamos o algo-
ritmo exato de empacotamento bidimensional descrito na secdo 5.5. Adicionamos entdo a rota
na tabela de dispersdo, sinalizando se esta € vidvel ou ndo. Caso nao seja vidvel inserimos o
corte equivalente no sistema.

Esta estratégia € aplicada para todas as rotas inteiras da solu¢do. Claramente, se a solu-
cdo for inteira, vidvel para as restricdes de conectividade e peso e todas as rotas possuirem
empacotamentos vidveis nos contéineres, esta solucao é viavel para o 2L-CVRP.



Capitulo 7

Resultados Computacionais

7.1 Introducao

O algoritmo proposto foi codificado em C e testado com instancias disponibilizadas em [45].
Para resolver o modelo de programacao linear inteira, utilizamos o resolvedor Xpress-Optimizer
v19.00.00. Os experimentos foram executados em um tnico core de 2.40GHz de um Intel Core
Q6600.

Efetuamos testes com todas as instancias ja resolvidas de forma exata na literatura, além de
um conjunto de instancias que ainda ndo possuiam o 6timo conhecido. Ambas as variantes do
2L-CVRP foram consideradas para os testes computacionais.

Nas tabelas 7.2 e 7.3 demonstramos o desempenho do algoritmo proposto para o caso se-
quencial e o comparamos com a abordagem exata de Iori, Salazar-Gonzdlez e Vigo [22]. Nas
tabelas 7.4 e 7.5 abordamos a variante irrestrita e efetuamos uma comparacao com os resultados
obtidos para o caso sequencial. Finalmente, na tabela 7.6 analisamos o impacto que a adicao de
uma heurfstica primal poderia ter no algoritmo apresentado.

Na variante sequencial do 2L.-CVRP o empacotamento deve obedecer a uma certa ordenacao
dos itens. Como o descarregamento é efetuado por um tnico lado do veiculo, os itens de
um cliente que esteja descarregando ndao podem estar bloqueados por itens de outros clientes.
Caracteristicas dos itens fazem com que esta restricdo ocorra na pratica. Os itens podem ser
muito frageis ou pesados, dificultando a re-organizacdo do empacotamento no contéiner.

O desempenho do algoritmo proposto para a variante sequencial do 2L-CVRP pode ser
observado nas tabelas 7.2 e 7.3. Comparamos os resultados obtidos com os de lori, Salazar-
Gonzélez e Vigo [22] por ser a tnica metodologia exata para o 2L-CVRP de que temos conhe-
cimento. Para possibilitar a comparagdo, truncamos as distancias euclidianas entre os vértices e
definimos o nimero de veiculos utilizado na formulagdo linear inteira como o menor possivel.
Veja a secdo 6.2 para detalhes de como foi encontrado o nimero de veiculos para cada instancia.

Comparagao com outros trabalhos € dificil devido a diferencas de hardware, detalhes de
implementacgdo, a escolha do resolvedor linear e até mesmo o fato que versodes diferentes de
um mesmo resolvedor podem gerar resultados bem distintos. Sugerimos entdo que o leitor
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mantenha uma postura critica quando estudando os resultados apresentados.

7.2 Resultados Obtidos para o 2L-CVRP Sequencial

Descreveremos as colunas das tabelas 7.2 e 7.3 a seguir. Detalhes sobre a instancia sdo encon-
trados nas primeiras quatro colunas. Nome e classe identificam a instancia. As colunas n e L
mostram o ndmero de vértices e o nimero total de itens, respectivamente. A préxima coluna,
K, mostra o nimero de veiculos utilizado para resolver a instancia. Dados sobre o esforco de
empacotamento sao encontrados nas proximas quatro colunas. Em P, temos o nimero de rotas
que a heuristica para empacotamento bidimensional (ver secdo 5.4) conseguiu gerar um empa-
cotamento vidvel. O nimero de rotas que a heuristica ndo foi capaz de resolver, mas o algoritmo
exato (ver secdo 5.5) provou possuirem um empacotamento vidvel encontra-se na coluna F,,.
A coluna P, representa o nimero de rotas encontradas durante a resolu¢@o da instancia que o
algoritmo exato ou o limitante inferior (se¢des 5.5 e 5.2) provaram ser invidveis. O nimero de
vezes em que rotas foram encontradas na tabela de dispersao é mostrado por F,. Este nimero
representa quantas repeticoes de rotas foram encontradas durante a resolu¢@o da instancia. As
colunas C,;, € C,,; mostram o nimero de cortes de empacotamento e de conectividade e peso
inseridos, respectivamente. Em (), temos o nimero total de cortes inseridos pela abordagem
de Iori et al. [22]. Esta coluna foi adicionada para permitir uma compara¢cdo com o nimero total
de cortes inserido pelo algoritmo proposto, representado pela proxima coluna, Cy,;. Esta coluna
¢ a soma de Cpci, € Cror. A coluna Ny, mostra o nimero total de nés da drvore de enumeragio
que foram explorados na busca da solucdo. Ndo sabemos o nimero de nds explorados pelo
algoritmo de Iori et al. [22]. A coluna Z mostra o valor da solucdo 6tima, quando encontrada.
Finalmente, as colunas 7;,. € 75 mostram o tempo computacional em segundos utilizado para
resolver a instancia com o algoritmo de Iori et al. e com o algoritmo proposto, respectivamente.
Observe que lori, Salazar-Gonzélez e Vigo utilizaram um Intel Pentium IV 3.0GHz para obter
irz’or'

Definimos um limite de 5400 segundos para o algoritmo resolver as instancias com o 6timo
ja conhecido. Para as instancias ainda nao resolvidas de forma exata na literatura, definimos
um limite de 86400 segundos. Todos os resultados apresentados por lori et al. em [22] foram
obtidos com este limite de tempo.

Nas tabelas 7.2 e 7.3 temos todas as instancias da literatura que possuem uma solucio exata
conhecida e um conjunto de instancias que anteriormente nao possuiam o 6timo conhecido. As
instancias que possuem o nome e classe marcados em negrito foram resolvidas pela primeira vez
de forma exata por nosso algoritmo. As instancias em que o nosso algoritmo resolveu com um
tempo computacional menor que a abordagem de lori et al. possuem a coluna 7 marcada em
negrito. As instancias que nao puderam ser resolvidas no tempo maximo permitido possuem o
tempo limite (5400 segundos para o nosso algoritmo e 86400 segundos para o algoritmo de lori
et al.) na coluna do tempo e um marcador [ em seu lado direito indicando a sua nao resolucao
de forma exata.
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Analisaremos entdo alguns resultados demonstrados na tabela 7.2 e 7.3 e apresentaremos
alguns estudos mais detalhados de certas instancias. As observacdes sobre os tempos de empa-
cotamento e roteamento do algoritmo de Iori et al. baseiam-se nos dados colocados na tabela
7.1. Nesta tabela listamos apenas as instancias que analisamos aqui, mas os resultados comple-
tos podem ser encontrados em [22]. As duas primeiras colunas da tabela 7.1 mostram o nome
e a classe da instancia. As colunas seguintes, T;g}; e 7", mostram o tempo que o algoritmo de

rot >
Iori et al. gastou em rotinas de empacotamento e no problema de roteamento, respectivamente.

Tabela 7.1: Tempo gasto em empacotamento e roteamento pelo algoritmo de Iori et al.

Nome Classe Iﬁg}; or
E016-03m 5 40.01 0.02
E021-06m 5 46.36 0.37
E022-04g 5 1867.22 0.16
E030-03g 1 0.49 54635.13

A instancia E£016-03m-5 apresenta um tempo grande de resolucdo quando consideramos
que apenas dois nds da drvore de busca foram explorados para encontrarmos a solu¢do 6tima.
Este tempo € explicado pela coluna F;,. Uma andlise detalhada demonstrou que o algoritmo
gasta cerca de 1329 segundos verificando a viabilidade de uma rota com o algoritmo exato de
empacotamento, que a define como invidvel. A abordagem de Iori et al. € mais rapida desco-
brindo a inviabilidade desta rota, mas como pode-se ver em [22], o algoritmo deles gasta 40.01
segundos dos 40.03 segundos do tempo total no problema de empacotamento. Esta € uma ins-
tancia com uma situacdo particularmente dificil de empacotamento bidimensional. A heuristica
de empacotamento bidimensional proposta nao conseguiu resolver um dificil empacotamento
na instancia £016-03m-5, deixando o empacotamento para ser resolvido pelo algoritmo exato.
Isto ocasionou um grande gasto de tempo, fazendo com que a instincia fosse resolvida em mais
de trinta minutos. Logicamente desejamos que a heuristica ou o limitante possam encontrar ou
cortar rotas para evitar que estas tenham que ser resolvidas pelo algoritmo exato. Mas a heu-
ristica mostrou-se fundamental em varias outras situagdes, como por exemplo na resolucio da
instancia £/021-06m-5. Esta € outra instancia que possui a caracteristica de ter um problema de
empacotamento bidimensional dificil. A abordagem de lori et al. gasta 46.36 de 46.74 segundos
no problema de empacotamento (ver tabela 7.1). Na tabela 7.2 pode-se observar nas colunas
Py e P., que seis rotas tiveram seu empacotamento resolvido pela heuristica e o algoritmo nao
necessitou usar o algoritmo exato para verificar a viabilidade de nenhuma rota. Deste modo, a
solucdo 6tima foi encontrada extremamente rapido, em apenas 0.1 segundo.

Logicamente, sdo raras as situagdes onde ambas abordagens encontram exatamente a mesma
dificuldade com o empacotamento. Na maioria dos casos, as restricoes de conectividade e peso
e de empacotamento mostram-se completamente dependentes. A inser¢ao de certos cortes pode
mudar o problema de modo que o empacotamento bidimensional fique mais facil ou mais difi-
cil. O mesmo ocorre na situa¢do oposta, onde um corte de empacotamento pode mudar consi-
deravelmente a dificuldade do problema de roteamento. Com o estudo do 2L-CVRP podemos
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perceber que este combina o roteamento e empacotamento de tal forma que geralmente os dois
subproblemas encontram-se fortemente ligados. Um exemplo disto € a instancia ££022-04g-5,
outra instancia que estudamos mais detalhadamente. Para resolver esta instancia o algoritmo
de Iori et al. precisou de 1867.38 segundos, gastando 1867.22 segundos com o problema de
empacotamento (ver tabela 7.1). Inicialmente parecia ser uma instancia com um problema
de empacotamento dificil, mas o algoritmo proposto apresentou uma reducio significativa de
tempo, resolvendo a instancia em apenas (.12 segundos. Uma andlise detalhada, observando as
rotas geradas durante a resolucdo desta instancia, revelou que os empacotamentos encontrados
por nossa abordagem nao foram particularmente dificeis. A inser¢ao de certas desigualdades
transformaram o problema de modo que rotas com problemas de empacotamento de demorada
resolucao nem chegaram a aparecer.

Além de £022-04¢g-5, podemos observar que, quando efetuando a comparag¢do com a abor-
dagem anterior, vdrias instdncias também apresentaram redugdes significativas no tempo de
resolugdo. Podemos destacar a instancia £/030-03¢g-1, para qual o método proposto obteve a so-
lucdo exata em apenas (.99 segundos apds explorar 135 nés da arvore de busca. O algoritmo de
Iori et al. teve dificuldades com o roteamento nesta instincia (ver tabela 7.1), gastando 54635.61
segundos, no total, para encontrar o 6timo. O mesmo ocorre com a instancia £026-08m-3, onde
o algoritmo proposto precisou de 2.00 segundos para encontrar a soluciao 6tima, contra 164.22
segundos da abordagem anterior. Ganhos relevantes de tempo também podem ser observados
em vdrias outras instancias, como na F£022-04g-4, £022-06m-2, £022-06m-3, £026-08m-1,
FE026-08m-2, E033-03n-1, £033-05s-1, entre outras.

O algoritmo apresentado também obteve reducdes substanciais de tempo quando resolvendo
as instancias £/036-11h, que possuem o maior nimero de vértices de todo o conjunto de teste.
Nestas, o nimero de cortes inseridos foi consideravelmente maior que da abordagem exata
anterior, mas este esforco computacional adicional de geracdo e inser¢do dos cortes foi com-
pletamente superado por seus beneficios. Para todas as classes da instdncia £036-11A, nosso
algoritmo inseriu em média de 87.62 vezes mais cortes que o algoritmo de Iori et al. e obteve
uma redugdo percentual de 78, 82%, na média, do tempo de resolugao.

Observando-se as colunas C}; e C;,, das tabelas 7.2 ¢ 7.3 pode-se perceber que a a aborda-
gem proposta apresentou a caracteristica de inserir consideravelmente mais cortes que a abor-
dagem anterior. Entre todas as instancias resolvidas, as tnicas excecdes foram as instancias
E023-03¢-1, £023-05s-1, E030-03¢g-1 ¢ £033-03n-1.

O algoritmo ndo conseguiu resolver todas as instancias testadas no tempo limite. Isto é
esperado, ja que o 2L-CVRP € um problema recente e ainda pouco compreendido. Estudos
preliminares das razdes que estas instancias mostraram-se dificeis para a abordagem proposta
ainda ndo geraram respostas. Observe que em alguns destes casos ndo podemos saber se a
instancia seria resolvida, inclusive com um tempo menor ou maior que o algoritmo de Iori
et al., j4 que definimos um tempo limite de execugdo significativamente menor (5400 contra
86400 segundos). Isto ocorre com as instancias £030-03g-1, £033-03n-3 e £033-04¢g-4, onde
a abordagem anterior precisou de mais de 5400 segundos para encontrar a solucao 6tima. Foram
necessarios 23699.77, 14240.75 e 25542.6 segundos, respectivamente.



7.2. Resultados Obtidos para o 2L-CVRP Sequencial 57

Além de testarmos as instincias que ja haviam sido resolvidas de forma exata na litera-
tura, também testamos um pequeno conjunto de instancias que ainda nido possuiam 0 6timo
conhecido. Para estas instancias definimos um limite de tempo de execucdo maior, de 86400
segundos. Estes experimentos resultaram com a nossa abordagem encontrando a solug¢do 6tima
de nove instancias pela primeira vez na literatura.

As instancias que o nosso algoritmo resolveu até a otimalidade pela primeira vez sdo: £031-
09h-1, E031-09h-2, E031-09h-3, £031-09h-5, £033-04¢-1, £045-04f-1, £051-05e-1, E072-
04f-1 e E101-10c-1. Estas encontram-se nas tabelas 7.2 e 7.3 com o nome e a classe em
negrito. Dentre estas, a mais demorada foi a £031-09h-2 na qual o algoritmo precisou de
48680.60 segundos para encontrar a solucdo exata. Nosso algoritmo inseriu um nimero de
cortes substancialmente maior para esta instancia do que todas as outras resolvidas, inserindo
1861987 cortes espalhados por 24803 nds da arvore de enumeracdo. A heuristica de empaco-
tamento mostrou-se eficiente na instancia £031-09h-3, descobrindo a viabilidade de 67 rotas
testadas e necessitando do uso do algoritmo exato em apenas dois casos.



Tabela 7.2: Desempenho do algoritmo Branch-and-cut para o 2L-CVRP Sequencial

Nome Classe n L K P, P, P Pha  Cpek Crot  Cior Ciot Ny Z Tior T,
E016-03m 1 16 15 3 7 0 0 7 0 529 209 529 51 273 0.94 0.19
2 16 24 3 49 22 181 1224 452 15095 702 15547 1797 285 15.53 11.60
3 16 31 3 44 21 126 830 315 6764 601 7079 1031 280 21.02 49.85
4 16 37 4 11 3 11 93 22 101 28 123 25 288 3.09 5.19
5 16 45 4 5 0 1 10 2 5 4 7 2 279 40.03 1329.17
E016-05m 1 16 15 5 5 0 0 5 0 284 145 284 11 329 0.36 0.19
2 16 25 5 45 3 17 699 82 5609 397 5691 423 342 4.34 2.30
3 16 31 5 44 8 24 931 125 6906 379 7031 527 347 3.86 3.12
4 16 40 5 18 3 3 129 10 2693 212 2703 139 336 19.86 7.18
5 16 48 5 5 0 0 5 0 284 111 284 11 329 0.27 0.16
E021-04m 1 21 20 4 11 0 0 13 0 2056 352 2056 79 351 5.08 0.98
2 21 29 5 - - - - - - 2937 - - 396 496.00 5400*
3 21 46 5 - - - - - - 133 - - 387 13.86 5400*
4 21 44 5 34 19 26 507 91 1169 91 1260 235 374 58.69 174.05
5 21 49 5 4 1 0 5 0 105 46 105 13 369 0.27 0.08
E021-06m 1 21 20 6 6 0 0 6 0 243 93 243 9 423 0.20 0.09
2 21 32 6 25 3 21 456 52 7896 238 7948 387 434 2.03 3.98
3 21 43 6 22 6 11 301 28 4170 587 4198 211 432 11.30 14.83
4 21 50 6 32 14 9 399 48 20530 368 20578 907 438 6.14 15.98
5 21 62 6 6 0 0 6 0 243 154 243 9 423 46.74 0.10
FE022-04g 1 22 21 4 4 0 0 4 0 101 41 101 1 367 0.03 0.02
2 22 31 4 17 7 13 145 45 1305 126 1350 105 380 2.30 0.95
3 22 37 4 6 3 6 49 12 185 52 197 15 373 1.89 0.18
4 22 41 4 6 3 3 27 6 391 383 397 13 377 35.42 3.04
5 22 57 5 4 1 0 5 0 47 39 47 1 389 1867.38 0.12
E022-06m 1 22 21 6 21 0 0 46 0 1043 519 1043 45 488 5.78 0.41
2 22 33 6 24 3 14 283 36 1928 1010 1964 123 491 26.52 1.50
3 22 40 6 30 16 30 1028 109 7478 1081 7587 513 496 36.84 5.91
4 22 57 6 13 5 3 47 6 1016 311 1022 37 489 3.02 1.26
5 22 56 6 21 0 0 46 0 1043 509 1043 45 488 4.74 0.42
FE023-03g 1 23 22 3 3 0 0 3 0 11 30 11 1 558 0.00 0.01
2 23 32 5 - - - - - - 787 - - 724 42.28 5400
3 23 41 5 - - - - - - 47 - - 698 3.27 5400
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Tabela 7.3: Desempenho do algoritmo Branch-and-cut para o 2L-CVRP Sequencial

Nome Classe n L K P, P, P, Pho  Chek Crot  Cior Ciot Ny Z Tior T,
E023-03g 4 23 51 5 - - - - - - 304 - - 714 1959.63 54007
5 23 55 6 17 6 19 453 52 55 20 107 65 742 787.33 939.43
E023-055 1 23 22 5 5 0 0 7 0 2 6 2 3 657 0.03 0.02
2 23 29 5 - - - - - - 705 - - 720 18.74 5400!
3 23 42 5 - - - - - - 384 - - 730 60.88 5400!
4 23 51 5 - - - - - - 37 - - 701 18.59 5400!
5 23 55 5 - - - - - - 8 - - 721 958.64 5400!
E026-08m 1 26 25 8 8 0 0 8 0 901 727 901 9 609 19.80 1.33
2 26 40 8 15 1 5 149 9 4847 1199 4856 123 612 57.55 3.72
3 26 61 8 7 2 2 93 6 1765 1244 1771 35 615 164.22 2.00
4 26 63 8 41 8 10 1654 72 42491 1440 42563 841 626 258.20 68.80
5 26 91 8 7 1 0 8 0 901 527 901 9 609 43.17 22.47
E030-03g 1 3 29 3 17 0 0 45 0 1435 6207 1435 131 524 54635.61 0.99
3 30 49 6 - - - - - - 1068 - - 638 433.23 5400!
4 30 72 7 - - - - - - 1280 - - 738 23699.77 5400!
E030-04s 1 29 29 3 4 0 0 4 0 24 - 24 1 500 0.10 0.02
E031-09h 1 31 30 9 8 0 0 1955 0 327412 - 327412 4293 596 86400'  1297.32
2 31 50 9 179 41 140 15506 1036 1860951 - 1861987 24803 605 86400 48680.60
3 31 56 9 67 2 1 2099 3 376710 - 376713 4863 596 86400  1625.59
5 31 100 9 70 10 0 1955 0 327412 - 327412 4293 596 86400 27326.53
E033-03n 1 33 32 3 6 0 0 6 0 30 319 30 5 1909 6.14 0.05
3 33 56 7 - - - - - - 2716 - - 2754 14240.75 5400
E033-04g 1 33 32 4 10 0 0 16 0 1020 - 1020 13 823 86400’ 0.82
4 32 65 17 - - - - - - - - - 1166 25542.6 5400
E033-05s 1 32 32 5 10 0 0 33 0 906 - 906 23 907 17.8 0.45
E036-11h 1 36 35 11 48 0 0 485 0 118124 1962 118124 975 682  2114.28 163.31
2 3 56 11 63 7 17 1173 58 153477 1857 153535 1309 682  1426.05 310.37
3 3 74 11 23 7 1 152 1 56633 1589 56634 431 682 993.34 56.63
4 36 93 11 96 28 67 3049 291 639759 3413 640050 5543 691  7946.74  4480.93
5 36 114 11 48 0 0 485 0 118124 1637 118124 975 682  1139.86 163.39
E045-04f 1 45 44 4 4 0 0 4 0 236 - 236 3 709 86400 0.29
E051-05¢ 1 51 50 5 12 0 0 18 0 16645 - 16645 107 508 86400’ 37.99
E072-04f 1 72 71 4 4 0 0 7 0 63 - 63 2 216 86400’ 0.20
E101-10c¢ 1 101 100 10 11 O 0 37 0 14271 - 14271 5 1795 86400’ 175.65
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7.3 Resultados Obtidos para o 2L-CVRP Irrestrito

A versao irrestrita do 2L-CVRP nao leva em conta a organizagao dos itens nos contéineres.
Quando empacotados, estes ndo podem se sobrepor ou ultrapassar os limites do contéiner, mas
ndo precisam obedecer nenhuma ordenacdo especifica. Na prética, pode-se considerar que o
re-arranjo dos itens € vidvel durante a operacio de descarregamento.

Entre os algoritmos propostos para o 2L-CVRP encontrados na literatura, quase todos abor-
dam ambas as versdes sequencial e irrestrita do problema. A exce¢do € justamente a Unica
abordagem exata conhecida, apresentada por lori, Salazar-Gonzdlez e Vigo em [22]. Deste
modo, apresentamos entdo os resultados obtidos com o nosso algoritmo exato para a variante
irrestrita. Como no caso das tabelas 7.2 e 7.3, definimos um limite de 5400 segundos para o
branch-and-cut.

As tabelas 7.4 e 7.5 apresentam os resultados encontrados com a relaxagdo da restricao se-
quencial. O marcador ¢r € utilizado para distinguir as colunas dos resultados obtidos para o
2L-CVRP irrestrito. As colunas P/” e P" representam o nimero de rotas verificadas como vid-
veis pela heuristica e pelo algoritmo exato de empacotamento, respectivamente. Em P temos
o nimero de rotas descobertas invidveis pelo limitante inferior ou pelo branch-and-bound. Na
coluna P/" podemos observar o ndimero de vezes que rotas vidveis ou invidveis foram encon-
tradas na tabela de dispersdo, reduzindo o esforco computacional. Ou seja, o nimero de vezes
que rotas, ja com a viabilidade de seus empacotamentos verificada, apareceram novamente du-
rante a resoluc@o da instancia. A coluna C’;Zk mostra o nimero de cortes encontrados pelos
algoritmos de empacotamento. Em C”, temos o nimero total de cortes inseridos pelo algo-
ritmo, somando-se os cortes de conectividade e peso e os cortes de empacotamento. As coluna

/r mostra o ndmero total de nés explorados na arvore de busca. A solugdo 6tima, quando
encontrada, é representada por Z". A coluna T'" mostra o tempo utilizado pelo algoritmo para
encontrar a solucao exata. As colunas restantes foram retiradas das tabelas 7.2 e 7.3 para fim de
compara¢do com a versdo sequencial.

Para a maioria das instincias houve uma reducdo no tempo computacional, quando compa-
rando com o caso sequencial. Além disto, algumas instancias que o algoritmo ndo conseguiu
resolver com a restri¢do de ordem no tempo limite acabaram sendo resolvidas na versao irres-
trita. Isto ocorreu com as instancias £021-04-3, £023-05-2 ¢ £033-03-3. Como esta versdo do
2L-CVRP possui um problema de empacotamento menos restrito, isto era esperado. O curioso
foi o ocorrido com a instancia £016-03m-5, que ja sabemos ser uma instancia problematica.
Esta instancia foi resolvida para o caso sequencial dentro do limite de tempo, mas 0 mesmo
nao ocorre com o caso irrestrito. Buscando uma andlise mais detalhada, aumentamos o tempo
limite e conseguimos resolve-la em 6697.70 segundos. O motivo desta demora vem do que ja
conhecemos sobre a instincia: ela possui uma rota com um empacotamento dificil (para nossos
algoritmos de empacotamento). Consequentemente, quase todo o tempo gasto pelo algoritmo
branch-and-cut € utilizado pelo algoritmo exato branch-and-bound de empacotamento. Possi-
velmente, o motivo da diferencga significativa de tempo entre ambas as variantes vem do fato
que o algoritmo de empacotamento branch-and-bound consegue podar ramos mais facilmente
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no caso sequencial, j& que um ramo € podado quando coloca-se um item que viola a restri¢do
de ordem (ver 5.5). No caso irrestrito isto ndo ocorre € o algoritmo precisa explorar um nimero
maior de nds para verificar a viabilidade do empacotamento.

P ir
A comparag@o das colunas C}

. © Cper revela uma drdstica redugdo de 55.74%, na média,
no ndmero de cortes de empacotamento inseridos quando considerando as instancias resolvidas
em ambas as versoes. Isto ndo € surpreendente, ja que temos menos restricdes quando gerando
empacotamentos. Podemos observar também uma redugdo de 23.55% na média do nimero to-
tal de cortes inseridos. Observe que isto ndo ocorre simplesmente devido ao menor nimero de
cortes de empacotamento. Por exemplo, considere a instincia £016-03m-2. A versdo sequen-
cial teve 452 cortes de empacotamento inseridos, enquanto que a versao irrestrita teve 78, uma
reducdo de 82.74%. Mas quando considerando o nimero total de cortes inseridos, temos 15547
e 2049 cortes inseridos para a variante sequencial e irrestrita, respectivamente. Ou seja, a redu-
¢do no numero total de cortes ndo pode ser explicada apenas com a diferenga entre os cortes de
empacotamento. A reducdo média de 23.55% possivelmente ocorre devido a forte interligagdo
entre os subproblemas de roteamento e empacotamento do 2L-CVRP.

A versdo irrestrita mostrou uma reducéo de custo da rota de 0.61% em média para todas
as instancias testadas. Isto € relevante do ponto de vista pratico, onde uma companhia pode
considerar um aumento na dificuldade nas operacdes de descarregamento em troca de uma
reducao de custos.



Tabela 7.4: Desempenho do algoritmo Branch-and-cut para o 2L-CVRP Irrestrito

Nome Classe Phe Pp, Peo Pii Pm Pl P Pl G Cix G Ciy  Nw Ny Z 27 T, 17
E016-03m T 7 7 0 0 0 0 7 7 0 0 529 529 51 51 273 273 019 063
2 49 16 22 12 181 12 1224 324 452 78 15547 2049 1797 341 285 273 11.60  4.80
3 44 16 21 11 126 14 880 268 315 75 7079 2943 1031 437 280 279 4985  20.11
4 11 3 3 1 11 0 93 4 22 0 123 125 1 288 277 519 0.08
5.5 - 0 - 1 - 10 - 2 - 7 - 2 - 279 - 132917 5400
E016-05m 15 5 0 0 0 0 5 5 0 0 284 284 11 11 329 329 0.19 036
2 45 5 3 0 17 0 69 5 82 0 5691 284 423 11 342 329 230 036
3 4 3 8 6 24 8 931 1003 125 124 7031 6256 527 447 347 347 312 7172
4 18 4 3 1 3 0 129 5 10 0 2703 284 139 11 336 329 7.18 045
5.5 4 0 1 0 0 5 5 0 0 284 284 11 11 329 329 0.16 1633
E021-04m 1 11 11 0 o0 0 0 13 13 0 0 2056 2056 79 79 351 351 098  1.76
2 - 182 - 45 - 288 - 8871 - 10245 - 12227 - 2999 - 381 54000 4259
3 - 125 - 62 - 217 - 14152 - 3954 - 24543 - 4691 - 387 5400 22345
4 34 - 19 - 26 - 57 - 91 - 1260 - 235 - 374 - 17405 5400
5 4 5 1 0 0 0 5 5 0 0 105 105 13 13 369 369 008 022
E021-06m 1 6 6 0 0 0 0 6 6 0 0 243 243 9 9 423 423 009  0.26
2 25 5 3 1 21 0 456 6 52 0 7948 243 387 9 434 423 398 024
3 2 4 6 2 11 0 301 6 28 0 4198 243 211 9 432 423 1483 032
4 32 29 14 7 9 4 399 395 48 43 20578 16146 907 783 438 438 1598  54.49
5.6 5 0 1 0 0 6 6 0 0 243 243 9 9 423 423 010 113
E022-04¢g I 4 4 0 0 0 0 4 4 0 0 101 101 1 1367 367 002 014
2 17 1 7 3 13 0 145 4 45 0 1350 101 105 1 380 367 095  0.12
3 6 8 3 1 6 5 49 50 12 12 197 197 15 15 373 373 0.18  0.38
4 6 7 3 2 3 3 27 27 6 6 397 397 13 13 377 377 3.04 332
5 4 5 1 0 0 0 5 5 0 0 47 47 1 1 38 389 012 0.1
E022-06m 1 21 19 0 0 0 0 46 48 0 0 1043 1043 45 45 488 488 041 105
2 24 17 3 2 14 2 283 75 36 4 1964 1385 123 59 491 488 150 135
3 3 15 16 6 30 4 1028 93 109 11 7587 1408 513 61 496 489 591 374
4 13 14 5 4 3 3 4 47 6 6 1022 1022 37 37 489 489 126 113
5 21 19 0 0 0 0 46 48 0 0 1043 1043 45 45 488 488 042 1.00
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Tabela 7.5: Desempenho do algoritmo Branch-and-cut para o 2L-CVRP Irrestrito

Nome Classe Pie Fpp P Pl P Pl Pua B Gy Ch Gt Ciw Nw Njy  Z 27 T, T
£023-03g 1 3 3 0 0 0 0 3 3 0 0 11 11 1 1 558 558 0.01 0.09
3 - 37 -9 - 37 - 2593 - 32 - 959 - 491 - 685 5400' 5.28
5 17 17 6 3 19 7 453 468 52 52 107 107 65 65 742 742 93943 51471
E023-055 1 5 5 0 0 0 0 7 7 0 0 2 2 3 3 657 657 0.02 0.10
2 - 49 - 3 - 53 - 2583 - 392 - 1021 - 537 - 680  5400' 4.55
E026-08m 1 8 8 0 0 0 0 8 8 0 0 901 901 9 9 609 609 1.33 1.54
2 15 7 1 1 5 0 149 8 9 0 4856 901 123 9 612 609 3.72 1.58
3 7 7 2 1 2 0 93 8 6 0 1771 901 35 9 615 609 2.00 1.55
4 41 37 8 6 10 4 1654 1798 72 77 42563 45059 841 915 626 626  68.80  127.08
5 7 7 1 1 0 0 8 8 0 0 901 901 9 9 609 609 2247 1.59
E030-03g 1 17 15 0 0 0 0 45 47 0 0 1435 1435 131 131 524 524 0.99 2.33
E030-04s 1 4 4 0 0 0 0 4 4 0 0 24 24 1 1500 500 0.02 0.08
E031-09h 1 - 70 - 0 - 0 - 1965 - 0 - 327412 - 4293 - 596 5400' 154039
2 - 70 - 18 - 18 - 2714 -8l - 376886 - 4677 - 596 5400° 2188.47
3 - 54 - 4 -1 - 2110 - 3 - 376713 - 4863 - 596 5400' 1918.63
E033-03n 1 6 6 0 0 0 0 6 6 0 0 30 30 5 5 1909 1909 0.05 0.14
E033-04g 1 10 10 0 0 0 ©0 16 16 0 0 1020 1020 13 13 823 823 0.82 1.18
E033-055 1 10 9 0 0 0 0 33 34 0 0 906 906 23 23 907 907 045 0.78
E036-11h 1 48 4 0 0 0 0 485 489 0 0 118124 118124 975 975 682 682 16331  190.55
2 63 70 7 3 17 12 1173 1313 58 56 153535 203979 1309 1657 682 682 31037  500.33
3 23 24 7 5 1 1 152 153 1 1 56634 56634 431 431 682 682  56.63  65.93
4 96 48 28 17 67 8 3049 951 291 56 640050 226840 5543 1807 691 687 4480.93  993.19
5 48 4 0 0 0 0 485 489 0 0 118124 118124 975 975 682 682 16339  190.51
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7.4 Resultados Obtidos Com o Otimo como Limitante Supe-
rior

A utilizagao de um bom limitante superior obtido através de um método heuristico pode ajudar
a podar ramos da arvore de enumeragdo, consequentemente reduzindo o tempo computacio-
nal. O algoritmo proposto ndo possui uma heuristica primal implementada. Para explorarmos
o possivel beneficio de termos tal heuristica, decidimos por uma abordagem apresentada em
[3]. Selecionamos todas as instancias que nao conseguimos melhorar o tempo computacional
apresentado em [22] (ver tabelas 7.2 e 7.3, resultados obtidos para o 2L-CVRP Sequencial)
e alimentamos a solucdo 6tima conhecida no n6 raiz como limitante superior e executamos o
algoritmo novamente.

A tabela 7.6 sumariza os resultados encontrados. As colunas com o marcador pr sinalizam
os resultados obtidos com a inser¢do do 6timo como limitante superior. Destes, C},,, N}, e
TP" representam o numero total de cortes encontrados, o nimero de nds explorados na arvore
de busca e o tempo computacional, respectivamente. As colunas restantes foram obtidas das
tabelas 7.2 e 7.3 e mantém os mesmos significados, representando os resultados sem a utiliza¢do
do limitante superior no né raiz. Cy,; € o nimero total de cortes inseridos, considerando o
empacotamento e roteamento. Em NV, temos o nimero total de nds explorados e 7T nos da
o tempo computacional gasto. A coluna %N, nos mostra a variagdo percentual entre N}, e
Ny, A variacdo entre 77" e T, é representada por %T,,.. Um resultado negativo significa uma
reduc¢do do valor anterior.

O algoritmo apresentou uma melhora de desempenho substancial, inclusive encontrando a
solucdo de algumas instancias ndo resolvidas previamente no tempo limite. Isto ocorreu com
as instancias £021-04m-3, £023-055-2 e £023-055-4. Como ndo sabemos o tempo que estas
instancias levariam para ser resolvidas, vamos limitar o possivel ganho por baixo: suponha que
cada uma fosse resolvida em um tempo muito préximo ao limite, por exemplo 5401 segundos.
Ou seja, na andlise mais conservadora possivel temos uma redugido de tempo de 94.62% na
média.

Quando considerando apenas as instancias em que o algoritmo proposto ja havia encontrado
uma solug¢do exata dentro do tempo limite, a redug¢do do tempo computacional foi de 30.12% na
média. Um ganho consideravel, principalmente considerando que o crescimento desta média
foi restringido pela conhecida instancia £/016-03m-5 e pelas instncias que ja possuiam uma
resolucao muito rdpida originalmente.

Este ganho ndo € inesperado, mas oferece uma idéia de quanto o desempenho do algoritmo
apresentado pode ser melhorado com o uso de uma heuristica primal.
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Tabela 7.6: Desempenho com a solug@o 6tima como limitante superior

Name Class Chot CP Ny, NI % Nyar T, T % Tyar
E016-03m 3 7079 3459 1031 273 7352 49.85 1372 -72.48
4 123 76 25 21 -16.00 5.19 495  -4.62
5 7 4 2 1 -50.00 1329.17 128249 -3.51
E021-04m 2 - - - - - 5400¢ 5400! -
3 - 15393 - 1917 () 5400 49.16 (-)
4 1260 719 235 51 7830 174.05 144.05 -17.24
E021-06m 2 7948 4902 387 157  -59.43 3.98 374 -6.03
3 4198 2125 211 97  -54.03 14.83 291 -80.38
4 20578 10410 907 351  -61.3 15.98 926 -42.05
E023-03g 2 - - - - - 5400! 5400 -
3 - - - - - 5400¢ 5400¢ -
4 - - - - - 54001 5400 -
5 107 123 65 53  -18.46 93943  801.51 -14.68
E023-05s 2 - 56692 - 23799 () 5400  695.60 (-)
3 - - - - - 5400 5400 -
4 - 6138 - 2899 () 54000  126.93 (-)
5 - - - - - 5400 5400 -
E030-03¢g 3 - - - - - 5400¢ 5400¢ -
4 - - - - - 5400 5400 -
E033-03n 3 - - - - - 5400 5400 -
E033-04¢ 4 - - - - - 5400¢ 5400¢ -




Capitulo 8

Conclusao

Nesta dissertacdo de mestrado apresentamos um algoritmo exato para o Problema de Rotea-
mento de Veiculos Capacitados com Restricdes Bidimensionais de Carregamento. Este € um
problema recente na literatura, com o primeiro trabalho sendo publicado no ano de 2007.

Testamos o algoritmo proposto com todas as instancias ja resolvidas de forma exata na
literatura, além de um pequeno conjunto de instancias que ainda nao possuiam o 6timo conhe-
cido. Ambas variantes, sequencial e irrestrita, foram consideradas para os testes computacio-
nais. Comparamos os resultados obtidos, para o caso sequencial, com a abordagem exata de
Iori, Salazar-Gonzélez e Vigo [22] e observamos resultados satisfatérios. Nove instancias da
literatura foram resolvidas a otimalidade pela primeira vez. A abordagem proposta teve a ca-
racteristica de inserir uma quantidade consideravelmente maior de cortes, mas este aumento no
esfor¢co computacional foi compensado pela reducdo do tempo na maior parte dos casos. Como
o caso irrestrito ainda nao havia sido abordado de modo exato, testamos as instancias utilizadas
na outra variante e apresentamos varias solucdes 6timas. Esperamos que estas ajudem pesqui-
sadores desenvolvendo algoritmos heuristicos para o 2L-CVRP irrestrito a verificar ¢ melhorar
a qualidade de suas solucdes.

Percebemos algumas possiveis estratégias para melhorarmos o desempenho da abordagem
proposta. Como observado no capitulo 7, a adicao de uma heuristica que encontre bons limitan-
tes superiores pode reduzir significativamente o tempo computacional utilizado. A utilizag¢do de
uma estratégia de ramificacio customizada também poderia oferecer beneficios consideraveis,
sendo ideal considerar caracteristicas do 2LL.-CVRP, e ndo apenas do CVRP. A utilizacdo de de-
sigualdades para o problema de carregamento e de novas desigualdades para o CVRP também
podem apresentar ganhos interessantes.

Como detalhado no capitulo 4, utilizamos desigualdades validas para o CVRP no arcabougo
do branch-and-cut. Procuramos fortalecer estas desigualdades para o 2L-CVRP com uma sim-
ples adaptacdo, mas esperamos que futuros estudos poliedrais encontrem desigualdades especi-
ficas para o 2L-CVRP que apresentem-se mais fortes do que as usadas.

Observamos que o 2L-CVRP combina os problemas de roteamento e empacotamento de
forma que os dois subproblemas geralmente encontram-se fortemente ligados. A insercao de
desigualdades de roteamento pode mudar a configuracao do problema de modo que o empacota-
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mento encontrado torne-se mais facil ou mais dificil. O mesmo ocorre na situagcdo oposta, onde
um corte de empacotamento pode influenciar consideravelmente o problema de roteamento.
Consequentemente, uma maior consisténcia poderia ser obtida com a utilizag¢ao de cortes espe-
cificos para o 2L-CVRP.

Finalmente, a partir deste trabalho geramos o artigo de titulo A Branch-and-Cut Approach
for the Vehicle Routing Problem with Two-dimensional Loading Constraints [35] que foi aceito
e apresentado no XLI Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional.
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