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Resumo

Nas ultimas décadas presenciamos grandes avancos na biologia molecular que levaram ao
actumulo de um grande volume de dados acerca de moléculas, tais como DNAs e proteinas,
essenciais para a vida e para seu entendimento. O estagio atual é de busca por ferramentas
que permitam extrair informagoes com relevancia bioldgica destes dados. Neste contexto,
a comparacao de genomas surge como uma das ferramentas e nesta categoria incluimos
rearranjo de genomas. Em rearranjo, o genoma é representado por uma seqiéncia de
blocos conservados e, dados dois genomas e um conjunto de operacoes, busca-se pela
seqliéncia minima de operagoes que transformem um genoma no outro.

Em 1995, Hannenhalli e Pevzner apresentaram o primeiro algoritmo polinomial para o
problema da ordenagao por reversoes orientadas. Tal algoritmo executa em tempo O(n?)
e foi o primeiro algoritmo polinomial para um modelo realistico de rearranjo de genomas.
Desde entao, surgiram algoritmos que apresentam desempenho assintoticamente melhor.
O melhor deles, apresentado por Tannier e Sagot em 2004, é capaz de executar em tempo
O(ny/nlogn). H& um algoritmo linear, desenvolvido por Bader e colegas [2], mas este
nao ¢é capaz de determinar a sequiéncia de reversoes, apenas calcula a distancia.

Motivado pela caréncia de uma derivacao algébrica mais formal da teoria desenvol-
vida em rearranjo de genomas, desenvolvemos uma solucao formal para o problema da
distancia de reversao com sinal. Utilizamos, em tal solugao, um formalismo algébrico
para rearranjo de genomas que relaciona a recente teoria de rearranjo de genomas — ba-
sicamente fundamentada no trabalho de Hannenhalli e Pevzner — e a teoria de grupos de
permutacao de uma nova forma. Pretendemos criar a base para grandes avancos na area
através de um formalismo algébrico forte.
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Abstract

In the last decades we have seen a great progress in molecular biology. That lead to a
large volume of data on molecules, DNA and proteins, essential for life. The current stage
of research lies in the pursuit of tools to extract information with biological relevance
from this data.

In this context, comparison of genomes is an important tool and genome rearrange-
ments is a way of doing that comparison. In rearrangement analysis the genome is rep-
resented by a sequence of conserved blocks. The aim is to find a minimum sequence of
operations that transform a genome into another given as input two genomes and a set
of allowed operations.

In 1995, Hannenhalli and Pevzner presented the first polinomial algorithm for sorting
signed permutations by reversals. This algorithm has complexity O(n?*) in time and was
the first polinomial algorithm for a realistic model of genome rearrangement. Since then,
new algorithms with better asintotic performance had appeared. The fastest algorithm,
with complexity O(ny/nlogn), was developed by Tannier and Sagot in 2004.

Motivated by a lack of a more formal derivation in the genome rearrangement devel-
oped theory, we developed a formal solution for the signed reversal distance problem.

We use an algebraic formalism that relates the recent genome rearrangement theory —
basically based on a work of Hannenhalli and Pevzner — to permutation group theory in
a new form. We intend to build a solid theoretical base for further advances in the area
through strong algebraic formalism.
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Capitulo 1

Introducao

Com a elucidagao da estrutura do DNA, o decorrente desenvolvimento das técnicas de ma-
nipulagao genética e, por conseguinte, das técnicas de seqlienciamento atuais, presenciou-
se, e ainda ¢ notorio, um grande crescimento na quantidade de dados moleculares, prin-
cipalmente em seqiiéncias de DNA e proteina. Os esforgos agora concentram-se na busca
por informagoes biologicamente interessantes deste grande volume de dados.

Uma das formas de se buscar por estas informagoes é através da comparagao de geno-
mas, onde sao analisadas semelhancas entre genomas de espécies distintas. Ha diversas
formas de comparar genomas, sendo a comparagao a nivel de seqiiéncias de DNA [27] uma
forma comumente utilizada.

Uma outra forma de compara-los é através de andlises de rearranjo de genomas. Nesta,
o genoma ¢ visto como uma lista ordenada de blocos, onde um bloco representa uma
sequiéncia conservada de DNA que pode estar associada a um gene ou um outro marcador
qualquer. Dados dois genomas e um conjunto de operagoes para manipular os genomas,
busca-se pela seqiiéncia minima de operagoes que transformem um genoma no outro.

Esta abordagem computacional baseada na comparacao da ordem de genes foi ini-
cialmente estudada por Sankoff [23, 24, 25] e ganhou destaque nas ultimas décadas |2,
4,5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 33]. Uma de suas possiveis aplicagoes estd na construgao de
filogenias [26].

Ha4 diversos tipos de operagao, dentre eles podemos citar troca de blocos, transposicao,
reversao, fusao e fissao. Variando o conjunto de operagoes temos diversos problemas em
rearranjo de genomas. Neste trabalho nos limitaremos as reversoes.

Hannenhalli e Pevzner [11] apresentaram o primeiro algoritmo polinomial para o pro-
blema da ordenagao por reversdes orientadas. Tal algoritmo executa em tempo O(n?) e
foi o primeiro algoritmo polinomial para um modelo realistico de rearranjo de genomas.

Desde entao, surgiram algoritmos que apresentam desempenho assintoticamente me-
lhor. Berman e Hannenhalli [7] conseguiram um algoritmo que executa em tempo O(n?).



2 Capitulo 1. Introducao

Kaplan, Shamir e Tarjan [13] atingiram O(n?). Bader, Moret e Yan [2| apresentaram
um algoritmo que executa em tempo linear. E importante ressaltar que este tltimo
calcula apenas a distancia, nao sendo capaz de determinar a seqiiéncia de reversoes. Re-
centemente, Tannier e Sagot [29] apresentaram um algoritmo que executa em tempo
O(ny/nlogn).

Este trabalho é motivado pela caréncia de uma derivacao algébrica mais formal da
teoria desenvolvida em rearranjo de genomas. Utilizando um formalismo algébrico para
rearranjo de genomas, que relaciona a teoria classica de rearranjo de genomas — basica-
mente fundamentada no trabalho de Hannenhalli e Pevzner [11] — e a teoria de grupos de
permutacao de uma nova forma, desenvolveremos uma solucao formal para o problema
da distancia de reversao com sinal. A pretensao é criar a base para grandes avangos na
area através de um formalismo algébrico forte.

Alcancamos diversos avangos em nosso trabalho. Fizemos alteracoes nas defini¢coes do
formalismo objetivando compatibilizar as defini¢oes algébricas e classicas. Alteramos o
conceito de entrelacamento de arcos, que o tornou de mais simples visualizacao e mani-
pulagao. Foram definidos varios conceitos. Definimos grafo de entrelagamento de arcos,
definimos decomposicao de um problema. Apresentamos o esboco de uma demonstragao
que correlaciona componentes oriundos da decomposi¢ao e os componentes conexos do
grafo de entrelacamento de arcos. Apresentamos uma demonstracao do efeito de uma
reversao no grafo de entrelacamento de arcos. Por fim apresentamos um algoritmo que
resolve o problema da distancia de reversao e um esbogo da demonstragao de sua corre-
tude.

No Capitulo 2 apresentamos conceitos fundamentais no contexto deste trabalho. Sao
apresentados conceitos na area de biologia computacional e de teoria dos grafos. A teoria
classica de rearranjo de genomas e, mais aprofundadamente, de distancia de reversao é
apresentada no Capitulo 3. No Capitulo 4 apresentamos conceitos e defini¢oes acerca de
permutagcoes, que serao a base do formalismo que utilizaremos na solugao do problema. Tal
formalismo é apresentado no Capitulo 5. No Capitulo 6 apresentamos o esboco da solugao
formal para o problema da distancia de reversao. Finalmente, apresentamos a conclusao
e trabalhos futuros no Capitulo 7. Ainda temos um apéndice, onde sao resumidos os
trabalhos utilizados na realizagao deste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos

Neste capitulo iremos apresentar os conceitos fundamentais da biologia molecular e da
computacao, que serao empregados ao longo deste trabalho. Maiores informagoes podem
ser obtidas na seguinte bibliografia [8, 26].

Na natureza existem coisas vivas e nao vivas. As coisas vivas sao caracterizadas por
uma participacao ativa em seu ambiente. Ja as coisas nao vivas sao caracterizadas por
um estado de equilibrio com o ambiente que as cerca. Um organismo vivo constantemente
troca matéria e energia com outros organismos ao seu redor. Apesar de compostas — as
coisas vivas ou nao — por elementos semelhantes, no interior dos organismos vivos ocorrem
diversas e complexas reagoes quimicas, que os mantém vivos.

Chamamos a aten¢ao para duas formas de vida que podem permanecer completamente
inativas por longos periodos de tempo e ainda sim estarem vivas. Sao elas as sementes e
os virus. Uma regra em biologia molecular é que nao ha regras sem excecoes.

Todos os organismos, desde a mais simples forma de vida até a mais complexa, possuem
uma quimica molecular — também conhecida por bioquimica — semelhante. Nesta quimica,
nosso foco volta-se para dois tipos de moléculas: acidos nucléicos e proteinas. Os acidos
nucléicos fornecem as informacoes necessarias para produzir as proteinas. Estes sao,
também, os responsaveis por passar estas informagoes para as geracoes subseqiientes e,
assim, dao origem a hereditariedade e aos mecanismos que permitem a evolucao das
espécies. As proteinas constituem a maioria das substancias nos organismos vivos. Podem
ser de diversos tipos e possuem diversas fungoes [26].

Na Segao 2.1 descrevemos os acidos nucléicos. As proteinas sao descritas na Secao 2.2.
Na Secao 2.3 apresentamos como os acidos nucléicos estao dispostos nos organismos. Des-
crevemos o mecanismo pelo qual as proteinas sao construidas na Secao 2.4. Na Secao 2.5
descrevemos as maneiras pelas quais os genomas evoluem. Finalmente, as definigoes e
conceitos relativos a grafos estao na Segao 2.6.
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2.1 Acidos nucléicos

Um dos tipos de acido nucléico presente nos organismos vivos é o acido ribonucléico,
também conhecido por RNA. O RNA é uma molécula composta por uma cadeia de
moléculas mais simples, chamadas nucleotideos, que sao formadas por uma molécula de
agucar, um residuo fosfato e uma base nitrogenada. No RNA a molécula de acucar é a
ribose [26].

A ribose possui cinco atomos de carbono que sao rotulados de 1’ a 5 e dispostos
conforme apresentamos na Figura 2.1. A cadeia de nucleotideos é formada da seguinte
forma: o carbono 3’ liga-se ao residuo fosfato e este, por sua vez, liga-se ao carbono 5’ de
outro nucleotideo. Tal composi¢ao permite-nos definir uma orientacao. Convencionou-se
que a molécula de RNA inicia-se na extremidade que tem o carbono 5’ livre e acaba na
extremidade que tem o carbono 3’ livre.

H

HO— 5 H
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OH OH
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Figura 2.1: Estrutura molecular esquematica de uma molécula de ribose [26].

Na biologia molecular hé cinco tipos de bases nitrogenadas, que chamaremos simples-
mente de bases. Sao elas: adenina (A4), guanina (G), citosina (C'), uracila (U) e timina
(7). Timina nao aparece em moléculas de RNA. Nas Figuras 2.2 e 2.3 apresentamos a
estrutura molecular esquematica de cada base. As bases A e G pertencem a um grupo de
substancias chamado purinas e as bases €, T' e U pertencem ao grupo das pirimidinas.
As bases nitrogenadas ligam-se ao agicar no carbono 1'.

Existem diversos tipos de RNA nos organismos vivos. Cada tipo possui uma funcao
distinta. Os diversos tipos serao apresentados, juntamente com suas fungoes, na Secao 2.4.

O outro tipo de acido nucléico presente nos organismos vivos é o acido desoxirribo-
nucléico, também conhecido por DNA. As moléculas de DNA sao semelhantes as moléculas
de RNA, porém observamos quatro diferencas.

A primeira das diferenca estd na molécula de acticar. No DNA, o agticar presente é o
2'-desoxirribose, que tem sua estrutura molecular esquematica apresentada na Figura 2.4.
A segunda diferenca esta na substituicao das uracilas por timinas.

A terceira diferenca esta no fato de que, as moléculas de DNA, possuem dupla fita.
As fitas sao associadas de uma maneira que a molécula toma uma forma de dupla hélice
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Figura 2.2: Estrutura molecular esquematica dos quatro tipos de bases nitrogenadas
presentes nas moléculas de DNA, assim como a forma com que as bases nitrogenadas se
unem para compor a dupla fita [26].

conforme apresentamos mais adinte na Figura 2.5. Possuindo uma das fitas é possivel
calcular a outra fita. Uma base A sempre é pareada com uma base T ou, em outras
palavras, A é o complemento de T e vice-versa ou, ainda, A e T sao bases complementares.
As bases C' e G também sao complementares. Seja fy = TACGAC uma das fitas de
uma molécula de DNA. Podemos obter sua fita complementar f; através do complemento
reverso de fi: primeiro invertemos a ordem de f; e obtemos f| = CAGCAT, depois
trocamos cada base por seu complemento obtendo assim fi = GTCGTA. Comumente
uma molécula de DNA é simplesmente definida por sua seqiiéncia de bases em uma das

Agicar H

Figura 2.3: Estrutura molecular esquematica da uracila [8].
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fitas na direcdo canonica 5 — 3. Na Figura 2.2 apresentamos uma esquema de como
se dao as ligagoes, através de pontes de hidrogénio, entre as bases complementares. Na
Figura 2.5 podemos visualizar a ilustragao de uma molécula de DNA.

A ultima das diferencas esté no fato de que o DNA possui, essencialmente, uma fungao,
diferentemente do RNA, que possui diversas funcoes.

As diferencas apresentadas pelas moléculas de DNA, em relacao as moléculas de RNA,
as tornam mais estaveis e levam a uma menor variedade de estruturas tridimensionais.

H

HO—5—H
/ 0\
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H \| \
3 2
\ \
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Figura 2.4: Estrutura molecular esquematica de uma molécula de 2'-desoxirribose [26].

O tamanho das moléculas de DNA é normalmente definido em ntimero de pares de
bases, que denotamos por bp. Na natureza, moléculas de DNA sao muito compridas. Em
células humanas, as moléculas de DNA possuem dezenas ou centenas de milhares de pares
de bases. Na Tabela 2.1 apresentamos a lista dos cromossomos humanos juntamente com
o tamanho das moléculas.

Em organismos cujas células ndo possuem ntcleo, o DNA é encontrado flutuando livre-
mente dentro da célula. Nos outros organismos esté delimitado pelo nicleo e por organelas
celulares chamadas mitocondrias — encontradas em animais e plantas — e cloroplastos —
encontrados apenas em plantas.

2.2 Proteinas

As proteinas encontradas nos organismos vivos sao de diversos tipos e podem assumir
diversas funcoes. Elas podem, por exemplo, atuar como estruturas em diversas partes do
organismo ou catalizadoras de reagoes quimicas (enzimas).

Da mesma forma que os acidos nucléicos, as proteinas sao moléculas compostas por
uma cadeia de moléculas mais simples. Os aminodcidos sao estas moléculas mais simples
presentes nas proteinas. Todo aminoacido é composto por um atomo central de carbono —
conhecido como carbono alpha ou C, — e associado a este temos um atomo de hidrogénio,
um grupo amina (NHs), um grupo carboxi (COOH) e uma cadeia lateral. Distinguimos
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Figura 2.5: Figura ilustrativa de uma molécula de DNA. Tal ilustragao foi extraida do
livrto Genomes [8] e editada por Christian Baudet.

um aminodcido dos outros por sua cadeia lateral [26]. Na Figura 2.6 apresentamos uma es-
trutura molecular esquematica de um aminodcido. Na natureza, encontramos comumente
20 diferentes aminoacidos. Listamos tais aminoacidos na Tabela 2.2.

Nas proteinas, os aminoacidos sao conectados através de ligagoes peptidicas ou, em
outras palavras, o atomo de carbono do grupo carboxi de um aminoéacido liga-se ao a&tomo
de nitrogénio do grupo amina de outro aminodcido e uma molécula de agua é liberada [26].
Uma proteina é composta por cadeias polipeptidicas.

As ligacoes peptidicas apresentadas pelas proteinas formam um esqueleto com a re-
petigao de um bloco bésico —N — C, — (CO)—. Da mesma forma que nos acidos nucléicos,
podemos dizer que hd uma orientacao nas proteinas. Convencionou-se que a cadeia inicia



8 Capitulo 2. Fundamentos

Cromossomo Tamanho (Mbp)

1 247.0
2 243,0
3 200,0
4 191,0
5 181,0
6 171,0
7 159,0
8 146,0
9 140,0
10 135,0
11 134,0
12 132,0
13 114,0
14 106,0
15 100,0
16 89,0
17 79,0
18 76,0
19 64,0
20 62,0
21 46,9
22 50,0
X 155,0
Y 58,0

Tabela 2.1: Lista de cromossomos humanos com o respectivo tamanho da molécula [21].

no grupo amina livre e termina no grupo carboxi livre.

O tamanho de uma proteina pode ser mensurado pelo nimero de aminoacidos. Tre-
zentos aminoacidos é o tamanho médio apresentado pelas proteinas, mas seu tamanho
pode variar bastante podendo possuir 100 ou 5000 aminoacidos.

Quando estudamos uma proteina o foco concentra-se na descoberta de sua funcao.
Para se atingir tal objetivo a determinacao de sua forma pode ser uma etapa a ser execu-
tada. Partindo de sua seqiiéncia de aminoacidos, que é conhecida como estrutura primaria,
observamos como esta cadeia dobra-se dando origem a uma estrutura tridimensional co-
nhecida por estrutura secundaria. Estas estruturas (secundérias), por sua vez, agrupam-se
formando a estrutura terciaria que, finalmente, agrupa-se a estruturas terciarias de dife-
rentes proteinas e origina a estrutura quaternaria. Na estrutura secundaria ha defini¢ao
de estruturas tais como: hélices e folhas. Na estrutura terciaria comecamos a observar
a posigao tridimensional de cada atomo. Na estrutura quaternaria observamos como se
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cadeia lateral

HN — (€, —— COOH

H

Figura 2.6: Estrutura molecular esquemdtica de um aminoécido [26].

ligam as subunidades, caso a proteina seja composta de mais que uma subunidade. Na
Figura 2.7 apresentamos a ilustracao de uma proteina.

Figura 2.7: Figura ilustrativa de uma proteina. Tal ilustracao foi obtida através do
software Cn3D, que ¢ de autoria do NCBI [21].

2.3 Genomas

O conjunto de moléculas de acido nucléico que definem todas as proteinas de um organismo
é conhecido como genoma. Cada molécula do genoma recebe o nome de cromossomo. O
genoma da grande maioria das formas de vida é composto de moléculas de DNA. Genomas
definidos através de moléculas de RNA s6 aparecem em virus [8].

Podemos classificar os organismos vivos em procariotos ou eucariotos. Chamamos
eucariotos os organismos cujas células possuem compartimentos limitados por membrana.
Dentre estes compartimentos podemos citar um ntcleo e organelas como mitocondrias e
cloroplastos (apenas em plantas). Sao classificados como eucariotos organismos dos reinos
dos animais, plantas, fungos e protozoarios. Ja as células de organismos procariotos sao
caracterizadas pela auséncia de compartimentos internos. H&a dois distintos grupos de
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Cédigo uma-letra Cddigo trés-letras Nome

A Ala Alanina

C Cys Cisteina

D Asp Acido aspértico
E Glu Acido glutamico
F Phe Fenilalanina

G Gly Glicina

H His Histidina

I Ile Isoleucina

K Lys Lisina

L Leu Leucina

M Met Metionina

N Asn Asparagina

P Pro Prolina

Q Gln Glutamina

R Arg Arginina

S Ser Serina

T Thr Treonina

\Y Val Valina
W Trp Triptofan

Y Tyr Tirosina

Tabela 2.2: Os vinte aminodcidos comumente encontrados nas proteinas [26].

procariotos, sao eles as bactérias e arqueobactérias.

No grupo das bactérias estao os procariotos encontrados mais comumente, tais como
Escherichia coli, Bacillus subtilis e cianobactéria.

Uma molécula de DNA pode ser linear ou circular. Todos os genomas nucleares de
eucariotos que tém sido estudados sao divididos em duas ou mais moléculas de DNA
linear. Todo eucarioto também possui um genoma mitocondrial, que é menor que o
nuclear e, normalmente, é circular. Em plantas e outros organismos fotossintéticos ha um
terceiro genoma localizado no cloroplasto [8]. Na Tabela 2.3 apresentamos uma lista de
organismos juntamente com o nimero de cromossomos em seu genoma nuclear.

Doravante quando nos referirmos a um genoma estaremos na verdade nos referindo ao
genoma nuclear, que é o mais estudado nas pesquisas e o que define a grande maioria das
proteinas. A estrutura fisica basica de genomas de organismos eucariotos sao semelhantes,
porém os genomas variam bastante no tamanho. O menor genoma de um eucarioto possui
tamanho de aproximadamente 10 Mbp e o maior é maior que 100.000 Mbp. Na Tabela 2.4
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Organismo Cromossomos
Saccharomyces cerevisiae 16
Drosophila melanogaster 4
Homem 23
Milho 10

Tabela 2.3: Lista de organismos juntamente com o ntmero de cromossomos de seu ge-
noma [8].

apresentamos uma lista de organismos juntamente com o tamanho de seu genoma.

Conforme a Tabela 2.4 podemos observar que, a grosso modo, o genoma cresce de
acordo com a complexidade do genoma, os menores genomas sendo observados entre
organismos do reino dos fungos e os maiores entre organismos superiores, tais como ver-
tebrados e plantas com flores. Isto faz sentido se pensarmos que quanto mais complexo
for o organismo mais proteinas precisa codificar. E importante observar que esta relagao
nao segue um critério de proporcionalidade. Por exemplo, o genoma da levedura Saccha-
romyces cerevisiae possui um genoma 250 vezes menor que o genoma humano. Como o
genoma humano possui aproximadamente 40.000 genes, era de se esperar que a levedura
possuisse algo em torno de 160 genes. Na realidade, a Saccharomyces cerevisiae possui
aproximadamente 6.000 genes. Tal fato ocorre porque nos genomas de organismos de
menor complexidade ha uma otimizacao do espaco. Os genes estao mais proximos uns
dos outros e os genes estao dispostos de uma forma mais compacta.

Os genes nem sempre sao compostos por um trecho continuo de DNA. Podem existir
trechos intercalados, que serao descartados para a producao da proteina. Os trechos que
sao utilizados para a producao da proteina sao chamados de exons e os outros de introns.
Quando dizemos que os genes estao dispostos de uma forma mais compacta queremos
dizer que ha uma menor presenca de introns. Além dos genes, com seus exons e introns,
ha regioes reguladoras e regioes intergénicas. As regioes reguladoras sao responsaveis por
transmitir informacoes aos mecanismos celulares. As regioes intergénicas nao possuem
uma fungao bem conhecida. Dentre as informacgoes que uma regiao reguladora transmite
podemos citar “presenca de um gene mais a frente”. Quando dizemos que os genes estao
mais proximos queremos dizer que hd menor presenca de regioes intergénicas. Menos de
10% do genoma humano esté relacionado a geragao de proteinas.

Os genomas em procariotos sao bem diferentes dos genomas em eucariotos. Em regra
geral genomas em procariotos sao muito menores que os genomas em eucariotos. Por
exemplo, a Fscherichia coli possui um genoma com apenas 4.639 Kbp, ou seja, dois
quintos do tamanho do genoma da levedura.
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Organismo Tamanho do genoma (Mbp)
Procariotos
Muycoplasma genitalium 0,58
Escherichia coli 4,64
Bacillus megaterium 30,00
Eucariotos
Fungos
Saccharomyces cerevisiae (levedura) 12,10
Aspergillus nidulans 25,40
Protozoarios
Tetrahymena pyriformis 190, 00
Invertebrados
Caenorhabditis elegans (verme) 100, 00
Drosophila melanogaster (mosca de fruta) 140,00
Bombyx mori (bicho da seda) 490, 00
Strongylocentrotus purpuratus (ourigo do mar) 845,00
Locusta migratoria (gafanhoto) 5.000, 00
Vertebrados
Fugu rubripes (peixe) 400, 00
Homo sapiens (homem) 3.000, 00
Mus musculus (rato) 3.300,00
Plantas
Arabidopsis thaliana 100, 00
Oryza sativa (arroz) 565, 00
Pisum sativum (ervilha) 4.800, 00
Zea mays (milho) 5.000, 00
Triticum aestivum (trigo) 17.000, 00
Fritillaria assyriaca 120.000, 00

Tabela 2.4: Lista de organismos com o respectivo tamanho de seu genoma [8].
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A disposicao fisica difere bastante também. A grande maioria dos genomas (em pro-
cariotos) estd contido em uma tnica molécula de DNA e esta é circular ao invés de linear.
Além disso, os cromossomos de eucariotos geralmente aparecem em duas (para organismos
dipldides) ou vérias cépias (para polipléides). Os humanos, por exemplo, sdo organismos
dipléides. Nosso genoma é composto por um total de 46 cromossomos, com cada um dos
pais contribuindo com metade dos cromossomos. Cada um dos pais contribui com uma
copia dos comossomos 1 a 22 e um dos cromossomos sexuais (X ou Y). A combinagao
XY da origem a um macho e a combinagao XX d& origem a uma femea. A cana-de-agticar
¢ um exemplo de organismo polipldide.

Além de seu unico cromossomo, em procariotos sao também encontrados genes adi-
cionais em moléculas circulares independentes e menores chamadas plasmideos. Em tais
porgoes de genoma sao codificadas propriedades tais como resisténcia a antibiéticos.

O genoma em procariotos, em regra geral, possui também menor nimero de genes.
Por exemplo, Escherichia coli possui 4.397 genes.

2.4 Os mecanismos da genética molecular

Cada célula — com excecao das células germinativas — de um organismo possui uma cépia
de todo o genoma, que chamaremos simplesmente por DNA. No DNA ha trechos que
codificam as informagcoes necessarias para construir uma dada proteina, tais trechos sao
conhecidos por genes.

Nas células existem mecanismos capazes de reconhecer onde comegam e terminam os
genes. Com o auxilio de uma enzima chamada transcriptase, é feita uma cépia do gene
em uma molécula de RNA que recebe o nome de RNA mensageiro ou mRNA. Durante
tal processo, chamado de transcricao, sao substituidas as bases T por U.

Posteriormente esta molécula de mRNA ird migrar até uma organela celular chamada
ribossomo, que é basicamente composta de proteinas e um tipo de RNA chamado RNA
ribossomal ou TRNA. Esta organela tem como funcao a sintese protéica. Usando como
entrada uma molécula de mRNA e moléculas de um tipo de RNA chamado de RNA
transportador ou tRNA, o ribossomo produz uma proteina.

Agrupando as bases nitrogenadas trés a trés, formando o que chamamos de cédons,
os ribossomos promoverao a ligacao destes codons a moléculas de tRNA que, por sua vez,
estao ligadas a um aminodacido, cada uma. Na Tabela 2.5 temos o cédigo genético padrao
de conversao de codons em aminoacidos. Nem todos os organismos utilizam exatamente
este codigo, mas o procedimento é semelhante para todos os organismos. Desta forma a
cadeia de aminoacidos vai sendo formada. Ao final do processo, as moléculas de mRNA
e os tRNAs sao liberados para degradacao e futura utilizagao. Temos também a proteina
montada. Este processo é chamado de traducao.
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Primeira posicao Segunda posi¢ao Terceira posi¢ao
G A C U
Gly Glu Ala Val G
G Gly Glu Ala Val A
Gly Asp Ala Val C
Gly Asp Ala Val U
Arg Lys Thr Met G
A Arg Lys Thr Ile A
Ser Asn Thr Ile C
Ser Asn Thr Ile U
Arg Gln Pro Leu G
. Arg Gln Pro Leu A
Arg His Pro Leu C
Arg His Pro Leu U
Trp STOP Ser Leu G
U STOP STOP Ser Leu A
Cys Tyr Ser Phe C
Cys Tyr Ser Phe U

Tabela 2.5: O cddigo genético padrao de mapeamento de cédons em aminodcidos [26].

Observe que ha, na Tabela 2.5, trés ocorréncias do chamado STOP cddon. E através
deste codon que os mecanismos celulares reconhecem o final de um gene. O gene sempre
inicia com uma metionina (AUG).

H&4 uma enzima que realiza a operacao inversa da transcriptase gerando o que cha-
mamos de cDNA, um DNA composto apenas de exons. Chamamos tal enzima de trans-
criptase reversa. O DNA composto de exons e introns é chamado de DNA genomico. Na
Figura 2.8 apresentamos o fluxo da informacao genética na célula.

Replicacao

Transcrigdo Tradugdo

DNA RNA

-t

Proteina

Y

Transcricdo Reversa

Figura 2.8: Fluxo da informagao genética em uma célula: dogma central da biologia
molecular [26].
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2.5 Evolucao de genomas

Genomas sao entidades dinamicas que evoluem através do efeito acumulado de eventos
de mutacao ou recombinacao. As mutacoes sao responsaveis por alteragoes em pequena
escala, ja as recombinacoes sao responsaveis por alteracoes em maior escala, que dao
origem ao que chamamos de rearranjo [8].

Uma mutagao é uma alteragao de uma pequena regiao na seqiiencia de nucleotideos
de um genoma. Muitas mutacgoes realizam apenas a alteracao de apenas um nucleotideo.
Outras promovem a insergao ou remocao de um ou alguns (poucos) nucleotideos. As
mutacoes sao resultado de erros no processo de replicacao do DNA ou do efeito de fatores
mutageénicos (quimicos ou fisicos).

Recombinagoes promovem a reestruturacao de parte do genoma. Tais eventos podem
trocar segmentos de cromossomos homoélogos durante o processo de meiose ou alterar a
posicao de uma porcao do genoma.

Nos organismos dipldides e polipléides podem existir dois tipos de células, que chamo-
mos de somaticas e germinativas. As células somaticas possuem o genoma completo. As
células germinativas possuem apenas metade do genoma e tém a funcao de reproducao.

Mutacoes e recombinagoes podem ter efeitos importantes na célula em que ocorrem,
que podem causar um defeito tao grave que a leve a morte ou podem promover alteragoes
em suas capacidades bioquimicas. Alteracées que nao resultem na morte da célula tém
o potencial de contribuir com a evolugao do genoma. Mas para que isto aconteca, estas
alteracoes devem ser herdadas quando o organismo se reproduzir. Em organismos unice-
lulares, as alteracoes no genoma sao sempre herdadas. Ja nos organismos multicelulares,
apenas os eventos que ocorrem nas células germinativas tém relevancia para a evolucao
genomica. Observe que alteragoes no genoma de células soméaticas podem afetar a satde
do organismo, por exemplo provocando um cancer.

Mutagoes nem sempre provocam efeitos perceptiveis, por exemplo: se a alteracao
ocorrer em regioes intergénicas ou se o codon modificado codifica 0 mesmo aminoacido
como apresentamos a seguir:

| AUA| GGA| ACG | CGC | CCU | UAC |
I G T R P Y

| AUA| GGA| ACC | CGC | CCG | UAC |
I G T R P Y

Outras mutagoes que normalmente nao apresentam efeitos perceptiveis sao insergoes ou
delegdes de trés (ou miltiplo de trés) nucleotideos, que alteram um ou poucos aminoacidos.
E importante observar que mesmo inserindo ou removendo apenas um aminoacido na
seqiiéncia a proteina pode perder propriedades.



16 Capitulo 2. Fundamentos

| AUA| GGA | ACG | CGC | CcCU | UAC |
I G T R P Y

| AUA| GGA | ACG | CGC | CCU | UCG | UAC |
I G T R P S Y

Outras insercoes ou remocoes podem ter como efeito a alteracao completa de porgao

da seqiiéncia de aminoacidos.

| AUA| GGA | ACG | CGA| ccU | UAC |
I G T R P Y

| AUA| GGA| ACU | GCG | ACC | UUA | C
I G T A T L

Eventos de recombinacao podem promover a troca de longas porcoes semelhantes em

cromossomos homélogos, que recebe o nome de crossing-over. Podem também transferir
segmentos de DNA de uma posi¢ao para outra.

2.6 Grafos

Um grafo G é uma tripla consistindo de um conjunto de vértices V(G), um conjunto de
arestas F/(G) e uma relagdo que associa cada aresta a dois vértices (nao necessariamente
distintos), chamados extremos [32]. Podemos desenhar um grafo representando vértices
por pontos ou circulos e as arestas sao representadas por linhas que ligam seus extremos.
Na Figura 2.9 apresentamos um grafo com vértices {a, b, c} e arestas {el, €2, €3, e4, e5}.

el

Figura 2.9: Um exemplo de grafo.

Uma aresta cujos extremos sao iguais recebe o nome de lago. Duas ou mais arestas
com o mesmo par de extremos recebem o nome de arestas multiplas. A aresta e) é
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um laco e as arestas el e e2 definem arestas multiplas no grafo da Figura 2.9. Um grafo
simples é um grafo que ndo possui lagos ou arestas multiplas. Tais grafos (simples) podem
ser especificados apenas pelo conjunto de vértices e conjunto de arestas, onde o ultimo dos
conjuntos ¢ definido como um conjunto de pares nao orientados de vértices, escrevendo
e = uv (ou e = vu) para uma aresta e com extremos v e v. Na Figura 2.10 apresentamos
dois grafos simples. Doravante, quando falarmos em grafo, estaremos falando de grafo
simples, a menos que seja especificado o contrario.

(@) (b)

Figura 2.10: Exemplo de grafos complementares.

Sejam u e v os extremos de uma aresta. Dizemos que u e v sdo adjacentes ou
vizinhos. O complemento G de um grafo G ¢é o grafo com conjunto de vértices V(G)
e wv € E(G) se e somente se uv ¢ E(G). Na Figura 2.10 (a) apresentamos um exemplo
de grafo simples e na Figura 2.10 (b) apresentamos seu complemento.

O grafo cujos vértices podem ser ordenados de tal forma que dois vértices sao adja-
centes se e somente se sao consecutivos na lista é chamado caminho. Na Figura 2.11

apresentamos um exemplo de caminho.

Figura 2.11: Exemplo de caminho com quatro vértices.

Um ciclo é um grafo com um mesmo ntimero de vértices e arestas cujos vértices podem
ser dispostos em um circulo de tal forma que dois vértices sao adjacentes se e somente
se aparecem consecutivamente ao longo do circulo. Na Figura 2.10 (a) apresentamos um
exemplo de ciclo.

Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(G), E(H) C E(G) e
a associacao dos extremos para as arestas em H é a mesma que em (. Na Figura 2.12
apresentamos um exemplo de subgrafo para o grafo apresentado na Figura 2.10 (b). Um
caminho é uma seqiiéncia de vértices tal que para cada um destes vértices ha uma aresta
para o préximo vértice na seqiiéncia. Um grafo G é conexo se cada par de vértices
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em G pertence a um caminho e desconexo, caso contrario. Os grafos apresentados nas
Figuras 2.10 e 2.11 sao grafos conexos. Ja o grafo apresentado na Figura 2.12 é desconexo.

XX

d

Figura 2.12: Exemplo de subgrafo do grafo apresentado na Figura 2.10 (b).

O grau do vértice v em um grafo G, denotado por d(v), é o numero de arestas inci-
dentes a v. A vizinhanga de v, denotada por N(v), é o conjunto dos vértices adjacentes
a v. No grafo da Figura 2.12 temos que todos os vértices possuem grau igual a dois, assim
como N(a) ={c,e}.

Os componentes de um grafo G sao seus subgrafos conexos maximais. Um compo-
nente (ou grafo) é trivial se ndo possui arestas. Um vértice que possui grau 0 é isolado.
Um vértice isolado forma um componente trivial. No grafo da Figura 2.12 temos dois
componentes. O primeiro é definido pelos vértices {a, ¢, e} e o segundo por {b, d, f}.

Note a diferenca entre maximal e maximo. No contexto deste trabalho, maximo sig-
nifica “de tamanho méaximo” e maximal significa “nao ha maior com tal propriedade”.
Todo caminho méximo é um caminho maximal, mas caminhos maximais nao sao neces-
sariamente maximos.

Um subgrafo induzido é um subgrafo obtido pela remogao de um conjunto de
vértices. Podemos falar também em subgrafo de G induzido por T, que é denotado
por G[T], significando G — T onde T = V(G) — T. Na Figura 2.13 apresentamos o
subgrafo, do grafo apresentado na Figura 2.12; induzido por T = {a, b, ¢, e}. Observe
que o vértice b define agora um componente trivial.

A ordem de um grafo G, denotado por n(G), é o nimero de vértices em G. O
tamanho de um grafo G, denotado por e(G), é o nimero de arestas em G. Note que,
para G o grafo apresentado na Figura 2.13, temos n(G) =4 ¢ e(G) = 3.

Um grafo de cordas sobrepostas é um grafo onde vértices representam cordas de
um circulo e arestas sao criadas sempre que duas cordas se cruzam. Na Figura 2.14
apresentamos um exemplo de grafo de cordas sobrepostas.
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€ C

Figura 2.13: Subgrafo, do grafo apresentado na Figura 2.12, induzido por T = {a, b, ¢, e}.

N

Figura 2.14: Exemplo de grafo de cordas sobrepostas



Capitulo 3

Comparacao de Genomas

Neste capitulo iremos apresentar os conceitos e defini¢oes que véem sendo empregados
pela grande maioria dos pesquisadores em rearranjo de genomas, assim como uma visao
geral do problema.

Uma forma de obter informagoes biologicamente importantes é comparar genomas,
buscando por genomas (ou por¢oes de genomas) jé estudados que possuem semelhangas
com o genoma em estudo ou mesmo procurando por padroes nos genomas ja estudados
ou nao.

Ha diversas formas de comparar genomas, uma delas é verificar as semelhangas nas
seqiiéncias de bases que compoem as moléculas de DNA dos genomas [27]. A seguir
¢ apresentado um exemplo onde é exposto o resultado de uma busca por semelhancas
entre as seqiiéncias TACGTTGCCAATT e TACGGCCCATT. Em tais buscas procura-se
emparelhar o maior niimero de bases e é possivel inserir espagos (-) para tentar maximizar
estes emparelhamentos.

TACGTTGCCAATT
TACG--GCCCATT

Na década de 1980 foi realizado um estudo onde os genomas mitocondriais do repolho
e do nabo foram comparados e percebeu-se que as seqiiéncias de genes destas espécies
eram muito semelhantes, porém a ordem em que estes genes aparecem na molécula de
DNA era extremamente diferente. Este e outros estudos mostraram que rearranjo de
genomas é uma forma comum de evolugao do DNA de cloroplastos, mitocondrias, virus e
bactérias [3].

Tais descobertas levaram a uma outra forma de comparar genomas, onde as seqiiéncias
conservadas de DNA sao rotuladas como blocos e passa-se a olhar o genoma como uma
lista ordenada de blocos. Na Figura 3.1 apresentamos um exemplo de genoma. Para efeito
de simplificagdo, chamaremos os blocos de genes no restante do texto. Em rearranjo de

21
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genomas, dados dois genomas, 7 (origem) e o (destino), e o conjunto das operagoes
ou eventos de rearranjo (reversao, transposicao, etc) permitidos, deseja-se descobrir o
nimero minimo de operacoes, que transformam 7 em o.

-2 N -3
+4! +6 ( +5 ) EH

» o0 o0

Figura 3.1: Abstracao de um genoma como uma seqiiéncia de genes.

Em rearranjo de genomas os genes sao rotulados 1,2,...,n e sua ordem na molécula
é representada por uma permutacao ™ = |71, T, ..., T,]. Seja o genoma
™ = [7T1,7T2, ey T, Ty T 1y v e ey T— 1, Ty Ty - e - ,7Tn]

A reversao p(i,j) aplicada sobre o genoma 7, resulta em
pT = [71—1777-27 ey Ty Ty Ty e ey T, Ty Ty - )Wn]‘

Se estiver trabalhando com genomas orientados, onde a cada gene é associado um sinal
+ ou —, a reversao, além de reverter a ordem dos genes, altera o sinal de cada um dos
genes. Os sinais simbolizam a orientacao do bloco na molécula, ou seja, se +¢ é um gene,
—1 é o seu complemento reverso. Veja a Figura 3.1.

Digamos que estamos trabalhando com rearranjo de genomas e nos restringimos a
operagoes de reversao. Sejam m = [+1, —3, =2, =5, —4,4+6] e 0 = [+1, +2, +3, +4, +5, +6]
dois genomas. A Figura 3.2 apresenta um conjunto minimo de operagoes que transforma
T em o.

n=+1-3-2-5-4+6
+14+243-5-4+6

c=4+14+24+34+4 4546

Figura 3.2: Seqiiéncia minima de operagoes que transforma 7 em o.

Dadas as permutacgoes 7 e o, uma solugao para o problema da distancia de reversao
é uma série de reversoes p1, po, ..., P, tal que p; ... pop1m = 0 e t é minimo. A distancia
de reversao entre 7 e o, denotada por d(m, o), é dada por este valor minimo de t. O
problema da ordenacao de 7 por reversoes é encontrar a distancia de reversao entre m
e a identidade [+1,+2,...,+n]. Neste caso, como ¢ é a identidade, d(7, o) serd denotado
simplesmente por d(7).
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O primeiro algoritmo polinomial para ordenagao por reversoes orientadas foi apresen-
tado por Hannenhalli e Pevzner [11]. Este algoritmo executa em tempo O(n?). Pos-
teriormente, foram desenvolvidos algoritmos com desempenho assintoticamente melhor.
Recentemente, Tannier e Sagot [29] apresentaram um algoritmo que executa em tempo
O(n+v/nlogn). Existe também um algoritmo que executa em tempo linear, que foi apre-
sentado por Bader, Moret e Yan [2]. Porém este s6 é capaz de determinar a distancia, nao
sendo capaz de determinar a seqiiéncia de reversoes. O problema da distancia de reversao
sem sinais é NP-dificil [9].

Na formulacao geral do problema sao dados dois genomas (ou partes deles), 7 (origem)
e o (destino), na forma de lista ordenada de genes e um conjunto de operagoes (trans-
posigoes, reversoes, etc) permitidas. A partir desta entrada, deseja-se encontrar o niimero
minimo de operagoes que transformam o genoma 7 no genoma o. Geralmente o ntimero
de operagoes necessarios para transformar 7 em ¢ é o mesmo que para transformar o em
7, pois a inversa de uma operagao é uma outra operacao do mesmo tipo [10].

Ao comparar dois genomas, supoe-se que ambos possuam o mesmo conjunto de genes
e nao hé genes repetidos em qualquer dos genomas. Restringe-se a eventos conservativos,
ou seja, eventos que nao alteram o conjunto de genes do genoma. Sendo assim eventos
como duplicacoes e exclusoes sao descartados.

No restante deste trabalho nos restringiremos a operacoes de reversao.

Nas Secoes 3.1 e 3.2 apresentamos as duas principais ferramentas no tratamento da
distancia de reversao — o problema que iremos tratar. Tais ferramentas sao o “Diagrama
de pontos de quebra” e o “Grafo de entrelagamento de arcos”. O conceito de obstaculo e
uma série de conceitos e definig¢oes relacionadas apresentamos na Secao 3.3.

3.1 Diagrama de pontos de quebra

Vamos primeiramente considerar o caso dos genomas nao orientados e, em seguida, mos-
traremos como as definicoes podem ser utilizadas em genomas orientados.

Antes da definicao do diagrama precisamos apresentar uma série de defini¢des e nota-
goes. Iremos denotar a relagdo |i — j| = 1 por ¢ ~ j. Definimos a extensao de uma
permutagao da seguinte forma, se 7 = [m; m ... m,] é uma permutagao, adicionamos
mo = 0 e my1 = n + 1. Dizemos que um par de elementos (m;,m;11), 0 < i < n,de 7w é
uma adjacéncia se m; ~ m;;1, e um ponto de quebra se m; » ;41 [11]. O ntmero de
pontos de quebra é denotado por b(m).

A identidade é uma permutacao onde nao ha pontos de quebra, sendo assim, a tarefa
de ordenar por reversoes pode ser vista como uma eliminagao dos pontos de quebra. Uma
reversao pode eliminar no maximo dois pontos de quebra. Diante disto podemos afirmar
que:



24 Capitulo 3. Comparacao de Genomas

b(m)

O diagrama de pontos de quebra de uma permutacao 7 é um grafo B(m) colorido
nas arestas com n + 2 vértices {mo, m1, ..., T, Tpy1} [11]. Os vértices m; e m; s@o ligados
por uma aresta preta caso (m;,7;) seja um ponto de quebra em 7 (m; » 7w e i ~ j) e
sdo ligados por uma aresta cinza, ou arco, caso (i, ) seja um ponto de quebra em 7!
(inversa de 7), que pode ser escrito também como m; ~ m; e i = j. A Figura 3.3 apresenta

um exemplo de diagrama de pontos de quebra.

0 6 2 5 1 9 8 3 4 7 10

Figura 3.3: Diagrama de pontos de quebra de uma permutacao sem sinais.

Sejam G um grafo colorido nas arestas e C' um ciclo em G. O ciclo C ¢é alternante
se as cores de cada duas arestas consecutivas sao distintas. Quando falarmos em ciclo,
no restante do texto, entenda-se ciclo alternante. Dado um ciclo C, seu tamanho [(C') é
dado pelo niimero de arestas pretas.

Considere uma decomposigao em ciclos de B(7) em um nimero maximo ¢(7) de ci-
clos alternantes disjuntos nas arestas. Para m = [0,6,2,5,1,9,8,3,4,7,10], na Figura 3.3,
temos c¢(m) = 3, ja& que B(m) pode ser decomposto nos seguintes ciclos (0, 1,5,6,0),
(6,7,10,9,1,2,6) e (2,3,8,7,4,5,2). Bafna e Pevzner [4] mostraram que uma reversao
pode alterar o parametro b(m) — ¢(m) por no méximo 1, e assim podemos dizer que:

d(m) > b(m) — c(m)

Bafna e Pevzner [4] perceberam que a definigdo de grafo de pontos de quebra pode-
ria ser facilmente estendida para o caso de genomas orientados, ou seja, quando usam-se
permutacoes com sinais. Para isso eles definiram uma transformagao que leva uma per-
mutagao com sinais 7 de ordem n, ou seja, com n elementos para uma permutacao sem
sinais 7’ de ordem 2n. Em tal transformacao, um elemento positivo +x em 7 é substituido
por 2z — 1,22 em 7’ e um elemento negativo —z em 7 é substituido por 2z,2z — 1 em «'.
O diagrama de pontos de quebra pode ser construido da mesma forma que anteriormente,
sO6 que utiliza-se a permutagao n’. A Figura 3.4 apresenta um exemplo de diagrama de
pontos de quebra de uma permutacao com sinais. O diagrama de pontos de quebra para
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permutacoes com sinais possui apenas vértices com grau 2 ou 0 e uma tnica decomposi¢ao
em ciclos. Tais fatores o tornam mais facil de ser manipulado.

Figura 3.4: Diagrama de pontos de quebra de uma permutacao com sinais.

Bergeron [5] sugere uma forma mais simples de montar o diagrama de pontos de quebra
para permutacoes com sinais. Os vértices sao obtidos pelo mesmo procedimento, o que
muda é na definicao das arestas. Junta-se com arestas pretas elementos consecutivos 7; e
T;+1, par sim, par nao, comecando do 0. Junta-se com arestas cinzas inteiros consecutivos,
par sim, par nao, comegando com (0, 1). E importante notar que os diagramas definidos
por Hannenhalli e Pevzner [11] e por Bergeron [5] possuem uma pequena diferenga. No
primeiro nao ha ciclos de tamanho um, ja no segundo, podem existir tais ciclos. Podemos
simular o efeito de uma reversao p(i,j) em 7 pela reversao p(2i — 1,2j) em 7’ [4].

Dada uma permutacao m e uma reversao p, denota-se por Ab o incremento no nimero
de pontos de quebra em 7 quando aplicada p, ou seja, Ab = b(pm) — b(w), e por Ac o
incremento no numero de ciclos em 7 quando aplicada p, ou seja, Ac = c(pm) — ¢(m).
Tem-se que A(b — ¢) = Ab— Ac > —1 [4]. Um reversao é prépria caso A(b — ¢) = —1.

Sejam os pontos de quebra (m;_1,7;) e (7, m;41). Diz-se diz que a reversao p(i, ) atua
nas arestas pretas (m;_1,m;) e (m;,mj11). Uma reversdo p(i,j) atua em um ciclo C de
B(m) caso as arestas pretas (m;_1,m;) e (m;, mj11) pertengam a C'. Um arco g é orientado
caso uma reversao atuando nas duas arestas pretas incidentes a g seja propria, e é nao
orientado caso tal reversao nao seja prépria [11]. Numa simplificacao, Bergeron [5] define
suporte de um arco como o intervalo de elementos de 7’ entre, e incluindo, os extremos.
Ela define que um arco é orientado caso contenha um ntimero impar de elementos no
suporte, e é nao orientado no caso em que é par. No exemplo da Figura 3.4 temos que
apenas (0,1), (6,7), (14,15) e (16,17) s@o arcos orientados.

Um ciclo em B(m) é orientado caso possua pelo menos um arco orientado, caso
contrario é nao orientado. No diagrama da Figura 3.4 os ciclos C'1 e ('2 sao orientados.
A partir da definicao de ciclo orientado pode-se inferir que nao existe reversao propria
atuando em ciclos nao orientados e que uma permutacao s6 possuira uma reversao propria
caso tenha um ciclo orientado.



26 Capitulo 3. Comparacao de Genomas

3.2 Grafo de entrelacamento de arcos

Sejam ¢; e go dois arcos, ¢; e g entrelacam se a intersecao dos suportes nao for vazia e
cada suporte nao esta contido no outro.

O grafo de entrelagcamento de arcos ¢ o grafo cujos vértices sao os arcos no
diagrama de pontos de quebra e cria-se aresta sempre que dois arcos entrelacam [13].
O grafo de entrelacamento de arcos referente ao diagrama apresentado na Figura 3.4 ¢
apresentado na Figura 3.5. Um vértice relativo a um arco orientado é chamado vértice
orientado (vértices pretos na figura), caso contrario é chamado vértice nao orientado
(vértices brancos na figura).

2,3)
10,11 C 4,5
( ) (18.19) 4.5)
O
(12,13)  (14,15) (8,9 (6.,7)

Figura 3.5: Grafo de entrelagamento de arcos

A orientacao é estendida para os componentes conexos do grafo de entrelacamento
de arcos, que chamaremos de componentes. Um componente é orientado caso possua
pelo menos um vértice orientado, e é nao orientado caso contrario. Note que um vértice
possui grau impar se, e somente se, for orientado.

Ao aplicar-se uma reversao induzida por um vértice (arco) orientado v, o efeito no
grafo de entrelacamento serd o complemento do subgrafo de v e os vértices adjacentes a
v. Além disso, cada vértice adjacente a v terd sua orientagao alterada [13]. A Figura 3.6
apresenta o grafo de entrelacamento de arcos ao ser aplicada a reversao induzida pelo
vértice orientado (16,17). A Figura 3.7 apresenta o resultado, da aplicacdo da reversao,
sobre o diagrama de pontos de quebra.

Uma reversao é segura se, quando aplicada, nao cria novos componentes nao orien-
tados, exceto para vértices isolados. Hannenhalli e Pevzner [11] mostram que qualquer
seqiiéncia de reversoes orientadas e seguras é 6tima, ou seja, diminui a distancia de uma
unidade.

A dificuldade em ordenar componentes orientados recai sobre o problema de encontrar
reversoes seguras. Bergeron [5] resolve este problema através de uma pontuagao. Ela
define a pontuagao p(v) de uma reversao orientada correspondente a um vértice orientado
v conforme exposto na Equacao 3.1. Na equacao, T denota o nimero total de vértices
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(16,17) O ® 00

2.3
(10,11) (18,19) C (2) 4,5)

(12,13)  (14,15) 8.,9) 6,7)

Figura 3.6: Grafo de entrelagamento de arcos depois de aplicada a reversao.

Figura 3.7: Diagrama de pontos quebra apds a aplicagao da reversao induzida pelo arco
(16,17).

orientados no grafo de entrelacamento, U denota o ntimero de vértices nao orientados
adjacentes a v e O denota o numero de vértices orientados adjacentes a v. Bergeron
mostra que uma reversao orientada de pontuagao méaxima é segura.

p(v)=T+U—-0-1 (3.1)

3.3 Obstaculos

Seja m;,, T, . .., T, amaior subseqiiéncia da permutagao estendida 0, 7y, ..., m,, n+1 tal
que cada 7, com 1 < j < k, é um elemento incidente a um arco pertencente a um dos

componentes nao orientados do grafo de entrelagamento. Ordene 7, ,m;,,...,T;, em um

k
ciclo CR tal que 7;; segue m;_, para 2 < j < k e m; segue m;. Seja M um componente
nao orientado no grafo de entrelagamento. Seja E(M) C {m;,m,,..., T} 0 conjunto
dos terminais dos arcos em M. Dizemos que M é um obstaculo se os elementos de
E(M) ocorrem consecutivamente em CR [13]. Em nosso exemplo da Figura 3.4 nao ha
componentes nao orientados e, assim, nao ha obstaculos.

Uma reversao qualquer p que atua em um ciclo de um obstaculo K, elimina o obstaculo
K, porém, eventualmente cria outros obsticulos [11]. O procedimento de aplicar tal

reversao é uma operacao que recebe o nome de corte de obstaculo. Um obstaculo que,
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quando cortado, decrementa o niimero de obstaculos ¢ um obstaculo simples. Quando
um obstdculo nao é simples ele é um super obstaculo [5]. Um corte de um obstaculo
simples é uma reversao segura [11].

Sejam 7 uma permutacao e p uma reversao que atua em arestas pretas de dois
obstaculos distintos, digamos L e M, em 7. A reversao p elimina os obstaculos L e
M em pr [11]. Tal procedimento define uma operagao chamada jungao de obstaculos.
A operacao de juncao de obstaculos pode ser utilizada na busca por reversoes seguras na
auséncia de componentes orientados e obstaculos simples.

Hannenhalli e Pevzner [11] mostram que, se h(m) = 2, existe uma reversao segura que
realiza a jungdo dos dois obstaculos em 7. Mostram também que, se h(mw) = 1, existe
uma reversao segura que corta o inico obstdculo em 7. Ainda mostram que, se h(m) > 3,
existe uma reversao segura que realiza a juncao de dois obstaculos em 7.

Uma permutacao 7 ¢ uma fortaleza se possuir um numero impar de obstaculos e
todos estes sao super obstaculos.

Em linhas gerais, Hannenhalli e Pevzner [11] mostram que:

e Caso 7 contenha apenas componentes orientados, d(m) = b(7) — ¢(m).

e Caso 7 contenha obstaculos e nao seja uma fortaleza, serd necessaria a aplicacao de
uma reversao a mais para cada obstaculo e assim d(7) = b(w) — ¢(m) + h(m).

e Caso 7 seja uma fortaleza, serd necessaria uma reversao para “destruir” a fortaleza
e h(m) reversoes para eliminar os obstaculos, assim d(7) = b(w) — ¢(m) + h(w) + 1.



Capitulo 4

Grupos de Permutacao

Neste capitulo iremos apresentar os conceitos e defini¢oes relativas a permutacoes. Per-
mutacoes sao fungoes, com determinadas restricoes, que sao a base para a construcao do
formalismo algébrico para solucao de problemas em rearranjo de genomas, inicialmente de-
finido por Meidanis e Dias [17], que neste trabalho é estendido objetivando a apresentacao
de uma solugao formal (algébrica) para o problema da distancia de reversao.

Para maiores informacoes sobre fungoes e permutacoes veja as obras sobre algebra na
lista de referéncias [12, 16, 19].

Na Secao 4.1 sao apresentados os conceitos e defini¢oes relativas a fungao. Os conceitos
e defini¢oes classicas de permutagao, assim como novas operacoes, que serao uteis no
formalismo algébrico, sao apresentadas na Secao 4.2.

4.1 Funcao

Sejam X e Y dois conjuntos. Uma funcao f de X em Y, denotada por f : X — Y,
relaciona cada elemento x € X a um unico elemento y = f(z) tal que y € Y. Em outras
palavras, f é uma relacao bindria entre os dois conjuntos tal que:

1. f é univoca: se y = f(z) e z = f(z), entdo y = z.
2. f é total: para todo z € X, existe um y € Y tal que y = f(z).

Sejam os conjuntos X = {1,2,3} e Y ={a, b, ¢, d, e}. A Figura 4.1 apresenta a fungao
f:X — Y que mapeia 1 em a, 2 em ¢ e 3 em d. Tal funcao pode ser explicitamente
definida pela seguinte expressao:

a, se =1
flz)=<% ¢ se z=2
d, se x =3.

29
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Figura 4.1: Funcao injetora f : X — Y.

Ao conceito de funcao estao associados trés conjuntos especiais chamados dominio,
contradominio e imagem. O dominio (D) contém todos os elementos para os quais a
fungao deve ser definida. O contradominio (CD) contém os elementos que podem ser
relacionados a elementos do dominio. J4 o conjunto imagem (/) refere-se aos valores que
efetivamente f(x) assume e assim I C CD. Na fungao apresentada na Figura 4.1 temos
os seguintes conjuntos D = {1,2,3}, CD ={a,b,c,d,e} e I = {a,c,d}.

Uma funcao é chamada sobrejetora se todos os elementos do contradominio estao
associados a algum elemento do dominio ou, em outras palavras, I = C'D. Uma funcao
¢é chamada injetora se cada elemento do contradominio estd associado a no maximo um
elemento do dominio. Sejam X e Y conjuntos, ;1 € X, 2 € X e f : X — Y uma funcao.
Se f é um funcdo injetora e x; # 2 entdo f(z;) # f(22). Uma funcdo é bijetora se
é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Denotamos por S(F) o conjunto de todas as
fungoes bijetoras sobre o conjunto £. A Figura 4.1 ilustra um exemplo de func¢ao injetora,
uma funcao sobrejetora é apresentada na Figura 4.2 e a Figura 4.3 nos mostra uma fungao
bijetora.

Figura 4.2: Fungao sobrejetora f : X +— Y.
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Figura 4.3: Funcao bijetora f : X — Y.

4.2 Permutacao

Uma permutacao « sobre um conjunto base £ é uma funcao bijetora o : £ — E. Seja
o conjunto base £ = {z,, z,,...,%,} e uma permutacao «. Representamos a permutagao
a da seguinte maneira:

< Ty Ty . Ty )
alr,) alx,) ... alz,) )

Seja o uma permutacao. Utilizaremos E(a) para denotar o conjunto base de .

Para que as permutagoes sejam qualificadas como grupo, além do conjunto base E, é
necessaria a definicdo de uma operagao bindria de S(F) x S(F) em S(FE). Tal operacao
deve satisfazer os seguintes axiomas: associatividade, existéncia de elemento identidade e
existéncia de elemento inverso para todos os elementos.

A operacao binaria definida em permutacoes é chamada composicao ou produto.
Para calcular um produto entre as permutagoes « e (3, denotado por a3, aplica-se sucessi-
vamente as funcoes da direita para esquerda, ou seja, para ¢ € F tem-se que no produto
ele ¢ mapeado em a(3(z)). O produto aa pode ser denotado também por o, assim como
aoa = o e assim sucessivamente.

Seja o uma permutacgao. Diz-se que z é fixo em a se a(z) = z. A identidade,
denotada por 1, é a permutagao onde todo x € F ¢ fixo. Para qualquer permutacao «,
temos al = a = la. A permutacao identidade é dada por

Ty Ty .. Ty
Ty Ty .. Tw )

Dada uma permutacao «, seu inverso o' é dado por

(a(m alz,) ... oz(:cw))‘

Ty, T, ... Ty



32 Capitulo 4. Grupos de Permutacao

Para qualquer permutacao a, temos aa™! =1 = a la.

Lema 1. Seja o uma permutacio. Se o = 1 entdo o = a*.

1

Demonstracao. Sabe-se que aa™! = 1. Como a? = 1 entdo:

aa =1
ot =q
al=a

]

Sejam o conjunto base F, a permutagao « e o elemento z € E. A aplicagao sucessiva
de a: z, a(z), a(a(z)), ala(a(x))), ..., define um conjunto finito ao qual chamaremos
de o6rbita de z. Uma permutagao da origem a uma ou mais érbitas e o nimero de 6rbitas
de uma permutagao « é denotado por orb(a). Uma permutacao que possui exatamente
uma Orbita de cardinalidade maior ou igual a 2 recebe o nome de ciclo. Se o tamanho
desta orbita for r, dizemos que é um r-ciclo.

Uma outra forma de se representar uma permutacao é através de ciclos como apresen-
tado a seguir

a=(bdacc)fg)=(dacecd)gf)=(acecddg)

significando que b é mapeado em d, d em a, a em e, e em ¢, cem b, f em g e g em
f. Para qualquer elemento z € E e z ¢ {a,b,c,d,e,f, g} tem-se a(z) = z. Tais ciclos
correspondem a orbitas da permutagao. Nesta representagao, ciclos de tamanho 1 nao
sao escritos, sendo assim, E = {a,b,c,d, e, f, g} é o conjunto base minimo para «. Caso
E={a,b,c,d, e, f,g} para a, tem-se orb(a) = 2 e 6rbitas {a, b, c,d, e} e {f, g}

Note que as permutacoes possuem um carater circular e uma mesma permutagao pode
ser escrita de diferentes maneiras, assim como exibido no exemplo anterior. Para obter o
inverso, nesta representacao, basta inverter a ordem dos ciclos e a ordem dos elementos
dentro de cada ciclo. No exemplo anterior temos que a! = (g f)(c e a d b).

Para exemplificar o produto, considere a seguinte situagao. Dadas as permutacoes
a=(beca)ef=(ecbad),oproduto af é:

af=(beca)ecbad)=(adce)b)=(adce)

Observe que para o elemento a tem-se que (3(a) = d e a(d) = d, entdo no produto
aff temos que a é levado em d, o que indicaremos por a +— d. Para d, temos (3(d) = e e
ale) = ¢, entdo d +— c. Para ¢, temos 3(¢) = b e a(b) = e, entdo ¢ — e. Para e, temos
B(e) = cea(c) = a,entdo e — a e o ciclo é fechado. Para b, temos §(b) = a e a(a) = b,
entao b — b. Lembramos que ciclos de tamanho 1 nao sao escritos.
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Dada uma permutagado «, seu suporte, denotado por Supp(a), é o conjunto dos
elementos nao fixos na permutacao, conforme apresentado na Equacao 4.1.

Supp(c) = {a € E | a(x) # 2} (4.1)

Se « ¢ escrita como oy ...y, onde o e aj, com 1 < 1 < kel < j <k, sao
ciclos e Supp(c;) N Supp(a;) = O para i # j, diz-se que a permutacdo estd em sua
decomposicao em ciclos disjuntos. Toda permutagao possui uma tinica decomposi¢ao
em ciclos disjuntos, a menos da ordem dos ciclos.

4.2.1 Ciclos curtos

Seja o = (z y) um 2-ciclo. Ao realizar o produto de o por uma permutacao 3 qualquer
tem-se que se x e y estao em um mesmo ciclo de 3, entao este ciclo serd quebrado em
dois na permutacao af3. Caso z e y estejam em ciclos distintos de [, entao os dois
ciclos serao fundidos em «af3. Comportamento semelhante é apresentado para fa. Tais
situagdes podem ser evidenciadas nos produtos que seguem para a = (a b), 5= (a b ¢ d)

ey =(ac)(bd).

aff = (a)(b ¢ d)
fa=(a c d)(b)
ay=(acbd)
ya=(a dbc)

4.2.2 Novas operacoes

Como ferramental para o formalismo para rearranjo de genomas, Meidanis e Dias [17]
ainda definem outras operagoes e conceitos tais como conjugacgao, norma e divisibilidade,
0s quais sao descritos a seguir.

Conjugacao

A conjugacao de 3 por «, denotada por a e 3, é o produto afa~!. A conjugacao
é uma operacao que renomeia os elementos do suporte de 3. Dada uma permutacao
B = (b by ... b,), a conjugacao « e (3 resulta em (a(by) a(by) ... «a(b,)). Se § é um
produto de ciclos, a afeta cada ciclo desta mesma forma. Se § = (b; by b3)(by bs) entdo

ae B = (alb) albs) a(by))(a(bs) albs)).

Norma e Divisibilidade

Permutagoes podem ser escritas como produto de 2-ciclos. Por exemplo:
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a=(abcd)efg)=(ad)bc)cd)ef)fg)

A norma de uma permutagao «, denotada por ||«||, é o menor nimero k, tal que é
possivel escrever v como um produto de k£ 2-ciclos. No exemplo anterior é apresentada
uma das formas de se obter o menor produto de k 2-ciclos para a. Uma outra forma de
se obter a norma ¢é apresentada na Equacao 4.2.

| = [E] = orb(a) (4.2)

Lema 2. Para quaisquer que sejam « e 3 permutagoes, tem-se:

I la) =0 a=1
2. a7t = |l

5. |8 eall =|laf

4. el < flafl + 18]
5. |aBll = B

6. orb(af) = orb(Ba)

Demonstracao. Seguem as demonstragoes abaixo:

1. = o produto de zero 2-ciclos ¢é a identidade.
< [|1]| = 0.

'=ag...0;. Sendo

2. Sea=aqy...a, com cada a; um 2-cicloe 1 < 7 < k, entao a~
assim, para cada decomposicao de ||«|| em 2-ciclos nés temos uma decomposicao de
™| com o mesmo nimero de ciclos. Isto prova que ||[a™!|| < ||«||. Por simetria

concluimos que |la|| < [[a™!|| e entao [|a|| = |ja™!].

3. Seja o =« ...qg, para o; com 1 <4 < k um 2-ciclo. Seque que:

Bea=(Bear)(feay)...(Bea)

com cada fea; um 2-ciclo. Isto permite-nos concluir que |3 @ a|| < ||a||. Como isto
é valido para todo « e 3, temos |3~ e (e )| < |3 eal ou, equivalentemente,
lafl < 16 e afl
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4. Seja
lo| =k a=a1...a4

1Bl =1 B=7p1...0

para a;, com 1 <4 < k, assim como [3;, com 1 < j <[, 2-ciclos. Segue que:
af=ay...opfr... 0= |abl <k +1
e entao [laf| < [l + [|3]].

5. De acordo com o item 3 podemos dizer que:

lagll =[5 e (af)|
|BaBB~1|
= [Bal

6. Pela Equagao 4.2 podemos afirmar que ||af|| = |E(af)| — orb(af) e que ||Ba| =
|E(Ba)|— orb(Ba). Observe que |E(af)| = |E(fa)|. Pelo Item 5 temos que ||af| =

|Ba|| e assim temos:

el = [|Ge
|E(af)| = orb(af) = |E(Ba)| — orb(fa)
orb(af) = orb(fa)

]

Sejam as permutagoes « e 3. Diz-se que a divide 3, denotado por « | 5, quando
1Ba=t|| = |I18]| = lla]]. O conceito de divisibilidade em permutagoes tem uma finali-
dade semelhante a encontrada no contexto dos nimeros inteiros. Quando este conceito
é empregado deseja-se descobrir se algo compoe o todo. Por exemplo, se a = (a ¢ e) e
B=(abcde)tem-se que « | 3. Note que a, ¢ e e aparecem em um mesmo ciclo de 3
e que aparecem na mesma ordem.

Seja o uma permutagao. Formalmente, um ciclo em « é uma permutagao 3 tal que
orb(8) =1, f | @ e nao existe um 7y # (§ tal que orb(y) =1, 8 |vey | a.

Lema 3. Para quaisquer que sejam o, (3, v permutagoes, tem-se:
1. 1| « para todo «
2. a | a para todo a

. alfefly=aly
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joa|feat|p!
5. a|f & yea|ye [ para todo o, ey
6. a|fefla=a=p

Demonstracao. Seguem as demonstracoes abaixo:

1. Para afirmar que 1 | o precisamos ter ||al7!|| = ||a|| — ||1]|. Observe que ||al7!|| =
led]f = llel e que flafl = 11| = flaf] = 0 = {l].

2. Para que « | « precisamos ter ||aa™!|| = ||a||—]|a||. Observe que ||aa™!|] = ||1|| =0
e que [laf| = flaf} =0

3. Como a | 8 e 3 | v podemos afirmar que [Ba™|| = [8] — [laf| e [[v57"] =

7]l = IIBIl. Com alguma &lgebra podemos afirmar que [|Ba™ || + [|[v87| = ||v]| —
|||, assim como, de acordo com as propriedades da norma, podemos afirmar que
A 60| < 96 + Ba~] ¢ conseqiientemente [[ya~"| < |l - flall. Pelas
propriedades da norma é possivel também afirmar que

Iy~ ol < lya=| + [l
17l < lva I + [lell
VI = llell < flya™ |

Finalmente, como ||ya™Y| < ||v]| = [l e ||[ya™|| > ||| = ll@/l, concluimos que

lva™|| = |7l — |l]| e conseqiientemente a | 7.

4. = Se « | B entao

1B~ = (18] — Nl
1(Ba=)) = = 1B~ = [la "l
las=Hl = 1187 = lla™]]

187 all = 1187 = lla™]
e, assim, a~ ! | 71,

< Se a™!| 7! entao

18~ el = 1187 = lla™]
1B~ )= =118l =l

la=" 3l 18I =l

1B~ = 1181l =l

e, assim, a | .
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5. = Se a | B entao

1Bt = 1IB] — [l
lve (Ba=HIl = llyesl—lyeal
[(veB)(voa )l = [lveBll—Iveal
[(veB)(voa)H] = [lveBll—Iveal
e, assim, ye« | ye[.
< Seyea | ye [ entdo
[(veB)(voa)H| = [lveBll—Iveal
78y tva= 7 = {I1BI = (e
lve (BaH)l = 18] — [l
1B = 1IB] — [l
e, assim, a | 3.
6. Como a | B¢ 3| a podemos afirmar que [|fa™"|| = [|B]—[[e e [las~H] = [[ef - [|B]-
Observe que [[Ba™!|| = [[(Ba™) 7| = [[af7}| e desta forma [|8]| — [|al| = ||| — || 3]
que resulta em [laf| = ||3]|. Note que, sendo [laf| = [|B] e [|[Ba™"|| = [|B]] — [la],

1

temos ||Ba™!|| = 0, ou seja, Sa~! = 1. Finalmente, a ultima observagao nos leva a

concluir que o = .

]

Lema 4. Sejam « e [ permutacoes. A expressio o | [ € verdadeira se e somente se

(Beoa)|pB.

Demonstragao. Temos que o | B < v e a | v e [3, para quaisquer «, 3 e 7. Desta forma,
sey=[entdoa| < feal 3 pois e[ =](. ]

Maximo divisor comum

Definimos ainda o maximo divisor comum entre duas permutacoes.

Sejam « e # permutacgoes. O maximo divisor comum de « e (3, denotado por aA 3,
é uma permutagao de maior norma que divide o e 3. Por exemplo, caso a = (a b ¢ d e)
ef=(acf)entaoaNf=(ac).

Observe que pode existir mais que um maximo divisor comum para um dado par de
permutagoes « e 3. Por exemplo, se « = (a b ¢) e = (a ¢ b) entdao a A 3 pode assumir

(a b), (a c)ou (b c).



Capitulo 5

Um formalismo algébrico para
rearranjo de genomas

Neste capitulo iremos apresentar o formalismo algébrico definido por Meidanis e Dias [17]
para solucao de problemas na area de rearranjo de genomas. Utilizaremos tal forma-
lismo em nossa solucao para o problema da distancia de reversao que apresentamos no
Capitulo 6.

Na Segao 5.1 é introduzido o formalismo com a definicao do conjunto-base, gene e
a permutagao I', que mapeia cada elemento em seu oposto. O conceito de genoma e
correlatos na ética do formalismo é apresentado na Secao 5.2. Na Secao 5.3 é apresentado
o conceito de operacao em genoma, assim como a definicao de reversao. A defini¢ao de
distancia de reversao e uma série de definigoes relacionadas sao apresentadas na Segao 5.4.
Finalmente, na Secao 5.5 apresentamos como realizar o mapeamento de um genoma linear
para um circular e vice-versa. Uma vez que o formalismo ¢é aplicavel diretamente apenas a
genomas circulares, tal mapeamento permite que genomas lineares sejam também tratados
pelo formalismo.

5.1 Genes e complementaridade

Doravante denotaremos a aplicacao de permutagoes em elementos sem a utilizacao de
parénteses, escrevendo simplesmente aa em lugar de a(a). Como elementos sdo sem-
pre representados por letras latinas e permutagoes por letras gregas, nao devera haver
confusao.

Introduzimos o formalismo com a definicao de um conjunto, o qual chamamos de
conjunto-base, E, = {+e1, —e1,+e2, —€2,...,+¢€,, —e,} onde n é o nimero de genes.
Cada elemento +e¢;, onde 1 < ¢ < n, representa um gene, e seu oposto —e; simboliza seu
complemento reverso, ou seja, a seqiiéncia que se encontra na mesma localizacao porém

39
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na fita oposta da molécula de DNA. Define-se I' como uma permutagao que mapeia cada
elemento em seu oposto. A permutagao I' pode ser escrita como:

I'= <+€1 —61)(+62 —62) C (+6n —€n).
A permutacao I' possui as seguintes propriedades:

1. T'a # a para todo a € E,
2. 2 =1

3. 7t=T

5.2 Genomas circulares

Dizemos que uma permutacao «, com conjunto-base contido no conjunto-base de I', é
admissivel caso a tinica permutacao que divida « e I' a0 mesmo tempo seja a identidade.
Uma permutacao 7 é um genoma caso seja admissivel e satisfaca a igualdade 77! = Te7.
Cada ciclo de um genoma recebe o nome de fita.

Seja' = (+a —a)(+b —=b)(+c —c)(+d —d)(+e —e). A permutacdo o = (+a —c +e)
é admissivel sob T', # = (+¢ —a —d +b —e)(+e —b +d +a —c) é um genoma sob I" e
m = (+c —a —d +b —e) e = (+e —b +d +a —c) sao fitas de 7.

Seja m um genoma e 7; uma fita de 7. A permutacdo I' @ 7y ' define a fita com-
plementar de 7. Um par de fitas complementares de um genoma recebe o nome de
cromossomo. Um genoma é composto por cromossomos possuindo conjuntos-bases dis-
juntos.

Lema 5. A igualdade T'n=' = 71" € vdlida para qualquer que seja o genoma 7 definido
sob I

Demonstracao. Pela definicao de genoma temos que 7~ = I" @ 7. Segue que:
I'r! = T(Ten)

I'Talr—t
= 7l

]

Diz-se que dois genomas sao compativeis caso seus conjuntos-bases sejam iguais e
sejam definidos sob uma mesma I'.
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Lema 6. Seja m um genoma definido sob I' e a uma permutacdo tal que o® = 1. A
expressio o | w € verdadeira se e somente se (I'e ) | 7.

Demonstragdo. = Se a | m entao ||[ra™t|| = ||« — ||a]| ou ainda, como o? = 1, ||ra| =
|7|| — l|a]|. Por outro lado ||| — ||T" @ || = ||7|| — ||| Agora observe que:
[rTea) )| = |lw(Cal=)~"|
— |lTa T

[T ta T Y|
[T e (7 )|

= [[(am)~!|
= |lox|
[l
Segue que [[7(I"® )| = [|x|| — [la|| = [[x]| — |IT" ® | e assim (I'e ) | 7.
< Se(Teqa)|mea*=1 entio:
Im(T" e )| = [[[| = [T o o]
lm(Tal =)~ = [Ix]| = llof
[7Ta= ' T = [zl = [l
[Ta=ta™ T7H| = |7l — [|o]
T e (7~ ™) = [I=]| — l|all
[(am)=H| = [l = e
la]| = [|r[} = {|ev]
[redl| = 7]l = lla]
lma=H| = llm]| — [l

Finalmente « | 7.

5.3 Operacoes

Uma operacgao ¢ uma permutacao 6 que, quando aplicada a um genoma m, gera o genoma
6.

Uma reversao de u a v é uma operacao que inverte a ordem e a orientacao dos
elementos delimitados pelo caminho de u a v (excluindo w e incluindo v), realizando
uma operacao equivalente na fita complementar para manter a validade do genoma. A
férmula p(u, v,7) = (u I'mv)(v I'mu) define a operacao de reversao de u a v no genoma
7 quando u e v pertecem a uma mesma 6rbita de m. Observe que p(u, v, 7) = p(v, u, )
= p(Tru,Trv, ) = p(T'mv, Dru, 7).

Seja m é um genoma e p é uma reversao em 7. Podemos afirmar que:
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o [moll = [l=ll

e Se p = p(u,v,m) é uma reversdo em 7 entdo (u v) | 7 e (u v) { wp, pois v muda de
fita em relacao a u

5.4 Distancia de Reversao

O problema da distancia de reversao consiste em encontrar o nimero minimo de
reversoes que transformam um genoma em outro. Este nimero é a distancia de reversao
d.(m, o) entre os genomas 7 e 0. Em outras palavras, nés queremos encontrar a seqiiéncia
de reversoes py ps ... pg, tal que:

O =TP1P2 - Pk—1Pk

onde cada p;, para 1 < i < £, é uma reversao, p;11, para 1 < j < k, ¢ uma reversao no
genoma mpips . .. pj—1p; € k ¢ minimo.

O conceito de genoma esta intrinsecamente ligado a permutacao I' e para que seja
possivel determinar a distancia de reversao entre dois genomas é necessério que estes sejam
compativeis. A partir deste momento definiremos um problema pela tripla (7, 0, "), onde
7 é o genoma de origem, ¢ é o genoma de destino e ambos estao definidos sob I'. Um
problema é monocromossomal se 7 e ¢ sa0 compostos por apenas um Cromossomo e €
multicromossomal caso contrario.

As permutacoes 7, o e I' de um dado problema possuem conjuntos-bases iguais. Sendo
assim, podemos nos referir a um conjunto-base de um problema, o qual serd o conjunto-
base de qualquer de suas permutagdes. Utilizaremos F(P) para denotar o conjunto-base
de um problema P e n(P) para denotar o nimero de genes. Observe que n(P) = |E(P)|/2.

Podemos, alternativamente, utilizar d,.(P) para nos referir a distancia de reversao de
um dado problema P. Note que, como desejamos transformar 7 em o, as reversoes sempre
serao aplicadas a 7. Sendo assim, podemos falar em aplicar uma reversao a um problema
quando, na verdade, quisermos falar em aplicar a reversao ao genoma 7 do problema.
Utilizaremos Pp para denotar a aplicacao de uma reversao p a um problema P.

Lema 7. Seja P = (w,0,T') um problema. Sé € possivel determinar a distancia de
reversao d.(P) caso para cada cromossomo em m exista um cromossomo em o com o
mesmo conjunto-base.

Demonstracao. Note que por definicao uma reversao, quando aplicada, nao altera o
conjunto-base dos cromossomos de um genoma.

Digamos que pelo menos um dos cromossomos de 7 nao possui um cromossomo em o
que possui 0 mesmo conjunto-base. Como a unica operacao de que dispomos é a reversao
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e esta nao possui a propriedade de alterar o conjunto-base dos cromossomos entao nunca
conseguiremos fazer m = o¢. Tal fato nos leva a concluir que para que seja possivel
determinar a distancia de reversao de P é necessario que para cada cromossomo em
exista um cromossomo correspondente (mesmo conjunto-base) em o. [l

Seja P = (m,0,I') um problema. Dizemos que P é reversivel caso para cada cro-
mossomo em 7 exista um cromossomo correspondente (mesmo conjunto-base) em o e
vice-versa. A partir deste momento todas as vezes que falarmos em problemas estaremos
nos referindo a problemas reversiveis.

Teorema 1 (Particionamento de problema). Seja P = (m,0,1") um problema (reversivel),
tal que m = mmy... My, 0 = 0109...0,, I' = I'1[y...1, ey, I's, ..., I',, possuam
conjuntos-bases disjuntos. Se, para cada 1 < i < n, m; e 0; saGo genomas compativeis sob a
permutagao T'; entdo o problema P pode ser particionado nos problemas Py = (m1,01,1'1),
Py = (m9,09,19), ..., P, = (mp,04, 1) de forma que d.(P) = d.(Py) + d.(Py) + ...+

Demonstracao. Observe que reversoes nao alteram o conjunto-base dos cromossomos de
um genoma. Cada cromossomo possui um conjunto-base disjunto do restante e cada
Cromossomo em 7 possui um cromossomo correspondente em o. Sendo assim, podemos
dizer que para cada cromossomo de 7 existe um conjunto de reversoes que, quando apli-
cadas em uma determinada seqiiéncia, torna este cromossomo igual ao seu cromossomo
correspondente em o.

As permutacoes 7y, 7o, ..., T, sa0 genomas disjuntos cujo produto w7y ..., resulta
no genoma 7, ou em outra palavras, my, m, ..., 7, contém, cada um, um subconjunto dos
cromossomos de w. As permutacoes oy, 09, ..., 0, s@0 genomas disjuntos cujo produto
0105 ...0, resulta no genoma o, ou em outra palavras, oy, 03, ..., 0, contém, cada um,
um subconjunto dos cromossomos de o.

Seja m; compativel com o;, para 1 < ¢ < n. Como ja sabemos que m; e o; sao
compostos por subconjuntos de cromossomos de m e o respectivamente, entao o custo
d.(m;,0;) para ordenar m; em relacao a o; (fazer com que m; = o;) é igual ao custo de
tornar os cromossomos de 7 que também pertencem a 7; iguais aos seus cromossomos
correspondentes em o. O

O carater circular das permutagoes implica em uma modelagem direta, através do
formalismo, para genomas circulares. Porém, na natureza, sao encontrados genomas
circulares e lineares. Na Secao 5.5 serao comentadas as adaptacoes necessarias para o
caso de genomas lineares.
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5.5 Genomas Lineares

Quando o genoma ¢é circular o formalismo algébrico aqui definido pode ser aplicado direta-
mente. Porém, quando o genoma em questao ¢ linear, é necessario fazer um mapeamento
para o circular e quando obtidos os resultados realizar um mapeamento de volta ao linear.

O mapeamento linear +— circular consiste na adi¢ao de um pseudo-gene +p;, para cada
1 entre 1 e k, onde k£ é o nimero de cromossomos do genoma, para unir as extremidades
de cada par de fitas do genoma linear. Para realizar o mapeamento circular — linear,
basta remover os pseudo-genes. A Figura 5.1 ilustra o mapeamento linear — circular.
Maiores informagoes podem ser encontradas nas referéncias [18, 30].

+5

A .3 1

R 4
+3 - 2 |:>
1

5 ¥ +4

3 A/_\ -2 4

+p
+2

Figura 5.1: Mapeamento linear — circular.

O genoma da Figura 5.1 é modelado em nosso formalismo algébrico pela seguinte
permutacao

(+3 +5 =1 =4 +2 +p)(—p —2 +4 +1 =5 =3).



Capitulo 6

Uma solucao algébrica para o
problema da Distancia de Reversao

Neste capitulo apresentamos uma solucao formal para o problema da distancia de reversao.
Em tal solu¢ao empregamos um formalismo algébrico definido por Meidanis e Dias [17],
que descrevemos no Capitulo 5.

Na Secao 6.1 apresentamos o quociente de um problema, que, como veremos, é im-
portante na definicao da distancia de reversao. Duas das ferramentas que utilizaremos
na solucao do problema serao definidas nas Secoes 6.2 e 6.3. Na primeira apresentamos o
diagrama de pontos de quebra e na segunda apresentamos o grafo de entrelacamento de
arcos. Os conceitos de componentes, obstaculos e fortalezas sao definidos na Segao 6.4.
Finalmente, na Secao 6.5 apresentamos o algoritmo para solucao da distancia de reversao
assim como uma demonstracao formal de sua corretude.

6.1 Quociente

Seja P = (m,0,T') um problema. O quociente de P, definido pelo produto 7~'o, fornece
uma permutacao onde para cada ciclo «, da sua decomposicao em ciclos disjuntos, temos
um ciclo companheiro de «, dado por (I'r) e ™!, em 7 'o. Em um quociente cada par
de ciclos companheiros pode ser visto como uma unidade e a partir deste momento este
binomio serd chamado de par de ciclos. O ntimero de pares de ciclos (companheiros)
em 7 'o ¢ denotado por ¢(P). Por exemplo, seja o problema P; = (71, 01,T'1), onde

m = (+0 +7 +1 =5 =3 —4 =2 +6 +8 +10 +9 +11 +14 +13 +12)
(-12 =13 =14 =11 =9 —10 —8 —6 +2 +4 +3 +5 —1 —7 —0),
o1 = (+0 +1 +2 +3 +4 45 +6 +7 +8 49 +10 +11 +12 +13 +14)
(-14 =13 =12 —11 —10 -9 =8 =7 —6 =5 —4 =3 =2 —1 —0) e

45
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'y = (+0 —0) (+1 —1) (+2 =2) (+3 —=3) (+4 —4) (+5 =5) (+6 —6) (+7 —7) (+8 —8)
(+9 —9) (+10 —10) (+11 —11) (+12 —12) (+13 —13) (+14 —14).

Segue que:

7 top = (=13 —0) (=8 —1 —=7) (=2 +5) (+2 +4 +3) (+1 —6) (=11 —9 —10)
(=12 —14) (+14 +12) (+11 +13) (+8 +10 +9) (+0 +7 +6) (=5 —3 —4).

e, assim, temos ¢(P;) = 6. O ntimero de pares de ciclos (companheiros) de um problema
P = (m,0,T") pode ser obtido através da Equagao 6.1.
b(r~lo)  |E(P) - |lx!
POl W B i d 6

Note que, como n(P) = |E(P)|/2, a Equagao 6.1 pode ser escrita também como:

lxo]l _
2

Seja o um par de ciclos. O tamanho do par de ciclos & = ajaq, denotado por [(«),

n(P) — ¢(P)

é |Supp(a)|/2. Se l(a) = 0 dizemos que o é um par de ciclos trivial.

Observe que nosso objetivo é fazer com que m = o e assim, pelas propriedades de
permutagoes, podemos dizer que nosso objetivo é obter um problema onde o quociente
7~ 1o seja a identidade, ou ainda, onde hd apenas pares de ciclos triviais.

O lema apresentado a seguir mostra o que pode ocorrer com o ntmero de orbitas do
quociente do problema quando aplicamos uma reversao.

Lema 8. Seja P = (w,0,T') um problema. Se p é uma reversao em 7, entio orb(pr o) =
orb(m~'o) + z, onde z € {—2,0,+2}.

Demonstracao. Seja p = p(u, v, 7) = (v I'mv)(v I'mru). Faremos uma andlise em trés casos

da aplicacao da reversao p sob o quociente 7~ 1o.

1. v e v estao no mesmo ciclo de 7 !o: Seja a; o ciclo ao qual u e v pertencem, e
ay o ciclo companheiro de ;. Como {u,v} C Supp(ay), entdo {I'ru,I'mrv} C
Supp(az). No produto (v I'ru)7 o os ciclos a; e az sdo unidos num tnico ciclo v,
e no produto pm~lo, o ciclo v é novamente separado em dois ciclos. Desta forma
temos que orb(pr—lo) = orb(r o).

2. u e v estao em ciclos distintos porém companheiros de 77 1o: Sejam «a; e

1

ciclos companheiros em 7 'o. Se u € Supp(ay) e v € Supp(as), entdo podemos

afirmar que I'rv € Supp(ay) e T'mu € Supp(ay). A reversdo p(u, v, ) é composta
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por duas orbitas A = {u,I'nrv} e B = {v,I'ru}. De acordo com o que observa-
mos acima, podemos dizer que A C Supp(ay) e B C Supp(asy). Desta forma, no
produto pr~!o teremos que o e ay serao quebrados em dois ciclos cada, e assim
orb(pn=to) = orb(n o) + 2.

3. u e v estao em ciclos distintos e nao companheiros de 7 'o: Sejam a; e a ci-
clos nao companheiros em 7 'o. Se u € Supp(ay) e v € Supp(as), entao po-
demos afirmar que I'mu € (I'r) @ a;' = a3 e I'nmv € (1) @ a;' = ay. Note
que ag é o ciclo companheiro de aq e ay é o companheiro de as. Sabemos que
p(u,v,m) = (u I'mv)(v T'ru) é um produto de dois 2-ciclos disjuntos e que cada

elemento do suporte de p estd em uma érbita de 7=1o. Segue que no produto pr~lo

1o sdo unidas em uma tinica érbita de pr~lo,

as orbitas que contéem v e I'tv em 7~
assim como as 6rbitas que contém v e I'mu em 7~ 1o sdao unidas em uma tnica 6rbita

de pr~'o. Desta forma temos que orb(pr o) = orb(r~lo) — 2.

]

Seja P = (m,0,T") um problema e p uma reversao em 7. O incremento no nimero
pares de ciclos ¢(Pp) — ¢(P) é denotado por Ac. O Lema 8 nos leva a classificar
reversoes em trés categorias. Dizemos que a reversao p é uma jungao caso Ac = —1,
uma recombinacao caso Ac = 0 ou uma quebra caso Ac = 1. Uma reversao p atua em
um par de ciclos a, quando Supp(p) C Supp(«), ou seja, quando for uma recombinagao ou
uma quebra. No exemplo anterior temos que p(+1,—2,71) é uma quebra, p(—8, —1, ;)
¢ uma recombinacdo e p(+11,+14, 7)) é uma juncao.

Deriva imediatamente do Lema 8 o seguinte corolério:

Coroléario 1. Seja P = (7,0,T') um problema. Se p é uma reversao em m entdo podemos
dizer que Ac € {—1,0,+1}.

Conforme observamos, nosso objetivo é fazer com que 7~ 'o seja composta apenas por
ciclos triviais, podemos, assim, dizer que nosso objetivo é “quebrar” os pares de ciclos
nao triviais até que so restem pares de ciclos triviais. Neste contexto, as quebras surgem
como uma boa ferramenta. Um par de ciclos v é bom caso exista uma quebra de ciclos p
que atua em vy e é ruim, caso contrario. No exemplo P, temos apenas um par de ciclos
bom, dado por (=2 +5)(+1 —6).

Observagoes no Lema 8 nos permite afirmar que serao necessarias |7 'o|| /2 reversoes,
no minimo, para resolver o problema P = (7, 0,I") conforme demonstramos no Lema 9.

Lema 9. Se P = (w,0,T) € um problema entio d,.(P) > |7 ol /2.
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Demonstracao. Objetivamos partir de P e encontrar o niimero minimo de reversoes que,
aplicadas seqiiencialmente, transformem P em Py = (77, 0,I') tal que ur !0 =1. OLema8
nos mostra que, na melhor das hipdteses, uma reversiao p em P incrementa orb(r o) de
duas unidades. Sabemos que ||| = |E|— orb(«), para o uma permutacao qualquer, onde
E ¢é o conjunto-base de a. Segue que:

orb(pr~to) < orb(rlo) +2
[E| = llpr~toll < |E|—|l7" ol +2
—llpm~loll < — 77 o +2
lor~tol = fln" o] -2

para uma reversao qualquer p em P. Entao podemos dizer que, na melhor das hipdteses,
uma reversao reduz a norma do quociente de um problema em duas unidades. Tal ob-

servagao nos permite afirmar que d, > |7 o /2. O

A seguir apresentamos um problema e o resolvemos passo-a-passo. E importante
salientar que um problema nao possui necessariamente apenas uma solucao. No momento
nao entraremos em detalhes sobre como ¢ feita a escolha das reversoes.

Seja o problema Py = (73, 09,'5) com

T (+0 —1 =3 4+2)(—=2 +3 +1 —0)

b oy = (+0 +1 42 +3)(=3 -2 —1 —0)
2T Ty = (40 —0)(+1 —1)(+2 —2)(+3 —3)

Ty oy = (40 +3 42 =2)(=0 —1 +1 —3)

H& quebras em Py, tal como p; = p(+0, —1,m9), que se aplicada resulta em:

mp1 = (+0 +1 =3 +2)(=2 +3 —1 —0)
oy = (+0 4142 +3)(—=3 -2 -1 —0)
Iy (+0 —=0)(+1 —1)(+2 —2)(+3 —3)
(mep1)~log = (+1 =3 =0)(+2 =2 +3)(—1)(+0)

Papy =

Em Pyp; também hé quebras, tal como py = p(+2,—3,mp1), que quando aplicada

resulta em:

mop1p2 = (40 +1 -3 =2)(+2 +3 —1 —0)
P B oy = (+0+1+2+3)(-3 -2 -1 —0)
2hrp2 = Ty = (40 —0)(+1 —1)(+2 —2)(+3 —3)
(

+1 =0)(+3 =2)(+0)(=1)(=3)(+2)

Finalmente, em Pyp1po hd apenas a quebra ps = p(+3, —0, map1p2), que quando apli-
cada resulta em:

(m2p1p2)too
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ToP1P2P3 = (+O +1 42 —|—3)( 3 -2 -1 —O)
P B oy = (+0+1 42 43)(-3 -2 -1 —0)
2PLP2Ps = Ty = (40 —0)(+1 —1)(+2 —2)(+3 —3)
(maprp2ps) " o (+0) (1) (+2)(+3)(=3)(=2)(=1)(-0)
Observe que (mop1pops) tos = 1 € Tap1paps = 0. Observe também que ||7r2_102H =6

e d,.(Py) > 3, assim concluimos que o problema foi resolvido. Note também que nem todo
problema possui quebras e, mesmo nos que possuem, é necessario escolher as quebras com
cuidado. Por exemplo, se tivéssemos aplicado ps = p(+1, —2,7m9) a Py terfamos:

Tops = (40 +3 +1 +2)(=2 —1 —3 —0)

P oy = (+0+1 42 +43)(-3 -2 -1 —0)
2P Ty = (40 —0)(+1 —1)(+2 —2)(+3 —3)
(maps) oy = (40 +3 +2)(=0 =1 =3)(+1)(-2)

onde nao ha quebras.
No decorrer deste capitulo mostraremos como fazer a selecao correta das quebras, assim
como as formas de encontrar reversoes, que levem a solugao, na auséncia de quebras.

6.2 Diagrama de pontos de quebra

O diagrama de pontos de quebra é uma ferramenta que permite uma visualizacao grafica
do problema. Ele permite verificar o estdgio atual do problema (realidade) e comparar
com o que desejamos alcancar. Alguns autores, tais como Setubal e Meidanis [26] chamam
tal diagrama de realidade-desejo. Antes da definicao do diagrama sao necessarias algumas
defini¢oes, que apresentamos a seguir.

Seja 7 um genoma e m; e Ty as fitas de m. As permutacgoes I'm; e I'my definem os anéis
de 7. Note que 7, e 7y sao fitas complementares e I'm; = (I'my) ™', Um anel §(7) de um
genoma 7 sempre apresenta orb(6(m)) =1 e Supp(0(m)) = E(n).

Seja P = (m,0,1") um problema. Uma aresta preta é um 2-ciclo que divide I'r. Um
arco ou aresta cinza ¢ um 2-ciclo que divide I'c. Um elemento b € E(P) é um ponto
de quebra se 7b # ob. Um ponto de quebra indica uma posicao de m que nao esta em
concordancia com o, ou seja, ¢ um ponto que deve sofrer alteracao para igualar 7w a o.
Os pontos de quebra sempre ocorrem aos pares, de forma que se b é um ponto de quebra
entao I'mb também é um ponto de quebra, sé que na fita complementar a fita de b. Os
pares de pontos de quebra definem o 2-ciclo (b I'wb).

Note que toda aresta preta « tal que o { I'o é um par de pontos de quebra. Tal
observacao parte do fato de que tanto arestas pretas quanto pares de pontos de quebra
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assumem a forma (b ['mb) e que se wb # ob entao I'rb # ['ob e, finalmente, chegamos a
conclusao de que (b I'nb) { I'o.

Seja P = (m,0,I') um problema. O diagrama de pontos de quebra de P, denotado
por B(P), é construido da seguinte forma:

e Seja O(m) um dos anéis de m. Distribua os elementos de Supp(f(7)) em um ciclo
mantendo a ordem definida por 6(m). Pelas propriedades do diagrama os dois anéis
terao o mesmo efeito.

e Para cada aresta preta de P, una os elementos do seu suporte seguindo o contorno
do ciclo.

e Para cada arco de P, una os elementos do seu suporte.

Para exemplificar, iremos montar o diagrama de pontos de quebra do problema Ps.
Inicialmente calculamos anel, arestas pretas e arestas cinzas.

O(m2) = (+0 +1 —1 +3 =3 =2 42 —0)
Lomg = (40 +1)(—1 +3)(—3 —2)(+2 —0)
ooy = (40 —1)(+1 —2)(+2 —3)(+3 —0)

Em seguida construimos o diagrama, que é apresentado na Figura 6.1.

Figura 6.1: Diagrama de pontos de quebra do problema Ps.
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Note que quando o problema esta resolvido temos I't = I'c e, assim, a cada aresta
preta temos uma aresta cinza pareada. Neste contexto, também podemos ver o problema
como compatibilizar arestas pretas e arestas cinzas (arcos) e assim passaremos a utilizar
os arcos como guia na definicao das reversoes.

No restante desta secao iremos nos concentrar nos arcos. Inicialmente apresentaremos
o conceito de orientacao de um arco e mostraremos a reversao que um arco induz, sempre
objetivando compatibilizar arcos e arestas pretas. Posteriormente iremos apresentar os
conceitos de entrelagamento e intercalagao de arcos. Tais conceitos focam no relaciona-
mento entre os arcos mostrando, por exemplo, arcos que serao afetados com a aplicacao
de uma reversao. Iniciaremos ainda uma andlise dos efeitos das reversoes.

6.2.1 Arcos: orientacao e reversoes

Seja P = (m,0,I") um problema e a um arco em P. Dizemos que « é orientado caso
a | ™ e é nao orientado caso contrario. Conforme veremos a seguir no Lema 10, os arcos
orientados induzem quebras e, como ja haviamos comentado anteriormente, as quebras
sao reversoes do tipo mais eficiente no que se refere a reduzir a norma do quociente.

Seja P = (m,0,I') um problema, o um arco em P e v € Supp(«). O arco « induz uma
reversao, que denotamos por p(«, ), definida como segue:

e p(a,m) = p(v,Tov,m) = (C'm)AN(Cral'wal'n))(Fral'ral'n) = (Tral'mal'm)((T'7) A
(I'ral'wal'm)), para « orientado.

o p(a,m) = p(I'mv,lov, ) = al'mal'r = 'mal'ma, para o nao orientado.

Observe que, quando « é orientado, o | m e assim v e T'ov estdo na mesma fita de 7
e definem uma reversao. Ja no caso em que « é nao orientado, v e 'ov estao em fitas
complementares de 7. Desta forma, podemos afirmar que I'rv e I'ov estao na mesma fita
e definem uma reversao.

Quanto as férmulas, observe que no caso em que « é nao orientado ja temos um dos
2-ciclos que definem a reversao e dai basta fazer o produto com o conjugado de a por I'r
que resulta em a(I'r)ea = al'ra(I'm)~t = al'ral'w. No caso em que « ¢é orientado temos
um 2-ciclo que nao é um dos que definem a reversao. Ao fazermos o produto al'ral'w
obtemos dois 2-ciclos com todos os elementos que definem a reversao, mas ainda nao
estao no posicionamento correto. Quando fazemos o produto I'ral'mal'nr conseguimos o
posicionamento correto dos elementos, mas agora temos outros 2-ciclos que nada tém a ver
com a reversao. O produto com o maximo divisor comum elimina tais ciclos indesejados.

Lema 10. Seja P = (m,0,') um problema. Se o € um arco orientado em P entao a
reversao p(a, ) induzida por o em 7 € uma quebra.
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Demonstragao. Seja v € Supp(«). Sendo « orientado entao a induz a reversao p(a, m) =
(v 7 tow)(Tov Trv). Seja u = 7 'ov. Segue que:

pla,m) = (v tov)(Tov I'ro)

= (o7 'mu u)(Tru Two~t7u)
(0 mu u)(Tru 7 To ru)
(0™ mu u)(

Iy 7 loTmu)

Observe que u é o elemento mapeado por o 'mu em 7 lo. Observe também que
I'mu é um elemento do ciclo companheiro ao ciclo que contém u e 7~ 'o'ru é o elemento

-1

mapeado por I'ru em 7~ 'o. Tais observacoes permite-nos afirmar que p(a, ) | 77 1o,

Ac =1 e, finalmente, chegamos a conclusao de que p(«, 7) é uma quebra. ]

Os Lemas 11, 12 e 13 a seguir mostram um pouco do efeito das reversoes e seus
resultados serao utilizados nas analises que faremos na se¢ao seguinte.

Lema 11. Seja P = (w,0,') um problema e a um arco em P. Se p(a, ) € a reversio
induzida por a no genoma m entdo o f wp(a, 7).

Demonstracao. Faremos uma demonstragao em dois casos conforme segue:

1. O arco « é orientado: seja a = (v ['ow). Como « | w entao p(a,m) = p(v,Lov, ).
Segue das propriedades de reversoes que « t wp(a, 7).

2. O arco « é nao orientado: como « {7 entdo p(a, ) = 'mal'ma. Segue que:

Imp(e, ma™|| = |lalralTaa™||
= ||la 'ralx||
= ||Pal x|

[(T" e a)]l

Sabe-se que o é um 2-ciclo e a { m. Sabe-se também que, pelo fato de 7 ser um
genoma sob I', se # é um ciclo em 7 entdao I' @ 37! também é um ciclo em 7.
Desta forma podemos afirmar que (I" @ a) { m. Pela ultima observagao podemos

!

afirmar que ||[mp(a, m)a™t|| = ||7|| + 1. Por outro lado ||mp(a, )| = ||7]| e entéo

|mp(c, m)|| — ||| = ||]] — 1. Assim concluimos que « { wp(«, 7).
0

Lema 12. Seja P = (7,0,1") um problema, o um arco em P e p(«, ) a reversao induzida
por a em w. Seja p(a, mp(a,m)) a reversao induzida por a em mp(a, ). Se a{ ™ entdo

Tp(a, m)p(a, mp(a, m)) = 7.
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Demonstragao. Como af w entdo p(a, m) = al'ral'r = 'ral'ra. Pelo Lema 11 podemos
afirmar que a f mp(a, 7) e assim:

pla,mpla,m)) = al(rl'ral'ra)al (rlmal'ma)
a(l'm)(Trm)al'raa(I'n)(I'r)al'Ta
aol'ral'Ta

= TI'mal'ra

E desta forma:

mp(a, m)pla, mp(a, 7)) = 7w(al'mal'n)(Tral'ra)
ral'ma(I'n)(Tr)al'Ta
ral'raal'To
mo(I'm)(Im)a

Tao

™

]

Lema 13. Seja P = (7, 0,T") um problema, o um arco em P e p(«, ) a reversao induzida
por a em w. Seja p(a, mp(a,m)) a reversao induzida por o em mp(a, 7). Se o | m entdo

mp(e, m)p(a, mp(a, m)) = mp(a, ).

Demonstragao. Como « | 7 entdo:

pla,m) = ((I'n) A (Tral'ral'n))(Tral'ral'n) = (Cral'mal'm)((I'w) A (Tral'mal'n))

Pelo Lema 11 podemos afirmar que « { mp(a, 7) e assim:

pla,mp(a,m)) = TI'n((Tm) A (Tral'mal'n))(Tral'mal'm)al'n

(Tral'mral'm)((I'm) A (Tral'mal'n))a

= I'n((I'r) A Tral'wal'n))'ral'ral'ra(I'r)(ICr)al'mal'n
(F'm) A (Tral'mal'T))a

= I'n((I'm) A (Tral'mral'n))Iral' ral raal ral'n
(IC'm) A (Fral'mal'n))a

= I'n((I'm) A (TCral'mal'n))Iralma(I'n)(Cr)al'n
(F'm) A (Tral'mal'T))o

= I'n((I'r) A Pral'mal'n))I'ralraal'n
((F'm) A (Tral'mal'n))a

= I'n((I'm) A (Pral'mal'n))lra(l'r)(Ir)
(I'm) A (Tral'mal'T))o

= I'n((I'r) A (Tral'mal'n))I'ra((I'r) A (Tral'mal'T))o
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Seja @« = (u v). Pelo enunciado, a | 7, sendo assim u, v, I'ru, I'mv sdo todos
distintos. Observe que o produto I'n((I'r) A (I'mal'ral'w)) resulta em (u ['mu)(v I'mov).
O produto (u I'ru)(v I'mo)l'm, por sua vez, resulta em ((I'm) A (I'mal'mal'T)) e nos resta
(Cm) A (Tral'mal'n))a((I'r) A (Cral'mal'm))a. Agora observe que ((I'm) A (I'mal'ral'T))
e a sado disjuntos e ((I'm) A (I'ral'mral'r)) é um produto de 2-ciclos. Com isso temos
(T'm) A (Tmal'mal'm))a((Ir) A (Tral'mal'n))a = 1.

Concluimos assim que p(a,mp(a, 7)) = 1 e, finalmente, mp(a, 7)p(c, mp(a,w)) =
mp(a, ).

O]

6.2.2 Entrelacamento de arcos

Sejam P = (m,0,I') um problema, p uma reversao em 7, o e 3 arcos em P e p(a,7)
a reversao induzida por a em mw. Dizemos que p e « se entrelagcam caso « possua
orientacoes distintas em 7 e wp. Dizemos que ( entrelaga « caso [ possua orientagoes
distintas em 7 e wp(a, 7).

Seja o uma permutacao e A C E(a). A subtragao de A em « resulta na permutagao
a\Atal que a\ 4| a, |[F(a\ A)| =|F(a)]| —|Al ese x € Aentdo z ¢ E(a\ A).

Seja P = (m,0,I') um problema, G um conjunto de genes de P e I'G o conjunto
dos complementos dos genes em G. A subtragao de G em P resulta no problema
P\ G=(r\(GUTG),c\ (GUTG), '\ (GUTG)).

Seja P = (m,0,I') um problema e a e [ arcos distintos de P. Dizemos que « e [ se
intercalam quando existe um anel 6 de 7 tal que

(z y Tox Toy) | 6

para x € Supp(«) e y € Supp().
Os Lemas 14, 15 e 16 a seguir analisam o efeito da subtracao sobre os arcos com suas
orientacoes e relagoes de intercalagao.

Lema 14. Seja P = (m,0,') um problema e G um conjunto de genes em P. Se o =
(z Toz) € um arco de P e Supp(a) U{oz} C E(P\ G) entdo o é arco de P\ G.

Demonstragao. De acordo com o enunciado podemos afirmar que {z,'z,0x,Toz} C
E(P\ G). Observe que 0 \ (GUT'G)z = oz, assim, I'\ (GUI'G)o \ (GUTI'G)z =Tox

e, desta forma, a é arco também em P \ G. O

Lema 15. Seja P = (mw,0,1") um problema ¢ G um conjunto de genes em P. Se a =
(z Tox) é um arco de P e Supp(a) U{oz} C E(P\ G) entao a € arco em P\ G e sua
orienta¢ao € a mesma em P e P\ G.
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Demonstragao. O Lema 14 nos garante que a é arco em P\ G.

Pelo enunciado temos que Supp(a) C E(P \ G) e, de acordo com a definigao de
subtragao, podemos afirmar que 7\ (GUTI'G) | 7 logo, se o | m entdo a | 7\ (GUI'G) e
se afmentdo afm\ (GUTG). O

Lema 16. Seja P = (m,0,1") um problema e G um conjunto de genes em P. Se o =
(x Toz) e 8= (y Toy) sao arcos de P e Supp(a) U Supp(B)U{oz, 0y} C E(P\ G) entdo
a e 3 sao arcos em P\ G, a e 3 se intercalam em P\ G caso se intercalem em P e o e
B ndo se intercalam em P\ G caso nao se intercalem em P.

Demonstra¢ao. O Lema 14 nos garante que « e (3 sdo arcos em P\ G.

De acordo com a defini¢ao de subtragao, 7 \ (G UI'G) | w. Desta forma os elementos
z, T'ox, y e oy estardo, num dos anéis de P \ G, na mesma ordem que estavam num
dos anéis de P e, assim, «a e 3 se intercalam em P\ G se, e somente se, se intercalam em
P. m

Nos Lemas 17 e 18 assim como na Conjectura 1 e Corolario 2 faremos uma anélise da
relacao entre os conceitos de entrelacamento e intercalacao. Ao final concluimos que os
conceitos sao eqiivalentes.

Lema 17. Seja P = (7,0,T') um problema e « e 3 arcos distintos deste problema. Se os
arcos o e 3 se intercalam entdo [ entrelaca .

Demonstracao. Inicialmente observemos a estrutura do anel. Note que, no anel, cada ele-
mento fica acompanhado de seu complemento, os elementos de uma fita e outra alternam,
os elementos da fita tomada como base, digamos 7, ficam na mesma ordem de 7 ou,
algebricamente, também podemos dizer que m1|['m;. Os da outra fita, digamos 7o, ficam
na ordem inversa ou, algebricamente, também podemos dizer que 7, ' | I'm;.

Faremos agora uma anélise de casos variando « e 3 de orientacao. Sao quatro casos
no total. Para o estudo iremos utilizar o seguinte problema como referéncia

7 = (TaTzTyTf Ti)(ifyza)
P=< o = qualquer

I' = (aTa)@ Da)(y Ty)(f Tf)(i D)

onde temos

O(mr)=(aTaxTxylyfTfili)

como um dos anéis. Temos também que z € Supp(«), y € Supp(B), Tox = foul'ox =T'f
e 'oy = 1 ou I'oy = I'i. Note que os valores de ['ocz e I'ocy variam de acordo com a
orientacao. Temos ainda que a = 7.
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Para verificar se 3 entrelaga o iremos observar se 3 altera de orientagao quando apli-
camos a reversao induzida por a. A seguir apresentamos a analise em casos.

e « orientado: neste caso temos a = (z f) e p(a,m) = p(z, f, 7). Ao aplicar p(a, )
teremos

mp(a,m) = Tayz Tf )i f Tz Ty a)

O(mpla,m))=(aTaTyylzazfTfili

— [ orientado: neste caso temos 5 = (y i). Observe que (y i) { mp(c, ) e, assim,
podemos afirmar que [ entrelaga a.

— [3 nao orientado: neste caso temos 3 = (y I'i). Observe que (y I'7) | mp(a, )
e, assim, podemos afirmar que 3 entrelaca a.

e « nao orientado: neste caso temos o = (z I'f) e p(a,m) = p(T'a,T'f, 7). Ao aplicar
p(a, ) teremos

mp(la,m) = Ta fyaxTi)i Tz Ty Lf a)

O(mpla,m)) =(aTaTf f Ty yTxxili

— [ orientado: neste caso temos 5 = (y i). Observe que (y i) { mp(c, ) e, assim,
podemos afirma que (3 entrelaca a.

— [ nao orientado: neste caso temos = (y I'i). Observe que (y I'i) | mp(a, )
e, assim, podemos afirmar que 3 entrelaca a.

Ao concluir a andlise destes casos chegamos a conclusao de que [ entrelaca a em
qualquer das possiveis combinagoes de orientacao para « e  em P. Observe que a
subtracao do gene a e conseqiiente substituicao de mz = a para mz = ¢ nao alteraria os
resultados.

Observe também o que os Lemas 15 e 16 nos permitem. Digamos que tivéssemos um
problema com o seguinte 7

™= (FJZ’ FAl Fy FAQ Pf FAg I'i FA4)(A4 1 A3 f A2 Yy A1 J?)
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onde Ay, Ay, Az e A4 sdo blocos contendo zero ou mais elementos. Utilizando a subtracao
podemos construir qualquer problema com pelo menos dois arcos e reduzi-lo ao problema
base desta demonstracao. Finalmente, concluimos que se a e (3 se intercalam entao 3
entrelaca a. O]

Conjectura 1. Seja P um problema e a e 3 arcos de P. Se « entrelaca (3 entdo o e 3
se intercalam.

Lema 18. Seja P um problema e o e 3 arcos de P. Se « entrelaca B entdo 3 entrelaca
a.

Demonstracao. De acordo com a Conjectura 1 podemos dizer que, como « entrelaca [,
a e ( intercalam. Agora pelo Lema 17 podemos concluir que 3 entrelaca o. O

O resultado demonstrado pelo Lema 18 nos leva agora a dizer que a e (3 se entrelacam
ao invés de dizer que « entrelaca 3. Os Lemas 17 e 18 e a Conjectura 1 nos levam ao
seguinte coroldrio.

Corolario 2. Seja P um problema e o e 3 arcos distintos de P. Os arcos a e 3 se
intercalam se, e somente se, se entrelacam.

Os Lemas 19 e 20 a seguir iniciam uma andlise do efeito de uma reversao induzida por
um arco no que se refere aos entrelacamentos.

Lema 19. Seja P = (m,0,I") um problema e o e 3 arcos em P. Sea | mea e[ se
entrelacam em 7 entdo o e 3 nao se entrelacam em wp(a, ).

Demonstra¢ao. Como « | m, pelo Lema 13 podemos afirmar que mp(«, 7)p(a, mp(a, 7)) =

mp(a, ).
Segue uma demonstracao em dois casos.

e Quando 3 | m: como « e [ se entrelagam em 7 entdo podemos afirmar que (3 1t
wp(a, m). Pela observagdo acima podemos dizer que 5 1 mp(a, m)p(a, mp(a, 7)) e
assim « e [ ndo se entrelacam em mp(a, 7).

e Quando 3 t m: como « e (3 se entrelagam em 7 entdo podemos afirmar que [ |
mp(a, m). Pela observagdo acima podemos dizer que 5 | mp(a, m)p(o, mp(a, 7)) e
assim « e (3 nao se entrelacam em mp(a, 7).

]

Lema 20. Seja P = (mw,0,1") um problema e a e 3 arcos em P. Seatm ea e f3 se
entrelagam em m entdo o e 3 se entrelagam em wp(o, ).
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Demonstragao. Como a{ m, pelo Lema 12 podemos afirmar que mp(a, 7)p(a, mp(cr, w)) =
. Segue uma demonstracao em dois casos:

e 3| m como a e (3 se entrelagam em 7 entdo podemos afirmar que 1 mp(a, 7).
Pela observagao acima podemos dizer que (3 | wp(a, m)p(c, mp(cr, 7)) e assim a e (3
se entrelacam em mwp(a, ).

e 34 m como a e (3 se entrelagam em 7 entdo podemos afirmar que § | mp(a, 7).
Pela observagao acima podemos dizer que [ 1 wp(a, m)p(c, mp(cr, 7)) e assim a e (3
se entrelacam em mp(o, ).

6.3 Grafo de entrelagcamento de arcos OV (P)

Seja P = (m,0,I") um problema. Define-se o grafo de entrelagamento de arcos de P,
denotado por OV (P), da seguinte forma:

e Vértices: sao os arcos de P. Subdividimos os vértices em orientados e nao orienta-
dos. Dizemos que um vértice é orientado (preto) caso o arco correspondente seja
orientado e é nao orientado (branco) caso contrario.

e Arestas: sao criadas entre arcos entrelagados.

Apresentamos exemplos de grafos de entrelacamento de arcos na Figura 6.2. Tais
grafos referem-se ao problema Ps.
Os componentes conexos do grafo de entrelacamento sao classificados como:

1. Trivial: contém apenas um vértice, necessariamente nao orientado.

2. Orientado: contém mais que um vértice e, pelo menos, um de seus vértices ¢é
orientado.

3. Nao orientado: contém mais que um vértice, mas nenhum de seus vértices é
orientado.

O grafo da Figura 6.2 (d) é composto de quatro componentes conexos triviais. Jé na
Figura 6.2 (a) temos um tnico componente conexo e este é orientado. Um exemplo de
componente conexo nao orientado é apresentado na Figura 6.3.

Decorre diretamente da definicao de entrelacamento o seguinte corolario.
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a)
(+3 -0) (+2 -3)

b)
(+3 -0) (+2 -3)

O
+0-1) (+1-2) +0-1) (+1-2)
c) d)
+3-0) (+2-3) +3-0) (+2-3)
O O O
O O O

+0-1) (+1-2)

+0-1) (+1-2)

99

Figura 6.2: Exemplos de grafos de entrelagamento de arcos. a) Apresenta o grafo de en-
trelacamento de arcos do problema P,. b) Apresenta o grafo de entrelagamento de arcos do
problema Psp;, onde p; = p(+0, —1,m). ¢) Apresenta o grafo de entrelagamento de arcos
do problema Pyp1pe, onde py = p(+2, —3,mp1). d) Apresenta o grafo de entrelagamento
de arcos de Pypipaps, onde p3 = p(+3, —0, m2p1p2).

Corolario 3. Seja P = (m,0,1") um problema, o e 3 vértices em OV (P) e p(a,7) a
reversao induzida por o em w. O arco [ terd sua orientacdo invertida em wp(a, ) se, e
somente se, 3 € adjacente a o em T.

Seja P = (m,0,I") um problema. De acordo com o Coloroldrio 2 podemos ver o grafo
de entrelagamento de arcos de P como um grafo de cordas sobrepostas com um modelo
semelhante ao diagrama de pontos de quebra de P, que podemos construir da seguinte
forma:

e (Cria-se um ciclo a partir de um dos anéis de m. Pode-se tomar qualquer um dos
anéis de m, pois em qualquer deles as propriedades de interesse serao mantidas.

e Para cada vértice « = (z y) em OV(P) cria-se uma corda que toca o ciclo em z
e y, ou, em outras palavras, descartaremos as arestas pretas e passaremos a olhar
apenas para 0s arcos.

Na Figura 6.4 apresentamos o modelo associado ao grafo de cordas sobrepostas apre-
sentado na Figura 6.2 (a).
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(+3 -0) (+2 -3)

. O
+0-1) (+1-2)

Figura 6.3: Grafo de entrelacamento de arcos do problema Pypy, onde py = p(+1, =2, m5).
+0
-0 +1

+2 -1

Figura 6.4: Modelo associado ao grafo de cordas sobrepostas apresentado na Figura 6.2

(a).

O Lema 21 assim como os Corolarios 4, 5 e 6 prosseguem com nossa analise do efeito
das reversdes quanto a entrelagamento. Agora também observamos as alteracoes nas
orientacoes e temos também o grafo de entrelagamento de arcos, que permite uma visu-
alizacao mais simplificada dos efeitos. O Lema 21 nos tras um resultado novo bastante
interessante, que permite a observacao do que ocorre no grafo de entrelagamento dada
uma reversao qualquer. Nos trabalhos até entao existentes quando se fazia andlise de
efeitos no grafo era sempre de uma reversao induzida por uma arco.

Lema 21. Seja P = (w,0,[") um problema, p uma reversao em m e « e 3 arcos em P.
Se a e (3 entrelagam p em P entao o e B se entrelacam em Pp caso nao se entrelacem
em P ou nao se entrelacam em Pp caso se entrelacem em P.

Demonstragao. Seja 6(m) um dos anéis de m. Seja p = (a, b, 7). Para demonstrar este
lema iremos utilizar a definicao de grafo de cordas sobrepostas e uma anélise em dois
casos, que sumarizamos na Figura 6.5. No primeiro dos casos temos que os arcos « e (3
nao entrelagam em P, ou seja, as cordas (arcos) nao se cruzam. Ao aplicarmos p, temos
como efeito em O(r), a inversdo do trecho delimitado por a e b e assim passamos a uma
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situacao onde « e 3 agora se cruzam. No outro caso temos que os arcos « e (3 entrelacam
em P e entao ocorre o oposto.

a)

a b b a
—
b)
a b b a
—
Figura 6.5: Efeito da reversao p = (a,b,7) no modelo associado ao grafo de cordas

sobrepostas.

O

Os Lemas 19, 20 e 21 e o Corolério 3 levam aos seguintes corolarios.

Corolario 4. Seja P = (m,0,T") um problema e a um vértice orientado em OV (P). O
efeito da aplicacdo da reversao induzida por o serd o complemento do subgrafo de v e os
vértices adjacentes a a assim como a inversao da orientacao destes vértices.

Coroléario 5. Seja P = (m,0,T") um problema e o um vértice nao orientado em OV (P).
O efeito da aplicagao da reversao induzida por o serd o complemento do subgrafo dos
vértices adjacentes a o assim como a inversao da orientacao destes vértices.

Coroldrio 6. Seja P = (w,0,I') um problema e p uma reversio em w. O efeito de p
no grafo de entrelagcamento de arcos de P serd o complemento do subgrafo induzido pelos
arcos que entrelagam p assim como a inversao da orientacao destes vértices.

6.4 Componentes

Seja P = (m,0,T') um problema. Uma permutagao ¢ é uma transformagao quando ¢!
divide m e ¢ ao mesmo tempo, os produtos m¢ e o¢ sao genomas compativeis sob I'¢ e
Po = (mp,0¢,T'¢) é um problema reversivel. Ao aplicar uma transformagao ¢ a um
problema P obtém-se o problema P¢ = (1¢,0¢,1'¢).

Os Lemas 22 e 23 assim como o Corolario 7 nos trazem propriedades das trans-
formacoes e decomposicoes.
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Lema 22. Seja P = (w,0,I") um problema. Se ¢ € uma transformacio em P, entdo
orb(wp) = orb(m) + ||¢]| e orb(cd) = orb(a) + ||9|l.

Demonstragao. Seja E(w) = E(n¢) = E(¢m) = E. Se ¢ ¢ uma transformacao em P entao
¢~ | w. Segue que:

7wl = [l = lo~]
|E| = orb(r¢) = |E| — orb(m) — [[¢7"
—orb(rg) = —orb(m) — ||~
orb(mg) = orb(m) + |67
orb(w¢) = orb(m) + |||

O mesmo ocorre com o. ]

Lema 23. Seja P = (m,0,I") um problema. Se ¢ é uma transformagio em P entdo

(mp) | m e (00) | 0.

Demonstragdo. Se ¢ é uma transformacao em P entdo ¢! | m. Segue que:

Iwgll = [l = lo=]
I~ = NIl = [lgll
I o o=t = Izl = lI=¢]

Iw(xd)~Hl = [l = ll7o]
A tltima igualdade permite-nos afirmar que (7¢) | 7. O mesmo ocorre com o. O

Seja P = (m,0,I') um problema monocromossomal e ¢ uma transformagao em P.
Define-se por decomposig¢ao o procedimento de aplicar ¢ a P seguido pelo particiona-
mento do problema resultante em problemas monocromossomais. Desta forma também
podemos falar em decomposicao ¢. Um problema monocromossomal é indecomponivel
caso nao existam transformacoes no problema com norma maior que 0.

Decorre diretamente do Lema 23 o seguinte corolario.

Corolario 7. Seja P = (m,0,1') um problema monocromossomal. Se o conjunto C =
{P1, Py,..., P,} é uma decomposi¢cio em componentes de P, onde Py = (my,01,1'1), Py =
(m9,09,19), ..., Pp = (mn,00,1), entao m; | w, para 1 < i < n.

No problema P; = (7, 01, [1), anteriormente apresentado, hé diversas decomposigoes,
por exemplo: ¢ = (+0 +8)(—0 —8), ¢ = (+0 +11)(—0 —11), ¢35 = (+1 +6)(—1 —6),
¢y = (=5 =2)(+5 +2), ¢5 = (+8 +11)(—8 —11) e ¢g = (+11 +8 +0)(—0 —8 —11). Ao
aplicarmos a decomposicao ¢ obtemos os seguintes sub-problemas:
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73 = (+10 +9 +11)(—8 —9 —10)
Py =< 03 =(+9 +10 +11)(—-8 —10 —9)
I3 = (+9 —9)(+10 —10)(+11 —8)

(7= (+0 +7 +1 =5 =3 —4 —2 +6 +8 +14 +13 +12)

(-12 =13 =14 —11 =6 +2 +4 +3 +5 —1 =7 —0)

o4 =(+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +12 +13 +14)

(—14 =13 =12 =11 =7 =6 =5 —4 —3 =2 —1 —0)

[y= (40 =0)(+1 —=1)(+2 —2)(+3 —3)(+4 —4)(+5 —=5)(+6 —6)(+7 —7)
[ (+8 —11)(+12 —12)(+13 —13)(+14 —14)

Observe que nao ha decomposigoes em P3 com norma maior que zero. Porém, existem
decomposicoes em Py, tais como: ¢7 = (+0 +8)(—11 —0), ¢s = (+1 +6)(—1 —6) e
9 = (=5 —2)(+5 +2). Ao aplicarmos a decomposigao ¢ obtemos os sub-problemas P;
e PG-

ms = (40 +14 +13 +12)(—12 —13 —14 —11)
Ps=1{ o5=(+0 +12 +13 +14)(—14 —13 —12 —11)
Ts = (+0 —11)(+12 —12)(+13 —13)(+14 —14)

6= (+7+1 =5 =3 =4 =2 +6 +8)(—0 —6 +2 +4 +3 +5 -1 —7)
Ps=4¢ 06=(+74+8 +1 +2 +3 +4 +5 +6)(—6 =5 —4 -3 =2 —1 —0 —7)
Ie=(+1 =1)(+2 —=2)(+3 =3)(+4 —4)(+5 —5)(+6 —6)(+7 —T7)(+8 —0)

Note que P5 é um sub-problema indecomponivel e que hd decomposicoes em Fg, tais
como: ¢19 = (+1 +6)(—1 —6) e ¢11 = (=5 —2)(+5 +2). Ao aplicarmos a decomposicao
¢10 obtemos os sub-problemas P; e Ps.

7 = (+7 +1 +8)(=0 =6 —7)
Pr =< o7=(+7+8 +1)(—6 -0 —7)
I'7 = (+1 =6)(+7 =7)(+8 —0)

g = (=5 —3 —4 —2 46)(—1 +2 +4 +3 +5)
Ps=1¢ o0g=(+2+3 +4 +5 46)(—1 =5 —4 =3 —2)
s = (42 —=2)(+3 =3)(+4 —4)(+5 —5)(+6 —1)

Observe que P; é indecomponivel e que em Pg encontramos a decomposicao ¢o =
(=5 —2)(+5 +2), que quando aplicada gera os sub-problemas indecomponiveis Py e Pj.
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g = (=5 +6)(—1 +2)
Ty = (42 —5)(+6 —1)

T = (=3 =4 —=2)(+5 +4 +3)
Pip=1 o010 =(+3 +4 +5)(—2 —4 —-3)
[p = (+3 —=3)(+4 —4)(+5 —2)

Note que em P; hé outras decomposicoes e dentre elas podemos citar

dp = O507P10012 = (0 +11 +8)(—8 —11 —0)(+1 +6)(—6 —1)(—5 —2)(+5 +2)

que quando aplicada resulta nos problemas Ps, Ps, P;, Py e P.
Define-se componente como um sub-problema monocromossomal indecomponivel.

Seja P = (m,0,T') um problema. O problema P é trivial caso 7!

o = 1. Denota-se por
k(P) o nimero de componentes no problema P. No exemplo P; h4 cinco componentes,
sao eles: P3, Ps, P;, Py e Py, ou seja, k(P) = 5. Nenhum dos componentes é trivial.
Seja P um problema monocromossomal. Pode-se definir um diagrama, que chamare-
mos de diagrama de decomposicao em componentes, como uma arvore com raiz.
Cada nd representa um problema. A raiz da arvore é P. Os nos filhos de um dado né N
sao sub-problemas obtidos pela aplicagao de uma decomposi¢ao a N. As folhas da arvore
sao componentes e o conjunto das folhas define uma decomposicao em componentes
de P. Observe que um problema pode ter um ou mais diagramas de decomposicao em
componentes. A Figura 6.6 apresenta um diagrama de decomposi¢cao em componentes

para o problema P;. Note que se aplicarmos ¢p a P; teremos um outro diagrama.

5\134/5
\K/
\K/
\K

Figura 6.6: Ilustra um possivel diagrama de decomposi¢ao em componentes de P; .
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Uma transformacao de maior norma em um problema recebe o nome de trans-
formacao principal. O particionamento do problema obtido pela aplicagdo de uma
transformacao principal nos fornece uma decomposicao em componentes.

Um componente é¢ bom, caso possua, pelo menos, uma quebra e é ruim, caso contrario.
No exemplo hé apenas um componente bom Py. Dizemos que um problema é quase bom
caso, ao ser decomposto em componentes, exista entre todos os componentes apenas um
componente ruim e nao trivial. Seja P um problema. Denota-se respectivamente por
kT(P) e k= (P) o nimero de componentes bons e o nimero de componentes
ruins em P. Note que k(P) = k*(P) + k= (P).

Lema 24. Seja P um componente nao trivial. Se P € ruim entdo hd, pelo menos, uma
recombinacao.

Demonstragao. Seja P = (m,0,"). Sejam A e B as 6rbitas de 7. Como P é ruim entao
nao hé quebras, ou em outras palavras, nao hé dois elementos em A, digamos a; e as,

o e ay pertenca a érbita de (I'm) e o™,

tal que a; pertenca a orbita do ciclo a de 7~
companheiro de a. Sendo P nao trivial segue que existe pelo menos um par de ciclos ~
tal que I(y) > 2 ey, C A, para vy, 6rbita de v. Seja {g1, g2} C 71. A reversao p(gi, g2, 7)

define uma recombinagcao. O]

Os Lemas 25, 26 e 27 assim como os Corolarios 8 e 9 fazem uma anélise da correlagao
entre objetos de um problema e subproblema.

Lema 25. Seja P = (w,0,1") um problema monocromossomal e ¢ uma decomposi¢cao em
P. Se~ € um par de ciclos em P¢ entdo ¢ @~ é o par de ciclo correspondente em P.

Demonstragao. Observe que cefew = (aff) ew para quaisquer que sejam as permutagoes
a, B ew.
Se P¢ resulta nos sub-problemas Py, Ps, ..., P, definidos por (7,01, 1), (w2, 02, '2),
oy (mp, 00, T,), respectivamente, entdo temos ¢ = mmy ... T, 0O = 0105...0,, I'¢p =
['Ty...T, e, finalmente, (m¢) " (0¢) = (mm2...7,) *(0109...0,). Segue que:

(rp) Hop) = (mmy...7m) Hov0n. .. 04)
pinlop =nt . mytntowog .. on
ple(n7lo) = (mt0n) ... (1) o) (m tor)
mlo=¢e[(nlo,)... (5 o) (7 o))

(r

nlon) .. e (mylos)pe () o)

O quociente 7TZ-_10'¢, para 1 < i < n, do sub-problema P; = (m;,0;,[';), é composto
por um produto de pares de ciclos companheiros. Tais pares de ciclos possuem conjuntos-

bases disjuntos e assim se Y17z . ..Ym = 7, ‘0, para v, com 1 < 7 < m, par de ciclo em

Pi, entdo ¢ e (m; '0;) = (pe1)(d®72) ... (¢ ®Ym). 0
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Lema 26. Sejam os problemas P, Py, P, ..., P,, tal que Py, Py, ..., P, sdo sub-
problemas obtidos pela aplicagdao da decomposicio ¢ a P. A reversao p em P;, para
1<i<n, éamesma que pop em P.

Demonstragao. Sejam P, Py, P, ..., P, definidos por (m,o,T'), (m1,01,11), (7, 02,1'9),
oy (70,00, T,), respectivamente. Sabemos que mmy ... 7T, = TP, 0102...0, = TP €
My . T, =T¢. Segue:
Pl pro1pr =T, o1y 0. oy
Pl Pk—1Pk = 7T1_17T2_1 . ..7TT:10'10‘2...O'n
P Pr—1pr = (Tp ... mom) (0102 .. 0y)
p1--pr—1pe = (1) (o)
p1o. pe-1px = ¢ e (17 10)
Opr--proappd Tt =7l
op107 . O prad P =7l
(Gop1)...(popi1)(Pep) =710

]

Lema 27. Seja P = (m,0,1") um problema. Se ¢ é uma decomposi¢ao em P entdio

To=¢e(lpod).

Demonstragao. Seja Py = (np, 0¢,T'¢p) decomposto nos sub-problemas Py = (7, 01,1'1),
Py = (my,09,13), ..., P, = (mp,0,,). Temos entdo que mp = mmy...7,, 0p =
o109...0, € '¢p = T'1I'y...T",. Note que ¢ é um genoma sob I". Sendo assim podemos
dizer que T¢I’ = ¢! e que I'¢p = ¢~ 'I". Segue entao:

(T9)(0¢) = ¢~ T
Looo = 61 (To)
po(Tpop)=To

O Lema 27 nos leva aos Corolarios 8 e 9, que apresentamos a seguir.

Corolério 8. Seja P = (m,0,T") um problema. Se ¢ é uma decomposi¢cio em P entiao P
e P¢ possuem o mesmo numero de arcos.

Corolario 9. Seja P = (m,0,1") um problema e ¢ uma decomposicio em P. Se o € um
arco em P¢ entao ¢ @ o € um arco em P.
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6.4.1 Componentes e componentes conexos de OV (P)

Seja P = (m,0,1") um problema e ¢ uma decomposigao que divide P nos sub-problemas
Py, Ps, ..., P,. Podemos obter P se tivermos os sub-problemas e ¢. Observe que m¢ =
Ty ... Tp, OO = 0109...0, € I'¢ = I''/I'y...T,. Assim, fazendo o produto com ¢!
pela direita em cada um dos produtos obteremos a tripla que define P. Denotamos este
procedimento, oposto a decomposicao por PiPs... P ¢~ L.

Lema 28. Seja P = (w,0,T) um problema tal que Py = (my,01,11), Py = (ma,09,15),
., Py = (mp,04,1,) sdo os problemas resultantes da aplica¢io da decomposicio ¢ a P.
Se « € um arco de P; entdo

Pp(¢pea,m) =P, ... Py(Pip(a, 7)) "

Demonstragao. Observe que Po = (m¢,0¢,1'¢), onde 7 = mymy ... 7T, 0¢ = 0103 ...0,
el'¢p =T1T5...T,. De acordo com o Lema 26 e Corolario 9 podemos dizer que p(a, 1) =
¢t ep(pea,r). Segue que:

T . Mo(mpla, m))o~! = 7wop(a,m)o™
Tod " p(¢ @ o, M)
To(p e, )

Como a reversao nao afeta o e I', podemos concluir que

Pp(pea,m)=P,...Py(Pip(a,m))¢p "
Il

Seja P = (m,0,1") um problema e o« = (z y) um arco de P. Dizemos que z e y s@o os
extremos do arco a. Seja C' um componente conexo de OV (P). Denotamos por Ext(C)
o conjunto dos extremos dos arcos de C' ou, simplesmente, os extremos de C'.

Dizemos que u e v sdo consecutivos na permutacao v se v = y(u) ou v = y(v). Uma
seqiiencia de elementos consecutivos num dos anéis de P recebe o nome de caminho.
Dizemos que um caminho S passa por C se S N Ext(C) # ().

Seja P um problema e C' e D componentes conexos distintos de OV (P). Dizemos que
z é extremo de C em relacao D quando z é extremo de C' e existe um caminho que inicia
em z, termina em D e nao passa por C (desconsiderando ). Denotamos o conjunto dos
extremos de C' em relagao a D por Ezt(C — D).

Seja P um problema e C' e D componentes conexos distintos de OV (P). Dizemos que
z ¢ elemento interno de C em relagdo a D quando z € Ext(C) e x ¢ Ext(C — D).
Denotamos o conjunto dos elementos internos de C' em rela¢ao a D por Int(C — D).
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Lema 29. Seja P um problema. Se C e D sdo componentes conexos distintos de OV (P)
entio |Ext(C — D)| = 2.

Demonstragao. Inicialmente iremos mostrar que |Ezt(C — D)| < 2 por absurdo. Seja
Ext(C — D) = {m,m,23}. Podemos afirmar que x;, 25 e 13 dividem o anel em trés
regioes, sao elas: 112y, Toa3 € 2317;. Observe que nao pode haver elementos de D em mais
que uma destas regioes, senao C' e D se alternariam no anel e haveria arco entrelacando.
Desta forma D esta limitado a apenas uma das regioes. Sem perda de generalidade,
digamos que D esta na regiao delimitada por z; e z,. Chegamos a conclusao de que
qualquer caminho partindo de z3 e terminando em D tera de passar por x; ou 25. O que
¢ um absurdo e o que nos mostra que |Ezt(C — D)| < 2.

Para provar que |Ezt(C — D)| = 2 precisamos ainda mostrar que |Ezt(C — D)| > 2.

Sabemos que |Ezt(C)| > 2. Iremos mostrar que |Ext(C — D)| > 2 a partir de uma
demonstragao construtiva. Escolha d € Ext(D) e uma diregao a seguir no anel. Partindo
de d percorra o anel na dire¢ao escolhida até encontrar o primeiro elemento de C', digamos
¢1. De acordo com a definicao ¢; é extremo de C' em relacao a D. De forma andloga,
parta de d na direcao oposta e pare ao encontrar o primeiro elemento de C, digamos c,.
Da mesma forma ¢, é extremo de C' em relagao a D e, como |Ext(C)| > 2, entdo ¢; # co.
Assim concluimos que |Ext(C — D)| > 2 e, finalmente |Ezt(C — D)| = 2. O

Seja P um problema e C' e D componentes conexos de OV (P). Se ¢ é uma decom-
posicao de P tal que C' e D estao em sub-problemas distintos de P¢ entao dizemos que
¢ separa C e D.

Conjectura 2. Seja P = (m,0,') um problema. Se C e D sdao componentes conexas
distintas de OV (P) entio ¢ = (z T'y)(y I'x), para {z,y} = Ext(C — D), é uma decom-
posicao de P.

Conjectura 3. Seja P um problema e C' e D componentes conexas distintas de OV (P).
Se{z,y} = Ext(C — D) entio ¢ = (z I'y)(y I'z) € uma decomposi¢io e separa C e D.

Seja P = (m,0,T") um problema tal que A representa uma decomposi¢ao em compo-
nentes de P e ¢ a decomposicao principal de P que deu origem a A. Denotamos por
Arcos(A) a fungao que, dado um conjunto problema, retorna, para cada problema, um
conjunto de arcos.

Lema 30. Seja P = (7,0,1') um problema tal que A representa uma decomposi¢io em
componentes de P e ¢ a decomposicao principal de P que deu origem a A. Se C € o
conjunto dos componentes conezos de OV (P) entao Arcos(A) = ¢! eC.
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Demonstracao. Iremos demonstrar esta correspondéncia em dois passos. Primeiro iremos
mostrar que ¢! @ C C Arcos(A) e depois mostraremos que Arcos(A) C ¢~ e C.

A primeira parte, ¢! @ C C Arcos(A), provamos por contradigao. Seja C' um compo-
nente conexo qualquer em C e ¢; e ¢y arcos distintos de C tal que ¢ 1ec; é arco de A; e que
¢ lecy éarcode Ay, onde A, e Ay sao componentes distintos de A. Como ¢; e ¢y estdao em
um mesmo componente conexo de OV (P) podemos afirmar que existe, pelo menos, um
caminho que liga ¢; e ¢;. Seja o caminho ¢y, b, b, ..., l,_1, 1., co. Podemos dizer que ¢; e
L, helb,l,_iel, I, e c seentrelacam em P. Como ¢ 'ec; é arco de Ay, de acordo com
o Lema 28 e pela definicao de entrelacamento entre arcos, podemos afirmar que ¢! o [;
também é arcode A; e ¢~ Leoc; e el se entrelacam em A;. Da mesma forma, termina-
mos por chegar a conclusao de que ¢ leoci, ¢ ' ol 0 ol ....0 el 1,0 el pecy
sao todos arcos de A;, contrariando o que assumimos no inicio.

Agora mostraremos que Arcos(A) C ¢! e C. Considere o menor subproblema de P
que contém totalmente C' € C. Chamemos este de A. Se, por absurdo, ele contiver algo
a mais que C, digamos D, de acordo com a Conjectura 3 podemos decompd-lo de forma
a separar D e C, contrariando a escolha de A. Logo, Arcos(A) = ¢~ eC. O

6.4.2 Obstaculos

Seja P um problema. Um obstaculo em P é um componente ruim e nao trivial contido em
um sub-problema quase bom que pode ser obtido com, no maximo, uma decomposi¢ao
¢ de norma igual a dois aplicada ao problema inicial P. Denota-se por h(P), h(P) e
t(P), respectivamente, o nimero de obstaculos, nimero de componentes ruins que nao
sdo obstaculos nem triviais e componentes triviais no problema P. Note que k= (P) =
h(P) + h(P) + t(P).

Em nosso exemplo temos que Ps, P5 e Pjg sao componentes ruins e obstaculos.

Lema 31. Seja P = (m,0,1") um problema. Se a = (x y) é um arco em P entdo x ey
pertencem a ciclos distintos porém companheiros de n~'o.

Demonstra¢ao. Como « é arco entdo « | I'c ou ainda (z I'oz) | I'o. Substituindo = por
I'mz obtemos (I'rz o7 17z) | To.
Sabemos que cada ciclo v em 7 1o possui um ciclo companheiro (I'r) @ y~1. A partir

1

daf podemos concluir que se z e 0~ '7z pertencem ao ciclo 8 de 7~ 1o entdao I'rz pertence

ao ciclo companheiro de S. ]

Lema 32. Seja P = (m,0,I") um problema. Se a é um arco em P e atm entio p(a, )
¢ uma recombinacao.
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Demonstragao. Seja x € Supp(a). Como « t 7 entdo p(a,m) = p(I'rz,loz, ). Pelo
Lema 31 podemos afirmar que = e ['oz pertencem a ciclos companheiros e que (I'rz T'ox) |
7 lo.

Da ultima observacao chegamos a conclusao de que arcos nao orientados originam
recombinagoes. O]

Lema 33 (Corte de Obstaculos). Seja P um obstdculo. Se p é a reversao induzida por
um dos arcos de P entdo h(Pp) =0 e k(Pp) = 1.

Demonstragao. Seja o um dos arcos em P e p(«, ) a reversao induzida por a em 7. De
acordo com o Lema 20 podemos afirmar que os vértices adjacentes a & em 7 permanecerao
adjacentes a o em mp, ou seja, o componente se mantém unido depois da aplicacao da
reversao e, assim, k(Pp) = k(P) = 1.

Basta agora mostrar que ha, pelo menos, um arco orientado em 7p. Tal fato é garantido
por P ser um componente nao trivial e pelo Corolario 3. O]

Um obstaculo é simples caso, ao ser eliminado (cortado), o nimero de obstaculos
em P é decrescido de uma unidade e é super, caso contrario. Os componentes Ps e Ps
sao obstaculos simples. Ja o componente P;y € um super obstaculo. Denota-se respec-
tivamente por hg(P) e hg,(P) os nimeros de obstdculos simples e o niimero de super
obstaculos no problema P. Note que h(P) = hg(P) + hg,(P).

Seja P um problema monocromossomal. Caso P contenha um ntmero impar de
obstaculos e todos estes sejam super, diz-se que P é uma fortaleza. Define-se a funcao
f(P) que retorna 1 caso P (monocromossomal) seja uma fortaleza e 0, caso contrario.
No caso de problemas multicromossomais a funcao f deve retornar a soma dos f’s dos
problemas monocromossomais.

Seja P um problema e H um componente ruim de P que nao é obstaculo. Se H,, é
um obstdculo em P que ao ser cortado por p faz com que H torne-se obstaculo em Pp
dizemos que H,, protege H.

Seja P = (m,0,T") um problema. Sejam H; e Hy obstaculos distintos em P. Dizemos
que H; e H; sao vizinhos se ha um caminho partindo de H;, chegando a Hy e que nao
passa por outro obstaculo.

Seja P = (m,0,T') um problema tal que k™ = 0. Sejam H; e H, obstéculos distintos
e vizinhos. Se a € Int(H, — Hy) e b € Int(Hy — H,) tal que a consecutivo no anel a
t € Ext(H, — Hs) e b consecutivo no anel a y € Ext(Hy — H;) e, além disso, (a b) | 7
entao dizemos que a reversao p(a, b, 7) é uma jungao de obstéculos.

Lema 34. Seja P = (m,0,T') um problema tal que k™ = 0 e h(P) = 2. Sejam H; e
Hy os obstaculos em P e a € Int(H; — Hy) e b € Int(Hy, — Hy) tal que a consecu-
tivo a © € Ext(Hy — Hy) e b consecutivo a y € Ext(Hy — Hy). Se (a b) | ™ entdo
h(Pp(a,b,m)) = 0.
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Demonstracao. Inicialmente iremos mostrar que p entrelaga, pelo menos, um arco, diga-
mos «, de H; e com, pelo menos, um arco, digamos 3, de Hy. Seja |E(H)| = |Ext(H)|.
Pela definigao de arcos temos que o numero de arcos em cada obstaculo H é igual a
metade da cardinalidade de seu conjunto base E(H). Em outras palavras, cada ele-
mento de um obstaculo (ou problema) é o extremo de um arco. Note que, pelo Lema 29,
|Ext(Hy — Hy)| = 2 e |Ext(Hy — Hy)| = 2. Note também que |Ezt(H;)| > 4 e
|Ext(Hy)| > 4, uma vez que Hy e Hy sdo obstdculos e, assim, ndo sao triviais e cada
arco contribui com dois extremos. Sejam z € Supp(«) e y € Supp(). Finalmente, ob-
serve que « e 3 intercalam p e, sendo assim, a e 3 entrelacam p = p(a, b, 7).

Agora mostraremos que os obstaculos serao unidos em uma tnica componente conexa
de OV (Pp). De acordo com o Corolédrio 6 o efeito de p no grafo de entrelagamento de
arcos sera o complemento do subgrafo induzido pelos arcos contidos em §, para S conjunto
dos arcos que entrelagam p. Uma vez que, pelo menos, um dos arcos em cada obstaculo
pertence a § teremos que, quando fizermos o complemento do subgrafo induzido, serao
criadas arestas partindo de todos os vértices de H; que pertecem a S para todos os vértices
de H, que pertencem a S. As arestas entre vértices que pertencem a S e vértices que nao
pertencem a S sao mantidas. Tais fatos garantem que os componentes irao se fundir por
completo.

Quanto ao surgimento de, pelo menos, um arco orientado no componente conexo
resultante da fusao, observe que temos cardinalidade de S maior ou igual a dois ja que os
arcos « de Hy e 3 de H entrelagam p. Sendo assim, como todos os arcos em P sao ruins,
de acordo com o Corolario 6, teremos |S| arcos bons em Pp.

Para finalizar, precisamos agora mostrar que h(Pp) = 0. Observe que se h(P) = 0
entdo teremos h(Pp) = 0. Temos que verificar os casos onde h(P) > 1. Faremos uma
anélise de casos, quando h(P) = 1, para verificar as possiveis posicdes do componente
ruim em relagdo aos obstdculos. Em seguida mostraremos que h(Pp) = 0. Para concluir,
mostraremos que o mesmo ocorre quando h(P) > 1.

Sao trés casos possiveis para o posicionamento do componente ruim, que chamaremos
de R, em relacao aos obstaculos, que chamaremos de 1 e 2, no diagrama de pontos de
quebra. Apresentamos o primeiro caso na Figura 6.7(a). Observe que o componente
rotulado por 2 nao é um obstaculo. Sendo assim, esta nao é uma posicao valida para
R. Na Figura 6.7(b) apresentamos o segundo caso. Observe que o componente R, que
deveria ser apenas um componente ruim, é um obstaculo. Sendo assim, esta também nao
¢ uma posicao valida para R.

Finalmente, apresentamos na Figura 6.8 o iltimo caso. Observe que os componentes 1
e 2 assumem o papel de obstaculos e R o de componente ruim. Com isso, concluimos que,
se h(P) = 2 e h(P) = 1, entdo a tnica possibilidade de posicionameto do componente
ruim R, em relagao aos obstaculos (1 e 2), é a apresentada na Figura 6.8.
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(a) R protegendo 2. R é obstaculo. (b) R entre 1 e 2. R é obstédculo.

Figura 6.7: Estudo de caso para determinacao dos possiveis posicionamentos de um com-
ponente ruim (R) em relagdo aos obstéculos (1 e 2) em um problema P com h(P) = 2.

Figura 6.8: Estudo de caso para determinacao dos possiveis posicionamentos de um com-
ponente ruim (R) em relagao aos obstéculos (1 e 2) em um problema P com h(P) = 2.

Agora observe que, pelo menos um arco de R, digamos =, intercala com p = p(a, b, 7),
onde a € Ezt(Hy) e b € Ext(Hy), e, assim, podemos afirmar que 7 entrelaga p, o que,
finalmente, garante que R estard no mesmo componente conexo de H; e Hy em Pp e,
assim, h(Pp) = 0.

Para concluir a demonstracdo basta mostrar que h(Pp) = 0 quando h(P) > 1. De
acordo com as observagoes anteriores podemos concluir que, se houver mais que um com-
ponente ruim, estes estarao em paralelo com R e também serao fundidos ao componente
que conterda H, e Hy em Pp. O
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6.5 Algoritmo algébrico

Seja P = (m,0,1") um problema monocromossomal e ¢ uma transformacao em P. Dizemos
que ¢ é uma transformagao equivalente caso a variacao do parametro (|low™!|| /2 +
h+ f), denotado por §(||lor~t|| /2+ h+f), antes e depois de aplicar ¢ a P seja zero. Uma
decomposicao é equivalente caso sua transformacao seja equivalente.

Seja P = (m,0,I") um problema e p uma reversao em P. Dizemos que p é segura se
A(|ler™Y| /2 + h) = —1. Dizemos que p é ordenante caso A(|lor™ | /2+ h + f) = —1.

Nosso algoritmo para solucao do problema da distancia de reversao é apresentado a
seguir. A demonstracao de sua corretude é apresentada em seguida.

Ordena(P)
01. SE P é trivial
02. retorna ()
03. SENAO SE P é particionavel
04. P,,...,P, < particiona(P)
05. retorna Ordena(P,) +...+ Ordena(P,)
06. SENAO SE P é n&o monocromossomal
07. Interrompe a execugdo com um erro
08. SENAO SE P possui quebra(s)
09. p < seleciona uma quebra ordenante
10. retorna p + Ordena(Pp)
11. SENAO SE Ah(P) =1
12. p < seleciona um corte de obstaculo
13. retorna p + Ordena(Pp)
14. SENAQ SE h(P) =2
15. p < seleciona uma juncdo de obstaculos
16. retorna p + Ordena(Pp)
17. SENAO SE h(P)=3 e P ndo é uma fortaleza
18. p < seleciona um corte de um obstaculo simples
19. retorna p + Ordena(Pp)
20. SENAQ SE h(P)=3 e P & uma fortaleza
21. p < seleciona uma juncdo de obstaculos
22. retorna p + Ordena(Pp)
23. SENAO /* h(P) >4 x/
24. ¢ < seleciona uma transformagdo equivalente
25. [ < Ordena(Po¢)

26. retorna [ substituindo cada reversdo p por ¢ep
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O algoritmo recebe um problema como entrada e retorna uma lista ordenada de re-
versoes. O simbolo () indica uma lista vazia e o operador + é utilizado para concatenar
duas listas.

6.5.1 Componentes Bons

Seja P um problema e o um vértice orientado no grafo de entrelagamento de arcos de P.
O valor! de «, denotado por valor(c), é dado por:

valor(a) =T+ U — O — 1

onde T é o nimero de vértices orientados no grafo, U é o nimero de vértices nao orientados
e adjacentes a a, e O é o nimero de vértices orientados e adjacentes a «.

Lema 35. Uma quebra de valor mdzimo é sequra.

Demonstracao. Suponha que « seja um vértice preto de valor méaximo, e que a reversao
induzida por a cria um novo componente nao orientado C' contendo mais que um vértice.
Pelo menos um dos vértices em C deve ter sido adjacente a «, desde que apenas sao
afetadas pela reversao, arestas entre vértices adjacentes a a. Seja 3 um vértice adjacente
a «, contido em C' e considere os valores de o e (3:

valor(a) =T+ U — O — 1
valor(B) =T+ U - 0" —1

Observe que todo vértice nao orientado e adjacente a a deve ser adjacente a (3. Pois
caso exista um vértice nao orientado adjacente a o e nao adjacente a 3 tornaria-se orien-
tado e adjacente a (3, fazendo com que C' fosse orientado e contrariando o que assumimos
no inicio. Desta forma, temos que U’ > U.

Note que todo vértice orientado adjacente a 3 deve ser adjacente a a. Pois caso exista
um vértice orientado adjacente a (3 e nao adjacente a a permaneceria orientado e adjacente
a (3, fazendo com que C' fosse orientado e contrariando também o que assumimos no inicio.
Desta forma, temos que O > O'.

Caso O = 0 e U' = U, os vértices a e # possuem o mesmo conjunto de vértices
adjacentes e complementando o subgrafo de « e seus vértices adjacentes ird isolar o e 3.
E assim C' tem apenas 1 vértice.

Caso O > 0" e U'=U,oulU >UeO=0"ouainda O > 0" e U > U, teremos
valor de 8 maior que valor de «, o que contraria o que foi assumido inicialmente e o que
nos mostra que nao ha componente nao orientado e nao trivial novo. O

4

ITraduzimos por “valor” o termo, em inglés, score.
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Lema 36. Se P = (m,0,1") € um componente bom entido hd uma reversio ordenante.

Demonstracao. Sendo P um componente bom entao podemos afirmar que hé, pelo menos,
uma quebra. Seja p uma quebra de pontuagao maxima em P. O Lema 35 nos garante
que p é segura e, entao, temos que A(|lor~ || /2 + h) = —1. Como o parametro f nao é
afetado por quebras seguras entao chegamos a conclusao de que p é ordenante. O

6.5.2 Componentes Ruins

Lema 37. Seja P um obstdculo e « um dos arcos em P. Se p(a, ) € a reversao induzida
por a em T entao p(a, m) € sequra.

Demonstracao. Observe que « é nao orientado. Sendo assim, de acordo com o Lema 32,
temos ||prto|| = |7 1o

Para que p seja segura precisamos que h(Pp) = h(P) — 1. Tal fato é garantido pelo
Lema 33. O

Lema 38. Seja P = (7,0,') um componente. Caso P seja um obstdiculo entdo um corte
de obstdculos qualquer em P define uma reversao ordenante.

Demonstragao. Seja a um dos arcos de P. Seja p a reversao induzida por o em 7. De
acordo com o Lema 37 temos que p é segura. Como P nao possui fortaleza e Pp nao
possui componentes ruins entao Af = 0 e p é ordenante. O

Lema 39. Seja P = (m,0,I') um problema tal que h(P) = 2. Se p é uma juncgdo de
obstdaculos em P entdo p define uma reversao sequra.

Demonstracao. De acordo com o Lema 34 temos que Ah = —2. Como p é uma jungao
entao ||prlo|| = |7 1o| + 2. Segue que:
mlo 7 lo|| +2 7 lo
ol gy < 2 gy Iy
E, assim, concluimos que p é segura. [l

Lema 40. Seja P um problema tal que h(P) = 2. Se p é uma juncao de obsticulos em
P entao p define uma reversao ordenante.

Demonstragao. De acordo com o Lema 39 podemos afirmar que p é segura. Como h(P) =
2 e h(Pp) = 0 entdao nao ha fortalezas em qualquer momento. Assim Af = 0 e p é
ordenante. n

Lema 41. Seja P = (m,0,1') um problema tal que h(P) = 3 e f(P) = 0. Se H ¢ um
obstaculo stmples em P entao o corte de H € ordenante.
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Demonstracao. Observe que

7 lo 7 lo
d.(P) = Il 5 ” +h(P)+ f(P) = Il 5 H +3
Observe também que, como p é um corte, ||pr~'o|| = |77 'o||. De acordo com o

Lema 33 podemos afirmar que h(Pp) = h(P) — 1 e, por conseguinte, f(Pp) = f(P) = 0.
Assim

a(pp) = Wl n(pp) 4 p(Po)
= el wpy -~ 0+ ey +0)
=2l ey + Py -1
d.(P)—1
0 que nos leva a concluir que p é ordenante. O

Lema 42. Seja P = (m,0,1") um problema tal que h(P) = 3 e f(P) = 1. Se p é uma
Jung¢ao de obstdculos entdao h(Pp) =2 e f(Pp) = 0.

Demonstragao. Inicialmente iremos verificar o niimero minimo de componentes ruins ne-
cessario em P para que P seja fortaleza, juntamente com as posi¢oes destes em relagao
aos obstaculos.

Para comecgar distribuimos os obstaculos no diagrama de pontos de quebra. A tnica
configuracao possivel é apresentada na Figura 6.9.

Figura 6.9: Estudo de caso para determinacao dos possiveis posicionamentos de compo-
nentes ruins em relagdo aos obstéculos (1, 2 e 3) em um problema P com h(P) = 3.

Agora faremos uma andlise com h(P) = 1. Verificaremos quais as possiveis posigoes de
R1, o iinico componente ruim, em relagao aos obstaculos. Verificaremos também quantos
super obstéculos existem em cada caso. Na Figura 6.10(a) apresentamos o primeiro caso.
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Neste R1 protege 1. Observe que este nao é um caso valido pois, assim, R1 é obstaculo e
1 é apenas componente ruim.

O segundo caso apresentamos na Figura 6.10(b). Neste, R1 é vizinho dos obstaculos
1 e 3. E, como podemos ver, R1 é obstaculo também, fazendo com que h(P) = 4,
contrariando o enunciado que diz que h(P) = 3.

Na Figura 6.10(c) apresentamos o terceiro caso. Agora Rl encontra-se distribuido
entre 1 e 2, entre 2 e 3 e entre 3 e 1. Observe que h(P) = 3 porém nenhum dos obstaculos
é super. Como estamos em busca de uma fortaleza, esta situacdo nao é de interesse.

O tltimo dos casos apresentamos na Figura 6.10(d). Neste podemos ver que h(P) = 3
e que 1 é um super obstaculo. Finalmente, concluimos que, com apenas um componente
ruim, conseguimos apenas um super obstaculo.

De acordo com as observacoes anteriores podemos ver que, com dois componentes
ruins, podemos, na melhor das hipdteses, conseguir dois super obstaculos. Apresentamos
tal caso na Figura 6.11(a). E, finalmente, na Figura 6.11(b) apresentamos o caso em que
h(P) =3, h(P)=3ef(P)=1.

Note que para cada componente ruim podemos ter, na verdade, um bloco de compo-
nentes ruins em paralelo com pelo menos um componente ruim. Assim concluimos que,
se h(P)=3e f(P)=1entdao h(P) > 3.

Uma vez que conhecemos a estrutura de uma fortaleza com trés obstaculos agora
precisamos observar o efeito de juncao de obstaculos. Observe que se p é uma juncao de
1 e 2 entao R1 e R2 entrelagam p. Se p é uma juncao de 2 e 3 entao R2 e R3 entrelagcam
p e se p é uma juncao de 3 e 1 entao R3 e R1 entrelacam p.

Desta forma, ao aplicar a juncao p de dois dos obstaculos teremos que os dois obstaculos
serao fundidos em um tnico componente juntamente com os blocos por eles protegidos
em Pp e este grande componente serda bom. Teremos ainda o obstaculo remanescente,
que continuara obstaculo, e seu bloco protegido. Observe ainda que um dos componente
ruins ird se tornar obstaculo.

Finalmente concluimos que h(Pp) = 2 e conseqiientemente f(Pp) = 0.

]

Lema 43. Seja P = (m,0,T") um problema tal que h(P) = 3 e f(P) = 1. Se p é uma
Juncao de obstdculos entao p define wuma reversao ordenante.

Demonstracao. Observe que

el ol
2 2
De acordo com Lema 42 podemos afirmar que h(Pp) = 2 e f(Pp) = 0. Finalmente,

d,(P) + 1(P) + f(P) +3+1:””_Tl"”+4

como p é jungao entao ||pr~to|| = |7 o] + 2. O que nos leva a
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AW

(a) R1 protegendo 1. ) R1 entre 1 e 3. R1 é obstédculo.
obstaculo.

) R1 entre 1 e 2, entre 2 e 3 e en- ) R1 sendo protegido por 1. Ape-
tre 3 e 1. Todos os obstaculos sao nas o obstaculo 1 é super.
simples.

Figura 6.10: Estudo de caso para determinacao dos possiveis posicionamentos de um
componente ruim (R1) em relagio aos obstéculos (1, 2 e 3) em um problema P com
h(P)=3e h(P) =
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(a) P com h(P) = 3 e h(P) = 2. (b) P com h(P) = 3 e h(P) = 3.
Apenas os obstdculos 1 e 2 sdo su- Todos os obstaculos sao super.
per.

Figura 6.11: Estudo de caso para determinagao dos possiveis posicionamentos de compo-
nentes ruins (R1, R2 e R3) em relagao aos obstéculos (1, 2 e 3) em um problema P com
h(P) = 3 e com dois ou trés componentes ruins.

d(Pp) = N h(po) + 5 (Po)
= I epy -+ g p) -
= Il hpy + 1) -1
= 4,(P)—1
e, assim, p é ordenante. O

Conjectura 4. Seja P um problema monocromossomal. Se h(P) > 4, entdo hd uma
transformacao equivalente em P.



Capitulo 7

Conclusao

Ao final deste trabalho conseguimos avangar significativamente em dire¢ao a uma solugao
completamente algébrica para o problema de rearranjo por reversoes com sinal.

Alteramos a definicao de entrelacamento entre arcos de forma a simplificar seu enten-
dimento e assimilacao, assim como, facilitar sua manipulacao. Generalizamos o conceito
de entrelacamento definindo o entrelacamento entre arcos e reversoes. Definimos o grafo
de entrelacamento de arcos de um problema e apresentamos uma demonstragao do efeito
de uma reversao no grafo, inclusive com um resultado novo. Mostramos o efeito de uma
reversao qualquer no grafo.

Definimos conceitos tais como transformagao e decomposicao, que permitem partici-
onar um problema em subproblemas de solu¢ao mais simples. Nosso algoritmo utiliza
decomposigoes para reduzir os problemas a uma das categorias em que ¢é capaz de en-
contrar reversoes ordenantes. Apresentamos o esboco de uma demonstracao que corre-
laciona componentes oriundos de decomposicoes e os componentes conexos do grafo de
entrelacamento de arcos.

Fizemos diversas alteragoes no formalismo algébrico, que resultaram em defini¢oes
compativeis de conceitos e objetos em nossa teoria algébrica e na teoria classica funda-
mentada no trabalho de Hannenhalli e Pevzner.

Por fim apresentamos um algoritmo que resolve o problema da distancia de reversao
e um esboco da demonstracao de sua corretude.

Muitos sao os trabalhos futuros. Dentre eles destacamos a conclusao da demonstracao
aqui esbocada e a implementacao de um algoritmo eficiente. FEste trabalho desde sua
concepgao teve como objetivo fazer uma traducao direta dos conceitos e solugao ja conhe-
cida em rearranjo de genomas. Poderiamos agora trabalhar em uma solucao estritamente
algébrica, deixando de lado a preocupacgao em manter a correlagao com a teoria cléssica.

Outros trabalhos seriam a definicao da freqiiéncia de cada tipo de operacao nas diversas
categorias de espécies, utilizar o formalismo algébrico na solugao de diversos problemas
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abertos na area de rearranjo de genomas, assim como, estudar o “poder” dos diversos
tipos de operacoes e verificar a relacao deste “poder” com a freqiiéncia em que ocorrem
em determinadas familias de espécies.

Poderiamos ainda verificar a aplicabilidade do formalismo algébrico ao problema do
genoma mediano. Em tal problema sao dados trés genomas como entrada e busca-se por
um genoma cuja soma das distancias deste em relagao a cada um dos trés seja minima.



Apeéendice A
Revisao Bibliografica

Este apéendice apresenta resumos de trabalhos importantes em distancia de reversao. Jun-
tamente com o trabalho de Meidanis e Dias [17] foram a base deste trabalho.

Na Secao A.1 apresentamos o trabalho de Hannenhalli e Pevzner [11], onde mostraram
a primeira solucao polinomial O(n?) para o problema da distancia de reversao com sinais.
Simplificacdes na teoria levaram Kaplan e colegas [13] a um algoritmo O(n?), que é
apresentado na Segao A.2. Na Secao A.3 apresentamos o trabalho de Bergeron [5], onde
a teoria definida por Hannenhalli e Pevzner foi bastante simplificada. O trabalho de
Meidanis e Dias foi apresentado no Capitulo 5.

A.1 Transforming Cabbage into Turnip: Polynomial
Algorithm for Sorting Signed Permutation by
Reversals

Esta secao apresenta um resumo do trabalho, cujo titulo ¢ apresentado acima, desen-
volvido por Hannenhalli e Pevzner [11]. Tal trabalho, que é uma versao estendida do
trabalho publicado em 1995, apresenta o primeiro algoritmo polinomial para o problema
de ordenar por reversoes orientadas.

A.1.1 Introducao

Na natureza, freqiientemente genomas evoluem através de reversoes p(i,7). Tais re-
versoes transformam uma seqiiéncia de genes 7y ... 7T ... 17 ... T, Na seqiiéncia
... .TTj_1 ... Tip1Ti...T,. A distancia de reversao entre duas permutagoes m e o, que
representam dois genomas, ¢ dada pelo nimero minimo de reversoes necessarias para
transformar 7w em o. Anadlises de rearranjo de genomas, na biologia molecular, tiveram
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seu inicio na década de 1930 com Dobzhansky e Sturtevant [28]. Tais pesquisadores apre-
sentaram um cenario de rearranjo com inversoes entre espécies de Drosophila. Anélises de
evolugao de genomas por inversoes leva a um problema combinatorial de ordenacao por
reversoes, que vem sendo estudado em detalhes recentemente. Ordenagao por reversoes
orientadas modela adequadamente rearranjos em genomas pequenos tais como DNA de
cloroplasto e mitocondrial.

Motivagao e embasamento bioldgico

Na década de 1980, Jeffrey Palmer e colegas [22], compararam os genomas mitocondriais
da Brassica oleracea (repolho) e da Brassica campestris (nabo). Eles perceberam que as
seqiiéncias dos genes destas duas espécies eram quase idénticas, muitos de seus genes sao
99% a 99,9% idénticos. Porém a ordem em que estes genes aparecem na molécula de
DNA ¢ extremamente diferente. Este e diversos outros estudos mostram que rearranjo de
genomas é uma forma comum de evolucao do DNA de cloroplasto, mitocondrial, viral e
bacteriano [3].

Em rearranjo de genomas, os genes sao rotulados de 1 a n e sua ordem nas moléculas
dos dois organismos é representada por permutagoes, tal como © = (mmy...7,) e 0 =
(0109 ...0,). Uma reversao p(i,7) é a permutacao

12 ... i—1dii4+1...5—-1jj+1...n
12 ...i—1jj—1...i+1ij+1...n

A aplicacao de uma reversao p em uma permutacao 7, wp, reverte a ordem dos genes
t1+1 ... 7—17. Se, no caso, estiver trabalhando com genomas orientados, onde a
cada elemento da permutacao é associado um sinal + ou —, a reversao, além de reverter
a ordem dos genes, altera a orientacao de cada um dos genes. Dado que numa molécula
de DNA h& duas fitas, uma complementar a outra. Cada gene i esta presente nas duas
fitas, s6 que em orientacoes opostas. Os sinais + e — sao utilizados para simbolizar as
duas orientagoes.

Dadas as permutagoes 7 e o, uma solucao para o problema da distancia de reversao é
uma série de reversoes pi, po, ..., pt, tal que wp1ps...py = 0 e t é minimo. A distancia
de reversao entre m e o é dada por t. Para ordenar m por reversoes basta encontrar a
distancia de reversao d(m) entre m e a permutagao identidade [1,2,. .., n].

Resultados anteriores

Uma abordagem computacional baseada na comparacao da ordem de genes ao invés da
comparacao de seqiiéncias de DNA foi inicialmente estudada por Sankoff [24, 23, 25].
Kececioglu e Sankoff [15] formularam o problema da distancia de reversao e definiram
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os limites inferior e superior para a distancia de reversao. Em seguida apresentaram o
primeiro algoritmo de aproximacgao para ordenacao por reversoes, que apresentava solucao
exata para alguns instancias dificeis. Posteriormente, Bafna e Pevzner [4] introduziram a
nocao de diagrama de pontos de quebra de uma permutacgao e apresentaram uma relagao
entre a mdxima decomposicao em ciclos de um diagrama e a distancia de reversao.

Diagrama de pontos de quebra e decomposicao em ciclos

A nogao de pontos de quebra foi introduzida por Watterson e colegas [31] e Nadeau e
Taylor [20], quando percebeu-se uma correlagao entre a distancia de reversao e o nimero
de pontos de quebra.

Se i ~ j, entao |i — j| = 1. Estende-se uma permutacao m = mmy ... m, adicionando-
se mg = 0 e m,11 = n+ 1. Diz-se que uma par de elementos (7, m;11), 0 < i < n, de
m ¢ uma adjacéncia se w; ~ T;11, € um ponto de quebra se m; »~ mw; 1. Como ordenar
por reversoes corresponde a eliminar pontos de quebra e toda reversao pode eliminar no
méximo 2 pontos de quebra, segue que d(7) > b(m)/2, onde b(m) é o niimero de pontos
de quebra de .

O diagrama de pontos de quebra de uma permutacao 7 é um grafo colorido nas arestas
G(m) com n + 2 vértices {my, m1,..., Ty, Tpy1}. Os vértices m; e m; sdo ligados por uma
aresta preta caso (m;,m;) seja um ponto de quebra em 7 (m; »~ m; e i ~ j) e sdo ligados

1

por uma aresta cinza caso (i,7) seja um ponto de quebra em 7' (m; ~ 7w e i = j). A

Figura A.1 apresenta um exemplo de diagrama de pontos de quebra.

o o
0o 1

2 10 5 9 11 3 8 4 7 6 12
Figura A.1: Diagrama de pontos de quebra de uma permutacao nao sinalizada.

Um ciclo C em um grafo colorido nas arestas G é alternante se as cores de cada
duas arestas consecutivas sao distintas. No restante do texto, por ciclo entenda-se ciclo
alternante. O tamanho de um ciclo C, I(C), é o nimero de arestas pretas contidas nele.
Diz-se que um ciclo C é curto caso I(C') = 2 e longo caso I(C') > 2. Uma permutacao m
¢ simples caso nao possua ciclos longos.

A mdzima decomposi¢ao em ciclos de G(mw) é o nimero maximo c(m) de ciclos al-
ternantes disjuntos nas arestas que podem ser obtidos em G(7). Para a permutagao
7=(0121059 1138476 12), na Figura A.1, ¢(m) = 4, pois G(m) pode ser de-
composto em trés ciclos curtos (2,3, 11, 10, 2), (5,9,8,4,5) e (4,7,8,3,4) e um ciclo longo
(6,12,11,9,10,5,6). Bafna e Pevzner [4] mostraram que uma reversao pode alterar o
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parametro b(m) — ¢(7) por no maximo 1, e assim um limite melhor para a distancia de
reversao €:

d(m) > b(m) — c(n) (A.1)

Novos resultados

Bafna e Pevzner [4] estenderam o conceito de diagrama de pontos de quebra para o caso de
permutagoes sinalizadas. Kececioglu e Sankoff [14] observaram que a média da diferenga
entre o limite apresentado na Equacao A.1 e a distancia exata é menor que um para
permutacoes aleatérias. Neste trabalho, Hannenhalli e Pevzner apresentam um terceiro
parametro (nimero de obstdculos em ), o qual é responsédvel por torna a ordenagao mais
dificil. Neste trabalho é provado que

b(m) — e(m) + h(m) < d(m) < b(m) — ¢(m) + h(m) + 1 (A.2)

O parametro h(7) denota o nimero de obstaculos em 7. Foi baseado neste resultado
que os autores desenvolveram um algoritmo polinomial para ordenagao por reversoes
orientadas. Tal algoritmo foi o primeiro polinomial para um modelo realistico de rearranjo
de genomas.

A.1.2 Diagrama de pontos de quebra para permutacoes sinali-
zadas

Define-se uma transformacao de uma permutacao sinalizada m de ordem n para uma
permutacgao nao sinalizada 7’ de ordem 2n como segue: substitua um elemento positivo
+z em 7 por 2z — 1, 2z em 7’ e elementos negativos —z em 7 por 2z, 22z — 1 em 7’. A
Figura A.2 apresenta um exemplo de diagrama de pontos de quebra de uma permutacao
sinalizada. O diagrama de pontos de quebra para genomas orientados possui uma tnica
decomposicao em ciclos, que o torna mais facil de ser tratado.

/’I"“ XS

0 5 6 19 20 1 12 17 18 7 8 14 13 16 15 9 10 21 22 3 4 1 2 23
+3 +10 +6 +9 +4 -7 -8 +5 +11 +2 +1

Figura A.2: Diagrama de pontos de quebra de uma permutacao sinalizada.
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O efeito de uma reversao p(i + 1,7) em uma permutagao sinalizada 7 é imitado pela
reversao p(2i+ 1, 27) na permutacao nao sinalizada 7/, isto implica que d(7) = d(7’) caso
cortes entre 7, , e mh; sejam proibidos [4].

Dada uma permutacao m e uma reversao p, denota-se por Ab o incremento no niimero
de pontos de quebra em 7 quando aplicada p e por Ac o incremento no nimero de ciclos
em 7 quando aplicada p. Bafna e Pevzner [4] provaram que A(b — ¢) = Ab— Ac > —1.
Uma reversao é prdpria caso A(b — ¢) = —1.

Sejam os pontos de quebra (m;_1,7;) e (7, m;41), diz-se que a reversao p(i,j) atua
nas arestas pretas (m;_1,m;) e (m;,mj+1). Uma reversao p(i,j) atua em um ciclo C' de
G(m) caso as arestas pretas (m;_1,7;) e (m;,mj41) pertencam a C. Um aresta cinza g é
orientada caso uma reversao atuando nas duas arestas pretas incidentes a g seja propria,
e é nao orientada caso tal reversao nao exista. Por exemplo, no diagrama da Figura A.2,
a aresta cinza (12, 13) é orientada, pois uma reversao atuando nas arestas pretas (12,17) e
(13,16) destrdi dois pontos de quebra e um ciclo. Ja a aresta cinza (6, 7) é nao orientada.
O Lema 44 apresenta um modo mais intuitivo de dizer se uma aresta cinza é ou nao
orientada. Pode-se ler o Lema 44 ainda como: uma aresta cinza é orientada caso seja
incidente a mesma extremidade em ambas as arestas pretas.

Lema 44. Seja (m;, ;) uma aresta cinza incidente as arestas pretas (my, m;) e (7, 7).
Entdo (m;,m;) € orientada se, e somente se, i —k =j — [.

Um ciclo em G(7) é orientado caso possua pelo menos uma aresta cinza orientada,
caso contrario ele sera nao orientado. No diagrama apresentado na Figura A.2; o ciclo C4
é orientado, enquanto os ciclos C'1, €2, C3, C'5 e C6 sao nao orientados. Desta defini¢ao
pode-se derivar que nao existe reversoes proprias atuando em ciclos nao orientados e que
uma permutacao s6 possuira uma reversao propria caso tenha um ciclo orientado.

A.1.3 Grafo de entrelacamento e obstaculos

Duas arestas cinzas (m;, ;) e (74, m;) em G(7) estao entrelagadas caso os intervalos [7, j] e
[k, t] sobrepoem-se, mas um nao contém propriamente o outro. Por exemplo, no diagrama
da Figura A.2, as arestas (6,7) e (12,13) estao entrelacadas enquanto as arestas (20,21)
e (12,13) nao estdao. Dois ciclos C; e Cy estao entrelacados caso existam as arestas cinzas
entrelagadas ¢ € O] e g € (5. No exemplo da Figura A.2 os ciclos C2 e (4 estao
entrelacados.

Seja C o conjunto de ciclos no diagrama de pontos de quebra de uma permutagao 7.
Define-se o grafo de entrelacamento H,(Cy, I;) de m com o conjunto de arestas

L = {(Cy, C3) : Cy e Cy sdo ciclos entrelagados em G()}.
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Figura A.3: Grafo de entrelacamento

A Figura A.3 apresenta o grafo de entrelagamento para o diagrama de pontos de quebra
mostrado na Figura A.2. Dado que os vértices de H, sao ciclos em C,, diz-se que um
vértice é orientado caso o ciclo ao qual esta relacionado é orientado, e é nao orientado caso
contrario. Um componente conexo de H, é orientado caso tenha pelo menos um vértice
orientado, e ndo orientado caso contrario. Para um componente conexo U, define-se as
posicoes mais a esquerda e mais a direita de U como

Unin = ming ¢ ¢y ming, ¢ ¢ 1 € Upee = maze ¢ y maz,, € ¢ 1

Seja Estende(U) o intervalo [Upin, Upaz]- Diz-se que um componente U separa os com-
ponentes U’ e U” em 7 caso exista uma aresta cinza (m;, ;) em U tal que Estende(U’) C
[1,7], porém Estende(U") N [i,5] = 0.

Seja < uma ordem parcial em um conjunto P. Um elemento z € P é minimo em <
caso nao exista um elemento y € P onde y < z. Um elemento x € P é maximo em <
caso y < x para todo y € P.

Seja U, o conjunto de componentes nao orientados em H, e {U, W} C U,, U < W
se, e somente se, Fstende(U) C Estende(W'). Um componente ndo orientado U € U, que
¢ um elemento minimo em < é um obstdculo, chamado obstdculo minimo. O componente
nao orientado U € U, que é o elemento maximo em < é um obstdculo, chamado obstdculo
mdzimo, se U nao separa dois obstaculos minimos. A permutagao 7 na Figura A.2 tem um
componente nao orientado e h(r) = 1. Ja o exemplo na Figura A.4 apresenta h(m) = 2.

) u"
Figura A.4: Exemplo de obstaculo. Note que o componente nao orientado U nao é um

obstaculo.

Teorema 2. Para uma permutagdo (sinalizada) arbitrdaria w, d(mw) > b(7) — ¢(m) + h(m).
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A.1.4 Transformacoes de equivaléncia em permutacoes

Estudos anteriores mostram que complicadas estruturas de entrelacamento de ciclos lon-
gos no diagrama de pontos de quebra dificultam a ordenacao por reversao [4] e por trans-
posicao [3]. Tal problema é resolvido aqui através de transformacoes de equivaléncia,
onde, se uma permutagdo 7 = 7(0) tem um ciclo longo, ela é transformada em uma nova
permutagao m(1) pela quebra deste ciclo longo em dois ciclos menores. Esta operagao é
aplicada sucessivamente m = 7(0), 7(1),...,7(k) = o até que se alcance uma permutagao
simples.

Sejam b = (v,, wy) uma aresta preta e g = (wy, v,) uma aresta cinza pertencentes a
um ciclo C = ..., vy, Wy, ..., Wy, vy, ... no diagrama de pontos de quebra G(7) de uma
permutacio w. Um (g, b)-corte de G(m) é um novo diagrama G(r) obtido de G(r) da
seguinte forma:

e remove as arestas g e b
e adiciona dois novos vértices v e w
e adiciona duas novas arestas pretas (v, v) e (w, wp)

e adiciona duas nova arestas cinzas (wy, w) e (v, v,)

Se G(7) é um diagrama de pontos de quebra de uma permutagao sinalizada 7, entao
todo (g, b)-corte de G(7) corresponde ao diagrama de pontos de quebra de uma per-
mutacio sinalizada generalizada # tal que G(m) = G(%).

Um permutagao generalizada m = (myms ... m,) é uma permutagao de reais arbitrarios
distintos. Nesta secao quando se falar em permutagao, entenda-se permutacao gene-
ralizada. A extensdo de uma permutagdo m = (mms...m,) é realizada adicionando-se
o = MiN<i<nTi — 1 € Tpy1 = MaZi<i<,m; + 1. Os elementos 7; e m;, de 7 sao consecutivos
se nao existe um elemento m; tal que m; < m < 7, para 1 <! < n. Os elementos 7; e
w1 de m sao adjacentes para 0 < i < n. O diagrama de pontos de quebra de uma per-
mutagdo generalizada ™ = (mmy ... m,) é definido sobre os vértices {my, 71, ..., Tp, Tni1}
com arestas pretas entre elementos adjacentes mas nao consecutivos e arestas cinzas entre
elementos consecutivos mas nao adjacentes.

Sejam b = (m;41,m;) uma aresta preta e g = (7, m;) uma aresta cinza pertencentes
aum ciclo C = ... w41, m,..., T, T, ... em um diagrama de pontos de quebra G(m).
Sejam ainda A = 7, — 7, v =71 + (A/3) e w = 7, — (A/3). Um (g, b)-preenchimento
de m = (mymy ... m,) é uma permutagdo com n + 2 elementos obtida de 7 pela insercao de
v e w depois do i-ésimo elemento de 7 (0 < i < n):

T = (mmy. .. TOWT ... Tp).
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Note que v e w sao consecutivos e adjacentes em 7.

Lema 45. G(r) = G(#).

Se g e b s@o arestas nao incidentes de um ciclo longo C' em G(w), entdo o (g, b)-
preenchimento quebra C' em dois ciclos menores em G(7). Desta forma, preenchimentos
podem ser utilizados para transformar uma permutacao arbitraria = em uma permutagao
simples. Note que b(7) = b(w) + 1 e ¢(7) = ¢(m) + 1.

Lema 46. Seja um (g, b)-preenchimento em um ciclo C de G(w) que exclui a aresta
cinza g e adiciona duas novas arestas cinzas g, e go. Se g € orientada, entdo g, ou gs €
orientada em G(7). Se C' € ndo orientada, entao g, e go sao ndo orientadas em G(7).

Lema 47. Seja um (g, b)-preenchimento que quebra um ciclo C" de G(m) em dois ciclos
Cy e Cy de G(7). Entao C € orientado se, e somente se, C; ou Cy € orientado.

Lema 48. Sejam ¢’ e ¢” duas arestas cinzas de G(7) diferentes de g. Entao g' e g" estdo
entrelagadas em w se, e somente se, g' e g" estao entrelagadas em um (g, b)-preenchimento
de .

Lema 49. Seja um (g, b)-preenchimento que quebra um ciclo C de G(w) nos ciclos C, e
Cy de G(7). Entao todo ciclo D entrelagado com C de G(r) estd entrelagado com Cy ou
Cy de G(7).

Lema 50. Para toda aresta cinza g, existe um aresta cinza f entrelagada com g em G(7).

Um (g, b)-preenchimento ¢ que transforma 7 em 7 é sequro caso atue em arestas nao
incidentes de um ciclo longo e h(w) = h(7). Todo preenchimento seguro quebra um ciclo
longo em dois ciclos menores.

Teorema 3. Se C' é um ciclo longo em G(w), entao existe um (g, b)-preenchimento seguro
atuando em C.

Uma permutagao 7 é equivalente a uma permutacdo o (7 ~ o) se existe uma série
de permutacao m = 7(0),7(1),...,7(k) = o tal que 7(i + 1) = 7(i)¢(7) para um (g, b)-
preenchimento seguro ¢(7) atuando em 7; (0 <4 <k —1).

Teorema 4. Para toda permutacao, existe uma permutacao equivalente simples.

Uma seqiiéncia de permutagoes m = 7(0),7(1),...,7(k) = o é uma ordenagdo gene-
ralizada de 7 se o é a identidade e 7(¢ + 1) ¢ obtida de 7 () por uma reversao ou por um
preenchimento.

Lema 51. Toda ordenacao generalizada de m imita uma ordenagao de ™ com o mesmo
numero de reversoes.
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A.1.5 Reversoes seguras em componentes orientados

Uma reversao p é sequra caso A(b— ¢+ h) = —1. Nesta se¢ao é apresentado que sempre
h& uma reversao segura atuando em um ciclo de um componente orientado. No restante
da Secao A.1, por ciclo entenda-se ciclo curto e por permutacao entenda-se permutagao
simples.

Seja V(C') o conjunto dos ciclos entrelagados com o ciclo C'em G(C'), ou seja, vizinhos
a C em H,. Seja E(C) o conjunto das arestas do subgrafo de H, induzido por V(C)

E(C)={(Cy, Cy) : C1,Cy € V(C) e () esté entrelacado com Cy em 7},
e seu complemento
E(C)={(Cy, Cy) : C1, Cy € V(C) e C) nao esté entrelacado com Cy em 7}.

Um reversao p atuando em um ciclo orientado C' ird “destrui-lo”, ou seja, remover suas
arestas em G(mp). Os outros ciclos de G(7) sao mantido em um ciclo correspondente,
com os mesmos vértices, em G(mp), porém suas orientagoes e entrelagamentos podem
ser afetados. Tem-se que H,(Cy, I;) ird se transformar em H,,(C;\C, I,), ou em outras
palavras, o complemento do subgrafo induzido por V(). As Figuras A.5 e A.6 mostram
o que ocorre no diagrama de pontos de quebra e no grafo de entrelacamento se aplicarmos
uma reversao no ciclo orientado de G(m) apresentado na Figura A.2.

Lema 52. Seja p uma reversao atuando em um ciclo orientado C. Entao

o I, = (L\E(C))UE(C)

e p altera a orientag¢do de um ciclo D € Cy se, e somente se, D € V(C).

O conjunto I é definido como I, = L,\{(C,D) : D € V(C)}.

Figura A.5: Efeito de uma reversao, que atua em um ciclo orientado, sob o diagrama de
pontos de quebra.

O conjunto R(K) representa as reversoes que atuam em ciclos orientados do compo-
nente orientado K de H,.
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Figura A.6: Efeito de uma reversao, que atua em um ciclo orientado, sob o grafo de
entrelagcamento.

Lema 53. Todo componente nao orientado do grafo de entrelagamento (de uma per-
mutagdo simples) contém pelo menos 2 vértices.

Teorema 5. Para todo componente orientado K em H, existe uma reversaio Sequra
p € R(K) tal que todos os componentes resultantes Ki(p), K2(p), ..., K.(p) sdo orien-
tados em Hy,.

A.1.6 Eliminando obstaculos

A Segao A.1.5 é concluida com o Teorema 5, onde é mostrado que se 7 tem um componente
orientado, entao existe uma reversao segura em 7. Agora serd realizada uma busca por
reversoes seguras na auséncia de componentes orientados. Seja < uma ordem parcial em
um conjunto P e {z,y,z} C P. Diz-se que z estd coberto por y caso z < y e nao existe
um elemento z € P tal que z < z < y. O grafo de cobertura €} de < é um grafo nao
orientado com conjunto de vértices P e conjunto de arestas {(x,y) : z,y € P e = esta
coberto por y}.

Seja U, o conjunto de componentes nao orientados em H, e seja Estende(U), definido
pPOr [Upin, Umaz], 0 intervalo definido pelas posigdes dos elementos mais a esquerda e mais
a direita de um componente nao orientado U € U,. Define-se Uy, = ming c v, Unin,

Unaz = mazy ¢ y, Uneg © [m, m] o intervalo entre as posicoes dos elementos mais a
esquerda e mais a direita levando em consideracao todos os componentes nao orientados
em 7. Define-se também um elemento (artificial) U relacionado ao invervalo [Upnin, Upaz)-

Seja U. o0 conjunto de | U, |+ 1 elementos consistindo dos elementos de U, acrescido do
elemento U. Seja <==, uma order parcial em U, regida por: U < W se, e somente se,
Estende(U) C Estende(W) para U, W € Uy. Define-se 2, como a arvore representando
o grafo de cobertura da ordem parcial <,. Note que todo vértice, com excecao de U, estd
relacionado a um componente nao orientado U,. Todas as folhas em €2, que correspondem
a um elemento minimo em =<, sao obstaculos. O numero de folhas em €. coincide com
o nimero de obstéculos h(7), exceto nas seguintes situagoes:

e existe apenas um componente nao orientado em 7. Neste caso, 2, tem duas folhas,
mas h(r) =1

e existe um elemento méximo em <, que ndo é um obstéculo (separa dois obstaculos).
Neste caso o nimero de folhas é igual a h(w) + 1.
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Lema 54. (Corte de obstdculo). Toda reversdo p em um ciclo de um obstdculo K elimina
a folha K de um grafo de cobertura de m, ou seja, Qr, = Q:\K.

Um obstaculo K € U, protege U € U,, nao obstaculo, se ao eliminar K de U, trans-
forma U em um obstaculo. Define-se super obstdculo como um obstaculo em 7 que protege
um nao obstiaculo U € U,. Quando um obstaculo nao é super, diz que ele é simples.

Lema 55. Uma reversao atuando em um ciclo de um obstaculo simples € sequra.

Lema 56. (Juncdo de obstdculos) Seja m uma permuta¢ao com grafo de cobertura €0, e
seja p uma reversao atuando em arestas pretas de dois obstdculos L e M em w. Entao, p
elimina os obstdculos em mp e, conseqiientemente, remove L e M de §,.

A operacao de juncao de obstaculos, definida no Lema 56, pode ser utilizada na busca
por reversoes seguras na auséncia de componentes orientados e obstaculos simples.

Escreve-se U < W, para os obstaculos U e W, se Upue < Winas. Define-se o conjunto
de obstéculos Entre(L, M) ={U(i): 1l <i<m} e Fora(L,M)={U(i):1 ¢ [l,m]}.

Lema 57. Seja p uma reversao que realiza uma jun¢ao dos obstaculos L e M de w. Se
ambos os conjuntos de obstdaculos Entre(L, M) e Fora(L, M) ndo sio vazios, entio p é
sequra.

Lema 58. Se h(w) > 3, entao existe uma reversao sequra que realiza a junc¢ao de dois
obstaculos de .

Lema 59. Se h(w) = 2, entao existe uma reversao sequra que realiza a jun¢ao dos dois
obstaculos em m. Se h(w) = 1, entdo existe uma reversio sequra que corta o Unico
obstdculo em .

Lema 60. Seja p uma reversao em m que realiza a juncao de dois obstdculos L e M. Entao
todo super obsticulo em m (diferente de L e M) serao mantidos como super obstdculos
em Tp.

A.1.7 Fortalezas

Os Lemas 58 e 59 implicam que, a menos que €2, seja homeomorfo ao grafo 3-estrela (trés
arestas incidentes a um mesmo vértice), existe uma reversao segura em m. Tem-se que se
existir pelo menos um obstaculo simples em 7, pelo Lema 55 entao existe uma reversao
segura em 7. Entao, o inico caso onde pode nao existir uma reversao segura é quando 2
¢ homeomorfo do grafo 3-estrela com trés super obstaculos, tal reversao m serda chamada
3-fortaleza.

Lema 61. Se p é uma reversao que destroi uma 3-fortaleza w, entdo p nao € sequra.
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Lema 62. Se w € uma 3-fortaleza, entdo d(m) = b(w) — ¢(mw) + h(m) + 1.

Uma permutacao 7 é uma fortaleza se possuir um niimero impar de obstaculos e todos
estes sao super obstaculos.

Lema 63. Se p é uma reversao que destrdi uma fortaleza com h(rm)-super obstdculos,
entao ou p nao é sequra ou wp € uma fortaleza com h(mw) — 2 super obstdculos.

Lema 64. Se w € uma fortaleza, entiao d(mw) = b(w) — c(m) + h(mw) + 1.
Teorema 6. Para toda permutacao T,

() + h(m) + 1, se m € uma fortaleza

(m) + h(m), caso contrdrio.

IS¥
—
oy

|
—N
SN
N 3
S— ~—r
[
o O

A.1.8 Algoritmo Polinomial

De acordo com os resultados apresentados nas secoes anteriores segue o algoritmo Rever-
salSort.

Algoritmo ReversalSort ()
01. enquanto m ndo estiver ordenada

02. se m tem um ciclo longo

03. selecione um (g,b)-preenchimento seguro p de 7

04. sendo se m tem um componente orientado

05. selecione uma reversdo segura p neste componente

06. sendo se m tem um nimero par de obst&culos

07. selecione p segura que realize uma jungdo de dois obstaculos de 7
08. sendo se m tem pelo menos um obstdculo simples

09. selecione uma reversdo segura p que corte este obstaculo de 7
10. sendo se m tem uma fortaleza com mais que trés super obstaculos
11. selecione p segura que junte dois super obstaculos de 7w

12. sendo

13. selecione p que junte dois super obstaculos de m

14. T TP

15. fim enquanto
16. imite a ordenacdo generalizada computada de 7.

Teorema 7. ReversalSort(m) ordena otimamente uma permutacdo ™ = [mimy...7,] em
tempo O(n?).

Uma andlise mais cuidadosa do algoritmo leva a uma redugao no tempo de execucao
para O(n?).
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A.2 A Faster and Simpler Algorithm for Sorting Sig-
ned Permutations by Reversals

Esta secao apresenta um resumo do trabalho, cujo titulo é apresentado acima, desenvol-
vido por Kaplan, Shamir e Tarjan [13]. Em tal trabalho é apresentado um algoritmo
polinomial que resolve o problema de ordenar por reversoes permutacoes sinalizadas em
tempo O(n?). Este algoritmo é mais eficiente que o primeiro algoritmo polinomial, apre-
sentado por Hannenhalli e Pevzner [11], e a implementagao otimizada, desenvolvida por
Berman e Hannenhalli [7].

A.2.1 Introducao

Neste artigo ¢ discutido o problema de ordenar permutacoes sinalizadas através de re-
versoes. Uma permutagao sinalizada é uma permutagao m = [my, ..., Ts] sobre os inteiros
{1,...,n}, onde a cada nimero esta associado um sinal + ou —. Uma reversdo p(i,j)
transforma 7 em

)
= [7T17 sy T 1y, Ty T Ty e ey T T T - 77Tn]

A distancia de reversao entre duas permutacoes, 7 e o, é o numero minimo de reversoes
necessarias para transformar m em o. O problema de ordenar por reversoes permutacoes
sinalizadas é encontrar uma seqiiéncia minima de reversoes que transformem uma per-
mutagao 7 na permutagao identidade [+1,+2,...,+n].

Hannenhalli e Pevzner [11] mostraram que ordenar por reversdes permutagoes orien-
tadas é um problema polinomial. Eles provaram um teorema que relaciona a distancia
de reversao a soma de trés parametros e baseados neste teorema, e em alguns outros,
apresentam um algoritmo que executa em tempo O(n4). Posteriormente, Berman e Han-
nenhalli [7], apresentaram uma versao otimizada do primeiro algoritmo, que executa em
tempo O(n?a(n)), onde « é o inverso da fun¢ao de Ackermann [1].

Este trabalho apresenta simplificagoes e otimizagoes nos trabalhos de Hannenhalli e
Pevzner [11] e Berman e Hannenhalli [7] que levam a um algoritmo mais eficiente. Tal
algoritmo executa em tempo O(rn + na(n)), dada uma distancia de reversao r. A seguir
sao listadas as simplificagoes no algoritmo e nas estruturas alcancadas com este trabalho:

e O objeto bésico utilizado no algoritmo é uma representacao implicita do grafo de
entrelacamento de arcos. Este grafo, diferentemente do grafo de Hannenhalli e
Pevzner [11], tem arcos como vértices e, desta forma, é mais simples de ser produzido
e mantido durante a busca pelo resultado.
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e Elimina a necessidade de trabalhar com permutacgoes simples, deixando de lado as
transformagoes de equivaléncia definidas por Hannenhalli e Pevzner [11].

e A nocao de obstaculo é simplificada.

e A busca pelas reversoes é simplificada e nao requer estruturas de dados especiais.

A.3 A Very Elementary Presentation of the Hanne-
nhalli-Pevzner Theory

Esta secao apresenta um resumo do trabalho, cujo titulo é apresentado acima, desenvol-
vido por Anne Bergeron [5]. Em tal trabalho sdo apresentadas simplificagoes no trabalho
de Hannenhalli e Pevzner [11] que levam a um algoritmo que executa em tempo O(n?)
ao invés de O(n?).

Convenciona-se que toda as permutagcoes estao emolduradas por mg = 0e 7,11 = n+1,
ou seja, m = [0,7y,m2,..., Ty, n + 1. Um par orientado (m;,m;) é um par de inteiros
consecutivos (|m;| — |m;| = £1) com sinais opostos. Por exemplo, os pares orientados da
permutacao:

m=10,5,—-1,2,4,6,—3,7]

sao (07 _1)7 <_172)7 (27 _3) € (_374)
Pares orientados induzem reversoes que tornam elementos consecutivos, em outras
palavras, inteiros consecutivos. Por exemplo, o par (2, —3) induz a reversao p(4, —3):

pr =10,5,—-1,2,3,—6,—4, 7]

criando os inteiros consecutivos 2 3. A reversao induzida por um par orientado (m;, ;)

sera:

p(i,j—1),sem +m =+1,e
pi+1,7),sem+m =—1

As reversoes induzidas por pares orientados sao chamadas de reversoes orientadas.
Define-se a pontuac¢ao de uma reversao (orientada) como o numero de pares orientados
na permutagao resultante. Por exemplo, para p(4, —3) temos pontuagao 6.

O primeiro algoritmo definido serve para os casos onde hé pelo menos um par orien-
tado. Algoritmo: se houver pares orientados, escolha a reversao orientada de pontuacao
maxima.



A.3. A Very Elementary Presentation of the Hannenhalli-Pevzner Theory 97

Bergeron mostra que tal reversao com pontuagao maxima € segura. Quando as per-
mutagoes possuem apenas elementos positivos e sdo reduzidas (ndo contém elementos
consecutivos) o primeiro algoritmo nao funciona. Em tal situagao é necessario um algo-
ritmo mais elaborado, que sera mostrado a seguir.

Assume-se que a permutacao é circular, ou seja, o sucessor de n + 1 é 0. Define-se
intervalo emoldurado em 7 como um intervalo da forma:

Uy T, gy oo Tjnk—1, 0+ K

tal que todos inteiros entre 7 e i 4+ k pertencem ao intervalo 7...7 + k. Por exemplo,
considere a permutacao

[0,6,1,3,2,4,5,7).

A permutagao inteira é um intervalo emoldurado. Mas ha também [1,4] e [4, 1] devido
a circularidade.

Se 7 é reduzida, um obstiaculo em 7 é um intervalo emoldurado que nao contém
outro intervalo emoldurado menor. Tal definicdo é equivalente a de Hannenhalli e Pevz-
ner [11]. Uma vez estabelecido o conceito de obstdculos, sao definidas duas operagoes
sobre obstédculos (corte e jungao). Um corte de obstaculo consiste em reverter o segmento
entre ¢ e ¢ + 1 de um obstaculo. Uma juncao de obstdculos consiste na reversao que
atua nos terminais de dois obstaculos. Um obstaculo simples é um obstaculo que quando
cortado decrementa o niimero de obstaculos. Um obtstaculo que nao é simples é um super
obstaculo.

Introduzidos os conceitos acerca de obstaculos é definido um segundo algoritmo, este
é capaz de resolver o problema de ordenar por reversoes orientadas para uma permutacao
que nao possui pares orientados. O algoritmo é definido como segue: se uma permutagao
tem 2k obstaculos, & > 2, junte qualquer dois obstaculos nao consecutivos. Se uma
permutacao tem 2k + 1, £ > 1, entao se tem um obstaculo simples, corte; Se nao tem,
junte dois obstdculos nao consecutivos, ou consecutivos se k = 1.

Bergeron mostra que tal estratégia sempre encontra reversoes seguras. Os dois algo-
ritmos juntos resolvem otimamente qualquer permutacao com sinais.

Dado um genoma 7 de tamanho n e emoldurado por 0 e n + 1, o diagrama de pontos
de quebra é construido da seguinte forma:

1. Gera-se a permutacao 7’ substituindo-se cada elemento positivo z em 7 por 2z — 1
2z em 7' e cada elemento negativo —z em 7 por 2z 2z — 1 em 7’. O elemento 0 de
7 matém-se em 7’ e o elemento n + 1 em 7 é substituido por 2n + 1 em 7’

2. Toma-se os elementos da permutacao ' como vértices, totalizando 2n + 2 vértices.
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0 5 6 4 3 1 2 7 8 11 12 9 10 13

Figura A.7: Diagrama de pontos de quebra de 7 em relagao a identidade.

3. As arestas sao definidas e classificadas da seguinte forma:

Arestas retas: elementos consecutivos ! de 7’ par sim, par nao, comecando do

Arestas curvas (ou arcos): inteiros consecutivos par sim, par nao, comegando

de 0.
Por exemplo,
T=1[03-214657]
torna-se:
m=[05643127811129 10 13]

A Figura A.7 apresenta o diagrama de pontos de quebrade 7 =[03 =214 6 5 7] em
relacao a identidade.

Para definir as arestas retas precisamos olhar para o genoma origem (7) e para definir
as arestas curvas precisamos olhar para o genoma destino (o). Alguns autores enunciam
que arestas retas apresentam o estado atual e as arestas curvas apresentam o estado
desejado.

Um diagrama de pontos de quebra de um genoma 7, de tamanho n, em relacao a
um genoma o possui 2n + 2 arestas, todos os seus vértices tém grau 2 e é composto por
ciclos de tamanho par. Os ciclos, que compdem o diagrama, sao formados por um mesmo
numero de arestas retas e curvas. Neste texto estamos sempre considerando como genoma
destino (o) a identidade.

O suporte de um arco é dado pelo intervalo de elementos de 7’ entre, e incluindo, seus
terminais. Por exemplo, no diagrama da Figura A.7, o suporte do arco cujos terminais sao
0 e 1 é dado pelo intervalo [0..1] = {0,5,6,4,3,1}. Um arco é orientado caso o tamanho
de seu suporte seja impar, caso contrario o arco ¢ nao orientado. No diagrama de pontos

Dado o elemento x = 7'(i), seu consecutivo é y = /(i + 1).
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(6,7) 0,1) (8,9)

(4,5) 2,3) (12,13) (10,11)
Figura A.8: Grafo de entrelacamento de arcos.

de quebra é facil de verificar se um dado arco é orientado, basta verificar se seus terminais
possuem mesmo terminal nas arestas retas. No diagrama da Figura A.7 apenas os arcos
(4,5) (suporte com tamanho 3) e (2,3) (suporte com tamanho 3) sao orientados. Perceba
que no arco (4,5), ambos os terminais estao no terminal direito de suas respectivas arestas
retas e no arco (2, 3) eles estao no terminal esquerdo.

Um arco é orientado se, e apenas se, seus terminais sao imagens de um par orientado da
permutacao original (7). Perceba que o arco orientado (4, 5) tem origem no par orientado
(3,—2) e que o arco orientado (2,3) tem origem no par orientado (—2,1).

Dois arcos se entrelagam se a interseccao dos suportes nao € vazia e um deles nao esta
contido propriamente no outro. O grafo de entrelagamento de arcos é definido da seguinte
forma:

e Vértices: arcos do diagrama de pontos de quebra. Os vértices podem ser orientados
(pretos), caso corresponda a um arco orientado, ou nao orientados (brancos), caso
corresponda a um arco nao orientado.

e Arestas: entre arcos entrelagados.

A Figura A.8 apresentado o grafo de entrelacamento de arcos correspondente ao dia-
grama de pontos de quebra da Figura A.7.

Um componente conexo do grafo de entrelacamento de arcos é orientado se pelo menos
um de seus vértices for orientado, caso contrario o componente é nao orientado. E f4cil
perceber que um vértice (do grafo de entrelagamento de arcos) tem um grau fmpar se, e
somente se, ele é orientado. O suporte de um arco orientado é impar. Se retiramos do su-
porte seus terminais continuamos com um numero impar. Se para cada arco, cujo suporte
esta contido no suporte do arco orientado, retirarmos seus terminais ainda continuaremos
com um numero impar. Este nimero resultante indica o total de arcos entrelagados.

Uma reversao induzida por um vértice é a reversao induzida pelo par orientado cor-
respondente na permutacao original (7). S6 tem sentido falar em reversoes induzidas por
vértices quando estes sao orientados.
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0,1)
2,3) (12,13) (10,11)

Figura A.9: Grafo de entrelagamento de arcos resultante da aplicagao da reversao induzida
pelo vértice (4,5).

mm

Figura A.10: Diagrama de pontos de quebra resultante da aplicagao da reversao induzida
pelo vértice (4,5).

Ao aplicar uma reversao correspondente a um vértice orientado v, o efeito no grafo de
entrelagcamento de arcos serd o complemento do subgrafo de v e seus vértices adjacentes.
A Figura A.9 apresenta o grafo de entrelacamento de arcos depois de aplicada a reversao
induzida pelo arco v = (4,5). Perceba que o subgrafo ao qual o fato 2 se refere restringe-se
aos vértices (4,5) e (6,7) e a aresta que os conecta. Na Figura A.10 podemos visualizar
o que ocorre no diagrama de pontos de quebra. Uma reversao p(i,j) em 7 é simulada
por uma reversao p(2i — 1,25) em 7’. Tal reversao isola o arco que induz a reversao e
inverte a ordem dos elementos que estao entre os terminais do arco em 7’. Como efeito
a reversao ainda altera a orientagao do vértices adjacentes a v. Tal alteragao ocorre por
causa do isolamento de v, que faz com que os tamanhos do suporte dos arcos adjacentes
a v sejam alterados de 1.

A Equagao A.3 mostra como pontuar uma reversao correspondente a um vértice ori-
entado v através do grafo de entrelacamento de arcos.

T+U-0-1 (A.3)

Na equagao, T é o ntumero total de vértices orientados, U é o nimero de vértices
nao orientados adjacentes a v e O é o numero de vértices orientados adjacentes a v. A
subtracao T — O representa o nimero de vértices orientados nao afetados pela reversao, U
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LN

0 3 4 7 8 11 12 9 10 13 14 5 6 15 16 1 2 17

Figura A.11: Diagrama de pontos de quebra de 7 em relacao a identidade.

é o numero de novos vértices orientados e —1 é o vértice orientado sobre o qual aplica-se
a reversao, o qual ird se tornar um componente de apenas um vértice e nao orientado.
No exemplo da Figura A.8, se tomarmos v = (4,5) temos 7' =2, U =1, O =0 e
T+U-0-1=241-0—-1=2.

Um reversao é segura caso nao crie novas componentes nao orientadas, excetuando-se
os vértices isolados. Hannenhalli e Pevzner mostraram em 1995 que qualquer seqiiéncia
de reversoes seguras ¢ 6tima, ou seja, que a cada passo a distancia ¢ diminuida.

Bergeron prova que uma reversao orientada de pontuacao méxima é segura. Este é
um dos pontos chave de seu algoritmo para o cédlculo da distancia de reversao orientada.

A cobertura de um conjunto de vértices X no grafo de entrelagamento de arcos é o
intervalo minimo que contém, na ordem circular, todos os intervalos de vértices em X.
Por exemplo, considere o genoma 7 =[024 65738 19]. A Figura A.11 apresenta o
diagrama de pontos de quebra de w e a Figura A.12 apresenta o grafo de entrelacamento
de arcos. Os componentes conexos de seu grafo de entrecamento de arcos tém coberturas:

[4,15) = [4 781112910 13 14 5 6 15]
[8,13] = [8 11 12 9 10 13]
[16,3] = [16 12 17 0 3]

Segundo Hannenhalli e Pevzner [11], obstaculos sdo componentes nao orientados que
sao minimais no que diz respeito a inclusao de cobertura ou, em outras palavras, deve
ser nao orientado e sua cobertura deve conter apenas os vértices do componente. Sao
exemplos de obstéculos os componentes de cobertura [8,13] e [16, 3].
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0,1)
(16,17) 2.3)
(14,1 @s)
(12,13)
(6,7)
(10,11) 8,9)

Figura A.12: Grafo de entrelagamento de arcos.
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