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Resumo

Esta dissertagdo aborda o assunto Coloragao de Arestas (Problema da Classificagao) res-
trita aos cografos, onde o problema esta em aberto.

Apds uma breve compilacio de resultados de pesquisas tanto em coloragao de ares-
tas como em cografos, encontram-se os resultados obtidos para uma subclasse obtida ao

limitarmos o numero de niveis da, cotree para 3:
¢ Ser subgrafo overfull & equivalente a ser overfull ou vizinhanca overfull e

» Algoritmos que colocam na Classe 1 subconjuntos desta subclasse obtidos ac limi-

tarmos o nimero de ramos da cotree para 2.
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Abstract

This dissertation is on the subject of Edge Colouring (Classification Problem) restricted
to cographs, for which the problem is open.

After a brief compilation of research results on edge colouring and cographs, the results
found for a subclass obtained when the number of levels of the cotree is limited to three:

e Being subgraph overfull is equivalent to being overfull or neighborhood overfull and

o Algorithms that place into Class 1 some subsets of this subclass obtained when the
number of the branches of the cotree is limited to two.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre os problemas mais pesquisados em Teoria dos Grafos temos o problema de co-
loragdo de grafos. Este problema pode ser definido como descobrir o nimere minimo de
cores necessario para colorir o conjunto de vértices ou de arestas de um grafo de forma
que dois vértices (ou duas arestas) adjacentes possuam cores distintas.

Colorir vértices ou arestas de grafos € um problema considerado dificil. Por este fato,
varios pesquisadores de todo o mundo possuem suas pesquisas voltadas para o problema
da coloragao restrito a uma determinada classe de grafos.

Um dos problemas envolvendo coloragio de grafos mais conhecidos foi a conjectura
das quatro cores. Esta comjectura dizia que qualquer mapa podia ter suas regiGes
pintadas usando no maximo quatro cores.

A conjectura das quatro cores, apds mais de cem anos de pesquisa, foi mostrada ser
verdadeira pelos pesquisadores K. Appel e W. Haken em 1976.

Quase cem anos antes desta prova ser exibida, P. (. Tait escreveu o primeiro artigo
sobre coloragao classica de arestas, publicado em 1880. Neste artigo, P. G. Tait mostrava
que a conjectura das quatro cores é verdadeira se e somente se as arestas de todo grafo
planar 3-regular sem aresta de corte {mapa) podem ser coloridas usando apenas trés
cores. Na verdade, P. . Tuif provou a equivaléncia entre o problema das quatro cores e
o problema da coloragio de arestas de um mapa.

QOutros resultados significativos foram apresentados por D. Kdnig em 1916. O cientista
exibiu um teorema que prova que todo grafo bipartido de grau maximo A pode ter suas
arestas eoloridas com A cores.

Em 1949, C. E. Shannos provou que um multigrafo de grau maximo A tem uma
coloracao com |2A] cores para suas arestas.

Sem ddvida, o resultado mais importante sobre coloracao de arestas apareceu em 1964,
quando V. G. Vizing mostrou que o nimero de cores minimo necessario para colorir as
arestas de um grafo G (indice croméatico, x'(G)) é ignal a seu maior grau (A{G)) ou igual



a seu malor grau acrescido de um {(A(G) + 1). O problema, a partir dai, é o de verificar
se um grafo @ tem indice cromético igual a A(G) (G € Classe 1), ou se G tem indice
cromético ignal a A(G) + 1 (G € Classe 2) - o Problema da Classificagdo.

Decidir qual entre somente duas classes um grafo (ou uma familia de grafos) estd
parece ser um problema trivial. Em 1981, I. Holyer ([15]) provou que dada uma instancia
C do problema 3SAT, consegue-se construir um grafo cubico 7 pertencente a Classe 1
se e somente se (' € satistativel. Neste artigo, I. Holyer exibe uma redugao polinomial do
problema 3SAT ao problema de encontrar o indice cromatico de um grafo cubico. Isso
nos mostra que o Problema da Classificacao, apesar de ser aparentemente simples, € um
problema NP-completo,

Alguns pesquisadores resolveram o Problema da Classifica¢do para varios grafos, como
Grafos Bipartidos (D. Kénig {[12]), citado acima), Grafos Circuitos ([12]), Grafos Com-
pletos {[12]), Grafos Roda, Grafos Split-Indiferenca ({19]), grafos duplamente cordais com
grau maximo impar {[8]}), grafos split com grau méaximo Impar ([3]), grafos multiparti-
dos completos ([14]) entre outros. Uma forma de resolver o problema para grafos que
suspeita-se estarem na Classe 1 é exibir uma coloragao usando A cores para estes grafos.
J4 para grafos que suspeitamos estarem na Classe 2 nao é suficiente exibir uma (A 4+ 1)-
coloragao, uma vez que os grafos que pertencem a C'lasse 1 também sdo {A+1)-coloriveis.
Portanto, para se afirmar que um dado grafo pertence a Classe 2 € necessario encontrar
algum argumento que demonstre que nao pertence a Classe 1. Um argumento muito
usado é a contagem {Capitulo 3).

A contagem das arestas de um dado grafo pode nos permitir classifica-lo. Se este grafo
possui uma quantidade de arestas que o impega de ser coloride com A cores, obviamente
este grafo pertence & Classe 2. Um grafo que ultrapasse este limite de nimero de arestas é
chamado de overfull. Uma importante conjectura levantada por Hilton e Chetwynd afirma
que um grafo com A > % pertence a C'lasse 2 se e somente se possui um subgrafo overfull
com mesmo A. Obviamente, se o subgrafo é overfull, entdo o grato pertence a Classe 2.

Ser overfull ndo é uma condicio necessaria para um grafo pertencer a Classe 2. Exis-
tem grafos que pertencem & Classe 2 e nao sao overfull.

Uma familia de grafos cuja classificacido néo é conhecida é a dos cografos. Estes sao
grafos que nio contém P, comeo subgrafo induzido. Para os grafos de comparabilidade,
uma classe que contém os cografos, o Problema da Classificagao foi provado ser NP-
Completo ([2]). Por outro lado, esse problema estd resolvido para os grafos multipartidos
completos uma subclasse dos cografos ([14]).

Esta motivacao nos levou a considerar os cografos. Além disso, mostramos que todo
cografo conexo possui A > %, Assim sendo, sao grafos que poderiam ser usados para
exibir mais uma evidéncia para a Conjectura de Hilton e Chetwynd.

Estes fatos nos levaram a estudar os cografos de duas formas: exibindo coloragao com
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A cores para alguns cografos e caracterizando, para uma certa subclasse dos cografos,
aqueles que possuem um nimero excessivo de arestas que os impegam de pertencer &
(Mlasse 1. Para isto, usamos o fato de que os cografos podem ser representados de forma
unica por uma arvore chamada de cotree. Os nivels desta arvore representam subclasses
dos cografos. Assim, sendo a raiz no nivel 0, temos que os grafos completos sdo cografos
de cotree completa de nivel 1 e os multipartidos completos sdo cografos de coiree de nivel
no maximo 2. Para cografos com cotree complefa de nivel 1 ou de nivel 2, as abordagens
citadas anteriormente estdo solucionadas.

Os resultados que obtivemos nesta dissertaco de mestrado se referem aos cografos
representados por cotrees de nivel 3.

O Capitulo 2 além de relatar um histérico sobre coloracdo de arestas apresentando
algumas conjecturas € problemas classicos sobre o tema, comenta sobre algumas familias
de grafos que pertencem a C'lasse 2 e nao séo overfull, os snarks.

O Capitule 3 define e exibe alguns resultados para grafos que sdo overfull. Neste
capitulo também encontramos a Conjectura de Hilton e Chetwynd e uma familia de grafos
que satisfaz esta conjectura.

O Capitulo 4 contém resultados sobre cografos encontrados na literatura. Neste
capitulo encontramos as caracteristicas da familia dos cografos, algoritmos polinomiais
para problemas classicos e um algoritmo polinomial para reconhecimento da classe.

O Capitulo 5 exibe o nosso resultado que afirma que o subgrafo overfull de mesmo A
de um cografo de coiree completa de nivel 3 se existir é igual ao préprio grafo ou é igual a
vizinhanca de algum vértice de grau A. Para a prova deste resultado desenvolvernos uma
nomenclatura {Capitulo 4) usando a cotree de um cografo.

O Capitulo 6 contém algoritmos que usam técnicas que desenvolvemos para colorir
com A cores alguns cografos de cotree de nivel 3 que nio sao SO.

1.1 Conceitos e definigoes

Neste texto serdo consideradas as definigdes abaixo.

Definigdo 1 Um grafo G € definido por um conjunto de pontos, V{((G), chamados de
vértices de G e por um conjunto de pares nio ordenados, A(G), chamados de arestas
de G que conectam estes vértices de forma que A(G) C V(G) x V(G). Sejam |V(G)| =n
e |A(G)| = m. Quando G nio possui arestas do tipo (z,z), pare z € V(G), nem arestas
com ambos o0s extremos iguais, dizemos que G € um grafe simples,

Definigao 2 Se (¢ € um grafo que possui orientagdes em suas arestas, entio G € dito ser

um grafo orientado ou grafo direcionado. Neste caso, G € denotado por G.
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Definigao 3 Dado um grafo direcionado é, o grafo subjacente « Géo grafo G tal que

-

V(G) = V(G) e A(G) € igual as arestas de & sem as orientagies.

Definigao 4 Dizemos que H = (V(H), A(H)) € um subgrafo de G = (V(G), A(G)) se
H € uwm grafo, V(H} C V(G) e A(H) C A(G).

Definicao 5 O grafo H € um subgrafo induzido de G, denotado por H = G{V(H)),
se V(H) CV(G) e {a,y) € A(H) se e somente se z,y € V{H) e (z,y) € A(G).

Definigdo 6 A cardinalidade de V{G), n, também € chamada de ordem de G.

Definicdo 7 Uma coloragio ¢ uma fun¢io f: A(G) — C. Um grafo € k-colorivel se
admite uma colora¢do com |C| =k,

Definicio 8 Dizemos que uma coloragéo com as cores de um conjunto C' € vélida pare
as arestas de G se todo par de arestas incidentes a um mesmo vértice possuem cores
diferentes. Se |C| = p, entdo temos uma p-coloragdo para G. Também dizemos que G €
p-colorivel. Se |C| € o menor possivel para colorir de forma vilida as arestas de G, |C| ¢
o indice cromatico de G, x'(G).

A Figura 1.1 mosira o mesmo grafo colorido de duas formas; a segunda revela uma
coloragao Stima, conseqlientemente, seu indice cromatico.

a b a b

2 5 2 2

c d [ d
4 1

Figura 1.1: Um grafo de A = 3 e duas possiveis coloracbes, C1 = {1,2,3,4,5} e C» =
{1,2,3}.

Definicdo 9 Uma coloracio C = {c1,- -, ¢,} para as grestas de G € dita ser equitativa
se € vdlida e todo conjunto de arestas de mesma cor possui cardinalidade igual ¢ L-’;’-J ou

(51

Definigdo 10 Definimos por vizinhanga aberta de v € V(G) em G, denotada por
Ng(v), ao conjunto de vértices em G que sio adjacentes a v. A vizinhanga fechada
de v no grafo G, Ng[v], € igual a Ng(v)U {v}. Com isso, temos que o grau do vértice
v em G, grg(v), € igual a cardinalidade de sua vizinhanga aberta em G e que A(G) =
maz{gre(vi)}, paral <i < n.
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No exemplo da Figura 1.1, Ng(a) = Ng(d) = {b, ¢}, ou seja, gra(a) = 2. O grau dos
vértices b e c é igual a A(G).

Definicao 11 Chamamos u de A-vértice de G se u € V(G)} e gro(u) = A(G). Deno-

tamos por gri(u) o nimero de A-vértices que pertencem a Ng(u).
No Figura 1.1, b e ¢ sao A-vértices, gri(a} = griz(d) = 2 e gr(b) = gri{c) = 1.

Definigao 12 Seu € um A-vértice de G ¢ Ve gra({w) 2 A(GY¥ = A(G)+2, dizemos
que u € um A-vértice especial de G.

Definicao 13 Dizemos que dois vértices © e y € V(@) sdo gémeos falsos se Ng{z) =
Ng(y). Se Nglz] = Ngly], dizemos que @ e y sdo gémeos verdadeiros,

Ainda, na Figura 1.1, a e d sdo gémeos falsos e b € ¢ sao gémeos verdadeiros.

Definicdo 14 Dizemos que um grafo M ¢ multipartido completo se V(M } pode ser
particionado em p subconjuntos, Vi,...,V,, e A(M) € tal que (z,y) € A(M) se e somente
sex € Vi ey €V, para todo i # 3.

A Figura 1.2 exibe um grafo multipartide completo.

Figura 1.2: Exemplo de grafo multipartido completo com trés partigdes.

Definicao 15 Dizemos que G ¢ uma clique se G é um multipartido completo em que
Vil = 1, para 1 <1 < p, conforme Defini¢io 14. Também chamamos uma clique de
grafo completo.

Definigio 16 Dizemos que I C V(G) € um conjunto independente de G se e somente

se |A(G[I])| = 0.

Definicdo 17 Dizemos que G € regular {ou k-regular) se grg(v) = %,i[@)l'[ = k, para
todov € V(G). Por outro lado, G € dito quase regular se e somente se grg(v) = ﬁﬁ:‘(& |

ou gra{v) = [%Gg)—] para todo v € V(G).
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O multipartido completo mostrado na Figura 1.2 é um grafo quase-regular.

Definicao 18 Um grufo G € dito planar se G pode ser desenhado num plano sem inter-
seccao de arestas.

Definigao 19 Seja S € V(G) €[5, 5] o conjunto de arestas que une S a V(G)\S. Dize-
mos que [S, 5] € um corte de G se G\[S, 5] ¢ desconezo.

Definigao 20 Dizemos que (G possui propriedade CK se qualquer cligue de G possui
exatamente um vertice em comum com qualquer conjunto independente de G.

Definicéo 21 Chamaremos de distancia entre dois vertices de G, z e y, ao nimero de

arestas do menor caminho entre ¥ e y. A maior denire as distdncias de G € chamada de
diametro de G.

Definigao 22 Dizemnos que G € um B, se (¢ € um caminho sem cordas de n vértices.

Definicdo 23 Chamamos de cintura ao nimero de vértices que tnduzem um ciclo ma-
zimal em um grafo.

Definicao 24 Dizemos que um conjunto £ C A(G) € um emparelhamento se as ares-
tas de S sao duas a duas nio adjacentes (ndo incidem num mesmo vértice).

Definigdo 25 Chamamos de grafo linha de G, denotado por L(G), o grafo tal que
V(L(@)) = A(G) e (z,y) € A(L(G)) se ¢ somente se z e y sdo adjacentes em G.



Capitulo 2
Historico

Seja G um grafo 3-regular. Se (7 é planar e ndo possmi aresta de corte (Definicao 19),
entdo dizemos que G € um mapa.

Uma das perguntas feitas entre os pesquisadores em teoria dos grafos era qual o nimero
de cores suficiente para se colorir as regices de um mapa. Conjecturava-se que este nimero
€ra quatro.

Em 1976, K. Appel e W. Haken provaram ser verdadeira esta conjectura. Mas quase
100 anos antes, em 1880, P. (. Tait, mostrava que a conjectura das quatro cores era
verdadeira se e somente se o numero de cores suficientes para se colorir as arestas de um
mapa era trés. Este foi o primeiro artigo cujo assunto era coloracdo de arestas.

Teorema 1 ([11, 13, 22]) O problema das quatro-cores € equivalente a afirmagdo de que
todo mapa pertence a Classe 1.

Prova: (=) Suponha que G € um mapa e suas regides foram coloridas com quatro cores:
a,b,ced

Faca a coloracio para as arestas de (& da seguinte forma (observe que uma aresta
sempre separa duas regides do mapa):

®» Se a aresta separa uma regiao de cor ¢ e outra de cor b, ou uma de cor ¢ e outra de
cor d, de a esta aresta a cor 1.

¢ Se a aresta separa uma regido de cor a e outra de cor ¢, ou uma de cor b e outra de
cor d, dé a esta aresta a cor 2.

e Se a aresta separa uma regido de cor a e outra de cor d, ou uma de cor & e outra de

cor ¢, dé a esta aresta a cor 3.

A Figura 2.1 mostra esta construcdo.
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Figura 2.1: Coloracao das regides de um mapa e a equivaléncia com coloracio das arestas.

Dessa forma as arestas de G sao coloridas usando-se apenas 3 cores. Como A(G) = 3,
entao G € Classe 1.
(<) Suponha, que G é um mapa pertencente a Classe 1. Sejam o subgrafo gerado pelas
arestas de cor 1 e 2 e o subgralo gerado pelas arestas de cor 1 e 3. Estes subgrafos sio
ciclos. Faca:

e Pinte a regiao interna do primeiro subgrafo com a cor o e a parte externa com a cor

g.
¢ Pinte a regido interna do segundo subgrafo com a cor v e & parte externa com a cor
0.
A Figura 2.2 exibe esta coloragao de regioes.

{B.0Y

] > o b

Figura 2.2: Coloracéo das arestas de um mapa e a equivaléncia com coloracao das regioes.

A unido dos ciclos definidos acima {sem considerar arestas repetidas) é igual ao grafo
(. Associe a cada regiio um par de coordenadas (z,y), onde z € {a, 8} e y € {v, p}.
Uma vez que as coordenadas de regites adjacentes sio distintas, conseguimos uma co-

loragio com quatro cores para o mapa (G definida pelas cores {{e,¥), (o, p), (5,7),(B,p}}
a

Para completar, neste mesmo artigo, P. . Tait mostra como transformar qualquer
mapa planar em um mapa planar 3-regular. Para cada vértice com grau £ > 3 faga:

i. Desenhe um circulo em torno deste vértice;

ii. Apague a regiao dentro deste circulo;

iii. Apague um dos k arcos do circulo, fazendo uma extensao de alguma regiao do mapa,
criando, assim outros & — 2 outros vértices.
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Ainda, vértices de grau 1 ou grau 2 podem ser desconsiderados num mapa, pois ndo
tormam regides. A Figura 2.3 mostra esta construcao.

Figura 2.3: Construgac de um mapa trivalente.

Com este resultado alguns pesquisadores acreditavam que todo grafo 3-regular perten-
cia & Classe 1. Dois grupos de grafos quebram esta crenca. Os trés grafos mais simples
de um destes grupos sdo mostrados na Figura 2.4; os grafos em si ndo sdo mapas pois
contém pontes, por isso n&o se tornam contra-exemplo para o Teorema 1.

OO GO oA

Figura 2.4: Mapas ligados por pontes.

Observe que os dois primeiros grafos da Figura 2.4 ndo sao simples.

A outra classe é conhecida por snarks, que terao algumas de suas caracteristicas apre-
sentadas na proxima segao.

Com o problema das quatro cores solucionado o Teorema 1 leva ao seguinte corelario.

Corolario 1 Todo mapa pertence a Classe 1.

2.1 Snarks

Em decorréncia aoc Teorema de P. . Tait (Teorema 1), a tentativa de encontrar um
contra-exemplo para a conjectura da quatro cores (provada somente em 1976} levou os
pesquisadores a procurar por mapas cujas arestas ndo poderiam ser coloridas apenas com
3 cores.

A procura por estes grafos obviamente nio obteve sucesso, mas fez com que os pes-

quisadores acabassem se deparando com os grafos chamados de snarks.
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Figura 2.5: Grafo de Petersen - o primeiro snark.

Chamamos de snark a todo grafo 3-regular sem aresta de corte e indice cromatico
igual a 4. E claro que nenhum snark é planar, sendio seria um contra-exemplo procurado.

O primeiro e menor snark foi encontrado em 1891, é o conhecido grafo de Petersen
(Figura 2.5). O segundo snark somente foi encontrado mais de meio século depois, em
1946, por D. Blanuse. Este snark tem 18 vértices.

Em 1948, B. Descartes encontrou o terceiro snark, este, com 210 vértices. (. Szekers
encontrou o quarto snark com 50 vértices em 1973.

A procura de snarks sofreu grande mudancga em 1975, quando R. Isaacs descreveu
duas familias infinitas de snarks. Uma destas familias inclui, essencialmente, todos os
snarks encontrados até entao.

Uma destas familias é a dos snarks flores. O primeiro snark desta familia é obtido
pela substituicao do vértice central do grafo de Petersen por um triangulo. Os demais
grafos desta familia sdo obtidos substituindo as frés pétalas por 5, 7, 9 e assim por diante
(sempre aumentando duas pétalas). A Figura 2.6 apresenta o primeiro e o segundo snark
desta familia.

Figura 2.6: Os dois primeiros snarks flores.
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A outra familia é aquela cujos grafos sao formados pela composigao de outros snarks.
Se G ¢ H sao snarks, entio geram um terceiro snark denotado por G - H, da seguinte
forma

i. Tome G e remova qualquer duas arestas nao adjacentes;
ii. Tome H e remova qualquer dois vértices adjacentes;

ii. Ligue os vértices correspondentes conforme a Figura 2.7.

Figura 2.7: Construcio de G- H.

Assim sendo, o snark G - H tem |V(G)| + |V(H)| — 2 vértices.
A Figura 2.8 mostra um exemplo desta construgio. Se G é o grafo de Peiersen, entao
o grafo mostrado é, na verdade, G - G. O snark descrito nesta mesma figura {Figura 2.8)

Figura 2.8: Composicdo do snark G- G.

é o snark de Blanuse. Da mesma forma, o snark encontrado por G. Szekeres pode pode

ser obtido através de G- (G- (G - (G - (G- G)))).
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Depois deste resultado, outros pesquisadores também conseguiram definir familias
infinitas de snarks. Podemos citar F. Loupekhine e M. Goldberg. A Figura 2.9 mostra o
menor snark da familia definida por este iltimo pesquisador.

Figura 2.9: Primeiro snark da familia de M. Goldberg.

2.2 Snarks e outras conjecturas

Esta secao tem por objetivo apresentar alguns snarks, algumas conjecturas ainda existen-
tes e alguns snarks construidos de forma a quebrar algumas conjecturas.

Uma das conjecturas acerca dos snarks foi em relagao ao tamanho dos ciclos existente
em qualquer snark. Jaeger e Swart conjecturavam que guelguer snark ndo possuia cintura
(Definicio 23) maior que seis.

Procurando uma resposta para esta pergunta, M. Kochol ([17]) conseguiu mostrar
como se construir um snark de cintura no minimo (% + o{1)) log n. Nagquele texto, o
pesquisador usa duas estruturas chamadas de polos para unir snarks jé existentes e gerar
outros que tenham uma cintura malor que cinco.

QOutro resultado foi acerca do grau de um srark. Sabemos que um snark é um grafo
regular de grau 3 e indice cromdtico ignal a 4. Procurava-se por grafos regulares de grau
k e indice cromatico k + 1.

Em [4] encontramos os grafos conhecidos por k-snarks. Um k-snark ou supersnark
é um grafo k regular de ordem par com indice cromaético & + 1.

Uma familia de k-snarks é aquela gerada pelos grafos linha {Definicdo 25) dos snarks
flores. Ou seja, se G é um snark flor, entdo L(G) é um k-snark. A Figura 2.10 mostra o
4-snark gerado por L{G) com G igual ao primeiro snark flor.

Qutra familia de supersnarks é a definida G. H. J. Meredith. Cada k-snark Gy desta
familia tem ordem 20k — 10.
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Figura 2.10: Exemplo de um supersnark.

Dizemos que GG é um grafo aresta-critico se a remogao de qualquer aresta de G reduz
seu indice cromatico. Até 1979 acreditava-se que todo grafo aresta-critico finha apenas
nimero impar de vértices. Nesta data, M. Goldberg modificou sua familia de snarks para
gerar uma familia infinita de contra-exemplos para esta conjectura. A Figura 2.11 é um
destes contra-exemplos. Na verdade, o grafo apresentado é aquele primeiro snark da
familia de Goldberg exibido na Figura 2.9 com a remocao de duas arestas. Além destes
contra-exemplos, varios outros foram obtidos através da remocao de arestas de alguns
supersnarks. Podemos, com isso, dizer que a procura de snarks ajudou a verificar que a
conjectura dos grafos criticos era falsa.

Uma das conjectura a respeito de snarks e supersnarks que ainda sobrevive é a con-
jectura de Tuite.

Conjectura 1 (Tutte) Todo snark ou supersnark contem:
i. Um subgrafo homeomorfo ao grafo de Petersen;

ii. Um subgrafo contraivel ao grafo de Petersen.
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~_ | 7

Figura 2.11: Contra-exemplo para a conjectura dos grafos criticos.

2.3 Resumo

Este capitulo apresentou alguns resultados historicos a respeito de coloragao de grafos.

Vimos a importancia da Conjectura das quatro cores e a equivaléncia com a coloragio
de arestas de um grafo planar 3-regular sem aresta de corte, um mapa.

A procura de grafos que nao satisfizessem a Conjectura das quatro cores fez com que
os pesquisadores encontrassem os grafos aqui descritos e denominados por snarks.

Este capitulo exibiu resultados, familias de snarks e conjecturas acerca destes grafos.



Capitulo 3

Grafos Overfull

Como dito no Capitulo 1, decidir o numero minimo de cores necessario para colorir as
arestas de um grafo G, x'(G), é um problema dificil. V. G. Vizing mostrou que este indice
cromético (x'{()) é sempre um dentre dois valores: A(G) ou A(G) + 1.

Teorema 2 (Vizing) Seja G um grafo simples, entio A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Assim sendo, chamaremos o problema de encontrar qual o valor x'(G) de o Problema
da Classificagdo, onde dizemos que G € Classe | se x'(G) = A(G) ou que G € Classe 2
se ¥'(G) = A(G) + 1.

Para verificar se um grafo (7 pertence a Classe 1 podemos mostrar algum argumento
ou simplesmente exibir uma coloragao com A(G) cores para as arestas de G

Mostrar uma coloragio com A(G) + 1 cores para ( nao é suficiente para mostrar que
G € Classe 2, uma vez que os grafos que pertencem a Classe 1 também sdo (A + 1)-
coloriveis. Por isso, para verificar se G pertence a Classe 2, devemos exibir um outro
argumento. Um dos caminhos é verificar se G é overfull

O objetivo deste capitulo € apresentar algumas caracter{sticas de grafos que sac over-
full. Alguns lemas e teoremas a serem usados em outros capitulos serdo aqui apresentados.

3.1 Condicoes suficientes para um grafo ser Overfull

Dizemos que um grafo G é overfull se ele é sobrecarregado em numero de arestas no
sentido de ser impossivel colorir G com apenas A{@F) cores.

Dado (¢ com suas arestas coloridas de forma vélida, a cardinalidade de um conjunto de
arestas de uma mesma cor ndo pode ultrapassar |7 |, uma vez que é um emparelhamento
(Definigao 24). Entdo, se & tem até A(G)|%| arestas, talvez G possa ser colorido com
A(G) cores, mas, se -

m>AG)+ |5,

13
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entao G € dito overfull e com certeza G pertencera a Classe 2. Observe que um grafo com
n par nunca satisfaz a desipualdade acima. Logo, um grafo overfull tem nimero {mpar
de veértices.

Os grafos Cs ¢ K5 da Figura 3.1 sao overfull. Um exemplo bem simples de um grafo
overfull &€ o C3 (ciclo com trés vértices), este grafo tem 3 arestas e A(G) [ 5] = 2.

Note que se G possuir um subgrafo overfull H com A(H) = A(G), também teremos
uma condicao suficiente para G pertencer a Classe 2, pois se H ndo pode ser colorido
com apenas A(() cores, G também ndo podera. Quando existe este subgrafo overfull H
em (7, dizemos que G é subgrafo overfull (S0). Se, ainda, H for um subgrafo gerado
pela vizinhanga de um vértice, dizemos que & é vizinhanga-overfull (NO).

Além disso, se G é NO, entao G é 50. Ainda, se G € O, obviamente, G também sera
S0. A Figura 3.1 mostra a relacdo de inclusao entre O, SO, NO e Classe 2. Os grafos
desta figura mostram que algumas relacdes de inclusdo sdo propria.

Classe 2

Figura 3.1: Diagrama de inclusbes entre O, SO, NO e C'lasse 2.

E valido observar que nem todo grafo que pertence & Classe 2 é overfull. A Figura
3.2 exibe um exemplo, Na Secdo 2.1 do Capitulo 2 vimos vérios outros exemplos.
Das definigdes anteriores, uma simples contagem resolve o Problema da Classificagdo

para algumas classes.

Teorema 3 Seja G um grafo reqular com n impar, entdo G € overfull.
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Figura 3.2: Grafo de Petersen sem um de seus vértices.

Prova: Se G é regular, entao m = gzgln que é maior que A(G)21. O
QOu seja, para os grafos regulares de ordem {mpar, o Problema da Classificacao estd
resolvido.

Corolario 2 Se G € um grafo regular com n impar, entio G € Classe 2.

Como exemplos podemos citar os grafos completos de ordem impar e os ciclos de ordem
impar.

No Capitulo 4 (Secdo 4.6.1) definirernos uma familia de cografos de ordem impar e
overfull.

Sabemos que grafos de ordem par ndo siao overfull Alguns destes grafos pertencem a
Classe 1, outros pertencem a Classe 2. Na Classe 1 podemos citar os ciclos pares, os
grafos completos de ordem par, os grafos planares 3-regulares sem aresta de corte ( Tait,
Capitulo 2). E, na Classe 2, citamos os snarks (Secdo 2.1).

A equivaléncia entre NO e SO é vélida nos grafos split, nos grafos indiferenca ([10}) e
O e SO sio equivalentes nos multipartidos completos ([14]), uma subclasse dos cografos.
No Capitulo 5 mostramos que a equivaléncia O e SO nao se estende aos cografos.

De forma mais especifica, para a subclasse dos cografos que possuem cotree completa
de nivel 3, mostramos que se (G nesta subclasse possui um subgrafo proprio H overfull

com A(G) = A(H), entdo G é NO.

3.2 Algoritmos de Verificagao

Uma preocupacao surgida fol a de encontrar um algoritmo mais rapido que o trivial para
verificar se um grafo G possui um subgrafo que é overfull. O algoritmo trivial leva um
tempo exponencial.

Esta secio apresenta dois caminhos para se chegar a um algoritmo polinomial que
verifica a existéncia ou nio de subgrafo everfull em um grafo .

Dado um grafo G, construa G da seguinte forma:
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i. Faca V(G) = V(G)U {z};

ii. Para cada v € V{(}, adicione A{G) — gre{v) arestas ligando v a z;

-

ili. Se n é impar, chame V{() de vértices pretos;
se n é par, chame V() de vértices pretos e z de vértice branco.

O passo 1il. é feito para que se tenha um nidmero par de vértices pretos. A Figura 3.3
exibe esta construcao de G.

Figura 3.3: Construcio de G.

Teorema 4 Seja G um grafo simples ¢ S C V(Q) tal que A(G[S]) = A(G). Fnlao G[S] ¢
overfull se e somente se S possui um nimero impar de vértices pretos e |[5, S]| < A(G)—2

em (.

Prova: (=) Se G[5] é overfull, entdo |A(G[S])| > A(G) L[i,zl_] Obviamente |S| é {mpar e
seus vértices sdo pretos, pois o 1inico possivelmente branco nao pertence a V(G).

Uma vez que todos os vértices de G em G tem grau A{(G), podemos escrever que a
soma dos graus dos vértices em S é

A(G)|S] = 2|A(GISDI + 115, 57].

Por outro lado, como G[S] é overfull, temos que 2|A(G[S1)| > A(G)(|S} - 1). Mas,
por uma questio de paridade (2JA(G[S])| e A(G)(|S| — 1) sdo dois termos pares) ainda
teremos

21A(G[S)] 2 AG)(15] - 1) + 2.

Juntando estas desigualdades chegamos a |[S, 5]| < A(G) - 2.
(<)} Se S possui um niimero impar de vértices pretos, entido .5 possui um mimero impar
de vértices de G.

Novamente temos que

20A(GISH] = AG)S] = I[S, 3]
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Como, por hipétese |(S, S]| > A(G) — 2,
2[A(GIS]] =z A(G)IS| = A(G) + 2 = A(G)(|S] — 1) + 2.
Uma vez que A(G) = A(G[S]), temos que
21A(GISDI =2 A(GISD(S] - 1) + 2,

ou seja, G[S] é overfull 0

Como Padberg e Rao deram um algoritmo polinomial capaz de encontrar um corte
minimo entre os cortes que separam um numero impar de vértices pretos em cada mar-
gem num grafo com um nimero total par de vértices pretos, temos o seguinte algoritmo
polinomial para encontrar um possivel subgrafo overfull

Algoritmo SO

Entrada: Grafo G.
Saida: Subgrafo overfull de G, se existir.

Construir G;
Achar S tal que |S] > 1 seja impar e |[S,5]| seja minimoy;
Retornar G[9] se |[S, S]] < A(G) — 1.

Além deste algoritmo, T. Niessen ([18]) exibe um outro algoritmo polinomial baseado,
principalmente, no niimero de A-vértices especiais (Definicdo 12) adjacentes a um vértice
que pertence a um subgrafo f de GG

Provando que todo vértice em um subgrafo overfull de G é adjacente a pelo menos
dois A-vértices especiais, o primeiro passo do algoritmo desenvolvido por 7. Niessen é
excluir os vértices de G que sio adjacente a no maximo um A-vértice especial.

Além disso, o pesquisador mostra que podemos fazer uma relacio do grau dos vértices
que pertencem a esse possivel subgrafo H com o grau dos vértices que nao pertencem.
Sabe-se que se v € V(H) e w & V(H), entéo grg(v) > gre{w) + 2. Assim sendo, a
segunda etapa do algoritmo sera eliminar os vértices que possuem o grau pequeno em
relagdo aos de grau maior.

Os lemas, corolarios e teorema que seguem sio exibidos para se chegar aos resultados
usados por 1. Niessen.

s

€ fmpar e

3 (AG) = gra(v)) < A(G) — 2.

VeV (G)

Lema 1 Um grafo G ¢ overfull se e somente se |V(G)
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Prova: Seja |A(G)} = m. Por definicao, G é overfull se e somente se |V(G)| = n € impar
[+

m > A(G’)(n;l) 1
2m > A(G)(n—-1)+2
—2m < —A(GIn+A(G) -2
AGn-2m < A(G)-2
Ue;(m A(G) — HGEV:[G] gre(v) < A(G) -2
e;g)(A(G)—QT’G(“)) < A{G) -2

Coroléario 3 Se G € O ev € V(G), entio gr(v) > 2.
Prova: Pelo Lema 1 temos que

(A(G) —grelv)) = A(G) -2

weNg (v){v}

> (AG) = gra(v)) + A(G) —gra(v) < A(G) -2

weENG(v)

Y. (A(G)—gra(v)+2 < grg(v)

weENg(v)

Uma vez que Yyeng(w)(A(G) — gra(v)) > gra(v) — gri{v), temos que gro(v) > gra(v) —
gre{v) + 2. Assim sendo, gri:(v) > 2. O

Com isto, T. Niessen mostra que

Lema 2 Seja G um grafo com um subgrafo overfull H tal que A(G) = A(H), entdo todo
A-vértice de H € A-vértice especial de G.

Prova: Se v é A-vértice em H, entio v é A-vértice em G, ou seja, Ny(v) = Ne(v).
Assim,

> gra(w) = X gra(w)

weENea(v) weNg{u}
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= > (A(G)—AG) — gru(w))

weENg(v)
= 2 AG) - ) (A(G)~gra(w))
wENgz(v) wEN(v)
Y. gre(w) 2 AGY = > (AG) - gru(w))
wENG(v) wENg{v)
S grelw) > AGF - AG)+2.

weNg(v)

Podemos analisar os resultados do Corolario 3 e do Lema 2 e obter

Coroldrio 4 Seja G um grafo com um sugrefo overfull H tal que A(G) = A(H), entdo
todo vértice em V(H) ¢ adjacente a pelo menos dois A-vértice especiais de (.

Assim sendo, se estamos procurando algum subgrafo overfull em (G, em primeira
instancia, podemos retirar deste possivel subgrafo aqueles vértices que sao adjacentes
a no maximo um A-vértice especial de G.

Outro resultado descrito por 7. Niessen em [18] observa o grau dos vértices que per-

tencem a um possivel subgrafo overfull H de G com A(G) = A(H).

Teorema 5 Seja G um grafo e H um subgrafo overfull de G com V(H) # V(G) e
A(H) = A(G). Se todo vértice de G\H € adjacente a no minimo dois vértices de V(H),
entdo

min gra(v) 2 max  gre(w) + 2.

weV(H) weV(G\H)
Prova: Se H é subgrafo overfull de G com A(H) = A(G), entéo

|A(H)| > A(GHWH

|A(H]1 ~ A(G) * (|V(f)| — 1) + 2
2+ |A(H)| 2 A(G)*([V(H)|-1)+2

=2 2 AG)=(|[V(H)|—1) -2 |A(H)] (+gra(v))
gra(v) =2 = gra(v) + A(G) * ([V(H)| - 1) — 2 x |A(H)]
gra(v) =2 = 37 (gro(z) —gru(e))
reV(H)

gra(v) —2 2 mg(V(H))
gre(v) —2 = (Z\ }mg(a:, V{(H))
gra() =2 2 ma(w, V(H)} + 2« (|[V(G\H)| - 1)
gra(v) —2 =2 gre(w).
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O

Esta verificagdo do grau dos vértices de G ajuda a verificar quais vértices nio perten-
ceriam a um possivel subgrafo overfull H.

Com estes resultados, T. Niessen exibe o algoritmo para encontrar um subgrafo over-
full H em G tal que A(G) = A(H). O Teorema 6 abaixo diz que o algoritmo a ser descrito
vale somente para aqueles grafo com A > 2.

Teorema 6 Seja & um grafo com um subgrafo overfull H e A(G) = A(H), se A(G) > 2
e todo vértice de G ¢ adjacente a no minime dois vértices maiores, entdo para todo vertice
maior v € V(G\H), existe um vértice w € Ng(v), tal que w € adjacente a no mdrimo um
vértice maior proprio.

Veja o algoritmo descrito por 7. Niessen.

¢ Verifica quais vértices de G ndo sio adjacentes a dois A-vértices especials, pois pelo
Corolario 3 este vertices podem ser excluidos da procura;

e Depois de feita a exclusao, os n’ vértices restantes sio ordenados crescentemente
pelo grauy;

s Pelo Teorema 5, procura-se o primeiro vértice v;, na ordenagdo, tal que grg(v;) >
gra(vigr) + 2, para 1 <@ < n;

e Verifica se : é impar e se G[{v1, -, v;}] é overfull.

Outra preocupacio envolvendo um grafo G que € SO, é acerca do numero de subgrafos

overfull com grau maximo igual a A((G) que G pode conter. Sabe-se que se este grafo tem
i
2
3.4 exibe um grafo com dois subgrafos overfull com grau A(G), mas, A(G) < §.

grau maximo igual ou superior a 2, ndo contera mais de um subgrafo overfull. A Figura

Figura 3.4: Exemplo de grafo com dois subgrafos overfull.

O Teorema 7 possul um papel especial pois é usado em nosso resultado a ser visto no

Capitulo 3.

Teorema 7 ([18]) Seja G um grafo com A{G) > |[V(G)|/2. Se G possui um subgrafo
overfull H com A(H) = A(G), entio H € tinico.
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Prova: Suponha que G e H sio overfull Seja V(G) =n=2¢q+1e V(H) = 2p+1.
Portanto, ¢ > p + 1.
Além disso,

AGIn<2m= > grg(v).

veEV (@)

Como

Z gra(v) Z gra(v) + Z gra(v)
wEV(G) veV{H) BEV(G\V(H)

< 2p+DAG)+|[V(H),VH)]| + (29 - 2p)(2¢ — 2p — 1)
< (2p+DAG)+AG) -2+ 2(g—p)(2¢—2p — 1)

Temos que
A(G)n < (2p+ DA(G) + A(G) + 2+ 2(q — p)(2¢ — 2p — 1),
que resulta

(q—p—DAG)<(g—p)(2¢—2p—1)—-2<(g—p—1)(2¢—2p +1).

A desigualdade nao seria satisfeita para ¢ = p + 1, portanto temos que ¢ > p+ 1 e
A(G) < 2¢—2p+ 1. Combinando com a hipdtese de A(G) > p+1, teremos 2p < n. Com
1ss0, teriamos

2p=V(H)—-12A(G)>q+1,

chegando a uma contradigéo. 0

3.3 A Conjectura de Hilton e Chetwynd

Nesta se¢do comentaremos a respeito da equivaléncia entre SO e C'lasse 2. Uma impor-
tante conjectura (Conjectura 2) diz que SO e Classe 2 sdo equivalentes quando o grafo
possui A superior a %. Fsta é a conhecida Conjectura de Hilton e Chetwynd que foi anun-
ciada por Hilton e Chetwynd em 1985 em um congresso na Dinamarca e publicada pela
primeira vez em 1989 ([5]).

Conjectura 2 {(Hilton e Chetwynd) Um grafo G com A(G) > MS.EH pertence a Classe 2
se ¢ somente se G € SO.

O grafo mostrado na Figura 3.2 é o menor exemplo de grafo que pertence & C'lasse 2
e nao é S50. Este grafo nao pertence ao conjunto de vértices que satisfaz a Conjectura 2,
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pois seu A € igual a . Isto também mostra que a restrigao da Conjectura de Hilton e
Chetwynd é a melhor possivel.

Varios sio os pesquisadores interessados em trabalhar com esta conjectura. Devido
a este esforco, muitos foram os resultados obtidos. Podemos citar o resultado mostrado
por M. Plantholt que provou ser verdadeira esta conjectura para gralos que possuem
A(G) = n — 1 ([20]). Os préprios autores da conjectura, 4. G. Chetwynd e A. J. W.
Hilton, melhoraram este resultado, provando que a conjectura é verdadeira para grafos
com A{G) > n—3([5]). Além destes resultados, 7. R. Jensen e B. Toft ([16]) citam que A.
G. Chetwynd e A. J. W. Hilton provaram a conjectura quando A(G) > (v/21 — 1=l 4
em = |2]|. Além destes, D. G. Hoffman e C. A. Rodger ([14]), demonstraram que os
multipartidos completos também satisfazem a conjectura {Teorema § da Segdo 3.4).

Na Secao 4.6 (Capitulo 4) mostramos que os cografos formam uma classe que satisfaz
a hipdtese da Conjectura de Hilton e Chetwynd. Para finalizar e confirmar, os algoritmos
apresentados no Capitulo 6 provam que a Conjectura 2 é verdadeira para uma subclasse

dos cografos, aquela composta por cografos que possuem cotree completa no nivel 3 (ver
Secio 4.1 do Capitulo 4).

3.4 Grafos Multipartidos Completos

Nesta secao, mostraremos a idéia da coloragio de arestas dadas pelos pesquisadores D.
G. Hoffman e C. A. Rodger ([14]) aos grafos multipartidos completos {Definicdo 14) que
nao sao (. Com esta coloragdo, os pesquisadores citados mostram que a Conjectura 2
(de Hilton e de Chetwynd) também é valida para os grafos multipartidos completos, pois
um grafo nesta familia pertence a Cllasse 2 se e somente se é 0. Mais precisamente, os
pesquisadores provam que nao ser overfull é uma condicio suficiente para um grafo desta
familia pertencer & Classe 1. Para isso, os pesquisadores exibem uma coloragdo com A

cores para as arestas dos grafos multipartidos completos que nao sdo overfull.

Teorema 8 Seja M um grafo multipartido completo, entdo M € Classe 2 se e somente
se € overfull.

Na demonstracac do Teorema 8 os pesquisadores usam uma técnica baseada no grafo
das cores livres.

3.4.1 Grafo das cores livres

A técenica do grafo das cores livres leva em consideragio a coloragio de arestas de
um grafo sem alguns de seus vértices.
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Figura 3.5: Coloracao de arestas para K.

No exemplo da Figura 3.5 colore-se K5 com 5 cores, pois este grafo é O, ou seja, é
Classe 2. Uma vez que uma cor diferente € livre em cada vértice, podemos inserir um
novo vértice, originando uma coloragao com 5 cores para o grafo Kg (Figura 3.6).

Figura 3.6: Coloracio de arestas para K¢ usando grafo das cores livres.

Observe que na Figura 3.5 a coloragéo usada é equitativa {Definicao 9). Em [21],
encontramos um resultado que diz que se colorimos A{G)} com ¢ cores, entio conseguimos
alterar esta coloracio de forma que fique equitativa.

Na Figura 3.6 onde colorimos as arestas dos grafos K¢ usando uma coloragao de arestas
para o grafo Ks encontrames um exemplo para a técnica do grafo das cores livres, que
pode ser generalizada da seguinte forma.

i. Dado um grafo GG e uma coloragao C tal que |C| > A(G) + 1, distribua C de forma
equitativa enire as arestas em A(G);

ii. Construa um grafo bipartido Dg tal que V(Dg) = V(G)UC formando uma partigao
de vértices de Dg e (x,¢) € A(Dg) se e somentese ¢ € C ez € V() e a cor c esta
livre no vértice x;

i1, Colora as arestas de Dg com A{Dg) cores; note que todo grafo bipartido pertence

a Classe 1 ([12]);

iv. Se a aresta (z,c) em Dg tem a cor y, entdo, se a aresta {z,y) € A(G) pinte esta
aresta com a cor c.
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Observe que, para o grafo K5, A(Dg,) = 1, possibilitando a inclusdo de um novo
vértice, e, como grp, (v) = 1, para todo v € V(K5s), este novo vértice sera adjacente a
todo v € V(Kj), originando um K.

Esta técnica fol usada pelos pesquisadores de [14] para pintar as arestas dos grafos
multipartidos que nao sdo overfull

3.4.2 Colorindo os multipartidos que nao sao O

Como dito anteriormente, para se mostrar que um determinado grafo pertence & Classe 1,
basta exibir uma coloragao com A cores para suas arestas.

D. G. Hoffman e C. A. Rodger exibem, usando a técnica do grafo das cores livres,
uma coloragao com A cores para as arestas de um grafo multipartido completo que nao é
overfull.

Considere M um grafo multipartido completo com V{M) = V; U --- UV, ou seja,
M possui p elementos em sua particao de vértices. Suponha, ainda, que |V;| = a;, para
1< < p.

Seja G = M[V(MN\V,], ou seja, {V(G)| = a1+ --- +a,1 e A(G) = A(M) + a,. De

forma bastante resumida, os pesquisadores em [14] fazem o seguinte:

1. Constréem G’ adicionando arestas a (G até que se tenha A(G") < [%J, fazendo
de G’ um grafo quase regular com A{G"} = A(G);

—
—

. Pintam as arestas de G’ com A(M) cores de forma equitativa (A(M)} > A(G") + 1);
iii. Constréem o bipartido Dg com os vértices de &7 e Cr = {e1,- -+, can };
iv. Fazem com que todos os vértices de ' em D¢ tenham grau a,;

v. Colorem as arestas {z,y) com z € V(G'} e y € V, usando a técnica do grafo das
cores livres.

llustraremos a construgao acima usando o grafo multipartido completo M = K3349.
Como M tem nimero par de vértices, entdao M nao é overfull

Tome G = K333, com a, = 2. Para o Passo i., adiciona-se arestas entre vértices que
nao possuem grau A(G). A Figura 3.7 mostra esta construcdo para G'. Observe que
' perde a propriedade dos grafos multipartidos completos, a de ndo haver arestas entre
vértices de mesmo elemento de particao. Além disso, ' deixa de ser um grafo simples
pois existem duas arestas ligando o mesmo par de vértices (vértices 3 e ).

De qualquer forma, |A{G')| = 24 = [“—A2(gl_|

O Passo #i pode ser verificado na Figura 3.8. Note que cada cor aparece nas arestas
de " exatamente 3 vezes. 580 usadas A(M) = 8 cores. £ interessante tornar o grafo G'
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Figura 3.7: Grafo multipartido G e sua construgiao quase regular G’.

quase regular, mesmo contendo arestas miltiplas, para que, quando possivel, os vértices
de V(') em Dg tenham todos o mesmo grau, ou pelo menos a grande parte deles. A
Figura 3.9 mostra esta afirmacio; no caso, todos os vértices de V(G') em Dg tém grau
2. Teremos os Passos ii e v

Uma vez as arestas do grafo bipartido Dg coloridas com A(Dg) cores, podemos
finalizar a técnica do grafo das cores livres. No caso, a, =2 e A(Dg') = 2.

A Figura 3.10 exibe a coloragao resultante do delirio para as arestas do grafo gerado por
M. Como este grafo possui mais arestas que M, se o colorimos com A{M) cores, teremos
uma coloracido com A{M) cores para M (basta remover as arestas tracejadas que [oram
incluidas para se fazer uso da técnica do grafo das cores livres), ou seja, M € Classe 1.

O grafo G' é construido dessa maneira quando n = a, mod 2 ou A(M) + @, <
a,{A(M) + a, — n). Nos demais casos, outros grafos auxiliares sdo construidos. Mas em
todos esses casos, a técnica do grafo das cores livres é aplicada. N&o trataremos destes
casos neste texto, pols niosso objetivo foi de enfatizar a aplicacdo da técnica do grafo das
cores livres.

3.5 Resumo

Este capitulo exibiu o argumento de contagem mais usado para classificar grafos em
relagdo a sua coloracio de arestas: ser ou nio ser overfull
Dois algoritmos polinomiais para encontrar subgrafos overfull com o mesmo A do grafo
foram apresentados. Um derivado de Padberg € Rao e outro desenvolvido por Niessen.
Citamos a Conjectura de Hilton e Chetwynd que faz a relacio dos grafos com A > %
e grafos que sdo SO. Vimos também que varios pesquisadores provaram esta conjectura
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Figura 3.8: Coloragdo equitativa para &’ usando A{M) = 8 cores.

para diversas familias de grafos.

Finalizamos o capitulo comentando o uso da técnica do grafo das cores hivres na
demonstracao da classificacdo dos grafos multipartidos completos, que sao mais uma
evidéncia para a Conjectura de Hilton e Chetwynd (Conjectura 2).
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Figura 3.10: Coloragdo com A(M) = 8 para M, gerada pelo grafo das cores livres

29



Capitulo 4

Cografos

Grafos redutiveis por complemento, ou simplesmente cografos, de forma indepen-
dente tém sido redescobertos por varios pesquisadores. Varios sdo os sinénimos para
cografos: grafos D+, grafos sem Py, grafos HD, entre outros.

De uma forma geral, um cografo G € um grafo simples definido, recursivamente, como

([6):
i. Se G é tal que |V(G)| =1 (G é trivial), entdo G é um cografo;
ii. Se GGy,..., G} sdo cografos, entdao G = G U ... U G} também é cogralo;
iti. Se (G é cografo, entdao G também é cografo.

Assim sendo, cografos séio grafos que podem ser obtidos a partir de grafos de um inico
vértice (grafos triviais) através de um nimero finito de operagdes de unido e complemento.
A Figura 4.1, mostra a construgdo recursiva de um cografo de sete vértices,

De forma inversa, um cografo pode ser reduzido a varios vértices isolados, se forem
feitas recursivas operacoes de complemento em todos os componentes conexos. Dai a
denominagao aos cografos: grafos redutiveis por complemento - complement reducible
graphs. Também sao conhecidos como grafos sem Fy {Definigdo 22), por nao possuirem
Py como subgrafo induzido (veja o Teorema 9}.

Além disso, possuem uma tnica arvore de representacdo, chamada de cotree ([7]).
Cada folha de uma cotree representa os vértices do cografo correspondente. Cada nodo
interno representa uma operacao de unido seguida de complemento; estes nodos internos
sao rotulados com 0 ou 1 (0-nodo ou 1-nodo, respectivamente), de tal forma que esses
rotulos se alternem por todo caminho que comeca da raiz.

Em [6] e [7] 0s pesquisadores consideram que a raiz sempre serd 1-nodo, mesmo quando
o cografo for desconexo. Neste caso, a raiz tera somente um filho 0-nodo.

30
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b & b de d f & f

Hm
%

X1 — KX

Figura 4.1: Construgao de um cografo usando a defini¢ao recursiva,

Dois vértices z e y de um cografo sdo adjacentes se e somente se o caminho de z &

raiz encontra o caminho de y a raiz em um l-nodo. A Figura 4.2 mostra um cografo e
sua respectiva cotree.

Esta representacdo em forma de arvore forma a base para muitos algoritmos polino-
miails para alguns problemas cldssicos, como isomorfismo, niimero cromaético, detecgao de
cliques, de conjuntos independentes, entre outros. D. (. Corneil, H. Lerchs e L. S. Bur-
lingham ([6]) mostram como a cotree de um cografo é utilizada na solugao de alguns dos
problemas citados (Secdo 4.5). D. G. Corneil, Y. Perl e L. K. Stewart ([7]) usam a cotree
definida para desenvolver um algoritmo linear de reconhecimento de cografos (Secao 4.3).

Figura 4.2: Exemplo de um cografo e sua respectiva cotree.
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A nao ser que seja especificado o contrario, os grafos considerados neste texto serdo
conexos (todo nodo interno, inclusive a raiz, tera pelo menos dois filhos).

Estamos interessados em estudar os cografos e a coloracao de suas arestas.

A Figura 4.3 exibe a situacdo de familias de grafos em relagio a complexidade do
Problema da Classificagio. A versao inicial desta figura foi encontrada em [2]; algumas
classes ou subclasses de grafos classificadas recentemente foram acrescentadas.

NP-Completo
Brpattidos P

.
e
Spit
| — | s 'v ’....-.--? Intervalos
Dupl. Cordais A Dupl. Cordsiz A impar

) LY,
&:impar
Caminhe Nao
Dinciomdo -
Indiferanca =

S A mipar

{Caminho
‘7 Direcionado ~ Multipartidos
- Intervalos Complelos

Are, Circ. Proprios

Figura 4.3: Algumas classes de grafos e a complexidade em relagdo ao indice cromatico.

A — B indica que B C A.

Observe que para uma superclasse dos cografos, os grafos de comparabilidade, foi
provado que o problema da Classificacdo é NP-Completo ([2]) e, recentemente, os multi-
partidos completos, provou-se que pertence a P ([14]).

4.1 Nomenclatura

Nesta segio propomos uma nomenclatura para os cografos baseada em sua representagao
em cotree.

Denotaremos por T(G) a cotree de um cografo G e dizemos que T{G) é uma cotree
de nivel % se a altura de T(G) é igual a k, e que T'(G) é uma cotree completa de nivel
k se todas as folhas de T((&) se encontram no nivel k. (Obs.: a raiz estd no nivel 0.)

Por exemplo, um grafo completo é um cografo de cotree de nivel 1. Um grafo multi-
partido completo néo trivial (pelo menos um elemento de sua particdo de vértices € nao
trivial) é um cografo de cotree de nivel 2 (veja Teorema 13 da Secdo 4.6.1).
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Vamos chamar de a(z) ao conjunto de vértices pertencentes ao ramo 1 de (). Desta
forma, uma cotree com r ramos definird uma partigdo {a-particdo) de V(G) com r
elementos, a(1),-- -, a(r). Considere |a(z)| = a(z}.

Uma forma alternativa para formar «f(z) € procurar o i-ésimo filho da raiz e, a partir
deste nodo, verificar seu conjunto de folhas, sejam estas folhas “filhos”, “netos”, “bisne-
tos”, etc. Denotaremos por f(i} o numero de filhos daquele i-ésimo nodo. Se f(z) # 0,
estenderemos nossa notagao; denotaremos por 3{(z,7) o conjunto de folhas do j-ésimo
sub-ramo do 3-ésimo nodo com |3(i, 7))} = b(%, j). Observe que f(7) < a(¢).

Com o cografo mostrado na Figura 4.2 temos: a(l) = {a,b}, a(2) = {¢,d, ¢, f, g}, e
como f(]') € f(2) > 2, temos 18(13 l) == {a}a 6(132) = {b}a 6(2? 1) = {C: d}a )6(2}2) = {6, f}
e ﬁ(213) = {9}

Note que os conjuntos definidos como f£(7,) também formam uma particao para o
conjunto de vértices de (G. Neste caso, chamaremos esta decomposicao de V(G) de 3-
particao.

Como estaremos trabalhando com G e, possivelmente, outro grafo H, usaremos indices
para diferenciar uma fungdo ou conjunte de determinado grafo, por exemplo, ag(i) ¢ o
i-ésimo elemento da a-particdo de G, fy(i) € o mimero de filhos do i-ésimo elemento
da a-parti¢io de H. Quando os indices forem omitidos, estaremos fazendo referéncia ao
grafo (.

Com esta notacao, podemos escrever

7 r J{i}

V(G| =D ali) =D b,7) =n.

i=1 i=13=1

4.2 Caracterizacao

Esta secao tem como objetivo caracterizar a familia dos cografos apresentando alguns
resultados obtidos por D. G. Corneil, H. Lerchs e L. Stwart Burlingham em [6]. Os

resultados aqui apresentados sdo vélidos para cografos conexos e desconexos.
Lema 3 Todo subgrafo induzido H de um cografo ¢ um cografo.

Prova: Como qualquer subgrafo induzido H de GG pode ser construido através da remogao
sucessiva de vértices de V(G), é suficiente mostrar que H com |V{H)| = |[V(G)| —1 é um
cografo.

Seja G um cografo e T(G) sua cotree, # um subgrafo induzido de & tal que V(H) =
V(G\{z}, com z € V(G). O subgrafo H sb serd um cografo se conseguirmos construir
T(H).

Para a construgio de T'(H), assuma que y € pal de z em T(}. Teremos os seguintes

Cas08s:
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i. Se y tem mais de dois filhos, construa T(H) removendo a folha z de T(G).

11. Se y tem exatamente dois filhos, z e ', faga:

o Se 2’ é folha, construa T(H) removendo & e y de T(F) e fazendo z’ ser filho
de seu “avd”; ou '

e Caso contrario, remova z, z’ e y de T(G) e ligue todos os filhos de 2’ ao pai de
Y.

Como conseguimos apresentar uma cotree para H, T(H), temos que H € cografo. |
E facil notar que se G ndo induz subgrafo isomorfo a P, entdo um subgrafo induzido

H de G também nio induz. Esta caracteristica nos da uma prova alternativa para o Lema
3. O Teorema 9 mostra esta e outras caracteristicas da familia dos cografos.

Teorema 9 As seguintes sentencas sdo equivalentes:
1. G € um cografo;

2. Qualquer subgrafo nao trivial de G tem pelo menos dois vértices gémeos (Definicdo

19);

3. G nao contém Py induzido;

4. O complemento de qualguer subgrafo conezxo ndo trivial de G € desconezo;
5. Todo subgrafo conezo de G tem didmetro (Definiggo 21) menor ou igual a 2.

6. Qualquer subgrafo de G possui propriedade CK (Definicdo 20).

Prova: (1 = 2). Pelo Lema 3 é suficiente mostrar que @ possui pelos menos dois vértices
gémeos. Se (G é cografo ndo trivial, entdo T(G) possui pelo menos um nodo com dois
filhos que sao folhas, z1 e z; {lembre-se que quando & é desconexo, somente o nodo raiz
de T(() possui apenas um filho, mesmo assim, a afirmagao acima ainda é vélida). Se o
pai de z; e 75 é 0-nodo, entdao N(z1) = N(zs); caso contrario, N[z1] = N[wzs].

(2 = 3). Suponha que & contém um F, induzido. Pelo Lema 3, F. é um cografo.
Entdo, em Py existe pelo menos dois vértices gémeos. Seja V(Fy) = {vi,v2,v3,04} €
A(Fy) = {(v1, v2); (v2,v3), {vs, va)}.

Verificaremos se existe alguma aresta a mais para este Py ndo ser induzido. Temos os
seguintes casos.

e Se v; e vy 40 gEMeEOs Ol V3 € vy 520 gemeos, entao existe (vy, v3).
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e Se v; € v3 SA0 gEMEOs OU vy e vy 530 gémeos, entao existe (vy, va).
® Se vy e vy 530 gémMeos ou v € vy 840 gémeos, entio existe (vg, vq).
Assim sendo, H ndo ¢ um Py induzido.

(3=4). Se Gtemn <3, G éum Ps, um K3 ou um P; e o complemento de G, G, é
desconexo. Se n =4 com G e G conexos, entdo G e G sao isomorfos a Py.

Suponha n > 5 e com G e o complemento de cada subgrafo conexo de G também
conexo. Entdo (G € conexo.

Seja a aresta (a,b) € A(G). Obviamente {a, b) ¢ A(G), mas como G também é conexo,
entio existe z € V(G) e um caminho P em G tal que |P| = 3 (o menor possivel ¢ nio
pode ser maior que 3 sendo encontramos um P, induzido) com P = {({a,z), (2, )}

Uma vez que G € conexo e ndo possul as arestas (a,z) e (z,b), existe 2z’ e 2"’ € V(G) e
P'e P" em G tal que P' = {(a,z"),(z',2)} e P" = {{z,2"),(z",b)}. Em G nao existem as
arestas (e, z”) ou (2’, b), pois, caso contrario, o complemento do subgrafo G[{a, 2, z, 2", b}]
seria desconexo.

Assim sendo, G{{z',z,z",}] ou G[{a,’,z,2"}] induzem um F,. (-4 = —3)

(4 = 5). Seja G um subgrafo com diametro maior que 2. Sem perda de generalidade,
supontha ' com diametro igual a 3.

Seja H o subgrafo de G formado pelas arestas que definem o diametro 3, digamos,
A(H) = {{(a,b),(b,c),(c,d)}, entdo A(H) = {(e,c),(b,d),(a,d)}, ou seja H é conexo.
(Observe que H é isomorfo a P,.) (=5 = —4).

(5 = 6). Se (@ nao possui propriedade C'K, entéo existe alguma clique que nao possui
vértice em comum algum conjunto independente.

Seja K, esta clique e, sendo I, um conjunto independente maximal, tem-se que p # 1.

Como V(K,) NI, =9, cada vértice em K, é adjacente a algum vértice de I,

Além disso, todos os vértices de K, ndo sédo adjacentes ao mesmo vértice de I, senao
K, nao seria maximal. Logo existem pelo menos dois vértices z,y € V(K,) adjacentes a
dois vértices distintos a,b € I, obtendo um diametro maior que 2.

(6 = 3). Suponha que G possui P4 como subgrafo induzido. Seja A(Py) = {(a,b), (b, c), (¢, d}}
A clique de tamanho dois G[{b, ¢}] ndo possui vértice em comum com o conjunto inde-
pendente {a, d}, ou seja, o subgrafo induzido de G ndo possui propriedade CK.

(4 = 1). Seja G um grafo que satisfaz a propriedade 4 e que G nao a satisfaz. Se
H é um subgrafo conexo de G, entdo H é um subgrafo desconexo de (7, mas como G
satisfaz 3, entao H=H% desconexo, chegando a uma contradicdo. Portanto, se em G o
complemento de qualquer subgrafo conexo ndo trivial é desconexo, entdo o complemento
de qualquer subgrafo conexo nao trivial de G também é desconexo.
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Vejamos que {4 = 1) por indugdo em n. Como visto acima, para n < 4 esta sentenca
é verdadeira. Suponha que para grafos com n < p a propriedade 4 é verdadeira e tome G’
com |V(G")| = p. Se G’ é conexo, analise os componentes conexos de 7/, caso contrario,
analise os componentes conexos de . Por hipétese de indugdo, cada um destes compo-

nentes conexos é cografo. Ou seja, G’ por si proprio € cografo por complementacdo. O

Além destas caracteristicas, a cotree de representagao de um cografo G, T((G), ajuda
a reconhecer em tempo polinomial algum grafo da familia (verifica se G € um cografo).
A préxima se¢ao mostra como resolver este problema.

4.3 Algoritmo para reconhecimento da classe

A 1déia inicial do algoritmo para reconhecer se um grafo é cografo parte do Lema 3.

Dado que todo subgrafo induzido de um cografo também € cografo, os pesquisadores
de [7] assumem um cografo G e sua cotree T(G) e verificam se G 4+ = € cografo, onde x
& um vértice. Para isso, analisam as relagdes de adjacéncias de  com os vértices de
usando a T'(G).

O conjunto M, resultado do procedimento Marque(z), prové condigdes necessarias e
suficientes para que G + z seja um cografo, se & o for.

Assuma que f(y) é o niimero de filhos de um nodo y de T(G) e que m f(y) € o ndmero
de filhos de ¥ que sdo marcados pelo procedimento abaixo. Inicialize mf(y) = 0 para
todo y.

Marque (x)
Marque todas as folhas de T(G) que sao adjacentes a z;
Para cada nodo u marcado de T(G) com f(u) = mf(u) faca
Desmargue %;
mf(u) — 0;
Se u # raiz entio
Marque w; { onde w é pai de u. }
mf(w) — mf(w)+ 1,
Insira « na lista de filhos marcados ou desmarcados de w;
Fim { Se }
Fim { Para }
Se algum vértice ainda estd marcado e f(raiz) = 1 entédo
Marque a raiz;
Fim { Se }
Fim { Marque }
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Na verdade, o procedimento Margue(z), prepara T(G) para uma andlise mais deta-
lhada. A andlise a ser tratada € baseada no Teorema 10. Considere M o conjunto de nodos
ainda marcados depois do procedimento Marque(z), p o nodo de M de nivel malis baixo
em T{GY} e g o nodo de M de mais alto nivel em T(G). Um nodo z é dito propriamente
marcado se z estd marcado e mf(z) = f(z) — L.

Teorema 10 Se G € um cografo e T(G} € sua cotree, entdo
i. M € vazio, ou

w.a. M\{p} consiste ezatamente dos I-nodos propriamente marcados do caminho que
comeca em p € terming na raiz €

ie.b. p € O-nodo cujo pai € ¢ ou p € I-nodo cujo avoé € q.

O conjunto M devolvido pelo procedimento Marque(v;) contém nodos em T(G;_1) que
possiiem pelo menos um descendente folha adjacente a v; e pelo menos um descendente
folha que ndo é adjacente ao vértice v;. Se este conjunto M nao satisfizer o Teorema 10,
pelo menos um dos itens descritos abaixo acontece e conseqientemente, G; nao é cografo.

a. O conjunto M\{p} contém 0-nodo.

b. Existe um 1-nodo em M\{p} que ndo é propriamente marcado.

o]

. Existe algum nodo diferente da raiz em M\{p} cujo avd nao esta em M\{p}.
d. Os vértices de M\{p} nao formam um caminho de 1-nodos até a raiz.

e. O nodo p é um O-nodo cujo pai nao é ¢.

f. O nodo p é um l-nodo cujo avd nao é q.

Em [7] os pesquisadores demonstram que sempre que uma das seis condigoes acima
acontece, existe um Py induzido em G + .

Lembre-se de que Algoritmo de reconhecimento trabalha com G sendo construido
através da inclusao de vértice por vértice. O algoritmo final procura verificar se G + z é
cografo e constréi T{G +x) se o for. Assim sendo, considera-se uma seqiiéncia {vy,---,v,}
de vértices de G e se T} é a cotree correspondente a G; = G[{v1, - v:}], constréi-se T(Giy1)
se (Gi41 € cografo.

Se G141 é cografo, entdo algum dos itens 1. ou 4z. do Teorema 10 acontece.

i. Suponha que M € vazio.
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Caso 1. (i é conexo
+1

Entéo v; € universal, podemos adicionar v; como filho da raiz.

Caso 2. GG;41 é desconexo e (G é conexo
Entao v; nao é adjacente a alguém em G;y,. Crie dois nodos, um 0-nodo e um
l-nodo. Faga este novo 1-nodo como raiz e 0 novo 0-nodo seu filho. Faga a raiz
antiga e v; serem filhos deste novo 0-nodo.

Caso 3. G;y41 e (; sdo desconexos.

Novamente, u; ndo € adjacente a alguém em G,41, podemos fazer de »; um novo
neto da raiz.

ii. Suponha que M nao é vazio. Sejam p o elemento de M de nivel mais baixo em
T(G;), q o elemento de M de nivel mais alto em T(G;) e A o conjunto de filhos
marcados de p e B o conjunto de filhos nio marcados de p.

Caso 1. Suponha que p ¢ um (-nodo
Se A possul apenas um elemento w entio

— Se w ¢ folha
Crie um I-nodo, coloque-o no lugar de w e faga w e p filhos deste 1-nodo;

— Caso contrario faca p filho de w;
Caso contrario

— Separe as subarvores que possiem raizes em B;
Crie dois nodos, um 0-nodo e um 1-nodo. Faga este novo 0-nodo como pai
do novo 1-nodo e como filhos do 1-nodo, v; e p. Coloque as subarvores que

possuem raizes em B como filhos do 0-nodo. Coloque o 0-nodo como filho
de ¢.

Caso 2. Suponha que p é um 1-nodo, entdo use o Caso 1 substituindo A por B e 0-nodos

por 1-nodos.

Em relagéo ao tempo de execugiao total deste iltimo algoritmo temos:

¢ O procedimento Marque(z) depende o grau do vértice r a ser incluido em G, logo €

O{gr())-

» Examinatr se M satisfaz o Teorema 10 leva tempo constante. Como |M| é limitado
por gr(z), teremos tempo O{|M][) = O(gr(z)).

e A vnica alteracdo na cotree que pode requerer mais que o tempo constante é quando
p é 0-nodo (1-nodo) com dois filhos marcados e desmarcados (ndo marcados). Nestes

casos, devemos ter cuidado ao mover os filhos marcados e desmarcados, uma vez
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que a cardinalidade deste conjunto é O{gr(z)) e a cardinalidade dos filhos que nao
foram marcados nao & similarmente limitada.

o No procedimento Marque(z) mantemos uma lista de nodos marcados € desmarca-
dos, portanto, podem ser acessados em tempo O(gr(z)). Assim sendo, todas as
modifica¢des podem ser feitas em tempo O(gr(z)}).

Com isto, o algoritmo para reconhecimento da familia dos cografos é O(n + m), ou seja,
é linear.

4.4 Cografos x TSP

suporntha que él, ég, RN Gy sio Grafos Transitivos Seriais-Paralelos, TSP, entao um
grafo direcionado GG é um TSP, se ([6]):

—
F

1. ¢ é um grafo trivial,

i G =G| IG: = (V(G) U - UV(Gh),A(G) U - U A(Gy)), formando uma

—

composi¢io paralele dos grafos direcionados Gy, - - -, Gy;
. G=C1— - = Gy = (V@)U - UV(G), (V(G) x V(G))) — (A(G1)U -+~ U
A(@k))), formando uma composigio serial dos grafos direcionados Gy, - -+, Gy;

Também sdo definidos como aqueles grafos direcionados que ndo possuem subgrafo
induzido isomorfo ao grafo da Figura 4.4.

Figura 4.4: Grafo orientado proibido para a familia dos grafos TSP,

Logo, um cografo G é um grafo subjacente (Definicio 3) de um TSP, isto é, existe
uma orientagio G de @ tal que G é um TSP.

Os grafos TSP sao grafos direcionados e a orientagio de suas arestas é definida pela
operagao de composigao serial, desde que a operacdo de composi¢do paralela somente
justapde grafos direcionados, isto é, ndo acrescenta arestas.

Se G; ¢ G, sao TSP, a orientacio dada a toda aresta do conjunto {{z,y), comz € V{G;)
ey € V((fj)} é de z para y (x — y) (ou y — z). Dessa forma, a transitividade das
orientagdes de ; e (i; ¢ mantida no novo grafo TSP construido.

Temos, portanto, que os cografos formam uma subclasse dos grafos de comparabili-
dade. A inclusio é prépria pois P; é um grafo de comparabilidade (Figura 4.4).

Assim como os cografos, os grafos TSP possuem uma inica arvore de representagao,
SP-tree. A construcio da SP-tree de um TSP (G se assemelha a construgao da cotree de
um cografo. Assim, podemos fazer uma equivaléncia:
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I. As folhas de uma SP-tree também correspondem aos vértices de G;

2. Os nodos internos também sio rotulados:
Onde encontravamos i-nodo, agora teremos S-nodo;
Onde encontravamos 0-nodo, agora teremos P-nodo;
Na SP-tree de (7, os S-nodos definirdo as diregdes nas arestas. A Figura 4.5 mostra um

TSP e sua respectiva SP-tree. (Observe a correspondéncia das arestas deste TSP com
aquele mostrado na Figura 4.2 no inicio deste capitulo.)

Figura 4.5: Exemplo de um TSP e sua drvore de representacéo.

Assim sendo, os grafos TSP correspondem a todas as orientagSes transitivas dos co-

grafos, da mesma forma que a classe dos cografos corresponde aos grafos subjacentes da
familia dos TSP, a menos de isomorfismos.

4.5 Algoritmos Polinomiais

Muitos problemas que sao considerados dificeis para grafos em geral possuem solugao
polinomial quando a familia tratada é a dos cografos. Podemos citar o problema de
encontrar o nimero cliques maximais de um grafo, nimero de orientacgoes transitivas, os
conjuntos independentes.

A solugdo para estes e outros problemas pode ser encontrada usando T'(G). As versdes
iniciais dos algoritmos abaixo sido mostradas em [6] em forma de tabela. Algumas modi-

ficacoes foram necessarias para adaptar a nomenclatura deste texto. Considere £ como
sendo a altura de T(G).
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Algoritmo 1 - O valor atribuido a raiz € o numero de cliqgues de G

Atribua o valor 1 para as folhas de T(G);
Para ¢ variando de & — 1 até 0 faca
Para cada nodo ndo folha do nivel 4 faga
Se nodo é 1-nodo entéo
aur — muljtiplicagio do valor de seus filhos;
Sendo
auz « soma do valor de seus filhos;
Fim { Se }
Atribua o valor quz para nodo corrente;
Fim { Para }
Fim { Para }

Algoritmo 2 - A Férmula atribuida a raiz encontra o conjunto de cliques de GG

Para ¢ variando de & — 1 até 0 faga
Para cada nodo nio folha do nivel ¢ faga
Se nodo é 1-nodo entédo
aguz «— conjuncao do rdétulo de seus filhos usando A;
Sendo
auz « disjungao do rétulo de seus filhos usando V;
Fim { Se }
Rétulo do nodo corrente «— auz;
Fim { Para }
Fim { Para }

Algoritmo 3 - O valor atribuido a raiz é o tamanho da maior cique de G, w(G)

Atribua o valor 1 para as folhas de T(G);
Para i variando de k& — 1 até 0 faga
Para cada nodo nao folha do nivel 7 faga
Se nodo é i-nodo entdo
auzr — soma do valor de seus filhos;
Senio
aux + o valor maximo dentre seus filhos;
Fim { Se }
Atribua o valor auz para nodo corrente;
Fim { Para }
Fim { Para }
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Algoritmo 4 - O valor atribuido a raiz é o mimero de orientacdes transitivas de G

Atribua o valor 1 para as folhas de T{G);
Para ¢ variando de & — 1 até 0 faga
Para cada nodo nao folha do nivel 1 faga
Se nodo é 1-nodo entao
auz « (o nimero de filhos)! X multiplicagio do valor de seus filhos;
Senao
aux +— multiplicacdo do valor de seus filhos;
Fim { Se }
Atribua o valor euz para nodo corrente;
Fim { Para }
Fim { Para }

Além disso, se o valor atribuido aos 1-nodos e aos 0-nodos dos Algoritmos 1, 2 e 3
for trocado, teremos a solucdo para nimero de conjunto independentes, férmula para
encontirar estes conjuntos e o tamanho do maior conjunto independente, respectivamente.

A cotree do cografo da Figura 4.2 quando usada nos algoritmos mostrados, retorna
B, (aVb A({end)VieA f)Vg), 3 e 96, respectivamente. O Algoritmo 1 diz que
G tem 6 cliques; a férmula dada pelo Algoritmo 2 nos diz que as clique sio geradas por
{a,c,d}, {b,c,d}, {a,e, f},{b,¢, f}, {a,9} e {b,g}. Como um cografo é um grafo perfeito,
o tamanho da malor clique dada pelo Algoritmo 3 € igual ao niimero cromatico de &, ou
seja, x(G) = 3.

O Algoritme 4 diz que existem 96 orientagdes transitivas para o cografo G da Figura
4.2, uma delas é apresentada na Figura 4.5 da Segdo 4.4.

Outro problema tratadoe de forma polinomial usando T(G) é o problema do isomor-
fismo. Qutras familias que se sabe possuir solucio polinomial para o problema do iso-
morfismo s&o grafos planares, grafos de intervalos e k-trees com k fixo. Coincidentemente
ou nao, os grafos destas duas ultimas familias também possuem uma tdnica arvore de
representacao.

Uma das caracteristicas mostradas pelo Teorema 9 é que os cografos nao possuem P,
como subgrafo induzido. Existem outras classes que possuem “subgrafos proibides”. O
Teorema abaixe, encontrado em [6], diz que F4 € o maior “subgrafo proibido” que origina
uma familia, a dos cografos, que possul solu¢ao polinomal para o isomorfismo.

Teorema 11 Dado um grafo conezo H, Cy denota o conjunto de grafos que ndo possuem
H com subgrafo induzido (H ¢ proibide). Se H # {P,, P, P3, P4}, entio o problema do
isomorfismo € N P-Completo.
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As classes Cp,, Cp,, Cp, e Cp, séo, respectivamente, grafos nulos (n = 0}, grafos vazios
(m = 0), grafos formados pela unido disjunta de cliques {cografo de coiree completa no
nivel 3 e raiz com rétulo 0 - veja comentarios na Secoes 4.1 e 4.6.1) € os cografos conexos,

4.6 Cografos e a Conjectura de Hilton

Nesta segao relembramos a Conjectura de Hilton (Conjectura 2 do Capitulo 3) e verifica-
mos que os cografos pertencem ao conjunto de grafos cobertos por esta conjectura. Este
resultado, embora simples, nos incentivou a estudar a classe.

No Capitulo 3 foram citadas algumas familias de grafos que satisfazem esta conjectura.
A Secéio 3.4 exibe o Teorema 8 provado por D. G. Hoffman e C. A. Rodger ([14]) que
mostra que os multipartidos completos, um subconjunto da familia dos cografos, satisfa-
zem a conjectura, ou seja, um grafo desta familia pertence a Classe 2 se e somente se é
S0 (no caso, se e somente se sao O - observe que O = 50).

Um importante resultado a respeito de cografos € mostrado no teorema abaixo.

Teorema 12 Se G ¢ um cografo, entdo A(G) > n/2.

Prova: Se G é um cografo, entao admite uma cotree com r ramos. Teremos que V{G) =
a(l)U...Ualr).
Sem perda de generalidade, podemos supor 1 < (1) <... < a(r}).

Vamos construir um grafo G’ da seguinte forma:
L V(&) = V(G), e
2. A(G) = A(G)\ {(n,w) | u,w € a(z), para todo i, 1 <7 < r}.

Dessa forma temos que:

A(G) = A(G). (4.1)

Em G, os vértices que estao em al) tem grau A{G') = n — a(l).
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Como a(1) é o menor, entdo a(1) < a(2) + ...+ a(r). Portanto

AG) > 2. (4.2)

ro| 3

De (4.1) e (4.2) temos que A(G) > §. O

A Figura 4.6 mostra que o Teorema 12 s6 vale quando & € um cografo conexo. Na
figura, G tem A(G) =4 en =12.

Figura 4.6: Exemplo de cografo desconexo G com 12 vértices e A(G) = 4.

Os Teoremas 7 (Capitulo 3) € 12 nos levam ao seguinte coroldrio.

Corolario 5 Se G € um cografo conexo, entdo G possut no mdzimo uwm subgrafo H com

A(H) = A(G) que € overfull.

0O Teorema 12 nos diz que todos os cografos estdo dentro da Conjectura 2. Isto nos
induz a procurar colorir com A cores, todos os cografos que nao sdo SO.

4.6.1 Coloracao de Arestas - Resultados Iniciais

Os teoremas abaixo mostram alguns subconjuntos dos cografos que ja conhecemos e outro
que vamos definir como uma familia de cografos overfull.

Teorema 13 Se G € um grafo multipartido complelo, entido G € um cografo.

Prova: Suponha que 7 nao € cografo, portanto possul P induzido. Sem perda de gene-
ralidade, seja este P, formado pelas arestas (v1,vs), (v2,v3) € (va,v4). Pela definicao de
multipartido completo {Segao 3.4 - Defini¢do 14), temos que v; estd em um elemento de
particao diferente de v,, € vy esta no mesmo elemento de partigdo que vs, pois nao existe
a resta (v1,va). Da mesma forma, vs estd no elemento de particao que vq. Isto levaria a
existéncia de (vy,v4). Logo G nao induz Fs. )

O Teorema 13 diz que os grafos multipartidos completos sao cografos. Logo, podem
ser representados por cotrees que, no caso, estas cotrees serao de nivel no maximo 2 (veja
Secao 4.1). A Figura 4.7 mostra a cotree do grafo multipartido completo da Figura 4.10
da pagina 47.
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Figura 4.7: Cotree do grafo multipartido completo K33 4.

Além disso, podemos afirmar que se G é completo, entao G é cografo, uma vez que os
grafos completos formam um subconjunto dos grafos multipartidos completos.

Contando as arestas dos cografos relacionados as cotrees de nivel 3 da Figura 4.8,
observamos que esta familia possui uma caracteristica definitiva para incluir seus cografos
na Classe 2. sao overfull (Capitulo 3).

vZk-1 ¥2ZK

Figura 4.8: Cotrees de cografos overfull.

Teorema 14 Seja G = ({(({a} U {8} U {c}) U{d} U {e}). Seja F a familia de grafos G;
tal que:

t. Go = G,’

w. Gy = ((W—{ U {’Uzk—l} U {Uzk})-
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Entao F' € uma familia de cografos de ordem fmpar que sao overfull.

Prova: Como (G tem cinco vértices e a cada nove grafo construido sio incluidos dois
novos vértices, temos que todo grafo pertencente a F' tem ordem impar.

Para um grafo (7; chamaremos de m; seu nimero de arestas (m; = mg,) e de n; seu
nimero de vértices. Observando a Figura 4.9 e a Figura 4.8, temos que:

Gotemmo=1, Gitemmi =7+2%5, Gotemmy=T+2*%5+2x%7,
?10:58 ?11:5—|-26 n2=5+2+26

Grtemmp=T+2*5+7T+9+...+(5+2(k—-1))),
nk:5—|—2ke
A(Gy) = 3 + 2k, para k > 1.

&

Gk

Figura 4.9: Familia de cografos overfull - exemplos Gq (envelope), G, Gk.

Para se saber se estes grafos sio overfull temos de saber se m; > A{Gy) * ink—z_]l O
nimero de arestas de G é igual a 7 mais duas vezes a soma de uma P.A. de k& termos
(Si), de primeiro termo igual a 5, razio igual a 2 e k-ésimo termo igual a 5 + 2(k — 1)
{veja indugao acima).

Skz(—“%‘k—)*k;»sk=k2+4k.
Finalmente podemos verificar se condigdo para grafos overfull é valida para grafos da

familia F'.



4.6. Cografos e a Conjectura de Hilton 47

mi >" A(GE) * @jz_—l)
T+ 2% (B + 4k) (3+2k)*w

>?
14 + 4k* + 16k >° 6k + 12 + 4k* + 8k
16k — 14k > 12— 14

o>t o—1,

Qu seja, pata todo k > 0, my > A{(G}) * gnk—;]l Portanto, todo (G pertencente a F' é
overfull. a

Figura 4.10: Cografo everfull que nao pertence a I

Nem todo cografo que é overfull pertence a familia F'. A TFigura 4.10 nos mostra um
exemplo.

Os Teoremas 13 e 14 nos mostram que jd sabemos classificar e colorir as arestas de
alguns cografos: os multipartidos completos ([14], Secdo 3.4) e uma familia de cografos
overfull. Além disso, se um cografo possuir vértice universal (Figura 4.11), sabemos colorir
suas arestas usando o teorema e a construcdo dada por M. Plantholt ([20]).

1

Figura 4.11: Exemplo de uma cotree de cografo com vértice universal.

Algumas classes de grafos que ja foram classificadas como Classe 1 tém uma carac-
terfstica em comum: A impar. Podemos citar trés dessas classes: grafos indiferenca com
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A impar, grafos de intervalo com A {mpar ou mais geralmente grafos duplamente cordais
com A impar; esta ultima familia contém a anterior. O Teorema 14 nos mostra que nao
podemos seguir esse caminho para os cografos, uma vez que existem cografos que estao
na Classe 2 e tem A impar.

4.7 Resumo

Este capitulo apresentou a familia dos grafos cografos, suas caracteristicas, sua cotree e
suas equivaléncias.

Além disso, vimos um algoritmo polinomial para reconhecimento da classe usando a
cotree. Vimos também que esta mesma cotree nos leva a outros algoritmos polinomiais
para problemas classicos em Teoria dos Grafos.

Provamos que os cografos sio grafos cobertos pela Conjectura de Hilton e Chetwynd,
ou seja, conjecturamos que um cografo estd na Classe 2 se e somente se é SO. Alguns
resultados iniclals que obtivemos sao apresentados, embora os resultados mais importantes
sejam encontrados nos proximos capitulos.



Capitulo 5

Cografos que sao Subgrafo Overfull

Como visto no Capitulo 3 ser overfull ¢ uma condigao suficiente para um grafo pertencer a
Classe 2. Vimos também que se um grafo G possui um subgrafo overfull H com o mesmo
A, G é chamado de subgrafo overfull, e se esse subgrafo H € gerado pela vizinhanga
de algum vértice, entéao (¢ é vizinhancga overfull. Obviamente, ser SO ou NO também
é suficiente para ( estar na Classe 2. A Figura 3.1 mostra como estas classes em geral
estao relacionadas.

Para grafos split e indiferenga, tem-se que 50 é equivalente a NO ([10]). Para os grafos
multipartidos completos, SO é equivalente a Classe 2 ([14]).

Este capitulo mostra um subconjunto dos cografos que define grafos que se sao SO,

sao O ou NO ([1]).

5.1 Cografo de cotree completa de nivel 3 - CCC3

Relembramos que uma cotree de nivel k € uma cotree com altura k. A raiz esta no nivel 0.
Uma. cotree completa de nivel k € uma cotree de nivel k com todas as folhas no nivel &
(Segdo 4.1).

Do capitulo 4, sabemos que os cografos de cotree de nivel 1 e 2 ja foram classificados.
Passamos, entéo, a estudar os cografos de cotree completa de nivel 3.

Seja G um cografo conexo com cotree completa de nivel 3. Para G, usando a nomen-
clatura vista na pagina 32, temos r > 2, pois (G é conexo, e b(z,7) > 2, para 1 < j < f(i),
pois a cotree é completa. A Figura 5.1 mostra uma cotree completa de nivel 3 genérica
usando a nomenclatura da Segao 4.1.

O conjunto de arestas de G pode ser visto como o conjunto de arestas do grafo mul-
tipartido completo (Kq(1),....a(r)) N0s vértices da a-particdo unido ao conjunto de arestas
das cliques (Kg(; ;) definidas pelos elementos da f-particao.

Observe que os vértices de um mesmo elemento da F-parti¢ac possuem o mesmo grau.

49
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nivel 0

nivel 1

nivel 2

nivel 3

o1} (& {0)]

Figura. 5.1: Arvore completa de nivel 3.

Dessa forma,

onde gr(i,j) é o grau dos vértices que pertencem ao j-ésimo elemento da §-particao que é
o filho do 2-ésimo elemento da a-partigao. Observe que b(z,7) —1 é o grau destes vértices
quando restrito a clique (que tem tamanho b(¢, )} e que n —a(%) é o grau no multipartido

completo.
A cardinalidade de A(G) é dada por:

1 r fli) r f(5)
Zszjqraj ZZb (2, 73(b(¢,7) — 1+ n — a(i)) = m.
1—13— 1_13_

Vejamos o grau maximo de G,
A(G) = maﬁ,‘%‘,&:gi‘"(i’_}) maw&j(b( ) 1+n— G( ))

Como 1 e n s3o constantes, podemos nos preocupat em maximizar b(z,7) — a2}, ou
simplesmente, dado que a(z) > b(7, 7), minimizar a(z) — (¢, j) para saber quais elementos
da o-particdo possuem os vértices de grau maximo em G.

Seja p(1,J) = a(f) — b1, j). Consideremos uma ordenagao dos elementos da -particdo,
onde para cada elemento da a-parti¢do (a(i) para 1 <z < r) p(e,1) < p(2,2) < -+ £
pli, f(3)).

Seja p(i) = minigi<y{p(4, 7)}. Consideremos uma ordenagao tal que p(1} < p(2) <

- < p(r). Esta, origina uma ordenacio nos elementos da a-particio. Dessa forma,

p(1) = min; ;p(3, j),
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o que faz

A(G)y=n—1-p(1).
Veja a Figura 5.2.

Reescrevendo, temos

p fli}
AG)] = 5 23 b )n = 1= 06 )) = m.

=1 j=

pl22) =6 pi23 =7

Figura 5.2: Cografo com as parti¢des ordenadas por p(z,7) e p(z). O elemento 8(1,1),
indicado na figura, contém os vértices de grau A.

Esta estrutura de cotree completa de nivel 3 nos leva a uma tentativa de coloragdo
dividida em etapas: analisar e colorir as arestas do grafo multipartido completo e de-
pois analisar e colorir as arestas dos subgrafos completos. A principio, essa é uma boa
alternativa, uma vez que sabemos colorir grafos multipartidos completos ([14]) e grafos
completos ([12]}.

5.1.1 CCC3 Overfull

Seja m = |A(G)|. Usando a nomenclatura dada na Segdo 4.1, temos que

r f(3)

SO0, 5)(n— 1 = pl3,5))

i
23 j=1
1 7.1

i=1 j=1
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iy

1.7 f(d) o 12 o o
mo= Y (n- DHGL) — 5 33 b, i)
=1 j=1 i=1j=1
1 I N
m = sln—Un—g3 > bi5)p( )
121 g=1
Verifiquemos a condigdo para G ser overfull O valor de n deve ser impar e
m > SAG)R-1)
1 (R AC 1
s(n=1n =53 2 biip(ig) > s{n—1-p1))n-1)
=1 3=1
1 (LU S 1 1 _
5(?1 —1n — 5225(3,3)33(1,3) > E(n —1n + 5(71 — (-1 —p(1))
=1 j=1
r Jli)
220 0)p(,5) < (n—1)(1 +p(1)).
i=1 j=1

Lema 4 Seja G um cografo com cotree completa de nivel 3 ¢ n impar. Um grafo G ¢

overfull se e somente se

r i)
SO b(, 5)p(i,5) < (n = 1)1 + p(1)).

i=1 3=1

(a
N

N
y b, X0 2
ANORSE A

TTse] 7N\ PR

(S N

Figura 5.3;: Cografo de cotree completa de nivel 3 e owverfull com a(l) = 5, a(2) = 4,
B(1,1) = 3, B(1,2) = 2, b(2,1) =2 € b(2,2) = 2.

A Figura 5.3 mostra o exemplo que um cografo que satisfaz o Lema 4.

5.1.2 CCC3 Subgrafo-Overfull

Nesta secao estaremos preocupados em enconirar cografos com cotrees completas de

nivel 3 que sejam SO,
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O Corolario 5 (Segao 4.6) nos diz que se encontrarmos em algum cografo & um subgrafo
overfull H com A(H) = A(G), entao H é o subgrafo overfull de G. Em [14] foi provado
que todo cografo SO de cotree (completa ou ndo) de nivel 2 é, na verdade, 0. Este resultado

nao se estende para cografos de cofree completa de nivel 3. A Figura 5.4 mostra o exemplo

D

Figura 5.4: Cografo SO de cotree completa de nivel 3.

de um cografo com 35 vértices distribuidos em a{1} = 30 com #(1,1) =28 e b(1,2) =2 e
a(2) = 5 com b8(2,1) = 2 e b(2,2) = 3. Este cografo ndo é overfull e possui um subgrafo
préprio H gerado por B(1,1) U 8(2,1) U 5(2,2) que é overfull. Logo, é SO. Observe que
a cotree de H ndo é uma subcotree da cotree de G (Figura 5.5).

1 2 28

Figura 5.5: Cotree de G e cotree de H = G\B(1,2), respectivamente.

Lema 5 Sejam G um cografo de cotree completa de nivel 8 ¢ H um subgrafo induzido de
G com A(H) = A(G). Entdo H € cografo de cotree de nivel 3.

Prova: Seja H um subgrafo induzido de G, logo H € um cografo. Suponha A{H) = A(G).
Se V(G) = V(H), entao H é cografo de cotree de nivel 3. Considere H um subgrafo
induzido prdprio de G, entdo |V(GW\V(H)| > 1.
Este conjunto V(G)\V(H) estd contido em um unico a(i), 1 <7 < r, tal que a(s)
contém A-vértices de GG, pois caso contrario, A(H) < A(G). Sem perda de generalidade,
sejat = 1.
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Por hipétese, (i € um cografo de cotree completa de nivel 3, entdo r > 2 e portanto H
contém vértices no nivel 3. 0

Lema 6 Sejam G um cografo com colree completa de nivel § e H subgrafo préoprio indu-
zido de G tal gue A(G) = A(H). Entdo todos os A-vértices de H pertencem a um tnico
elemento da a-particdo de G, o), e todo v € V(H)\a(i) satisfaz

gru(v) < A(G) = (V(G)| = [V(H)]).

Prova: Sabemos que se v € fg(s,7), entao grg(v) = n — 1 — pg(i,7), onde pg(i,7) =
ag(i) — bg(i,7) é o nimero de “primos” de v. Portanto, se grg(v) = A(G), gry(v) =
A{H) = A(G) e estamos retirando x vértices (|[V(H)| = |V(G)| — z) para construir H,
entdo esses ¢ vértices devem ser retirados de pg(2, j) dentre os vértices que sdo “primos”
de v.

Dessa forma os unicos vértices que tem grau A{G) também em H sdo aqueles para os
quais pg(2,7) = pe(t,5) — (JV(G)] — |V(H)|). Nestas condigoes o decréscimo em pg(7, J)
deve ser igual ao decrescimo em n.

Para que pg(i, 7) decresca o mesmo nimero de vértices que n, todos os vértices re-
tirados devem ser primos de ». Dessa forma, todos os vértices que preservarem o grau
maximo estdo no mesmo elemento da a-particao de G.

Se «y{i) é o elemento da a-particio de H que contém os A{H)-vértices e w & a(7),
entdo gry(w) < A(G) — (|V(G)| — [V(H))]). 0

Lema 7 Sejam G um cografo de cotree completa de nivel § ¢ H um subgrafo induzido
overfull de G com A(H) = A(G). Entao todos os A-vértices de H esido emn um winico
elemento da a-particdo de G e nenhum vértice v deste elemento da particdo com gro{v} <
A pertence ¢ H.

Prova: Pelo Lema 6, todos os A-vértices de H estdo em um unico elemento da a-partigao
de G.

Sem perda de generalidade, vamos supor que estes vértices estdo em ag(2). Seja
v € ag(t), com gre(v) < A{G). Entdo, gri(v} = 0. Sendo H overfull, pelo Corolario 3,
v V(H). a

A Figura 5.6 auxilia na prova do Teorema 15.

Teorema 15 Seja G um cografo SO com cotree completa de nivel 3. Entdo, G € O ou ¢
€ NO.
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Figura 5.6: Grafo G e o subgrafo induzido & com |V(GW\V(H)| > 0.

Prova: Seja G um cografo SO de cotree completa de nivel 3 que nao é O. Entao, G contém
um subgrafo préprio overfull H com A(G) = A(H). Pela Lema 5, H é um cografo de
cotree de nivel 3.

Do Lema 7, todos os A-vértices de H pertencem a um unico elemento da a-particio
de G e nenhum vértice v deste elemento da parti¢do com grg(v) < A pertence a H. Seja
D(H) o conjunto dos A-vértices de H. Entao D(H) = fz(1,1)U...UfBa(1, k), comk > 1
e ba(l,1) =--- = bg(1,%). Logo, |D(H)| = kba(1,1), com k > 1.

Ainda, do Lema 6 temos que todo vértice v € V{H)\ag(l) tem gru(v) < A(G) — =,
onde z = |[V(G}| — |V(H)|. Sendo H um subgrafo proprio de G, # é um inteiro positivo.

Como H é overfull, entio |[V(H), V(H)|| < A(G) — 2 (Coroldrio 4).

Uma vez que |[V(H), V(H)]| > z(|V{(H)|—|D(H)|), nosso calculo segue em A(G)—2 >
z(|V(H)| - D(H)). (Lembrando que A(G) = |V(G)|—1—pe(1) = |V(H)|-1-|D(H)|+
ba(1,1).)

A(G) -2 =z =(|[V(H)| = |D(H)])

A(G) = 2(A(G)—ba(l,1)+1) +2
A(G) > zA(G) —z2(be(1,1)-1)+2

(z —1)A(G) < z(be(1,1)-1) =2

e(bg(1,1) = 1) —2
A
(@) = (x—1)
Como, por hipétese, a cotree de G é completa, z > 1. Observe, ainda, que 1 < =% <

(z—1)
2. Temos que

A(G) < 2b(1,1) — 1.
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Tome w € V(HN\D(H); gra(w) = kbg(1,1) + ¢q, onde g é o nimero de vértices em
sua vizinhanga que néo estdo em D(H)}. Do Lema 6, tem-se que gry(w) < A(G) — z.
Logo, gru(w) < A(G) e

kba(1,1) +9 < 2bg(1,1) -1
kba(1,1) — 2bc(1,1) < —(¢+1)
bo(L, 1}k —2) < —(¢+1)
Com a desigualdade acima, obrigatoriamente teremos
k<2

Logo & =1 e H sera gerado pela vizinhanca de um A-vértice.
Portanto, G com subgrafo préprio overfull H € NO. O

O Teorema 15 diz que para os cografos de cotree completa de nivel 3, SO = OU NO.
Na verdade, se G é 50, ou G é O ou G é NO, nao ambos.

De fato, suponha que (& cografo de cotree completa de nivel 3 pertence a O N NO.
Sendo NO, G possui um subgrafo overfull H com A{(H) = A(G) que é gerado pela
vizinhanga de um A-vértice. Note que H ndo é um cografo de cotree completa de nivel 3.
Pelos Teoremas 7 e 12, (G n&o contém outro subgrafo que € overfull Sendo (G overfull,
entdo G = H, contradizendo o fato de G ser um cografo de cotree completa de nivel 3.

5.1.3 Comentarios

Para os grafos multipartidos completos, uma subclasse dos cografos, sabiamos que O
equivale a SO ([14] e Segao 3.4). Esta afirmacao nao é sempre verdadeira para os cografos.
Mesmo para os que possuem cotree completa de nivel 3, temos exemplos de grafos que
sdo SO e ndo sdo O (veja Figura 5.4). O Teorema 15 afirma que estes cografos tem de ser
NO.

A Figura 3.1 mostra a relacdo entre as classes O, NO ¢ 50 para os gralos em geral. A
parte hachurada da Figura 5.7 diz que néo existe cografo SO de cotree completa de nivel
3 nestas regioes.

A Figura 5.8 mostra que o Teorema 15 nao pode ser estendido para cografos que
possuem cotree de nivel 3 que ndo sdo completas. O exemplo exibe um cografo de cotree
de nivel 3 que é SO e possui subgrafo H = G{V(G)\B(1,4)] overfull com fx(l) = 3. Logo
(G nao ¢ NO.

Um algoritmo para testar se um grafo é SO, necessita de encontrar um corte minimo
em um grafo especial {[11] e Capitulo 3). Para os cografos com cotree completa de nivel
3, com uma simples contagem obteremos essa informacao.
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Figura 5.8: O subgrafo G[V(G)\B(1,4)] é overfull.

Nosso objetivo, agora, é verificar se a subclasse dos cografos com coiree completa de
nivel 3 € mals uma evidéncia para a conjectura de Hilton e Chetwynd.

5.2 Resumo

Este capitulo apresenta o primeiro resultado obtido durante os meses de pesquisa que
antecederam este texto.

Neste capitulo descobrimos que se um cografo de cotree completa de nivel 3 é SO,
entdo é, na verdade, NO ou 0. Vimos também que este resultado ndo se estende para
cografos de cotree de nivel 3 que nao seja completa.

Este resultado nos incentivou a estudar e tentar colorir as arestas dos cografos de cotree
completa de nivel 3 que nao sejam O ou SO, para provar mais uma equivaléncia para a
Conjectura de Hilton e Chetwynd. Os resultados e algoritmos obtidos serao mostrados no
préximo capitulo.



Capitulo 6

Coloracao de Arestas para Cografos
abed que nao sao SO

Este capitulo se dedica a apresentar algoritmos para colorir alguns cografos de colree
completa de nivel 3 que ndo sio S0 com A cores. Chamaremos estes de cografos de abed.
Os algoritmos a serem apresentados sao resultados inéditos obtidos durante os meses
de pesquisa que antecederam este texto.
Assim como o resultado obtido por D. G. Hoffman e C. A. Rodger, nds pretendemos
colorir um cografo G baseado na coloracio de um grafo com nimero menor de vértices.
Este capitulo mostra alguns resultados para aqueles cografos com 2 elementos na a-
particao.

6.1 Redugao

Esta secdo define uma subclasse dos cografos de cotree completa de nivel 3 com dois
ramos onde cada cografo (¢ nesta subclasse pode ter seu numero de arestas aumentado,
gerando um outro cografo G, de forma que o namero de elementos da F-parti¢do de cada
ramo seja reduzido para dois € A(G') = A(G). Em outras palavras, queremos definir
cografos de cotree completa de nivel 3 com dois ramos e com mais de dois elementos da
S-particao em cada ramo que possam ter este nimero de elementos reduzido sem alterar
seu A.

Uma A-coloragio (se existir) para ' origina uma A-coloracio para o grafo G desta

subclasse.

Lema 8 Seja G um cografo de cotree complela de nivel 3. Enido G € subgrafo de um
cografo de cotree completa de nivel 3 onde cada elemento da a-particdo conlém apenas
dois elementos da 3-partigdo.

58
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Prova: Seja r o nimero de elementos da a-particao de G e seja ' construido da seguinte

forma:
L V(G =V(G) e
ii. A(G") = A(G) U {(z,y), = € Be(,]), v € Ba(i,k), § #k, 2 < j,k < foli),
1<i <)

Em outras palavras, G’ é construido a partir de G com o mesmo conjunto de vértices de G
e com um conjunto de arestas que contém o conjunto de arestas de G. A diferenca entre
o conjunto de arestas de G’ ¢ G é dada por aquelas que unem os vértices de Bg(7,2) U
-++ U Bg(i, k) que ndo estio unidos em G, ou seja, sao construidas cliques de tamanho
balz,2) + -+ - + ba(z, k), para 1 << 7.

O grafo 7 assim construido é um cografo de cofree completa de nivel 3, onde cada
ag (1) contém apenas dois elementos de sua S-particao e G é subgrafo de G”. a

Lema 9 Seja G cografo de cotree completa de nivel 3 com 2 ramos e seja ' construido
a partir de G conforme Lema 8. Entdo po(1) > pa(1).

Prova: Seja |V(G)| = n. Como G é subgrafo de G/, A(GQ) < A(G"). Logo, temos
n—pg(l)—1<n-pa{l)—1.

Portanto, pa(l) 2 pe(1). ]

Lema 10 Seja G cografo de cotree completa de nivel 8 com 2 ramos e seja G' construido
¢ partir de ¢ conforme Lema 8. Se pg(1) = pa (1), entdo G € um subgrafo de G' com
A(G) = A(G').

Prova: Por definicao, A(G)=n —pg(l) — 1l =n —per(1) — 1 = A(G). O
Os lemas a seguir dao condig¢des sobre os elementos da 3-particdo de & que sdo sufi-

cientes para que G seja subgrafo de G' com A(G) = A(G).

Lema 11 Seju G um cografo de cotree complete de nivel 3 com 2 ramos. Entao

p)<p(2)e X LHS X B2,9).

2<5<f(1) 2<k<f(2)

A Figura 6.1 mostra um grafo G com pg(l) < pg(2) e com aw/(2) = ag{l) e ae:(1) =
ag(2). Além disso, A(G") > A(G).
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Figura 6.1: G possui pa(l} < pa(2) mas ag(2) = ag(l) e ag(l) = ag(2).

Lema 12 Seja G um cografo de cotree completa de nivel 3 com 2 ramos. Se

Z b(1,5) < b(2,1) e

2<5<£(1)
ST 1,5 £ >0 b(2,7), entdo ag(l) = ag(1).
2<5<£(1) 2<3<f(2)

Prova: Consideremos G' com bg(1,1) = @ e Focicraybal(l, i) = b, bc(2,1) = c e
Zzgjgf(z) ba(2,7) = d.

Pela ordenagao da a-particao de G, temos pg(l) = b e pe(2) = d.

Por hipdtese, b < ce b < d, entdo b < min{c, d}.

Em ambos os casos, ¢ < b e a > b, tem-se que

pe (1) = min{min{a, b}, min{c,d}} < b = pg(1).

Logo, podemos tomar ag(1) = ag(l). )

A Figura 6.2 mostra grafos G e G' com a mesma a-particdo, mas que néo possuem o

mMesmo grau Mmaximo.

Corolario 6 Seja G um cografo de cotree completa de nivel 3 com 2 ramos. Se além das
condicdes do Lema 12,

> b(1,5) <H(1,1),

2<5<f(1)
entdo per(1) = pa(l).
Prova: De fato, a ordenacio dos elementos da a-particido de G” origina
/BG’(]-? l) = ﬁG(la ]-) € ﬁG’(]-??-') = U 6(‘]1});
2€j<fa(1)

Ber(2,1) = B(2,1) e Ba(2,2)= | J B(2,7).

2855 fe(2)
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Seja G um cografo de cotree completa de nivel 3 com 2 ramos satisfazendo as condicoes
do Lema 12 e Corolario 6. Se G 2 (', entdo (7 possui em cada elemento da a-particio
no méaximo um elemento fg(i,1), com 1 < ¢ < 2, contendo A-vértices.

Corolario 7 Seja G um cegrafo de cotree completa de nivel 3 satisfozendo as condicies
do Lema 12 e Coroldrio 6. Se v € um A-vértice de G, entdo v € um A-vértice de G'.

Prova: Pelo Lema 12, ag(1) = ag(l) e aw(2) = ag{2) e pelo Corolario 6, pa:(1) =
pa(1l). Logo, pelo Lema 10, A(G") = A(G).

Se G = (', entao um A-vértice de G é um A-vértice de G'.

Se G % (' e v é um A-vértice de G, entdo v € 8¢(1,1) ou v € B(2,1). Sendo que
Bar(1,1) = Balr, 1), 1 <0 <2, temos que v é A-vértice de (. 0

O Corolario 7 diz que o conjunto dos A-vértices de &G estd contido no conjunto dos
A-vértices de G'. A Figura 6.3 ilustra o corolario.

Lema 13 Seja G um cografo de cotree completa de nivel 3 satisfazendo as condicées do
Lema 12 e do Coroldrio 6. Se G' ndo € SO, entdo G ndo € SO.

Prova: Pelo Teorema 15, sabemos que um cografo de cotree completa de nivel 3 é S0 se e
somente se € O ou NO e, do Lema 10, temos que (G é subgrafo de &' com A(G) = A(G").
Assim sendo, uma vez que V(G) = V(@) e A(G} C A(G"), se G é O, entao G' é O.
Suponha G NO e seja v um A-vértice de G tal que Ng[v] é overfull Pelo Co-
rolario 7, sabemos que v é A-vértice de G'. Ainda, |Nglv|| = |Ngv]|, A(G} = A(G"} e
|A(G' [N [v]])] > |A(G[Ng[v]}}|. Logo G'[Ng/|v]] também é overfull. Portante G’ é NO. O
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Figura 6.3: Os conjuntos hachurados contém os A-vértices de (¢ e de 7.

Seja G um cografo de cotree completa de nivel 3 com 2 ramos (1), a(2) e 4 elementos
na f-parti¢do satisfazendo as condigdes do Lema 12 e Corolério 6: F(1,1), 5(1,2), 8(2,1)
e 3(2,2). Considere b(1,1) = a, 6(1,2) = b, b(2,1) = ce b(2,2) =d. Entdo, a > b, ¢c> b
e d > b. Vamos denotar G por abed.

O Lema 13 nos garante que se pintarmos as arestas de G com A(G) cores, obteremos
uma colorag¢do de arestas com A({) cores para cografos de cofree completa de nivel 3 com
2 ramos que satisfazem as condi¢des do Lema 12 e Corolario 6.

Lema 14 Seja G um cografo abed. Entdo G ¢ S50 se e somente se A{(G) > ab+ 2cd —
b(b+ ¢+ d) ou A(G) > 2cd.

Prova: (G é cografo de cotree completa de nivel 3, portanto, pelo Teorema 15 (Capitulo
5 e [1]), temos que G € SO se e somente se é O ou NO.

O cografo G tem |V(G)| = a+b+c+d, A(G) = a+e+d-—1. Assim sendo, pelo Lema
4 (Capitulo 5 e {1]), G é overfull se e somente se 2ab+ 2cd < (a+ b+ c+d—1)(1+ b},
que resulta em a +c+d — 1 > ab + 2ed — b(b + ¢ + d). Ou seja,

A(G) > ab+2cd — b(b+ c+ d).

Sem perda de generalidade, suponha ¢ > d.

Se GG é NO, devemos contar as arestas da vizinhanca de algum A-vértice. Se p(1) <
p(2), esta vizinhanga serd gerada por V(G)\F(1,2), pois nenhum vértice de §(1,2) seria
adjacente a um A-vértice, portanto, ndo faria parte de um possivel subgrafo proprio
induzido e overfull de G ([18]). Seja H = G[V{G)\S(1,2)]. Assim sendo A(H) = a+c+d—
le|V(H)| = atct+d. Para H ser overfull, teremos a(a+c+d—1)4c(at+e—1)+d{a+d—1) >
{(a+c+d—1)a+c+d—1), que resulta em ¢ + ¢ +d — 1 > 2¢d. Portanto,

A(G) > 2ed.
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Se p(1) = p(2), sem perda de generalidade, suponha que a(1) é aquele elemento da
a-partigdo que possui mais vértices e que «(2} é aquele que possul menos. Basta verificar
o subgrafo gerado pela vizinhanca dos A-vértices em F(1,1).

Assim H = G{V(G)\B(1,2)]. Em outras palavras, novamente tempos que H é overfull
se e somente se

A(G) > 2¢d.

6.2 Coloracao ideal

Seja G um cografo da forma abed, coma > b, c>bed > b.

Dizemos que uma cor ¢ esta livre no vértice v se nao existir aresta incidente a v colorida
com a cor t.

Nossa idéia para colorir um cografo abed se basela na coloragao de ab{c — 1)d, da

seguinte forma:

1. colorimos ab(c — 1)d com A(abed) cores, ou seja, a + ¢+ d — 1 cores, uma a mais
que o necessdrio para obtermos uma coloragdo 6tima para ab{c — 1)d;

2. acrescentamos o vértice z em Sap(c—1)a(2,1);

3. colorimos as arestas que saem de z e vio para os & vértices de B(1,1), para os b
vértices de B(1,1) e para os ¢ — 1 vértices de Bapc—1)a(2,1) com as cores livres nos
a, b, ¢ — 1 vértices das cliques correspondentes.

Veja a Figura 6.4. Queremos colorir 3245 e comegamos a colorir 3235 com 11 cores.
Depois, colorimos as arestas do tipo (z,z) com z € o(1) U (2, 1) em 3235 com uma das
cores livres em cada vértice de 3235. A Figura 6.5 mostra esta construcao.

Dizemos que temos uma situagio ideal quando, apos os Passos 1 e 2 existem cores
livres nos @ + 6+ ¢ — 1 vértices das cliques correspondentes que sao distintas duas a duas
e suficientes para colorir as arestas que surgem com a inclusdo do vértice z (Passo 3).

Uma vez que estaremos preocupados com numero de cores diferentes para colorir as
arestas que incidem em z, consideraremos ¢ < d, para o numero de cores a ser procurado
sempre ser o menor possivel. No exemplo na Figura 6.5, para pintar o cografo 3245
usamos o cografo 3235, pois neste, teriamos que procurar 8 cores diferentes; poderiamos
ter usado o cografo 3244 para colorir o cografo 3254 {isomorfo a 3245), mas neste teriamos
que procurar 9 cores diferentes. Portanto, considerar ¢ < d (ou, simplesmente, escolher o
minimo entre #(2,1) e 8(2,2) para ser ¢) resulta em reducio de trabalho.
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Figura 6.4: Uma coloragéo para 8235 com A(3245) = 11 cores.

6.2.1 Coloragao do Bipartido B,, 1),
Sejam G = abed e H = ab(c — 1)d, organize os vértices de i/ da seguinte forma:
1. organize duas fileiras horizonfais;

2. na fileira superior distribua os a vértices de By(l,1} e os b vértices de fy(1,2).

Chame cada vértice de u;, onde 7 representa uma numeracao da esquerda para a
direita (1 <7 < a+ b).

3. na fileira inferior distribua os ¢ — 1 vértices de Sy{2,1) e os d vértices de 8y(2,2).

Chame os vértices de 85(2,1) de v; e 0s vértices de Sy(2,2) de wy, com 1 < § < ¢~—1
el<k<d

Veja o esquema abaixo.

a b
. s . e e @ .
Uy Uz U3z o Ug Uat1l Uatz Unt3 -~ Uatd
c—1 d°
» + e . * e ® - @
Ty Ve By e Dag W e ta e Uy

Pinte as arestas do grafo bipartido completo B = B{ag(1),ay{2)) gerado pelas duas
fileiras definidas acima com A(G) cores, da seguinte forma: (Substitua a cor 0 por A(G).}

o Pinte as arestas (u;,v;) com a cor (: + 7 — 1) mod A(G), paral < i < a+be
1<j<e—1;
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Figura 6.5: Coloragao para 5245.

o Pinte as arestas (u;, wi) com a cor (i +{k+c—1)—1) mod A(G), paral <:<a+b
el <k <d.

Cada u;, para 1 <1t < a+b, tem grau ¢4d—1 em B e foram usadas A(G) = c+d+a—1
cores, ou seja, existemn a cores dentre as A{(G} nsadas que estdo livres em cada u;. Assim,
construiremos uma matriz de cores livres nos vértices de 8(1,1) e 5(1,2). Chamaremos
estas matrizes de L(a) e L(b), respectivamente. Estas matrizes, da forma como colorimos

B, contém as seguintes cores:

[ c+d  c+d+1l - AG) -1 AG)
ct+d+1 c+d+2 -  A(G) 1
L(a) = ct+d+2 E 1 2
; A(G) -1 2 :

AlGY-1  AG - E a—2

\ AG) 1 o a-2 a-—1
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[ 1 2 - b1 b\
2 3 - b b+ 1
b b4+1 - 202 2b—1
L{b) =
() b+1 b4+2 - 20-1 2b
a—1 a v oa+b=3 a+b-2
\ & a+1 - a+b—-2 a+b-1)

Cada v; e wp, para l < 3 < c—-1lel < &k < d, tem grau a + b em B, ou seja,
existern ¢ +d — b — 1 cores dentre as A(G) usadas que ainda estdo livres nestes vértices.
Assim, definiremos outras matrizes de cores livres em 8{2,1) e 5(2,2), L(c — 1) e L{d),
respectivamente,

a+b+1 a+db+2 a+b+3 - a+b+c—1
a+b+2 : : e atbte
Lic—1) = : AG) -1 A@) - :
A(G) -1 A(G) 1 c—3
A(G) 1 2 . -2
a+b+c at+btct+l --- b—1 b
: : b b+ 1
Hdy=| -3 c—2 : :
c—2 c—1 v ctd—4 c+d—3
c—1 C - c+d—3 ct+d-—-2

Observagio 1 A matriz L(a) tem dimensdo a x a, L(b) €a xb, L{c—1) € (c+d—-b—
I)x(e—=1) e L{d) é(c+d—b—1) xd.

6.2.2 Coloragao das Cliques de ay(1) e de ay(2)

Para colorir as cliques geradas pelos quatro elementos da S-particio, usaremos L{a}, L(b),
L{c—1) e L(d}.

Chamaremos de Alcance de uma aresta {(r;,s;) a soma 7 — ¢+ 1. Uma cor ¢ “forma
diagonal” se, em uma matriz de cores livres, os elementos de uma diagonal (no sentido
inferior esquerdo para o superior direito) forem iguais a ¢. O tamanho de uma diagonal
¢ o nimero de elementos da diagonal.

O algoritmo que apresentamos tem como objetivo aproveitar as cores que estdo livres
em algum conjunto de vértices para colorir as arestas que formam uma clique neste con-
junto. O algoritmo sera usado, entdo, para colorir as cliques geradas por #(z,7}, para
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1 <12,7 <2 Seja K, uma clique com p vértices e M uma matriz quadrada p x p.
Suponha @ > pe 1l <z < @, M é construida da seguinte:

i. A primeira coluna de M é formada por z mod Q,(z + 1) mod Q,---,(z +p —
1) rod @;

ii. A segunda coluna de M é formada por (& + 1) mod @, {z + 2) mod @,---,{z +
p) mod @);

tii. A s-ésima coluna de M é formada por (z + s — 1) mod Q,{z + s} mod Q,---,(z +
s+ p—2) mod @

Dessa forma, podemos considerar uma rotagdo (“shift”} de um elemento de uma coluna
para a anterior sobre o valor maximo ).
Usando a matriz M e uma clique de tamanho p, definimos o seguinte algoritmo:

Algoritmo Pinta Clique (K,, M)
D —p
Enquante D > 2 faca
N « numero de arestas de alcance D;
Enquanto N > 1 {aca
Procure as cores que formam diagonal de tamanho D em M;
Escolha a menor delas; digamos, ¢;
Pinte a aresta formada pelas extremidades desta diagonal com a cor #;
Retire (marque para nao ser mais usada) a cor t das colunas que
sao extremidades desta diagonal;

NeN-1;
Fim { Enquanto }
D—D-—1;

Fim { Enquanto }
Sez =9, Q=12 ¢ p=4 temos (substituindo a cor 0 por Q)

9 10 11 12
10 11 12 1
M= i1 12 1 2
12 1 2 3

A Figura 6.6 mostra o resultado de Pinta Clique{ K4, M).

Teorema 16 Sejo K, uma cligue com p vértices e M uma matriz p X p construida con-
forme mencionado anieriormente. Entdo o algoritmo Pinta Cligue (K,. M) origina uma
coloragdo vilida para K, com as cores em M.
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SN

10 12 2

Figura 6.6: Clique de tamanho 4 pintada usando o Algoritmo Pinta Clique e a matriz M.

Prova: Mostraremos, por indugéo em p, que o algoritmo Pinta Clique (K,, M) atribui a
cada aresta de K, uma cor comum em duas colunas de M.

1. Base: p = 2. Dessa forma D é somente 2.

M—( z mod Q (:I:—I—l)mon)
S\ (z+1)mod Q@ (z+2) modQ

Usaremos a cor (z + 1) mod ) para colorir a aresta de K.

2. Hipétese de Indugao: Suponha que, usando o algoritmo “Pinta Cligue”, colori-
mos uma clique de tamanho p — 1 (K,_1) com M,_ 1]x(p 13- {As cores sublinhadas
ja foram usadas. O valor de D) decresceu de p — 1 até 2.

z mod Q (z+1) mod @ - {24 p—2) mod @
(z+ 1} rmod Q) (z+2) mod @ o e+ p—1ymod Q

M= ; 5 5
(z+p—3)modQ (z+p—2)mod@ -~ (z+2p—5)modQ
(z+p—2)med @ (z+p—1)modQ -+ (z4+2p—4)modQ

3. Passo: Coloracio para K, usando M uma matriz p x p.
Na verdade, temos que K, é igual a K,_; com a inclusdo de um vértice y, e de
mais p— 1 arestas, que ligam este novo vértice aos outros p— 1 ja existentes. Assim

sendo, devemos colorir somente estas arestas: (y1,yp), (¥2,¥5), -5 (Yp—1,Yp). Em
M temos mais uma linha e mais uma coluna:
r mod @ (z+ 1) mod @ oo (z+p—2)med @ (z4p—1)medQ
{2+ 1) mod Q (2 + 2) mod @ oo (z4+p—1) mod Q {z + p) mod Q
(x+p—3)modQ (z+p—2)mod - (z4+2p-5)modQ (z+2p—4) mod Q
(z+p—2)mod Q@ (x+p—-1)med@ - (z+2p—-4d)modQ (z+2p—3)mod}
(z+p—1)mod Q {z -+ p) mod Q e (z4+2p—3)mod @ (24 2p—2) mod Q

Nossa coloragao (seguindo o algoritmo Pinta Clique) é

o Com D = p, temos a aresta (i1, ¥,), que podemos pintar com a cor (z + p —
1) mod @)

e Com D = p— 1, temos a nova aresta (io,%,) € as outras que, por hipétese de
indugao, ja foram coloridas. Para (y1,yp—1) podemos usar a cor {z + p)mod @Q;
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e ...

e Com D = 2, temos a nova aresta (y,-1,¥,) € as outra que, por hipStese de
indugdo ja foram coloridas. Para (y,_1,y,) podemos usar a cor (z + 2p —

3) mod Q.

Ou seja, pintamos a aresta (y;,¥,) com a cor (z +p— 2 +7) mod Q e as demais com o
mesmo alcance ja foram coloridas por hipétese de indugao, para 1 <: <p—1.

Assim sendo, colorimos as arestas de K, usando a matriz M com dimensio p X p.

Disponha os vértices de K, em uma linha e sejam y;, y; € yx € V(K,). Sendo (y:,y,),
(i, yx) duas arestas distintas e incidentes a um mesmo vértice em K, possuem alcances
distintos. Suponha j < k. '

Assim, o algoritmo em K, pinta primeiro a aresta (y;, yx) {a de maior alcance) com a
cor ¢ da diagonal de tamanho méaximo da matriz M. A seguir, retira das colunas de y; e
de yi a cor ¢. Logo, t ndo podera ser usada para pintar (y;,y;} uma vez que as diagonais
gue iniciam na coluna y; possuem cores distintas. O

Observe que sobra uma cor em cada coluna de M apds usado o algoritmo “Pinta
Clique”, pois este usa sempre p — 1 linhas dentre as p existentes.

Aqui teremos uma situacdo tdeal quando pintamos as arestas das cliques geradas pelos
3-elementos de i usando o algoritmo “Pinta Clique” e ainda existem cores livres diferentes

que sejam suficientes para colorir as arestas do tipo (z,2), onde z é o Unico vértice de

V(GW\V(H) e x pertence a o(1) U 5(2,1).

Vamos escolher entradas adequadas para o do algoritmo “Pinta Clique” dentre as ma-

7

trizes de cores livres dos elementos da S-particdo de H para chegarmos a uma situagao
ideal. Mais precisamente, tracaremos condigGes sobre as matrizes e as varidveis do pro-
blema para que tenhamos uma situagao ideal.

Coroldrio 8 Se ¢ > b+ 1, as matrizes L(a), L(}, L(c — 1) e L(d} geram submatrizes

quadradas L'(a), L'(b), I'(c—1) e L'(d) que sdo suficientes para colorir as cliques geradas
pelos vértices de B(1,1), B(1,2), B(2,1) e B(2,2) usando o algoritmo “Pinta Cliques”.

Prova: Da Observagao 1 temos que L{a) tem dimensao a X a, L{b) é a x b, L{c—- 1) é

(c+d—b—1)x(c—1)e L(d) é (c+d—b—1) x d. Assim sendo,
i. Crie I/(d) selecionando & linhas consecutivas de L(b);
1. Crie L'{(e — 1) selecionando (¢ — 1) linhas consecutivas de L{c — 1};

ii. Crie L'(d) selecionando d linhas consecutivas de L(d).
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Em outras palavras, queremos matrizes quadradas. Sendo e« > b, é possivel construir
L'(b) quadrada. Como d > b, entdao ¢ +d —b~1 > ¢— 1. Logo é possivel selecionar
¢ — 1 linhas e construir L'{c — 1) também quadrada. Ainda, sendo ¢ > b+ 1, tem-se que
c+d—b—1 2> d, e podemos construir L'(d). Como L(a) ja é quadrada, faca L'(a} = L(a).

Usaremos, agora, o algoritmo “Pinta Clique” para colorir as arestas de H que ainda
nao foram pintadas.

Algoritmo “Pinta Cliques de H”
Pinta Clique(G[8(1, 1)}, L'{a));
Pinta Clique(G|[5(1,2)], L'(b));
Pinta Clique(G|[8(2,1)], L'(c — 1));

(G18(2,2)), I'(d)).

Pinta Clique ,
Segundo o Teorema 16, consegnimos pintar as cliques G[8(1, 1}], G[3(1, 2)], G[B(2,1)]
e G[B(2,2)] com as matrizes L'(a), L'(b— 1), L’(¢} e L'(d), respectivamente. D

Corolario 9 Se ¢ = b e d > b+ 1, as matrizes L{a), L(b), L(c — 1) e L(d} geram
submatrizes quadradas L'(a), L'(), L'(c — 1) e L'(d) que sdo suficientes para colorir
as cligues geradas pelos vertices de B(1,1), 8(1,2), B(2,1) € $(2,2) usando o algoritmo
“Pinta Cliques”.

Prova; Aplique o Corolério 8 para G’ = abdc. O

Coroldrio 10 Sec=d="5b¢ea > b+ 1, as matrizes L{a}, L(b), L{c — 1) e L(d) geram
submatrizes quadradas L'{(a), L'(b), L'(c — 1} e L'(d) que sdo suficientes para colorir
as cliques geradas pelos vértices de $(1,1), 5(1,2), B(2,1) e 5(2,2) usando o algoritmo
“Pinta Cliques”,

Prova: Aplique o Corolario 8 para ' = edab. 0

As matrizes L'(z} para z € {a,b,c—1,d} séo sempre quadradas, portanto, sobra uma
cor em cada coluna. Mais precisamente, esta cor livre pertence a posigdo (7,2), 1 <z < z.
Chamaremos estas cores de I(z). Em outras palavras, {(z) é uma seqiéncia de cores
livres em L'(2) (quadrada) apés usado o algoritmo “Pinta Clique”.

Observe que para (¢ = aaaa o Corolério 8 nao pode ser aplicado. Estes grafos foram
pintados de forma diferente como mostraremos na Secao 6.2.8 (Corolério 15}.

As préximas secbes colorem alguns cografos abed com ¢ > b que nao sao SO, usando
os algoritmo mostrados nas Segoes 6.2.1 € 6.2.2.
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6.2.3 Cografos abed com a > b e a(l) < a(2)

Seja (' =abedcoma > b, c>b+1,d>ce H =able—1)d,

Consideremos que B.,(1),ay(2) J& €std com suas arestas coloridas. Usamos o algoritmo
da Secédo 6.2.1.

Nesta se¢io, selecionaremos linhas de L(a), L(b), L(¢—1) e L(d) para construir L'(a),
L'(b}), L'(e — 1} e L'(d) de forma a alcancar o objetivo de tracar condicies para uma
sttuagdo ideal.

Este objetivo definira os cografos abed que poderdo ser pintados em uma situacio
ideal: aqueles que possuem e+d>at+ b c>b+lea>b.

Para se chegar a uma situacdo ideal, considere a construgao abaixo. Além de I/(a) =

L{a), faga:
i. Suponha a > b e construa L'(b} usando as b primeiras linhas de L{#).

1i. Construa L'(c — 1) da seguinte forma:

Se a+b = (c+d) mod 2, selecione as ¢ — 1 primeiras linhas consecutivas de
Lic—1);
Caso contrario, selecione as ¢ — 1 linhas consecutivas de L{¢c — 1) a partir da

segunda linha;

iii. Construa I'(d) usando d altimas linhas consecutivas de L(d). Conseguimos d linhas
consecutivas de L(d) pois ¢ > b+ 1.

Esta construgdo deixa pelo menos a ultima linha de L(b) sem ser usada (¢ > b).
Além disso, usando Pinta Clique (G[5(1, 1)], L'(a)), Pinta Clique (G[A(1, 2)], L'(b)) e Pinta
Clique (G[3(2,1)], L'(¢ — 1)) e considerando U a tltima linha de L(b), teremos

o [{a)={c+d,c+d+2,--,(c+d+2(1 — 1) mod A(G), - ,a—3,a — 1};
o U={a,a+1,---,a+b-1}.
o Ic—1)=

—{a+b+1,a+0+3, - -,(a+b+2c—3) mod A(G)} para (a+b) = (c+d) mod 2;

ou

- {a+b+2,a-+b+4, -, (a+b+2c—2) mod A(G)} para (a+h) # (c+d) mod 2.

Novamente, se todas as cores selecionadas forem diferentes e tiverem cardinalidade
igual ao grau do vértice a ser inserido z, conseguiremos chegar a esta situacao ideal, pois
conseguiremos pintar as arestas incidentes a este novo vértice de forma a preservar a
coloracao valida que ja existia em .
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Como exemplo, tome o cografo G = 4345. Usaremos, inicialmente, a coloraczo de

H = 4335. Apés pintarmos as arestas de B, ,(1)ay(2), teremos as seguintes matrizes: (as

linhas delimitadas por “[” e “]” sdao para as respectivas matrizes L'.)
9 10 11 12 (123
10 11 12 1 2 3 4
Me)=11y 10 1 o [[EO=) 1345 ]
|12 1 2 3 \ 4 5 6
[ 8 9 10 F11 12 1 2 3]
9 10 11 12 1 2 3 4
Lic—1) = 10 11 12 eLd=||1 2 3 45
1112 1 3 4 5 6
12 1 2 3 4 56 7
Assim, temos I{a) = {9,11,1,3}, U = {4,5,6} e J(c — 1) = {8,10,12}.

Lema 15 Se a < ¢+ d, entdo as cores de I{a) sao diferentes duas a duas.

Prova: De acordo com a paridade de ¢+ d, A{(G} e a, podemos ter os seguintes casos.

o Se (c+d) = A(G) mod 2,
Ha)={ctdect+d+2,- ,AG),2,-+,a—3,a—1};

Se (¢ +d) = (a— 1) mod 2, os elementos das duas subseqiiéncias crescentes
de cores {c+d,---,A(G)} e {2,---,a— 1} possuem a mesma paridade, mas como
a < ¢+ d, temos que (o — 1) < ¢+ d, fazendo com que todos elementos de I{a)
sejam dois a dois distintos.

Caso contrario, as duas subsequéncia crescentes possuem elementos de paridades
diferentes. O maximo que pode acontecer, no caso de ¢ — 1 “crescer muito”, é as
duas subseqiiéncias se intercalarem em alguma parte.

o Se (e+d) # A(G) mod 2,
Ha)={c+de+d+2,-- ,A(G)-1,},---,a—3,a — 1}

Se (¢ + d) = (a — 1) mod 2, novamente, as duas subseqiiéncias crescentes de
cores {c+d, -, A{G)—1} e {l,---,a — 1} possuem elementos de mesma paridade,
mas como ¢ < ¢+ d, temos que {a — 1) < ¢ + d, fazendo com que todos elementos
de I(a) sejam dois a dois distintos.

Caso contrario, as duas subsequéncia crescentes possuem elementos de paridades
diferentes. O maximo que pode acontecer, no caso de @ — 1 “crescer muito”, é as
duas subseqliéncias se intercalarem em alguma parte.
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Assim sendo, com ¢ < ¢+ d as cores de J{a) sdo sempre duas a duas diferentes. 0O

Observe que se (a — 1) # (¢ + d) mod 2, as cores de [(a) sao duas a duas distintas
para gqualquer a.

Em relagao a escolha feita para I{¢— 1}, temos uma intercalagido com as cores de 7(a).
Lema 16 As cores de I{c — 1) sdo sempre diferentes duas a duas.

Prova: Para I{c~ 1) teremos

® Se(a+b)=(c+d)mod?2,
He-1Y={e+bd+1,a+b+3, - ,(a+b+2c—3) mod A(G)};

Quando (a + b+ 2¢ — 3) < A(G), I(c — 1} é uma seqliéncia crescente (uma
progressao aritmetica de razdo 2). Portanto, os elementos sio diferentes.

Quando (a +b5+2c—3) > A(G) e

— Se (e + d) = A(G) mod 2, entdo (a + b+ 1) #£ A(G) mod 2. Portanto,
I(e¢ — 1) é formado por duas subseqiiéncias crescentes (duas PAs de razdo 2):
uma de (¢ + b+ 1) até (A(G) — 1) e outra de 1 até b+ ¢ — d — 2. Se as duas
subseqiiéncias possuem elementos de mesma paridade temos de nos preocupar
em verificar se 8+ ¢ —d — 2 é menor que ¢ + b+ 1. Esta desigualdade nos
leva a ¢ — d — 2 < a que € sempre verdadeiro, pois ¢ < d. Qu seja, mesmo
quando as duas subseqiiéncias possuem elementos de mesma paridade, nao
hé elementos iguais nas duas subsequéncias. Quando as duas subseqliéncias
possuem elementos de paridades diferentes 0 maximo que pode acontecer é
uma intercalagao.

— Se (c+d) #Z A(G) mod 2, entdo (¢ + b+ 1) = A{(G) mod 2. Pontanto, I{c—1)
possui duas subsequéncias crescentes {duas PAs de razdo 2): umade (a+b+1)
até A(G) e outra de 2 até b+ ¢ — d — 2. Sendo subseqiiéncias de paridades
diferentes, as cores de I{c — 1) sdo duas a duas distintas.

o Se{a+b)# (¢c+d) mod?2,
IHe—1D)={a+bt+2,a+b+4, -, (a+db+2c—2) mod A(G)};

Quando (a + b + 2¢ — 2) < A{G), I{c — 1} é uma seqliéncia crescente (uma
progressao aritmética de razio 2). Portanto, os elementos séo diferentes.

Quando (a +b+2¢—2) > A{G) e

— Se (¢ + d) = A{G)} mod 2, entdo (¢ + b+ 2) # A(G) mod 2. Portanto,

I{e — 1) é formado por duas subsequéncias crescentes (duas PAs de razio 2):
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uma de (¢ + b4 1} até (A(G) — 1) eoutrade 1 até b+ c—d — 1. Se as duas
subsequéncias possuem elementos de mesma paridade temos de nos preocupar
em verificar se 6 + ¢ — d — 1 é menor que a¢ + & + 1. Esta desigualdade nos
leva a ¢ — d — 1 < a que, novamente, € sempre verdadeiro. OQu seja, mesmo
quando as duas subseqiiéncias possuem elementos de mesma paridade, nao hé
um elemento igual nas duas subseqiléncias. Quando as duas subseqiiéncias
possuem elementos de paridades diferentes o maximo que pode acontecer é
uma intercalacio.

— Se (¢+ d) Z A(G) mod 2, entédo (a+ b+ 2) = A{G) mod 2. Pontanto, I{c—1)
tem duas subseqiiéncias (duas PAs de razdo 2): uma de (a+ b+ 1) até A{G) e
outra de 2 até b+c¢—d—1. Pelo mesmo motivo mostrado do paragrafo anterior
as cores de I{c — 1) sdo duas a duas distintas.

Assim sendo, ndo ha possibilidade de I{c — 1) possuir cores repetidas. 0

Vejamos, agora, se a escolha de cores para I{a) e I{c — 1} deixa cores diferentes duas
a duas.

Lema 17 Se a < ¢+ d, entdo as cores de I{a) e de I{c — 1) sdo diferentes duas a duas.

Prova: Como a < ¢+ d, pelo Lema 15, temos que as cores de /{a} sdo diferentes duas a
duas. Pelo Lema 16, as cores de I{¢ — 1) sdo sempre diferentes duas a duas.
Resta verificar se existe cor em /{a) que estd em I{c— 1} e vice-versa.

Tanto J(a) quanto I{¢ — 1) possui nimeros crescentes limitados por A{G).
e Quando (e + 8 =(c+d)mod?2 e

— Se (¢ + d) = A(G) mod 2, temos
IHa)={c+dyce+d+2,--- | A(G),2,---,a— 1} e
{e—1)={a+b+1,a+b+d,--- ,A(G)—1,1,3,- -, (e+b+2c—3) mod A(G)}.

— Se {e+d) Z A(G) mod 2, temos
IHa)=Ac+dc+d+2,--- JAG)-1,1,---,a—1} e
He—=1)=A{a+b+1l,a+b+d,---,A(G), 2,4, ,(a+ b+ 2c—2) mod A(G)}.

Em ambos os casos, as cores da primeira subseqliéncia de I(a) e J{e— 1} e as cores
da segunda subseqiiéncia de I{a) e I{c— 1) sao 2 a 2 distintas por terem paridades
diferentes.

e Se {a+b) # (¢+ d) mod 2, com um raciocinio anélogo ao anterior, tamhém encon-
tramos paridades diferentes entre as subseqiiéncias de I{a} e as subseqiiéncias de

I(c—1).
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Devemos nos preocupar, somente, quando a segunda subseqiiéncia de I{a) possui
elementos de mesma paridade dos elementos da primeira subseqdéncia de /(e — 1) ou
primeira subseqiiéncia de I{a) possui elementos de mesma paridade dos elementos da
segunda subsequéncia de [{¢ — d). No primeiro caso, ¢ — 1 < a + b+ 1, portanto, nio
existem elementos repetidos. No segundo caso c—d —1 < c+d (ouec—d—2 < e+ d),
uma desigualdade sermnpre verdadeira.

Logo, se a < ¢+ d as cores em I{a) e I{(c — 1) sdo duas a duas distintas. 0

Lema 18 Sea > b e a+b < c+d, entdo as cores de I{a), I(b) e I(c— 1) sdo diferentes
duas ¢ duas.

Prova: Se a + & < c+ d, entdo a < ¢ + d. Portanto, pelo Lema 17, as cores de I{a) e
I{c— 1) sao duas a duas distintas.

Resta verificar se os elementos de I(b) sdo diferentes dos elementos de I{a) e dos
elementos de I{c — 1).

Como a + b < ¢+ d, o ultimo elemento da seqiiéncia crescente U, ¢ +b—1 < ¢+ d.
Além disso, a > a — 1. Portanto, as cores de de 1(b) e de I{a) sdo duas a duas diferentes.

O iltimo elemento de J(b} é menor que o primeiro de I(c—1} poisa+b—1 < a+b+1.
Se o ultimo elemento de I{c — 1) é maior que A((), teremos no maximo b+ ¢ — d — 1.
Para este elemento ser menor que o primeiro de U, devemos ter b+ ¢c—d —1 < ¢, ou seja,
b+ ¢ < a+d+ 1 que sempre € verdade, pois b < @ e ¢ < d, por hipdtese. Assim sendo,
as cores de /(b) e de J(c — 1} sdo duas a duas diferentes.

Entao, as cores de I{a), U e I{c — 1) séo diferentes duas a duas quando a > b e
a+b<ec+d. m|

Com isto, chegamos ao teorema que nos assegura uma coloragao com A(G) cores para
cografos abed com a > b, a(l) < a(2) e ¢ > b.

Teorema 17 Seja G um cografo da forma abed coma > b, a+b6<c+d, c>b+1ce
d > c. Entdo, conseguimos uma situacdo ideal para colorir G com A(G) cores.

Prova: Com ¢ > b+ 1 conseguimos construir as matrizes L'(a), L'(b), L'(c — 1) e L'{d)
quadradas para colorir as cliques geradas por Sy (1,1), Bu(1,2), Bu(2,1) e B{(2,2), res-
pectivamente, usando o algoritmo Pinta Cliques.

Estas matrizes serdo construidas de acordo com as condi¢ées mostradas nesta segao
para se conseguir, possivelmente, uma situacgao ideal.

Pelo Lema 18 se @ > b e a + b < ¢+ d conseguimos escolher cores para formar I(a), U
e I{c — 1) de forma que estas segiiéncias possuam cores diferentes duas a duas.
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Estas seqiiéncias possuem, respectivamente, @, b e ¢ — 1 cores. Assim conseguimos
a+ b+ c— 1 cores livres e diferentes nos vértices de H. Dessa forma, conseguimos
aproveitar as cores que ficaram livres nos vértices apos o uso do algoritmo e chegamos na
situacao definida como ideal: existem cores livres suficientes e diferentes duas a duas para
colorir o vértice z € V(G\V(H) degrau a + b+ ¢ — 1.

Assim, colorimos &G com A{{) cores. O

6.2.4 Cografos abcd com ¢ imparoua >bed>a+b.

Esta secdo serd dedicada a pintar as arestas dos cografos abcd que possuem ¢ +6 < d e
a impar ou ¢ > b. A escolha das cores livres que faremos pintara cografos incluidos na
Segao 6.2.3, pois a + b < d nos leva a a + b < ¢+ d, ou seja, a(l) < a(2). Por outro lado,
estas escolhas pintario os cogralos com ¢ = b e @ impar. Novamente, considere d > c.

Aqui, também estaremos usando os algoritmos para colorir B e as cliques e procurando
condi¢oes para se chegar a uma situagio ideal. Considere que usamos o algoritmo da Segao
6.2.1 para colorir as arestas de B.

Em primeiro lugar, escolheremos as matrizes quadradas L'(a}, L'(d), L'(e—1) e L'(d).
Desta escolha surge a necessidade de L(b) (para a par) e L{c} ndo serem inicialmente
quadradas para pintarmos as cliques de H. Os Lemas 20, 19, 21 e o Teorema 18 mostram
o porqué desta necessidade.

Seja a construgao abaixo.

i. Construa L'(b} da seguinte forma:
Se a é impar, selecione as b primeiras linhas consecutivas de L{b);

Se @ é par, suponha a > b e selecione as b linhas consecutivas de L(b) a partir
da segunda linha;

ii. Construa L'(¢ — 1} usando somente as dltimas ¢ — 1 linhas de L(c —1).
iii. Construa L'(d) usando d dltimas linhas consecutivas de L(d) (sem demais restrigoes).

Novamente, podemos construir L'(c — 1) e L'(d) pois d > ¢ > b+ 1.
Com I'{e) = L(a) e usando Pinta Clique (G[A(1,1)], L'(a)) e Pinta Clique (GI3(1, 2)}, L'(b})

teremos
e [{a)={c+d,ct+d+2,---,(c+d+2(:—1)) mod A(G),---,6—3,a —1};

o I{b)={1,3,5,---,2b — 1} para a impar ou
I(6) = {2,4,6,---,2b, } para a par.
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Umavezqued > e¢>b+1,c+d—5b—1>c— 1 e para construir L'(c — 1) usamos
somente as ¢ — 1 Gltimas linhas de L{e — 1), temos que a primeira linha de L{c — 1), até

este ponto, ainda nio fol usada. Denotaremos por €' a sequencia de cores que definem
esta primeira linha de L{c — 1).

C={ae+b+1l,a+b+2,---,a+b+c—1}

Voltando a idéia inicial, estamos procurando condi¢des para que tenhamos cores di-
ferentes e suficientes para colorir (7 a partir de H. Se todas as cores selecionadas forem
diferentes e tiverem cardinalidade igual ac grau do vértice a ser inserido z, conseguiremos
chegar a esta situagio ideal, pois conseguiremos pintar as arestas incidentes a este novo
vértice de forma a preservar a coloracao valida que ja existia em f.

Observe estes dois exemplos 7 = 3346 e G, = 4347. Usaremos, respectivamente, a
coloragdo obtida em H; = 3336 e Hy = 4337. Para H; teremos

10 11 12 12 3
Li@)=]]|11 12 1 ||, L@®=I[]|2 3
12 1 2 3 4
7 8 9 ('101112123
8 9 10 11 12 1 2 3 4
9 10 11 12 1 2 345
Ife=1=1 g 1 27 |0@=1]1 2 3 456
11 12 1 2 3 4 5 6 7
\[1212 ) \| 3 4 5 67 8]/
E para H; teremos
11 12 13 14 1 2 3
12 13 14 1 2 3 4
LQ(“)_[ 31401 2 |PEO=] s a5 )
4 1 2 3 i 5 6
[ 8 9 10 ) (11 12 13 14 1 2 37\
9 10 11 12 13 14 1 2 3 4
10 11 12 13 14 1 2 345
Lylc—1) = 11 12 13 elyfd)=|{14 1 2 3 4 56
12 13 14 1 2 3 4 56 7
13 14 1 2 3 4 5 6 7 8
\ |14 1 2|/ \| 3 4 5 6 7 8 9]

Com estas matrizes para Hy, e Hy teremos que I1{a) = {10,12,2}, I,(b) = {1,3,5} e
C, = {7,8,9}. Para H, teremos I(a) = {11,13,1,3}, L,(b) = {2,4,6} e C2 = {8,9,10}.

Lema 19 Se a € impar e a < c+d+1, as cores de I(a) e I{b) sdo distintas duas a duas.
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Prova: Sendo a < ¢+ d + 1, as cores em [(a) sdo diferentes duas a duas. De fato, para
que as cores em I{a) sejam duas a duas diferentes, a primeira cor deve ser maior que a
ultima, ou seja, A(G) —a+1=c+d>a—1.

As cores de I(b) formam um seqiiéncia crescente, portanto siao diferentes duas a duas.

Compararemos, agora, I{a} e I({5).

Sendo ¢ impar, as cores em f(a) formam duas subseqiéncias {progressoes aritméticas
de razdo 2): uma de ¢+ d até A{G) =a+c+d—1eoutrade 2 até a — 1. Como a é
impar, (b} é formado apenas por cores {mpares. Logo, as cores de 7(&) sdo duas a duas
distintas da segunda subsequéncia de I(a).

Como d > ¢ 2> b+ 1, temos que A(G)—a+1 =c+d > 2b—1 (a primeira cor de I{a)
€ maior que a ultima de {(b)).

Portanto as cores de I{a) sao diferentes das cores em I{b). O

Lema 20 Sea éparea>bea<c+d+1, as cores de I{a) e I{b) sio distintas duas a
duas.

Prova: De forma analoga ao Lema 19, temos que as cores em I{a) sao diferentes duas a
duas e as cores de 7(b} sdo diferentes duas a duas.

Compararemos, agora, I(a) e I(b).

Sendo @ par, as cores em I{a) formam duas subseqiiéncias (progressoes aritméticas de
razdo 2): uma de c+d até A(G) =a+c+d—1eoutrade 1 até a — 1. Como a é par
I(b) é formado apenas por cores pares. Logo, as cores de /{b) sdo duas a duas distintas
da segunda subsequéncia de f{a).

Como d > ¢ > b+ 1, temos que A(G) —a+ 1 =c+ d > 2b {a primeira cor de I{a) é
maior que a ltima de I{b))}.

Portanto as cores de I{a) sdo diferentes das cores em I(5). D

Lema 21 Se ¢ € impar ou a > b ed > a+ b, entdo as cores de I{a), I(b) ¢ C sdo
diferentes duas o duas.

Prova: Sed > a+ b, entdo ¢+ d+1 > a, pois b > 2. Uma vez que ¢+d > 2b— 1 (quando
a é impar) ou ¢+ d > 2b (quando a é par e ¢ > b), pelos Lemas 20 e 19, temos que I{a)
e I(b) possuem cores diferentes duas a duas.
As cores de (' formam uma sequéncia crescente, logo sao diferentes duas a duas.
Comparando as cores em I(a) e as cores em C, temos que a 1ltima (e maior) cor de
C é menor que a primeira (e menor) de I{a) (c+d > a+b+c— 1), pois d > a + b.
Novamente, I(a) cresce com “mod”. Dentre as menores (e dltimas) cores de I{a) temos
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que a maior é a — 1 que € sempre menor que ¢ + b — 1 (a menor de C'). Assim sendo, as
cores de C' e I{a) sdo diferentes duas a duas.

Quando a € impar, as cores de I(b) formam um seqiiéncia de elementos impares de 1
até 26 — 1. Quando a é par, as cores de I(b) formam uma seqiiéncia de elementos pares
de 2 até 2b. Analisando as sequéncias 1(b) e C, temos, para em ambos os casos (a impar
ou a > b}, o ultimo elemento de I(b) (26 — 1 ou 28) menor que o primeiro de C, pois
a+b+1>20b+41 > 2b Portanto, as cores de € e I(b} sdo diferentes duas a duas.

Dessa forma, temos que as cores de C, I{a) e I(b) sio diferentes duas a duas. O

Teorema 18 Seja G um cografo da forma abed com a fmpar ov a > b, d > a+ b ¢
c > b+ 1. Consequimos uma situagcdo ideal para colorir G com A(G) cores.

Prova: Com ¢ > b+ 1 conseguimos construir as matrizes L'(a), L'(b), L'(c — 1) e L'(d)
quadradas para colorir as cliques geradas por fg(1,1), 5(1,2), Bu(2,1) e By(2,2), res-
pectivamente, usando o algoritmo “Pinta Cliques”.

Estas matrizes serao construidas de acordo com as condi¢des mostradas nesta secao
para se conseguir, possivelmente, uma situacéo ideal.

Com @ é impar ou & > bed > a+ b, temos, pelo Lema 21, que as cores de C, f(a),
1(b) sdo diferentes duas a duas.

As seqiiéncias definidas por C, I{a) ¢ I(6) tem ¢ — 1, a e b cores respectivamente.
Portanto, conseguimos @ + b+ ¢ — 1 cores distintas duas a duas.

Sendo ¢ > b+ 1, pelo Corolario 8, o Algoritmo “Pinta Clique” pinta as arestas da
clique gerada por £3(2,2).

Assim sendo, usando o algoritmo “Pinta Clique” para colorir as cliques geradas pelos
elementos da F-particdo de H conseguimos aproveitar as cores que ficaram livres nestes
vértices apos o uso do algoritmo e chegamos na situacdo definida como ideal: existem
cores livres suficientes ¢ diferentes duas a duas para colorir o vértice z € V(G)\V{H) de
gran a + b+ c— 1.

Portanto, conseguimos colorir G com A{{) cores. 0

Vale a pena notar que o algoritmo mostrado nesta se¢ao colore as arestas de muitos
cografos que o algoritmo da Segdo 6.2.3 também colore. Este algoritmo colore as arestas
dos cografos abed que possuem a fmpar e ¢ = b; o algoritmo da Segdo 6.2.3 ndo pinta
estes grafos.

Sejam os cografos Gy = 4347, (G, = hb67 e 3 = 5347. Para pintar as arestas de (4
podemos usar o algoritmo definido pelo Teorema 18 ou o algoritmo definido na Segéo 6.2.3
pelo Teorema 17. J4 para pintar as arestas de G5 teremos de usar o algoritmo definido
pelo Teorema 18. Para pintar as arestas de Gz usaremos o Teorema 17.
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6.2.5 Cografos abed com a > b e a(1) > a(2).

Todos os algoritmos € esquemas para coloragdo de arestas dos cografos abed vistos até
esta secao nao sao capazes de colorir cografos abed que possuem a + b > ¢+ 4.

Novamente, aqul, estaremos procurando condigées para se chegar a uma situagao
ideal. Entretanto, nossa preocupacio sera em fratar alguns casos de cografos abed com
a(l) > a(2),ouseja,a+ b>c+d(come>bed>c>b+ 1)

Observe que se @ = b+ 1 ou a = b+ 2, entdo a(l) < a(2), pois ¢ e d sdo malores ou
iguais a b + 1. Logo, para ¢(l} > a(2) coma >bed>c> b+ 1, tem-se que a > b+ 3.

Aqui, também estaremos usando os algoritmos da Secdo 6.2.1 para colorir 5 e os da
Segao 6.2.2 para colorir as cliques. Novamente considere H como sendo ab{c — 1)d.

Para construir L'{a}, L'(b), L'(c — 1) e L'(d) sejam as matrizes L(a), L(b), L{c —1) ¢
L{d) da pagina 65 retornadas apds o uso do algoritmo da Secdo 6.2.1 que pinta as arestas
de B.

1. Construa L'(b) usando b dltimas linhas consecutivas de L{b), ou seja, escolha b linhas
a partir da (¢ — b + 1)-ésima linha de L{b});

ii. Para L'(c — 1) escolha as ¢ — 1 primeiras linhas consecutivas de L'{(c — 1);

i1i. Escolha as d Gltimas linhas consecutivas de L{d).

Como ¢ > b+ 1, conseguimos linhas suficientes em cada matriz construida. Faga L'(a) =
L{a). Assim, apés usar Pinta Clique (G[F(1,1)], L'(a})), Pinta Clique (G[3(1,2)], L'(3)),
Pinta Clique {G[8(2,1}], L'(e — 1)) e Pinta Clique (G[3(2, 2)}, L'(d)), teremos:

o I{a)={c+dyc+d+2,- -, (A(G)—a+2(: —1)+1) mod A(G), -+, a—3,a—1};
e IB)={a—b+1,a—b+3,---,a+b-1}.
o I{c—1)=

—{a+b+1,a+b+3,---,(a+b+2c—3) mod A(G)} para (a+b) = (c+d) mod 2;

ou

—{a+b+2,a+b+4, - ,{a+b+2c—2) mod A(G)} para (a+b) # (c+d) rnod 2.

Veja como ficam as matrizes para G = 7344 e H = 7334.

/T8 9 10 il 12 13 14 ) [ 123
9 10 11 12 13 14 1 2 3 4
10 11 12 13 14 1 2 345
L@={|11 12 13 14 1 2 3 ||, L= 45 6 :
12 13 14 1 2 3 4 5 6 7
13 14 1 2 3 4 5 6 7 8
\[14 1 2 3 4 5 6 |/ \ |7 8 91 )
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11 12 13 41 2 3
12 13 14 1 23 4
Le-1)= 3 14 1| D=9 54 5
14 1 2 3 4 5 6

Ou seja, I(a) = {8,10,12,14,2,5,6}, 1(b) = {5,7,9} e [

——

e— 1} ={11,13,1}.
Lema 22 As cores de I(b) sdo diferentes duas e duas.

Prova: Uma vez que I(b) é uma seqiiéneia crescente e ¢ + & — 1 < A(@), ndo hé como
possuir valores repetidos. |

Para os préximos resultados, considere a # (¢ + d) mod 2.

Lema 23 Sea <c+d, a Z (c+d) mod 2 ¢ (a+b) = (c+ d) mod 2, entdo as cores de
I(a) e I(b) sdo duas a duas distintas.

Prova: Como e < ¢+ d, pelo Lema 15 (Secdo 6.2.3) as cores de I(a) sdo diferentes duas
a duas. E, como pelo Lema 22 as cores de {(b) também sao diferentes duas a duas, resta
verificar se alguma cor de I{a) estd em I(5).

Como (a 4 b) = (¢ + d) mod 2, entio (a — b+ 1) # (c + d) mod 2, ou seja, nenhuma
cor de I(d) coincide com a primeira subseqiéncia de /(e). Da mesma forma, (a + b) =
(c+d)ymod2e(a—Il=(c+d) mod2noslevaa (6 —b+1)Z (¢ — 1) mod 2.

Assim sendo, as cores de I(b) também sio diferentes das cores da segunda subseqiiéncia

de I{a). ]

Lema 24 Sea<c+de(a+b) = (c+d)mod?2, entdo as cores de I(h) e I(c—1) sdo
duas a duas distintas.

Prova: Os Lemas 22 e 16 (Secio 6.2.3) nos garantem que as cores de I(b) sio diferentes
duas a duas e as cores de J{c — 1) sao diferentes duas a duas, respectivamente. Vamos
verificar se nenhuma cor de I{b) estda em I{c~— 1) e vice-versa.

e Quando (a + b+ 2¢c—3) < A
As cores de I{c¢—1) formam uma sequéncia crescente e como (a+b—1) < (a+b+1)
(o major elemento de 7{b) é menor que o menor elemento de I{c — 1)), as cores de
I{c—1) e I(b) sdo duas a duas distintas.

o Se(a+b+2¢c—3)>A. (Noteque(a+b+2c—3)modA=b+c—d—-2.
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—Se(ea+b—1)=Amod?2, entio (b+c—d—2)={a—b+1) mod 2. Por isso,
para nao haver sobrepésicio {elementos repetidos), devemos ter b+c—d—2 <
a—b+1. Comoa<c+d, devemos verithicarse b+ ec—d—2 <e+d—b+1,
que é sempre verdade.

Como, além disso, (a +b—1) < {a+ b+ 1), as cores de 1{b) e [{c— 1) sdo duas
a duas distintas.

— Caso contrario, (b+c—d+2) # (a — b+ 1) mod 2, ou seja, se a segunda
subseqliéncia de I{c—1) cresce muito, 0 maximo que ocorre é uma intercalagio
dos valores de I{c — 1) e I(h).

Também neste subcaso teremos cores distintas duas a duas em I{6) e I{c—1).

O

Por fim, conseguimos nos convencer que chegamos a uma situacao ideal.

Teorema 19 Seja G um cografo da formaabed, d > c> b+ 1, a+b>c+d, a<e+de
(a+b) = (c+d)mod2 e a#(ct+d) mod 2. Conseguimos uma situacdo ideal para colorir
G com A(G) cores.

Prova: Com ¢ > b+ 1 conseguimos construir as matrizes L'(a), L'(4), L'{c — 1) e L'(d)
quadradas para colorir as cliques geradas por Sy(1,1), Ay(1,2}, Bu(2,1) e Bu(2,2), res-
pectivamente, usando o algoritmo “Pinta Cliques”.

Estas matrizes serao construidas de acordo com as condi¢bes mostradas nesta segao
para se conseguir, possivelmente, uma situacao ideal.

Uma vez que a < c+d e (o + b) = (c+ d) mod 2, pelo Lema 24 as cores de I{b) e de
I{c—1) sdo duas a duas distintas. Com a < c+d,a # (c+d) mod 2 e {a+b) = (c+d) mod 2
as cores de I{a) e de I(b) sdo diferentes duas a duas. E com ¢ < ¢+ d, pelo Lema 17
(Secao 6.2.3), temos que as cores de I{a) e f{c— 1) sdo duas a duas distintas.

As seqliéncias definidas por I{a), [{h) e I{c — 1) possuem, respectivamente, a, b e
¢ — 1 cores. Assim conseguimos a + b+ ¢ — 1 cores livres e diferentes nos vértices de H.
Dessa forma, conseguimos aproveitar as cores que ficaram livres nos vértices apds o uso
do algoritmo e chegamos na situagao definida como ideal: existem cores livres suficientes
e diferentes duas a duas para colorir o vértice z € V(G)\V{H) degraua+ b+ c— 1.

Assim, também colorimos G com A(G) cores. m

6.2.6 Cografos abed com a par e a =0

Todo o processo de coloragao de um cografo (¢ da forma abed apresentado até este ponto
falha quando temos @ par e ¢ = b. Portanto, esta segdo sera dedicada a pintar alguns
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cografos abed que possuem ¢ =bcoma par,c>b+led>c.

O que difere este método de coloracio em relacio aos métodos das secoes anteriores, é
no fato de algumas cores de I(a) se repetirem em I({b}). Obviamente, teremos de contornar
este problema. A solugio apresentada usa troca nas cores de algumas arestas ja pintadas.

Observe, primeiro, que a(1) < a(2), poisa+b6=2bec+d > 2b+ 2.

De forma anéloga as segbes anteriores, considere que B ji estd com suas arestas co-
loridas usando o algoritmo da Se¢do 6.2.1. Considere, também, as matrizes L{a), L(b),
L{c—1) e L{d).

Suponha (¢ +d) # (a+b) mod 2. Como a = b, a + b é sempre par. Portanto (¢ +d) é
Impar, €, como g é par, A(G) =a+c+d—1é par.

Considere a construcio abaixo.

i. Como estamos supondo a = b, faca L'(a) = L(a) e L'(b) = L(b).
ii. Construa L'{c — 1) da seguinte forma:

» Se A(G)—c=(a+d—1) # (c+ d) mod 2, ou seja, a = c mod 2, selecione
as ¢ — 1 1ltimas linhas consecutivas de L(c — 1); (é equivalente a dizer para
selecionar as ¢ — 1 linhas consecutivas a partir da (d — b + 1)-ésima linha de

Lic—1)).

s Caso contrario, selecione as ¢ — 1 linhas consecutivas a partir da (d — &)-ésima

linha de L{c —1).

iii. Construa L'(d) usando ultimas d linhas consecutivas de L(d). Novamente, sé con-
seguiremos d linhas consecutivas de L(d) se ¢ > b+ 1.

A escolha de L’(¢ — 1) se justifica por minimizar o nimero de cores comuns entre
I{e—1) e I'(a) que serd definido posteriormente. A escolha de L'(d) € feita de forma que
as cores que se repetem em /(@) e I(b) também estejam presentes em I(d). Isto tornard
possivel as trocas das cores de algumas arestas ja pintadas de By, ,(1),ax(1) Para garantir
a coloracdo das arestas usando apenas A cores para os casos especificados.

Usando Pinta Clique (G[8(1,1)], L'(a)), Pinta Clique (G[8(1,2)], L'(b)), Pinta Clique
(G[B(2,1)], L'(c — 1)) e Pinta Clique (G[8(2,2)], L'(d)), teremos

o Ilay={ct+dyc+d+2,--- |A(G)—1,1,---,a=3,a— 1}
o I(b)={1,3,5,---,2a — 1}.

o I[c—1)={at+d+1l,a+d+1, -, (a+d+2c—3) mod A(G)}, se a = c mod 2, ou
Ie—1)={a+d,a+d+2, - ,(a+d+2c—4) mod A(G)}, caso contrario.

o I(d)={a+2c—1,---,(a+2c+ 1) mod A(G),---,1,3, - ,c+d —2};
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Veja como ficam as matrizes e as cores escolhidas para o algoritmo quando G = 4467,
ou seja, H = 4457 .

13 14 15 16 1 2 3 4
4 15 16 1 2 3 4 5
(@) 15 16 1 2 ||t 345 6]
6 1 2 3 4 5 6 7
[ 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4\
10 11 12 13 14 (15 16 1 2 3 4 5 ]
11 12 13 14 15 6 1 2 3 4 5 6
[ 12 13 14 15 16 | 1 2 345 6 1
(e=1) 13 14 15 16 1 | |9 2 3 456 7 8
14 15 16 1 2 3 4 3 6 7 8 9
1516 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\ [ 16 1 2 3 4]/ \[ 5 6 7 8 9 10 11 ] )
Com estas matrizes, chegamos a I(a) = {13,15,1,3}, I(b) = {1,3,5,7}, I{c—1) =
(12,14,16,2,4} e I(d) = {15,1,3,5,7,911}.
Lema 25 As cores 1,3,--,a — 1 sdo comuns e I{a), I1{b) ¢ I{d).
Prova: Como ¢ — 1 € sempre menor que 2a¢ — 1, temos que as cores 1,3,---,a — 1 estao

em I{a) e I(b}.

As cores em I{d) sao todas impares pois a + 2¢ — 1 é impar e A(G) é par. Além disso,
I{d) possui d cores e a subseqiéncia ¢ + 2¢ — 1, -+, A(G) — 1 possui d“%'” < d cores.
Logo 1 esta presente em [{d).

Ainda, e+d—2>ae¢—1. Defato,c+d>b+1+d=a+1+d>a+1(d>0). Logo,
as cores 1,---,a — 1 estdao em I{d). O

Observagio 2 Analise I{a), I{b) ¢ I{d) mostrados acima e verifique que (veja a pdging
64 para relembrar a notagio):

o As cores 1,3,--+,a — 1 em I{a) estio Livres nos vértices usyy,uayy,  +,Ua,Ua,
respeclivamente,
o As cores 1,3,---,a — 1 em I(b) estao Livres nos vértices Uaq1, Uaq2, - -, Uza, FESPEC-
2
tivamente.
o As cores 1,3,---,a — 1 em I(d} estdo Livres nos vértices wiyy, Witz - Sy Witg, TES-
pectivamente.

o Além disso, todas as cores em I{a), I{b) ¢ I{d) sao impares.
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O proximo passo é descobrir qual o verdadeiro valor de 7. Sabemos que w;1; € o vértice

que apresenta a cor 1 livre em J{d). Dessa forma temos que

(a+2c+2(t4+1) —3)mod A(G@) = 1
a+2c+2i ~1—(A(G)) 1
a+2c—2t—1—a—c—d+1 = 1
21 d

i = {d—c+1)/2

Assim sendo, como c+d é impar e, por hipdtese, ¢ < d, temos que d — ¢ é impar e positivo.
Portanto, : € um inteiro maior ou igual a 1. Ainda, wit1 = W_ci3).
2

Lema 26 As cores em I(b) e I{c— 1) sdo diferentes duas a duas.

Prova: Se c é par entao a = c mod 2 e d é impar. Assim, I{c—1)={a+d+1,---,(a+
d + 2¢ — 3) mod A(G)}. Como A{G) é par, todos os elementos de [{c — 1) sdo pares,
pois, a primeira (e possivelmente tinica) subseqiiéncia de I{¢ — 1) possui elementos pares
e, se houver uma segunda subseqiiéncia originada pela operagio mod no valor de A(G)
(também par}), todos os elementos também serao pares.

Da mesma forma, se ¢ é impar entéo, ¢ # ¢ mod 2 e d é par. Portanto I{c — 1} =
{a+d,a+d+2,---,(a+d+2c—4) mod A(G)} é formado por elementos pares.

De fato, todos os elementos de I(b) siao impares e todos os elementos de I(c — 1) sao
pares. Logo, as cores de I{h) ¢ I(c— 1) sdo diferentes duas a duas.

O

Como buscamos uma situacio ideal, temos de fazer com que as cores de I(a) e de 1(b)
sejam diferentes. Note que a coloracio das arestas que incidem em z nao usa as cores
livres em I{d) (lembre que z s6 é adjacente aos vértices de ay(l) e de Fy(2,1}).

Iremos fazer uma mudanga na cor de algumas arestas do multipartido completo B, (1),.an(2)-

A coloracao proposta na Se¢do 6.2.1 di a seguinte cor para as arestas abaixo:

A(G

e A aresta (u;—‘+1, de_;J,a)) tem cor _(E_)' + 1;
A(G

e A aresta (u§+2,wgd—;+5}) tem cor Jz—l + 3;

T

A(G)2(a-3) _ A(@
()+2( ) . (}+(G—3);

o A aresta {1, 1, W-cta-1)) tem cor 5
2

A()+2(a—1) _ A(G
4 - 2

o A aresta (U, W(a—etats)) tem cor ) + (a —1).
2
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Como a — 1 < ¢+ d, entéo ﬂzgl + (¢ — 1} < A{G). Dessa forma, todas as cores acima

descritas sdo menores que A(G). Ou seja, a operagdo mod no valor de A(G) néao faz
aparecer um subsequéncia.

Como a cor 1 estd livre nos vértices Ugt1 © Wiiots), & COT 3 estd livre nos vértices

Ugis € wga_c+5:_., +++», a cor @ — 1 esta livre nos vértices U, € w{d—r-l-a-l-ll, podemos alterar a
cor das arestas c1tadas no paragrafo anterior, da seguinte forma:

o Faca a aresta (u%+1,w£d_c+3)) ter cor 1;
2

o Faga a aresta (ugqa, W(a—c4s) ) ter cor 3;
2

.---’

o Faca a aresta (uq_1, W(a—cta—)) ter cor a —3;
2
e Faca a aresta {u,, Wu-ctatny ) ter cor a — L.
2

Entao a nova seqiiéncia de cores livres nos vértices de 8y(1,1) é

AG) | AG) AG) ., AG)
5 — Temdhy terl

Figura 6.7 mostra a troca de cor de duas arestas de B, (1),ay(2) correspondente aos

la) = {c+d, e+d+2,--- ,A(G) -1, +1, +3,---,

vértices de H = 4457 de G = 4467 mostrado na pégina 6.2.6. Neste exemplo temos
I'la) = {13,15,9,11}.

13 15 5 7

[ ] @ ® ®

ul u2 u? us
w1 v2 v3 vd wd w3 Wi w7
® ® o ® L ® L L
12 14 16 2 5 7 9 11

Figura 6.7: Exemplo de troca de cor de duas arestas de B, 1) ,ay(2)-

Lema 27 Se A(G)/2 € par e a < (c+d)/3, entdo I'(a) € I(c— 1) possuem cores duas a
duas distintas.

Prova: Com A{G)/2 par, todos os elementos de {’(a) sdo impares. Uma vez que a <
(c+ d)/3, temos que A{G)/2+ (a — 1} é menor que c+ d. Portanto os elementos de I'(a)
sao dois a dois distintos.

Uma vez que todos os elementos de 7(c — 1) sio pares, I'(a) e I{¢— 1) possuem cores
duas a duas diferentes. a
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Lema 28 Se A(G)/2 € impar, as cores de I'(a) e {{c — 1) sdo duas o duas distintas se
a<d—c+5 quando a = cmod 2, ou se a < d—c+ 3 quando a # c mod 2.

Prova: Se A(G)/2 é impar, a segunda subseqiiéncia de I'{) (% +1,--, &fl +a—1)
¢ formada por elementos pares. Portanto, todas cores da primeira subsequéncia de I'(a)
sao diferentes das cores da segunda subseqiiéncia de I'(a).

Os elementos de I{¢ — 1) sao todos pares. Quando a = ¢ mod 2 e a < d —c+ 5,
entdo A(G)/2+a—-1 < a+d+1. Quandoa Z c mod 2e a < d — c+ 3, entao
AlG)/2+a—1 < a+d. (a dltima cor par de I'{a) é menor que a primeira cor de
I{c—=1)).

Sea+d+2c—3 > A(G), entdo (a + d + 2¢c — 3) mod A(G) = ¢ — 2 que é menor que
(A(G) + 2)/2 (a ultima cor possivel da segunda subseqiiéncia de I{¢ — 1) é menor que a
primeira cor de I'(a)). A mesma afirmacéo é valida para quando a + d + 2¢c — 4 > A(G).

Se a+d+2c—3 ou a+d+2c—4 & maior que A(G) nao temos coincidéncia de valores
de f(c—1) com I{a), pois a + d + 2¢ — 3 ou a + d + 2¢ — 4 serd um valor par e os valores
da primeira segtiéncia de I'(a) sdo todos impares.

Dessa forma ndo ha duas cores iguais em I'{a) ¢ I(c— 1). 0

Resta verificar se I'{a) e I{b) possuem todos os elementos diferentes dois a dois.

Lema 29 Se A(G)/2 é par e o < (c+d)/3, entio I'(a) e I{b) possuem cores duas a duas
distintas.

Prova: Como, por hipétese, A(G) é par e @ < (¢c+ d)/3, entdo, como visto no Lema 27,
todos os elementos de I'(a) séo dois a dois diferentes.

Com a < (e +d)/3, temos {A(G) +2}/2 > 2a — 1. Assim sendo, a tltima cor de 1(b)
é menor que a primeira da segunda subseqiéncia com elementos impares de I'{a).

Se a < {c+d)/3, temos que 2a — 1 < ¢+ d, ou seja, novamente o 1ltimo elemento de
I{b) é menor que o todos os elementos da primeira subseqiiéncia de I'{a).

Portanto, I'{a) e I{b} possuem cores duas a duas diferentes. ]

Lema 30 Se A(G)/2 € fmpar, entdo as cores de I'(a) e I{b) sao duas a duas distintas.

Prova: Com A(G)/2 impar, conforme visto no Lema 28, temos que todos os elementos
de I'{a) sdo dois a dois diferentes e somente a primeira subseqgiiéncia (c+4d, -, A(G)—1)
¢ formada por ndmeros impares.

Basta, entdo, verificar se 2a — 1 < ¢+ d (o ultimo elemento de I(b) é menor que o
primeiro elemento de mesma paridade em [{a}). Como a = b, temos que ¢ + b < ¢ + d,
poisc>b+led>ec
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Assim sendo, quando A(G)/2 é impar, as cores em I'{(a} e () sio duas a duas dis-
tintas. m

Assim, chegamos aos corolarios que nos ajudam a formular os resultados finais.

Corolario 11 Se A{(G)/2 € par e a < (c+ d}/3, entdo as cores em I'(a), I(b) € I{c—1)
sdo duas a duas distintas.

Prova: Lemas 26, 27 e 29. 0

Corolario 12 Se A(G)/2 € impar, entdo as cores em I'(a), 1{b) ¢ I{c — 1) sdo duas a
duas distintas se a < d—c+5 quando ¢ = cmod 2 oua < d—c+ 3 quando a Z ¢ mod 2.

Prova: Lemas 26, 28 e 30. O

Com isto, chegamos ao teorema que nos assegura uma coloracio com A((G) cores para
alguns cografos com a par € @ = b.

Teorema 20 Seja G um cografo da forma abed coma =b, d>c>b+1e(a+bd) £
{e4+d) mod2. Se A(G)/2 € par com a < (c+d)/3 ou A(G}/2 € tmpar coma < d—c+5
quando a = ¢ mod 2 ou @ < d — c+ 3 quando a £ ¢ mod 2, entdo, consequimos uma
situagido ideal para colorir as arestas de G com A(G) cores.

Prova: Com ¢ > b+ 1 conseguimos construir as matrizes L'(a), L'(), L'(c — 1) e L'(d)
quadradas para colorir as cliques geradas por By(1,1), Bu(1,2), Bu(2,1) e Bu(2,2), res-
pectivamente, usando o algoritmo “Pinta Cliques”.

Estas matrizes serao construidas de acordo com as condigées mostradas no inicio desta
secao para se conseguir, possivelmente, uma situacao ideal.

Se encontramos G com A(G)/2 pare a < (¢+4d)/3 ou com A(G) imparea < d—c+5
quando ¢ = ¢ mod 2 ou @ < d — ¢+ 3 quando a # ¢ mod 2, os Corolaries 11 e 12 nos
garantem que todas as cores em I'(a), 1(b) e I{c — 1) sdo duas a duas distintas.

Mais uma vez chegamos em uma situagio ideal, pois estas seqiiéncias possuem, res-
pectivamente, a, b e ¢ — 1 cores. Assim conseguimos ¢ + b+ ¢ — ! cores livres e diferentes
nos vériices de H.

Dessa forma, aproveitamos as cores que ficaram livres nos vértices apds o uso do
algoritmo que pinta By, (1).a4(2) € 0 algoritmo “Pinta Cliques” para colorir as arestas das
cliques geradas por Sg(1,1), Bu(1,2), Bu(2,1), By(2,2), fazer as trocas nas cores das
arestas mostradas no inicio desta se¢ao e ainda existem cores livres suficientes e diferentes
duas a duas para colorir o vértice z € V(GN\V(H) de grau a+ b+ c —1.
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Pintamos, assim, de forma valida as arestas de G com A(() cores. O

Com estas escolhas, o grafo 4467 cujas matrizes sdo encontradas na pagina 84 é pintado
com 16 cores. Com este algoritmo ndo conseguimos situacido ideal para colorir o grafo
4456 com A cores.

Note que nesta secéo os cografos abed que tiveram suas arestas coloridas foram aqueles
com a = b par e (¢ + b) Z {c+ d) mod 2.

Para alguns casos com (a + b) = (¢ + d) mod 2 podemos usar o algoritmo da Secéo
6.2.8.

6.2.7 Cografos abcd com a=5b=2

Nesta segéio, apresentamos uma variagao do algoritmo apresentado na Secao 6.2.4 para
colorir um
Seja o Corolario abaixo.

Coroldrio 13 Seja G um cografo da forma 22c¢d com d > ¢ > 3, entdo G nao € O nem
NO.

Prova: G pertence ao conjunto dos cografos cobertos pelo Lema 14. Por este lema, para
G ser SO, deveriamos ter

3e+3d+1 > 2¢d ou e+d+1 > ed

Como, por hipdtese, d > ¢ > 3, estas desigualdades nunca sao satisfeitas.
Pelo Teorema 15 (Capitulo 5 e [1]), G é SO se e somente se é O ou NO. Como G nao
pode ser SO, entdo GG ndo € O nem NO. O

Assim sendo, se os cografos 22¢d também satisfizerem a Conjectura 2, pelo Lema 13
terfamos que todos estes grafos sao A-coloriveis.

Coloragao para 22cd

Veja as Figura 6.8 € 6.9. A coloracdo usada para 2253 segue a mesma idéia da coloragio
usada na Secdo 6.2.4, com duas mudancas:

i. Mudanca na coloracdo das arestas do grafo bipartido completo B = B{ay (1}, on(2)});

1. Uma troca da cor feita em uma aresta de B.
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Figura 6.8: Uma coloracdo para 2243 com A(2253) = 9 cores.

Novamente, organize os vértices de H em duas fileiras horizontais, chamando u; um
vértice na fileira superior (1 < ¢ < 4, u; € ag(l)), v; um vértice nas ¢ — L primeiras
colunas da fileira inferior (1 < j < ¢—1, v; € (2,1)) e wi um vértice nas d dltimas
colunas da fileira inferior {1 < k < d, wy;, € £(2,2)), conforme apresentado na Secio 6.2.4

Pinte as arestas do bipartido completo B da seguinte forma:

e Pinte as arestas (u;,v;) com a cor (¢ + j — 1) mod A(G)), para |l <i < a-+tbe
1<j<e-1;

e Pinte as arestas (u;,wx) com a cor (i + (k + ¢ — 1)) mod A(G), para 1l <i<a+b
el <k<d

Esta coloracio para B chamaremos de Algoritme “Pula 17, pois, em comparacao
com o algoritmo mostrado na Secao 6.2.4 quando procurdvamos uma situacao ideal, este
algoritmo pula uma cor que viria na seqiléncia para se colorir as arestas que incidem nos
vértices de (1, 2) e de a(2). No exemplo mostrado na Figura 6.8, a aresta (us, v1) pintado
com o algoritmo “Pula 1” tem a cor 4 e se tivéssemos usado o algoritmo da Segdo 6.2.4
teria a cor 3.

Usando as mesmas construgdes para L{a), L(b), L{c — 1} e L{d), temos:

La) = ( A(f()a—l A(lG) )
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Figura 6.9: Uma colorac¢do para 2253.

[ 3 4 - c+ 1 \
6 T s e+3 c+4
Le—1)= 7 8 c-I:-4 (c—|-5)rrjodA(G')
A@) -1 AG) - c—14 c—3
\ AG) 1 - ¢—3 c—2 /
[ c+2 c+3 AlG)—-1 A{G) \
(e +5) mod A(G) (c+ 6) mod A(G) 2
1(d) = (c+6) TT?Od A(G) (c+T) ?Tir,od A(G) 3 4
c— 2 c;l c+£;T—4 c+c‘i—3
\ c—1 c voe+d—3 e+ d—2

Corolario 14 Sec> 4 e d > 3, as matrizes L(a), L(b), L(c—1) e L{d) geram matrizes
quadradas L'(a), L'(b), L'(c—1) e L'(d) que sdo suficientes para colorir as cliques geradas
pelos vértices de 8(1,1), B(1,2), #(2,1) e 8(2,2) usando o algoritmo “Pinte Cligues”.

Prova: Podemos ter a seguinte construgao:

I Faga L'(a) = L{a) e L'(}) = L(b)
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ii. Crie L'(c — 1) selecionando (¢ — 1) linhas consecutivas de L{c — 1) (a partir da
segunda linha);

tii. Crie L'(d) selecionando d linhas consecutivas de L{d) (a partir da segunda linha).

Novamente nossas matrizes sao quadradas. Note qiie a primeira linha das matrizes L{c—1)
e L{d) ndo segue a construcdo exigida para uma matriz genérica M mostrada na Secao
6.2.4 para o algoritmo Pinta Clique, portanto, esta linha nao pode ser usada para construir
L'{¢ — 1) ou I'{d). Portanto, s6 temos como escolher ¢ + d — 4 linhas de L(c— 1) e de
L{d).

Como d > 3 temos que ¢+ d —4 > ¢ — 1, ou seja, é possivel selecionar ¢ — 1 linhas
consecutivas de L{c — 1} e construir L'{c — 1). Por outro lado, ¢ > 4. Assim, temos
c+ d—4 > d. Também conseguirmos d linhas consecutivas de L{d) para construir L'(d)}.

Usaremos, agora, o algoritmo “Pinta Clique” para colorir as arestas de H que ainda
nao foram pintadas.

Algoritmo “Pinta Cliques de H”
Pinta Clique(G[3{1, 1)}, L'(a));
Pinta Clique(G[A(1, 2)], L'(d));
Pinta Clique(G[8(2,1)], L'{c¢ — 1));
Pinta Clique(G[8(2,2)], L'{d)).

Segundo o Lema 16, conseguimos pintar as cliques G{3(1,1)], G[5(1,2)], G[B8(2,1)] e
G[B(2,2)] com as matrizes L'(a), L'(b— 1)}, L'(c) e L'(d), respectivamente. |

Assim sendo, considere L'(¢—-1) uma matriz formada pelas ¢— 1 linhas consecutivas de
L(c—1) a partir da segunda linha e L'(d) uma matriz formada pelas d linhas consecutivas
de L(d) também a partir da segunda linha.

Neste nosso caso, teremos

o I{a) = {A(G) - 1,1}
o I(b)={2,4} ¢
e C=1{3,4,- -, c+1}.

Observe que A(G) —1 = ¢+ d. Como ¢ > 4, a unica cor que se repete € a 4, pois (' é
uma seqliéncia crescente de 3 até ¢ 4 1.

Novamente, teremos uma situagdo ideal quando todas as cores escolhidas para I(a),
I(b) e C forem diferentes duas a duas e suficientes para colorir o vértice z a ser inserido
em H para construir (7.
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Faremos, entdo, uma mudanga na coloragao feita em B, para que a cor 4 ndo mais
“apareca” duas vezes entre as cores escolhidas.

Lema 31 Se ¢ > 5, € possivel escolher L'(d) de tal forma que a cor 4 seja livre nos
vértices de 3(2,2) apds o uso do algoritmo “Pinta Cliques”.

Prova: A ordem da matriz L(d) é (c+d—3) X d. A primeira linha ndo pode fazer parte
de L'(d), pois caso contrario, como L'(d) é formada por d linhas consecutivas de L{d}, nao
seria possivel pintar 5(2,2) com as cores em L'(d). Com ¢ > 5, teremos c+d —4 > d+ 1.
Dessa forma, teremos como escolher d + 1 linhas consecutivas de L(d).

Analisemos a matriz L{d)

[ ¢+ 2 c+3 o AG) -2 AG) -1 A(G)
(¢ +5) mod A(G) (c+ 6) mod A(G) - 1 2
(c+6) mod A(G) (c+7) mod A(G) - 2 3 4
c—2 c—1 o c+d—=5 c+d—4 c+d-3
\ c—1 ¢ e c+d—4 c+d-—3 c—l—d—Q)

Escolhemos d + 1 linhas consecutivas a partir da segunda linha de L(d). Logo, teremos
3 sendo a primeira cor da iltima coluna de L'(d). Como L'{(d) é d x d + 1, a cor 4 sera
a dltima cor da primeira coluna de L’{d). Esta diagonal de alcance d que possul todas
as cores iguals a 4 néo vail ser usada, pois tem o mesmo alcance da diagonal de cor 3 e o
algoritmo Pinta Cligue sempre escolhe a 1menor cor. O

Veja abaixo as matrizes para o cografo 2253 da Figura 6.9.

) 8 9 o ([2 3
v=([5 ) ww- (5 2])
345 6 789
6 7 8 9 123
ie-1=| |78 91| |,d=]| ]2 3 4
8§ 9 1 2 3 4 5
91 2 3 45 6

Para finalizar o algoritmo para pintar os cografos da forma 22¢d, faga
o (ug,wy-3) « cor 4;
o I(b) — {2,c+d+1}.

Ou seja, estamos trocando a cor da aresta (w4, wg—2) (cor ¢+ d + 1) pela cor que estava
livre em ambos os vértices 1y e wy—g (cor 4). Além disso, trocamos a cor 4 que estava em
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I(b} por ¢+ d+ 1. Uma mudanca de tarefas, a cor 4 assume a tarefa que a cor ¢+ d + 1
assumia nos vertices citados e vice-versa.

Teorema 21 Seja G um cografo 22cd, com ¢ > 5 e d > 3. Fnido, consegquimos pintar as
arestas de G com A(22c¢d) cores.

Prova: Seja H = 22(c — 1)d e B = B(ag(l),ar(2)). Pinte as arestas de B usando o
algoritmo “Pula 17.

Como d > 3, pelo Corolario 14, usando as matrizes de cores livres nos vértices de
B(1,1), B(1,2) e 8(2,1), L(a), L{b) e L{c— 1), consegnimos colorir as cliques geradas por
estes elementos da §-particao de H.

Como ¢ > 5, pelo Lema 31 conseguimos construir L'{d) com d + 1 linhas para colorir
a clique gerada pelos vértices de 3(2,2) e ainda deixar a cor 4 livre estes vértices. Faga
(tg, wg—3) «— cor 4. Assim, temos I{a) = {A(G) — 1,1}, I'(b) = {2,c+d+ 1} e C =
(3,4, ,c+1).

Comoc2> 5 AlG)—1l=c+d#c+ 1 Alémdisso A(G)~1=c+d#c+d+1.

Assim sendo, as cores em I(a), I{d) e C sdo diferentes duas a duas.

Conseguimos, entdo, ¢ + 3 cores diferentes livres em cada vértice de oy (1)U Sy(1,2).
Coloque o vértice z para construir (. Pinte as arestas do tipo (z,z) comz € a(1)USy(1,2)
com a cores em I{a), I(b) e C. O

O algoritmo mostrado no Teorema 21 pinta somente as arestas dos cografos 22ed que
possuem ¢ > 5 ed > 3.

Se ¢ é um cografo da forma 223d ou 224d com d > 5, podemos usar o algoritmo do
Teorema 21 para colorir o cografo 22d3 ou 22d4, respectivamente.

Para o cografo 2243 temos uma coloracao usando A cores mostrada na Figura 6.10.

Os cografos 222d com d impar sao SO. De fato, pelo Teorema 15, temos que um cografo
( dessa forma é O se e somente se A(G) > ab+ 2¢d — b{b+ ¢+ d), ou seja, d+3 > 2d — 4.
Portanto, G é O se e somente se d < 5. Ainda, G é NO se e somente se A(G) > 2ab. Em
outras palavras, d + 3 > 8. Assim sendo, G & NO se e somente se d > 5.

Os cografos 2222, 2233 e 2244 téem suas arestas coloridas na Secdo 6.2.8.

Com as técnicas usadas nesta dissertacdo nao classificamos os cografos 222d com d
par. Note que estes cografos nao sdo overfull.

Todos os cografos 22¢d possuem A = n — 3. Assim sendo, podemos usar a solugao
para. colorir grafos nio overfull com A > n — 3 dada por Hilton e Chetwynd ([5]).

6.2.8 Cografos abedcoma=bec=4d

O 1ltimo resultado que obtivemos em nossa pesquisa fol acerca dos cografos abed que
possuem @ = b e ¢ = d. O resultado apresentado nesta secdo foi desenvolvido usando nma
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Figura 6.10: Coloracdo usando A cores para o cografo 2243.

outra técnica de coloracio.

Em vez de pintar um grafo H com V(H) = V(G) — 1 com A(G) cores, particionamos
o conjunto de arestas de G em quatro elementos. Na verdade, pintaremos as arestas de
duas cliques e de dois grafos bipartidos. Para ambos, clique ou bipartido, sabemos exibir
uma coloragdo para suas aresas.

Sem perda de generalidades, suponha p(1) < p(2), ou seja, a < c.

Observe a Figura 6.11 e repare como o conjunto das arestas do cografo mostrado pode
ser particionado.

Figura 6.11: Cografo 3344 e a particao de suas arestas.

i. Duas cliques de tamanho a« 4 c disjuntas nos vértices e nas arestas: (trapézios
tracejados)

C'=GB(L,1)uB(2,1)] e C"=G[A(1,2) U S(2,2)], respectivamente;
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il. Dois grafos bipartidos completos de tamanho a + ¢ também disjuntos nos vértices e
nas arestas: (trapézios pontilhados)

B = G[A(1,1yU 5(2,2)] e B = G[B(1,2) U §(2,1)], respectivamente.

Observe que A(C) = A(C")=a+c—1 e A(BY=A(BY=¢.

Seja a coloragdo dada pelo teorema abaixo.

Teorema 22 Seja G um cografo abed coma =50 ¢ c =d com a < ¢, entdo G pertence a

Classe 1.

Prova: Para (G, poderemos ter dois casos:
e Sea+cépar

— Use as a + ¢ — 1 primeiras cores para pintar as arestas de C" e C”. Dentre as
a+ 2c — 1 cores existentes para colorir G, ainda ficam livres ¢ cores nos vértice

de (1) e de a(2);

— Use estas ¢ cores para colorir as arestas de B’ e B”.
e Caso contrario (a + ¢ impar)

— Use as a + ¢ primeiras cores para pintar as arestas de ¢ e C". Dentre as

a + 2¢ — 1 cores existentes para colorir &, ainda ficam livres ¢ -~ 1 cores para
os vértices de a(1) e de af{2};

— Em cada vértice de ¢’ e C” sobra uma cor, indepentendemente da coloracao
usada. Veja a ilustracao abaixo com a = 3 e ¢ = 4. Suponha que na fileira de
cima estao os vértices de C” e na fileira de baixo, os vértices de C*'. Suponha
que para colorir os vértices de " e C* usamos a técnica definida em [9].

Ordene as fileiras de tal forma que os vértices de €7 e C que pertencem a B’
antecedam os que pertencem a B”.

2461 3
e o s 0 o )

O esquema mostrado acima, organiza os vértices das duas cliques fazendo com
q )
que as @ ultimas cores livres de C’ se repitam nas ¢ dltimas cores livres de C”

e que as a primeiras cores livres de ¢ se repitam nas ¢ primeiras cores de C".
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Para. isto, basta fazer que a coloracao dada a C” seja, na verdade, uma rotagao
da coloracgaeo feita em €.

Note que os a vértices de B’ e os a vértices de B” inicialmente possuem grau
c. Sendo a + ¢ impar, tem-se que ¢ > a ¢ A(B') = A(B") =c.

— Considere, agora, B’ € B”. Pinte as a arestas de B’ ¢ B"” que possuem cor
livre 2 em ambos 0s extremos com a cor ¢ e retire estas arestas de B’ e B”,
originando os grafos Bj e B]. Estes grafos sdo bipartidos e possuem A = ¢—1.

— Use as ¢ — 1 cores restantes para colorir as arestas de B’ e B”.

Além deste resultado, o Teorema 22 sugere o corolario abaixo.

Corolario 15 Seja G um cografo abed com a = b= ¢ =d, entdo G pertence a Classe 1.

6.3 Comentarios

Além de provarmos que cografos de cotree completa de nivel 3 sdo SO se e somente se sdo
O ou NO {Capitulo 5 e [1]), exibimos uma coloracao para alguns destes cografos que nao
sao SO.

As arvores das Figura 6.12 e 6.13 mostram os resultados que conquistamos para,
respectivamente, cografos abed com @ = b e cografos abed com a > b. Estas arvores
também mostram o que se encontra em aberto.

6.4 Resumo

Os principais algoritmos de coloragio de arestas desenvolvidos nos meses de pesquisa sao
exibidos neste capitulo.

Alguns destes algoritmos possuem uma intersecgéo no conjunto de grafos de entrada;
é o que mostra as drvores da ultima secao.

Como previsto, conseguimos colorir com A cores alguns conjuntos de cografos de
cotree completa de nivel 3 e com dois ramos que ndo sdo SO, provando, assim, mais uma
evidéncia para a conjectura de Hilton e Chetwynd.
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a=b
a impar a par
b <ed (a+b) Z (c+d) mod 2 {a+b) = (c+d) mod 2
Teo 18 ?
A/ 2 par A/ Zimpar ced
Teo 22 7
a=2 a=2 ax»2 a=2
a=cmod2 a=cmod2
_ a< d-c+5 a< d-c+5
Ja<=ctd Ba <=¢+d a<dc+d a<dcsd
3¢C0d2 a?'écodZ

Teo 20 7 Teo20 Teo2l Tec2d Teoc20 ? Teo20 Tec2 Teo2l
Teo 21 Teo21 Teo2l

Figura 6.12: Cografos abcd com a = b e a situacdo em relagdo a coloragao de arestas.

arxb

a(l) <= a(2)

afl} = a(2) mod a(l) 5‘_-‘ a2} mod 2 a<=c+t

Teo17 Teoc 19

Teo1? Teol18 Teo19 Teo1? Teol? Teol? Teol8

Figura 6.13: Cografos abed com a > b e a situacéo em relagao a coloragdo de arestas.



Capitulo 7

Conclusoes

Nesta disserta¢io estudamos o problema da coloragido de arestas na familia dos cografes.

Provamos que a familia dos cografos pode ser usada como mais uma evidéncia para a
Conjectura de Hilton e Chetwynd {Teorema 12).

Em relagio aos cografos de cotree completa de nivel 3, estudamos condigdes para
que estes grafos sejam SO (Teorema 15). Restringindo para dois o nimero de ramos das
cotrees dos cografos estudados, pintamos com A cores alguns subconjuntos destes cografos
(Capitulo 6). Mostramos também que alguns cografos de cotree completa de nivel 3 com
mais de dois ramos podem ser reduzidos aqueles com coiree completa de nivel 3 de apenas
dois ramos {Lema 13). Com isso, colorimos também com A cores as arestas de muitos
cografos que nio aparecem explicitamente nas condi¢des tracadas pelos teoremas de cada
algoritmo.

E observado que todo algoritmo mostrade cobre um determinado subconjunto dos
cografos citados. Muitas vezes, notamos que alguns destes subconjuntos se sobrepoem.

Uma provave! abordagem futura poderia ser a tentativa de unificar os algoritmos desta
dissertacido. Esta abordagem pode, inclusive, encontrar a solu¢do para outros cografos nao
SO.

Por outro lado, pode-se pesquisar sobre a possibilidade de estender alguns destes
algoritmos para a coloracdo de cografos de cotree de nivel 3 que ndo seja completa, ou
que possua mais de dois ramos. Além disso, verificar o comportamento e, possivelmente,
a coloragdo de arestas para aqueles cografos de cotree completa de nivel 4, 5, 6 e assim
por diante.
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