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Resumo

Planejamento de Caminho Minimo é a 4rea em Geometria Computacional que se preo-
cupa com a determina¢io dos menores caminhos possiveis de um ponto a outro em um
dado ambiente. Abordamos um problema (PGAD) de caminhos minimos direcional que
procura minimizar o trabalho total realizado para se mover um corpo sobre uma su-
perficie poliédrica com coeficientes de atrito e inclinagio constantes em cada face. Sua
importancia se deve ao fato de que este problema generaliza varios outros.

Realizamos a caracterizagio de caminho geodésico e minimo segundo as restrigdes
do problema, identificando o critério de otimalidade local correspondente. Para isso,
demonstramos a convexidade estrita da funcdo distdncia geodésica atritada direcional
(FGAD) utilizando a teoria de fungdes convexas.

Desenvolvemos um algoritmo, baseado na metodologia Dijkstra continuo, para resolver
o problema PGAD. O algoritmo possui algumas particularidades relacionadas ao carater
direcional devido & funcio distincia FGAD depender da diregio de movimento e & ca-
racterizacao de caminhos geodésicos. Realizamos a prova de corretude e a andlise de
complexidade do algoritmo proposto. Além disso, identificamos alguns detalhes omitidos
em algoritmos Dijkstra continuo encontrados na literatura e os completamos.

Estendemos o problema PGAD obtendo um algoritmo para construir um diagrama de
Voronoi (VGAD) de caminhos minimos sobre uma superficie poliédrica segundo a funcio
distancia FGAD. Reduzimos algumas generalizagoes de problemas de proximidade ao da
construgao deste diagrama e, dessa forma, o diagrama VGAD resolve estes problemas.

Implementamos um mddulo externo ao programa (Geomview para visualizar uma,
arvore de caminhos minimos e um diagrama de Voronoi em superficie poliédrica para
o problema da geodésica discreta (PGD) que é um caso especial do PGAD.



Abstract

Shortest Path Planning is the field of Computational Geometry that concerns the deter-
mination of feasible shortest paths from a point to another in a given environment. We
deal with a directed shortest path problem (DFGP) that minimizes the total work spent
to move a body on a polyhedral surface with constant friction coefficient and constant
slope in each face. Its importance is due to the fact that it generalizes several others.

In order to characterize geodesic paths and shortest paths according to the constraints
of the problem, we identify the corresponding local optimality criterion and we demons-
trate the strict convexity of the directed frictioned geodesic distance function (DFGF)
using convex function theory.

We develop an algorithm, based on the continuous Dijkstra methodology, to solve the
DFGP problem. The algorithm contains some details related to the directed nature of
the paths which is due to the distance function DFGF being dependent on the direction
of motion and to the characterization of the geodesic paths. We prove the correctness of
the proposed algorithm and analyze its complexity. Furthermore, we identify some details
omitted in a few continuous Dijkstra algorithms found in the literature and fill them in.

We extend the DFGP problem and obtain an algorithm to construct a shortest path
Voronoi diagram (DFGV) on a polyhedral surface according to the distance function
DFGF. We reduce some generalizations of proximity problems to the construction of this
diagram and, therefore, the DFGV diagram solves these proximity problems.

We implement an external module to the Geomuview program to be able to visualize a
shortest path tree and a Voronoi diagram on polyhedral surfaces to the discreet geodesic

problem (DGP) that is a special case of DFGF.
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Capitulo 1
Introducao

A Geometria Computacional é uma érea da Ciéncia da Computacio que utiliza uma abor-
dagem algoritmica para resolu¢do de problemas geométricos. Os problemas geométricos
avaltados sdo geralmente restritos ao plano, podendo generalizar-se para dimensoes mai-
ores ou meétricas diferentes.

Contudo, seus objetos geométricos continuam imersos em espagos métricos bem com-
portados como, por exemplo, superficies de curvatura constante. Algumas dreas da geome-
tria computacional realizaram esforgos para resolugio de problemas especificos envolvendo
superficies poliédricas.

O Planejamento de Movimentos (Motion Planning) [104] é um campo da geometria
computacional que se preocupa em determinar um caminho continuo para a movimentagio
de um corpo entre uma origem e um destino em um ambiente que impée restrigdes aos
movimentos do corpo.

Os caminhos ndo precisam ser apenas qualquer caminho viavel, podendo ter uma
certa qualidade mensurada por uma métrica ou funcio distincia que especifica um custo
de movimento a ser minimizado. O Planejamento de Caminho Minimo (Shortest Path
Planning) consiste em encontrar um menor caminho vidvel [96]. Um problema de ca-
minhos minimos em um dominio geométrico é um problema fundamental em geometria
computacional.

Muitos problemas de planejamento de caminho minimo séo resolvidos por técnicas
heuristicas ou aproximativas. Contudo, nos concentramos no campo do planejamento
de caminho minimo que se preocupa em formalizar modelos e analisar complexidades de
algoritmos.

Abordamos um problema de caminhos minimos direcional onde um veiculo auténomeo
(robd} usa algum conhecimento (mapa de um terreno) sobre o ambiente no qual esté
imerso para planejar um melhor caminho possivel pelo terreno de uma posicdo a outra.
Neste problema, o trabalho total realizado por uma for¢a aplicada pelo veiculo para se
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mover de um ponto a outro por um caminho deve ser minimizado. O #rabalho realizado
por uma for¢a durante um deslocamento elementar é a quantidade escalar correspondente
ao deslocamento multiplicado pela forca. O veiculo pode se mover em diferentes tipos
de terreno e 0 mapa divide o terreno em regides segundo um indice de resisténcia ao
movimento (coeficiente de atrito cinético) € uma inclinagdo constante relativa ao plano
horizontal. Dessa forma, consideramos o terreno como uma superficie poliédrica.

A definigdo de uma fungdo distidncia de caminhos minimos implica na necessidade de
resolver o problema de caminhos minimos em superficie poliédrica. Os caminhos minimos
representam a nogao de geodésicas em uma superficie poliédrica. Dessa forma, estendemos
problemas de caminhos minimos {95, 97] para considerar atrito, inclinagdo e diregio de
movimento através da metodologia Dijkstra continuo.

Um problema em geometria computacional cuja funcdo objetivo usa uma fungio
distancia pode ser generalizado para considerar o caso no qual as distancias devem ser
medidas de acordo com o comprimento dos caminkos minimos entre pontos. Geralmente,
os problemas de proximidade assumem esta caracteristica. Generalizamos alguns destes
problemas e determinamos estruturas geométricas imersas em uma superficie poliédrica.

Resolvemos problemas usuais da geometria computacional (par mais préximo, todos
vizinhos mais préximos, drvore geradora minima) considerando uma superficie poliédrica
como espago € uma fun¢do distdncie de caminhos minimos. Nesta func¢do distancia, as
distancias sao medidas segundo o comprimento de um caminho minimo em uma superficie
poliédrica que considera o atrito cinético e a inclinagio de cada face e aresta. Para isso,
estudamos problemas de caminhos minimos em superficies poliédricas ¢ suas extensdes
para problemas de proximidade através do diagrama de Voronoi de caminhos minimos.

1.1 Motivacao e Aplicagoes

Uma razao tedrica importante para considerar o problema direcional € que este problema
generaliza vérios problemas de caminhos minimos encontrados na literatura. Dessa forma,
estendemos a teoria de caminhos minimos para incluir este caso. Além disso, a versdo de
miltiplas origens deste problema implica em um diagrama de Voronoi generalizado que
resolve varios problemas de proximidade.

Existem muitas aplicagbes motivando problemas de planejamento de caminho minimo
no campo da navega¢ido em terrenos (terrain navigation), robética (robot motion), au-
tomagio industrial, em sistemas de informagdo geogrifica (SIG) e no planejamento oti-
mizado de projetos em engenharia.

Um usuario de um SIG pode estar interessado em projetar uma nova rodovia entre
duas cidades em uma regido montanhosa. No planejamento de rodovias em montanhas,
o custo de um caminho depende mais do trabalho total realizado do que do comprimento
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euclideano.

1.2 Definigoes Preliminares

Um poligono é simples se duas arestas nio se interceptam, exceto quando adjacentes. Um
poligono simples é monotdonico se existe uma diregio tal que qualquer linha perpendicular
a esta diregdo intercepta o poligono em no maximo dois pontos. Um poligono é estrelado
se existe um ponto ndo exterior ao poligono tal que toda reta passando por este ponto
intercepta o poligono em exatamente dois pontos.

Uma subdivisdo planar conexa § é uma partigdo do plano em poligonos simples de
interiores disjuntos denominados regides de S. Uma subdivisdo planar § tem uma regido
ilimitada, chamada regido externa. Uma subdivisdo S é representada por um grafo planar
imerso no plano tal que as arestas sdo segmentos de reta.

Uma triangulag@o é uma subdivisdo planar onde todas as regides limitadas, denomi-
nadas faces, sdo triangulos. Uma triangulagdo de um conjunto finito  de pontos é um
grafo planar em ) com o niumero maximo de arestas. Uma triangula¢io de um poligono
simples € uma decomposi¢do do poligono em tridngulos tal que dois tridngulos guaisquer
se interceptam apenas em um vértice ou uma aresta comum. Uma triangulagio de um
poligono simples pode ser computada em tempo linear [22]. A envoltdria conveza de um
conjunto ¢ de pontos é o menor conjunto convexo que o contém.

Duas faces f e f’ sdo aresta-adjacentes se compartilham uma aresta e. Uma seqiiéncia
de faces aresta-adjacentes é uma seqiéncia (f1, fa,. ., fry1), de duas ou mais faces, tal
que a face f; é aresta-adjacente a face fi;; compartilhando a aresta ¢; (veja Fig. 1.1). A
sequéncie de arestas associada a esta seqliéncia de faces aresta-adjacentes é a seqiiéncia,
E = (e1,ea,...,¢ex), das arestas ¢; = f; N fiy1. A raizr de E é o vértice da face f; que
nao pertence a ;. Uma seqiiéncia de faces (arestas) é chamada simples se nenhuma face
(aresta) aparece mais que uma vez na sequéncia.

Figura 1.1: Uma sequéncia de faces aresta-adjacentes.

Formalmente, um caminho de um ponto origem s a um ponto destino ¢ ¢ a imagem de
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uma fungéo @ continua do intervalo real [0, 1] em um espago F', com ®{0) = s e (1) = ¢.
Um caminho minimo consiste em um caminho que tem comprimento minimo dentre todos
0s possiveis caminhos de s a ¢. Podem existir muitos caminhos minimos de um ponto a
outro, mas o comprimento destes caminhos € tinico. A distdncia geodésica de s at éo
comprimento, denotado por dr(s,t), de um caminho mfnimo no espago F do ponto s ao
ponto £.

Dois caminhos s30 equivalentes se as seqiiéncias de arestas que estes caminhos intercep-
tam séo iguais. Esta relagio particiona o conjunto de caminhos em classes de equivaléncia.
Na figura 1.2, os caminhos p; e p; sdo equivalentes, mas ps nio é equivalente a p; ou p.
A seqiéncia de arestas interceptadas por um caminho é uma estrutura combinatéria do
caminho e pode ser vista como uma descricdo discreta do caminho.

o
>

Figura 1.2: Classes de equivaléncia de caminho.

Um caminho geodésico é um caminho entre dois pontos que é localmente étimo, ou seja,
ndo pode ser encurtado por peguenas perturbagdes e preserva sua estrutura combinatéria
ao sofrer pequenas mudancas. Umn caminho minimo é um caminho geodésico que é global-
mente 6timo. Caminhos geodésicos néo sdo necessariamente caminhos minimos, enquanto
caminhos minimos sdo sempre geodésicos. Caminhos minimos ndo se interceptam, mas
caminhos geodésicos e minimos podem interceptar uma face varias vezes.

Um caeminho retilineo é sempre paralelo aos eixos x ou y e um poligono é retilineo
quando suas arestas sdo paralelas aos eixos ¢ ou y. Caminhos minimos envolvendo ori-
entagbes fixas sdo denominados caminhos O-orientados [129]. Um caminko O-orientado
estd restrito a seguir as orientacges {diregdes) de |O] vetores de comprimento unitario.

Um caminho (14 ¢)-dtimo é um caminho cujo comprimento é menor ou igual a (1 +¢)
vezes o comprimento do caminho minimo (6timo), onde € > 0 é um grau de precisio real
denominado fator de erro relativo.

Se s é um ponto e é§ um real positivo, a bola aberta (fechada) com centro em s e raio
4 é o conjunto de pontos t cuja distancia de s a t € menor que (menor ou igual a) §.
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1.3 Organizagao da Dissertacao

O capitulo 2 realiza um estudo sobre planejamento de caminho minimo. Neste capitulo,
discutimos a especificagio de um problema de caminhos minimos qualquer em termos do
espago livre, fun¢do distdncia e cardinalidade do conjunto de pontos origem ¢ destino.
Apresentamos estruturas geométricas usadas em algoritmos para resolver este problema.
Introduzimos problemas de caminhos minimos em espagos bidimensionais e descrevemos
as abordagens utilizadas para resolvé-los, incluindo a metodologia Dijkstra continuo.

O capitulo 3 aborda a caracterizagdo de caminhos minimos e geodésicos em uma su-
perficie poliédrica segundo uma fungio distdncia que considera dire¢io de movimento.
Neste capitulo, especificamos o problema da geodésica atritada direcional (PGAD) que
resolvemos; definimos a fun¢do distancia atritada direcional (FGAD) e o critério de oti-
malidade local para caminhos geodésicos. O capitulo introduz os conceitos de caminho
localmente f-livre e intervalo de otimalidade.

O capitulo 4 descreve o algoritmo Dijkstra continuo direcional que resolve o problema
PGAD. Neste capitulo, apresentamos as estruturas de dados, rotinas e fungdes numéricas
usadas pelo algoritmo. O capitulo inclui a prova de corretude e & anélise de complexidade
do algoritmo.

O capitulo 5 apresenta conceitos basicos de problemas de proximidade. Neste capitulo,
introduzimos o problema do par mais proximo, o problema de todos vizinhos mais pré-
ximos € o problema da arvore geradora minima. Discutimos o diagrama de Voronoi
euclideano e suas generalizac¢oes, incluindo o diagrama de Voronol de caminhos minimos.

O capitulo 6 considera o diagrama de Voronoi de caminhos minimos em uma superficie
poliédrica segundo a funcdo distincia FGAD. Neste capitulo, descrevemos o diagrama
de Voronoi especifico para esta fungdo distancia, desenvolvemos um algoritmo para sua
construgio e realizamos a redugdo dos problemas de proximidade ao da construgio deste
diagrama de Voronoi.

O capitulo T discute a implementacdo de um méddulo externo ao visualizador Geom-
view que resolve o problema da geodésica discreta [95]. Neste capitulo, descrevemos o
médulo externo e as ferramentas utilizadas em seu desenvolvimento. Apresentamos al-
guns melhoramentos ao algoritmo relacionados a sua corretude.

O capitulo 8 apresenta as conclusdes e enumera os resultados obtidos. Neste capitulo,
discutimos extensdes e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Planejamento de Caminho Minimo

Um problema de planejamento de caminho minimo aparece quando se deseja mover um
corpo (robd autdénomo ou articulado) em um espago. O corpo deve se mover para o seu
destino sem colidir com qualquer obsticulo através de um caminho que minimiza alguma
nogao conveniente de custo deste movimento. Um obstdculo € uma regido conexa do
espaco cujo interior é proibido para os caminhos.

Na segao 2.1, discutimos a especificagdo de um problema de caminhos minimos qual-
quer. Introduzimos o conceito de espago livre, apresentamos algumas representacdes para
superficies e definimos uma superficie poliédrica. Abordamos algumas métricas encontra-
das na literatura e a fungio distancia de Minkowski. Além disso, esta se¢ao considera as
versdes caso unico, origem unica e todos os pares de um problema de caminhos minimos.
Na segao 2.2, apresentamos estruturas geométricas usadas por algoritmos que resolvem
problemas de caminhos minimos. Introduzimos, dentre outras estruturas, o mapa de
caminhos minimos. A segdo 2.3 discute problemas de caminhos minimos no plano ou
em uma superficie poliédrica. Nesta segdo, introduzimos o problema da geodésica dis-
creta e o problema da regido valorada. Na secdo 2.4, consideramos as abordagens usadas
para resolver problemas de caminhos minimos. Apresentamos heurfsticas; algoritmos e
esquemas aproximativos; e metodologias aplicadas em varios problemas. Introduzimos a
metodologia Dijkstra continuo utilizada para resolver o problema que abordamos.

2.1 Especificagcao de um Problema

Um problema de caminhos minimos é especificado, basicamente, pelo espago ambiente,
pela fungéo distdncia, e pela cardinalidade do conjunte de pontos origem e destino. A
forma geométrica do corpo, os tipos de movimento (rotagdo, translagdo) e a variagio
temporal do ambiente (estatico ou dindmico) também sao relevantes, mas tratamos apenas

de corpos pontuais em ambientes estaticos.
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A suposicdo de um objeto pontual é bastante razodvel quando um corpo é pequeno
demais comparado &s dimensdes do espago. Além disso, muitos problemas que consideram
outros objetos geométricos séo reduzidos ao caso pontual quando aplicamos a seguinte
abordagem do espago de configuracio [28, 59, 84, 106): diminufmos o corpo a um ponto
de referéncia e aumentamos os obsticulos (soma de Minkowski) até que a fronteira de
cada obstaculo seja o conjunto de todas as posigdes do ponto de referéncia quando o corpo
tangencia o obstaculo. Assim, o complemento dos obstdculos modela a regiio que contém
as posiges do ponto de referéncia para as quais nio existe colisio entre o corpo e um
obstaculo. Dessa forma, podemos resolver um problema de caminhos minimos que evita
obsticulos considerando um disco (objeto circular ou esférico) ou um corpo que pode
transladar mas nao pode rotacionar.

2.1.1 Espago Livre

O espago onde o corpo realmente se move é chamado espaco de trabalho. Assim, seja C um
corpo se movendo em um espaco de trabalho na presenga de um conjunto de obsticulos
O = {o1,...,04}. Um posicionamento do corpo ' é denominado configuragio do corpo
C e pode ser especificado por um vetor de translagéio ou pelas coordenadas do ponto de
referéncia do corpo. Dessa forma, o corpo transladado por um vetor V, denotado por
C(V), especifica que o corpo C est4 com seu ponto de referéncia em V. Geralmente, o
ponto de referéncia néo precisa estar dentro do corpo.

Se o corpo pode mudar sua diregio por rotagio ao redor de seu ponto de referéncia,
um outro parametro, w, especifica a orientacéo do corpo. Denotamos por C'(V,w) o corpo
com ponto de referéncia em V' e rotacionado por um angulo w. O espaco induzido pelo
conjunto de pardmetros que especifica a configuracio de um corpo C é chamado espago
de configuragdo £C(C'). Um ponto ¢ no espago de configuracio corresponde a um certo
posicionamento C'(q} do corpo C no espaco de trabalho.

Quando um corpo pode transladar e rotacionar no plano, o espaco de configuragdo é
tridimensional. Um ponto (z,y,w) neste espago corresponde ao posicionamento C(z,y,w)
no espago de trabalho. O espago de configuragio nio é o espago euclideano tridimensional,
mas o espago R? x [0, 2x).

O espago de configuragio de um corpo que pode apenas transladar no plano é o
plano euclideano bidimensional e idéntico ao espago de trabalho. Um corpo no espago
de trabalho ¢ representado por um ponto no espago de configuracéo e qualquer ponto no
espago de configuragdo corresponde a algum posicionamento de um corpo no espago de
trabalho.

Podemos especificar um posicionamento de um corpo através dos pardmetros, ou me-
lhor, especificando um ponto no espaco de configuracdo. Contudo, pontos no espaco de
configuracio correspondendo a posicionamentos onde o corpo intercepta um dos obsticu-
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los em O séo proibidos. A parte do espago de configuragio consistindo nestes pontos é
o espago proibido ECp(C, Q). O espago livre ECL(C, O) consiste nos pontos onde o corpo
n&o intercepta qualquer obsticulo, denominados posicionamentos livres (veja Fig. 2.1).

Figura 2.1: O espaco livre de um corpo.

Um caminho para o corpo corresponde a uma curva no espago de configuragio e
vice-versa: cada posicionamento sobre o caminho corresponde a um ponto no espago de
configuragdo. Um caminho livre de colisdes corresponde a uma curva no espago livre (veja
Fig. 2.2).

Figura 2.2: Um caminho possivel para um circulo.

Um obstaculo o; corresponde ao conjunto de pontos ¢ no espago de configuragio
tais que C(g) intercepta 0;. O conjunto resultante é chamado £C-obstaculo de o;. EC-
obsticulos podem sobrepor-se mesmo quando os obstaculos no espago de trabalho sdo
disjuntos. Isto ocorre quando existem posicionamentos onde o corpo intercepta mais que
um obstaculo.

Os espagos mais abordados na literatura sio, dentre outros, o interior de um poligono
simples, o plano com obsticulos poligonais simples disjuntos, a superficie de um polie-
dro convexo, a superficie de um poliedro geral e o espaco tridimensional com obsticulos

poliédricos.
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Superficie Poliédrica

Uma superficie pode ser representada por um conjunto de curvas de nivel como em mapas
geoldgicos ou por uma matriz de elevagdo que consiste em uma matriz de nimeros gue
representam a altitude de cada ponto em uma grade regular.

Um modelo de elevagio digital (MED) é uma forma de representar uma fungao real
continua linear por partes em duas varidveis definida sobre uma regido limitada e conexa
do plano. MEDs podem ser usados para representar densidades demograficas ou uma
parte da superficie terrestre.

O exemplo mais comum de um MED é a rede irregular triangulade {107], onde um
conjunto de pontos com coordenadas z e y € dado com uma triangulagio destes pontos.
Cada ponto tem uma altura ou elevagio que é representada pela coordenada z. A altura
dos pontos que nio sdo dados na entrada é obtida quando localizamos o tridngulo que o
contém e computamos a interpolacdo linear das alturas dos vértices deste tridngulo.

Uma superficie poliddrica S é um objeto geométrico conexo tridimensional que consiste
em um conjunto de faces conectadas por arestas tal que uma reta ortogonal a um certo
plano intercepta S em apenas um ponto (veja Fig. 2.3). Assumimos que este plano é um
plano horizontal. Os aspectos adimensionais de uma superficie poliédrica sdo os vértices,
seus aspectos unidimensionais sdo as arestas e os bidimensionais sdo as faces. Os vértices
de S correspondentes a pontos na fronteira da pré-imagem de S sobre um plano horizontal
sao chamados vértices fronteira; os vértices restantes sdo chamados vértices interiores. A
altura com relacio ao plano horizontal de um ponto g em S é denotada por ¢,. De forma
semelhante, denotamos a abscissa {(ordenada) do ponto ¢ por ¢, (gy).

Figura 2.3: Uma superficie poliédrica.

Um vértice v é um mdzimo local (pico) se todos os vizinhos de v (vértices em arestas
incidentes a v) possuem altura menor que v,. Um vértice v € um minimo local (fosso)
se todos os vizinhos de v possuem altura maior que v,. Um vértice que é um mdaximo
ou minimo local é um extremo local. Um vértice v interior & superficie poliédrica § sera
um vértice sela se e somente se existem quatro arestas incidentes a v cujos outros vértices
destas arestas possuem altura alternadamente menor € maior que v, quando visitadas em
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ordem ciclica. Um vértice que é um extremo local ou um vértice sela é chamado vértice
especial.

A inclinagdo de uma aresta ¢ a diferenca em altura de suas extremidades dividida pelo
comprimento da projegdo da aresta sobre o plano horizontal. A inclinagio ou gradiente
de uma face ¢ a inclinagdo maxima de qualquer segmento de reta nesta face.

Assumimos que uma superficie poliédrica § é representada por uma estrutura to-
poldgica como a winged-edge [11], a quad edge [57), a half-edge [86], ou a DCEL [109].
Estas representagbes permitem o percurso da superficie com a utilizagio de tempo cons-
tante por aresta.

2.1.2 Funcao Distancia

Uma métrica sobre um conjunto de pontos § é uma fungio d : @ x Q — R, que, para
qualsquer pontos ¢y, gz, g3 € @, satisfaz as seguintes condi¢des:

1. d(ql,qg) =0& g = g2,
2. stmetria, d{¢1,2) = d(gz,q1);

3. desigualdade triangular, d(q1,¢2) < d(q1,¢3) + d(g3, 42)-

Um par (@,d), onde d é uma métrica sobre @, chama-se espago métrico. Uma funcio
que satisfaz as condigdes acima, exceto a de simetria, é denominada funcdo distdncia.
As métricas mais comuns em planejamento de caminho minimo, dentre outras, s3o a
euclideana, a retilinea, das dobras [56] e de orienta¢des fixas.

A mélrica retilinea entre dois pontos ¢1 = (¢1,¢1,) € @2 = (g24,92,) 1o plano é
definida como dr(q1,¢2) = |g1, — g2.| + |91, — g2, |- As métricas retilinea e euclideana sdo
generalizadas pela métrica Minkowski (L;) com a L,-distancia no espago d-dimensional

entre dois pontos ¢; e gz sendo dp(q1, ) = (X%, |g1z — qak|p)§, onde p > 1 é um real

qualquer e giq,..., i, sdo as coordenadas do ponto ¢; para ¢ = 1,2. Quando p tende ao
infinito, a distancia L, tende a maior das diferencas das coordenadas (Lo, = max{_., |q1;, —
gai[)-

Uma isometria é uma fungao de transformagdo que preserva distancias e 4ngulos entre
pontos. Quando resolvemos certos problemas que consideram a métrica Ly, resolvemos
simultaneamente estes problemas segundo a métrica L,,, pois existe isometria entre estas
métricas [83]. Esta isometria consiste no seguinte mapeamento linear g do plano com
métrica L, para o plano com métrica Lo g(z,y) = (ngﬂl, -(%l) Como g e ¢7! sdo iso-
metrias, os problemas na métrica Lo, podem ser transformados em problemas na métrica
Ly pela fungio ¢™*.

A métrica das dobras se refere a0 niimero de dobras ou segmentos em um caminho entre
a origem e o destino. Se os caminhos estio restritos a serem retilineos ou O-orientados,
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temos a métrica das dobras retilinea ou O-orientada [1], respectivamente. Em muitos
problemas, a métrica das dobras proporciona uma medida mais natural para o caminho
com aplicacdes na simplificagdo de curvas [56, 69, 99].

A métrica de orientagdes fizas define a distancia entre dois pontos como o comprimento
do caminho minimo que percorre apenas sobre um dado conjunto O de orientagdes fixas.

Seja A um conjunto convexo cujo interior contém a origem dos eixos. O comprimento
de um vetor V relativo a A é a quantidade que A deve ser escalado para incluir V:
[[V||a = liminf{A > 0|V € AA}. A funcdo distdncia convera de Minkowski {18] do ponto
g1 a g2 € ||g2© qu]l4 (veja Fig. 2.4). A funcdo ndo precisa ser simétrica (||V||4 pode néo
ser igual a || — V{[4), mas satisfaz a desigualdade de tridngulo: se V; = V, @ V5 entdo

[Walla < [[Valla + 1V3]L4.

Figura 2.4: A fungédo distancia convexa de Minkowski.

Os vértices na fronteira de A sdo os vetores unitdrios da fungao distancia |{.][ 4. Quando
A é o circulo unitario, temos a métrica euclideana; quando A é definido pelos quatro
vetores unitirios nas diregdes dos etxos, temos a metrica L;.

Para um caminho (-orientado, A é a envoltdéria convexa dos vetores unitérios. Neste
caso, a envoltéria convexa é um poligono de |O| lados que contém a origem em seu
interior. Assim, qualquer vetor V pode ser expresso como uma combinagdo linear dos
vetores unitrios com coeficientes positivos. O comprimento {|V||4 € a soma minima de
coeficientes dentre todas as possiveis combinagGes lineares que sdo iguais a V de um ou
dois vetores unitarios adjacentes a V em ordem circular.

Um problema de caminhos minimos sobre uma superficie poliédrica pode assumir a
existéncia de forgas peso, normal e atrito constantes em uma mesma face. Assim, o
problema de caminhos minimos que abordamos utiliza uma fun¢do distincia que varia
segundo o angulo de diregio do movimento. Esta funcio distincia direcional representa
a quantidade total de trabalho que deve ser realizado para se mover o corpo através do
caminho.
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2.1.3 Cardinalidade

Um problema de caminhos minimos pode ter versées diferentes segundo a cardinalidade
do conjunto de pontos origem e destino. A versio caso #nico (single shot) encontra um
caminho minimo entre dois pontos dados, uma origem e um destino fixos. A verséo origem
dénica (single source) constréi uma subdivisao do espago tal que um caminho minimo entre
um ponto origem fixo € qualquer ponto destino possa ser reportado eficientemente. A
versdo todos os pares (all pairs) constréi uma subdivisio tal que o caminho minimo entre
qualquer par de pontos no espago possa ser obtido eficientemente.

O algoritmo que propomios resolve a versio origem tinica do problema que estudamos.
Contudo, utilizamos a versdo todos os pares como uma extensio com multiplas origens.
Assim, construimos um diagrama de Voronoi generalizado que resolve alguns problemas
de proximidade em superficie poliédrica.

2.2 Estruturas Geométricas

A teoria de problemas de caminhos minimos utiliza algumas estruturas geométricas na
resolugdo destes problemas. Nesta secdo, apresentamos a grade retilinea, o grafo visibili-
dade, a arvore e 0 mapa de caminhos minimos, o mapa de nivel de altura, os conceitos de
funil e triangulagio geodésica.

2.2.1 Grade Retilinea

Uma, grade retilinea em um conjunto finito @ de pontos no plano é o grafo obtido por
todas as retas passando pelos pontos de @@ que sio paralelas aos eixos z ou y. Os nds
deste grafo sdo posicionados nos pontos de intersegido de duas retas e as arestas sio os
segmentos entre nés consecutivos em uma reta.

2.2.2 Grafo Visibilidade

Um grafo visibilidade para um conjunto finito @ de pontos relativo a um conjunto de
obstaculos consiste em um grafo cujos nds sio os pontos de @ e cujas arestas ligam um
par de pontos visiveis e tém comprimento igual & distincia entre os dois pontos (veja
Fig. 2.5). Um par de pontos é visivel relativo a métrica L; (L2} quando um L;-segmento
(Lq-segmento) entre os dois pontos ndo intercepta o interior de qualquer obsticulo. Um
Ly-segmento serd um caminho retilineo cujo comprimento é igual & distancia retilinea
entre os dois pontos, enquanto um Ljy-segmento é um segmento de reta. Existem casos
onde o nimero de arestas em um grafo visibilidade é O(n?), onde n é o nimero total
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de pontos e vértices dos obsticulos. Portanto, um grafo visibilidade pode ocupar espago
quadratico.

Figura 2.5: Um grafo visibilidade relativo um conjunto de obstaculos.

2.2.3 Arvore de Caminhos Minimos

Uma drvore de caminhos minimos T, relativa a um ponto s no espago livre F' é a unido
dos caminhos minimos de s a todos os vértices do espago livre. Os nds correspondem
aos vértices e as arestas correspondem a caminhos entre vértices, tais que o caminho
poligonal, obtido pelo encadeamento dos nés (vértices) ao longo do caminho do né s a v
em T € um caminho minimo. Sejam v, e v; dois vértices arbitrarios em F', denotamos por
7o(vy,v7) O ancestral comum mais baizo de v e v, em Th. Arvores de caminhos mfnimos
com origem em $ nio siao unicas, pois podem existir mais de um caminho minimo de um
ponto a outro.

2.2.4 Mapa de Caminhos Minimos

Um mapa de caminhos minimos M, relativo 2 um ponto s no espago livre F' é uma gene-
ralizagido da arvore de caminhos minimos que permite responder consultas de caminhos
minimos de s a qualquer ponto ¢ no espago livre quando localizamos ¢ no mapa [82].

Um mapa de caminhos minimos M, é um particionamento do espago em células C,,
onde r € F € a raiz da célula (', segundo a estrutura combinatéria dos caminhos minimos
(veja Fig. 2.6). Assim, cada célula tem a seguinte propriedade: se ¢t € C,, entdo um
caminho minimo de s a ¢ é obtido por um caminho minimo de s a r seguido por um
caminho geodésico de r a t em C,. Se a célula C, é adjacente a célula C,+, entio a fronteira
compartilhada por C; e C,s € um subconjunto do bissetor geodésico B(r,r’) entre r e 1,
O bissetor geodésico B(r,r') é o lugar geométrico dos pontos a igual distincia geodésica
derer.
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Figura 2.6: Um mapa de caminhos mirimos relativo a s.

O comprimento de um caminho minimo de s a ¢t pode ser encontrado em tempo
O{log n) quando resolvemos um problema de localizacio [45, 72, 108] para determinar a
célula C,. contendo ¢, onde n é o niimero de vértices do espaco livre. Um caminho minimo
de s a t pode ser tracado em tempo O(logn + k), onde k é o mimero de vértices no
caminho minimo. Um mapa de caminhos minimos ocupa espago linear, pois o tamanho
de uma subdivisio planar € linear.

Um particionamento em janela de um poligono simples relativo a um ponto s é um
mapa de caminhos minimos para a métrica das dobras. As células do particionamento séo
tais que a distancia de dobras de s para pontos de uma célula é constante. Os pontos que
sao visiveis a s constituem a célula J, dos pontos com distancia de dobras 1. As células
com distancia de dobras 2 consistern em regides no complemento de J; que sdo visivels
das janelas de J,, onde uma janela de J, é uma parte da fronteira de J,.

2.2.5 Mapa de Nivel de Altura

O v,-mapa de uma superficie poliédrica S é a intersecdo de S com o plano horizontal
z = v,, onde v, é a altura de um vértice v. O v,-mapa consiste no conjunto de pontos da -
superficie que podem ser alcangados a partir de v por uma caminho de altura constante.
Os pontos compartilhados por dois ou mais ciclos ou caminhos em um v.-mapa devem ser
vértices sela, pois os pontos limitados por estes ciclos ou caminhos estdo alternadamente
acima e abaixo do vértice compartilhado. Seja v um vértice sela de S e considere o v,-
mapa de 5, chamamos os ciclos e caminhos que contém v de componente principal M,
de v. O mapa de nivel de altura [38] é a subdivisio planar que resulta da projegdo de
todas as componentes principais de vértices sela e extremos locais de 5 sobre o plano
(veja Fig. 2.7).

Visto que um v,-mapa tem tamanho linear, temos que a complexidade do mapa de
nivel de altura pode ser quadratica. Contudo, uma estrutura de dados que representa
implicitamenteo mapa de nivel de altura pode ser construida em tempo O(n log n), usando
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Figura 2.7: Uma superficie poliédrica e seu mapa de nivel de altura [38].

espago linear [38].

O grafo direcionado G's cujos nés correspondem aos vértices sela {componentes prin-
cipais) e extremos locais de S; e cujo arco direcionado (v1,v) existe se e somente se v,
e vy estdo na fronteira de uma regiao no mapa de nivel de altura com vy, > vy, (veja
Fig. 2.8). A versio ndo-direcionada Ts de G's é uma arvore cujo grau de um né v em Gg
¢ o numero de regides incidentes ao vértice sela v. As componentes principais sdo 0s noés
internos e os extremos locais correspondem as folhas de (7s. Além disso, toda regido do
mapa de nivel de altura corresponde a um arco de G5 e vice-versa.

H)
]

+ 10
28

— ]2
.../ 3‘11

15

30-—---—‘.
]ﬂdﬁm
4.34 46

Figura 2.8: O grafo direcionado Gg [38].

O mapa de nivel de altura tem as seguintes propriedades [38]:

1. Toda regido é incidente a exatamente dois vértices especiais que aparecem em com-
ponentes diferentes da fronteira desta regido. Um extremo local também é conside-
rado como uma fronteira da regiio em que esta.

2. Dois pontos s e t em uma superficie poliédrica § podem ser conectados por um
caminho com uma altura constante se e somente se s e £ estdo na mesma regido com

s, =1,.
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3. Todos os pontos em uma regido possuem altura entre a altura da fronteira mais
alta ¢ da fronteira mais baixa. Todo caminho de altura monotonicamente crescente
(decrescente) de qualquer ponto em uma regiio eventualmente alcanga a fronteira

mais alta (baixa) desta regido.

4. Se dois pontos s e t em uma superficie poliédrica S estio em regides correspondentes
aos arcos a, € a; em (g, respectivamente, entio todo caminbo entre s e ¢ deve cruzar
as componentes principais correspondentes aos nds entre a, e a; em Gs.

5. Se os nés em Gs entre a, e a; sdo (vy, ..., Ux), entdo existe um caminho com
diferenca de altura total |s, — vy, + X522 |v;, — viga, | + |Vks — £2)-

2.2.6 Funil

Considere um vértice s € F e dois caminhos minimos p(s,v1) e p(s,vs). Estes dois
caminhos podem coincidir por alguma distancia antes que divirjam em um vértice r para
nunca mais se encontrarem. O fund F, ,,(s) de s relativo aos vértices v, € v5 é 0 conjunto
das arestas nos caminhos minimos de r, chamado dpice do funil, aos vértices 7,,(s,v2) e

7ua(5,01) [60]: Fopy(3) = plry 7y (5, 02)) U p(r, 7y (5, 1)) (veja Fig. 2.9).

£

Figura 2.9: Um funil para o vértice s.

A diferenca dos funis de dois vértices s, € F' é definida como AF,, ., (s,1) = F,,, .,(8)—
Fy (1), ou seja, o conjunto de arestas que estdo em F,, ,,{8) mas ndo estdo em F, ., ().
O par de funis (Fy, 4,(8), Fiy 1, (t)) é fechado quando os caminhos p(7, (s, v;), 7, (5,1)) €
{7y, (t,v9}, T, (t,v1)) sBo disjuntos, exceto nas extremidades, e aberto do contrério.

2.2.7 Triangulacao Geodésica

Uma pipa é o objeto geométrico formado pela unido de trés caminhos minimos corres-
pondendo a p(vi,ve), p(ve,vs) € p(vs, v1), onde vy,vs,v3 € F sdo trés vértices do espago
livre [24, 32]. Geralmente, uma pipa consiste em um tridngulo geodésico, um poligono
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simples formado de trés cadeias; e trés caudas, curvas lineares por partes emanando dos
trés vértices onde as cadelas se interceptam (veja Fig. 2.10).

v= v

3

Figura 2.10: Uma pipa relativa aos vértices vy, v; € vs.

Formalmente, a cauda (v, v;") emanando do vértice v, é o subecaminho comum maxi-
mal dos caminhos minimos p(v1,v2) € p(vy, vs). As caudas (v, v2') € (v, v3') sdo definidas
de forma semelhante. A regido limitada pelas trés cadeias ligando vy, vo’ € vs’ € o {ridngulo
geodésico (vi',vo',v3"). As cadeias sio subcaminhos dos caminhos geodésicos originais.
Os pontos vy, vy’ e v3’ sdo chamados dpices do triangulo geodésico (veja Fig. 2.10).

Uma triengulagio geodésica de F € uma decomposicido de F em tridngulos geodési-
cos cujas fronteiras nao se cruzam. Uma triangulagdo geodésica é combinatorialmente e
topologicamente como uma triangulagdo planar. Portanto, isto induz & drvore de decom-
posicdo geodésica T de grau 3, onde cada né em T corresponde a um tridngulo geodésico
e ligamos dois nds se os tridngulos correspondentes compartilham dois de seus vértices.
Esta triangulagao € obtida quando computamos uma hierarquia de caminhos minimos
entre pares de vértices.

2.3 Problemas Bidimensionais

Apresentamos alguns problemas de caminhos minimos em duas dimensdes. Além disso,
resumimos o estado da arte em algoritmos eficientes que encontram solugbes para estes
problemas. Os problemas estao agrupados segundo o espago que consideram.

A versdo {ridimensional do problema de caminhos minimos nio é discreta, pois um
caminho minimo pode interceptar um conjunto continuo de pontos interiores s arestas
de um poliedro. Este problema é N P-dificil [17], conhecendo-se apenas algoritmos exatos
de tempo exponencial [16, 113, 120]. Dada a seqliéncia de arestas dos obstaculos pelas
quais um caminho minimo passa, o cilculo dos pontos de intersecio entre o caminho e
estas arestas requer a solugdo de equagdes algébricas de alto grau. Isto deve ser realizado
por métodos numnéricos aproximativos ou por calculos algébricos simbélicos. Além disso,
existem apenas algoritmos de tempo duplamente exponencial para o subproblema que
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encontra a seqiiéncia de arestas dos obstdculos pelas quais o caminho minimo passa [16,

113, 120].

2.3.1 Interior de um Poligono Simples

Shameos [117] considerou o problema de caminhos minimos entre dois pontos no interior
de um poligono simples (PIPS} (veja Fig. 2.11). Neste caso, existe um tnico caminho
minimo entre dois pontos, pois o interior do poligono é simplesmente conexo.

Figura 2.11: Caminhos minimos no interior de um poligono simples.

Guibas e Hershberger [54, 58] apresentaram uma estrutura de dados para computar
distincias de caminhos minimos entre dois pontos arbitrdrios no interior de 'um poligono
simples em tempo O(log n), depois de um pré-processamento que despende tempo e espago
©(n), onde n denota o mimero de vértices do poligono. Esta estrutura de dados atribui
um rétule a cada aresta de uma triangulagio e permite computar o caminho minimo
entre dois vértices do poligono em tempo O(h?), onde h é o maior rétulo de uma, aresta
interceptando o caminho minimo. A estrutura de dados computa uma representacio
compacta do caminho minimo da qual o caminho minimo pode ser derivado em tempo
proporcional ao nimero de arestas no caminho. Guibas et al. [55] mosiraram como
computar a drvore de caminhos minimos de um vértice do poligono a todos os outros em
tempo linear usando funis.

Goodrich € Tamassia [52] apresentaram uma estrutura de dados dindmica para sub-
divisdes planares conexas que suporta consultas de caminhos minimos. As operacdes de
atualizagdo sdo inclusdo e exclusio de vértices e arestas e sio completas para subdivisdes
conexas. A estrutura ocupa espaco linear e despende tempo O(log® n) para atualizacdes,
onde n é o tamanho atual da subdivisdo.

Ghosh [51) € Suri [122] consideraram o problema de encontrar um caminho entre dois
pontos com um niimero minimo de dobras no interior de um poligono simples e desenvolve-
ram algoritmos étimos de tempo linear. Estes algoritmos computam um particionamento
em janelas do poligono relative a um ponto s e sdo baseados no algoritmo para irvore
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de caminhos minimos de Guibas et al. [55]. Hershberger e Snoeyink [60] apresentaram
algoritmos para caminhos O-orientados em um poligono simples.

De Berg [37] estudou o problema da distancia de dobras retilinea em um poligono
simples sem buracos. McDonald e Peters [87) apresentaram um algoritmo de tempo linear
para encontrar o caminho minimo tanto em comprimento euclideano como em distancia
de dobras em um poligono simples.

2.3.2 Plano com Obstaculos Poligonais

O problema de caminhos minimos euclideano com obstaculos poligonais {POPD) consiste
em computar caminhos minimos de um ponto dado, a origem, para todos os outros pontos
no plano, que evitam um conjunto de obstdculos poligonais simples disjuntos com n
vértices no total (veja Fig. 2.12). Este problema generaliza o de caminhos minimos no
interior de um poligono simples quando consideramos o complemento do poligono como
um obstaculo.

Figura 2.12: Caminhos minimos no plano com obsticulos.

Um caminho minimo entre dois pontos no plano evitando uma colecdo de obstaculos
poligonais deve ser uma linha poligonal cujos vértices sdo vértices dos obstaculos poligo-
nais. Além disso, sua intersegao com as fronteiras dos obstaculos sdo arcos convexos dos
obstéculos, onde um arco convero de um obstéculo é um subconjunto conexo fechado da
fronteira do obstaculo tal que um segmento de reta entre dois pontos do arco intercepta
o interior do obstaculo.

O algoritmo mais eficiente conhecido para resolver este problema foi dado por Hersh-
berger e Suri [61] que apresentaram um algoritmo de tempo O(n log n) € espaco O(nlogn).
Este algoritmo estd préximo as cotas inferiores de tempo }(n + hlog k) e espago Q(n),
onde 4 é o mimero de obstaculos.

Métodos que constroem um grafo visibilidade e encontram um caminho minimo usando
o algoritmo de Dijkstra [42] resolvem o problema em tempo O(n?) [4, 5, 127]. Estes
métodos assumem que se existe um caminho minimo entre dois pontos, entdo existe um
caminho minimo correspondente no grafo visibilidade. Além disso, utilizam o fato que n
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ordenagdes circulares nio s&o independentes e podem ser realizadas em tempo total O(n?)
[79].

A abordagem de varredura linear para o projeto de algoritmos em geometria computa-
cional realiza uma simulacéo discreta de uma varredura linear sobre o plano, encontrando
objetos e atualizando uma estrutura que representa o estado da varredura.

O caso especial onde os obsticulos sio segmentos de reta paralelos (POSGRP) pode
ser resolvido em tempo ©@(nlogn) pela construcio do mapa de caminhos minimos [82)].
O algoritmo explora a monotonicidade de caminhos minimos na dire¢do perpendicular a
dos segmentos e realiza uma varredura linear nesta dire¢o. Tompa [123] estudou uma
versao mais simples, onde os segmentos séo substituidos por semi-retas (POSMRP).

A monotonicidade de caminhos minimos ocorre também no caso onde todos os obs-
taculos poligonais possuem projecoes disjuntas em uma certa diregio (veja Fig. 2.13).
Neste caso, caminhos minimos sdo monotdnicos nesta diregio, perdendo a monotonicidade
apenas nas extremidades do caminho para ultrapassar um obstaculo cuja projecdo contém
a projecio da origem ou do destino. O mapa de caminhos minimos € construido em tempo
O(nlogn), mas a reta sobre a qual os obsticulos tém projegdes disjuntas é encontrada
em tempo O(n?logn) [90].

Figura 2.13: Caminhos minimos para obstaculos com projecdes disjuntas.

Quando os obsticulos poligonais simples possuem envoltérias convexas disjuntas, o
problema (POECD) pode ser resolvido em tempo O(A* + k log k) usando um grafo visibi-
lidade com O(h?) arestas e k = O(min{n, h?}) nds, onde % é o nimero de obstdculos. A
construgdo do grafo visibilidade despende tempo O (h2 log(%) + 'n) e espago O{h?) [115].

Clarkson et al. [33], Mitchell [93] e Widmayer [128] apresentaram algoritmos de tempo
O(nlog®n) e espago O{nlogn) para determinar um caminho de comprimento L; minimo
de uma origem s a qualquer ponto consulta ¢ que evita os interiores de um conjunto de
obstaculos poligonais simples disjuntos determinados por um conjunto de n vértices. O
caminho de s a t pode ser uma linha poligonal arbitriria, mas o comprimento de cada
segmento € de acordo com a métrica L;. Clarkson et al. e Widmayer usaram uma
técnica que envolve computar um grafo esparso que preserva caminhos minimos. Mitchell
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usou o método Dijkstra continuo! para construir o mapa de caminhos minimos através
de consultas de arrastamento de segmento [20, 21]. O algoritmo de Mitchell pode ser
generalizado para resolver o problema envolvendo distincias com k orientagdes fixas em
tempo O(knlog® n) e espago O(knlogn).

Quando os obstéculos sdo poligonos disjuntos, a abordagem de grafo visibilidade re-
solve o problema de encontrar um caminho retilineo minimo de um ponto origem s a
um ponto consulta ¢ no plano em tempo O{n?) 77, 92]. O caso especial no qual todos
os obstéculos sdo retingulos foi resolvido em tempo Q(nlogn) [40] através de varredura
planar quando se explora a monotonicidade de tais caminhos minimos em uma direcao
paralela a um dos eixos (veja Fig. 2.14). Mitchell [92] apresentou um algoritmo O(n log n)
para o problema de caminhos minimos retilineos quando os obstaculos sao poligonos re-
tilineos. Sack [116] também estudou o problema de computar caminhos minimos retilineos
entre obsticulos retilineos.

Figura 2.14: Um caminho minimo retilineo evitando obstaculos retangulares.

Mitchell et al. [98] apresentaram um algoritmo para computar distancias de dobras
nio-retilineas evitando multiplos poligonos em tempo O{n?a?(n)logn) e espago O(n?),
onde a{n) é o inverso da fungdo de Ackermann.

O problema de encontrar um caminho retilineo com um ndimero minimo de dobras ou
segmentos entre um ponto s e um ponto consulta ¢ que evita uma colecdo de obstaculos
retilineos disjuntos se reduz a duas buscas em largura em um grafo intersegio de O(n)
segmentos de reta ortogonais. Um grafo interse¢éo tem cada né associado a um conjunto,
enquanto suas arestas representam a existéncia de intersegéo entre dois conjuntos. Dessa
forma, a estrutura de dados de Imai e Asano [67, 68] resolve este problema em tempo
©(nlogn) e espago O(nlogn), enquanto Das e Narasimhan [36] resolvem o problema em
tempo ©(nlogn) e espaco linear,

De Berg et al. [39] estudaram o problema de encontrar caminhos retilineos evitando
n segmentos de reta paralelos aos eixos com uma métrica que generaliza a métrica L; e a
métrica das dobras. Neste caso, 0 comprimento de um caminho é o seu comprimento na

10 métode Dijkstra continuo é apresentado na subsegdo 2.4.4.
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métrica [y mais uma constante nio-negativa vezes o nimero de dobras no caminho. O
algoritmo apresentado constréi uma estrutura em tempo O{n?) que usa espago O(nlog n)
através de um grafo visibilidade retilineo.

2.3.3 Superficie de um Poliedro Convexo

O problema de encontrar um caminho minimo sobre a superficie S de um poliedro convexo
(PSPC) foi resolvido por Mount [100] em tempo O(r?log n) € espago O(nlog n), onde n é
o niimero de vértices do poliedro. Este problema foi sugerido originalmente por Dudeney
em 1903 [48].

Um ponto ¢ € S € denominado ponto de seliéncia se existem pelo menos dois caminhos
minimos em S da origem para ¢. Um caminho minimo sobre a superficie de um poliedro
convexo nio intercepta vértices ou pontos de saliéncia do poliedro, e ndo cruza uma aresta
out face do poliedro mais que uma vez [120]. Além disso, exceto no caso onde compartilham
um subcaminho comum, dois caminhos minimos se interceptam em no maximo um ponto
e esta intersegio € transversal (os caminhos cruzam um ao outre). Se dois caminhos
minimos compartilham um subcaminho comum, entdo um caminho é um subcaminho do
outro ou um subcaminho inicial de um coincide com um subcaminho final do outro.

Geralmente, os algoritmos realizam um pré-processamento que constrél um mapa de
caminhos minimos sobre a superficie do poliedro tal que qualquer ponto na mesma regido
do mapa tem um caminho minimo que intercepta a mesma sequéncia de arestas. Esta
seqiiéncia de arestas tem a seguinte propriedade de desdobramento: desdobramos as faces,
f1s fay+ -+ f, que contém as arestas interceptadas pelo caminho minimo (e; = fiN fiu1) até
que todas estejam coplanares. Para isso, rotacionamos f;; em torno de e; até que se torne
coplanar a f;, mas em lados diferentes de ¢;. Dessa forma, o caminho minimo se torna um
segmento de reta. Os pontos de interse¢io deste segmento com as arestas desdobradas
sdo determinados e transformados inversamente em pontos na superficie poliédrica.

Hwang et al. [66] apresentaram um algoritmo de tempo O(n®logn) que constréi uma
subdivisio do poliedro para o problema de caminhos minimos de todos os pares. O
algoritmo pode reportar apenas os caminhos minimos entre qualquer par de pontos nas
arestas do poliedro. Um caminho minimo entre qualquer par de pontos nas arestas do
poliedro pode ser obtido em tempo O(k + logn)}, onde & é o nimero de arestas cruzadas
pelo caminho minimo.

2.3.4 Problema da Geodésica Discreta

Uma generalizagio do problema de caminhos minimos evitando obstéculos no plano con-
siste em computar caminhos minimos na métrica euclideana sobre a superficie de um
poliedro (nio necessariamente convexo) de um ponto s para qualquer ponto ¢. Para isso,
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considere uma superficie onde cada obstaculo se torna um prisma ortogonal infinito cuja
base esta no plano. Um caminho minimo nesta superficie de um ponto no plano a outro
estd contido totalmente no plano e evita todos os prismas, implicando imediatamente
em um camirhe minimo que evita obstaculos. Este problema é denominado problema da
geodésica discreta (PGD), pois a superficie € modelada de forma discreta [95].

Um caminho minimo sobre uma superficie poliédrica, possivelmente nido convexa, se
desdobra em um segmento de reta, nio se intercepta e pode passar por qualquer face
apenas uma vez. Um caminho que nio se intercepta é denominado simples.

Chen e Han [26] apresentaram algoritmos exatos de tempo O{r?). Para uma origem
fixa, o algoritmo obtém um mapa de caminhos minimos tal que o comprimento de um
caminho minimo para um ponto consulta pode ser encontrado em tempo O(logn) e a
enumeragao deste caminho pode ser feita em tempo proporcional ao numero de arestas

que o caminho intercepta.

2.3.5 Problema da Regiao Valorada

O problema da regido valorada (PRV) consiste em encontrar um caminho em wma subdi-
visdo planar que minimiza o custo total segundo uma méirica euclideana valorada (veja
Fig. 2.15). A distancia valorada entre dois pontos s e ¢ na regido f é o produto py|st|,
onde gy € [0,00] é um custo associado & regido f que representa o custo unitdrio de se
percorrer aquela regido e |st| é a distancia euclideana entre s e t.

Figura 2.15: O problema da regido valorada.

O problema da regido valorada generaliza o problema de caminhos minimos evitando
obstaculos no plano. Neste caso, os custos associados ao espaco livre e aos obsticulos sdo
1 e 400, respectivamente.

Mitchell ¢ Papadimitriou [97] usaram um algoritmo baseado na metodologia Dijkstra.
continuo para encontrar um caminho (1 + €)-6timo. A complexidade de tempo do algo-
ritmo é O(n®L), onde L =log (%) é a complexidade bindria da instincia do problema,
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n é o mimero de vértices da subdivisio, N é a maior coordenada inteira de qualquer
vértice, e W é o maior custo associado a qualquer face.

Um caso especial do problema da regido valorada aparece quando os custos das regides
sd0 0, 1 ou +00. Regibes de custo infinito sio obsticulos, de custo unitirio sio espagos
livres e de custo nulo sdo regides onde se mover nio custa nada. Uma aplicagio deste caso
estd no problema do esconderijo mdrimo (PEM) onde em um espago com obsticulos e
regides visiveis ou escondidas a um conjunto de inimigos, procuramos um caminho entre
dois pontos evitando obstdculos que minimiza o comprimento em regides expostas a um
observador inimigo. Gewali et al. [50] e Mitchell [91] resolveram este problema em tempo
O(n?) usando um grafo de visibilidade estendido.

Um caminho que evita obsticulos considerando regides com custo nulo deve ser lo-
calmente tangente aos obsticulos formando dngulos convexos. Além disso, um caminho
entra em uma regido de custo nulo em um vértice (com adngulo maior que 7 entre as
arestas incidentes ao vértice) ou como um segmento normal ao interior de uma aresta
(veja Fig. 2.16).

Figura 2.16: O problema do esconderijo méximo.

Quando a subdivisdo valorada ¢ retilfnea ¢ o comprimento do caminho é medido se-
gundo a mérica retilinea valorada, hi algoritmos eficientes baseados em grafos que pre-
servam caminhos minimos [25].

2.3.6 Restrigoes de Altura

Algumas maneiras para definir o custo de um caminho segundo restricdes de altura sio
relativas a altura maxima do caminho, a diferenga de altura total e a inclinagio méxima do
caminho. Enumeramos alguns problemas envolvendo caminhos minimos que consideram
restrigdes de altura. Sejam s e ¢ pontos em uma superficie poliédrica:

1. Existe um caminho entre s e ¢t que esteja abaixo de uma altura z?

2. Existe um caminho entre s € ¢ que esteja em uma altura constante?
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3. Existe um caminho entre s e ¢ cuja altura seja monotonicamente decrescente?
4. Qual a diferenga de altura minima total de qualquer caminho entre s e ¢?

De Berg e van Kreveld [38] definiram o conceito de mapa de nivel de altura que possui
propriedades relacionadas a caminhos com restrigdes de altura. Assim, depois de construir
esta estrutura em tempo O(n log n), onde n é o nimero de vértices da superficie poliédrica,
os problemas de decisdo sio resolvidos em tempo de consulta O(log n). Van Kreveld [125]
estudou problemas de caminhos minimos abaixo de uma dada altura, evitando regides
com grande inclinagio e minimizando a diferenga total de altura.

Varios problemas de caminhos minimos induzidos pela métrica euclideana sdo reduszi-
dos ao problema que estudamos, denominado PGAD. Na figura 2.17, apresentamos uma
hierarquia para estes problemas considerando a redugio de um problema a outro mais
geral. Dessa forma, um arco conecta um problema a outro se o primeiro pode ser redu-
zido ao segundo. Assim, podemos observar no diagrama abaixo que o PGAD resolve os
demais problemas.

POSMRE->» POSGRP \ PEM = PRV

PIPS /

POECD == POPD PGAD

/ PGD
PSPC

Figura 2.17: Hierarquia de problemas de caminhos minimos bidimensionais.

O problema PGAD generaliza o problema da geodésica discreta quando existe apenas
uma. forga constante em toda a superficie poliédrica atuando sobre o corpo. Neste caso,
o trabalho total realizado para se mover um corpo consideraria apenas a forca peso. Se
a superficie poliédrica representa um plano, a unica for¢a que atua no corpo corresponde
a uma forca de atrito constante em cada face ou aresta, portanto o problema da regiao
valorada é um caso especial do problema PGAD.

2.4 Abordagens Utilizadas

O planejamento de caminho minimo utiliza abordagens heuristicas, aproximativas e exa-
tas. Uma heuristica encontra uma solugio muito boa, mas ndo garante a otimalidade
global. Algoritmos aprozimativos computam caminhos cujo comprimento pode ser um fa-
tor constante maior que o comprimento do caminho minimo. Um esquema aprozimativo
para um problema de otimizagdo é um algoritmo aproximativo que toma como entrada
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nao apenas uma instancia do problema, mas também um valor € > 0 tal que para qualquer
¢ fixo, 0 esquema € um algoritmo aproximativo com erro relativo £ [35].

2.4.1 Heuristicas

Geralmente, uma heuristica descarta partes do espaco onde nenhum caminho pode passar
e, entdo, um algoritmo de caminhos minimos exato pode ser usado no espaco resultante
[9]-

A heuristica seguinte resolve o problema da geodésica discreta quando a superficie é
representada por uma matriz de elevagdo. Se o espaco é representado por dados digitais,
a heuristica resolve o problema da regido valorada. '

Um caminho minimo pode ser encontrado por um algoritmo de caminhos minimos
[42] sobre um grefo grade [70] onde as arestas ligam vértices de quadrados adjacentes
(veja Fig. 2.18). O custo atribuido a cada aresta considera a média de custo dos dois
quadrados vezes a distancia euclideana entre os vértices correspondentes. O algoritmo
despende tempo O(n log ), onde n é o nimero de quadrados na grade. Keirsey e Mitchell
[71] discutem as desvantagens da digitalizagio e os possiveis tratamentos para isto. Quek
et al. [111] apresentaram uma técnica que usa grafos grade de vérias resolugdes em um
algoritmo hierarquico.

-y

Figura 2.18: Um grafo grade.

Outra heuristica para o problema da geodésica discreta encontra um caminho entre os
pontos de origem e destino através da intersecdo da superficie com um plano vertical que
contem estes pontos. A heuristica melhora o caminho iterativamente aplicando o critério
de otimalidade local que consiste em desdobrar o caminho em um segmento de reta. O
critério de otimalidade local consiste na regra obedecida pelo caminho geodésico ao passar
por uma aresta.

Para o problema da regido valorada, a seguinte heuristica usa um grafo regido (veja
Fig. 2.19). Suponha que as regides de uma subdivisdo planar s2o convexas. Os nés do grafo
regido correspondem as regides e uma aresta liga dois nés se as regides correspondentes
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sdo adjacentes. O custo de cada aresta ¢ atribuido segundo a distancia valorada entre o
centro das duas regides. Um caminho minimo é obtido neste grafo, resultando em uma
seqiténcia de regides interceptadas pelo caminho. Realizamos um pés-processamento,
buscando tornar o caminho localmente 8timo na fronteira destas regides.

Figura 2.19: Grafo regido de uma subdivisdo planar.

Um método para computar um caminho em uma superficie poliédrica que evite regides
com grande inclinagdo consiste em ordenar o conjunto de todas as faces e arestas da su-
perficie por inclinagdo. Inclua cada face ou aresta segundo esta ordem até que um caminko
seja possivel entre a origem e o destino sobre o subconjunto de faces incluidas. Verificar
se um caminho existe pode ser feito em tempo linear utilizando busca em profundidade.
Portanto, esta heuristica despende tempo O(n?) [125]. Utilizando uma busca binéria para
a menor inclinagdo de uma face tal que o caminho exista sobre as faces com no maximo
esta inclinagdo, a cota de tempo pode ser melhorada para O(nlogn).

2.4.2 Algoritmos Aproximativos

A simplicidade e eficiéncia sio as principais virtudes de algoritmos aproximativos. Ge-
ralmente, os algoritmos aproximativos transformam o espago em grafos e computam uma
aproximagao do caminho minimo no grafo ou utilizam projegdes planares para representar
o espago, reduzindo o problema a algum outro problema de caminhos minimos resolvido
de forma exata.

Caminhos com diferenca total de altura e comprimento euclideano minimos entre
pontos s e t sao computados utilizando um grafo G obtido de uma superficie poliédrica S
estendida [125]. A superficie estendida inclui o conjunto de curvas de nivel contendo todo
vértice v da superficie, de forma que as novas arestas sio horizontais e os novos vértices
sdo pontos onde as novas arestas cruzam arestas de S. Além disso, adicionamos s e ¢
como veértices para a superficie com curvas de nivel.

O grafo G tem um né para cada vértice na superficie estendida e um arco entre dois
nds se os vértices correspondentes estdo conectados por uma aresta. O ndmero de arestas
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e vértices é limitado por O(n?) e o grafo & pode ser construido em tempo linear no seu
tamanho.

O custo de um arco é o comprimento euclideano mais a diferenca de altura multiplicada
por uma constante grande o bastante para garantir que o caminho minimo no grafo tem
diferenga de altura total mfnima. O valor desta constante é o perimetro da projecdo
da superficie dividide pela menor diferenga nio-negativa de altura entre quaisquer dois
vértices da superficie. Isto garante que cada subcaminho nio-horizontal é mais custoso
do que todos os subcaminhos horizontais em um caminho.

O caminho de custo minimo encontrado no grafo valorado G usando qualquer algoritmo
de caminhos minimos tem diferenga total de altura minima e consiste em uma aproximagcao
do caminho minimo euclideano. O algoritmo despende tempo O(n?log n) e ocupa espago
O(n?).

Hershberger e Suri [62] propuseram um algoritmo linear para computar um caminho 2-
otimo entre dois pontos s e ¢ na superficie de um poliedro convexo. O algoritmo encontra o
menor caminho sobre a cunha bi-planar W(H,, H;), onde H, e f; sio os planos definidos
pelas faces que contém s e t; ou sobre as cunhas tri-planares W(H,, H;, H,), onde H;
sao planos de horizonte. Os planos de horizonte sio planos verticais passando pelas
arestas que formam a fronteira entre as faces positivas e negativas. As faces positivas
(negativas) possuem produtos vetoriais positivos (negativos) entre a normal e o vetor
unitario correspondendo ao eixo z positivo. Um caminho sobre a superficie de um poliedro
convexo € obtido quando projetamos um caminho de uma cunha sobre este poliedro.

Caminhos minimos quando projetados em um plano satisfazendo outra propriedade
sao denominados uma zy-aprozimagdo para caminhos sobre uma superficie poliédrica que
satisfazem esta propriedade. Uma zy-aproximacio de um caminho minimo entre dois
pontos abaixo da altura z é encontrada em tempo O(nlogn) [125]. Para isso, projetamos
a fronteira das regides acima de z sobre o plano, obtendo um conjunto de obstdculos, e
computamos um caminho minimo planar que evita estes obstdculos (veja Fig. 2.20).

Figura 2.20: Regides acima de z.

Uma zy-aproximacéo do caminho minimo que evita faces com grande inclinagéo é
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obtida reduzindo este problema a um problema planar. As faces que possuem inclinagio
maior que a permitida sio projetadas sobre o plano, onde se tornam obsticulos. No-
vamente, computamos um caminho minimo que evita obstdculos. Este caminho, proje-
tado sobre a superficie, evita regides de grande inclinacio e tem comprimento minimo na
projecao planar.

2.4.3 Esquemas Aproximativos

Alguns problemas tém duas fontes de dificuldade distintas [97, 120]: a componente combi-
natéria, que precisa computar a seqiiéncia de arestas interceptando um caminho minimo, €
a componente algébrica, que precisa computar os pontos de cruzamento dada a seqliéncia
de arestas interceptando um caminho minimo. A dificuldade destes subproblemas leva a
considerar esquemas aproximativos.

Bajaj [8] mostrou a dificuldade do subproblema algébrico para o problema de caminhos
minimos tridimensional provando que, no pior caso, os pontos de intersecio entre um
caminho minimo e as arestas dos poliedros sdo definidos por polindmios irredutiveis de
alto grau. Canny e Reif {17] provaram que o subproblema combinatério é N P-Dificil.

O primeiro resultado na diregio de esquemas aproximativos se deve a Papadimitriou
[105] que apresentou um algoritmo que despende tempo O(n“@jﬂ%m) para computar
um caminhe de comprimento (1 + £)-6timo para o problema tridimensional, onde L é o
mimero de bits de precisdo no modelo computacional e n é o niimero total de vértices dos
poliedros. Choi et al. [29] ajustaram a anilise do algoritmo de Papadimitriou, removendo
varias lacunas e inconsisténcias no processo. Clarkson [30] apresentou um algoritmo que
computa um caminho (1 + €)-étimo em tempo O(ﬁ%ﬂ)

Hershberger e Suri [62] projetaram um algoritmo que despende tempo O(n log n) para
aproximar as distancias geodésicas entre um ponto origern fixo s € todos os vértices de um
poliedro convexo. O algoritmo determina os hemisférios meridional S{w) e setentrional
N{w) do poliedro convexo segundo um angulo w < x. QO hemisfério meridional (setentri-
onal) € o conjunto de faces que formam um dngulo diedral menor ou igual (maior) que
w com o plano H; definido pela face que contem s. A cadeia poligonal na fronteira entre
N(w) e S{w) é subdividida de forma que os dngulos 9; = Zv;sv;y; obedegam a condicio
v/ %f—g-g%ﬁf < 1+¢, onde v; € v;41 sao vértices consecutivos da cadeia. O algoritmo computa
caminhos 2.38(1 + ¢)-dtimos de s a todos os vértices dessa cadeia através do desdobra-
mento de cunhas bi-planares e do diagrama de Voronoi aditivo desses vértices projetados
sobre o plano horizontal.
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2.4.4 Metodologias

Apresentamos duas metodologias para resolugdo de problemas de caminhos minimos: a
4rvore seqiiéncia [26] e o método Dijkstra continuo [95] inspirado no algoritmo de Dijkstra
[42] para caminhos minimos em grafos.

Arvore Seqiéncia

Chen e Han [26} introduziram uma estrutura chamada drvore seqiiéncia que é construida
segundo a projegdo do ponto origem sobre as arestas de uma superficie poliédrica, utili-
zando sua imagem desdobrada. Esta projecdo é um segmento fechado tal que o caminho
minimo a qualquer pento neste sesgmento pode ser desdobrado em um segmento de reta. A
imagem desdobrada do ponto origem consiste na sua imagem no sistema de coordenadas
planar de uma face depois do desdobramento por rotagédo de uma seqiéncia de faces, de
forma que todas estejam desdobradas em um plano comum.

Um né da drvore seqiiéncia (excluindo a raiz) é uma tripla formada por uma aresta
do poliedro, pela imagem desdobrada do ponto origem relativa a aresta e pela projegao
do ponto origem na aresta {veja Fig. 2.21). Dessa forma, cada noé representa uma aresta
do poliedro e, quando a arvore € construida, define uma seqiiéncia de arestas que consiste
naquelas que sao representadas pelos nds no caminho da raiz a este né. Isto garante um
caminho geodésico de um ponto contido na sombra deste né ao ponto origem através desta
seqliéncia.

Figura 2.21: A imagem do ponto origem s, sua projegao I e sombra.

O algoritmo constréi uma subdivisdo da superficie poliédrica tal que qualquer ponto
na mesma regido tem a mesma seqiiéncia de arestas no caminho minimo. Além disso, este
esquema planar (inward layout) proporciona a computacio da subdivisdo da superficie
uma vez para todas as faces ao invés de uma vez para cada face. Esta técnica despende
tempo O(n?) e espago O(n) {26].
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Dijkstra Continuo

A metodologia Dijkstra continuo simula o efeito de propagar uma frente de onda a partir
de um ponto origem s a todos os pontos do espago livre. A frente de onda a uma distancia
& de s é o conjunto dos pontos do espago livre que estio 3 distancia geodésica 6 de 5. A
esséncia desta técnica é usada em [100, 120], mas Mitchell et al. [95] foram os primeiros
a formalizar e generalizar a técnica [93, 96, 97].

O método trata certas entidades (vértices, arestas ou faces) como nds em um grafo
e a entidade com a menor distincia do ponto origem é sempre extraida para expanséo.
Neste caso, as arestas do poliedro representam os nés de um grafo. Assim, um sinal ¢
propagado da origem s para todos os pontos do espago livre. A estrutura da frente de
onda muda devido a certos eventos discretos que ocorrem quando o sinal alcanga vértices e
arestas pela primeira vez. Neste momento, processamos o evento atualizando a estrutura
combinatéria da frente de onda. Um vértice v propaga o sinal adiante quando o recebe
pela primeira vez. O ponto v é considerado como permanentemente rotulado com d(v).
O rétulo d(v) é o comprimento do caminho minimo de s a v. Continvamos propagando o
sinal até que todo espago o tenha recebido.

Metodologia Dijkstra-Continuo(s)
1. d(s):=0.
2. Permanente(s).
3. Eventos := Inicializa(s).

4. enquanto (Eventos # @) faga

{a} g := Desenfileira(Fventos).
{b) Permanente(g).

(c) Propagar(q).

Como néo existe distdncia vnica do ponto origem a uma aresta, mantemos uma des-
cricdo discreta da fungéo distancia que consiste nos intervalos de otimalidade (subsegmen-
tos) de cada aresta. Estes intervalos formam uma cobertura que subdivide a aresta em
regides para as quais o caminho minimo tem a mesma estrutura discreta, ou seja, passa
pela mesma sequéncia de vértices e arestas. Dessa forma, a seqiiéncia define univoca-
mente o caminho minimo da origem ao ponto do intervalo, possibilitando a computagio
da distancia entre estes pontos.



Capitulo 3

Caracterizacao de Caminhos
Minimos

Geralmente, um algoritmo resolve um problema de caminhos minimos explorando certos
fatos sobre o comportamento local dos caminhos minimos. Este comportamento local
esta relacionado ao processo de obter as caracteristicas de caminhos minimos, denominado
caracterizacio de caminhos minimos, onde se determina um critério de otimalidade local.

A secdo 3.1 especifica o problema de caminhos minimos que resolvemos e define a
funcio distincia FGAD considerada neste problema. Na secdo 3.2, apresentamos a ca-
racterizagao de caminhos geodésicos e minimos em uma superficie poliédrica segundo a
funcdo distincia FGAD. Mostramos que caminhos geodésicos sdo lineares por partes. De-
finimos o critério de otimalidade local que especifica como um caminho intercepta uma
aresta da superficie poliédrica. A secido 3.3 introduz o conceito de caminho localmente
f-livre e algumas propriedades relativas a sua interse¢do. A se¢do 3.4 define intervalos de
otimalidade e mostra que sao conjuntos conexos que formam uma cobertura mutuamente
disjunta de uma aresta.

3.1 Definicao do Problema

Seja S uma superficie poliédrica, possivelmente nio convexa, definida por um conjunto
de faces, arestas e vértices. A complexidade dos algoritmos que resolvem problemas em S
é analisada segundo o niimero de faces, arestas ou vértices do poliedro. Assumimos que
todas as faces sio triingulos, pois poligonos simples podem ser triangulados em tempo
linear no nimero de vértices [22].

Consideramos uma superficie poliédrica limitada, ou seja, com um ndmero finito de
faces limitadas. A superficie S é armazenada em uma estrutura de dados {quad-edge [57])
que permite obter as arestas incidentes a um vértice e as faces incidentes a uma aresta

32
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em tempo constante.

Abordaremos o caso de movimentar um corpo pontual através do caminho de trabalho
minimo. Consideramos a quantidade total de trabalho que deve ser realizado para se
mover o corpo através do caminho, assumindo que existe coeficiente de airito e inclinagao
constantes numa mesma face. A fungdo distdncia que considera dire¢do de movimento
provém da Mecinica Newtoniana. Esta fungio significa o trabalho despendido por uma
forca externa F para realizar o movimento entre pontos em uma mesma face, de forma que
a aceleragio resultante do corpo durante o movimento seja nula (velocidade constante).
Esta for¢a externa esta contida no plano da face pois deve anular a resultante das forgas
consideradas que estd contida neste plano. Assumimos uma velocidade inicial positiva
e ignoramos a forga de atrito estatico. Além disso, ndo consideramos a componente da
forca externa aplicada ao corpo na mesma diregdo do movimento, mas o médulo desta
forga na sua diregio que pode ser diferente da dire¢do de movimento.

As forcas que atuam no corpo, além da for¢a externa F, sdo o peso P (|P] = m.g), a
normal N (|N]| = |P|cos ay) e o atrito A (|A] = ps|N]) (veja Fig. 3.1), onde m € a massa
do corpo, ¢ é a aceleragiao da gravidade, ay é o Angulo agudo de inclinagio da face f com
o plano horizontal e us é o coeficiente de atrito cinético da face f. Assumimos que uj é
finito e positivo. Dessa forma, ndo consideramos obstaculos ou regides onde se mover nao
custa nada.

Figura 3.1: Diagrama do corpo livre.

A soma vetorial das forgas peso e normal (P @ N) resulta em uma forca Bpy contida
na face e com a diregdo do gradiente, ou seja, perpendicular a interse¢io entre a face
e o plano horizontal (veja Fig. 3.2). Além disso, as forgas peso-normal Rpy e atrito A
implicam em uma forca resultante Rpy4 = Rpy @ A de acordo com um éngulo § (veja
Fig. 3.2). Dessa forma, como a resultante de todas as forgas € nula, concluimos que F'
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tem a mesma diregio e médulo de Rpy 4, mas com sentido oposto. Portanto, os médulos
das forcas Rpy, Rpya € F' sdo:

|Rpn| = |P|sena; =mgsenay,
|Rewal = /|Renl? +2|Bp|Al cos  + AP,
|F| = mg\/senzaf-|-2,ufsena;cosa;cosﬁ+,uf:cochxf.

Figura 3.2: Resultante das for¢as que atuam no corpo.

Definimos a nogio de comprimento de acordo com a funcao distincia geodésica atritada
direcional (FGAD). A cada face f, associamos um coeficiente de atrito cinético uy > 0
que especifica a resisténcia ao movimento no interior da face f. Da mesma forma, a cada
aresta e, associamos um coeficiente de atrito cinético . > 0. O comprimento FGAD de
um segmento de reta indo de um ponto s a um ponto ¢ na aresta ¢ é o médulo da forga
externa F' com f € {0,n} vezes a distancia euclideana entre s e &

mg|pe cos . + sen e, cos f||st,

onde ¢, é o angulo de inclinagéo de e com sua projegdo ortogonal no plano horizontal. O
comprimento FGAD de um segmento de reta indo de um ponto s a um ponto Z no interior
da face f é o médulo da forga F' vezes a distancia euclideana entre s e #:

mg\/senzaf + 25 sen oy cos ay cos B + p5 cos? aylst],

onde /3 é o dngulo entre a forca de atrito e a componente do peso projetada no plano da
face.

Procuramos encontrar um caminho minimo, ou seja, um caminho de comprimento
minimo segundo a fungdo FGAD de um ponto origem s a um ponto destino ¢ que esteja
completamente na superficie 5 (veja Fig. 3.3). Assumimos que s e ¢ sdo vértices da
superficie §. Na realidade, o problema que resolvemos consiste em encontrar um caminho
e-6timo de uma origem a qualquer ponto na superficie.

Formalmente, o problema de caminhos minimos que resolvemos ¢é especificado da se-
guinte forma:
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Figura 3.3: Superficie poliédrica com coeficientes de atrito cinético atribuidos a cada face.

PROBLEMA DA GEODESICA ATRITADA DIRECIONAL (PGAD)

INSTANCIA. Um ponto origem s em uma superficie poliédrica triangulada S; uma atri-
buigédo de coeficientes de atrito cinético a arestas e faces; e uma tolerdncia de erro ¢ > 0.

QUESTA0. Construir uma estrutura que permita computar um caminho e-6timo (se-
gundo a fungdo distincia geodésica atritada direcional (FGAD)) de s 2 qualquer ponto
consulta t, tal que o caminho esteja na superficie S.

3.2 Caminhos Geodésicos e Minimos

Assumindo que cada face tem coeficiente de atrito cinético e inclinacio constantes, o
seguinte lema conclui que caminhos geodésicos sdo sempre lineares por partes. Caminhos
lineares por partes sdo caminhos cuja intersegio com qualquer face é a unido de segmentos

de reta disjuntos.

Lema 3.1 Seja f uma face com py > 0. Sejam s e t pontos no interior de f. Um
subcaminko de s a t inteiramente contido no interior de f € geodésico se e somente se é

um segmento de reta.

Prova. A prova consiste em verificar que o arco de uma curva parametrizada re-
presentando um subcaminho de um ponto a outro no interior de uma mesma face serd
localmente 6timo se e somente se for um segmento de reta (veja Fig. 3.4).

Se o subcaminho de s a t é geodésico, entdo deve ser localmente 6timo segundo a
funcgao distancia FGAD.

Assumimos que o subcaminho de s a ¢ é o arco de uma curva parametrizada dife-
rencidvel ® : I — R?® de um intervalo aberto 7 C R em R® que representa o plano da
face f, onde ® é uma funcio que leva ¢ € I em um ponto ®(¢) = (z(i),y()) € R®. O
vetor tangente ®'(z) é o vetor (z'(i),y'(2)), onde #'(¢} indica a derivada primeira de 2(z)
em: € I.
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Figura 3.4: Subcaminho contido no interior de uma face.

O comprimento d;, ;, do arco da curva parametrizada @ segundo a func@o distancia
FGAD, de ®(ig) = s para ®(i;) = ¢, onde ip,2; € T é {43]:

"I . .
doi = [ IR 19G0) i

0

1l

[ \F,, V. @ F,, V,| |9'(3)| di
50

"RV ke [ F,V,|®6)d|.
i io Wy

As forcas F,.V, e F,, V, sio as componentes horizontal e vertical da forca externa
F;, onde V, e V, sdo os vetores unitdrios na direcdo dos eixos. Denotamos por |st| o
comprimento euclideano do segmento de reta sf. Dessa forma, temos o seguinte:

[ B @lai] = | [ (e Ve © 4,190
0 W0

-/ " (0 — 4] cos ) |8'(5)| di

= —|Al [’ cos B; |®'(1)| di
in
= —|A]cos B]st|,
[ (Ren, Vo ® A4, 7,) 19)] ds

= [ (= 1Bew] - 14] sen ) () i
= [~ 1Benl1@(0)| di = [ |A] sen i |#/()] di

— |RPN[£‘ 1@/(i)| di — | Al sen 8]st],

| Fuv,10G) di
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onde |®'(:)] = \/( z'(4))? + (3(¢))? denota o médulo do vetor ®'(%}, A é a forga de atrito e
Rpy € a resultante das forgas peso € normal.
O comprimento do segmento de reta st segundo a fungio distincia FGAD é:

d,¢ = |F||st]
= |FoV: @ F,V,||st]
= |FxVxISt|$Fy%|3t“=

onde
|FzVelstl]] = N(Rew, Vo © As Vi) lstl]
= —|A]cosf|st],
B,V lst]l = |(Rew, V © 4,V,) Ist]

= —|Rpn]|st] — |A| sen B |st|.

Dessa forma, devemos mostrar que d,; < d;,;,- Contudo, como

|Fz Va [st]| =

[ v o],

necessitamos apenas demonstrar que |F, V, |st{| <
|st| < f:o‘ |®'(2)] d¢, temos

f” F,V, |<I>’(z)|dz] Para isso, como

(= 1Rew1st) %l < (- |RPN|/ (i) ¥,

Portanto,

(~ 1RewlIstl = 4] sen 8lst]) Vy| < |(~ 1 Rewl [ 18/G)|di — 4] sen§st]) ¥

ou seja, o comprimento do segmento de reta st é menor ou igual ao comprimento do
arco de qualquer curva parametrizada segundo a funcio distancia FGAD. Dessa forma, o
subcaminho representado por este arco serd geodésico se e somente se for um segmento
de reta. Além disso, como o subcaminho geodésico é um segmento de reta, a suposic¢io
de que a curva @ é diferenciavel se torna desnecessaria. i

Corolirio 3.1 Caminhos geodésicos sobre superficies poliédricas segundo a funcdo dis-
tancia FGAD sdo lineares por partes.
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O lugar geométrico dos pontos ¢ de uma face f com distincia é constante de um ponto
origem s, segundo a fungao distincia FGAD, consiste na curva representada pela seguinte
equagio polar:

)
mg\/(,uf, cos? ay + 2py cos ap sen ag cos fB; + sen oy ’

[st[ =

onde B, é o dngulo formado entre o vetor da forca Rpy na direcdo do gradiente e o vetor
da forga de atrito A na diregio do segmento st. Esta curva assume a forma geométrica
de uma oval (veja Fig. 3.5). A curva é uma circunferéncia quando ay = 0, mas tem uma
forma degenerada quando mg\/(pf, cos? oy + 2uy cos ay sen oy cos By + sen 2oy = 0. Isto
ocorre apenas quando cos B = —1. Neste caso, temos (uf cos ay — senay)? = 0, ou seja,
p; = tan oy, Assumimos que gy # tan oy para garantir a convexidade estrita da fungio
distancia FGAD. Assim, evitando o caso degenerado, temos neste lugar geométrico uma
forte indicacio da convexidade da fun¢io FGAD. Contudo, a demonstragio algébrical
deste fato € necessdria para assegurar a existéncia de um critério de otimalidade local.

TN TN

Figura 3.5: Lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes da origem em uma face.

Chamamos de dngulo de incidéncia 8, o angulo agudo entre um segmento de um
caminho geodésico que cruza {entra) a fronteira da face f e um vetor perpendicular a
fronteira da face f (veja Fig. 3.6). O dngulo de refragdo & é o angulo agudo entre um
segmento de um caminho geodésico que cruza (sai) a fronteira da face f' e um vetor
perpendicular & fronteira de f'.

Um caminho geodésico deve cruzar o interior de uma aresta ¢ de acordo com um
critério de otimalidade local para o problema da geodésica atritada direcional.

Lema 3.2 Sejam f e f' duas faces que compartilham uma aresta e. Sejam s um ponto
no interior de f e t um ponto no interior de f'. Seje p um caminko geodésico entre s

1Esta demonstracio estd apresentada no apéndice B.
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S il

Figura 3.6: Angulos de incidéncia e refracio.

e t que cruza o interior de e em um unico ponto z*, enido x* pode ser univocamentie

determinado.

Prova. A prova consiste na solugdo de um problema de minimiza¢do do comprimento
de um caminho de um ponto s(0, —yo, 20) na face f a um ponto t{zy,¥;, z1) na face f’
passando por um Unico ponto z* da aresta e = f N f' segundo a fungdo distancia FGAD
(veja Fig. 3.7). As faces f e f sdo determinadas pelos pontos s, ¢ e pela aresta e cujos
pontos tém ordenada nula e altura igual a (az-+5), onde @, bsdo constantes € z é a abscissa

do ponto em e.

b ¢ (x1, y1, 21)

z=ax+b

4
N
#
+
N
S
4
v
+
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Figura 3.7: Critério de otimalidade local.
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Dessa forma, devemos encontrar o ponto de minimo z* da seguinte fun¢io® com uma

variavel z real:

\/,u} cos? ary + 2u cos oy sen erg cos By, + sen ey [sz| 4+

-+ \/,uf,—, cos? g + 24 g0 cO8 g sen oy cos Py + sen 2y |27,

onde iy, up sdo os coeficientes de atrito; oy, ap sio os angulos de inclinagdo das faces
com o plano horizontal; e 8y, By sdo os dngulos entre a forga de atrito A na diregio do
movimento € a for¢a resultante Rpy na diregdo do gradiente para as respectivas faces.
Observe que os dngulos® fy, e By variam de acordo com z.

A convexidade da fun¢io distancia FGAD entre pontos em uma mesma face garante a
existéncia de um ponto tinico z, (z¢) em e cuja distincia de s (para ¢) € minima. Portanto,
o ponto z* deve estar no intervalo [z,, z:| (veja Fig. 3.8).

R |---x
o

Figura 3.8: O ponto z* deve estar no intervalo [z, ).

A determinacao do ponto de minimo z; se faz através da derivada primeira da fungéo
distancia FGAD de s a z*. De forma andloga, encontramos o ponto z;. No apéndice C,
obtemos a seguinte expressio que determina z, em funcio do angulo de incidéncia 6, na
aresta e, onde ¢y, ..., Cs 520 constantes:

Cso T €5y sS€L B, + ¢4, sEn 20, 4 ¢4, s€n 8, + 5, sen 8, = 0.

O ponto z* é univocamente determinado pela derivada primeira da fungao que repre-
senta a distancia FGAD de s a z* adicionada 2 distincia FGAD de ™ a t (veja Exp. C.1):

es(cos f,.) Ioa7] + (2es cos By + ce) (o)
\/2cs cos B, + cs
+c7(cos ﬁf;_)' |2*¢| + (27 cos B, + es) (|z*¢])’
\/207 cos By, + cg

?Podemos verificar a convexidade estrita desta func¢do no apéndice B,
3Detalhes sobre os angulos Fy, € By, sdo encontrados no apéndice A.

=0,




3.2. Caminhos Geodésicos e Minimos : 41

onde ¢ = ppcosapsenay, ¢g = p%coszaf + sen?ay, ¢f = ppcosapsency e g =
p} cos? g + sen o,

Simplificamos a equacdo acima, buscando uma expressio equivalente em fungio dos
angulos de incidéncia @ e refragio 8 (veja Exp. C.2):

sen8(cs cos By, +¢s) Lo senb(ecrcosBp, + ¢s) + Cio _
\/2(25 cos B¢ + ¢s \/2(:7 cos By, + s

0, (3.1)

onde ¢ = m, ¢’ é o ponto de interse¢do entre a reta passando por s na mesma
direcio do vetor da forca Rpy e a aresta e, cjp é uma constante analoga a cy relativa a
face f'. Observe que cosBy,. = L costpcos§ + sentpsend e cos By, = tcosyp'cosd =
sen 1y’ sen §’, sendo v e ¥’ constantes. Portanto, a expressdo algébrica acima determina
univocamente z*. O

O dngulo critico O, para e consiste no angulo de incidéncia quando o &ngulo de

refragdo ¢ = Z. Neste caso, o critério de otimalidade local (veja Eq. 3.1) assume a

seguinte formas:

sen 05 p1(cs(= costp cos by, pr &+ senpsenty p) + cs) + co N tersend’ +es+cpo
\/265(:|: cos i cos O 4 + senpsen by p) + co V2crseny’ + cs

Entdo, analogamente a 8, e 8;, o angulo critico 85 ¢ é dado pela expressao
€119 T Co.pry SE0 01, pr + g pr, 800 20 g1+ 5 g1, sen®0p, g1 + cppr, sen 0y 0 = 0,

onde cy, g, sdo constantes para i =0,...,4 (veja Eq. C.3).

Um caminho geodésico usa criticamente parte de uma aresta e quando encontra a
aresta e no angulo critico ;. em um ponto ¢ interior a e, percorre a aresta e por alguma
distancia e deixa a aresta e para o interior de f' no angulo critico 8, s em um ponto r
interior a e (veja Fig. 3.9(a)).

Um caminho geodésico é criticamente refletido por e da face f quando ¢ incidente na
aresta e no angulo critico #;, em um ponto ¢ interior a e, percorre a aresta e por alguma
distancia e sai da aresta e de volta & face f em um ponto r interior a ¢, deixando a aresta
no angulo 8, ; (veja Fig. 3.9(b)).

Resumindo o comportamento das geodésicas com respeito a dngulos criticos , obtemos
o seguinte corolario:

Coroldrio 3.2 [97] Se um caminho geodésico p passa pelo interior da aresta €, entdo o
dngulo de incidéncia é menor (em valor absoluto) que o dngulo critico 0. Se p percorre
alguma parte G do interior de e, entdo o dngulo de incidéncia no ponto q € igual ao
dngulo critico 85,41, ¢ o dngulo de refragdo em v deve também ser igual a 6 ;.
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(a) Usa criticamente uma aresta. (b) Refletido por uma aresia.

Figura 3.9: Caminhos geodésicos sobre uma aresta.

Generalizamos o Lema 3.2 para considerar angulos criticos, ou seja, caminhos que
podem usar criticamente parte de uma aresta ou que podem ser criticamente refletidos.
Neste caso, temos um problema de minimizagdo em duas varidveis.

Lema 3.3 Um caminho geodésico cruza a aresta e = f N f' de uma de duas maneiras:
intercepta a aresta e em um tnico ponto de cruzamento e obedece ao critério de otima-
lidade local naquele ponto, ou encontra a aresta e em um éngulo critico 8;., percorre a
aresta por alguma distancia e sai da aresta para a outra face (para @ mesma face) em um
dngulo critico 0.4 (0.4).

Prova. A prova segue da solu¢do de um problema de programagao convexa (nio-

/

linear) [85] em duas varidveis reais = e z’, onde z e 2’ sio as abscissas dos pontos ¢ e r,

respectivamente (veja Fig. 3.9). Desejamos minimizar a fungdo

d(z,z") = \/,u} cos? as + 2us cos af sen ay cos By, + senlay |sz¥| +

+ (pecosa. — sena,) [z +

+ \/‘ufp, cos? apr + 24y cos g sen age cos B + sen 2oy |z
sujeita a
g(z, 2"y =2z -2’ <0.
As condigdes de Karush-Kuhn-Tucker [76] implicam as trés relagGes:
Vd(z,z") + IVg(z,2") = 0,
lg(z,2") = 0,
I > 0,

onde Vd(z,z') e Vg(z, ') sdo vetores gradiente e [ é o multiplicador de Lagrange. Dessa

forma, se I = 0 temos Vd(z,z') = (@(af;ﬂ, %‘1’%’1) = {}, ou melhor,

¢s(cos B;,) |sz|

+ oot 205 cos B, (Jsal) + VI @(pecoso ~ senc) =0e
\/cs + 2¢5 cos By,




3.2. Caminhos Geodésicos e Minimos 43

cr(cos By, ) |'t]
\/cs -+ 2¢y cos ﬁfr,

+ \/cs + 2¢7 cos Bf;, (|$'t|)' — V1 +a?(g.cosa, — sena.) =0

Simplificando em fungio dos angulos criticos 8, € 8, s, temos

senfg(cs + cscos By, ) + cs

+{gecosa, — sence) = Oe
\/cs + 2¢5 cos By, (w )
send, ;+(cs -+ crcos By ) + cro
z —{pecosa, — sena,) = 0.
\/Cg + 2¢7 cos ﬁf;,

Por outro lado, o multiplicador de Lagrange é diferente de zero se e somente se
g(z,2") = 0, ou seja, z = z'. Neste caso, o caminho cruza a aresta no unico ponto

de cruzamento e obedece ao seguinte critério de otimalidade local:

(cs+ecscosfy)send 4+ co (o5 +crcos By Jsend’ +cpo ~0
\/cs + 2¢5 cos By, \/Cg + 2¢7 cos ﬁf;’

Portanto, dependendo do multiplicador de Lagrange, um caminho geodésico intercepta
a aresta em um unico ponto ({ # 0), ou percorre a aresta e sai em um angulo critico 8, 4
(I = 0) segundo o critério de otimalidade local. Uma demonstragao semelhante existe
para caminhos criticamente refletidos. a

A intersegdo de um caminho geodésico p com uma aresta e sera um conjunto, possivel-
mente vazio, de pontos e segmentos. Estes pontos sdo chamados pontos de cruzamenio da
aresta e para o caminho p e os segmentos, segmentos compartilhados por e e p. Portanto,
podemos caracterizar o comportamento de caminho geodésico nas arestas.

Teorema 3.1 [97] Seja p um caminho geodésico através de uma superficie poliddrica
triangulada atritada finita 5.

1. Se p passa pelo interior da aresta e de 5 em um ponto de cruzamento ¢, entdo p
obedece ao critério de otimalidade local em q.

2. Suponha que gr € um segmento compartilhado por p e pela aresta e. Se g ndo €
um vértice, entdo o dngulo de incidéncia em q € critico. Se p encontra g a partir
de f, entdo o dngulo de incidéncia é 05, ou 8;,5. Da mesma forma, se r ndo € um
vértice, entdo o dngulo de refragdo em 1 € eritico.

Prova. Imediato dos Lemas 3.2 ¢ 3.3. g

A convexidade da fun¢do distancia FGAD especifica univocamente um caminho geo-
désico que intercepta uma seqiéncia de arestas:
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Lema 3.4 Se p ¢ um caminko geodésico de um ponlo s a um ponto t que intercepta
a seqiéncia de arestas E = (e1,....ex) com e # ey (tal que ndo exista segmentos
compartilhados), entdo p € o wnico caminho geodésico ligando s a t.

Prova. A demonstracio consiste em mostrar que a fungio do comprimento FGAD do
caminho que vai do ponto s a um ponto ¢ que intercepta a seqiiéncia de arestas £ é uma
funcéo estritamente convexa dos pontos de cruzamento em cada aresta (veja Fig. 3.10).

Figura 3.10: Um caminho geodésico que infercepta a seqiiéncia de arestas E.

A fungdo FGAD do comprimento do caminho que vai do ponto s a um ponto ¢ que
intercepta a seqiiéncia de arestas F é dada por d(q1,...,qx) =

\/,u% cos? cy + 2411 cos oy sen oy cos By + sen 2oy |sqq]
k-1
+ 30 /B3y c08? @iy + 2pti41 €08 rigy sen cripn 008 Bres + sen 2011 {g:git1 ]

=1

+ \/,Laz_,_l €08? Q1 + 2pi 11 €OS Cippy Se g1y €08 Bryg + sen 2y lqxt],

onde ¢; € 0 ponto de cruzamento na aresta e;. Desejamos mostrar que d(g1,...,q;) é uma
fungdo estritamente convexa dos pontos de cruzamento em cada aresta. Pelo apéndice B,
temos que as seguintes fungdes so estritamente convexas:

2 2
‘\/#1 cos? o + 2441 cos oy sen o €OS Big, + senley [sqr| e

2
\/p:kﬂ €08? Quy1 + 24541 COS Qe ry S€D Cp 1y COS Brrrg, + sen2apqy lgrt].

A fungio \/ i1 €08% @iy + 2441 €OS iy S€D @yyq COS Birg,, + sen0up1 |gigisa| 6
estritamente convexa em duas varidveis escalares que determinam os pontos ¢; e gi4;. Isto
segue da convexidade estrita desta fungdio quando um dos pontos ¢; ou g;4y € fixo., Assim,
a interse¢do de um plano ortogonal ao plano horizontal e paralelo ao eixo das abscissas ou
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ordenadas com esta fungé".d implica em uma curva estritamente convexa. Generalizando a
diregdo do plano ortogonal, temos que a fungio em duas varidveis é estritamente convexa.
Pelo Teorema B.1, como a funcio d{q, ..., ¢x) é um somatdrio de fun¢des estritamente
convexas, entdo d(qi,...,gx) € estritamente convexa. Portanto, a funcio dgr, .., qk)
Possui um unico minimo global, e qualquer minimo local deve ser global. Visto que p é
um minimo local, ¢ também o inico minimo global interceptando a seqiiéncia de arestas
E. m

Um ponto critico de entrada de um caminho geodésico p na face f consiste em um
ponto ¢ (o mais préximo da origem s) interior a uma aresta ¢ = f N f’ extremo de um
segmento compartilhado quando p alcanga ¢ a partir de f. Da mesma forma, um ponto
critico de saida do caminho p para face f é um ponto r interior a (f N f’ ) (o mais distante
da origem s) extremo de um segmento compartilhado quando p vai de 7 para a face f.

Sejam v e v’ vértices consecutivos encontrados na lista de pontos descrevendo um
caminho geodésico p. A caracterizagio de caminhos geodésicos (Teorema 3.1) implica
que a estrutura do subcaminho de p entre v e v’ serd uma lista alternada de pontos de
cruzamento e segmentos compartilhados. Um caminho geodésico p pode ser univocamente
especificado por uma lista de vértices, arestas e faces cujos interiores contém uma porgao
de p. Arestas e faces podem ser repetidas nesta lista.

Finalmente, obtemos a seguinte caracterizagio de caminhos geodésicos e minimos em
superficies poliédricas:

Teorema 8.2 A forma geral de um caminho geodésico ou minimo € um caminho linear
por partes que vai alternadamente por uma seqiiéncia de vértices, segiéncias de arestas
(possivelmente vazias) e segmentos compartilhados, tal que o caminho obedece ao critério
de otimalidade local em cada aresta de qualquer sequiéncia de arestas e nas extremidades
de cada segmento compartilhado.

Prova. Segue dos Lemas 3.2 ¢ 3.3. O

3.3 Caminhos Localmente f-Livres

Seja f uma face de uma superficie poliédrica S e e uma de suas trés arestas. Um eaminho
localmente f-livre para ¢ € e é um caminho geodésico do ponto origem s que alcanga g
pelo exterior da face f. Formalmente, existe um 6§ > 0, tal que p nio passa pela intersecao
do interior de f com a bola de raio § centrada em ¢ e é localmente 6timo. Um caminho
minimo localmente f-livre para ¢, denotado por p;(¢), é um caminho localmente f-livre
para g que tem comprimento minimo dentre todos os caminhos localmente f-livres para

q.
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Um caminho minimo para um ponto ¢ no interior de ¢ = fN f' deve ser localmente f-
livre ou localmente f'-livre, pois o caminho é linear por partes. Assim, o caminho minimo
para g pode ser obtido pelo menor dentre um caminho minimo localmente f-livre ps(g) €
um caminho minimo localmente f'-livre py(q).

Algumas propriedades importantes de caminhos minimos localmente f-livres no pro-
blema PGAD referem-se & sua intersecio e cruzamento (veja Fig. 3.11).

Lema 3.5 [97] Caminhos minimos e caminkos minimos localmente f-livres sio simples.

Prova. Se um caminho nio é simples, entdo pode ser encurtado e permanece f-livre. O

Lema 3.6 [95] Se p(g:) e p{q) sio caminhos minimos de s aos pontos q; € ¢z, entdo
estes caminhos minimos podem se interceptar apenas em qualquer vértice v de uma su-
perficie poliédrica S, de forma que o subcaminho de p(q1) tem o mesmo comprimento que
o subcaminho de p(qz) de s a v.

Prova. Seja~ o ponto de intersegdo de p(q1) e p(gz). Os subcaminhos para -y devem ter
comprimento igual, pois a substitui¢do de um subcaminho de s a v pelo outro encurtaria
am dos dois caminhos. Além disso, se v for interior a uma face ou aresta, entdo cada
caminho poderia ser encurtado por um ponto interior 1, antes de v no subcaminho de
p(g1), a um ponto interior 7y, depois de y no subcaminho de p(gs). Portanto, os caminhos
poderiam ser localmente encurtados e néo seriam caminhos minimos. 0

pa)

Figura 3.11: Caminhos minimos que se interceptam podem ser encurtados.

Lema 3.7 [97] Sejam p(q1) e ps(qz) dois caminhos minimos localmente f-livres para
pontos ¢; € gz na aresta € = f N f. Considere os segmentos de cada caminho como
orientados na direcdo do caminho partindo da origem. Je um segmento de ps{qi) e um
segmento de ps(qy) sdo incidentes na mesma aresta €’ e ambos pertencem ¢ mesma face
fy, entdo aqueles segmentos ndo podem se cruzar.
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Prova. Se os segmentos se cruzam em algum ponto + interior a f,, entdo os dois
subcaminhos de s a 7 devem ter comprimentos iguais. Portanto, cada caminho poderia
ser encurtado por um ponto 71, interior a f., antes de v no subcaminho de ps(q1), 2 um
ponto 7,, interior a f. depois de 4 no subcaminho de p;(q:), e ser localmente ajustado,
tal que seria novamente geodésico e ainda seria localmente f-livre, pois os caminhos sio
incidentes na mesma aresta. Se os caminhos forem incidentes em arestas diferentes de f,,
entdo o caminho encurtado se tornaria ndo localmente f-livre uma vez que é perturbado na
otimalidade local. Um argumento similar se aplica ao caso no qual o ponto de cruzamento
~+ estd no interior de uma aresta. =

3.4 Intervalos de Otimalidade

Um intervalo de otimalidade para raiz r e seqiiéncia de arestas F relativo a um par aresta-
face (e, f) consiste no subintervalo de uma aresta ¢ = f N f' para o qual os caminhos
minimos localmente f-livres para a aresta tém a mesma estrutura discreta (a mesma
seqiiéncia de arestas E, depois de passar pela mesma raiz r). Note que r pode ser uma
extremidade de e ou um dos vértices de f’' quando E = 0.

Lema 3.8 [97] Sejam (e, f) um par aresta-face e py(q) um caminho minimo localmente
f-livre de s para q interior a e. Sejam r a raiz de pg(q) e E a iltima seqiéncia de arestas
de pi(q). O conjunto I de pontos em e para os quais eriste um caminho minimo localmente

_ f-livre com raiz r e iltima seqiéncia de arestas E € conero, ou seja, um segmento contido
ETM E.

Prova. Sejam a e b pontos de e tais que exista caminhos minimos localmente f-livres
ps(a) e ps(b) com raiz r e iltima seqliéncia de arestas E. Seja ps(q) qualquer caminho
minimo localmente f-livre para um ponto ¢ de e entre a e b. O primeiro segmento de reta
de p¢(q) a partir de g ndo pode nos levar & face f (pela definigio de caminho localmente
f-livre), entdo deve nos levar a face fi41 (veja Fig. 3.12). O segmento ndo pode cruzar os
caminhos ps(a) ou py(b) (Lema 3.7), entdo deve cruzar a aresta e, entre os pontos ax € by.
Continuando pelas arestas €y, ..., €;, 0 caminho p;(g) deve ficar entre os caminhos ps(a)
e ps(b) até que a raiz r seja alcancada. Assim, ps(q) deve passar pelo mesmo conjunto
de arestas que os caminhos ps(a) e ps(b) e ter raiz r. Portanto, existe um tnico caminho
minimo localmente f-livre ps(g) que também tem raiz r e tltima seqiiéncia de arestas E,
ou seja, q € 1. (]

Lema 3.9 [97] Intervalos de otimalidade relativos a um par aresta-face (e, f) formam
uma cobertura de e e possuem interiores mutuamente disjuntos.
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Figura 3.12: Intervalos de otimalidade sio conjuntos conexos.

Prova. Todo ponto ¢ € e deve estar em algum intervalo de otimalidade relativo a
(e, f). Se ps(g) é um caminho minimo localmente f-livre para um ponto ¢ € e que est4
nos intervalos de otimalidade para, (r, E) e (', E') relativo a (e, f), ento ¢ deve satisfazer
2 equagdo d(r) + d. g(q) = d(r') + d» :(q), onde existe apenas um ponto ¢ satisfazendo
esta equagio, ou seja, cujas distincias da origem passando por (r, E) e por (', E') séo
iguais. Se houvesse dois pontos, ¢ e ¢/, entdo terfamos um cruzamento dos caminhos
minimos localmente f-livres para q e ¢'. Assim, ndo pode haver intervalo contido em e
cujos pontos estio em dois ou mais intervalos de otimalidade. Portanto, os intervalos de
otimalidade devem ter interiores disjuntos. a

Seja r um vértice que é a raiz de uma seqliéncia de arestas £. Seja J um intervalo
de otimalidade com raiz r e Wltima seqiiéncia de arestas E. O tdnico ponto ¢ em I que
€ mais préximo a r pelos caminhos que vio de r a I por F é chamado pente fronteirg
do intervalo. O ponto fronteira existe e sua unicidade se deve 3 convexidade estrita da
fungéo FGAD, ao fecho e & limitacio de I.

A intersecdo do caminho f-livre para ¢ com a face f' consiste em um segmento de reta
c’c, onde o ponto ¢’ é denominado o ponto de acesso do intervalo I. Os segmentos de reta
e, para todo intervalo de otimalidade com respeito a (e, f), formam uma particio da
face f’ em regides denominadas canais de acesso. Um canal de acesso & determinado por
um par de intervalos de otimalidade adjacentes (veja Fig. 3.13).
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Figura 3.13: Partigao da face f em canais de acesso.
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Capitulo 4

O Algoritmo Dijkstra Continuo
Direcional

Aplicamos a metodologia Dijkstra continuo [93, 95, 97] para resolver o problema da
geodésica atritada direcional (PGAD). Esta metodologia, baseada no algoritmo de Dijks-
tra para caminhos minimos em grafos [42], simula ¢ movimento continuo de uma frente
de onda que se propaga, a partir de um ponto origem s, pela superficie § (veja Fig. 4.1).
A frente de onda a distancia d é o conjunto de pontos tal que o comprimento do caminho
minimo de s a estes pontos é d. A frente de onda alcancga vértices e arestas em pontos
denominados eventos e o algoritmo considera apenas as mudangas que ocorrem nestes
eventos. Apresentamos uma versio de um algoritmo Dijkstra continuo para o problema
PGAD no qual o niimero de eventos tem a mesma cota superior, O(n*), que o algoritmo
para o problema da regido valorada [97].

Figura 4.1: A frente de onda sobre uma superficie poliédrica.

A se¢do 4.1 introduz as estruturas de dados usadas pelo algoritmo Dijkstra continuo
direcional. Na secio 4.2, consideramos a especificagdo do algoritmo e descrevemos as

a0
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fung@es e procedimentos principais para propagar um intervalo de otimalidade sobre uma,
superficie poliédrica. A secdo 4.3 descreve as fungSes numéricas utilizadas pelo algoritmo.
Uma destas fungdes encontra os pontos de intersegio entre um caminho geodésico e uma
seqiiéncia de arestas. A outra fungio encontra o ponto a igual distancia do ponto origem
em dois intervalos nio disjuntos. A secio 4.4 apresenta a prova de corretude do algo-
ritmo, onde demonstramos que os intervalos de otimalidade, quando o algoritmo termina,
permitem computar os caminhos minimos a partir da origem. Na secéio 4.5, realizamos a
analise de complexidade do algoritmo e apresentamos uma extensio que obtém caminhos
minimos para pontos no interior de uma face.

4.1 Estruturas de Dados

O algoritmo usa estruturas de dados como pares aresta-face, intervalos de otimalidade
candidatos e pontos de evento. Um par aresta-face (e, f) tem associado uma lista ordenada
de intervalos candidatos na ordem que aparecem sobre a aresta. Inicialmente, a lista de
intervalos de (e, f) estd vazia, mas forma uma cobertura da aresta e na conclusdo do
algoritmo.

Um intervalo candidato I é um segmento contido em uma aresta com a seguinte
informagdo associada: sua extensio, [a,8]; sua raiz, r; seus primeiros pontos de cruza-
mento, (us,uy), dos caminhos geodésicos de r para a e b que cruzam a primeira aresta da
ultima seqliéncia de arestas; seus tltimos pontos de cruzamento, (w,,w;), dos caminhos
geodésicos para a e b pue cruzam a iltima aresta da tltima seqiiéncia de arestas; seu par
aresta-face, (e, f); sua distincia, d{r); seu ponto fronteira, ¢; seu ponto de acesso, ¢’; e
seu predecessor 7, o intervalo candidato que propagou 1.

Um ponto de evento ¢ tem associado: uma distincia d(g), que é o comprimento do
meror caminho para o ponto ¢ computado até entio; um intervalo candidato I , que
contém o ponto de evento; o tipo do evento I'(g), que indica se o porto de evento é um
ponto fronteira; e a topologia T(g), que informa se o ponto de evento ¢ interior a uma
aresta ou um vértice da superficie. Inicialmente, o tinico ponto de evento € a origem s.
A medida que o algoritmo procede, os pontos de evento sio encontrados e cada um sera,
rotulado permanentemente, significando que o valor d(q) representa o comprimento de um
caminho minimo de s a ¢. O algoritmo mantém uma fila de prioridades, Eventos, com
pontos de evento de algum intervalo candidato.

4.2 Algoritmo

Inicialmente, o algoritmo rotula permanentemente a origem s com uma distincia d(s) =0
e micializa a lista de eventos e as listas de intervalos candidatos dos pares aresta-face,
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considerando as arestas das faces que contém s. O algoritmo procede selecionando o
evento da fila de prioridades com a menor distdncia, propagando a frente de onda pelo
intervalo correspondente para as arestas das faces que contém o intervalo, determinando
os intervalos de pontos que sio otimamente alcangados pelos caminhos passando por I
naquelas arestas e atualizando a fila de eventos e a lista de intervalos candidatos dos pares
aresta-face envolvidos.

Algoritmo Dijkstra-Continue(s)
1. d{s}=0.
2. Permanente(s).

3. para {cada aresta ¢;,; C fls € f)

(a) &z = Dilundir(s,e; ;).
(b} Atualizar-Intervalo(I; , s).

bl

engquanto (Eventos # 0) faga

(a) g := Desenfileira{Eventos).
(b} Permanente(q).
(c) se (T(q) = Vértice) entio
i. para (cada arestae; ¢ C flg € f)
A. I 5 := Difundir(g,e; 5 ).
B. Atualizar-Intervalo(;, IR
(d) se (I'(g) = Fronteira) entda
i. para (cada aresta e; C £, f')
A. se (e #e; C f) entdo
¢ I; .= Projetar{l,e).
s se ([; # @) entdo Acualizar-Intervalo(I;, q).
B. se (pea(l)) entio
* Is 1= Usar-Criticamente( 18 al),
o se (I, # 9) entdo Atualizar-Intervalo(Z, 9).
C. se (pep(I}) entido
¢ I := Usar-Criticamente(/,e;, b).
s se (I, # €) entdo Atualizar-Intervalo(y, q).

Nas rotinas usadas pelo algoritmo Dijkstra continuo, consideramos as seguintes no-
tagdes. Denotamos por e; s uma aresta de uma face f que contém um ponto evento
g. Denotamos por ¢; uma aresta de uma face que contém a aresta e do intervalo de
otimalidade candidato associado ao evento g. I,y denota um intervalo na aresta e;
enquanto f; ¢ um intervalo na aresta e;. I, e I; sio intervalos que representam segmentos
compartilhados. pe,(I) e pey(I) verificam se uma extremidade de um intervalo candidato
é um ponto critico. Um intervalo I estd associado a aresta €, enquanto um intervalo I;



4.2. Algoritmo 53

tem extremidades [a;, 4], primeiros (dltimos) pontos de cruzamento [ttaiy ubi] ([weirws;]) €
raiz r;.

A fungdo Difundir(q,e; ) encontra o subconjunto da aresta e;; que é alcangado pelo
vértice ¢ segundo o critério de otimalidade local. A fungdo retorna um intervalo candidato
em e; y cujos pontos sdo acessiveis por ¢. Para executar esta fungéo, devemos verificar se
o caminho minimo para o vértice ¢ é f-livre.

Fungiao Difundir(g,e; ¢)
Lo 7= (e z,9).
2. 8:= ﬁngulo—Gn‘tico(f,e.—_f).
3. se(g € ¢;,¢) entdo
(a) se (38) entdo pea(l; 5} := Verdadeiro.
4. senao
(a) Ly := Retocar-Intervalo(Z; ¢, 6).
(b) Ii,f := Fronteira(l; ;).

5. retorne(l; ;).

O passo 1 inicializa o intervalo I ; com a extensio da aresta €;,f, enquanto a raiz, os
primeiros pontos de cruzamento, os 1iltimos pontos de cruzamento e o predecessor de Iis
s40 o vértice g. O passo 2 obtém o angulo critico # na aresta e; s pela face f. No passo 3,
se a aresta e; ¢ for incidente a g e se existe §, entdo a aresta ei,s € usada criticamente e a
fungio assinala a existéncia de um ponto critico. O passo 4.a retoca o intervalo segundo o
angulo critico 4, pois a aresta e; ; no incide em q. No passo 4.b, os pontos fronteira e de
acesso sao calculados pela fungio Fronteira(; ;). O passo 5 retorna o intervalo candidato
I s (veja Fig. 4.2).

Figura 4.2: A fungao Difundir(c, e; f).
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A funco Retocar-Intervalo(I, ) realiza o ajuste nas extremidades do intervalo I para
que o angulo de incidéncia nas extremidades n3o seja maior em valor absoluto que o
angulo critico 4.

Funcio Retocar-Intervalo(1,8)
1. [$o,#s) = Incidéncia(l).
2. se ([da,¢p) N [~6,8] = ) entdo [:= 4.
3. se ([$ar 4] € [~6,6]) ento

(a) se (~8 € [¢q,$y]} entido
i. o := Encontrar-Angulo(—8,I),
ii. peql(l) := Verdadeiro.

(b} se (6 & [$a, $s]) entdo
i. b := Encontrar-angalo(8,I).

ii. pep(l) := Verdadeiro.

4. retorne(]).

O passo 1 calcula os dngulos de incidéncia, ¢, e ¢;, as extremidades do intervalo I.
No passo 2, a fungdo verifica se o intervalo I contem pontos que sdo alcancados com
angulos de incidéncia no intervalo {—8,6]. No passo 3, os dngulos de incidéncia nio sio
menores em valor absoluto ao dngulo critico. No passo 3.a; se —0 € [¢,, #s], entdo a
fungéo retoca o intervalo I e assinala sua extremidade a como um ponto critico. No passo
3.b; se 8 € [¢,, 3], entdo a funciio retoca o intervalo I e assinala sua extremidade b como
um ponto critico. O passo 4 retorna o intervalo candidato 1.

A funcio Encontrar-Angulo(8, I) determina o ponto @ em I tal que o caminho geodésico
da raiz de [ pela iiltima seqiéncia de arestas alcangard o ponto a com ingulo de incidéncia
f. A funcdo retorna o ponto de alcance a, o primeiro ponto de cruzamento u correspon-
dente, e o iltime ponto de cruzamento w correspondente. Se nio existe um ponto a, a
funcao retorna @,

Fungio Encontrar-Angulo(4, I)
1. ¢ := Refragio(d,I).
2. se (34) entdo

(a) a:= Caminho-Geodésico(4,7,¢).

(b) se (a € I) entdo retorne(a).

3. retorne(d).
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No passo 1, chamamos 2 fungéo Refragio(8, I} que calcula o angulo de incidéncia ¢
na primeira aresta da seqliéncia de arestas E de I tal que um caminho geodésico que
inicia na raiz r de £ no ingulo ¢ passe por E e incida na aresta e que contém I com
&ngulo de incidéncia 8. Iniciando com o angulo @ na aresta e, determinamos os angulos
de incidéncia em cada aresta na dltima seqiiéncia de arestas K. Para isso, utilizamos
- os predecessores dos intervalos e a especificagio univoca do angulo de incidéncia através
do critério de otimalidade local. Quando o 4ngulo de incidéncia em alguma aresta é
maior em valor absoluto ao dngulo critico, ndo existe 4ngulo ¢. No passo 2.a, tracamos
o caminho geodésico de r com dngulo ¢ pela tiltima seqgiiéncia de arestas. Se o caminho
geodésico tragado deixa a seqiiéncia, entdo nfio existe um ponto a. Caso contrério, o
caminho geodésico intercepta a aresta e em algum ponto a com angulo de incidéncia 8.
Se a € I, entlo retornamos a no passo 3.b. Caso contrario, quando nio existe um ponto
a, retornamos §) no passo 3.

A fungdo Projetar{],e;) encontra o subconjunto de e; que é alcancado por caminhos
geodésicos através de I, obedecendo ao critério de otimalidade local. A funcio retorna
um intervalo candidato em e;, cujos pontos séo acessiveis por I. Se nenhuma parte de ¢;
é acessivel, retorna 0.

Funcao Projetar(f,e;)
1. [#a,¢p] == Incidéncia([).
2. (aq,b;) ;= Critério-Otimalidade(e, i, [@a, @]).

3. se {a; € 5;) entao

(a) ta; = Ug.
{b) wq; :=a.
4. senfo [; := 8.

5. se (b € e;) entdo

(a) up; = up.

(b) Wy, = b.
6. sendo

(a.) by =,

() {up,,wp,) := Encontrar-Ponto(I,v}.
7. 8 := Angule-Critico(f,s:)

8. I := Retocar-Intervalo(l;, 8).

10. I, :=1.

11. I; := Fronteira(f;).
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12. retorne(l;).

Figura 4.3: A funcéo Projetar(I,e;).

O passo 1 calcula os angulos de incidéncia, ¢, e ¢, as extremidades do intervalo I,
determinados pelos pontos w, e w; (veja Fig. 4.3). O passo 2 obtém os pontos a; € b; que
resultam do critério de otimalidade local nos pontos extremos de I na aresta e; pela face
f. Os passos 3 a 6 atribuem as extremidades, primeiros e tiltimos pontos de cruzamento
do intervalo I;. O passo 6.b chama Encontrar-Ponto(I,v) que retorna o primeiro e dlimo
pontos de cruzamento no caminho geodésico da raiz de I para o vértice v passando pela
ultima seqiiéncia de arestas de I. Encontrar-Ponto(I,v) é um procedimento de busca
bindria que calcula um pequeno intervalo contendo o primeiro ponto de cruzamento no
caminho geodésico de r para v. No passo 8, ajustamos o intervalo I segundo o angulo
critico f. Os passos 9 a 11 atribuem a raiz, intervalo predecessor, pontos fronteira e de
acesso ao intervalo 7;. O passo 12 retorna o intervalo I.

A funcdo Usar-Criticamente(], ¢;, a) estabelece o ponto ¢ € I como um ponto critico
para a aresta e. Do ponto ¢, caminhos podem seguir sobre a aresta e por alguma distincia
e sair com angulo critico para uma das faces adjacentes a e. Portanto, deve-se instanciar
intervalos candidatos nas arestas e; opostas a e.

Fungio Usar-Criticamente(l, e;,a)
1. se {e; = £) entio

(a) d(v*) = min{d(x"),d(a) + da,c(2,v*}}.
(b) Incluir-Evento{ Eventos, v*).

{c) retorne(®).
2. #:= Angulo-Critico{f,e).
3. se{e# e C f A39) entdo

(a) a:¢:= Intersegio(a,f,e,ei).
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(b} se {v* €¢;) entdo
i se {a; € &;) entdo Ii = [a;,v*].
ii. sendo [; := e;.
(c) senio
i. se (a; € ;) entdo I; := [e, ]
ii. senio retorne(f).
4. 9 := Angulo-Critico(f', e).
§. se (e # e; C f' A38') entdo

(2} af := Intersecio(a,8,e,e;).

(b) se (v* € &) entdo
i. se (a! € ¢;) entdo [; := [al,v*].
ii. senao I = ¢,

(c) senao
i. se (a} € ¢;) entdo I; := {of,v'].

ii. senao retorne(d).

8. [; := Fronteira(l;).

9. retorne{l;).

No passo 1, se a aresta e; € a aresta que contém o intervalo I, entio a funcéo inclui o
vértice v* na fila de prioridades Eventos e retorna § (veja Fig. 4.4). O passo 2 computa
o angulo critico na aresta e pela face f. O passo 3 obtém o ponto a; que resulta da
incidéncia do caminho geodésico pela face f na aresta e; e ajusta o intervalo I; para estar
contido em e; segundo os vértice v* ou v. O passo 4 encontra o ingulo critico na aresta e
pela face f'. O passo 5 obtém o ponto &} que resulta da incidéncia do caminho geodésico
criticamente refletido pela face f' na aresta e; e ajusta o intervalo I; para estar contido
em e; segundo os vértices v* ou v'. Os passos 6 a 8 atribuem a raiz, intervalo predecessor,
pontos fronteira e de acesso ao intervalo I;. Finalmente, o passo 9 retorna o intervalo I

O procedimento Atualizar-Intervalo(I, ¢) atualiza os intervalos existentes no par ares-
ta-face (e, f} do novo intervalo candidato I. O procedimento verifica dominincia entre
intervalos e realiza os ajustes necessarios. Dizemos que um intervalo I doming outro I em
um ponto de interse¢io v quando existe um caminho geodésico passando por (r, E) com
comprimento menor do que um caminho geodésico passando por (ry, E;) para 4. O pro-
cedimento cria uma instancia do intervalo ajustado I e inclui os eventos correspondentes
na fila de prioridades.

Procedimento Atualizar-Intervalo(f,q}
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Figulia, 4.4: A funcdo Usar-Criticamente(l, ¢; a).

-

. (I, &} == Canal-Acesso(],7).
2. I:= Ajustar-Intervalo(ly, I}.
3. I:= Ajustar-Tatervalo(I, I).
4. se (I #19)

(a) Incluir-Intervalo(I).

(b) I := Fronteira{l).

(c} Incluir-Evento{Eventos,a).
(d) Incluir-Evento{ Eventos,b).

(¢) Incluir-Evento{Eventos, c).

O passo 1 localiza o ponto fronteira € do intervalo predecessor T no canal de acesso,
(11, I2), de (e, f) pelo qual um caminho pode alcancar I. Os passos 2 e 3 ajustam os
intervalos em (e, f) que sio dominados pelo novo intervalo candidato. No passo 4, se
I # @, entéo o procedimento inclui o intervalo J na lista de intervalos candidatos de (e, f)
e inclui suas extremidades e seu ponto fronteira como eventos na fila de prioridades.

A fungdo Ajustar-Intervalo(l;,I) ajusta os intervalos existentes no par aresta-face
(e, f) segundo o intervalo I. O procedimento determina o conjunto de pontos em [ que
sao melhor alcancados por caminhos passando por T do que por caminhos passando por

1.
Funcao Ajustar-Intervalo(fy, f)
1. enquanto (I; # 8 A by > a) faga

(a) se (a1 & TAby €1) entdo o 1= b := Ponto-Empate(f, T).
(b) se ({ C ;) entdo

i. A := Encontrar-Ponto(7, b).

ii. Ay '= Encontrar-Ponta{f), ).
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iii. se (d(r1}+ M < d(r) + A\) entdo vetorne(d).
iv. sendo a:=b; 1= Ponto-Empate{l;, I).
(c) se (I D I) entdo
i A= Encontrm—?onto(f,al).
il Ay = Encontrar—Ponto{E, a1).
iil. se {d(r)+ A < d{r;} + A1) entio I} := Excluir-Intervalo(]))
iv. senfo a:= b := Ponto-Empate{/;, I).
(d) se (a1 € TAb; € I) entdo
i A= Encontrar—Pon.to(T,b).
i, A= Encontrar-Ponto(E b).
iii. se (d{r)-+ A < d(r1) + A1) entdo I) := Excluir-Intervalo(]))
iv. senao
A. A := Encontrar-Ponto(T, 1),
B. ) := Encontrar-Ponto(f;, a;).
C. se (d(r1) + A1 < d(r) + A) entao retorne(d)
D. senao g := b := Ponto-Empate(l;, f}.
{e) se (a1 > b) entado
iy = webn Wa, &1
ii. A 3= Encontrar-Ponto(7,v).
iii. A; := Encontrar-Ponto(Ty,v).
iv. se (d(r) + A < d{r1) + A1} entdo [; := Excluir-Intervalo(l,)
v. sendo retorne(f).

2. retorme([).

A funcdo Ponto-Empate(ly, I) determina o ponto de empate que serd a nova fronteira
entre I e seu vizinho I;. O procedimento Excluir-Intervalo(l) exclui I; da lista de inter-
valos do par aresta-face correspondente e exclui quaisquer entradas de pontos de evento

em I da fila de prioridades.

4.3 Funcoes Numéricas

O algoritmo Dijkstra continuo usa duas fun¢bes numeéricas para resolver subproblemas
numéricos do PGAD. A fun¢do Encontrar-Ponto(I, ¢) determina os pontos de intersecio
entre um caminho geodésico e uma seqiiéncia de arestas. A fun¢do Ponto-Empate(l, I')
encontra o ponto de empate ¢ que satisfaz a equagdo d(r) + d,,g(q) = d(r') + d+ g (¢) para
os intervalos candidatos 7 e I'.

A fungéo Encontrar-Ponto(I, a) determina um caminho da raiz r de I para e que inter-
cepta a ultima seqiiéncia de arestas de J. O problema de enconirar o caminho geodésico
de r a a é intratavel. Portanto, a fungdo retorna um caminho cujo comprimento é no
méximo (1 + €} vezes o comprimento do caminho minimo, onde ¢ € (0,1) é a tolerancia

de erro.
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A fungao realiza uma busca bindria para determinar um ponto u € [ug,us] tal que o
caminho geodésico de r por u passe pelo ponto ¢. Quando u estd contido em um intervalo
com tamanho menor que um certo §, 2 fun¢do avanca para a aresta seguinte procurando

encontrar um caminho geodésico aproximado para a. § = Zi& onde w (W) é o médulo
minimo {miximo) que a forga externa pode assumir, & é o menor comprimento de um
segmento perpendicular a uma aresta passando pelo vértice oposto e k é o tamanho da
sequéncia de arestas associada a I. A fungdo retorna o comprimento do caminho de r
para a, o primeiro e o ultimo pontos de cruzamento do caminho para a.

Na especificagdo das fungBes numéricas usamos a seguinte notagio. Denotamos por
J um indice para uma aresta da tltima seqiiéncia de arestas associada a um intervalo
candidato I. A aresta que contém o intervalo 7 é denotada por e. Denotamos por [a;, b;]
as extremidades de um intervalo na aresta e; e por ¢; o ponto de intersegio do caminho

geodésico nesta aresta.
Fungiao Encontrar-Fonto(I,2)
1. j:=1.
2. 81 = Ua.
3. by = uy.
4. enquanto (j ;é &) faca

{a} enquanto (|e;b;] > §) faga

. = 57;—5'-

ii. o’ := Caminho-Geodésico(u, I, ).

ili. se {(a’ € 2) entao
A se(a<a’)entiodji=u
B. sendc g; :=u.

iv. senio
A. se (o' > e;) entio b; = u
B. senioc a; 1= u.

b

(b) g5 = 23,

(¢} 2j41 1= Caminho-Geodésico(a;, I, ej41).
(d) ;41 := Caminho-Geodésico(bj, I, e;41).
(e} J:=7+1.

5. Awm=d(r) +d, gl{re).

8. retorne (A,q1,q4).

O passo 4.a verifica o tamanho do intervalo que contém u. O passo 4.a.ii traca o
caminho geodésico originado na raiz r de I passando por u. O caminho geodésico termina
quando encontra a aresta e (passo 4.a.iii) ou quando deixa a iiltima seqiiéncia de arestas
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de I (passo 4.a.iv). O passo 4.a.iii.A verifica se a esti & esquerda de o, enquanto o
passo 4.a.iv.A verifica se o’ estd & direita da aresta ¢; que nio foi alcancada pelo caminho
geodésico. No passo 4.b, a fungdo avanga pela seqiiéncia de arestas. O passo 4.c (4.d) faz
aj+1 (bjy1) ser o ponto na aresta seguinte, e;,1, que intercepta o caminho geodésico que
passa por e; quando o caminho geodésico ¢ tragado a partir de r passando por a; (b;). O
passo 5 calcula o comprimento do caminho de r para a passando por g1, ¢z, ..., gs.

A fun¢io Ponto-Empate(I,I') procura o ponto de empate para ajustar os intervalos
candidatos [ e I' que se sobrepdem. Se nio existe um ponto cuja diferenca entre as
distancias de s passando pelas rafzes de I e I’ é menor que ¢, ento a funcio retorna uma
extremidade do intervalo que domina o outro.

Fungao Ponto-Empate(Z, )
1. 3,7 :=1.
2. [81.81] := [ua, ).
3. [a3.8)] = [uf,uf).
4. enquanto (j < kA §' < k') faga

(a) se {lajbj]| < 5) entido

i. gy = a‘_"'L:b..

ii. [@j41,8i41] == [ Caminho-Geodésico(ay, I, €;41), Caminho-Geodésico(b;, I, 2541 )]
i, §i=j4 1

(b) sendose (la},b},| < §) entdo
al, 48

i. q_;, = —JTJL

ii. [a;-,_H. b;,+1] = Canﬂnho—Geodésico(a;.,, ey, Can'l.inho—Geodésico(b;.,, Poejp)]-
B §fe= T 1

{c)} sendo
. = 2‘:—&1
)
“:1:' it
fii. w := Caminho-Geodésico(u, I, ¢}.

ii. u' =

iv. w':= Caminho-Geodésico({u’, I, ).
v. se (w,w' € ¢) entdo
A. se (w' > b) entdo b;, = u sendo a;, = u'.
B. se (w > V') entdo bj := u senda aj i=u.
C. se (w' > w) entao
. Ii = [a;‘,,w'].
o Ip = [og,w]
. a.;., = Ponto-Empate{{r, I} ).
o JIp=[w, bl
o Ip o= [w b))
¢ bj == Ponto-Empate(Ip, I},).

D. senio
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o vi=pr{wjnpv).

s se (d(r') + d(r',v) < d{r) + d(r,7)}} entdo
— Ip = [ag,w).
- Ip:= [w', b1
= a; := Ponto-Empate(lg, I}).

* senag
- I} = [w',al,].
- Iy i=[zp,w]
- b;, := Ponto-Empate(Iy, I} ).

vi. mendo

A. se (w > ¢;) entdo b; 1= v senao a; = .

B. se (v’ > &!) entao b}, := v/ sendo a;, = ull
.. Sxtbp
5. gp = al
! ’
a, ;+b&
6. q;, - _kai

7. Ai=d{r) + d(r qz).
8. M i=d{r)+ d(r",q;,).
9. se (3 ¢ ({1 — }A,(1 + £))) entdo

(a) A= Encontrar—Ponto(-f, b).
(b} A := Encontrar-Ponto(T7, b},
(c) se {d{r)+ A < d(r'} + X') entdo retorne {b) senio retorne (a'}.

¥
10, sendo retorne (qk—.;q*i) .

O passo 4.a verifica o tamanho do intervalo a;b; e avanga sobre a seqiiéncia de arestas,
fazendo a1 (b;41) ser o ponto na aresta e;;; que é interceptado pelo caminho geodésico
originado de ¢;_; passando por a; (5;). O passo 4.b é andlogo ao passo 4.2 considerando
I'. O passo 4.c.iii traga o caminho geodésico originado de r passando por u. O passo
4.c.iv traca o caminho geodésico originado de ' passando por uw’. Novamente, os cami-
nhos geodésicos terminam quando encontram a aresta e ou quando deixam a seqiiéncia
de arestas correspondente. O passo 4.c.v verifica se os caminhos geodésicos tracados en-
contram a aresta e, entdo analisa os seguintes casos: w’ ¢ [a, ] (passo 4.c.v.A), w & [/, V]
(passo 4.c.v.B), w' esta & direita de w (passo 4.c.v.C) e v’ estd & esquerda de w (passo
4.c.v.D). Todos os casos levam a ajustes nos intervalos a;5; e EW No ultimo caso, o
caminho geodésico para w deve cruzar o caminho geodésico para w' e o ajuste depende da
distancia ao ponto de intersegio 4. O passo 4.c.vi.A verifica a situagdo onde o caminho
geodésico para w deixa a seqiiéncia de arestas. O passo 4.¢.vi.B faz o mesmo considerando
w’. O passo 6 calcula o comprimento do caminho de 7 para gx, enquanto o passo 7 calcula
o comprimento do caminho de v’ para ¢,.
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4.4 Prova de Corretude

Apresentamos a prova de que, na conclusio do algoritmo Dijkstra continuo direcional, as
listas de intervalos de otimalidade dos pares aresta-face permitem computar corretamente
os caminhos minimos do ponto origem aos demais pontos da superficie.

Teorema 4.1 As listas de intervalos de otimalidade dos pares aresta-face permitem com-
putar corretamente os caminhos minimos localmente f-livres do ponto origem aos pontos
desses intervalos denire os caminhos localmente f-livres que passam pelas arestas por
intervalos cujo ponto fronteira jd foi rotulado permanentemente.

Prova. A prova procede por indugio no nimero de eventos rotulados permanente-
mente. No caso base, quando o ponto origem s é rotulado permanentemente (passo 2), os
intervalos candidatos séo os intervalos nas arestas das faces incidentes ao ponto origem. A
fungdo Difundir(s, e; ;) pode criar um intervalo em cada aresta, obedecendo ao critério de
otimalidade local (passo 3.a). Os intervalos sdo incluidos nas listas de intervalos corres-
pondentes aos respectivos pares aresta-face pelo procedimento Atualizar-Intervalo(I; 4, s)
{passo 3.b), tendo em vista que as listas de intervalos estio vazias inicialmente. Dessa
forma, estes intervalos permitem computar corretamente os caminhos minimos passando
apenas pelo intervalo degenerado que consiste no ponto origem ja rotulado permanente-
mente e isto estabelece a base da inducio.

A hipdtese de indugéo consiste em assumir a validade do teorema quando k even-
tos foram rotulados permanentemente. Um intervalo candidato terd seu ponto fronteira
rotulado permanentemente, assegurando que alguma parte dele se tornard parte de um
intervalo final de otimalidade com os mesmos atributos que o intervalo candidato.

O passo de indugdo requer a demonstragio de que, ao rotularmos permanentemente
o k -+ 1-ésimo evento, a introdugio de um intervalo I criado nio invalida o teorema.
Portanto, o melhor caminho localmente f-livre para pontos de I é por sua raiz r e dltima
sequencia de arestas correspondente, passando por intervalos predecessores cujos pontos
fronteira j4 foram rotulados permanentemente.

O critério de otimalidade local garante que todos os intervalos candidatos possiveis
propagados através do ponto evento sdo criados corretamente pela funcéo Difundir(g, € f)
(passo 4.c}, Projetar(I, e;) (passo 4.d.i.A) ou Usar-Criticamente(I, e;, a) (passos 4.d.i.B e
4.d.1.C). Estes intervalos sdo incluidos pelo procedimento Atualizar-Intervalo(I, q), cuja
corretude serd mostrada no lema seguinte. O

Vamos demonstrar que os intervalos candidatos sdo incluidos corretamente pelo proce-
dimento Atualizar-Intervalo(I,q), considerando os intervalos j4 existentes. Um intervalo
candidato serd excluido em Atualizar-Intervalo(I, ¢), quando garantimos que o intervalo
de otimalidade correspondente ao candidato sers vazio.
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Lema 4.1 Se incluimos o intervalo I entre os intervalos I, e I, na aresta € ou ezcluimos
o intervalo I) no procedimento Atualizar-Intervalo(I,q), entio a lista de intervalos resul-
tantes da aresta e subdivide corretamente os pontos de e segundo os melhores caminhos

localmente f-livres computados até entéo.

Prova. Visto que o ponto fronteira ¢ € T foi localizado no canal de acesso (I3, I),
sabemos que € estd & direita do segmento cjc;, onde ¢ e ¢; sio os pontos de acesso e
fronteira do intervalo I;. Portanto, € estd 4 direita do caminho geodésico a partir de r;
para by, pois ¢ &€ I;. Visto que T é conexo, entio todos os pontos de T estdo & direita do
caminho geodésico a partir de ry para qualquer ponto de ;.

Analisando as disposicbes entre os intervalos I e I, identificamos os seguintes casos
distintos: (*) INL, =P e I estd d direitade Iy; (a) ay g Teb € I;(b) IC I;; () I D Iy;
(daye€leb gl e(e)INh =0 el estd & esquerda de I; (veja Fig. 4.5).

—_
=

RS R ULY

.

(d) |r—
(e)

Figura 4.5: Casos distintos entre os intervalos I e I.

(*) Assuma que NI, =0 e I estd & direita de .

Seja w a interse¢do do caminho geodésico originado em r para a extremidade ¢ do
intervalo I com a aresta €¢’. Visto que a € I, entdo w € 7, pelo método usado para
construir J de seu predecessor, 1. O ponto w est4 estritamente & direita do segmento
w;by, o dltimo segmento no caminho geodésico a partir de ry para ;. Além disso,
a est4 estritamente & direita do segmento w; by, entdo os segmentos Wa e w1b; nio
se interceptam (veja Fig. 4.6).

Neste caso, os caminhos minimos localmente f-livres da origem aos pontos de I e
I1 néo se cruzam. Dessa forma, nido existe ponto em I que seja melhor alcangado

por 71 € Vice-versa.

(a) Assumaquea; € Teb €1
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Figura 4.6: Caso (*).

Agora, a estd estritamente & esquerda do segmento 1wy 5y, entiio os segmentos wa e
wib;, devem interceptar-se em algum ponto v que é interior a ambos os segmentos
(veja Fig. 4.7). Além disso, para todo ponto ¢' € [a, by), existe um ponto ¢} € (¢, by]
tal que o caminho geodésico originado em r para ¢’ cruza o caminho geodésico
originado em r; para ¢;. Analogamente, para todo ponto ¢} € (a,b,], existe um
ponto ¢’ € [a,q]) tal que o caminho geodésico originado em r; para ¢ cruza o
caminho geodésico originado em r para ¢'.

Figura 4.7: Caso (a).

Neste caso, os caminhos minimos localmente f-livres da origem aos pontos de I e
I; se cruzam no intervalo [a, b;]. Assim, existe um tnico ponto ¢* que é alcancado
igualmente por I e Iy, ou o intervalo [a, b;] é dominado exclusivamente por 1 (¢* = a)
ou I (¢* = b).

Seja ¢’ € I = [¢*, ], onde [¢", b] é a extensdo de I depois de qualquer ajuste. Se
¢' ndo estd em [ay, b1], entdo é melhor alcancar ¢' pela raiz r do que pela raiz .
Se ¢’ ¢ interior a [a.1, b1], entdo ¢* € [a;,8;]. Contudo, o caminho para ¢* pela raiz
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T ndo ¢ malor que o caminho para ¢* pela raiz r; e é minimo até entio. Se fosse
melhor alcangar ¢’ pela raiz r; do que pela raiz », entio o caminho geodésico de
para ¢’ interceptaria o caminho geodésico de r para ¢*. Dessa forma, contradizendo
o Lema 3.7, entdo temos I1 = [ay, ¢"].

Assuma que I C [;.

Agora, para todo ponto q{. € (a,b,], existe um ponto ¢’ € [a,q]) N [a, §] tal que o
caminho geodésico originado em r para ¢’ cruza o caminho geodésico originado em
1 para ¢; (veja Fig. 4.8).

Figura 4.8: Caso (b).

Novamente, os caminhos minimos localmente f-livres da origem aos pontos de [ e I}
se cruzam no intervalo [a, &;]. Assim, existe um ponto ¢* que é alcancado igualmente
por I e I, ou o intervalo {a,b] é dominado exclusivamente por I (¢* = a) ou I,
(¢* = b;). Quando ¢* € I, [b, ;] é melhor alcangado por .

ili. Assuma que d(r) + d;, g, (b) < d(r) + d, g(b).

O melhor caminho localmente f-livre computado até entio para o ponto b é
pela raiz r; e iiltima seqliéncia de arestas E;. Seja w; a intersecio do caminho
geodésico originado em ry para b com aresta ¢’. Visto que b € I, entdo w, € Tj,
pelo método usado para construir I; de seu predecessor, 7;. Vamos supor que
existe um ponto ¢’ no interior do intervalo candidato I para (r, E) segundo
(e, f).

Note que ¢’ é interior a [a, b}, sendo ¢’ seria inacessivel a partir de r ou poderia
ser alcangado de alguma outra raiz de (e, f) por um caminho localmente f-livre
menor. O ponto wy estd estritamente & esquerda do segmento w¢’, o ltimo
segmento no caminho geodésico a partir de r através de E para ¢’. Contudo,
b est3 estritamente & direita do segmento w¢’, entao os segmentos wib e wq
devem interceptar-se em algum ponto v que ¢ interior a ambos segmentos {veja
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Fig. 4.8). Visto que 7 esté no caminho p¢(¢’), o subcaminho de ps(¢') a partic
de r para v ndo é menor que o subcaminho de ps(b) a partir de r, para 7.
Isso significa que podemos ter uma melhora estrita ao caminho para ¢’ indo da
raiz ry para ¢’ (pois dy g, (w1) + d{w1, ¢') < d, {7} +d(7,¢)). Assim, nenhum
ponto ¢’ interior ao intervalo candidato para (r, E) segundo (e, f) pode existir
e justificamos a n#o inclusio do intervalo candidato I.

iv. Assuma que d(r) + d, g(b) < d(r1) + d,, &, (5).
Seja I = [¢*,b] depois de qualquer ajuste, entdo, analogamente ao caso (a),
temos I; = [a4, ¢"].

(c) Assuma que I D I;.

(d)

A prova para este caso é analoga ao caso (b).

Assumaquea; € Teb € 1.

Novamente, a estd estritamente & esquerda do segmento w, ;, entéo os segmentos wa
e wy b, devem interceptar-se em algum ponto + que é interior a ambos segmentos (veja
Fig. 4.9). Além disso, para todo ponto ¢] € [a1, &), existe um ponto ¢’ € [a, g;)N[a, 8]
tal que o caminho geodésico originado em r para ¢’ cruza o caminho geodésico
originado em r; para ¢j. Analogamente, para todo ponto ¢’ € [a, ], existe um ponto
@1 € (¢',51] N {a1, ] tal que o caminho geodésico originado em ry para ¢ cruza o
caminho geodésico originado em r para ¢'.

Figura 4.9: Caso (d).

Neste caso, os caminhos minimos localmente f-livres da origem aos pontos de I e
I se cruzam no intervalo [g, §). Existe um tnico ponto ¢* alcancado igualmente
por I e I; ou [ay,b] é melhor alcangado por I ou I;. Quando [a1,5] é melhor
alcangado por I, temos que d(r) + d.z(a1) < d(r1) + dr, 5, (01) e [b, ] é methor
alcangado por r. Assim, exclumos I;. Quando [a1, 5] é dominado por I;, temos que
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d(r1) + dr, £, (b) < d(r) + d,,£(b) e [a,a1] é melhor alcangado por ry. Assim, nio
incluimos I. Se existe um ponto ¢*, temos que [a, 4] é melhor alcancado por ry e
(b, &1) é melhor alcangado por r, resultando os intervalos I = [¢*, 8] e I; = [a1,¢"].

1iii. Assuma que d(r) + d; g(ay) < d(r{) + dy, 5, (a1).
Simétrico ao caso b.iii, o melhor caminho localmente f-livre computado até
entio para o ponto a; € pela raiz r € iltima seqgiiéncia de arestas E. Portanto,
nephum ponto interior ao intervalo candidato para (ry, F;) segundo (e, f) pode
existir e justificamos a exclusio do intervalo candidato fj.

iv.C. Assuma que d(ry) + dpy 5, (8) < d(r) + d, 5(b).
Novamente, como no caso b.iii, o melhor caminho localmente f-livre computado
até entao para o ponto b é pela raiz r; e dltima seqiéncia de arestas FEj.
Portanto, nenhum ponto interior ao intervalo candidato para (r, E) segundo
(e, f) pode existir e justificamos a nio inclusio do intervalo candidato I.

iv.D. Assuma que d(ri)+d:, g (a1) < d(r)+d. p(a1) e d(r)+d, g (b) < d(ri)+d,, 5, (b).
Andélogo ao caso (a), seja ¢’ € I = g7, b], entdo I; = [a1, ¢"] depois de qualquer
ajuste.

(e) Assuma que INI; = 0 e I estd a esquerda de I;.

Agora, seja w a intersegio do caminho geodésico originado em r para b com a
aresta e¢'. Portanto, b esta estritamente a esquerda do segmento Wray, entdo os
segmentos wb e Wa; devem interceptar-se em algum ponto + que é interior a ambos
segmentos (veja Fig. 4.10). Além disso, para todo ponto ¢, € [ay, b ], existe um
ponto ¢’ € [a, 5] tal que o0 caminho geodésico originado em 7 para ¢’ cruza o caminho
geodésico originado em 7 para ¢{. Analogamente, para todo ponto ¢’ € [a, 4], existe
um ponto ¢; € [ay, 4] tal que o caminho geodésico originado em r; para ¢ cruza o
caminho geodésico originado em r para ¢’

Neste caso, os camirhos minimos localmente f-livres da origem aos pontos de J
e I; se cruzam nos intervalos [a,b] e [ay,b;]. Assim, o caminho p;(b) a partir de r
intercepta o caminho ps(a;) a partir de ry em v. Se d(r)+d, z(y) < d(r1)+d., 5, (7),
entao excluimos o intervalo [, sendo nao incluimos 7.

iv. Assuma que d(r) + d. g(7) < d(r{} + d;, g, (7)-
Andlogo ao caso b.iii., o melhor caminho localmente f-livre computado até
entéo para o ponto 7 é pela raiz » e ultima seqiiéncia de arestas E. Portanto,
nenhum ponto interior 20 intervalo candidato para (r1, E1) segundo (¢, f) pode
existir e justificamos a exclusdo do intervalo candidato ;.
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Figura 4.10: Caso (e).

v. Assuma que d(r1) + dp, 5, (7) < d(r) + d.2(7).
Agora, o melhor caminrho localmente f-livre computado até entéo para o ponto
v € pela raiz r; e ltima seqiiéncia de arestas E,. Assim, simetricamente ao
caso anterior, nenhum ponto interior ao intervalo candidato para (r, E) segundo
(e, f} pode existir e justificamos a nio inclusio do intervalo candidato 1.

O

No algoritmo Dijkstra continuo, os eventos ocorrem 4 medida que a frente de onda
encontra novas arestas. Na execucdo do algoritmo, se um evento ocorre a uma certa
disténcia de s, entdo todos os pontos mais préximos a s do que este evento ji encon-
traram a frente de onda. Além disso, demonstramos que um ponto evento é rotulado
permanentemente com o comprimento do caminho minimo da origem.

Lema 4.2 [95] Se o algoritmo acabou de atribuir um rdtulo permanente § para algum
ponto, entdo para qualguer ponto ¢ em uma aresta e tal que d(q) < 8, existe um intervalo I
para (r, E) na lista de intervalos correspondente a (e, f) que contém ¢ tal que um caminho
minimo para q tenha raiz r, iltima seqiéncia de arestas E e comprimento d(r) + d,. g(g).

Prova. Seja ¢ € ¢ um ponto tal que d(g) < § (veja Fig. 4.11). Suponha que ¢
nio estd em um intervalo candidato que corretamente identifique um caminho minimo
para ¢. Seja p(q) um caminho minimo para ¢g. Agora, p(q) intercepta pelo menos um
intervalo candidato, entdo seja I; = [a;,6;] o dltimo intervalo candidato das listas de
intervalos interceptado por p(g), e suponha que I; é um intervalo relativo a (e;, f;). Se
ps(q) interceptar I; em uma de suas extremidades, pegue qualquer intervalo. No caso onde
ps(g)NI; é um vértice v, pegue I; tal que p;(q)N f; # v. A suposigio sobre ¢ diz que ¢ & L;.
Seja ¢"¢’ = f; N p(q), entéo o ponto ¢’ estd em uma aresta e;4; = JiN fia. Seja py, (¢)
o subcaminho de p(g) a partir de s a ¢’. Claramente, Pti4+1(¢) é um caminho minimo
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localmente f;y4-livre para ¢’. O intervalo I; deve ter sido propagado, pois a distancia ao
ponto fronteira de I; é < d{¢") < d(g) < §, e o algoritmo sempre rotula permanentemente
o ponto evento mais proximo da origem. Mas entdo, pelo Teorema 4.1, teria sido criado
um intervalo candidato na aresta e;41 que contém o ponto ¢'. Isso contradiz o fato de que
I; é o 1ltimo intervalo candidato interceptado por p(g). O

Figura 4.11: Prova do lema.

Na conclusio do algoritmo, a frente de onda encontrou todos os pontos de uma su-
perficie poliédrica S:

Lema 4.3 [97] Na conclusdo do algoritmo, a lista de intervalos de (e, f) forma uma

cobertura da aresta e.

Prova. Suponha que exista algum ponto ¢ € e = f N f' que ndo esta coberto por um
intervalo candidato relativo a (e, f). Seja ps{g)} um caminho minimo localmente f-livre
para q. Seja I; = [a;,b;] o 1ltimo intervalo candidato interceptado por ps(g) e suponha
que I; é um intervalo relativo a (ej, f3). Visto que ¢ néo estd coberto, e; # e. Seja
9’q = f; N ps(q), entdo o ponto ¢’ estd em uma aresta ;41 = f; N f;31. Seja Pfaa(d)
o subcaminho de ps(q) a partir de s a ¢'. Claramente, py,,;(¢') é um caminho minimo
localmente fj41-livre para ¢'. O intervalo I; deve ter sido propagado, sendo seu ponto
fronteira estaria ainda na fila de prioridades e o algoritmo néo teria concluido. Mas entéo,
pelo Teorema 4.1, teria sido criado um intervalo candidato na aresta e;+; que inclufa o
pouto ¢'. Isso contradiz o fato de que I; € o iiltimo intervalo candidato interceptado por

ps{q). a

A corretude do algoritmo assume que as fungbes numéricas sdo realizadas correta-
mente. Omitimos a demontracao deste fato para o problema PGAD devido a semelhanca
com resultados encontrados na literatura {Lema 8.1 de [97]). Neste caso, a prova de
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corretude para o algoritmo Dijkstra continuo direcional continua vélida considerando in-
tervalos de e-otimalidade, ou seja, intervalos associados a caminhos localmente f-livres
aproximados cujo comprimento é no maximo (1+¢) o caminho minimo localmente f-livre.

4.5 Analise de Complexidade

A complexidade do algoritmo Dijkstra continuo direcional depende do nimero de eventos
ou intervalos de otimalidade candidatos. Vamos apresentar uma cota superior polinomial
O(n*) no pior caso para o niimero de eventos [97].

Um subcaminho p de um caminho minimo localmente f-livre pode cruzar uma aresta
em no maximo um ndmero linear de vezes, onde p nio possui vértices ou pontos criticos
(Lema 7.1 de [97]). A demonstragio deste fato consiste em obter uma atribuicio de triplas
de pontos cruzamento a vértices de uma superficie poliédrica tal que nenhum vértice seja
associado a mais que um numero constante de triplas. '

O nimero de intervalos de otimalidade sobre uma aresta e que correspondem & primeira
incidéncia de um caminho minimo localmente f-livre em e, ou seja, intervalos onde e ocorre
apenas uma vez na dltima seqiiéncia de arestas, pode ser no méximo O(n?) (Lemas 7.2 e
7.3 de [97]). A prova deste fato associa univocamente um par de intervalos de otimalidade
adjacentes com mesma raiz a um vértice ou ponto critico. Além disso, como existe um
numero linear de vértices e um ndmero linear de pontos criticos por aresta (Lema 7.4 de
[97]), o ndmero total de rafzes nio pode ser maior que O{n?).

Portanto, pode existir no méximo O(n®) intervalos de otimalidade por par aresta-face
(e, f), pois todos O(n?) caminhos minimos localmente f-livres que passam por e podem
interceptar e em no maximo um ntimero linear de vezes. Isto implica que o niimero total
de intervalos de otimalidade para todos O(n) pares aresta-face é O(n*). Assim, existe no
méximo O(n*) pontos de evento.

Os resultados acima séo vélidos também para o PGAD, pois baseiam-se apenas no
Lema 3.7 e em algumas propriedades métricas que também valem para a funcio distancia
FGAD. O nimero de pontos de evento também limita o espago necessario para as estru-
turas de dados em O(n?).

O algoritmo Dijkstra continuo direcional realiza O(nt) passos, envolvendo um ndmero
constante de chamadas a operaces sobre as listas de intervalos e a funcdes numéricas.
Assim, a complexidade do algoritmo serd O(n*K(n)), onde K(n) é a complexidade da
fungéo Encontrar-Ponto(!, q). Mitchell e Papadimitriou [97] apresentam uma cota O(n*1)
para a complexidade das fun¢des numéricas, onde L é o nimero de bits necessarios para
especificar a instancia do problema (L = log N + log(W/w) +log n +log(1/c}, N é o valor
inteiro da méxima coordenada, w (W) é o médulo minimo (méximo) que a forga externa
pode assumir ¢ € € a tolerdncia de erro). Portanto, a complexidade total do algoritmo
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serd O(n®L).

O algoritmo que obtemos computa o caminho minimo de s a qualquer ponto ¥ em
qualquer aresta e = f N f’ de uma superficie poliédrica. Podemos estender o algoritmo
para encontrar o caminho minimo de s a qualquer ponto da superficie poliédrica. Para
isso, usamos uma abordagem exaustiva que compara todos os intervalos de otimalidade
relativos a (e;, f), uma vez que tenhamos localizado ¢ na face f com arestas denotadas por
e; através de técnicas de localizagio de pontos em tempo O(logn) {72, 108]. Deve haver
um caminho minimo para ¢ que passa por um destes intervalos. Assim, O(n®) chamadas
a Encontrar-Ponto(1,t) despende tempo O(n*L) e resulta o comprimento de um caminho
g-6timo para ¢. Dessa forma, um caminho e-6timo pode ser produzido em tempo O{n"L)
quando tragamos o caminho pelos predecessores dos intervalos de otimalidade.

Teorema 4.2 Um caminho e-6timo de s para qualquer ponto t sobre uma superficie
poliédrica S pode ser encontrado em tempo de pré-processamento O(nBL), tempo de con-
sulta O(n"L) e espago O(n*).



Capitulo 5

Conceitos Basicos de Proximidade

Enquanto outros problemas de geometria computacional envolvem propriedades de in-
cidéncia ou convexidade dos objetos geométricos, os problemas de prorimidade (closest-
point [109]) envolvem propriedades métricas e de esparsidade.

Seja ¢ um conjunto de m sitios em um certo espago, os problemas de proximidade
procuram enumerar pares de sitios em @ satisfazendo certas condi¢des: pares separados
por uma distincia menor ou igual a um certo §, k pares de sitios mais préximos em @ e
mk pares representando os &k vizinhos mais préximos de cada sitio em Q.

Abordamos problemas que consideram a proximidade de pontos em superficie polié-
drica. Utilizamos uma estrutura computacional que contém toda a informagéo de proxi-
midade relevante, o diagrama de Voronoi [126].

A abordagem de lugar geométrico consiste em um paradigma para o projeto de algo-
ritmos geométricos onde se procura definir lugares geométricos e organizd-los em uma
estrutura de dados. Os lugares geométricos de prozimidade sio um particionamento do
espago em regides, cada regido sendo o lugar geométrico dos pontos mais préximes a um
sitio de um conjunto @ do que a qualquer outro sitio de @ segundo uma certa métrica.
O diagrama de Voronoi é uma estrutura de dados que organiza os lugares geométricos de
proximidade.

A secdo 5.1 apresenta o problema do par mais préximo e suas generalizagdes. Na
secao 9.2, infroduzimos o problema de todos vizinhos mais proximos. A secio 5.3 con-
sidera o problema da drvore geradora minima. Na secdo 5.4, discutimos problemas de
proximidade induzidos por problemas de caminhos minimes. A se¢io 5.5 introduz o dia-
grama de Voronoi euclideano. Na se¢do 5.6, consideramos generalizacdes deste diagrama
segundo a métrica, espago € objeto geométrico que representa um sitio. A se¢io 5.7 des-
creve o diagrama de Voronoi de ordem & e a segdo 5.8 apresenta o diagrama de Voronoi
segundo uma fung¢io distancia de caminhos minimos.

73
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5.1 Par Mais Préximo

O problema do par mais prézimo para um conjunto finito @ de m sitios (objetos geométri-
cos) consiste em encontrar um par de sitios ¢; e ¢; cuja distdncia entre ¢; e ¢;  minima. A
distancia entre dois objetos € definida como a menor distincia segundo uma certa métrica
entre um ponto em um objeto ¢ um ponto no outro. Este problema aparece quando se
deseja detectar e evitar colisdes entre objetos méveis ou estaciondrios. O problema do par
mais proximo pode ser considerado como uma generalizacio ac problema de detecgio de
intersecio.

Quando os sitios sdo pontos no plano considerando a distdncia euclideana, este pro-
blema pode ser resolvido em tempo &(mlogm) [13, 63, 118]. Bentley e Shamos [12, 13]
resolvem o problema com um algoritmo divisdo-e-conquista que usa uma abordagem multi-
dimensional. O algoritmo divide o conjunto de pontos através da reta mediana M e en-
contra recursivamente um par mais préximo nos dois subconjuntos resultantes. Seja Q' o
conjunto de sitios g a uma disténcia menor do que § da mediana M, onde é é o compri-
mento minimo dos segmentos ligando os pares mais préximos nos subconjuntos separados
por M. O algoritmo realiza uma varredura em tempo linear no conjunto Q' e encontra
um par mais proximo de Q.

Chang e Lee {19] analisaram a complexidade de caso médio do algoritmo de Bentley e
Shamos para o plano. Chang e Lee assumiram que o conjunto de pontos estd uniforme-
mente distribuido por um processo estocdstico em uma regido limitada. Isto garante que
o numero esperado de pontos na faixa definida pela mediana (d{g:, M) < §) é O(/m).
Dessa forma, a complexidade de caso médio é linear.

O problema de escalamento (10, 46, 119] determina o fator de escala maximo § tal que
um conjunto de objetos geométricos escalados por este fator, segundo pontos centrais nos
respectivos niicleos, sejam disjuntos dois a dois (veja Fig. 5.1). Quando os objetos nio
sao disjuntos inicialmente, temos § < 1. Este problema aparece em computagio grafica,
robotica e cartografia computacional, quando precisamos redimensionar janelas, espagos
de trabalho para robds e rétulos geogréficos, respectivamente.

O problema do par mais préximo para pontos é um caso particular do problema de
escalamento quando todos os objetos considerados sio discos unitérios a serem escalados
segundo seus centros. Além disso, o problema de escalamento consiste em uma especia-
lizagdo do problema do par mais préximo geral considerando a métrica euclideana.

Formann [46] resolve o problema de escalamento para objetos convexos (bolas de al-
guma métrica L,) no plano em tempo O(mlogm). Utilizando o paradigma de busce
paramétrica [88] refinado por Cole [34], Formann resolve este problema para objetos es-
trelados e z-monoténicos em tempo O(mlog® m).

Bartling e Hinrichs {10] resolvem o problema do par mais préximo para objetos con-
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Figura 5.1: O problema de escalamento.

vexos € compactos no plano. Quando os objetos sio m segmentos, discos circulares ou
poligonos convexos com numero de arestas constante, a solugdo do problema considerando
a métrica euclideana despende tempo O(mlogm).

Seja Q1,@2, ..., Q% uma particdo exaustiva (@ = Q1 U Q2 U... U Qi) e mutuamente
exclusiva (¢; N Q; = 0} do conjunto de m sitios Q. O problema de encontrar a menor
distancia entre dois objetos em subconjuntos distintos é uma generalizagio do problema
do par mais préximo denominada versdo colorida [119].

Formalmente, o problema do par mais préximo que resolvemos na se¢ao 6.3 é especi-
ficado da seguinte forma:

PROBLEMA DO PAR MAIS PROXIMO EM SUPERFICIE POLIEDRICA

INSTANCIA. Um conjunto de pontos () em uma superficie poliédrica triangulada S; uma
atribuicao de coeficientes de atrito cinético a arestas e faces; e uma tolerancia de erro

e>0.

QUESTAO. Encontrar um par de pontos do conjunto @ que sio mais préximos um
ao outro de acordo com a fun¢do distincia de caminhos minimos induzida pela funcio

distincia FGAD.

5.2 Todos Vizinhos Mais Prdéximos

O problema de todos vizinhos mais prérimos para um conjunto @ finito de m sftios procura
um vizinho mais préximo para cada sitio no conjunto @ (veja Fig. 5.2). Para um con-
junto de pontos no plano euclideano, existem algoritmos com complexidade ©(m logm)
[64, 124] que encontram a solucdo diretamente sem construir o diagrama de Voronoi cor-
respondente.
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Figura 5.2: O problema de todos vizinhos mais préximos.

Se a seqiiéncia de pontos forma um poligono convexo no plano, podemos encontrar
todos os pares mais préximos em tempo linear [81]. Contudo, quando a seqliéncia de
pontos define um poligono monotdnico, estrelado ou simples, resolvemos o problema em
tempo O(mlog m) [2].

Vaidya [124] apresentou um algoritmo que resolve o problema d-dimensional em qual-
quer métrica L. Hinrichs et al. [64] usaram o paradigma de varredura, onde uma reta
vertical R varre o plano atualizando a se¢do de cruzamentos em cada ponto de transicio
(veja Fig. 5.3). O algoritmo mantém como invariante a intersecio da reta de varredura
R com o diagrama de Voronoi V(Qr) dos pontos & esquerda de R. Os pontos ¢; € Qg
cuja regido de Voronoi intercepta R sdo os pontos ativos, enquanto as arestas de V(Qr)
que interceptam a reta R sio os bissetores ativos. Dessa forma, os pontos de transi¢io
consistern nos pontos em @) e nas intersegoes dos bissetores ativos (vértices de Voronoi).
Quando um ponto em @ é alcangado por R, um novo intervalo é incluido na invariante
V{(Qr) N R provocando, possivelmente, o desaparecimento de algum intervalo existente.
Se o ponto de transigio é a intersegio de dois bissetores, ocorre uma mudanga topoldgica
em V(Qr) N R, pois R alcangou um vértice de V(QRr) € um intervalo é excluido.

Uma generalizagdo do problema de todos vizinhos mais préximos consiste no problema
que considera uma colegio de conjuntos mutuamente exclusivos de sitios, @1, @, ..., Qk,
com um total de m sitios, ¢ para cada sitio ¢; encontra um sftio ¢; mais préximo a ¢; e
em um conjunto distinto ao conjunto que contém g¢;.

Aggarwal et al. [2] resolveram o problema generalizado em tempo ©(m log m) quando
os sitios sdo pontos no plano. O algoritmo usa diagramas de Voronoi de subconjuntos
da unido ¢ de todos os conjuntos @; e algoritmos de localizacio de pontos. Observe
que localizar cada ponto ¢; € ): no diagrama de Voronoi de Q — @Q; resolve o problema
em tempo O(km logm) devido & construgdo dos k diagramas de Voronoi V(Q — @;). O
algoritmo constréi o diagrama de Voronoi V(Q). Para cada subconjunto €, enconira o
conjunto Q; de pontos ¢; € @ — Q; tal que a regizo de Voronoi de ¢; tenha uma aresta de
Voronoi em V{{}) contida no bissetor entre ¢; e algum ponto em @, constrdi o diagrama
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Figura 5.3: Varredura planar por um reta vertical sobre o diagrama de Voronoi.

de Voronoi V{(Q}) e localiza os pontos de Q; em V(Q?).

A corretude deste algoritmo se baseia no seguinte fato: se g; € @); é um vizinho mais
préximo de um ponto em ), entdo a regido de Voronoi de ¢; tem uma aresta de Voronoi
em V(Q) contida no bissetor entre ¢; e algum ponto em @;. Além disso, os diagramas
de Voronoi V(Q — @;) e V(Q) sao iguais na regiio complementar ao fecho da unido das
regides de Voronoi em V(@) associadas a pontos em @;.

A analise de complexidade mostra que os conjuntos @} sio encontrados em tempo total
linear, enquanto V(@) e os outros diagramas sdo construidos em tempo total O(m log m).
Portanto, o algoritmo encontra um vizinho mais préximo em um conjunto distinto para
cada ponto em tempo ©(m logm).

Formalmente, o problema de todos vizinhos mais préximos que resolvemos é especifi-
cado da seguinte forma:

PROBLEMA DE ToD0Os VIZINHOS MAIS PROXIMOS EM SUPERFICIE POLIEDRICA
INSTANCIA. Um conjunto de pontos @ em uma superficie poliédrica triangulada S; uma
atribuicdo de coeficientes de atrito cinético a arestas e faces; e uma tolerincia de erro

e >0,

QUESTAO. Encontrar o ponto mais préximo a cada ponto do conjunto ) de acordo com
a funcio distincia de caminhos minimos induzida pela fung¢do distancia FGAD.
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5.3 Arvore Geradora Minima

O problema da drvore geradora minima consiste em encontrar uma arvore de comprimento
minimo que conecta todos os m sitios de um conjunto @ (veja Fig. 5.4). Este problema,
geralmente, tem aplicagdes em varios tipos de redes.

Figura 5.4: Uma drvore geradora minima.

O problema da arvore geradora minima é encontrado em Teoria dos Grafos, onde se
procura uma subarvore com a soma minima dos pesos das arestas de um grafo valorado G
que contém todos os nds. Dijkstra [42], Kruskal {75] e Prim [110] resolveram o problema
em tempo polinomial. Cheriton e Tarjan {27] apresentaram um algoritmo O(FE) para
grafos densos (E > m'*t®), onde F é o niimero de arestas no grafo, m o nimero de nés e
¢ € alguma constante positiva.

O algoritmo geral de Cheriton e Tarjan seleciona a aresta com menor peso como a
primeira aresta da arvore. O algoritmo realiza um passo geral até conectar todos os
nés. Neste passo, escolhe uma drvore T na floresta definida pelas arestas ja selecionadas,
seleciona a aresta e com menor peso incidente a um né em 7' ¢ a um nd em outra arvore
T, exclui todas as arestas com peso menor que e incidentes a 7" e inclui a aresta e na
arvore geradora minima. Para grafos planares, Cheriton e Tarjan resolveram o problema
em tempo linear no pior caso.

Seja ¢ um conjunto de sitios particionado em k subconjuntos (; mutuamente exclusi-
vos e exaustivos. Uma generalizagdo do problema da arvore geradora minima é encontrar
a arvore de comprimento minimo que contém exatamente um sitio de cada subconjunto Q;
(veja Fig. 5.5). Se cada subconjunto ; é unitario, temos o problema da 4rvore geradora
minima original. Este problema aparece quando se deseja determinar centros de servigo
regionals que devem ser interconectados.

Myung et al. [103] demonstraram que esta generalizagio para grafos é um problema
N P-dificil. Para isso, reduzem o problema da cobertura de nés, que é N P-completo, ao
problema generalizado [49]. Além disso, encontrar uma solugdo e-6tima para o problema
da drvore geradora minima generalizado também é NV P-dificil. Portanto, para qualquer
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A

A A

Figura 5.5: O problema da arvore geradora minima generalizado.

heuristica de tempo polinomial, ndo existe constante real ¢ tal que a solug¢io encontrada
pela heuristica tenha comprimento menor ou igual a ¢ vezes o comprimento da solugio
otima. A demonstragdo assume que P # NP e chega a uma contradigdo, pois se uma
heuristica encontra uma solugio &-6tima, entdo resolve o problema da cobertura de nés e
temos P = NP.

QOutra generalizagio para o problema da arvore geradora minima consiste em encontrar
uma arvore de comprimento minimo contendo pelo menos k sitios. Este problema surge
quando se precisa minimizar o custo de instalacdo de um servigo para k cidades em uma
regido com m cidades. Ravi et al. [112] mostraram que este problema para pontos no
plano é N P-dificil e apresentaram um algoritmo exato polinomial para o caso onde os
pontos estdo na fronteira de uma regido convexa.

Geralmente, algoritmos aproximativos sdo propostos para resolver esta generalizacio.
Estes algoritmos usam técnicas de cota inferior para comparar o custo de suas solucdes
com a solugdo Stima. Além disso, o valor da cota inferior deve ser préximo ao valor da
solugdo Gtima para que o algoritmo aproximativo possa garantir um fator de aproximacao
préximo a 1. Blum et al. [14] e Mitchell [94] apresentaram algoritmos que possuem fatores
de aproximagao O(1) e 2v/2, respectivamente.

Formalmente, o problema da 4rvore geradora minima que resolvemos na secdo 6.3 é
especificado da seguinte forma:

PROBLEMA DA ARVORE GERADORA MINIMA EM SUPERFICIE POLIEDRICA

INSTANCIA. Um conjunto de pontos @} em uma superficie poliédrica triangulada S; uma
atribuigdo de coeficientes de atrito cinético a arestas e faces; e uma tolerancia de erro
e > 0.

QUESTAO. Encontrar uma 4rvore que conecta todos os pontos do conjunto @ de com-
primento total minimo de acordo com a fungdo distancia de caminhos minimos induzida
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pela fungdo distancia FGAD.

5.4 Proximidade de Caminhos Minimos

Um problema de caminhos minimos adicionado a um conjunto @ finito de sitios leva a
varios problemas de proximidade.

Guha e Suzuki [53] resolveram problemas de proximidade em um plano com n re-
tangulos isotéticos (lados paralelos aos eixos) como obsticulos considerando a métrica
de caminhos minimos retilineos. Os algoritmos encontram um par mais préximo em um
conjunto de m sitios } € um vizinho mais préximo para cada sitio de } em tempo O{(n+
m)log(n+m)). A drvore geradora minima é obtida em tempo O{(n+m)log(n+m)logn)
pela reducio ao diagrama de Voronoi (veja Fig. 5.6).

Figura 5.6: Uma arvore geradora minima retilinea com obstdculos retangulares isotéticos.

Qs algoritmos, baseados em varredura planar, consideram um tipo de caminho minimo
geometricamente especial denominado z-caminho, onde z € alguma das dire¢bes +z e +y.
Um z-caminho consiste em um caminho monotdnico na diregdo z que percorre a direcao
ortogonal a z apenas quando alcanga um obstaculo retangular ou para evitar perder a
z-monotonicidade.

Larson e Li [77] estudaram o problema que procura todas as distincias retilineas
minimas entre um conjunto de m pontos no plano com obstaculos poligonais. O algoritmo
obtido despende tempo O(m(m?+n?)), onde n é o niimero total de vértices dos obstaculos.
Hwang [65] obteve um algoritmo Q(mlogm) para a &rvore geradora minima retilinea.

Wu et al. [130] apresentaram um algoritmo para a drvore geradora minima de caminhos
minimos retilineos com n obstaculos retilineos, ou seja, poligonos com arestas apenas
horizontais e verticais. Wu et al. utilizam um grafo, semelhante a uma grade, que define
um subespago contendo um caminho minimo para qualquer par de sitios evitando os
obstaculos retilineares. A drvore geradora minima para pontos € construida em tempo
O(mlogm 4 n?logn) por um método hibrido que encontra caminhos minimos enquanto

constrol a arvore.
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5.5 Diagrama de Voronoi Euclideano

Seja () um conjunto finito de m pontos distintos no planc euclideano. A regido de Voronoi
associada a ¢; relativa a @ é o conjunto de todos os pontos que estio mais préximos a g;
do que a qualquer outro elemento de @ (veja Fig. 5.7). A unido de todas as fronteiras
das regides de Voronoi é chamada diagrama de Voronoi de . Este diagrama apareceu
quando o matemaético russo, G. Voronol, investigou a geometria dos ndmeros [126].

A fronteira comum de duas regides de Voronoi é uma areste de Voronoi e representa
os pontos que possuem dols vizinhos mails préximos em Q. Duas arestas encontram-se
em um vértice de Voronoi, este ponto possui mais que dois vizinhos mais préximos no
conjunto . As regides sio exaustivas e mutuamente exclusivas exceto pelas fronteiras.

Figura 5.7: Uma regido e um diagrama de Voronoi euclideano.

Apenas alguns bissetores contribuem realmente para o contorno de uma regido de Vo-
ronol e o nimero total de arestas do diagrama de Voronoi é apenas de ordem linear. Pelo
menos trés algoritmos, assintoticamente étimos no pior caso, foram propostos para cons-
trugdo do diagrama de Voronoi euclideano de m pontos no plano em tempo @(mlogm) e
espago ©(m).

Shamos e Hoey utilizaram a abordagem divisdo-e-conquista [118], onde o problema é
quebrado (divisdo) em dois subproblemas de igual tamanho que séo resolvidos recursiva-
mente e, entdo, unimos as subsolugdes (conquista).

Brown reduziu o problema de construir o diagrama de Voronoi de m pontos no d-
espago euclideano para a construgdo da envoltéria convexa de m pontos no d + 1-espaco
[15].

Fortune usou a técnica de varredura linear [47], onde uma reta horizontal percorre o
plano enquanto o conjunto de arestas de Voronoi ativas interceptadas é armazenada orde-
nadamente conforme a ordem das interse¢des com a reta de varredura. Esta informacéo
é atualizada quando a reta alcanga pontos de evento que alteram o conjunto de arestas.
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5.6 Diagramas de Voronoi Generalizados

Apresentamos algumas generalizagdes do diagrama de Voronoi de acordo com a distancia,
0 espago € o objeto geométrico que representa um sitio. A definigio de cada diagrama
sera feita através da regio de Voronoi correspondente.

O conceito de diagrama de Voronot abstrato |73, 74] é baseado em sistemas de curvas
simples (bissetores) que bissectam o plano em regides ilimitadas (semi-panos). As regides
de Voronoi, definidas pela intersecao de todos os semi-planos contendo um dado ponto,
formam uma parti¢io do plano em conjuntos caminho-conexos com interiores nio vazios.
O diagrama de Voronoi abstrato consiste na uniso das fronteiras destas regides.

5.6.1 Distancia

O diagrama de Voronoi que construfmos utiliza uma fungio distincia de caminhos mi-
nimos. Neste caso, a distdncia entre dois pontos consiste no comprimento do caminho
minimo segundo a fungdo distancia FGAD entre estes pontos.

Diagrama de Voronoi Retilineo

No diagrama de Voronoi retilineo, a distincia de um sitio ¢; € Q@ 2 um ponto r segundo
a métrica retilinea € dr(g:, 1) = gi, — rz| + |g;, — ry| (veja Fig. 5.8). A regido de Voronoi
consiste no conjunto de pontos aos quais a distancia retilinea de um ponto em @ é menor
ou igual a distancia retilinea de qualquer outro ponto em @ [65]. Uma aplicagio deste

diagrama estéd no projeto de circuitos integrados.

Figura 5.8: Diagrama de Voronoi retilineo.

Diagrama de Voronoi Fluvial

No diagrama de Voronoi fluvial, a distancia fluvial dp{gi,v) denota o tempo minimo
necessario para um fluido emanar de um sftio ¢; em Q para alcangar r (veja Fig. 5.9).
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A regido de Voronoi consiste do conjunto de pontos dos quais a distincia fluvial de ¢; é
menor ou igual & distancia fluvial de qualquer outro sitio em @ [121]. Este diagrama pode
ser aplicado para considerar o efeito do vento na difusio de poluigio.

Figura 5.9: Diagrama de Voronoi fluvial..

Diagrama de Voronoi Valorado

No diagrama de Voronoi valorado, a regido de Voronoi é o conjunto de pontos = aos quais
a distancia valorada, dv(qi,r) = Ay, + My, d(q;,7), do sitio ¢; em @ é menor ou igual a
distdncia valorada de qualquer outro sitio em @, onde d(g;, ) é a distancia euclideana, A,
€ uma constante aditiva e M,, é uma constante multiplicativa [6]. Quando A e M s3o os
mesmos para todos os sitios em ), temos o diagrama de Voronoi euclideano. Quando M é
o mesmo para todos os pontos em Q (M, = M,; = 1) e A ndo é necessariamente o mesmo,
temos o diagrama de Voronot aditivo (veja Fig. 5.10(a)). Quando A é o mesmo para todos
os pontos em ) (Ay, = Ay, = 0) e M nio é necessariamente o mesmo, temos o diagrama
de Voronoi multiplicativo (veja Fig. 5.10(b)). No caso genérico, temos o diagrama de
Voronoi composto (veja Fig. 5.10(c)).

{a) Aditivo. (b) Multiplicativo. (c) Composto.

Figura 5.10: Diagramas de Voronoi valorados.
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Este diagrama pode ser aplicado a0 problema de encontrar uma érea de mercado para
um conjunto de empresas (g;) cujos pregos dos produtos dependem do custo de producio
Ay, e do custo unitdrio de transporte M,..

5.6.2 Espaco

O espago abordado pelo diagrama de Voronoi de caminhos minimos que estudamos é uma
superficie poliédrica S, possivelmente nao convexa tal que uma reta ortogonal 2 um certo
plano intercepta S em apenas um ponto, com coeficientes de atrito cinético atribuidos a
suas arestas e faces.

Diagrama de Voronoi Tridimensional

O diagrama de Vorono: tridimensional, embora tenha um nimero linear de regiées, pode
ter um numero quadratico de arestas e vértices. A complexidade do diagrama de Voronoi
para dimenses maiores (no espago euclideano) tem crescimento exponencial [7].

Diagrama de Voronoi Esférico

O diagrama de Voronoi esférico considera a esfera de raio unitirio, onde as coordenadas
de um ponto r satisfazem r2 + r2 +¢2 = 1. A distdncia esférica, dg(g;,r), de um sitio
¢ € ¢ a um ponto r é o comprimento do menor arco do grande circulo passando por
g e r: dp{qi,r) = arccos(gi,me + Giyry + i,7z) < 7. A regido de Voronoi consiste no
conjunto de pontos sobre a esfera para os quais a distancia esférica de ¢; é menor ou igual
a distancia esférica de qualquer outro sitio em @ [89].

Este diagrama esta relacionado & superficie do globo, onde se deseja encontrar uma
pista para um pouso de emergéncia ou a origem de um certo poluente disperso na at-
mosfera por um conjunto de fibricas. Outras generalizacdes semelhantes ao diagrama de
Voronoi esférico, segundo o espago considerado, sdo diagramas em um cilindro, cone ou
toro [41, 73].

5.6.3 Objeto Geométrico

O objeto geométrico que representa um sitio, considerado pelo diagrama de Voronoi de
caminhos minimos que investigamos, é o ponto. Além disso, assumimos que o conjunto
@ de sitios estd contido no conjunto de vértices do poliedro.
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Diagrama de Voronoi de Segmentos

No diagrama de Voronoi de segmentos, a distancia entre um segmento de reta ¢; € U
e um ponto r, dy(g;,r), é a distincia euclideana para r do ponto mals préximo em g;:
du{gi,r) = min,g,, d(s,7) (veja Fig. 5.11). A regido de Voronoi consiste no conjunto de
pontos dos quais a distincia de segmento ¢; é menor ou igual & distincia de qualquer
outro segmento em U [44, 80].

Figura 5.11: Diagrama de Voronoi de segmentos.

Este diagrama tem aplica¢es em localizagio de facilidades e agrupamento. Além disso,
o territério maritimo de um pafs consiste na intersecio da regido de Voronoi associada ao
pais com o conjunto de pontos a uma distincia menor que 200 mithas de algum ponto no

Fl

pais.

Diagrama de Voronoi de Areas

No diagrama de Voronoi de dreas, a distincia entre uma 4rea ¢; € A e um ponto r,
da(¢:.,7), é a distincia euclideana para r do ponto mais préximo em gy da(gi,7) =
minseq, d(s,7). A regido de Voronoi consiste no conjunto de pontos dos quais a distincia
da area ¢; ¢ menor ou igual & distancia de qualquer outra 4rea em A [44, 80).

As técnicas usadas na construgdo de diagramas de Voronoi de segmentos podem ser
estendidas para o caso que considera poligonos disjuntos. Neste caso, o conjunto de
poligonos pode ser tratado como um conjunto de segmentos de reta nio disjuntos.

Diagrama de Voronoi Circular

Yap [181] constréi o diagrama para arcos circulares em tempo O(mlogm), mas o algo-
ritmo requer que os arcos circulares se interceptem apenas nas extremidades. Sharir [119]
constréi o diagrama de Voronoi para um conjunto de discos circulares.
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5.7 Diagrama de Voronoi de Ordem &k

O diagrama de Voronoi Vi(Q) de ordem k para um conjunto finito @ de m sitios foi intro-
duzido por Shamos e Hoey [118] para tratar o problema de k pontos mais préximos. Lee
[78] apresentou o primeiro algoritmo para construir este diagrama em tempo O(k%m log m)
e espaco O(k*m). Além disso, mostrou que o nimero de regides, arestas e vértices deste
diagrama no plano é O(k(m — k)).

5.7.1 Diagrama da Seqiiéncia

A regido de Voronoi para uma seqiiéncia ordenada Q' de k sitios (g1, ¢z, . - ., gx) consiste no
conjunto de pontos dos quais a distdncia do ponto ¢; é menor ou igual & distancia do ponto
g; (se e somente se ¢ < j) que é menor ou igual 3 distancia de qualquer outro ponto em
Q@ — Q' (veja Fig. 5.12). A construgio de Vi41(Q) é o particionamento de cada regizo de
Vi(Q) em regibes de Viy1(@Q). Isto equivale a obter a intersegio de cada regizo de Voronoi
de V(@) com o diagrama de Voronoi V;(Q — Q’). Este diagrama unifica os problemas
de ponto-mais-préximo e ponto-mais-distante, pois o lugar geométrico dos pontos cujos
k vizinhos mais préximos estdo no conjunto Q' é também o lugar geométrico dos pontos
cujos m — k vizinhos mais distantes estio no conjunto @ — @’. Assim, o diagrama de
ponto-mais-préximo de ordem k ¢ o diagrama de ponto-mais-distante de ordem (m — k).

Figura 5.12: Diagrama de Voronoi de ordem & = 2.

5.7.2 Diagrama do Subconjunto

A regido de Voronoi consiste no conjunto de pontos dos quais a distincia para um sub-
conjunto Q' de k pontos de Q é menor ou igual & distancia para qualquer outro ponto em
@ — @', ou seja, o conjunto de pontos que sdo mais préximos a qualquer ponto em @' do
que a qualquer ponto de § que néo estd em @',

Chazelle ¢ Edelsbrunner [23] desenvolveram duas versdes de um algoritmo melhor para
grandes valores de k. O primeiro despende tempo O(m? logm + k(m — k)log®m) e espago



5.8. Diagrama de Voronoi de Caminhos Minimos _ 87

O(k(m — k)}, enquanto o segundo despende tempo O(m? + k(m — k)log?m) e espaco
O(m?). Utilizando amostragem aleatéria de pontos, Clarkson [31] determina o diagrama,
em tempo O{km!**), onde ¢ é um termo constante.

5.8 Diagrama de Voronoi de Caminhos Minimos

Restrigdes de movimento impedem a utilizagdo de um caminho direto for¢ando a tomada
do caminho minimo que satisfaz estas restriges. O caminho minimo entre dois pontos
¢; € ¢; em um conjunto finito ¢ é definido como o caminho de comprimento minimo
dentre todos os caminhos continuos possiveis ligando ¢; a g; que satisfazem as restricdes
de movimento.

A regifio de Voronoi R(¢;) de caminhos minimos associada a ¢; consiste no conjunto de
pontos r dos quais o comprimento do caminho minimo de ¢; para r é menor ou igual ao
comprimento do caminho minimo originado de qualquer outro sftioc em @ para r. Dessa
forma, a disténcia geodésica entre dois pontos usa uma métrica ou funcio distincia
induzida por um problema de caminhos minimos.

Quando a métrica ou fungdo distancia utilizada na defini¢io do comprimento de um
caminho é convexa, as regides de Voronoi particionam a superficie poliédrica no diagrama
de Voronoi de caminhos minimos V(Q).

Aronov [3] apresentou um algoritmo de divisdo-e-conquista com fase de extensdo que
despende tempo O((n + m) log(n + m)logn) para computar o diagrama de Voronoi de m
sitios em um poligono simples de n lados (veja Fig. 5.13).

Figura 5.13: Diagrama de Voronoi em um poligono simples.

Guha e Suzuki [33] construiram o diagrama de Voronoi de caminhos minimos retilineo
com obstaculos retangulares isotéticos em tempo O((n + m)log{n + m)logn) por um al-
goritmo de divisio-e-conquista com fase de extensdo. Mitchell [93] computou o diagrama
de Voronoi usando a metodologia Dijkstra continuo em tempo O({n + m)log?(n + m))
considerando poligonos simples como obstdculos. Mount [101] usou uma abordagem se-
melhante para o diagrama de Voronoi em superficie poliédrica, generalizando o problema
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da geodésica discreta para o caso de miltiplas origens. O diagrama de Voronoi é cons-
truido em tempo O((n + m)*log(n + m)) e espago O((n +m)?), onde n é a complexidade
do poliedro e m é o niimero de sitios.



Capitulo 6

O Diagrama de Voronoi de
Caminhos Minimos

A construgéo do diagrama de Voronoi de caminhos minimos de um conjunto Q de m sitios
requer a descri¢do de uma subdivisfo planar. Esta descricdo consiste nas coordenadas dos
vértices de Voronoi e do conjunto de arestas de Voronoi armazenado em uma estrutura
de dados como a quad-edge [37].

A versdo Voronoi do problema de caminhos minimos PGAD procura encontrar a ori-
gem ¢; € () mais proxima a um ponto consulta ¢, onde as distincias sio consideradas de
acordo com o comprimento do caminho minimo de ¢; para ¢ segundo a fungio distancia

FGAD.
A segdo 6.1 especifica o diagrama de Voronoi de caminhos minimos que estudamos

¢ o algoritmo que propomos para sua construgéo. Na secdo 6.2, apresentamos um pro-
cedimento que constréi uma subdiviséo da superficie poliédrica que implica na descrigio
geométrica e topoldgica do diagrama de Voronoi que abordamos. Na segio 6.3, realizamos
a redugéo dos problemas de proximidade que consideramos ao problema de construir o
diagrama de Voronoi de caminhos minimos VGAD.

6.1 Diagrama de Voronoi GAD

Formalmente, o diagrama de Voronoi VGAD que construimos é especificado da seguinte

forma.:

PROBLEMA DO DIAGRAMA DE VORONOI-GAD

INSTANCIA. Um conjunto de pontos Q em uma superficie poliédrica triangulada S; uma
atribuicdo de coeficientes de atrito cinético a arestas e faces; e uma tolerincia de erro

89
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g > 0.

QUESTAO. Construir o diagrama de Voronoi de caminhos minimos que permita identi-
ficar o sitio g; € @ tal que um caminho e-6timo p* sobre a superficie S (segundo a funcio
distancia geodésica atritada direcional) de ¢; a um dado ponto consulta t é o menor dentre
todos os caminhos e-6timos originados de outro sitio para t e permita também determinar
o caminho p*.

O algoritmo para o diagrama de Voronoi VGAD consiste em uma generalizagio do
algoritmo de caminhos minimos para o caso de miltiplas origens onde se deseja encontrar
um caminho minimo de um conjunto de origens  para qualquer ponto consulta sobre a
superficie. Modificamos a inicializagdo do algoritmo principal para incluir os intervalos
de otimalidade associados a cada ponto de origem. Assumimos que cada ponto origem é
um vértice da superficie poliédrica.

Algoritmo Voronoi-Continuo{Q)
1. para{I1 <j <in)

(a} d(q,):=0.

(b) Permanente(g;).

(c) para {cada aresta ei,f C flaj € f)
i. I.'J = Diflmd.ir(qi,e,'_f).
ii. Atualizar-Intervalo({; ¢, g;).

2. enquanto (Eventes # @) faga

(a) g := Desenfileira{Eventes).
(b) Permanente{q}.
(c) se (T{g) = Vértice) entdo
i. para (cada arestae; ¢ C flg € f)
A, Iy := Difundir(g,e; ¢).
B. Atualizar-Intervalo({; ¢, ¢).
(2} se (I(q) = Fronteira) entio
i. para (cada aresta e; C f, f')
A. se (e s e; C f) entao
s I; := Projetar{],e).
s se (I; # §) entio Atualizar-Intervalo(l;, ¢).
B. se (pea(I)) entdo
o I := Usar-Criticamente(7,e;, a).
s se (I, # 0) entlo Atualizar-Intervalo(I,, ).
C. se (pep(I)) entio
& [ := Usar-Criticamente(I,¢;, ).
¢ se (I, # #) entdo Atualizar-Intervalo(Jy, g).
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Teorema 6.1 As listes de intervalos de otimalidade dos pares aresta-face permitem com-
v ) - . Ayov

putar corretamente os caminhos minimos localmente f-livres dos sitios aos pontos desses

intervalos dentre os caminhos localmente f-livres que passam pelas arestas por intervalos

cujo ponto fronteira ja foi rotulade permanentemente.

~ Prova. A prova procede por indugio no ndmero de eventos rotulados permanen-
temente. No caso base, quando os sitios g; sdo rotulados permanentemente (passo 1),
os intervalos candidatos estdo nas arestas das faces incidentes aos sitios. A fungio
Difundir(g;,e; ;) cria apenas um intervalo obedecendo ao critério de otimalidade local
em cada aresta (passo l.c.i), pois se existir dois sitios em uma mesma face, podemos
subdividi-la em tempo constante, garantindo que cada face contenha apenas um sitio.
Os intervalos sdo incluidos nas listas de intervalos correspondentes aos respectivos pares
aresta-face pelo procedimento Atualizar-Intervalo(I; ¢, q;) (passo 1.c.ii). Dessa forma, es-
tes intervalos permitem computar corretamente os caminhos minimos passando apenas
pelos intervalos degenerados que sdo os sitios e isto estabelece a base da indugao.

A hipétese e o passo de indugio sdo semelhantes ao caso de origem tnica (Secdo 4.4).
Todos os intervalos possiveis séo criados e incluidos corretamente considerando os inter-
valos existentes nas listas de intervalos. Isto é garantido pelo critério de otimalidade local
e por um resultado semelhante ao Lema 4.1. Neste caso, o Lema 3.7 deve ser estendido
para considerar caminhos minimos localmente f-livres originados de sitios distintos, ¢; e
g2. Neste caso, se os caminhos se cruzam em algum ponto = interior a uma face, entdo um
dos subcaminhos de ¢; a ¥ ou de ¢; a v pode ter comprimento menor. Portanto, este ca-
minho poderia ser encurtado e ser localmente ajustado tal que seria novamente geodésico
e ainda seria localmente f-livre, pois os caminhos sdo incidentes na mesma aresta. O

Podemos garantir, assumindo a validade de um resultado anédlogo ao Lema 4.1 para
miiltiplas origens, que na conclusio do algoritmo Voronoi-Continuo(Q), as listas de inter-
valos formam uma cobertura das arestas de uma superficie poliédrica § tal que os inter-
valos permitem computar corretamente caminhos minimos para pontos sobre as arestas
de § originados nos sitios ¢; € Q.

A complexidade do algoritmo Voronoi-Continuo(@) tem uma andlise semelhante & do
algoritmo Dijkstra-Continue{s). Dessa forma, podemos obter os intervalos de otimalidade
que permitem computar um caminho e-6timo de um sitio ¢; para qualquer ponto ¢ sobre
uma superficie poliédrica em tempo O((n -+ m)®L), onde n é o nimero de vértices da
superficie e m é o mimero de sitios. Contudo, como assumimos que os sitios sdo vértices
da superficie (m = O(rn)), temos que o algoritmo Voronoi-Continuo(@) despende tempo
O(n3L).
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6.2 A Subdivisao de Voronoi

A descrigao e a topologia do diagrama de Voronoi de caminhos minimos sdo encontradas
quando construimos uma subdivisio de cada face f da superficie poliédrica em células
assocladas aos intervalos de otimalidade relativos a (e;, f), tal que um ponto ¢ estd em
uma célula C; se e somente se existe um caminho minimo sobre a superficie poliédrica de
uma origem ¢ a t pelo intervalo J; associado.

Esta subdivisdo, denominada subdivisde de Voronoi, é um superconjunto do diagrama
de Voronoi, pois os vértices e arestas de Voronoi estdo contidos nos bissetores geodésicos
que constituem a fronteira das células da subdivisdo de Voronoi em cada face.

O procedimento Subdivisdo- Voronoi( f) constrdi a subdivisdo de f em células C; que
indicam os caminhos minimos para pontos em f. O procedimento propaga os intervalos
de otimalidade relativos a (e;, f) para o interior da face f, considerando os pontos de
intersecdo entre os arcos bissetores na fronteira das células.

Se um ponto ¢ est4 na fronteira das células C; e C;, entdo d(r;) + d,, g,(t) = d{r;)} +
d,;5;(t). Seja h;; o bissetor geodésico contendo a fronteira entre as células C; e Cj, defi-
nido por esta equagdo. Consideramos h; ; sendo orientado na dire¢io em que a distancia
de r; e r; para t em f cresce. No PGAD, os bissetores geodésicos que limitam as células
serdo curvas polinomiais de grau muito alto. Neste caso, usaremos a rotina numérica
Ponto-Bissetor(I;_1, I;, I;11) para determinar o ponto de intersecio entre dois bissetores
geodésicos. Se as células C; e C; compartilham uma fronteira, entdo denotamos por v, o
ponto dessa fronteira que é o mais préximo aos pontos r; e r; e esta associado ao intervalo

I, como um poato evento para a subdivisio (veja Fig. 6.1).

Figura 6.1: Um ponto evento para a subdiviséo.

Procedimento Subdivisio-Voronoi( f)
1. Intervalos:= {Ip. I1,..., L, Jx41)-
2. para(1<i<k)

{2} - := Ponto-Bissetor(f;—1, [, Lit1 ).
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(b) se (v = 8) entdo §; = +oo

(c) senao
i. X := Encontrar-Ponto(v, I;).
iil. §i:=dlriY+ A

{d) Incluir(Subeventos, 8:)-

3. enquanto({Subeventos # @) faga

(8) &; := Desenfileira(Subeventos).
(b) Excluir{Subeventos, §;).
(¢} Excluir(Intervalos, Ij).
(d} j—1:= Ponto-Bissetor(I;~2, Lo Lia)
(¢) se (vj—t =0) entdo §;_q = oo
(f) senac
i. 2 := Encontrar-Ponto(yj—1, [j—1)-
ii. §j-1:= d(rj..l} + X
(g) ¥it1:= Ponto-Bissetor(Lj—1, Tig1s Li+2)s
() se (v;41 = 8) entdo ;41 1= +co
(i) sendo
i. A := Encontrar-Ponto(vjt1, Ii+1).
i g1 s=d{rjp) + A
(i) se (¢; # gj—1) entdo Aresta(g;, ¢j—1,%: Vjul jihj—1,i
(k) se (gj # ¢;+1) entdo Aresta(aj, gj4+1, Wi vig+1: hsjs1)-

(1) se (¢j # 9j—1,0j4+1) @BLEQ vj_1 541 = Vértice(v;, 45, i1, 8j+1: hi—1,50 Ry 4t Rim i)

O passo 1 inicializa a lista Intervalos como uma lista circular contendo os intervalos
de otimalidade relativos a {ei, f). O passo 2 computa &; como a distincia ao ponto de
intersegio ; entre hi_1; € hii41 caso estes bissetores se interceptem em f, do contrario
§; = 400. & é inclufdo na fila de prioridades Subeventos. Os pontos 7: representam
uma das extremidades do préximo arco de bissetor a estar contido em uma aresta de
Voronoi. O passo 3.2 determina o préximo evento como o ponto com o menor valor §;
em Subeventos. Os passos 3.b e 3.c excluem §; de Subeventos e I; de Intervalos. Os
passos 3.d a 3.f atualizam §;_; como a distancia ao ponto de interse¢do 4;_1 entre h;_a;1
e hj_1,+1 caso estes bissetores se interceptem em f, do contrério §;_; = +oo. Os passos
3.g a 3.1 atualizam &4 como a distancia ao ponto de intersecdo ;41 entre k141 €
hjy1+2 caso estes bissetores se interceptem em f, do contrério §;;; = +oo. Os bissetores
hi-1,; € hjj+1 completam a fronteira da célula C;, enquanto o bissetor kjq,;+1 continua
a construcio da fronteira das células Cj_y e Cjy1. O passo 3.j inclui o arco do bissetor
h;-1,; com extremidades vj-1; € ¥;j na aresta de Voronoi entre os sitios g; € ¢;_1, onde ¢;
indica o sitio correspondente aos caminhos minimos para os pontos do intervalo I;. Da
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mesma forma, o passo 3.k inclui o arco do bissetor k; .y, com extremidades v; ;41 e v; na
aresta de Voronoi entre os sitios ¢; € gj+1. O passo 3.1 atualiza a subdivisio, estabelecendo
o ponto evento v;_y j+1 como um vértice de Voronoi dos sitios g;-1, ¢; € ¢j41 com arcos
hiaj, k41, Bj—1j+1 € mesmas coordenadas de ;.

A fungio numérica Ponto-Bissetor(I;_q, I;, I;1+1) encontra o ponto de intersegio aproxi-
mado entre os bissetores relativos a I;_1, I; e I;, I;;1. A fungao realiza O(L = log @) pas-
sos, executando a fungio Ponto-Empate(I, I'). Assim, a complexidade da fungio numérica
POﬂtO—BfSSCtor(Ig_l, Ig, IH.}_) é O(n4L2)

Fungio Ponto-Bissetor(f; -1, i, liv1)

1. [hg,h1] := Perpendicular(v,e).

2. [a, 4] := [a:, bi].

3. enquanto (hy ~ ho > §) faga

(a) &' = bithy 2'& .

(b} Il_, := Projetar(fi_1,e").
(c) I! := Projetar(l;, e’).

(& If,;:= Projetar{f;11,e').

(¢) o' := Ponto-Empate(]_,,I}.
{(f} &' := Ponto-Empate(I},I],,).

(g} se (o’ < b') entdo hp := ¢’ sendo hy 1= e’

4
4. retorne(%br).

Q passo 1 inicializa o intervalo [k, &;] do segmento perpendicular a aresta e na face
f passando pelo vértice v oposto a e. Uma reta paralela a e que contém o ponto de
intersecao dos bissetores no interior de f deve interceptar este intervalo. O passo 2 atribui
a extensao do intervalo I; ao segmento @’?. O passo 3 verifica o tamanho do intervalo
[ho, h1). No passo 3.a, a reta e’ paralela a aresta e passa pelo ponto médio do intervalo
[Ro, h1]. Os passos 3.b a 3.d projetam os intervalos sobre a reta €', enquanto os passos
3.e e 3.f encontram os pontos de empate @' € & dos intervalos projetados em ¢’. No passo
3., se @’ estd & esquerda de ¥, entdo hp aumenta, sendo hy diminui. O passo 4 retorna o
ponto de intersecio aproximado.

O procedimento Subdivisdo-Voronoi( f) encontra os vértices da subdivisio em ordem
crescente da distincia a partir da origem (veja Fig. 6.2). Cada vértice corresponde ao
fechamento de uma célula C; quando excluimos o intervalo I; da lista Intervalos e con-
sideramos o bissetor geodésico entre as células correspondentes aos intervalos vizinhos a

I; na lista Intervalos.

Lema 6.1 [95] O procedimento Subdivisio-Voronoi(f) constréi corretamente as células
C; correspondentes aos intervalos de otimalidade de (e, f).
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Figura 6.2: Células em uma subdivisdo de uma face.

Prova. A prova procede por indugdo no numero de vértices encontrados para a
subdivisdo. Suponha que & é a distancia de um ponto origem g¢; ao ponto evento ¥;
quando k vértices foram encontrados para a subdivisio. A subdivisdo induzida pelo
conjunto inicial de bissetores estd correta a uma distancia §; do sitio mais préximo a face.
Suponha, indutivamente, que a subdivisdo estd correta a uma distincia éx e considere o
efeito do evento ;. O evento 7; corresponde ao fechamento de uma célula C; e as células
C;_1 e Ciy1 se tornarem adjacentes depois da distdncia é¢. Se ¢ é um ponto a distancia 8
de qualquer origem, onde 8; < § < 8541, entdo ¢ é localizado apropriadamente segundo a
subdivisio criada pelo procedimento para pontos entre o k-ésimo € o k + 1-ésimo evento
e nao pode ser alcancado melhor pelo intervalo 7;, pois t ¢ C;. Portanto, o bissetor entre
Ci_1 e Ciyy localiza corretamente t entre os intervalos correspondentes. A localizagio de ¢
relativa a todos os outros intervalos deve estar correta, pois todos os outros bissetores sdo
disjuntos para distincias que estao entre & € 6x41 €, pela hipdtese de indugdo, assumimos
que a subdivisio estava correta até entao. m]

Lema 6.2 [95] O procedimento Subdivisdo-Voronoi(f) despende tempo O(n"L?) e usa
ESPago O(ns).

Prova. Visto que, em cada iteragio do procedimento, excluimos um dos intervalos da
lista Intervalos, pode haver no maximo O(n?®) execugdes do passo 3, ou seja, o nimero de
intervalos de otimalidade relativos a (e;, f). Cada execugao envolve um nimero constante
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de operacdes na lista Subeventos, célculos de intersecio entre bissetores e célculos de
distincia a pontos. Dessa forma, a complexidade de tempo é O(n®(log n+ K(n) + G(n))),
onde K(n) é a complexidade da fungio Encontrar-Ponto(I,q) e G{(n) = O(n*L?) é a
complexidade da fungdo Ponto-Bissetor(;_1,I;, I;41). Assim, a complexidade de tempo
do procedimento Subdivisio-Voronoi( f) é O(n” L?). o

Executamos o procedimento Subdivisdo-Voronoi(f) para cada face f, tomando um
tempo O{n®L?), pois existe um total de O{n?*) intervalos de otimalidade para todas as
faces. Para associar um ponto ¢ na superficie poliédrica a uma regido de Voronoi, loca-
lizamos ¢ em alguma face f [72, 108]. Entdo, localizamos ¢ em alguma célula de f. A
localizacio de pontos em uma célula envolve testar em que lado de uma curva polinomial
o ponto estd através da fungdo numérica Encontrar-Ponto(l,q). Assim, a complexidade
de uma localizagio de ponto é O(n*Llogn). O caminho minimo do sitio ¢; associado a ¢
é obtido em tempo O(k) através dos k intervalos predecessores para o intervalo associado
3 célula obtida na localizagio de ¢ até o sitio correspondente.

6.3 Reducao de Problemas

Os problemas de proximidade em superficie poliédrica que abordamos sido encontrar um
par mais préximo em um conjunto finito @ de sitios, encontrar um vizinho mais préximo
para cada sitio em ) e computar a arvore geradora minima de (J. Apresentamos a
reducio destes problemas de proximidade ao diagrama de Vorenoi de caminhos minimos
de . Portanto, a construcio do diagrama de Voronoi de caminhos minimos permite a
resolucio destes problemas com a mesma cota de tempo.

O bissetor geodésico de dois sitios g; e g; é o conjunto de pontos na superficie poliédrica
que tém igual distancia de caminho minimo de ¢; e de ¢;. Um vizinho mais prézimo
geodésico de um sitio ¢; é um sitio ¢; tal que o comprimento do caminho minimo de ¢
a um ponto do bissetor de ¢; e g; seja minimo dentre todos os outros sitios em . Um
ponto do bissetor de ¢; € ¢; cuja distancia é minima denomina-se ponto médio geodésico
de ¢; e g;.

Lema 6.3 Seja ¢;,q; € @ tais que q; € o vizinko mais prézimo de g;, entdo as regides
de Voronoi de g; e q; definem uma aresta do diagrama de Voronoi de caminhos minimos

VGAD.

Prova. Seja c um ponto na superficie poliédrica cujas distancias de ¢; € g; sdo iguais e
minimas. Suponha que ¢ nao estd em uma aresta de Voronoi de ¢;. Dessa forma, o caminho
de g; a c intercepta uma aresta de Voronoi entre ¢; e ¢z em u. Assim, d{q;,u) < d(g;,¢).
Como « néo deve ser o ponto médio geodésico o que estd a uma distancia minima de ¢; e
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Gk, entdo d(gi, 0) + d(gi,0) < 2d(g:,u) < 2d(g;, ) = d(g;, c) + d(gj, ). Portanto, terfamos
qr mais préximo a ¢; do que g;, contradizendo a suposigio de que g; é o vizinho mais
proximo de g;. : O

Teorema 6.2 O problema de Todos Vizinhos Mais Prézimos em Superficie Poliédrica ¢
transformdvel em tempo linear ao diagrame de Voronoi VGAD.

Prova. Um vizinho mais préximo de um sitio ¢; é obtido verificando cada aresta de
Voronoi da regiso R(7) (Lema 6.3). Toda aresta pertence a duas regides de Voronoi, entdo
cada aresta ser4 examinada apenas duas vezes. Portanto, todos os vizinhos mais préximos
sdo encontrados em tempo linear utilizando o diagrama de Voronoi VGAD. 0

O diagrama de Voronoi VGAD também pode ser usado para resolver o problema do
Par Mais Préximo em Superficie Poliédrica. Este problema ¢ transforméivel ao problema
de Todos Vizinhos Mais Préximos em Superficie Poliédrica, pois um dos pares obtidos
pelo problema de Todos Vizinhos Mais Préximos em Superficie Poliédrica é um par mais
préximo que pode ser determinado em tempo linear. Portanto, temos:

Teorema 6.3 O problema de Par Mais Prézimo em Superficie Poli¢drica € transformdvel
em tempo linear ao problema de Todos Vizinhos Mais Préximos em Superficie Poliédrica.

Geralmente, os algoritmos que resolvem o problema da 4rvore geradora minima em
grafos sio baseados na existéncia de uma 4rvore geradora minima que contém a menor
aresta com um né em @Q; e o outro em Qs, onde {Q1, @.} é uma particio do conjunto de
nds [110].

Dessa forma, um algoritmo deve examinar o comprimento da aresta de cada né em
Q, para cada né em @Q,. Contudo, a seguinte propriedade do diagrama de Voronoi de
caminhos minimos afirma a necessidade de examinar apenas as arestas do grafo planar
dual, onde o conjunto de nds (duais as regides de Voronoi) é o conjunto de sitios e existe
uma aresta entre dois nés se existe uma aresta de Voronoi entre as regides de Voronoi
correspondentes. O comprimento de uma aresta ligando dois nés (relativos a R(g:) e
R(g;)) é duas vezes o comprimento do caminho minimo do sftio ¢; a um ponto médio
geodésico de ¢; e g;.

Lema 6.4 Para gualquer particio {Qq,Q,} do conjunto de sitios @, a menor aresta (par
mais prézimo) entre nds q; de Q1 € g; de Q; pertence ao conjunto das arestas adjacentes
a g; no grafo dual.
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Prova. Assumimos que o comprimento § do caminho minimo de ¢; a um ponto medio
geodésico o de g; e g; é 0 menor entre nés de Qs e @3, onde ¢ € Q1 € ¢; € Q2. Além disso,
temos que g; pertence a0 conjunto de sitios adjacentes a ¢; no grafo dual de Q. Caso
contrario, o bissetor de g; e ¢; ndo contém uma aresta de Voronoi da fronteira da regiao
de Voronoi R(g;) (Lema 6.3). Dessa forma, o caminho minimo de ¢; ao ponto médio o
intercepta R(g:) em um ponto u. A aresta de Voronoi contendo u estd contida em um
bissetor entre ¢; € qi, onde g € Q. Pela desigualdade do tridngulo, temos d(gs,0) <
d{qe, u) + d(u,0). Como d(gs,u) = d(g:,u), temos d(gi,0) < d(gi,u) + d(u,0) = d(g,0).
Portanto, o comprimento do caminho minimo de g para o ponto médio o é menor que
6. Assim, quando g € Q1, temos d(g;, 0"} < d(g;, 0); e quando g € @2, temos d(gi,0") <
d{q;,0); onde o’ e 0" séo pontos médios dos bissetores entre g;, ¢« € ¢, Gk, respectivamente.
Dessa forma, temos g; como vizinho mais préximo de ¢; ou g;, contradizendo a suposigao
de que o comprimento do caminho minimo de ¢; a um ponto médio o de ¢; e ¢; é 0 menor
entre nés de ¢4 e @Qs. O

Portanto, o problema de computar uma 4rvore geradora minima de ¢ sobre uma su-
perficie poliédrica pode ser reduzido em tempo linear ao diagrama de Voronoi de caminhos
minimos, pois é equivalente a computar uma arvore geradora minima no grafo dual ao
diagrama de Voronoi VGAD.

Teorema 6.4 O problema da Arvore Geradora Minima em Superficie Poliédrica € trans-
formdvel em tempo linear ao diagrama de Voronoi de caminhos minimos VGAD.

Pelos Teoremas 6.2, 6.3 € 6.4, temos que os problemas de proximidade abordados sao
resolvidos em tempo O(n®L?) e espago O(n*) pela construgdo do diagrama de Voronoi de
caminhos minimos VGAD.



Capitulo 7

Implementacao

Uma razéo para implementar um algoritmo geométrico inclui realizar uma especificacio
mals detalhada do algoritmo, identificando e tratando pormenores omitidos no seu projeto.
A implementacio de algoritmos geométricos é uma atividade que pode envolver a
interacio com o usudrio e a apresentacdo dos objetos geométricos produzidos. Dessa
forma, o desenvolvimento de programas visualizadores e bibliotecas para interface tem
auxiliado o desenvolvimento de atividades praticas relativas a algoritmos geométricos.
Implementamos o algoritmo Dijkstra continuo para o problema da geodésica discreta
[95] como um médulo externo ao visualizador Geomview. O médulo externo, escrito em
C, permite a escolha de pontos origem sobre uma superficie poliédrica e anima a execugéao
do algoritmo usando um painel de controle da biblioteca FORMS para interface com o
usudério.
O médulo externo tem cerca de 2.000 linhas de cddigo com 35 fungdes e procedimentos.
O algoritmo Dijkstra cont{nuo representa 45% do cédigo escrito. As rotinas geométricas
bésicas e estruturas de dados sdo aproximadamente 34% do cédigo. A apresentagao dos
objetos geométricos, envolvendo a saida de arquivos formatados para o Geomview e a
interface utilizando a biblioteca FORMS corresponde a apenas 21% das linhas escritas.
Na secio 7.1, apresentamos o programa Geomview para visualizacgo de objetos geomé-
tricos. A secio 7.2 introduz a biblioteca FORMS para construcdo de painéis de interagéo.
A secéo 7.3 ilustra o médulo externo implementado. A estrutura de dados quad-edge que
representa a superficie poliédrica é introduzida na se¢do 7.4. Na se¢iio 7.5, discutimos
a fila de prioridades e a lista de intervalos. A secdo 7.6 descreve rotinas geométricas
bésicas usadas no algoritmo que resolve o problema da geodésica discreta. Na segio 7.7,

indicamos alguns melhoramentos que realizamos neste algoritmo.
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7.1 Geomview

O Geomview [102] é um programa interativo para visualizagho ¢ manipulagio de objetos
geométricos tridimensionais no espago euclideano, hiperbélico ou esférico. O Geomview
permite visualizar objetos estdticos ou funcionar como uma ferramenta que apresenta
objetos geométricos produzidos dinamicamente por outros programas.

O Geomview foi desenvolvido por membros do Geometry Center na Universidade de
Minnesota e executa em estagdes Silicon Graphics (SGI), dentre varios outros sistemas.
Particularmente, utilizamos a versio 1.6.1 do Geomview em uma SGI Indigo2 para o
sistema operacional IRIS. O Geomview estd disponivel gratuitamente pela Internet em
‘ftp://ftp.geom.umn.edu’.

0 Geomview mostra objetos cuja geometria é descrita em arquivos com sintaxe defi-
nida segundo a biblioteca de objetos graficos OOGL sobre a qual o Geomview foi cons-
trufdo. Além disso, permite o controle interativo sobre o ponto de vista, a velocidade
de movimento e a aparéncia de superficies, dentre outros. O Geomview suporta tipos
de dados como poliedros, quadrildteros, malhas retangulares, superficies Bezier € muitos
outros. Inicialmente, o Geomview apresenta o painel de controle principal, o painel de
ferramentas e uma camara {veja Fig. 7.1). O painel principel tem um menu por onde
se pode acessar os demais painéis de controle, uma lista de objetos (targets) e uma lista
de médulos externos instalados no sistema (modules). O painel de ferramentas permite
selecionar o tipo de movimento e a cdmara mostra os objetos geométricos carregados.

Figura 7.1: A apresentacio inicial do Geomview.

O Geomview apresenta objetos originados de outro programa que interage com o
Geomview e executa simultaneamente. A medida que este programa altera a descricdo

geométrica de um objeto, a imagem mostrada pelo Geomview reflete as mudangas. Pro-



7.2. FORMS | | 101

gramas que geram objetos e usam o Geomview para apresentagdo sio chamados mddulos
externos. Geralmente, um médulo externo consiste na implementagio de algum algo-
ritmo que cria um objeto geométrico que muda a forma enquanto o algoritmo executa e
os aspectos de apresentacio sdo deixados para o Geomview.

Um médulo externo se comunica com o Geomview através da linguagem de comandos
do Geomview (gcl). Esta linguagem, apesar de ter a sintaxe de lisp, expressa apenas
comandos a serem executados em uma dada ordem. Dessa forma, um médulo externo
pode controlar qualquer aspecto do Geomview.

Quando o Geomview chama um médulo externo, cria pipes conectados a entrada
e saida padrio do mddulo. Pipes sio como arquivos usados para comunicacdo entre
programas. O Geomview interpreta o que o médulo escreve na saida padrio como um
comando gcl. Dessa forma, o mdédulo pode informar ao Geomview qualquer mudanga
de um objeto geométrico em tempo de execucio. Se o médulo externo pede alguma
informagio a0 Geomview, o Geomview escreve a informagio na entrada padrio do médulo.

7.2 FORMS

Um médulo se comunica com o usuéario por um painel de controle ou respondendo a cer-
tos eventos. Um painel para interface com usudrio pode utilizar a biblioteca FORMS de
dominio piiblico em ‘ftp://ftp.laue. phys.uwm.edu/pub/XForms’ ou qualquer outra bibk-
oteca para GUI (Graphical User Interface).

A biblioteca FORMS € uma biblioteca de rotinas em C, escrita por Mark Overmars,
que permite construir painéis de interacdo. A biblioteca FORMS usa os servigos proporci-
onados por Xlib e pode ser compilada por um compilador ANSI C ou C++ em maquinas
com o sistema de janelas X instalado.

A utilizacio da biblioteca FORMS envolve definir um conjunto de painéis, especifi-
cando os objetos que compdem cada painel: botdes, textos, campos de entrada, dentre
outros {veja Fig. 7.2). Depois que um painel é definido, podemos mostré-lo na tela. A
rotina fl-do-forms() cuida da interagdo entre o usuério e o painel. Esta rotina resgata
eventos de uma fila de eventos, retornando qualquer mudanga no estado do painel devido
a alguma acg&o do usudrio. A rotina envia o evento obtido pelo objeto apropriado e notifica
A aplicacdo qual agio deve ser tomada. O controle é retornado ac programa que realiza a
acio correspondente e passa o controle para fl-do-forms() novamente.

7.3 Modbdulo Externo

O médule externo implementado responde a eventos (clique do mouse) selecionando um
vértice da superficie poliédrica como ponto origem € tem um painel de controle FORMS



7.3. Mdédulo Externo 102

r@ abliform -
e

buic | Suom || Vewsrr §taper | m-]

Figura 7.2: Um painel de interagio FORMS.

para interface com usudrio (veja Fig. 7.3). O painel de controle contém um botao luminoso
para identificar se a execugao do algoritmo sera instantanea ou através de uma animacao
passo a passo. Além disso, o painel possui quatro botoes para controlar a animagao: tocar,
avangar, pausa e parar. O boto tocar inicia a execugdo instantanea ou animada. O botdo
avancar realiza um passo do lago principal do algoritmo que permanece em pausa. 0
botdo pausa interrompe a execucao do algoritmo, e o botao parar termina a execu¢do. Na
animacao, o médulo apresenta os objetos geométricos a cada passo, enquanto a execugao
instantinea apresenta os objetos apenas quando o algoritmo conclui.

Figura 7.3: O painel de controle do médulo externo.

Os objetos geométricos sio apresentados sobre uma superficie poliédrica carregada no
Geomview (veja Fig. 7.4). Identificamos os pontos origem e o evento rotulado permanen-
temente em cada passo através de esferas centradas nestes pontos. Além disso, o modulo
mostra a irvore de caminhos minimos para os eventos rotulados permanentemente e a
4rvore dos eventos atuais ainda nio rotulados. Assim, temos dois objetos geométricos
que consistern em dois conjuntos de linhas poligonais abertas, onde cada linha poligonal
representa um caminho minimo {computado até entdo) de uma origem para um evento

(ainda nao) rotulado permanentemente.
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Figura 7.4: Os objetos geométricos apresentados no Geomview pelo mddulo externo.

7.4 Quad-edge

A implementacio do algoritmo Dijkstra cont{nuo representa a superficie poliédrica através
da estrutura de dados quad-edge. Para isso, usamos a biblioteca libquad escrita por J.
Stolfi e baseada na implementagio original de J. Roth.

A quad-edge {57] é uma estrutura de dados que permite a representagio de grafos
néo-direcionados imersos em uma superficie, onde um operador topoldgico (Splice) e uma
primitiva (MakeEdge) para criacdo de aresta sio suficientes para construgao e modificagdo
de qualquer diagrama.

A quad-edge representa, simultaneamente e uniformemente, os diagramas primal e
dual; permite trocar de uma representagio para outra em tempo constante; e manipular
seus parametros geométricos e topoldgicos independentemente.

Uma dlgebra de aresta é um objeto combinatério finito que captura as propriedades
topoldgicas de uma subdivisdo S. As arestas da élgebra sio particionadas em grupos
que consistem em quatro versdes orientadas e direcionadas de uma aresta nao-direcionada
de S e quatro versdes das arestas duais. Uma subdivisdo tem duas orientagdes possiveis
relativas ao sentido de rotagio e duas diregées definindo uma ordem entre os pontos de
uma linha. O grupo contendo uma aresta e é a drbita de e sob a subdlgebra gerada pelas
funcdes Rot e Flip. A aresta e Rot é a versdo rotacionada {dual) de e, direcionada da
direita para a esquerda, e orientada tal que se mover no sentido anti-hordrio na face &
direita de e corresponde a se mover no sentido anti-horario segundo a origem de e. A aresta
e Flip é a verséo da aresta e com orientagio oposta e mesma direcdo. A estrutura de dados
quad-edge implementa a dlgebra de aresta. Selecionamos uma aresta eg candnica em cada
grupo e qualquer aresta e deste grupo € uma versao eo Rot" Flip/, onde r € {0,1,2,3} e

fe{0,1}.
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Representamos o grupo de arestas contendo e na estrutura de dados por um wvetor de
aresta e[0...3], onde e[r] corresponde a aresta eg Rot™. Uma referéncia de aresta é uma
tripla (e,r, f) que representa uma aresta e = eq Rot” Flip/. Cada elemento e[r] de um
vetor de aresta contém dois campos: Data e Next. O campo Data guarda informagdes
geométricas e nao topolégicas, enquanto o campo Next contém uma referéncia & aresta
eg Rot™ Onext, onde e Onext é a aresta seguinte a e com a mesma origem no sentido anti-

horério e e Lnext é a aresta seguinte com a mesma face & esquerda no sentido anti-horario.

€ Lnext

Figura 7.5: As primitivas Onezt e Lnext da quad-edge.

A seqliéncia de arestas em torno de um vértice e Org é obtida pela aplicacio da
primitiva Onext, enquanto obtemos a seqiiéncia de arestas ao redor da face a esquerda de
uma aresta e aplicando a primitiva Lnext.

7.5 Fila de Prioridades e Lista de Intervalos

Uma fila de prioridades é uma estrutura de dados para um conjunto cujos elementos
estdo associados a um valor denominado chave [35]. Uma fila de prioridades suporta as
operagdes de incluir um elemento no conjunto, obter e excluir o elemento com a menor
chave.

Uma aplicagio para filas de prioridades estd na simulagao de eventos discretos. Os ele-
mentos na fila sio eventos que devem ser simulados na ordem de um tempo de ocorréncia
(chave) associado a cada evento. Dessa forma, a simulacdo de um evento pode cau-
sar outros eventos a serem simulados. O algoritmo Dijkstra continuo usa a operagao
Desenfileira{ Eventos) em cada passo do lago principal para escolher o préximo evento e
simular uma frente de onda se propagando. Quando novos eventos s&o produzidos, eles
sio incluidos na fila de prioridades pelo operador Inclnir-Evento( Fventos, q).

Um heap implementa uma fila de prioridades necessitando tempo O(logn) para qual-
quer opera¢io sobre um conjunto de n elementos. Contudo, utilizamos a representagio
mais simples de uma fila de prioridades que é uma lista desordenada. Dessa forma, as
operagdes Desenfileira{ Eventos) e Excluir-Evento( Eventos, ¢, I} despendem tempo linear,
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e a operagio Incluir-Evento( Eventos, q,I) despende tempo constante, onde g € um evento
que representa um ponto sobre a superficie poliédrica em um intervalo candidato 1.

A operagio Retirar-Intervalo(Eventos, I') exclui todos os eventos correspondentes ao
intervalo candidato I da fila de prioridades em tempo linear. Esta operagdo ¢ realizada
sempre que excluimos um intervalo I de alguma lista de intervalos.

As listas de intervalos foram implementadas como listas ordenadas duplamente ligadas.
O procedimento Incluir-Intervalo(LI,I) despende tempo linear para encontrar a posigao
de I na lista de intervalos ordenada LI e tempo constante para incluir o intervalo na lista.
O procedimento Excluir-Intervalo(I) utiliza os apontadores para intervalos predecessor
e sucessor para excluir o intervalo I da lista de intervalos correspondente em tempo
constante.

7.6 Rotinas Basicas

Geralmente, o projeto de algoritmos geométricos resulta em uma especificagio que usa
conceitos geométricos usuais representados por estruturas de dados e rotinas complexas.
Assim, a implementagio destes algoritmos requer um esforgo adicional para a tradugao
da semantica intrinseca & geometria.

A rotina Orientagdo(s, q,r) retorna a orientacao dos trés pontos (s,q,r), onde a ori-
entacio da tripla (s, g, r) é o sentido em que o segmento s roda em torno de s enquanto o
ponto ¢ vai de ¢ para r sobre o segmento gF. Assumimos que ¢ esta a direita de r quando
o sentido de orientac3o é anti-horério e dizemos que a tripla (s, ¢,7) tem orientagéo posi-
tiva. De forma semelhante, se a tripla tem orientagdo negativa, o ponto ¢ estd a esquerda
de r. A funcio obtém o sinal do determinante das coordenadas dos trés pontos que é
precisamente a orientagio da tripla (s,g,r). Assim, a orientagéo de (s,q,7) é dada por

1 s sy
1 gz gyl-
I rz 7y

A funciio Intersegio(qo,7o,¢1,71) Tetorna o ponto de intersecdo entre as reta fo e F;
determinadas pelos pares de pontos (go,7o) € {¢1,71), respectivamente. A reta R;, para
i = 0,1, tem seus coeficientes definidos pela expressdo y = a; -+ b;, ou melhor,

Tiz ~ Qi Tig — iz

Esta equagio nfo estd bem definida quando R; é perpendicular ao eixo das abscissas.

Neste caso, a reta R; é representada pela equagio & = ri; = ¢;,. As coordenadas (z,y)
do ponto de intersecio devem satisfazer o sistema das equag0es lineares correspondentes
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as duas retas By e Ry. A solugdo deste sistema linear é possivel e determinada quando as
retas sdo disjuntas e transversais. Nos casos onde as retas sao coincidentes ou paralelas,
a fungdo retorna um ponto qualquer ou #, respectivamente.

Seja e uma aresta especificada pelos pontos a e b. Sejam f e f' as faces especificadas
pela aresta e e pelos vértices v e v', respectivamente, ndo incidentes em e. A fungao
Imagem(a,b,v,v’) retorna um ponto coincidente a v’ quando rotacionamos f’ em torno
da aresta e tal que f e f' se tornem coplanares. O ponto obtido é a imagem do ponto
v’ sobre o plano da face f. Inicialmente, a fungio translada os pontos de forma que o
ponto @ se torne coincidente com a origem dos eixos. Rotacionamos os pontos em torno
do eixo das alturas tal que b, seja igual a zero e em torno do eixo das ordenadas tal
que b, seja igual a zero. Neste momento, temos a aresta e contida no eixo das abscissas.
Rotacionamos os pontos em torno do eixo das abscissas tal que v, seja nulo. Finalmente,
rotacionamos v’ em torno do eixo das abscissas tal que os pontos a,b,v e v/ estejam no
plano horizontal z = 0 e v, v’y < 0 para que f e f' nfo estejam sobrepostas. A fungao
realiza as transformacdes inversas sobre o ponto v’ e retorna o ponto resultante.

A fungio Ponto-Empate(l, I’} retorna o ponto ¢ na intersegao entre os intervalos can-
didatos I e I’ tal que d{r) + dr g(r,q) = d(r') + dw (', q) (veja Fig. 7.6). Inicialmente, a
funcio realiza transformagdes sobre os pontos dos intervalos e suas raizes para que estejam
contidos no plano horizontal z = 0 e a aresta que contém os intervalos esteja contida no
eixo das abscissas. Assim, a ordenada do ponto g deve ser igual a zero e a abscissa z deve
satisfazer a equacdo da hipérbole cujos focos sdo as raizes dos intervalos. Dessa forma,
deduzimos a equagio quadritica (4cf — c2)z? — (8cir, + 2c,¢3)z + 44 (r2 +r2) — 5 =0,
onde ¢; = |d(r) —d(r')|, c2 =2(rs — 1) e c3 = 2+ T‘;Z — 1,2 —ry% — ¢;%. Quando esta
equacio nio tem solugéo real, a hipérbole ndo intercepta os intervalos de otimalidade I, I’
e um dos intervalos domina o outro. A equagio tem solugdo em no maximo dois pontos.
Assim, a fungio retorna o tnico ponto, quando existe, que esta contido na intersegdo dos
intervalos e estd associado ao brago da hipérbole onde ¢, = d(r) — d(+').

Figura 7.6: A fun¢io Ponto-Empate(I,I').

A fungdo Canal-Acesso(I) retorna um par (I;,f) de intervalos de otimalidade ad-
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jacentes (b, = ay) tal que o ponto fronteira ¢ do intervalo I predecessor de I estd na
regido limitada pelos segmentos cj¢; e chep (veja Fig. 7.7). L) (I2) é vazio quando € estd
na regifio limitada pela aresta e; (e3) e pelo segmento ch¢; (¢jc1). A fungdo realiza uma
busca linear sobre a lista de intervalos do par aresta-face associado ao intervalo I. A
funcao péra quando o ponto de acesso ¢} correspondente a um intervalo I; estd a esquerda
de € segundo um ponto ¢ no interior do intervalo I e retorna o par (f;_1, ;). Quando ¢, Ce
¢} 530 colineares, o ponto g é substituido pelo vértice v oposto a aresta e na face f. Neste
caso, a busca continua se ¢ estd & esquerda de € segundo v. Além disso, os pontos € e ¢,
quando coincidentes, sdo substituidos por pontos no interior de T e I, respectivamente.

v

Figura 7.7: A funcdo Canal-Acesso([).

A funcio Projetar(I,e) retorna o intervalo de otimalidade I’ dos pontos g sobre a
aresta e cujo segmento GF intercepta o intervalo I, onde r é a imagem da raiz do intervalo
I sobre o plano da face associada a I (veja Fig. 7.8). A funcado rotaciona o ponto r
em torno do intervalo I tal que r seja coplanar a I e a aresta e. A fungdo encontra as
intersegdes g, e q» da reta suporte da aresta e com as semi-retas Téd e —r_b), respectivamente.
Os casos possivels a serem considerados s30: gq,q5 € €, 4o € eAgy Eee g, €eAgs €Ee. No
primeiro caso, as extremidades de I’ sio ¢, e g. No segundo caso, as extremidades de I’
$30 g, € v ou I’ é vazio, onde v é o vértice oposto ao intervalo I na aresta e. O terceiro caso

—
s ’ ] = —— a N
é simétrico ao segundo. Os casos degenerados onde as semi-retas 7a e rb sdo paralelas a
reta suporte de e sdo tratados assumindo como interse¢do uma das extremidades de e.

7.7 Melhoramentos no Algoritmo

Durante a implementagio, identificamos algumas omissbes no algoritmo Dijkstra continuo
para o problema da geodésica discreta (PGD) [95]. Melhoramos o algoritmo e preenchemos
algumas lacunas deixadas na prova de corretude apresenta por Mitchell et al. [95]. Além
disso, verificamos que a lista de intervalos ILIST sugerida por Mitchell et al., bem como
os ponteiros para cada intervalo candidato para o qual um vértice € a raiz, sdo supérfluos.
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Figura 7.8: A funcio Projetar{l,e).

No PGD, a fungio correspondente a Atualizar-Intervalo(Z, ¢) realiza chamadas a fun-
¢io Ponto-Empate(I, I;) para obter o ponto ¢' em TN, tal que d(r)+{7q’| = d(rm)+|ri¢'l,
onde 7 é a imagem da raiz r sobre o plano da face correspondente a I. Os intervalos podem
ser ajustados assumindo ¢’ como extremidade. Neste caso, o algoritmo atualiza o ponto
fronteira ¢; do intervalo [;, mas nio determina que o evento correspondente deve ser
excluido da fila de prioridades quando ¢; & I; depois do ajuste.

A funcio Atualizar-Intervalo(I,q), para o PGD, assume que um caminho minimo
computado até entdo ndo pode interceptar uma fronteira ¢le; de um canal de acesso.
Dessa forma, o algoritmo ignora a possibilidade do intervalo I ser dominado por algum
intervalo existente. Um contra-exemplo onde o intervalo I ndo é incluido ocorre quando
propagamos um evento que representa um vértice e uma aresta oposta a este vértice j&
foi melhor alcancada por um intervalo de otimalidade existente.

A funcgio Propagar(l) cria um intervalo fi-livre em cada aresta e; oposta 2o ponto
fronteira ¢ de I, quando ¢ é um vértice. Neste momento, o algoritmo deveria verificar
se o caminho minimo para o vértice ¢ é fi-livre, senfio poderd ser criado um intervalo
de otimalidade sobre a aresta e; cujos caminhos minimos induzidos nio sao fi-livres,
contradizendo a definicio de intervalo de otimalidade no par aresta-face (eq, fi).

O lago principal do algoritmo PGD propaga intervalos associados apenas a eventos
rotulados permanentemente como pontos fronteira. Contudo, afirmamos que qualquer
evento associado a um vértice deve ser propagado independente de ser um ponto fronteira
ou ndo. Se o algoritmo nio propagar eventos correspondentes a vértices que ndo sao pontos
fronteira, o Lema 4.3 nio valerd para o PGD (Lema 6.6 de [95]), ou seja, pode existir
um ponto que nio estd contido em um intervalo de otimalidade quando o algoritmo PGD
conclui. Dessa forma, um contra-exemplo para o Lema 4.3 pode ser facilmente obtido
no plano (veja Fig. 7.9). Neste contra-exemplo, o evento ¢ € rotulado permanentemente
e propaga o intervalo [v, v;] sobre a aresta 7;u3. O intervalo criado tem ¢, como ponto
fronteira e nio cobre inteiramente a aresta Tio;. Além disso, o evento ¢; € rotulado
permanentemente sem criar nethum intervalo candidato. Assim, o algoritmo termina sem
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os pontos dos segmentos byv3 € T3U3 estarem contidos em algum intervalo de otimalidade.

Figura 7.9: Um contra-exemplo para o Lema 6.6 [95] no PGD.



Capitulo 8

Conclusoes

Buscando resultados tedricos € praticos, estudamos uma area da geometria computacional
ainda pouco explorada. Analisamos superficies poliédricas sob o enfoque da obtengdo de
algoritmos geométricos.

Propomos algoritmos para determinagio de estruturas geométricas sobre uma superfi-
cie poliédrica. Assim, utilizando uma fun¢io distincia de caminhos minimos, abordamos
problemas de caminhos minimos e proximidade considerando superficies de inclinagao
variavel.

Desenvolvemos um mdédulo para visualizagdo de solugGes de um problema geométrico
em superficie poliédrica. Implementamos o algoritmo que resolve o problema da geodésica
discreta e sua extensio para o diagrama de Voronoi através do Geomview, alcangando
objetivos praticos relativos a problemas de caminhos minimos e proximidade. Além disso,
representamos e manipulamos uma superficie poliédrica através da estrutura de dados

quad-edge.

8.1 Resultados Obtidos

O estudo de objetos geométricos e de problemas da geometria computacional em superficie
poliédrica fez necessiria a definicio de uma métrica para o célculo de disténcias entre
pontos neste tipo de superficie. Uma forma de se definir tais métricas que permite grande
liberdade para generalizagbes é

n—1

d(qla Q'n) = min Z A’(qir qi+1)?

i=1

onde g1, ..., ¢, ¢ uma seqiiéncia de pontos que descreve um caminho minimo entre ¢; e
qn, € A’ é a distancia entre pontos em uma mesma face. Para considerar a diregio de
movimento, definimos a funcgdo distancia FGAD baseada no trabalho realizado por um
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corpo para se movimentar. Esta fungdo distdncia implicou em uma versio direcional do
problema de caminhos minimos.

Obtivermnos uma série de resultados relevantes relacionados a este problema. Es-
tes resultados demonstraram a caracterizagio de caminho geodésico, localmente f-livre
e minimo segundo as restricdes e especificacbes do problema, ou seja, sobre uma su-
perficie poliédrica segundo a fungdo distdncia FGAD. Assim, demonstramos que cami-
nhos geodésicos sdo lineares por partes e identificamos o critério de otimalidade local
correspondente a esta situagdo.

Neste momento, utilizando a teoria de fung¢bes convexas e programagio convexa, de-
monstramos propriedades de convexidade estrita da fungio distdncia FGAD. A convexi-
dade desta fungio garantiu a unicidade do minimo de fungdes reais relacionadas ao critério
de otimalidade. A convexidade da funcio FGAD também é um fato fundamental para a
unicidade do caminho geodésico que intercepta uma seqiiéncia de arestas como enunciado
no Lema 3.4.

Verificamos a existéncia de angulos criticos como no problema da regido valorada [97]
e deduzimos expressdes para representa-los. Além disso, constatamos que um caminho
geodésico p no PGAD pode ter varios segmentos criticos entre dois vértices consecutivos
encontrados na lista de pontos descrevendo p.

Os lemas que apresentam propriedades de caminho localmente f-livre e intervalo de
otimalidade generalizam estes conceitos para o problema PGAD embora as demonstragdes
sejam muito semelhantes &s encontradas na literatura {95, 97).

As contribuigbes originais incluiram ainda o desenvolvimento de um algoritmo, baseado
na metodologia Dijkstra continuo [95, 97, 93], para resolugdo do problema de caminhos
minimos PGAT que generaliza o problema da regido valorada e o problema da geodésica
discreta. Nosso algoritmo resultou de uma extensao aos algoritmos existentes na literatura
para considerar o problema PGAD que leva em conta um coeficiente de atrito cinético e
um angulo de inclinagio com o plano horizonial em cada face de uma superficie poliédrica.

O algoritmo que obtivemos para resolver o problema PGAD é muito semelhante
aos demais algoritmos baseados na metodologia Dijkstra continuo. Contudo, a funcio
Projetar(I,¢;) e o procedimento Atualizar-Intervalo(, ¢) fazem chamada a procedimen-
tos relacionados & caracterizagao dos caminhos geodésicos e a fungao distancia FGAD.
Neste nivel, o algoritmo torna-se diferente dos demais assumindo o cariter direcional.

A resolucdo do PGAD proporcionou uma métrica para caminhos minimos em superficie
poliédrica. Esta métrica permitiu o estudo de problemas de proximidade neste espaco.

Assim, resolvemos 0s seguintes problemas:
e Problema do Par Mais Préximo em Superficie Poliédrica,

s Problema de Todos Vizinhos Mais Proximos em Superficie Poliédrica,
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¢ Problema da Arvore Geradora Minima em Superficie Poliédrica.

Estendemos o problema de caminhos minimos PGAD para o caso de multiplas ori-
gens. Dessa forma, obtivemos um algoritmo para construir um diagrama de Voronoi com
uma funcio distincia de caminhos minimos e provamos a corretude deste algoritmo. A
especificacio deste algoritmo envolveu modificar a inicializagdo do algoritmo de origem
tinica para incluir os intervalos de otimalidade associados a todos os pontos de origem
(sitios).

Além disso, apresentamos um procedimento para obter uma descricdo do diagrama
homeomorfa a uma subdivisao planar. Este procedimento constréi uma subdivisdo em
cada face da superficie poliédrica, identificando os vértices e arestas do diagrama de
Voronoi de caminhos minimos VGAD.

Utilizamos este diagrama de Voronoi para resolver os problemas de proximidade com
a mesma cota de tempo. Para isso, demonstramos que estes problemas sdo redutiveis a
construcio do diagrama de Voronoi de caminhos minimos.

Implementamos um algoritmo Dijkstra continuo em superficie poliédrica que resolve
o problema da geodésica discreta [95]. Desenvolvemos um médulo externo ao Geomview
para visualizacio da 4rvore de caminhos minimos sobre uma superficie poliédrica. Utili-
zamos a estrutura de dados guad-edge para representar uma superficie poliédrica [57]. A
implementagio do algoritmo para o diagrama de Voronoi foi uma adaptagdo ao algoritmo
de caminhos minimos para considerar multiplas origens.

Alguns detalhes importantes no algoritmo proposto por Mitchell et al. que resolve o
PGD foram omitidos. Identificamos e tratamos, dentre outros detalhes, a possibilidade
de um intervalo sendo incluide ser dominado por intervalos existentes e a nao propagacao
de vértices que ndo sdo pontos fronteira.

8.2 Extensoes e Trabalhos Futuros

Algumas extensdes e trabalhos futuros séo sugeridos nesta segdo. As sugestdes consistem
em generalizages do problema que estudamos e outras variacdes.

Podemos investigar uma métrica ou funcdo distancia que considere dire¢io de movi-
mento e seja algebricamente mais simples. Isto pode implicar na obtengdo de um critério
de otimalidade local mais intuitivo, possibilitando uma interpretagdo como a propriedade
de desdobramento e a Lei de Snell para os problemas da geodésica discreta e da regiao
valorada, respectivamente. Além disso, podemos propor uma fungio nédo convexa. A
obtencio de um algoritmo exato para este caso requer o estudo de milfiplos caminhos
geodésicos entre dois pontos em uma seqiiéncia de arestas.

Algumas aplicagdes precisam tratar regides com coeficiente de atrito nulo e infinito
(obstaculos). Dessa forma, podemos estender o algoritmo Dijkstra continuo direcional
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para considerar este caso. Quando temos regides com coeficiente de atrito nulo, podemos
abordar um diagrama de Voronoi de caminhos minimos com sitios representados por
poligonos simples. Neste caso, o sitio consiste em regides com coeficiente de atrito nulo e
a distancia entre dois sitios é 0 menor comprimento de um caminho minimo entre pontos
em cada um dos dois sitios.

O diagrama de Voronoi de caminhos minimos de ordem & pode ser obtido quando
propagamos um intervalo candidato mesmo quando este nio implica em camirhos minimos
para seus pontos. Neste caso, o intervalo I propaga até que existam k& intervalos de
otimalidade correspondentes a k sitios distintos que induzam % caminhos de comprimento
menor do que o comprimento do caminho minimo a partir da origem correspondente ao
intervalo I para todos os pontos do intervalo I.

Uma. generalizagdo possivel para o problema da geodésica atritada direcional é o pro-
blema tridimensional, onde as regies sdo poliedros que particionam o espago euclideano
tridimensional. Consideramos uma forga (atragio gravitacional) constante com diregéo
fixa em todo espaco. Além disso, temos um coeficiente de resisténcia implicando uma
forca de atrito na diregio do movimento e uma forga (normal) constante com diregao fixa
no interior de cada regido poliédrica. O problema tridimensional consiste em encontrar
um caminho de trabalho minimo para se mover um corpo de uma posigdo a outra do
€spago.

A implementacio dos algoritmos que resolvem o problema da regido valorada sobre
uma superficie poliédrica e o problema da geodésica atritada direcional sdo trabalhos
futuros baseados no médulo externo implementado. A implementa¢do de um algoritmo
para o PRV requer, dentre outras coisas, o tratamento de segementos criticos e o0 uso de
funcdes numéricas aproximativas, enquanto um algoritmo para o PGAD deve ainda tratar
um critério de otimalidade algebricamente mais complicado.



Apéndice A
O Angulo 5

Neste apéndice, vamos encontrar uma expressao em fungéo de z para o cosseno do angulo
B:. Primeiramente, identificamos os casos distintos para a disposigido da face f segundo
os valores de a e b (veja Fig. A.1). A aresta e pode ter o coeficiente angular, a, positivo,
nulo ou negativo. Analogamente, o coeficiente linear b pode ser maior, igual ou menor

que a altura zp do ponto s(0, ~yo, zo).

a>f
b>z0

Figura A.1: Casos distintos para a disposi¢do da face f.

Seja ¢ o ponto sobre a aresta e com a mesma altura que s (veja Fig. A.2). Dessa
forma, o ponto g tem abscissa 5“&'—"’, ou seja, ¢ tem coordenadas (5"“:&,0,20). O vetor
da forga resultante Rpy tem direcdo perpendicular ao segmento 3g. Seja ¢’ o ponto de

114



115

intersecdo entre a reta passando por s na mesma direcio do vetor da forca Rpy e a aresta
e. Dessa forma, temos o tridngulo retdngulo Agsq’ com angulo reto em s. Pelo teorema
de Pitagoras, temos [q¢'|* = |sg|? + |s¢|?>. Portanto, a abscissa do ponto ¢’ é ¢’ = ;‘Tyfg
Seja r o ponto sobre a aresta e tal que o segmento 37 é perpendicular & aresta e. Agora,

pelo tridngulo Aers, onde o é a origem dos eixos coordenados, temos que a abscissa de r

’ az—b
€Te = o7 -
a>0 a=0 a<l
b:-zo b>z0 b>z,
q r q) P q’:f e q) r q e
5 5 5
PN PN ! PN
\ a»i a=0 a<
b=z0 b=zt' b=z')
g=r e r € g=r e
B 5 5 § p————r
Py PN
a>0 a=0 a<
b<z, b<z, bez,
q’ r g e g’ =r ¢ g r g €
R

Figura A.2: Casos para a disposigao da face f segundo os pontos ¢q, ¢ e .

Seja 2™ um ponto sobre a aresta e. Seja 1 o Angulo Zrsq’ com lados 37 e s¢’. Seja 4,
o angulo de incidéncia do segmento sz* em e. Observe que o dngulo 8, varia em funcéo
de z, enquanto o angulo v € constante. A tabela A.l apresenta expressées para o angulo
B, em funcio de ) e 8.

Dessa forma, utilizando transformagées trigonomeétricas obtemos expressdes de cos 5,
em funcio de 8, e ¥. A tabela A.2 apresenta estas expressdes e permite concluir que
cosf; assume a forma ¢; cos 8, + ¢ sen 8., onde ¢; e ¢; sdo constantes.

Os valores de costp ¢ sent sio obtidos pelas leis dos senos e cossenos no tridngulo
Arsq’. Por outro lado, vamos encontrar expressdes para cosf, e senf, em funcio de z.

T

Observe que sen (5 - 63) =cost, = IJ:?rLI (veja Fig. A.3). Portanto, denotando por ¢; a

distincia constante |sr| e por d(z) = \/3:2 + 13 + (20 — 2)? a distincia euclideana entre s




| Il a>0 a=20 a <0 ]
< Ty 9+ ¥ z(q; fz —
b>z [ 7o <o < gk -0 + 9 bz gL €z T -0 + 9
z)q; by — x> T 8z 4 ¢
b=z £ LTy b, + X Afz T & T —bz + 5
T>rg —0:+ 5 > 0z + 7
T < q% —t:+¥+7 T & Ts —-p+r
b<zo [l gp <m <2 — v 47 | St w | ra<z<q; 0, -4+
Z>rs -t - +x T > gz —fz ¥+

Tabela A.1l: Tabela de expressdes de B, em fungdo de 8, e 7.

| 1 a>D a=0 8 <0 ]
Ty cos(fz + ¢} T < qr cos{fz — )
be>a || ra <= < gl cos(—8z + %) cos(8z) | al <z < rs cos([—bz + ¥)
T>q, cos(fz — ¥) T > ry cos( 8z + ¥)
b=1 T <ry —genf: ABz £ <ry sen
T>rz sen - —senfx
T < ¢ - cos(—f + ¢} z < T —cos(fz + )
b<z Hge<ao<rr —cos{lz — ) —cosly [ r= €< g, —cos{fz — )
T >Ts — cos(8z + ¥) T > gy — cos{—85 + )

Tabela A.2: Tabela de expressoes de cos{8;) em fungao de 8; e .

e z*, temos cos 8, =

Semelhantemente, observe que cos (% —

£a_
="

senf, =

93) = jlz_:ll Assim,

=

a!zc—b!

1-{—a'2

a? 2u—b )2

1422

I Gl
&)

colocando (1 + @?) em evidéncia e desradicalizando, temos

sen @

(1+6) (o - *5")
&(z)

!
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Agora, multiplicando o numerador ¢ o denominador por /(1 + a?) e expandindo o nume-

rador, temos

Seja b(z) uma fungdo real que representa cos J;.
b> z, & < r,. Dessa forma, cos 3, = cos(f: + P) =

sen @, =

(1+ a*)z + a(b— z0) _

d(z

)

V1 + a?)d(z)

\/(l—l—az).

(A1)

Assumimos o caso onde a > 0,

cos 1 cos B, — sentsend,. Neste
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Figura A.3: Cosseno e seno do angulo de incidéncia 8.

caso, ¢; = cos € ¢ = —sen. Portanto,
Ci1Cs Czd’(&?)

1@ " Jirar)

Contudo, pela lei dos cossenos no tridngulo Ag’sz*, podemos obter a seguinte funcio
(veja Fig. A.4):

b(z) =

() + sl — e
L ] R

Assim, derivando-se &(z), encontramos

¥(z) = (1+a®)gitalb—z0) _ (d*(x)+]|sa'P~|o*¢'P)i(1+a®)otalb—z0)]

z . qu"ld ) 2|sg’|d%(z) ’
— (14+a*)qi+a{b—z} - b{)[(14-a2)eta(b-—2)]
[sq’|d{z) &#(z) ’

Y
05
-100 50 50 T80
-0.5
-1 =100 -50 50 100
(a) O cos By. (b} A derivada primeira de cos 8.

Figura A.4: Gréficos em fungio de z.
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Seja k(z) = (1 + a®)z + a{b— z), temos '(z) = %&} ed'(z)= Lia? _ 2:—%%. Podemos,

S (z}
simplificar a expressdo para '(z) da seguinte forma:

¥(z) = (1+a?){q;-z)+(14a¥)atalb—20) _ B{z)k(z}

- |2q’|d(z) d(z)
— (+e¥)(q—o)tk(z) _ blz)d'(z)
|2q’|d(<) d(z) -

De forma semelhante, encontramos a seguinte expressao:

¥(z) = 2b(z)d?(z) _ 2d(z)((1+a’) oz —o)td(=)d(a)] __ blz)d"{z) 4% (z)+d(c)d"(z)—(1+a?}

& (z) |sq’ld?{z}) diz)

[sq"|d(=)

Assim, chegamos & expressdo algébrica do cosseno do dngulo entre as forgas de atrito
e resultante peso-normal. Além disso, encontramos e simplificamos as derivadas primeira

e segunda desta expressao.



Apéndice B
Funcoes Convexas

Neste apéndice, apresentamos os conceitos bdsicos de fungdes convexas e demonstramos
a convexidade da funcdo distancia FGAD.
Uma fungdo f : I — R é chamada convera se a inequacdo

é satisfeita para todo z, y € I, onde I é um intervalo da reta real [114]. Esta fungdo é
chamada estritamente convezra quando temos a desigualdade estrita. Geometricamente,
a condigdo B.1 significa que o ponto médio do segmento entre dois pontos no grifico da
funcao f estd sobre ou acima do ponto correspondente no grafico (veja Fig. B.1). Na
verdade, todo o segmento estd acima do grafico da fungdo, ou seja, a inequagao

fz+ (1= Ay] £ Af(e) + (1 - ) f(y) (B.2)

é satisfeita para todo A no intervalo aberto (0,1). Esta inequacio é chamada inequagdo
de Jensen. Se —f é convexa, entdo dizemos que f é concava.

Uma fungdo convexa é continua exceto nas extremidades do seu dominio, suas deriva-
das direita e esquerda existem e sdo nio-decrescentes. Uma fungao convexa e finita em um
intervalo fechado satisfaz a condicdo de Lipschitz, sendo limitada superior e inferiormente.

A classe de fungdes convexas pode ser caracterizada de varias formas. Para uma
fungio diferencidvel, a convexidade {convexidade estrita) implica uma derivada crescente
(estritamente crescente). Portanto, quando f” existe em (a,b), entdo f é convexa se e
somente se f“(z) > 0. Se f(z) > 0 em (q,b), entdo f € estritamente convexa neste
intervalo.

As fungbes convexas sdo reconhecidas mais facilmente observando que sdo formadas
por outras funcdes convexas e considerando algumas operagdes sobre as quais a classe de
funcBes convexas permanece fechada [114]. Dessa forma, os teoremas seguintes garantem

119



120

sa0a 750

aonon 500
250

o a8 e o o
250

i =500
750

-t = w v
(a) FGAD em fungio de z. - (b) A derivada primeira da FGAD.

Figura B.1: A fun¢io distancia FGAD.

que a soma de duas fungdes convexas é uma fun¢do convexa, dentre outras propriedades
de fungdes convexas.

Teorema B.1 [114] Se f: I - R eg:I— R sio convezas ¢y > 0, entdo f(z)+ g{x)
e vf(z) sdo converas em I.

Teorema B.2 [11)] Seja f: I =R eg:J— R onde S(f) CJ. Se f e g sao convezas
e g € crescente, entdo a funcio composta go f € conveza em I.

Teorema B.3 [114] Se f: I —~ R e g : I — R sdo ndo-negativas, decrescentes (crescen-
tes) e converas, entdo h(z) = f(z)g(z) também possui estas trés propriedades.

A convexidade estrita de uma fungio é uma propriedade que implica em urm tnico
minimo local e, portanto, global desta fun¢io. Assim, demonstramos a convexidade estrita
da funcao distdncia FGAD para garantir a existéncia de um critério de otimalidade local,
quando um caminho geodésico intercepta uma aresta.

Lema B.1 A fungdo distancia FGAD do ponto s(0,—ye, 25} no interior de uma face f
ao ponto z*(x,0,2) sobre uma aresta e da face f € estritamente conveza.

Prova. A funcio distancia FGAD pode ser escrita como

mg\/(,ufe cos? a5 + 25 cos ay sen apb(z) + sen az){d*(z)),

onde b(z) = cos 3,' e d(z) é a distidncia euclideana entre s e z*.

1Detalhes sobre cos A, sdo encontrados no apéndice A.
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Dessa forma, seja f(z) = (u} cos® oy + 214 cos o sen apb(z) + sen’as) d(z) e g(z) =
/T, entdo a fungio distancia FGAD é estritamente convexa se e somente se f € estrita-
mente convexa, pois g é estritamente convexa e crescente (Teorema B.2).

Assim, devemos mostrar que f“(z) > 0, ou seja,

2(1 + a®)(p} cos® ay + 2415 cos ap sen oupb(z) + sen 2ap)+
+ 8uyscosaysenark{z)b(z) + 21 cos oy sen oy d?(2)b(z) >0,

onde
k(z) (1+ az)x + a(b— z),
b’(ﬂ?) _ (4a®Me —)+k(z) __ Hz)d'(=)
- sg’[d(x) d(z)
V(z) = 26(z)d?(z) _ 24 (m)(14a?) (gt —m)HR(x)]  b(z)d¥(z) + 47 (z)+d(z)d" (z)—(1+a?)
s loq”Id2(2) i) loa’1d(z) ,
it &
d (27) = (=), .
s 14+a? k*{z
@(2) = 5 -5

Portanto, expandindo ¥(z) e b"(z), substituindo d'(z) e d“(x), e como
d?(z) + d(z)d"(z) — (1 +a®) = 0,
a inequacdo f’(z) > 0 fica da seguinte forma:

2(1 + a?)(u% cos® oy + 2y cos ap sen ayb(z) + sen’ay)+

1-+a?Yq) —x)+k(z b(z)k(z
+ 8uycosaysenask(z) (( + |},{q:|d(_.,))+ =l (df(z() )) t 2y 2
+ 2, cos oy som csd?(z) (26{;}(!;)&) . 2k[x}[(1T;:?(ng;)z}'{'k{x)] _ bfx)[d“(z]g?:; )~k (:':)]) > 0.

Multiplicando %(z) pela expressao de &'(z), d*(z) pela expressdo de b”(z), ¢ agrupando
os termos semelhantes de k(z)b'(z) e d*(2)b"(x), temos

2(1 4 a®)(p% cos® ety + 25 cos vy sen aupb(z) + sen o)+
Ek(«’ﬁ')[(1+a3)(¢'f—x)+kf$}] _ bfa':]kz{«":}) —

+ 4u5cosaysenay s'ldiz ()

)
b(@)[d2 () (1+a%) =k (s)]
(b ) > 0.

— 2pycosajsenay

Novamente, multiplicando os fatores (4; cos oy senay) e (—2puy cos ay sen ay), e sim-
plificando os termos semelhantes, obtemos

2(1+ az)(#?f cos? oy + 2pf cos oy sen o:fb(x) + Senzaf).{.
+ 4y cosaysenay Ek(x)[(1+ag)(q;—z)+k(z]1) _

e’ 14(2)
b(a)k3(a)

~ 2pugcosaysenas (“Em) — 24y cosagsenash(z)(l +a?) > 0.
Colocando [—2py cos ay sen arb(z)] em evidéncia, encontramos

2(1 + a®)(u} cos® o + 2p¢ cos oy sen apb(z) + senay)+
k(z)[(1+a2){?;—$)+k($ﬂg —

+ 4dpscosapsenag ( ls2’|d(z)

— 2u;cos oy senayb(z) (%%}-i—(l—l—az) > 0.
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Seja ¢4 = (1 +a®)¢} + a(b— 20). Portanto, como (1+ a?)g},+a(b—20) = (1 +a?)(q; —
z) + k(z), temos
2(1 + a®)(u% cos® oy + 25 cos ay sen asb(z) + sen?ay)+
+ 4pu;cosaysenay (I?:_IE%) — 2uy cos oy sen a () (dg(x) +(l+a )) > 0.
Dividindo a expressdo por 2 e colocando (fi5 cos ay sen ay) em evidéncia, obtemos
(1 4+ a®)(p? cos® ap + 245 cos ay sen afb(:r:) + sen 2ag)+
4+ pgcosaysenas {QIT;’_IE%;)I b(z )dg(z) — b(z)(1 ~|—a2)] > 0.
Pela igualdade d'{z) = d{ j» encontramos

(14 o®)(p} cos® oy + 27 cos ay sen apb(z) + sen’ay)+
+ i cos oy sen oy (2—*~d’( ) — b(z)d*{z) — b(z)(1 + az)) > 0,

|2}

2y, — . 2 . .
Observe que % = —ialatelb-) gy jstituindo ¢, = 22 e simplificando, temos
o'l ™ /et 442 +(agl+h—20)? i ’

S it +a2<vV1+a?
fsg'l N+ (b—z) T '
Além disso, d'{z) é uma fungio limitada inferior e superiormente, onde

Jim d(z)=+V1+a%

Dessa forma, como f(z) > 0 e pycos aysencay > 0, a fungdo f"(z) assume seu valor
minimo quando o = V1+ a? e d'(z) = —v1+a?% Assim, a inequagdo f“(z) > 0 fica

da seguinte forma:

(1 4 a®)(p}cos® oy 4+ 2up cos cepsen crpb(z) + sen®ay) +
+ pfcosafsenaf(—Q(l+a2)*2(1 +a2)b($)) > 0.

Expandindo f(z) e simplificando ou eliminando os termos semelhantes, temos
(14 a®)(u} cos® ay + sen’ay) — 2(1 + a*)uscosapsenay > 0.
Colocando (1 + a?) em evidéncia, obtemos
(1 + a?)(p} cos® af — 2uy cos apsenay + sen’ay) > 0.

Assim, chegamos ao quadrado perfeito (s cos ay — senay)? que é, claramente, nio-
negativo. Além disso, prcosay — senay = 0 se e somente se gy = tanoay. Contudo,
isso é impossivel por suposigdo®. Dessa forma, (1 + a®)(puscosa; — senay)? > 0, ou
seja, f"(z) > 0. Podemos concluir, entdo, que a func¢do f(z) é estritamente convexa.

Consequentemente, a funcio distdncia FGAD também é estritamente convexa. 0

2Esta suposigao é feita na secdo 3.2.



Apéndice C

Critério de Otimalidade Local

Neste apéndice, encontramos as expressoes relacionadas ao critério de otimalidade local.
Portanto, simplificamos a derivada primeira da fungio distdncia FGAD e obtemos o ponto
7, na aresta e (mais préximo da origem s) através de uma equagdo em fungio de sen 0.

C.1 A Derivada Primeira

A derivada primeira da funcio distdncia FGAD de s a z° com relacdo ao pardmetro T
tem a seguinte forma:

()b’
sy cosay sonayd(z)b(z) + \/,;:} cos? a g + 24y cos oy sena bz} + senayd(z),

\/ﬁ"} cos? ag + 2uscosaysenapb(r) + sen?og

onde ji; é o coeficiente de atrito cinético na face f, oy é o angulo de inclinagio da face f
com o plano horizontal, d(z) é a distancia euclideana de s a z* e b(z) = cos 3.
Seja ¢; = pycosassenay € ¢g = 115 cos® ay + sen’ay, entdo a expressdo acima fica
como segue:
esd(z)b'(z
_esd@)¥lz) | V/2esb(z) + cod ().
1}265b($) + ca
Simplificando em um tnico denominador, temos

csd(@)¥ () + (2csb(z) + co)d'() (C.1)
2esb(z) + cs

Expandindo ¥(z), cancelando d(z) e simplificando com ¢4 = (1 + a%)g; + a(b — 20),
obtemos

(gc;,—, — b(a:)d’(a:)) + (2esb{a) + ce)d'(@)
\/2c56(w) + cg -
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Multiplicando ¢; e simplificando os termos semelhantes, encontramos
Bt + esb()d'(z) + cad'(2)
\/ 2¢5b(z) + cg .
Colocando d'(z) em evidéncia, temos

B8 £ (c5b(z) + c5)d'(z)

s’}

J265b(3?) + Cs

Agora, como d'(z) = /1 + a?senf,, onde 4, é o angulo de incidéncia do segmento sz*
na aresta ¢, obtemos

[s¢’|

8 4 /1 + a(csb(x) + cs) sen b,

\/ 2csb(z) + s
Seja ¢g = ﬁ‘m, entdo a expressao acima fica da seguinte forma:
V1 + a*(co + (esb(x) + c5) sen 8,,) (C2)
\/ 2¢s5b(z) + o

C.2 O ponto z,

O ponto de minimo z, da funcio distincia FGAD de s a z* é determinado pela derivada
primeira desta funcdo. Portanto, como b(z) = Fcospcosf, + sentsenb,, a raiz da

fungao C.2 em senf, é dada pela seguinte equacio:
(o + (£escostpcos 8, + cysentpsen b, + cg)senf,) = 0.

Isolando cos 8, para encontrarmos uma expressio em fungao de sen d,, temos

—cp &+ cssen sen 20, — cgsen b
cosf, = ——=2 v s G = = /1 — sen 24,.

+escostpsen

Agora, desradicalizando, eliminando o denominador e simplificando os termos seme-

Ihantes, encontramos
ca + 2csco sen 8, + (€2 + csco sen 1y — c2 cos® ) sen 28, + 2csce sen ¢ sen 20, + cZsend, = 0.

Portanto, sejam

ng = Cg']

sy = 2cgCo,

€, = C&eseosenth — clcos?ep,
€y = £2cseqsenh,

— 2
€z, = Cg,
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temos

Cag + €5, €N Y, + €4, 56020, + ¢,y 50020 + €5, sen *f, = 0. (C.3)

Dessa forma, a equagdo C.3 permite identificar o ponto mais préximo da origem s na
aresta e, Para isso, encontramos as raizes de um polinémio de quarto grau em sen®,.
Finalmente, resolvemos uma equagio quadritica em z, que segue da igualdade entre as
raizes reais do polindmio e a expressao A.l. Analogamente, obtemos o ponto z; na aresta
e mais préximo ao ponto destino #(x1,y1,21)



Apéndice D

Tabelas de Simbolos

D.1 Letras Romanas Mintdsculas

a

o S D e o

hQ'dQ;SS“"“

Arco de um grafo direcionado, coeficiente angular, extremidade de
um intervalo de otimalidade

Coeficiente linear, extremidade de um intervalo de otimalidade
Ponto de acesso e fronteira de um intervalo de otimalidade, extre-
midade de um arco de um bissetor geodésico

Métrica sobre um conjunto de pontos, dimensio, comprimento de
um caminho minimo

Aresta de uma superficie poliédrica

Face de uma superficie poliédrica, regiio de uma subdivisio planar
Mapeamento linear, aceleracdo da gravidade

Niimero de obsticulos, menor comprimento de um segmento per-
pendicular a uma aresta passando pelo vértice oposto, bissetor
geodésico, extremidade de um intevalo sobre a altura

Indice inteiro

Indice inteiro

Numero de vértices em um caminho minimo, tamanho de uma
sequéncia de arestas, ordem de generalizagio de um problema de
proximdiade

Multiplicador de Lagrange

Massa de um corpo, cardinalidade de um conjunto de sitios
(Cardinalidade de uma instincia de um problema

Obstaculo, ponto qualquer, ponto médio geodésico

Caminho, caminho minimo, ou geodésico

Ponto ou sitio qualquer
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D.2. Letras Romanas Maitsculas

Raiz de uma célula ou intervalo de otimalidade
Ponto origemn de um caminho

Ponto destino de um caminho

Primeiro ponto de cruzamento, ponto qualquer
Vértice de um espaco livre, ponto de evento
Eixo cartesiano das abscissas

Eixo cartesiano das ordenadas

8 € 8 e g % &6 3

pode assumir
z Eixo cartesiano das alturas

D.2 Letras Romanas Maitisculas

A Conjunto convexo, forga de atrito, constante aditiva, conjunto de
areas

B Bissetor geodésico

C Corpo, célula de uma mapa de caminho minimo, célula de uma
subdivisdo

E Seqtiéncia de arestas, nimero de arestas de um grafo, distincia
esférica

F Espaco, espaco livre, funil, forca externa, distancia fluvial

G Grafo direcionado ou valorado, complexidade de uma rotina numé-
rica

H Plano definido por uma face

I Intervalo de otimalidade

J Célula de um particionamento em janela

K Complexidade de uma rotina

L Complexidade bindria de um problema de caminho minimo

M Reta mediana, constante multiplicativa

N Maior coordenada inteira de qualquer vértice, for¢a normal

0 Conjunto de vetores de comprimento unitrio, conjunto de obsta-
culos

P Forga peso

@ Conjunto, subconjunto e segiiéncia ordenada de pontos ou sftios

R Distacia retilinea, forca resultante, reta de varredura, regido Voro-
noi

S Subdivisdo planar conexa, superficie poliédrica

T Arvore de decomposicio geodésica, arvore
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Ultimo ponto de cruzamento, médulo minimo que a forca externa



D.3. Letras Gregas Mimisculas

v
W

Conjunto de segmentos
Vetor, diagrama de Voronoi, distincia valorada

128

Maior custo associado a qualquer face, cunha biplanar, mdédulo

méximo que a forga externa pode assumir

D.3 Letras Gregas Mintsculas

B T R > DD M M m R

E <

4

N ™,

Angulo de inclinagdo com o plano horizontal

zsmgulo entre a forca de atrito e a resultante peso-normal

Ponto de intersegio entre caminhos ou entre bissetores geodésicos
Real positivo

Fator de erro relativo

Angulo diedral

Angulo de incidéncia, refragiio ou critico

Quantidade escalar

Custo unitario associado a uma regido, coeficiente de atrito cinético
Ancestral comum mais baixo

Angulo de incidéncia que determina um tracado de caminho
geodésico

f\ngulo constante /rsg’

Angulo que especifica a orientagio de um corpo

Letras Gregas Mailsculas

Tipo de um evento

Métrica de caminho minimo

Diferenca de funis

Topologia de um evento

Fungdo continua do intervalo real [0, 1] em pontos de um espago

D.5 Notacgoes Gerais

dF(S,t)

O]
Cc{v)
C(V.w)
£¢(C)

Comprimento de um caminho minimo no espago F do ponto s ao
ponto ¢

Cardinalidade do conjunto O

Configuragao do corpo C especificada pelo vetor V

Configuragao do corpo C especificada pelo vetor V' e pelo dngulo w
Espago de configuracio de um corpo C



D.5. Notagdes Gerais

£Cp(C, 0)

ECL(C,0)
dR(q, ‘a"‘)
Ly

o

@

l1-1la

Ts

Ts (’Ul ; UZ)
Ms

Cr
B(r,r’)
Mv

Fry e (8)
a(n)
S{w)
N(w)
ps(9)

I
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Espago proibido relativo a um corpo € € um conjunto de obstdculos
O

Espaco livre relativo a um corpo € e um conjunto de obsticulos O
Métrica retilinea '

Métrica de Minkowski

Diferenga. vetorial

Soma vetorial

Funcio distincia de Minkowski

Arvore de caminho minimo relativa a um vértice

Ancestral comum mais baixo de v, e vy em T,

Mapa de caminho minimo relativo a um ponto s

Célula associada a uma raiz r

Bissetor entre as raizes r e r’

Componente principal de um vértice v

Funil de s relativo aos vértices vy e v,

Inverso da fungao de Ackermann

Hemisfério meridional

Hemisfério setentrional

Caminho localmente f-livre da origem para um ponto ¢

Intervalo de otimalidade predecessor
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