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Sumario

Seja P um conjunto finito de pontos no planc e S{F) o conjunto de todos os segmentos de
reta com extremos em P. Uma triangulacdo planar de P é um subconjunto maximal de
S(P) tal que nenbhum par de segmentos neste subconjunto se intercepta, exceto possivel-
mente nos extremos. Chamamos de triangulacdo de custo minimo a triangulagao planar
cuja soma total dos comprimentos de seus segmentos de reta é minimo dentre todas as
triangulagbes planares de P. Nao se conhece algoritmo polinomial que resolva o problema
de determinar a triangulagdo de custo minimo de um conjunto de pontos no caso geral,
contudo, também nio estd provado tratar-se de um problema NP-dificil

Neste trabalho estamos interessados na resolucio exata deste problema. Nossa abor-
dagem € baseada em técnicas de programacao inteira, em particular estudamos duas
formulacbes distintas para o problema. A primeira formulagédo ¢ baseada em uma equi-
valéncia entre o problema da triangulagio de custo minimo e wma versio restrita do pro-
blema do conjunto independente em um grafo. Além das desigualdades obtidas através da
observagao desta equivaléncia, mostramos como fortalecer a formulacdo através de certas
propriedades geométricas do problema. Estudameos ainda uma ocutra formulacio baseada
principalmente ne trabalho apresentado por Loera et. al em [dLHSS96). Enquanto na
primeira formulagio as varidvels bindrias estdo associadas acs segmentos em S{P), nesta
segunda formulagdo as varidveis bindrias estdo associadas aos tridngulos com vértices em
P. Os resultados computacionais que obtivemos mostram uma clara superioridade do se-
gundo modelo. Para a primeira formulagdo implementamos um algoritmo branch-and-cut
gue npos permitiu resolver problemas de até 160 pontos {|P| = 160}. J& para a segunda
formulagao a solugho 6tima da relaxagdo linear sempre fol inteira, o que nos permitiu
resolver instancias com até 1000 pontos (1P| = 1000).
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Abstract

Let P be a finite set of points in the plane and S{P) be the set of all segments with both
extreme points in P. A planar triangulation of P is a maximal subset of S{ P} such that
no pair of segments is this subset intercept each other, except possibly at their extremities.
A minimum triangulation of P is a planar triangulation whose sum of the lengths of all
its segments is minimum over all possible triangulations of . No polynomial algorithm
is known that solves this problem in the general case, however it is also not known if the

problem is NP-hard.

In this work we are interested in solving the problem exactly. Our approach is ba-
sed on infeger programming techniques and is particular we have studied two different
formulations for the problem. The first formulation is based on an equivalence between
the problem of finding a minimum weight triangulation of P and a restricted version of
the maximum independent set of a graph. Besides the inequalities arising from this ob-
servation, we show how to strength the formulation by using geometric properties if the
problem. We alse have studied a second formulation mainly based on the work of Loera
et. al [ALH5596]. While in the first formulation the binary variables are associated to the
segments in S{P), in this second formulation the binary variables are associated tho the
triangles with vertices lying in P. Our computational results have shown that the second
model clearly outperforms the first one. For the first formulation, we have implemented
a branch-and-cut algorithm which allowed us to solve imstances with up to 160 points
(1P| = 160). On the other hand, for the for second formulation, the optimal solution of
the linear relaxation was integer for all tested instances, which has made possible the the
solution of instances with up to 1000 points (1P| = 1000).
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Capitulo 1

Introducgao

Geometria computacional é o ramo da ciéncia da computagio que estuda métodos al-
gorftmicos para resolugdo de problemas geométricos. Estes problemas séo tipicamente
definidos sobre objetos geométricos tais como conjuntos de pontos, conjuntos de seg-
mentos de reta, ou poligonos. Em geral, o objetivo ou consiste em responder questdes
referentes a estes objetos, tal como se existe intersecio entre segmentos de um certo con-
junto, ou em identificar um novo objeto geométrico, tal como a envoltéria convexa de um
certo conjunto de pontos.

Nesta disserfacao tratamos do problema de geometria computacional conhecido como
problema da triangulagio de custo minimo (PTCM). Seja P um conjunto finito de pontos
po plano. Uma triangulacdo planar de P ¢ definida como um conjunto maximal de
segmentos de reta conectando estes pontos, tal que quaisquer dois destes segmentos néo
se interceptam, exceto possivelmente nos extremos. O problema em questdo consiste
em determinar uma triangulacio planar que minimize a soma dos comprimentos de seus
segmentos de reta. Uma triangulagdo planar que possua esta propriedade € chamada de
trianqulagdo de custo minimo {TCM). Na Figura 1.1 vemos duas triangula¢des planares
do mesmo conjunto de pontos, sendo que a da esquerda é uma TCM. Comeo pode ser
observado nesta figura, a condigdo de maximalidade do nimerc de segmentos impde que
todas as regides limitadas formadas sejam tridngulos, daf o nome triangulacdo planar.

A TCM encontra sua principal aplicagdo na aproximagdo numérica de uma fungdo de
duas varidveis. Considere a fungéo f : R? — IR. Seja P um conjunto finito de pontos em
IR?, para os quais o valor de f é conhecido. Em [YoeT75], Yoeli propoe uma abordagem
chamada método poliedral para calcular uma aproximagio do valor de f para qualguer
ponto ¢ ¢ P contido na envolidria convexa de P. Basicamente, este método consiste em
discretizar a envoltéria convexa de P em triangulos cujos extremos estdo em P {construir



N

Figura 1.1: Dois exemplos de triangulagtes planares.

uma triangulagdo planar) e entdo calcular & aproximacio para o valor de f(q) através
da inferpolagio linear dos valores de f para os vértices do triangulo no qual o ponto ¢
esta contido. Yoeli argumenta que, na representagio de superficies, onde f(g¢) representa
a altura do ponto ¢, a TCM apresenta propriedades que provém uma boa aproximagio
para esta funcdo.

Além da aplicagBo mencionada acima, a TCM apresenta ainda outras propriedades
proveitosas. Destaca-se dentre estas o fato de que a TCM pode representar uma boa
aproximacio de um grafo completo. Um grafo complete representa uma rede de comu-
nicagio ideal entre n localidades. Entretanto, geralmente, visando poupar recursos, redes’
esparsas sdo projetadas de forma a aproximarem-se de tais grafos em algum sentido. No
caso onde os grafos sao euclideanos (vértices equivalem a pontos no plano e arestas a seg-
mentos de reta entre estes pontos) é comum projetar-se tais aproximagcbes de forma que a
menor distancia entre quaisquer duas destas localidades seja limitada por uma constante
muiltipla de sua separagdo linear (a menor distancia entre estas localidades). Em [DJ89],
Das e Joseph mostram que 2 TCM pode ser utilizada como uma aproximagio de um grafo

comnpleto neste sentido.

Do ponto de vista tedrico o PTCM se destaca por representar um desafio aos pes-
quisadores de geometria computacional. A complexidade deste problema permanece em
aberto por mais de duas décadas [GI79]. Ou seja, apesar de ndo se conhecer algoritmos
determinfsticos polinomiais que o resolva ndo se conseguiu provar tratar-se de um pro-
blema NP-dificil. Além disto, até recentemente ndo existia sequer prova de que algum dos
métodos aproximados utilizados em sua resolugdo fosse capaz de fornecer alguma garantia
de qualidade.

Tradicionalmente, o PTCM tem sido abordado na literatura de forma aproximada,



onde os métodos de resolugdo propostos ndo necessariamente conduzem & solugao Stima.
Contudo, o sucesso obtido por métodos recentes na resolugio exata de certas instincias
do problema tém motivado novos trabalhos que abordam o tema.

Nossa meta nesta dissertacao é verificar a adequabilidade do uso de técnicas de pro-
gramagdo inteira {PI) a resolugdo exata do PTCUM, Neste sentido avaliamos dois modelos
de PI para o problema.

A utilizagdo de dois modelos é baseada na observagio de que uma TCM pode ser
definida tanto como um conjunto de segmentos como um conjunto de tridngulos. Assim,
no primeire modelo (discutido no Capitulo 3}, o qual chamamos de modelo baseado em
segmentos, consideramos ¢ caso onde a meta é determinar os segmentos de uma TCM.
Enquanto, no segunde modelo {discutido no Capitulo 4}, o qual chamamos de modelo
bascado em iridngulos, consideramos o caso onde o objetivo é identificar os trigngulos que
compbem uma TCM.

Para resolver o problema utilizando o modelo baseado em segmentos optamos por um
algoritmo baseado em planos-de-corte, o branch-and-cut, Algoritmos branch-and-cut tém
sido utilizados com sucesso na resolugéo de instncias praticas de problemas combinatorios
notoriamente dificeis, tal como o problema do caizeiro viajante. Contudo, a aplicacao desta
técnica requer uma analise detalhada da estrutura do problema, especificamente, requer
o conhecimento de desigualdades validas fortes para a envoltdria convexa (politopo) das
solucdes vidveis do problema de PI associado.

Desta forma, no Capitulo 3, mostramos como formular a versio sobre segmentos do
PTCM comeo um problema de Pl e como fortalecer este modelo através de outras desi-
gualdades validas fortes. Mostramos ainda que algumas destas desigualdades, ou casos
particulares delas, definem facetas no politopo moudtono. Finalmente, no Capitulo 5
apresentamos rotinas capazes de gerar fais desigualdades automaticamente.

Na. resolucdo do problema utilizando o modelo baseado em tridngulos, o gual foi fun-
damentalmente baseado no trabalho de Loera et. al apresentado em [dLHSS98], surpreen-
dentemente, para as intancias testadas, ndo foi necessario resolver mais que uma relaxacho
linear para identificarmos uma solugdo dtima do problema. Isto porque a solugio dtima
da relaxacio linear sempre foi inteira, i.e., a solugdo da relaxacio sempre coincidiu com
uma solugdo do problema original. Na realidade, o politopo definido pela relaxacio linear
nio corresponde, no caso geral, & envoltdria convexa das solugdes vidveis, entretanto, nas
mmstancias testadas sempre houve uma solucko correspondente a alguma TCM que fosse
vértice deste politopo.

Do ponto de vista computacional, o grande problema apresentado pelo modelo base-
ado em triangulos é seu elevado numero de varidveis. Visando contornar este problema,
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investigamos a viabilidade da utilizacio de um algoritmo de geragdo de colunas, o qual ¢
capaz de resolver ¢ problema sem considerar todas as suas variaveis simultaneamente.

O restante deste capitulo & dedicado & apresentagio da terminologia, conceitos e resul-
tados basicos a serem utilizados no decorrer desta dissertacio. Na préxima secio apresen-
tamos algumas definigbes basicas de geometria. Na Secdo 1.2 caracterizamos um problema
de Pl e apresentamos os principals algoritmos utilizados para resolvé-los & otimalidade.
Visto que a eficiéncia de um branch-and-cuf depende da forca das desigualdades utiliza-
das, apresentamos na Segdo 1.3 alguns resultados basicos de teoria poliedral os quals nos
fornecem as ferramentas necessarias para avaliar teoricamente a for¢a das desigualdades
apresentadas. Finalmente, na Seclio 1.4 apresentamos a organizacio do restante desta
dissertagio,

1.1 Conceitos Basicos de Geometria

Nesta secao apresentamos algumas definicdes e convengdes basicas envolvendo objetos
geométricos a serem utilizadas no restante desta disserta¢io. As definigbes foram, em sua
maioria, compiladas de [P585, Tan93].

Disposigdo geral. Seja P um conjunto de n > 3 ponidfé no plano. Dizemos que P estd
em disposicio geral caso ndo possua 3 pontos colineares.

0 estudo de um-problema de geonietria, computacional definido sobre um conjunto de
pontos pode ser significativamente dificultado se considerarmos que estes pontos podem
ndo estar em disposigio geral. Observe que, o conceito de triangulagdo planar sequer se
aplica a um conjunto de pontos colineares. Assim, por simplicidade, a menos que seja
dito contrario, todo conjunto finito de pontos considerado npeste texio estd em disposicio
geral.

Segmento de reta. Dados dois pontos py,p € JR?, uma combinagio linear conveza
destes pontos € dada por qualquer ponto p; obtido através da seguinie expressio:

aps + (1 —alpy, o€l 0<a<ll.

O segmento de reta Pypz representa o conjunto de possiveis combinagbes convexas de p
e ps. Para os nossos propositos, diremos que dois segmentos se interceptam apenas se esta
intersecdo nio se der em seus extremos.

Polilinha. Em R® uma polilinha é caracterizada por uma seqliéncia de segmentos de
reta § = {s1, 82,..., 8 }, onde todo segmento da seqiiéncia compartilha um de seus vértices
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apenas com o segmento que o antecede na lista. Case um dos extremos de s, coincida
com um dos extremos de s, dizemos que a polilinha & fechada, caso contréario dizemos que
& aberta.

Conjunto convexo. Dizemos que um dominic D em R® é convezo se para quaisquer
dois pontos p,g € D o segmento de reta P esta inteiramente contido em D.

Regiao. Designamos por regiso qualquer conjunto de pontos que componha um dos
elementos de uma dada particio de R%

Poligono. Um poligono consiste em uma polilinha fechada. Um poligono é dito ser
simples se nenhum par de seus segmentos se interceptam. Um poligono simples particiona
o plano em duas regides distintas, o interior (limitado) e o exterior (ndo-limitado). Os
pontos sobre os segmentos que definem um poligonc simples pertencem ao interior deste
poligono.

Grafo euclideano. Seja G = {V, E) um grafo simples, onde V representa seu conjunto
de vértices e E seu conjunto de arestas. Dizemos que G é um grafo euclideano caso seus
vértices representem pontos em JRZ, e suas arestas segmentos de reta entre estes ponfos.
Um grafo euclideano € dito ser planar se n3o ha intersecdes entre quaisquer dois de seus
segmentos.

Triangulacéo planar. Seja P um conjunto finito de n > 3 pontos no plano. Uma
triangulacao planar de P é um conjunto maximal de segmentos de reta ligando pontos de
F, tal que quaisquer dois destes segmentos ndo se interceptam.

A maximalidade do nimero de segmentos em uma triangulagio planar impde com que
todas as regides limitadas formadas sejam fridngules varies com extremos em P, onde
entende-se por tridngulo vazio qualquer tridngulo que ndo contenha pontos de P no seu
interior, exceto possivelmente os extremos. Este fato possibilita definir alfernativamente
uma triangulacio planar como um conjunto maximal de triangulos vazios com extremos
em P, tal que o conjunto de pontos na intersegao dos interiores de guaisquer dois destes
triangulos ndo tenha dimensao maior que 1.

Triangulagio de custo minimo. Dado um conjunto de pontos P uma triangulagdo
de custo minimo deste conjunte € uma triangulagio planar cuja soma dos comprimentos
{distincia euclideana} de seus segmentos de reta € minima dentre todas as triangulacoes
planares de P.

Dado um conjunto finito P de n > 3 pontos no plano, no restante deste texto, também
serd comum a referéncia aos seguintes conjuntos:

S{P): Conjunto de segmentos de reta com extremos em P.
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L{PY: Conjunto de tridngulos vazios com extremos em P.

1.2 Conceitos Basicos de Programacao Inteira

Um problema de programagdo linear {(PL) consiste em otimizar uma fungéo linear (fungao
objetivo) sobre uma regido descrita por um conjunto de desigualdades lineares (restrigbes
do problema}. OUs pontos no interior desta regido formam o conjunto de solugoes vidveis
para o problema. Isto pode ser representado de forma matricial como:

min CcT

Sujeitoa Az <b (1.1)
x € R

onde ¢ € IB", A é uma matriz m xn e b € JH™. Se as variaveis r devem ser restrifas
a valores inteiros (x € Z7, ao invés de z € IR} }, o problema é chamado de problema
de programacdoc linear inteira, ou simplesmente, programacao inteira (PI}). Além disso, se

variaveis do problema sdo restritas aos valores em {0, 1}, teremos um problema de PI §-1,

Apesar da diferenga entre PL e PI parecer sutil, via de regra, ela torna os problemas
da segunda classe extremamente mais dificeis. Problemas de PL podem ser resolvidos em
tempo polinomial [Sch86}, enquanto a grande maioria de problemas de P1 sao NP-dificeis.

A forma mais usual de se tentar resolver um problema de PI é através de sua relaxacio
linear. A relazacdo linear de um problema de P11 é o problema de PL correspondente, onde
sdo eliminadas as restrigbes de integralidade, i.e., onde a restrigio x € Z7, € substituida
pela restricio z € JR. Exemplos de algoritmos cldssicos que utilizam esta abordagem
para resolucio de problemas de PI sfo os algoritmos cutting-planes (de planos-de-cortes)
e branch-and-bound (de enumeracao implicita).

Para que se possa compreender como estes algoritmos utilizam a relaxacio linear de
um problema Pl para resolvé-lo, apresentamos na segiéncia alguns resultados basicos de

PL.

Definigdes e Resultados Bésicos de PL

Os teoremas e definigbes abaixo foram compilados de [NW88, Sch86]. Considere o pro-
blema genérico de PL {1.1}:

Teorema 1.1 O conjunto de solucdes vidveis @ = {x : Az < b,z € ]} para o problema
€ um conjunto convezo. Ou seja, a combinagdo linear conveza de quaisquer dois pontos
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em {J resulta em um terceiro ponio que também estd contido em Q).

Definigdo 1.1 O conjunto convezo @ = {z : Az < b,z € R} } ¢ denominado poliedro.
Se @ € imitado, te., Q C {z: ~w<2; Lw, Vi€ {1,2,-,n}} para algum w € R,,
entdo (J € chamado de politopo.

Definigdo 1.2 Um vértice de um poliedro Q@ € qualguer ponto z € Q) o gual ndo pode ser
expresse como uma combinagdo linear convera de outros pontos de Q\{z}.

Teorema 1.2 Se o valor diimo de uma fungio linear em um poliedro Q@ C IR" € finilo,
entdo ele € atingido em pelo menos um vértice. Se este for oblido em mais gue um vértice,
entdo pode ser obtido também por qualguer ponto que seja uma combinagde linear convera

destes vértices.

Teorema 1.3 Um problema de PL onde os elementos da matriz A sdo racionais pode
ser resolvido em tempo pelinomial sobre n, m e 8, onde n € o nimero de waridveis do
problema, m € o nidmero de restrigées, e 8 € tamanho de maior representacde bindria de
wm coeficiente da matriz A,

1.2.1 Algoritmos Utilizados na Resolucao de Problemas de PI

Nesta secio caracterizamos os principais algoritmos empregados na resolugio de problemas
de PI gue se utilizam de relaxacio lineares. Dentre estes destacam-se o algoritmo branch-
and-cut e o algoritmo de geracio de colunas, os quais empregamos na resclugao do PTCM.

Algoritmo Branch-and-Bound

Suponde que o espago de solugbes vidvets é imitado, o que € verdade no caso de problemas
de PI §-1, uma idéia intuitiva, apesar de ingénua, seria enumerar estas solucdes a fim de
identificarmos uma que ofimize a fungdo objetivo em questdo. Obviamente, este algoritmo
termina em tempo finito, porém o tempo despendido nesta operacao ¢ linear no tamanho
do espago de solugdes, o qual pode ser exponencial no numero de varidveis do problema.

A idéia do algoritmo branch-and-bound é enumerar todas as solugbes viaveis de forma
implicita. Para isso, particiona-se o conjunto de solugbes em subconjuntos disjuntos em
uma tentativa de, devido is propriedades desses subconjuntos, se caracterizar quais sub-
conjuntos de solugdes ndo podem conter uma solucdo 6tima. Desta forma, procura-se
evitar a enumeracdo explicita de todas as solugdes.
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Usualmente, a particdo dos conjuntos de soluges é construida de forma recursiva,
permitindo-se assim que o processo seja visualizado como uma arvore: a drvore de enu-
meragdo. Nesta arvore, os filhos de um né correspondem a uma particdo do conjunto que
o nd representa. Assim a raiz representa o conjunto de todas as solugdes.

1

Consideremos um problema de P (-1 de minimizacao e o conjunto de todas as suas
solugdes vidveis . Cada no i na arvore de enumeragio representa uma relaxacio linear
de umn problema de PI cujas solugdes vidveis sfio X' € X. Seja 27 o valor étimo desta
relaxacdo, dependendo do valor de 27 o nd ¢ pode dar origem a dois outros nds (seus fithos)
ou pode ser podado, i.e., ou particiona-se o subconjunto X* em dois novos subconjuntos,
ou ele n&o sera particionado até o fim da execucdo do algoritmo.

Caso o algoritmo decida-se por particionar ( dranching} o subconjunto X ' uma varidvel
fracionaria z; € escolhida. Entio, os dois filhos do nd ¢ passardo a representar relaxacdes
s P
lineares dos problemas de Pl cujas solugdes vidveis sdo X} e X/, onde X = {z : 7 €
Xry=0ed ={z:2¢e X 2 =1). Ou seja, um dos filhos passard a representar a
3 1 '} P P
relaxacao linear de seu pal acrescida da restrigiie z; = 0, e o outro passara a representar
a relaxacao linear de seu pai acrescida da restricio z; = 1.

E ficil observar que o valor étimo da relaxacio linear de um filho ndo pode ser me-
nor que a de seu pai {num problema de minimizacio). Assim, conhecendo-se um limite
superior para a solugdo 6tima do problema de PI original, o qual pode ser obtido, p.ex.,
através de uma heuristica, pode-se podar qualquer né cujo valor da relaxagio linear for
maior que o limite superior em questio {bounding). Além disso, nés cuja relaxacio -
esta solugio fornece um limite superior melbor que o limite utilizado no momento, entio
atualiza-se o limite superior corrente.

Num dado momento da execugio do algoritmo, os nds da arvore que néo estao podados
sdo ditos serem nos ativos. O algoritmo termina quando nao existem mais nés ativos, e a
solugdo 6tima € a solugdo inteira de menor custo obtida no processo.

Algoritmo Cutting-Planes

Algoritmos cutiing-planes sdo baseados no conceito de fortalecimento da relaxagéo linear
através de sucessivas inser¢bes de desigucldades vilidas. Uma desigualdade é dita ser
valida com respeito a um certo conjunto de pontos, se todos os pontos deste conjunto a
satisfazem,

Do Teorema 1.2 femos que, uma solugdo Otima de um problema de PL pode ser
encontrada em um dos vértices do poliedro. A idéia basica dos algoritmos cutting-planes
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¢ “lapidar” o poliedro definido pela relaxagao linear do problema de Pl original {através da
tnsercéo de novas desigualdades vélidas — planos de corte) a fim de fager com que este se
aproxime da envoliéria convera das solugdes inteiras, i.e., do menor poliedro que contém
estas solugdes. Assim terfamos o 6timo inteiro como um vértice deste novo poliedro e
através da resolucio de uma relaxac¢do linear poderfamos identifica-lo.

De forma sucinta o funcionamento deste tipo de algoritmo é o seguinte: comega-se
resolvendo uma relaxacdo linear do problema de Pl em questio. Se a solucio 6tima obtida
é um ponto em coordenadas inteiras, entdo o problema estad resolvido. Caso contrario,
o algoritmo deve inserir uma nova desigualdade ao problema, tal que esta deve eliminar
o vértice previamente obtido sem, contudo, eliminar qualquer solugio vidvel (solucio
inteira}. O algoritmo repete o processo até que um Stimo inteiro seja encontrado. A
Figura 1.2 {d593] exibe graficamente esta idéia sobre wm problema de maximizagio. Os
circulos representam os pontos em coordenadas inteiras. As linhas cheias representam as
desigualdades que determinam o poliedro inicial {relaxacio linear). As solugdes vidveis
sio representadas por circulos preenchidos. A seta indica a direcio da funcio objetivo,
e a linha tracejada representa uma desigualdade valida que elimina a solugfo Stima da
relaxacao linear.

[} ] O O &) Q

Figura 1.2: Esbogo do funcionamento de um algoritmo eutiing-planes.

Um estudo inicial da adigao de desigualdades validas para problemas genéricos de
PI foi feito por Gomory na década de 50. Iufelizmente, as desigualdades propostas por
ele ndo se mostraram eficientes na pratica pois o algoritmo, embora convergindo em um
tempo finito, € muito lento. No entanto, recentemente, o interesse pelos cortes de Gomory
ressurgiu com a publicacio de um artigo de Balas et. al [BCCNY6], que parece indicar
uma nova possibilidade para utilizacio destes cortes.
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Algoritmo Branch-and-Cut

Suponha que em um dado momento da execugao de um algoritmo cutling-planes o pro-
blema de PL corrente defina um poliedre @, no qual toda solugo Stima € fraciondria,
e que duas desigualdades validas 7z < g e Az € Ag podem ser utilizadas como corte.,
Suponha também que ({2 : 7z 7w} NE) C ({z: Az £ A} N Q). Nao é dificil perceber
que a utilizagio de 7z < wp como corte dispensa a utilizagio de Az < Ag & a reciproca nac
é verdadeira {0 corte que 7z < #g define é mais “profundo”). Nesta situacdo, dizemos
que 7z < 7 domina, ou é mais forte que, Az < Aqg.

Como a eficiéncia pratica de um algoritmo cutting-plenes aparenta estar intimamente
ligada com a quantidade de cortes que este deve gerar para solucionar o problema, parece
intuitivo que guanto mais fortes forem as desigualdades que o algoritmo utiliza como corte,
menor sera o0 ndmero de cortes necessarios e maior a probabilidade de que o algoritmo
seja computacionalmente mais eficiente.

Um método relativamente recente que considera este conceito de forga de desigualdades
¢ o algoritmo branch-and-cuf. Basicamente, este algoritmo consiste em um algoritmo
branch-and-bound onde a cada nd da arvore de enumeragdo executa-se um algoritmo
cutting-planes, o qual utiliza apenas desigualdades validas fortes. Seja A" o conjunto de
solugbes viaveis de um problema de Pl e seja conv{’) sua envoltdria convexa. Considere
também um conjunto F de desigualdades fortes com respeito a conv(X’) e uma rotina,
chamada rotina de separagée, capaz de determinar rapidamente uma desigualdade em F
que é violada por um ponto z ¢ conv{X). Podemos com isto descrever um algoritmo de
branch-and-cut.

{Considere uma iteracao onde o nd 1 da drvore de enumeracio estd sendo analisado,
Seja o' a solucdio Stima obtida com a relaxagdo linear. Se #* contém elementos fraciondrios,
utiliza-se de uma rotina de separagio para encontrar uma nova designaldade valida em
F a qual ' ndo satisfaca. Se a rotina obiém sucesso a nova desigualdade é adicionada &
relaxacio linear (cufting-planes), e reinicia-se o processo. Este ciclo é quebrado gquando:
z; = ez for maior que o limite superior corrente, ou * € Z”, ou se a rotina de separacio
150 conseguir encontrar uma nova desigualdade vélida violada por z°. Neste tltimo caso,
uma variavel fracionéria € escolhida e faz-se um branching sobre ela.

A diferenca fundamental entre branch-and-cut e outros métodos cutting-planes é a uti-
lizacio apenas de desigualdades fortes. Note que estas ndo compdermn uma classe genérica
de desigualdades, pois dependem da estrutura da envoltdnia convexa das solugbes vidveis
do problema em questdo. As principais tarefas envolvidas no desenvolvimento deste tipo
de algoritmo € caracterizar quais sdo estas desigualdades e determinar como elas podem
ser computadas eficientemente por uma rofina de separagio.
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Algoritmo de Geragéio de Colunas

Nio € raro encontramos modelos de PL cujo elevado mimero de varidveis dificulta, ou
~ mesmo impossibilita, sua resolugdo compufacional. Uma alternativa usual para solucionar
esta classe de problemas é a utilizaco de algoritmos de geragdo de colunas. Em principio,
tais algoritmos 530 capazes de reselver um problema de PL sem considerar todas as suas
varidveis simultaneamente.

A idéia basica do funcionamento de um algoritmo de geragio de colunas é bastante sim-
ples. Inicialmente consideramos apenas parte das varidveis do problema original. Entio, a
cada passo da execugao do algoritmo resolvemos ¢ problema de PL corrente e, através da
analise dos custos reduzidos das varidveis ndo consideradas neste problema, verificamos se
a insercio de algumas destas pode melhorar o valor da solucdo 6tima corrente. Em caso
afirmativo, tais varidveis, ou parte delas, sao inseridas no problema de PL corrente {novas
colunas da matriz de restri¢hes sdo geradas) e repete-se o processo. Em caso negativo,
temos uma garantia de que a solugdo Stima do problema corrente é a solugio étima do
problema original, € o algoritme pode parar. Tal como descrito, no pior caso o algoritmo
necessitara inserir todas as varidveis desconsideradas no inicio, contudo, na pratica, é
pouco provavel que isto acontega,

Quando, ac invés de um problema de PL, visamos resolver computacionalmente pro-
blemas de Pl com elevado nimero de variaveis, onde a simples utilizacao da relaxagao
linear ndo é capaz de resolver o problema, € comum associarmos o algoritmo de geragio de
colunas com um algoritmo branch-end-bound. O algoritmo resultante desta associagdo é
costumeiramente chamado de branch-and-price. A grosso modo, este algoritmo consiste de
umn algoritmo branch-and-bound onde utilizamos um algoritmo de geracio de colunas para
resolver as relaxagbes lineares surgidas em cada um dos nds da arvore de enumeracio.

1.3 Conceitos Basicos de Teoria Poliedral

Nesta se¢io apresentamos algumas definicbes e resultados bisicos de teoria poliedral a
seremn utilizados no transcorrer desta dissertacao. Inicialmente formalizamos conceitos
tais como dimensao, face e faceta. Em seguida, mostramos como caracterizar facetas.
Finalmente, apresentamos a relacio entre um problema de otimizagio e um problema de
sEPAraca.
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1.3.1 Definicoes Basicas

As seguintes defini¢bes foram compiladas de [NW88, 4593, FW06].

Definigdo 1.3 Um conjunto de pontos o*,...,2% € IR" € linearmente independente se g
dnica solucdo para 35 Mz' = 0 € X = 0 para todo i € {1,.., k}.

Definigdo 1.4 Um conjunto de ponlos z*,..,z% € IR" ¢ afim independente se a tnica
solugdo para 358, Mz* = 0, F A =0 € X = 0 para todo i € {1,..., k}.

Note que, se um conjunto de pontos z*, ..., z* € IR" é linearmente independente, entio
também € afim independente.

Definigao 1.5 Seja P = {z',2%...,2*} um conjunto de pontos em K. A envoltéria
convexa de P € o conjunto de pontos dado por

E . k _
conv{P) = {Z Azt :2/\; =L e P e R, i=1,..,k}
g==]

szl

Definicao 1.8 Um poliedro (} C IR ¢ dito ser mondtono se e somente se x € @@ implica
@22{ye R}y <z}

No decorrer deste texto quando estiver claro o problema de Pl do qual estamos tra-
tando, o termo policdre mondtone serd utilizado para designar o menor poliedro mondtono
que contém a envoltdria convexa das solugbes deste problema.

Definicao 1.7 Uma desigualdade 7o < my € valida para um poliedro se todos os pontos
deste poliedro a satisfazem.

Drefinigao 1.8 Sejo vz < wp uma desigualdade vdlida para um peliedro Q. O conjunto
F={z€Q:7z = e} € chamado de face de P (dizemos que a desigualdade nz < 7¢
define a face F em Q). Uma face F € dita ser prépria se F #£ 0 e F 5 (.

Defini¢do 1.9 Um conjunto D C IR" possui dimensao k, denotada por dim{D) = k, se
a eardinalidade de todo subconjunto mazimal de vetores afim independentes em D € b+ 1.
Caso dim{ D) = dim{IR"*) = n, dizemos que D possui dimensao plena.
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Definigao 1.10 Seja F uma face de um poliedro @ C R™. Se dim{F) = dim{Q) ~ 1
entdo F ¢ dida ser uma faceta de .

Explicamos agora o que entendemos por lifting de uma designaldade. Seja nz < g
uma desigualdade vilida com respeito a um certo poliedro @ € IR” e seja Fi, .,y a face
que ela define em ¢}, Suponha que existe uma outra desigualdade vz < 7 valida com
respeito a ¢, a qual define a face F, ) em Q. Dizemos que a desigualdade vz < é um
Lfting da desigualdade 7z < mp se:

(i) F{r'%) C F(*fm}a
(i) dim{Fiprpy) < dim{Fryny) < dim{Q) — 1.

Note que, s¢ uma desigualdade define faceta em €, entdo nao pode existir uma outra
desigualdade vélida com respeito a € que seja um lifting dela.

1.3.2 Caracterizando Facetas

Dois sd0 08 métodos usuails utilizados para se caracterizar inequagtes validas que definem
facetas em um certo poliedro . O primeiro, o qual deriva da prépria definicdo de faceta e
por isso € chamado método direto, consiste em mostrar a existéncia de exatamente dim((Q})
vetores afim independentes que satisfazem a inequacao na igualdade. O segundo método,
o qual é chamado de mélodo indircto, baseia-se no resultado abaixo.

Teorema 1.4 Se¢ja (A7, 5%) o conjunto de igualdades de @ C IR e seja F' = {z € Q -
wrx = 7o} uma face propria de P. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

{i) F € uma faceta de P.

(ii) Se Az = Ag para fodo x € F, entdo

(A, Aa) = (o7 4+ uA”™, omp -+ ub™)
para algum o € Ry ¢ algum w € B¥7,
A utilizacio do método direto na caracterizagio de desigualdades que definem facetas,

via de regra, 6 é vidvel quando lidamos com desigualdades estruturalmente muito simples.
Quando tratamos de desigualdades estruturalmente mais complexas a aplicacio deste
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método se torna quase impraticidvel. Na maloria das provas encontradas na literatura de
que certas inequagdes vélidas definem faceta o método utilizado ¢ o indireto. Contudo,
a aplicagdo do método indireto pode apresentar alguma dificuldade quando o poliedro
considerado ndo possui dimensao plena. No caso onde o poliedro possui dimenséo plena
uma faceta é definida por um dnico hiperplano do espago de solughes e assim basta
mostrar que as inequagbes 7z < 7o e Az £ Ag definem este mesmo hiperplano, ie., que
Az < Ag é um miltiplo escalar positivo de 7z < mp. No caso oposto, uma faceta pode
ser definida por um nimerc infinito de hiperplanos e desta forma devemos mostrar que
o hiperplano definido por 7z < g consiste em uma certa rotagio do hiperplano definido
por Ax < Ap.

Em face a esta dificuldade, quando o poliedro €, definido pela envoltéria convexa do
problema de Pl que estamos tratando, ndo possui dimensao plena, € uma pratica usnal
optarmos por estudar a estrutura facial de um poliedro de dimensio plena @ 3 Q, no
qual toda solugio que otimiza a funcéo objetivo do problema de P1 original € um de seus
vértices. O corolario abaixo formaliza a caracterizagido de faceta quando o poliedro possui
dimens3o plena.

Coroldrio 1.1 Se § C R™ possui dimensio plena ¢ ¥ = {2 € Q : 7wz = np} € uma face
prépria de P. As seguinies afirmaegdes sdo equivalentes:

(i} F € uma faceta de P.

(31) Se Az = )\0 para todo x € F’ ent&a

(A, Ao} = (ar, amg)

parg algum o € IR, .

Visto como caracterizar desigualdades que definem facetas em um certo poliedro, uti-
lizamos o resto desta segio para discufir a importancia desta classe de desigualdades.

Seja A o conjunto de solugbes vidveis de um problema de Pl e seja conv (X) a envoltoria
convexa de X. Uma envoltdria convexa define um poliedro e assim pode ser representada
através de um sistema de desigualdades lineares Az < b. Pelo Teorema 1.3, se estas
desigualdades sao conhecidas, e seu nimero é polinomial, podemos solucionar o problema
em tempo polinomial, visto que todos os vértices deste poliedro estdo em coordenadas
inteiras. Ocorre que, um sistema de desigualdades lineares Az < b que define conv(X) é

minimal se e somente se toda inequagao em Az < b define faceta em conv (X).
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Da afirmacao acima vermos que, no sentido que foi definido na Se¢do 1.2.1, uma desi-
gualdade que define faceta ndo ¢ dominada por nenhuma outra. De fato, teoricamente,
dizemos que uma desigualdade valida é tanto mais forte quanto maior é a dimensido da
face que ela define, e desta forma ndo existe desigualdade mais forte do que aquela que
define faceta. Na pratica, a utilizacdo de desigualdades validas fortes é o principal mo-
tivo para o sucesso apresentado pelo método branch-and-cu? na resolucio de problemas
combinatérios notoriamente dificeis.

Infelizmente, via de regra, nado se conhece todas as inequagdes que definem as facetas
de conv(X). Além disso, o nimero destas facetas costuma ser exponencial no tamanho
da entrada do problema original. Contudo, dada uma fun¢ao objetivo, para que possamos
resolver o problema em tempo polinomial, através de sua relaxacio linear, basta que as
desigualdades que definem uma solugéo 6tima estejam presentes na formulacio de Pl do
problema. Isto sugere que, dada uma funcio objetivo, apenas certas classes de facetas
s40 necessarias para que o problema possa ser resolvido computacionalmente.

A Figura 1.3 {d593] ilustra a idéia de um algoritmo cufting-planes que utiliza ape-
nas desigualdades que definem facetas. O exemplo € 0 mesmo da Figura 1.2, onde os
segmentos de linha pontilhados limitam a envoltéria convexa das solugbes do problema
{conv(X)). Na Figura 1.3(a) a solugio 6tima da relaxagio linear, a qual € fraciondria,
€ eliminada através da inser¢do de uma desigualdade que define faceta em conv{X)}. Na
Figura 1.3(b) a nova solugéo otima da relaxagso linear anteriormente fortalecida é nova-
mente eliminada por outra desigualdade que define faceta. Finalmente, na Figura 1.3{c),
apesar do poliedro definido pela nova relaxacdo linear ndo corresponder a conv(X), a
solucio Stima da relaxagdo linear esta em X e desta forma € também uma solugéo dtima
do problema de Pl

1.3.3 A Equivaléncia entre Otimizacgao e Separagao

Na secio anterior mencionamos gue na maoria dos casos o nimero de facetas de um
poliedro é exponencial. Nesta secio apresentamos um resultado fundamental para teoria
de combinatdria poliédrica, o qual mostra que, dentro da abordagem de planos-de-cortes, a
complexidade de um problema de otimizacio estd mais intimamente ligada & complexidade
de se efetuar um corte do que aoc numero de cortes efetuados.

Considere os seguintes problemas:

Problema da Otimizacio para uma Familia de Poliedros:
Dado um vetor ¢ € JR” ¢ um poliedro @ € " da familia especificada, determinar
o ponto z* € ) tal que cx < cx* para todo z € Q.
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()

Figura 1.3: Esbogo do funcionamento de um algoritmo cutting-planes que utiliza desi-
gualdades que definem facetas.
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Problema da Separacio para uma Familia de Poliedros:
Dado um ponto y € IR" e um poliedro @ C IR” da familia especificada, decidir se y
estd, ou ndo, em ) e, em caso negativo, encontrar uma inequacdo rx < #p vélida
com respeito a @ tal gue 7y > 7g.

O seguinte teorema, devide & Grotschel, Lovasz e Schrijver [GLS88], mostra que estes
problemas possuem complexidades equivalentes.

Teorema 1.5 Dada uma famidia de poliedros, exziste uwm algoritme polinemial para o
problema da otimizagdo se ¢ somente se existe um algoritmo polinomial para o problema
da separagdo.

Dentre as implicacbes que advém deste resultado ressaltamos que, para poliedros as-
sociados a problemas NP-dificeis ndo devemos esperar que algoritmos polinomiais para
o problema da separagéo sejam encontrados, a menos que P = NP. Desta forma, se o
problema de P11 é NP-dificil e estamos utilizando um dado algoritmo cutting-planes para
resolvé-lo, entdo deve existir algumas instdncias para as quais este algoritmo terminara
com uma solugdo fracioniria. Suponha que F € o conjunto de familias de desigualdades
que este algoritmo utiliza como corte, para que o algoritmo seja capaz de eliminar todo
ponto fracionario obtido no processo sempre deve existir uma desigualdade em F que
elimine estes pontos, assim, mesmo que para algumas das familias de inequagbes em F o
problema da separacao seja polinomial, pelo Teorema 1.5, devem existir cutras famfilias
para as quais o problema de separacio € NP-dificil

1.4 Organizacao da Dissertagao

Os capitulos restantes desta dissertacdo estao organizados tal como se segue,

No Capitulo 2 apresentamos uma coletanea dos principais resultados e métodos de
resolucio referentes ao PTCM. Apresentamos versbes generalizadas do PTCM que sio
NP-dificeis, discutimos os principais métodos de resolugio aproximada e apresentamos os
principais avangos no sentido de se resolver este problema & otimalidade.

No Capitulo 3 apresentamos o primeiro dos dois modelos de PI que propomos para
o problema, ¢ modelo baseado emn segmentos. O nome dado ao modelo advém da asso-
ciagio realizada entre suas variaveis e os segmento em S{P). Além de mostrarmos como
formular o problema através de P, mostramos como fortalecer o modelo através da in-
ser¢io de desigualdades validas fortes para o problema. Mostramos ainda que algumas
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destas desigualdades definem facetas no politopo monétono e apresentamos exemplos do
impacto computacional da insercio destas desigualdades no modelo proposto.

No Capitulo 4 apresentamos ¢ modelo baseado em triangulos, modelo no gual as
varidveis estdo associadas aos tridngulos em A{P). Ipicialmente, mostramos que em
decorréncia da semelhanca entre a defini¢io do problema sobre triangulos e sobre seg-
mentos, os principais resultados (desigualdades) vélidos para o modelo baseado em seg-
mentos, quando devidamente reinterpretados, também sdo vilidos para o modelo baseado
em tridngulos. Em seguida, baseados no trabalho de Loera et. al [dLHSS96], apre-
‘sentamos outras possibilidades de formulagbes de Pl oferecidas por este modelo. Como
veremos no capitulo que trata dos resultados computacionais, foi justamente com uma
destas possibilidades que obtivemos nossos melhores resultades. Finalmente, concluimos
o capitulo apresentando uma classe de desigualdades que néo é vdlida para o politopo das
triangulaghes planares, como todas as outras apresentadas, mas sim para o politopo das
triangulacées minimamente locais, uma classe especial de triangulagdes planares da qual

a TCM faz parte.

No Capitulo 5 apresentamos os resultados computacionais obtidos utilizando os mo-
delos propostos e descrevemos os principals aspectos dos algoritmos empregados nos ex-
perimentos.

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes e discorremos sobre possiveis
extensoes deste trabalho.



Capitulo 2

Abordagens Anteriores

Apresentamos neste capitulo uma compilacio dos principais trabalhos referentes ao
PTCM encontrados na literatura. Nosso intuito é fornecer ao leifor uma visao geral do
gue se conhece sobre o problema, Para isto, dividimos a compilagio em trés partes. Na
Secio 2.1 apresentamos problemas correlatos ao PTCM os quails sao comprovadamente
NP-dificeis. A Secao 2.2 é dedicada & apresentacdo dos principais métodos heuristicos
utilizados na resolngdo do problema e, finalmente, na Segdo 2.3 discutimos os principais
resultados relativos & resolugic exata do PTCM. '

2.1 Problemas Correlatos NP-dificéis

A prova de que um certo problema pertence a classe dos problemas NP-dificeis invaria-
velmente exige o estudo de outros problemas a este associados os quais estdo nesta classe.
Realizar tal prova consiste em mostrar ser possivel reduzir polinomialmente o problema
NP-dificil ao problema considerado. Ou seja, mostrar ser possivel, em tempo polinomial,
transformar uma instancia qualquer do problema NP-dificil em uma instancia do pro-
blema considerado e com base na resposta do ultimo determinar a resposta do primeiro®.
Assim, o fato de um certo problema cuja complexidade é desconhecida ser semelhante,
em termos da instdncia fornecida e da resposta exigida, a um problema NP-dificil pode
ser um indicio de que o primeiro problema também o seja.

Com base nesta observacac e no sentide de mostrar ser 0 PTCM um problema NP-
dificil, alguns antores dedicaram-se a identificacio de problemas envolvendo friangulagdes

}Para maiores informagdes a respeilo do estudo da complexidade de problemas e provas de NP
completude sugerimos [HS84].

19
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planares os quais fossem comprovadamente NP-dificeis. Apresentamos na seqiiéncia os
trés principais problemas derivados deste esforgo.

Problema da Existéncia de uma Triangulagao (PET)
Instancia: Um conjunto finito P'de pontos no plano e um subconjunto de segmentos de
reta S C S(P).

Questdo: O subconjunto 8 contém alguma triangulacdo planar de P7

Este problema foi introduzide originalmente por Lloyd em [Llo77]. Neste trabalho o
autor mostra, através de uma reducio do problema da satisfatibilidade (SAT), que o PET
é um problema NP-completo.

Apesar de envolver triangulacbes planares, o PET ndo se assemelha muito ao PTCM,
no sentido em que na instancia ndo sdo considerados todos os segmentos em 5(F) e na res-
posta n&o se discute o custo da triangulacgdo, e sim sua existéncia. Contudo, este resultado
apresenta seu maior mérito no fato de possibilitar a prova de que certas generalizagbes do

PTCM sao NP-dificeis.

Na primeira destas generalizagbes consideramos todos os segmentos em S{F), porém
permitimos que 0s custos atribuidos a estes segmentos sejam arbitrarios.

Problema da Triangulacio de custo minimo com Custos Arbitrdrios (PTCA )
Instdncia: Um conjunto finito P de pontos no plano, uma fungéo custo f; S{(P} — &,
e um Inteiro positivo k.

Questio: Existe uma triangulagio planar T C S(P) de P cujo custo total 3 o1 f(3) seja
menor ou igual a k7

Teorema 2.1 O PTCA é NP-completo,

Prova: Como todo segmento em S(P) possui custo inteiro, o custo total de T pode
facilmente ser computado em tempo polinomial. Assim, o problema claramente estd em
NP. Para completar a prova mostramos ser possivel reduzir polinomialmente o PET ao

PTCA.

Seja (P, ) uma instancia do PET. Definimos a fungiio de custo f da seguinte forma:

0, ses&l,
1, caso contrdrio.

=1

20 conceito de trigngulagio de custo minime com custos arbilrdrips nho é encontrado na literatura.
A apresentagio do PTCA neste capitulo se deve ao fato de que a prova de sua NP-completude é essenci-
almente idéntica & prova do Teorema 6.1 apresentado por Heath e Pemmaraju em [HP94],
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Considere agora a seguinte instancia para o PTCA: (P, f,k = 0). E facil observar que
existe uma triangulacdo planar de P em S se e somente se a resposta do PTCA for
afirmativa, i.e., existe uma triangulacdo planar T' € S(P) tal que ¥ ,cr f(s) < 0. Con-
seqiientemente, o PET pode ser reduzido polinomialmente ao PTCA, ¢ que conclui a
prova. o

O principal problema desta generalizacao, para o propésito de mostrar-se que o PTCM
é um problema NP-dificil, é o fato de ndo considerar uma propriedade inerentemente
geométrica do PTCM: neste dltimo o custo de um segmento é determinado pela distancia
euclideana de seus extremos. Informacbes geoméiricas como esta podem ser decisivas na
complexidade de um certo problema.

Uma outra generalizagio para o PTCM que contorna este empecilho foi proposta por
Heath e Pemmaraju [HP94]. Nesta generalizacio ndo sdo considerados todos os segmentos
em S{FP), porém os custos utilizados 880 os mesmos do PTCM.

Problema da Triangulagio de Custo Minimo Generalizado (G-PTCM)
Instdncie: Um conjunto finito P de pontos no plano, um subconjunto de segmentos
§' C §{P), o qual contém pelo menos uma triangulagio de P, e um racional positivo k.
Questdo: Existe uma triangulagio em 5’ cujo custo, dado pela soma total dos compri-
mentos de seus segmentos de reta, nao exceda a k7

Através de uma reducgdo do PET os autores mostram que o G-PTCM é NP-dificil. A
proximidade entre o PTCM e ¢ G-PTCM levou estes mesmos autores a conjecturar que
também o PTCM € um problema NP-dificil.

2.2 Resolucao Aproximada

Em face & inexisténcia de algoritmos eficientes {polinomiais) capazes de resolver o PTCM
4 otimalidade, uma alternativa natural é tentar resolver o problema de forma aproximada.
Nesta abordagem, o principal objetivo é identificar métodos eficientes capazes de produzir
solugbes que se aproximem da solucdo dtima. No caso do PTCM, estes métodos devem
produzir triangulacdes planares cujos custos se aproximem do custe da TCM. As mais
tradicionais aproximacdes utilizadas com este intuito encontradas na literatura sio as
triangulacoes de Delaunay e gulosa. Nesta se¢do descrevemos estas duas aproximagdes,
como computé-las e a garantia de qualidade que oferecem. Além disso, discutimos uma
variagao da triangulacdo gulosa, a qual dentre as aproximagoes conhecidas para o PTCM
é a que oferece a melhor garantia de qualidade.
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2.2.1 A Triangulacido de Delaunay

Tradicionalmente a triangulagde de Delaunay é definida como o dual de um outro objeto
cldssico em geometria computacional: o diagrama de Voronoi. Seja P um conjunte finito
de pontos no plano. O diagrama de Voronoi de P é uma colegao de regides R, do plano,
uma para cada ponto p € P, tal que um ponto qualquer ¢ do plano esta na regido R, se
e somente se o ponto p € o ponto mais proximo a ¢ dentre todos os pontes de P,

A triangulacio de Delaunay € entdo definida da seguinte forma. Dado o diagrama de
Voronai V' de P, dois pontos 1, v € P estao ligados por um segmento na triangalacio de
Delaunay se e somente se as regides R, e K, sho vizinhas em V. Na Figura 2.1 encontra-
mos uma ilustragdo grafica do emunciado acima, onde as hinhas tracejadas representam o
diagrama de Voronoi, enquanto as linhas cheias representam os segmentos da triangulacio
de Delaunay.

Figura 2.1: Diagrama de Voronoi e triangulagéo de Delaunay.

Alternativamente, a triangulacio de Delaunay pode ser definida comeo a triangulacio
planar D, onde §§ € D se e somente se existe um circulo que passa por p € ¢ que néio
contém nenhum outro ponto de P. Utilizando esta iiltima definicao podemos computar
a triangulacio de Delaunay através de um algoritmo baseado na estratégia de divisio e
conquista {dR594].

Inicialmente, particionamos o conjunto P em dois subconjuntos £’ e P com aproxi-
madamente a mesma cardinalidade, através de uma reta r no plano. Entao, construimos
de forma recursiva as triangulagbes de Delaunay de P’ ¢ P”, respectivamente IV ¢ D", e
as utilizamos para montar a triangulagio de Delaunay de P,

Na realizagio deste 1iltimo passo utilizamos o conceito de bolha ambulante. De posse
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de D' ¢ D", utilizamos um circulo que percorre o espago entre as duas triangulagbes,
mantendo sempre contato com pelo menos um vértice de cada uma, sem contudo incluir
outros vértices em seu inferior. Os pares de vértices tocados pelo circulo determinam
os segmentos a serem acrescentados entre [ e D" a fim de formar a triangulagdo de
Delaunay de P. Neste processo, os segmentos de [V e [’ que interceptam os novos
segmentos inseridos devem ser descartados.

( algoritmo acima foi proposto originalmente por Guibas e Stolfi em [GS85]. Neste
trabalho os autores mostram que este algoritmo pode ser implementado de forma a compu-
tar a triangulagdo de Delaunay em tempo O{n lgn) utilizando O(n) em armazenamento.
Em termos de complexidade, este algoritmo se equivale aos melhores existentes.

Qualidade da Solugao Obtida

Através do contra-exemplo exibido na Figura 2.2, Lloyd [Llo77} mostrou ndo ser a tri-
angulacdo de Delaunay equivalente 2 TCM. Neste exemplo, € fécil observar que a trian-
gulagio {a) tem custo menor que a triangulagdo de Delaunay vista em (b} (onde as linhas
tracejadas representam o diagrama de Voronoi}.

Figura 2.2: Contra-exemplo da triangulagio de Delaunay.

Para instancias arbitrérias, Manacher e Zobrist [MZ79] mostram que o custo da trian-
gulacio de Delaunay pode ser pelo menos um fator de (n/lgn) maior que a TCM. Pos-
teriormente, Kirkpatrick [Kir80] fortalecen este resultado mostrande que a triangulacio
de Delaunay pode ser pelo menos um fator de {n) maior que a TCM. De fato, até o
momento ndo existe prova de que a triangulacdo de Delaunay ofereca qualquer garantia
de qualidade.
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2.2.2 A Triangulacao Gulosa

A triangulagéo gulose, como o nome sugere, é uma triangulacio planar derivada da
aplicagdo direta da estratégia gulosa. Nesta estratégia o conjunto solugao é construido de
forma incremental onde, iniciando-se com um conjunto vazio, a cada passo o algoritmo
utiliza-se de um critério de otimizagdo local para conduzir de uma solugio parcial & outra.
No caso da triangulagdo gulosa, comegando-se com um conjunfo vazio, a solugdo é cons-
truida através de um algoritmo que a cada passo adiciona ao conjunto ¢ menor segmento
que ndo intercepta nenhum dos segmentos previamente adicionados.

De forma direta, a triangulacdo gulosa pode ser computada como se segue. Inicial-
mente, ordena-se os {§) segmentos em ordem ndo decrescente de custos. Em seguida,
varre-se estes segmentos nesta ordem. Para cada segmento selecionado testa-se sua com-
patibilidade com os segmentos previamente adicionados 3 triangulacio, e caso nio se
interceptem adiciona-se o segmento ao conjunto. Nao é dificil verificar que este algoritmo
requer espago O(n?) {ntimero de segmentos ligando os pontos considerados) e tempo

Hn)= O(n*lgn + n?f(n) + ng(n)),

onde n?lgn é tempo gasto para ordenar os segmentos, f(r) é o tempo gasto para testar
a compatibilidade de cada segmento selecionado com os previamente adicionados, e g{n)
é o tempo necessirio para atualizar a estrutura de dados utilizada no processo, sempre
que um novo segmento € adicionado & solugao parcial...... '

Ingenuamente, podemos implementar o algoritmo acima da seguinte forma. Armaze-
nando-se os segmentos que compdem a triangulacio em uma lista (tempo necessario para
atualizacio (3{(1}), a cada segmento selecionado no processo de varredura testa-se se este
segmento intercepta algum dos segmentos contidos na lista {no méximo O(n) segmentos).
Claramente, esta implementagio possui uma complexidade de tempo O(n®}. Contudo,
Gilbert {Gil79] propde uma estrutura de dados mais refinada, através da qual é possivel re-
alizar o teste de compatibilidade em (O{lg n) gastando-se somente O(nlgn} na atualizagio,

baixando-se assim o tempo requerido pelo algoritmo para O{n?ign).

Uma abordagem alternativa a gerar todos os segmentos e entdo de forma iterativa
determinar aqueles que compdem a triangulagio gulosa é gerar apenas segmentos com-
pativeis, i.e., segmentos que com certeza estao em uma mesma triangulagio gulosa. De
fato, utilizando esta abordagem, Levcopoulos e Krznaric [LK94] mostraram que a tri-
angulagio gulosa pode ser computada a partir da triangplagéo de Delaunay em tempo
linear, o que implica que também a triangulagio gulosa pode ser computada em O(rlgn)
utilizando apenas O(n) em armazenamento.
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Qualidade da Solucdo Obtida

Assim como a triangulagao de Delaunay, a triangulagio gulosa também nio equivale &
TCM, como pode ser observado no contra-exemplo da Figura 2.3 {L1o77} (onde séo dadas
as coordenadas de cada ponto). No exemplo, a TCM é dada pelos segmentos { ab, be,
cd , de , Ge, ac, €}, e a triangulagio gulosa pelos segmentos { ab, be, od, de, @&,
bd , be }. As duas triangulacdes diferem apenas nos segmentos interiores. No entanto,
enquanto o custo total dos segmentos T e TE ¢é aproximadamente 172 o custo total de
bd e e é aproximadamente 187.

c, {80, 303

b, {56, 25} d. (128, 23}

& (0, 0} e (160,

Figura 2.3: Contra-exemplo da triangulagéo gulosa.

Em [MZ79], Manacher e Zobrist mostram que existe uma configuracido de pontos para
a qual o custo da triangulagio gulosa pode ser pelo menos um fator de ((n'/?) maior
que a TCM. Fortalecendo este resultado, Levcopoulos [Lev87] mostrou que este limite
pode ser de até {}{y/n). Recentemente, Levcopoulos e Kranaric [LK96a] mostraram que
este dltimeo limite é o pior caso da triangulacdo gulosa, i.e., a razdo entre o custo de uma
{riangulacio gulosa e de urna TCM néo é maior que O{/n).

2.2.3 A Triangulacdo Quase-Gulosa

Apesar das triangulagoes gulosa e de Delaunay ndo oferecerem boas garantias de quali-
dade, resultados empiricos parecem indicar que elas funcionam bem na pratica. De fato,
se 0s pontos estao uniformemente distribuidos, o custo esperado destas duas aproximagoes
é um fator constante do custo da TCM [LL81]. Além disso, se os pontos de P estdo so-
bre a fronteira de sua envoltéria o custo da triangulagio gulosa ndo excede a wm fator

constante do custo da TCM [LL87}.

Com relacdo & triangulacio gulosa, confirmando as expectativas fomentadas pelas
observacdes acima, Levcopoulos e Krznaric [LK96a] mostraram que a configuragio de
pontos apresentada em [Lev87] € a tnica na qual a razio entre o custo da triangulacio
gulosa e o da, TCM néo é limitado por O(1). Baseados nesta constatagdo os autores
propdem uma alteracio nos algoritmos utilizados para computar a triangulagio gulosa,
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de forma a evitar este caso patoldgico. A triangulagio produzida por este algoritmo é
chamada pelos autores de triangulecdo quase-gulosa.

2.3 Resolucdo Exata

) fato de nio se conhecer algoritmo polinomial capaz de computar a TCM de um conjunto
arbitrdrio de pontos, ndo se deve & inexisténcia de trabalhos que abordem o tema. E
fato que o nimero de trabalhos na literatura que abordam a resolucio aproximada do
problema ¢ significativamente maior que o ndmero de trabalhos que abordam a resolugéo
exata. Contudo, trabalhos desta segunda linha tém apresentado relevantes resultados,
os quais, ocasionalmente, tém sido extremamente dteis mesmo no aprimoramento dos
métodos aproximados existentes [HP94]. Nesta secio sumarizamos estes resultados.

2.3.1 Casos Polinomiais

0 primeiro resultado importante quanto & resolucio exata do PTCM foi apresentado
em [Gil79]. Neste trabalbo Gilbert mostrou ser possivel, através de uma abordagem de
programacio dindmica, computar a TCM de um poligono simples em tempo polinomial.

Seja P um poligono simples com vértices po, p1, ..., Pa—1. O algoritmo proposto baseia-
se no fato de que o problema sobre P pode ser definido recursivamente sobre subpoligonos
simples de P (poligonos cujos segmentos sdo lados ou diagonais de P). Seja Cli,i+ ] o
custo da TCM de um poligono P limitado por F7;P; e pelos segmentos de Py até
Brioi9i57 » onde os indices sio modulo n. Se PPy, intercepta algum dos lados de P,
entio P’ nio é um subpoligono de F, e assim fazemos Cfi,i 4 j] 1= oo, Caso contrario,
Bpis; 6 um lado ou uma diagonal de P, Em ambos os casos, PHy; é um dos lados
de algum tridngulo na TCM de P, e este tridngulo particiona P’ em dois subpoligonos
menores (possivelmente vazios), cujas triangulacdes devem ser étimas. Assim temos gue:

Cleyi+ jl = pigpi |+, min (Cfi, ¢+ k] + Cli+ ki 4+ 5]).

Na Figura 2.4 apresentamos o algoritmo que utiliza os resultados acima para computar
a TCM de P. Neste algoritmo a TCM é armazenads em T[0,n — 1] e seu custo em
C[8, 7 ~ 1]. Devido & necessidade de armazenar a tabela C{t, j] o algoritmo requer espago
O(n?). A complexidade de tempo do algoritmo é limitada pelo passo 2 o qual, devido &
existéncia de 3 lagos aninhados, sobre as varidveis , § e k {operagdo min), requer tempo

O(n®).
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1. Parat =0 atén—1faca
Cli, 4] 1= 0.

2. Para j = 1 até n~ 1 faca
Parai:=1 atén— 1 faca

o P ) o= | BiEiPT L, se Bi5P; estd totalmente contido em P,
| PP )= o0, cas0 COnLTATION

C[i,f-!— il = el 7ig; b J+ Mmifgey ;1 (C[é,i~}~ k] + C(i + ki + J])
Tlvi+ = {PoP JUTR, i+ EJUTi + ki + 1.

Figura 2.4: Algoritmo de programagio dinamica para determinar a TCM de um poligono
simples.

O algoritmo proposto por Gilbert foi posteriormente alterado de forma a possibilitar
a computacio de um objeto mais genérico que um poligono simples, uma célula [HP94],
Uma célula de um conjunto de pontos P consiste em um conjunto de segmentos que
formam uma arvore geradora do grafo G = { P, §(P)) acrescido dos segmentos que limitam
a envoltéria convexa de P. Toda célula pode ser unicamente representada através de uma
seqliéncia de vértices po, P1y ..o, Pnwy Obtida percorrendo-se esta célula em algum sentido,
célula pode ser representada através da seqiiéncia 1,2,3,2,1,4,5,4,6,7,8,9,10,9,8, 7,
11, 12, 13, 14, 13, 12, 11, 15. Note que esta seqiiéncia ndo é composta exclusivamente de
vértices distintos. Contudo, para os propésitos do algoritmo cada elemento da seqiiéncia
é tratado como um vértice distinto. De posse da seqliéncia que define uma célula, o
algoritmo de programacio dindmica que computa o restante dos segmentos da TCM
é similar ao apresentado na Figura 2.4, exceto que agora os segmentos em S(P) que
interceptam algum dos segmentos que compdem a célula ndo devem ser considerados, o
que pode ser feito atribuindo-se um custo suficientemente elevado a estes segmentos.

Com base no resultado acima, vemos que computar a TCM em tempo polinomial
equivale a determinar um conjunto 77 C S(P) de segmentos que estd contido em uma
TCM, tal que o grafo G = (P,T’) seja conexo, pois neste caso T’ contém uma célula e
o restante dos segmentos da TCM podem ser computados em O(n®). Fortalecendo este
resultado, Cheng, Golin e Tsang [CGT95] mostraram que mesmo que (@ nio seja conexo
o problema pode ser resolvido em O(n*+?), onde k é o ndmero de componentes conexos

de G.
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Figura 2.5: Exemplo de uma célula de 15 pontos.

2.3.2 Determinando Subconjuntos nao Triviais da TCM

A possibilidade de computar a TCM em tempo polinomial a partir de um subconjunto
de seus segmentos motivou trabalhos no sentido de determinar conjuntos de segmentos
T* C S{P) que estio em alguma TCM. Os segmentos que limitam a envoltéria convexa de
P formam um subconjunto trivial de qualquer TCM. Gilbert [Gil79] mostrou que o menor
segmento em S(P) também estd em qualguer TCM. No restante desta segio descrevemos
dois métodos capazes de computar subconjuntes da TCM menos triviais que estes dois.

O A-Esqueleto

O conceito de B-esqueleto foi proposto originalmente por Kirkpatrick e Radke [KRS85).
Sejam p,q € P. A vizinhanga proibida F(p,q) de p e g é definida como a unido de dois
discos de raio 8| 5§ {/2, com B > 1, que passam sobre p e ¢ (Figura 2.6). O S-esqueleto
de P ¢ definido como sendo o seguinte conjunto de segmentos:

B(P)={p7 € 5(P): F(p,g)Nn(P\ip,q}) = 8}.

Em [Kei94}, Keil mostra que o +/2-esqueleto estd contido em qualquer TCM. Mais
recentemente, Cheng e Xu [CX96] melhoraram este resultado provando que o f-esqueleto
esta contido em qualquer TCM quando 8 > 1.17682.

Note que, por definigio, se um certo segmento P§ estd em um S-esqueleto, entao
existem dois circulos que passam por p e ¢ ¢ que nio contém nenhum outro ponto de P
em seu interior. Ocorre, que a existéncia de um destes circulos jd € condicio suficiente
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Figura 2.6: A vizinhanca proibida F(p, ¢}, | P8 | = |50 | = 8| g {/2.

para que o segmento pg pertenga a triangulagio de Delaunay de P. Em outras palavras,
um B-esqueleto sempre é um subconjunto da triangulagdo de Delaunay. Kirkpatrick e
Radke [KR85] mostraram que este fato possibilita computar tais esqueletos a partir da
triangulagio de Delaunay em tempo linear, ou seja, em tempo total O(nlgn}.

Na Figura 2.9(a) apresentames o 1.17682-esqueleto de um conjunto de 80 pontos.
Como pode se observar este conjunte de segmentos ndo conecta todos os pontos considera-
dos, mesmo que a ele adicionemos os segmentos que limitam a envoltéria convexa. De fato,
Cheng, Golin e Tsang [CGT95] mostraram que no caso onde os pontos estio uniforme-
mente distribuidos o mimero esperado de componentes conexos no grafo & = (P, B(P)),
para f > 1.17682, é Q(n).

O LMT-Esqueleto

Seia 7 uma triangulacio planar de P. Se o segmento p§ € T ndo estd na envoltdria
convexa de P, entio este segmento é um dos lados de dois tridngulos vazios formados
por T'. Juntando estes dois triangulos formamos um quadrildtero, do qual 7 € uma das
diagonais. Caso este guadrildtero seja convexo existe uma outra diagonal #¥. Dizemos
que P§ € minimamente local se o quadrilatere ndo € convexo (Figura 2.7(a}}, ou se, em
caso contrario, | 57 | < | @ | (Figura 2.7(b)).

@ ®)

Figura 2.7: Exemplos de segmentos minimamente locais.

Uma triangulacdo planar onde todos os segmentos sdo minimamente locais é chamada
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de iriangulagdo minimamente local Claramente, toda TCM é uma triangulacio mini-
mamente local, Infelizmente, a reciproca néo é verdadeira, p.ex., a triangulacio gulosa é
minimamente local, porém, ndo equivale obrigatoriamente 4 TCM.

Nos exemplos da Figura 2.7 os quadrilateros apresentados fornecem uma garantia de
que o segmento Ppg§ € mipnimamente local em alguma triangulacdo planar de P. Neste
caso, dizemos que os tridngulos que compdem estes quadrilateros fornecem um certificado
para o segmento g . E facil constatar que segmentos que ndo possuem ceriificados ndo
podem estar em nenhuma triangulacdo minimamente local,

Baseado neste fato, Dickerson ¢ Montague [DMY6] propdem um algoritmo capaz de
identificar segmentos que estio contidos em qualquer triangulagho minimamente local, e
por conseguinte, na TCM. Este conjunto de segmentos foi denominado pelos autores de
EMT-esqueleto. O LMT-esqueleto nao corresponde obrigatoriamente ac maior conjunto
de segmentos que esté contido em qualquer triangulagio minimamente local, os segmentos
que ¢ compdem sio definidos algoritmicamente.

Na Figura 2.8 apresentamos este algoritmo. Devido a existéncia da lista cand Tris, este
algoritmo requer espago ({n®). Os passos 1, 2, 3 e 4 podem ser efetuados, respectivamente,
em tempo O(n?) [EORWS2], O(n?), O(1) e O(r). O passo 5 consiste de um lago de
O{n?) iteraghbes: uma para cada segmento s. A complexidade do passo 5{a) é dada pelo
nimero de tridangulos que s possui de cada lado, o gual é limitado por O{n?), enquanto,
a complexidade do passo 5(b) é limitado pelo tamanho de candSegs, i.e., O(n*). Como
o passo 6 pode ser executado até O(n?) vezes, o tempo total requerido pelo algoritmo
§ O(®). TR

A Figura 2.9(b)} apresenta um exemplo de um LMT-esqueleto para um conjunto de
80 pontos. Note que este conjunto conecta todos 0s pontos considerados, de forma, que o
restante dos segmentos da TCM podem ser computados em tempo polinomial. De fato,
nos testes realizados em [DMO6], via de regra, o grafo euclideanc G = (P, T’), onde T"
é o LMT-esqueleto de P, mostrou-se conexo. Contudo, Bose, Devroye e Evans [BDEG6)]
mostraram que para certa configuracio especifica de pontos o niimero de componentes
conexos deste grafo pode ser ((n).

2.3.3 A Abordagem de PI

Pouco se investigou sobre a possibilidade de resolugio exata do PTCM através de técnicas
de PI. Até o momento da redagdo deste texto apenas dois trabalhos nesta linha haviam
sido 1dentificados.

O primeiro destes trabalhos, desenvolvido por Kyoda [Kyo96), é extremamente seme-
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o

. condTris := Uma Bista de todos os tridngulos vazios com extremos em P.

eandSegs 1= Uma lista de todos vsisegmentos de reta com extremos em P.

LMY 1= Uma lista vazia.

Remova os segmentos que limitam a envoltdria convexa de condSegs e insira-os em IMT.
Para cada segmento 8 € candSegs faca

{(a) Se ndo existem dois tridngulos em eandTris capazes de fornecer um certificado ao

segmento s, entdo remova s de candSegs e remova todos os tridngulos contendo s de
cand Tris.

{b) Se s n3o intercepta qualquer outro segmento em candSegs ou LM T, entio adicione-o
a LMT.

Se a lista candSegs fol alterada no passo 5, entdo execute o passe § novamente,

Figura 2.8: Algoritmo que define o LMT-esqueleto.

o

.

(a) 1.17682-esqueleto. {b) LMT-esqueleto.

Figura 2.9: Exemplos de subconjuntos da TCM de um conjuntb de 80 pontos.
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thante ac que aqui realizamos com o modelo baseado em segmentos. Apesar de ambos os
trabalhos terem sido desenvolvidos de forma independente, a formulacio de Pl utilizada
por Kyoda € idéntica a apresentada no Capitulo 3 e o algoritmo empregado para resolucdo
computacional também é um branch-and-cut. A maior diferenca identificada entre os dois
trabalhos estd nas rotinas de separagio desenvolvidas. Contudo, em virtude da pequena
quantidade de informagdes apresentada por Kyoda a cerca do desempenho computacional
de sua implementacao do branch-and-cut, fica dificil realizarmos uma comparacio entre os
dois trabalhos. Em uma das poucas referéncias ao desempenho de seu algoritmo, Kyoda
diz que foi capaz de resolver o PTCM para instancias de até 100 pontos. Como veremos
ne Capitulo 5, utilizando nossa implementacio do branch-and-cuf, fomos capazes de re-
solver o PTCM para instancias de até 160 pontos com um tempo médio de computagio
pouco superior a 2 horas.

O outro trabalho identificado foi realizade por Loera, Hosten, Santos e Sturmfels
[dLHSS596]. Neste trabalho os autores também propdem uma formulacdo de PI que pode
modelar o PTCM, mas que ndo fol originalmente proposta com esta intencao especifica.
Esta formulacio modela uma generalizagdo do conceito de triangulacdes planares, onde
os pontos pertencem a JR® com d > 2 e as regides limitadas formadas (tridngulos quando
d = 2) ndo sdo necessariamente vazias. Como ja mencionamos, o modelo apresentado no
Capitulo 4 € baseado fudamentalmente neste trabalho.



Capitulo 3

O Modelo Baseado em Segmentos

Dedicamos este capitulo ao estudo de um modelo de Pl para o PTCM através do qual seja
possivel identificar o conjunto de segmentos que caracteriza uma TCM. Para simplificar,
chamamos este modelo de modelo baseado em segmentos.

Tnicialmente, na Se¢do 3.1, mostramos como formular o PTCM como um problema de
PI (-1, Nas segdes seguintes mostramos como fortalecer esta formulagao inicial através da
insercio de outras desigualdades vilidas fortes. Mostramos ainda que estas desigualdades,
ou casos particulares delas, definem facetas no politopo monétono, e apresentameos exem-
plos do impacto computacional causado pela inser¢do de algumas destas desigualdades no
modelo de Pl proposto.

3.1 Formulando o PTCM através de PI __

Considere um conjunto finito ordenado S e um de seus subconjuntos $° € 5. Dizemos
que o vetor z° € R & o vetor de incidéncia de §' se existe uma correspondéncia
biuniveca entre seus componentes e os elementos de 5, de tal forma que para cada um
destes componentes :ztfr temos que:

5 1, sesec
* 710, seseS\9.

ISP ¢

Assim, dada uma triangulagio planar T C § (P) dizemos que 27 € R € o seu vetor

de incidéncia se:

33
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T 1, se 1y €T,
Ty, = o
0, se z3 € S{PI\T.

Seja AT p o conjunto de todos os vetores de incidéncia de triangulaces planares de P.
Representando por ¢;; o custo, ou comprimento, de cada segmento ij € S(P), observamos
que determinar o vetor de incidéncia de uma TCM, e por conseguinte a prépria TCM,
consiste em resolver o seguinte problema:

min E Ci3%4s
eS(P)
Sujeitoa x € A7p.

Logo, uma maneira de formular o PTCM como um problema de PI consiste em identificar
um sistema de desigualdades lineares, cujas variaveis sejam os elementos do vetor , que
juntamente com um conjunto de restrigdes de integralidade sejam capazes de garantir a
restricdo £ € X%p. Em outras palavras, as propriedades expressas por este sistema de
desigualdades devem caracterizar as triangulacdes planares.

Para que possamos apresentar uma formulacio de Pl cujas restrigdes satisfacam este
requisito consideremos a seguinte proposigao.

Proposicio 3.1 Seja P um conjunto finito de n 2> 3 ponios no plano. Toda triangulacdo
planar de P possui 3(n — 1) — h segmentos, onde h € o mimero de segmentos gue limitam
a envolloria conveza de P.

Frova: Seja T ¢ 5{P) umatriangulagao planar arbitraria de P. Como o grafo euclideano
G = (P, T) € planar, se f representa o nimero de faces de G, pela férmula de Euler,
temos que: n — [T|+ f = 2. Além disso, € facil constatar que a soma dos segmentos
que limitam todas as faces (3 para cada face limitada e h para a ndo limitada) é igual a
duas vezes ¢ piimero total de segmentos, i.e.; 3{f — 1} + & = 2|T|. De onde segue que
1T} = 3(n~1) — k. £l

Este resultado nos fornece uma forma alternativa de garantir que um conjunto de
segmentos 5 ¢ S(P) que dois a dois ndo se interceptam é uma triangulagio planar.
Representando a cardinalidade de uma triangulacdo planar de P por ¢,{P), temos que o
PTCM pode ser formulado como o seguinte problema de PI:
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min z €Ty
HES(F)
Sujeito a  zy 24 < 1, Vij,kl € S(P), talque B¢ n &7 #8 - ()
z Ty == és(P)a (H)
ES(P)
zi; 2 0, Vi € S(P), (111}
;< 1, Vij € 5(P), (V)
xi € Z, VE}' € S(P). {V}

As desigualdades da classe (I} dizem que dois segmentos que se interceptam nio podem
estar simultaneamente em uma mesma triangulacdo planar. A igualdade (11}, a qual
chamamos de restrigde de cardinalidade, determina o mimero de segmentos de uma tri-
angulacéo planar, impondo assim a condicao de maximalidade. Finalmente, as restrigbes
das classes (11}, (IV) e (V) determinam o conjunto de valores que as variaveis podem
assumir, no caso, § ou 1.

O seguinte resultado garante a validade desta formulagio.

Proposiciio 3.2 Dado § C S(P), =5 satisfar s restrigies da formulagio acima se e
somenie se S € uma triangulegdo planar de P,

Prova: (=) Se z° satisfaz as restricbes da formulagdo em questio, entio S representa
um conjunto de segmentos cuja cardinalidade ¢ $,( P} e tal que quaisquer dois destes seg-
mentos nfo se interceptam. Pela condi¢io de maximalidade, se 5 néo € uma triangulagdo
planar, entdo existe uma triangulagdo planar T D § de P cuja cardinalidade é superior a
¢4{ P}, fato que contradiz a Proposigio 3.1.

{«=) Se S é uma triangulagio plapar, quaisquer dois de seus segmentos ndo se inter-
ceptam, e assim a desigualdade (I) deve ser satisfeita. Além disso, pela Proposigéo 3.1,
[8] = ¢,( P}, e assim a igualdade (II} deve ser satisfeita, "

Infelizmente, a Proposico 3.2, apesar de garantir a validade, ndo garante a forca
da formulagdo acima. Porém, como mencionamos no Capitulo 1, dentro da abordagem
de planos-de-corte, a for¢a do modelo de PI empregado, ou de suas desigualdades, esta
diretamente relacionada 3 sua eficiéncia computacional, Assim, no restante deste capitulo
discutimos a for¢a das desigualdades que compdem esta formulagio e as possibilidades de
fortalecé-la através da inser¢do de novas desigualdades vélidas fortes. Antes, porém,
algumas consideragbes sio necessarias.



3.1. Formulando o PTCM através de PI 36

A primeira destas consideragbes diz respeito & dimensdo do politopo conu{X%p), 0
gual representaremos por {7p. O fato da equagdo (II} ser vélida com respeito a Q%p
indica que este politopo nao possui dimensdo plena. Isto, como vimes no Capitulo 1, re-
presenta uma dificuldade adicional para a aplicagdo dq método indireto na caracterizacao
de desigualdades que definem facetas. Assim, optamos por validar a forga das desigual-
dades apresentadas sobre o politopo mondione, i.e., o politopo definido pela envoltdria
convexa dos vetores de incidéncia associados aos subconjuntos de triangulagdes planares.
Seja Q% p este politopo, o seguinte resultado encoraja esta opgo.

Proposicdo 3.3 O politopo @“TP possui dimensdo plena.

Prova: Considere os vetores de incidéncia do conjunto vazio e dos conjuntos { i }, para
todo 1y € S(P). Claramente, estes vetores pertencem a @} p ¢ séo afim independentes.
Loga, Q:} p possui dimensao plena. 0

Além das facilidades técnicas que advém deste resultado, Q% p também é de interesse
pratico, pois dado um vetor de custos ¢ € IK" ¢€ possivel construirmos um outro vetor
¢ € IR tal que o™ € solucdo 6tima da funco cx em Q% p se e somente se é solugio Stima
da funcio €z em Q%p.

Proposicao 8.4 Pera qualguer ¢ € RB” e d > Ina;x{qlj : 1 € S(P}}, as seguintes
afirmagdes sdo equivalenies:

(i) z* € uma solugdo otima pare min{er : ¢ € QFpl.

(it) z* € uma solugdo dtima pere max{%r : z € Q4p}, onde &y = d — ¢; para todo
13 € S{P).

(iii) " € uma solugdo dtima pare max{ez : ¢ € Q4p}.

Prova: (i} ¢« (ii). 2™ é uma solugdo Stima para min{ez : ¢ € Q%p} se € somente se é
uma solucdo 6tima para max{—cz : ¢ € @Q%p}. Porém, para qualquer z € (% p temos que
S Ges(p) doij = dd,(P), e assim (i) e (ii) sdo equivalentes.

{i1) « (ii1). Como ¢; > 0 para todo i3 € S(P), se z* é uma solucio Gtima para
max{ze : € Q%p}, entio * é um elemento maximal de Q4. Contudo, 2* € Q4p se e
somente se é um elemento maximal de Q% p. 0

Um problema potencial na utilizacio de @%p para validar a forca de desigualdades
validas para Q%p reside no fato de que, em alguns casos, tais desigualdades nio sio
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validas para Q%p. Quando nos deparamos com uma desigualdade deste tipo, procuramos
identificar uma outra desigualdade valida para Q}P que defina a mesma face em Q7p
que a desigualdade original, Se tal desigualdade é determinada, como ambas definem a
mesma face, podemos utilizar a nova desigualdade para avaliar a forga da desigualdade
original.

No caso especifico das equagbes lineares vélidas para {fp, as quais ndo sio vilidas
para (% p, visto que este politopo possui dimensao plena, a solugio para o problema
mencionado no pardgrafo anterior consiste td0 somente em transformar a igualdade em
uma desigualdade do tipo ‘<. Assim, a desigualdade valida para Q4p que define a mesma
face que a equacdo (II}, vilida para @Q%p, €

2. zii < 6s(P). (Vh

16S(F)

Como veremos tanto a desigualdade (VI} quanto a desigualdade (1) sdo casos particu-
lares de classes de desigualdades mais genéricas, as quais serdo estudadas nas segdes 3.4
e 3.2.2, respectivamente. Assim, nos limitamos aqui a discutir a forca das desigualdades
(IT1) e (IV), as quais claramente sdo validas tanto para para @%p quanto para Q% p.

Proposicio 3.5 Para tode segmento 17 € S(P) a desigualdade (I1I) define faceia em
Qp.

-Provar Note que para todo segmento 17 € S{P) os vetores de incidéncia do conjunto
vazio e dos conjuntos { 2 }, onde k£ € S(P)\{¢7 }, sao afim independentes, perten-
cem a Q%p e satisfazem z;; = 0. Além disso, como o vetor de incidéncia do conjunto
{17 } também pertence a Q%p, a face definida pela inequagiio em questdo é prépria, e
conseqliientemente € uma faceta. 0

Proposigio 3.6 Seja iy €8(PYel(ij)={k € S(P)\27 : 17 0Nk # 8} A
face definida em Q%p pela desigualdade (IV) referente a 17 possui dimensdo igual a
IS(PYNI(E)1.

Prova: Considere os conjuntos {17 } e {27, k¢ }, onde 17, k¢ € 5(F), 17 # Kl e
k? ¢ I{ 7). Claramente, os |S(P)\ I{ 77 )} vetores de incidéncia destes conjuntos sio
linearmente independentes, pertencem a Qﬁnp e satisfazem z;; = 1. Suponha, entdo, que
k2 € I( %7 ). Neste caso, vemos que a face em questio estd contida na face definida pela
desigualdade zj > 0. Destes dois casos segue o que queriamos provar. ]

Da proposigio acima temos que, a desigualdade (IV) referente a t7 € §(P) define
faceta em Q% p se € somente se I{ £ ) = §.
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3.2 O Politopo dos Conjuntos Independentes

Por definigio, dois segmentos de S{P) estdo em uma mesma triangulagio planar de P
somente se nao se interceptam. Mais que isto, dados dois segmentos 77, k¢ € S(P) que
nio se interceptam e uma triangulaciio planar T C S{P), o fato de que 2 € T nao é
condicio suficiente para que k¢ ¢ 7. Neste sentido, dados dois segmentos distintos de
S{P}, se eles nao se interceptam dizemos que sdo independentes.

Usando esta nomenclatura podemos dizer que uma triangulacio planar de P consiste
em um conjunto maximal de segmentos independentes de S{(FP)}. De fato, com base nesta
observagio, podemos associar as triangulaces planares de P a conjuntos independentes
de um grafo construido a partir da relagio de intersegio dos segmentos de S{P). Uma
implicagao interessante, e um tanto imediata, desta associagio € que todas as propriedades
validas para conjuntos independentes em grafos arbitrarios também sio validas para os
conjuntos independentes deste grafo especial, e conseqiientemente sdo validas para as
triangulagdes planares. Desta forma, nesta segdo visamos apresentar resultados validos
para o politopo dos conjuntos independentes os quais possam ser utilizados para fortalecer
o modelo proposto.

3.2.1 Triangulagﬁes Planares ¢ Conjuntos Independentes

' Seja G = (V, E) um grafo simples néo-orientado, onde V representa o seu conjunto de
vértices e E seu conjunto de arestas. Um confunto independente {vertex packing, stable
set} de G é um subconjunto V! C V para o qual vi,v; € V' implica (v;,v;) ¢ E.

Dado um conjunto finitc P de n > 3 pontos no plano, dizemos que G = (W, H) é
o grafo de intersecées de segmentos de P se: para cada segmento 17 € S(P) existe um
vértice v;; € W que o representa, e para cada dois segmentos 27 , k£ € 5(P) que se
interceptam existe uma aresta {v;;,vie) € H (Figura 3.1}

Claramente, existe uma bijeciio entre as triangulagdes planares de P e os conjuntos
independentes maximais de G%5. Assim, se atribuirmos a cada vértice v;; € W um custo
igual ao comprimento do segmento tj , verificamos que o problema de determinar a
TCM de um conjunto P de pontos & equivalente ao problema de determinar um conjunto
independente maximal de custo minimo em G%. Por outro lado, se atribuirmos a cada
vértice v; € W o custo &;, definido na Proposicao 3.4, verificamos que o problema de
determinar a TCM de um conjunto P de pontos é equivalente ao problema de determinar
um conjunto independente de custo méximo em G%. Infelizmente, ambos os problemas
sobre grafos sio NP-dificeis [HP94, GJ79], sendo que o iiltimo, o qual é conhecido como
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Figura 3.1: Exemplo de grafo de intersegio de segmentos.

problema do conjunto independente de peso mdzrimo, é um problema classico em teoria
dos grafos.

Seja oy o politopo definido pela envoltéria convexa dos vetores de incidéncia dos con-
juntos independentes do grafo G. QOutra implicagdo da equivaléncia entre triangnlagbes
planares e conjuntos independentes é a relacéo entre o politopo Qe e os politopos @Fp e
(Q%p. Claramente, o politopo dos conjuntos independentes do grafo de intersecio é equi-
valente ao politopo Q§ ». Logo, toda desigualdade definidora de faceta em Q¢ também
definira faceta em Qfp. Além disso, como Q4p C Q:}p toda desigualdade valida para o
o1 também é valida para Q% p.

O politopo dos conjuntos independentes tem sido objeto de estudo desde a década de
70. Via de regra, trabalhos que abordam o tema visam identificar classes de desigualdades
fortes para o politopo em questdo, preferivelmente desigualdades que definam facetas
[Pad73, Tro75, Wol76, CC87]. Nas duas segdes seguintes apresentamos as classes de
desigualdades oriundas destes trabalhos que serdo utilizadas como corte no algoritmo
branch-and-cut proposto nesta dissertacio: as desigualdades de clique e as designaldades
de ciclo fmpar. Dentre as classes de desigualdades validas conhecidas para o politopo dos
conjuntos independentes, a opcao pela utilizagio computacional destas duas classes se
deve a consideracdes priticas. A principal consideracio se refere 4 comprovada eficiéncia
computacional apresentada por estas designaldades quando empregadas na resolugio do
problema do conjunto independente de custo maximo [N592].

Antes, porém, de discutirmos as desigualdades de clique e de ciclo fmpar, para finalizar
esta secdo, apresentamos uma interessante propriedade referente as solugbes étimas da re-
laxag3o linear de uma formulagao de PI vélida para o problema do conjunto independente
de custo méximo, ¢ assim vélida para o PTCM.

Seja G = (V, E) um grafo simples nao-orientado. Se associarmos os elementos de um
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vetor z € JR'Y! aos vértices de V e a cada vértice v; € V um custo ¢ € IR, é faci) constatar
que a sepuinte formulacde é valida para o problema do conjunto independente de custo
maximo em G

max Z Ci Ty

U,‘EV
Sujeitoc a z,+2; <1, Vv, € E, (3.1)
ne{ll}, VYwueV

Para o caso onde ¢; > 0, para todo v; € V', Nemhauser e Trotter {NT75] mostraram
a validade do resultado abaixo para a relaxagdo linear de (3.1}, A relaxac8o linear deste
problema ¢ obtida ac substituirmos as restricoes z; € {0, 1} pelas desigualdades z; > 0 e
Ty é 1.

Teorema 8.1 ([NT75]) Suponha que z* € uma solugdos Stima para a relaxacio linear do
problema (3.1) e I = {v; € V 1 2} = 1}. Euriste pelo menos um conjunto independente
élimo em (G gue contém 1.

Como o problema {3.1) é de maximizacio e todos os custos na fungdo objetivo sio
positivos, se J = {v; € V 1 1] = 0}, entdo temos que todo vértice em J ¢ vizinho de pelo
menos um vértice em f, e assim o conjunto independente de peso maximo que contém
7 néo contém nenhum dos vértices de J. Uma aplicacdo prética deste resultado é que
podemos utilizéd-lo em uma fase de pré-processamento para reduzir o problema original
ac problema de determinar o conjunto independente de peso méaximo do grafo induzido

por VA\[TUJ}

Finalmente, vale ressaltar que o Teorema 3.1 diz respeitc somente a formulacio (3.1}
e a insercio de outras desigualdades validas para o politopo dos conjuntos independentes
nesta formulagao pode invalida-lo.

3.2.2 As Desigualdades de Clique

A desigualdade da formulacgo (3.1) € costumeiramente denominada de desigualdade de
aresta. Claramente, a desigualdade (I} referente a dois segmentos que se interceptam
tj , ki € S{P) consiste na desigualdade de aresta referente acs vértices vy, v € W.
Assim, trataremos estas desigualdades de forma indistinta e chamaremos a ambas de
designaldade de aresta.
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Nesta segac apresentamos uma classe de desigualdades que generaliza a propriedade
expressa pelas desigualdades de aresta. Trata-se das desigualdades de cligue. Uma desi-
gualdade de aresta diz que, se dois vértices sdo adjacentes em (7, entdo eles nao podem
estar simultaneamente em um mesmo conjunto independente de 7. Uma desigualdade
de clique diz que, dado um mn}z‘mto de vértices V' C V', se dois a dois seus vértices
sao adjacentes, entdo no maximo um deles poderd estar em um conjunto independente
qualquer de &,

Formalmente, dade um grafo G = (V, E} simples nac-orientado, uma cligue em G
consiste em um conjunto de vértices K C V, com [K| > 2, tal que v, v; € K somente
se (vi,v;) € E. Abaixo temos uma demonstracio formal de que, se K € V € uma clique
maximal, entdc a desigualdade de clique referente a K define faceta em Qcy.

Teorema 3.2 ([Pad73]) Uma desigualdade vdlide do tipo

Yoo <1, (VI
z.rj&}{

onde K TV, define faceta em (Joy se e somenite se K € wma cligue mazimal em G.

Prova: {=>) 8e K nao é uma clique existem pelo menos dois vértices vy, v; € K tal que
(v;,v;) ¢ E, e assim a desigualdade ndo é valida pois o vetor de incidéncia do conjunto
{vi,v;} estd em Q. Se K é uma clique, porérn ndo maximal, entdo existe v; € VAK
tal que K U {v;} é uma clique de cardinalidade maior que K, e assim a face definida
pela desigualdade {VII) referente a K estd contida na face definida pela desigualdade

{4z} Desde que K ¢é uma clique, existe uma aresta (v, v;} € E para cada par ¢, v; € K.
Conseqiientemente, a desigualdade (V1) € valida. Para completarmos a prova mostramos
gue existem |V| vetores linearmente independentes que satisfazem (VII) na igualdade.
/| solugbes podem ser construidas fazendo-se z; = 1 para exatamente umi v € K, e
x; = 0 caso contrério. Os vetores restantes podem ser obtidos da seguinte forma: para
cada v; € V\K existe no mimimo um v € K tal que {(v;,v) & E, pois K é uma
cligue maximal. Conseqiientemente, 2; = 1,2, = 1,2; = 0, para todo v; € V \{v;, v},
também satisfaz (VII) na igualdade. Como & matriz composta pelos [V] vetores acima é
triangular (com uma devida permutacio de linhas e colunas) estes vetores sio linearmente
independentes, 0

Note que podemos reescrever a formulacdo apresentada na Secao 3.1 substituindo as
desigualdades de aresta por wm conjunto de desigualdades de clique que recubram todas as
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arestas do grafo de intersegio. Esta nova formulagao, em principio, apresenta pelo menos
duas vantagens: o numero de cligues necessdrias para recobrir um grafo €, obviamente,
menor ou igual ao pumero de arestas deste grafo, e alem disso, a formulacéo com as
desigualdades de clique é mais forte que a formulagao original. No entanto, como veremos
no Capitule 5, pelo menos para os caso onde o grafo em questdo é um de grafo de intersecdo
de segmentos, o ganho apresentado pela utilizacko computacional desta formulagio nio
justificou o esfor¢o extra despendido para gera-la.

Na Figura 3.2 apresentamos um conjunto de pontos para o qual o grafo de intersecho
de segmentos apresenta uma clique de cardinalidade maior que dois {uma clique de cardi-
nalidade dois equivale a uma aresta). Representando por W o conjunto de vértices deste
grafo, é facil perceber que o conjunto {v14,v25, vse} C W é uma clique maximal.

2

5

Figura 3.2: Exemplo de um conjunto de pontos cujo grafo de intersecdio de segmentos
possui uma clique de cardinalidade maior que 2.

3.2.3 As Desigualdades de Ciclo Impar

Seja ¢ = {V, E) um grafo simples ndo-orientado. Dizemos que uma segiéncia de vértices
V' = {vy, 09, ., 0} C V define um caminho se {v;, vipa) € £ para todo 1 € {1,.., & — 1}.
Se vy = v, dizemos que este caminho forma um ciclo. Se ndo existem arestas entre dois
vértices nao adjacentes em um ciclo dizemos gue este ciclo ndo possui cordas.

O seguinte resultado caracteriza o nidmero maximo de vértices de um ciclo de tamanhe
{rmpar, ou simplesmente eiclo fmpar, sem cordas que podem estar simultaneamente em
um mesme conjunto independente de G.

Proposicao 3.7 Seja C C V um ciclo sem cordas de tamanho 2k+1, com k > 1. Ertdo,
no mdzimo k vértices de C podem estar em um mesmo conjunto independente de G,
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Prova: Vamos considerar os conjuntos independentes que contenham um vértice ar-
bitrario w; € C. Sejam u; e u;, 08 vértices adjacentes a u; em C e seja CF = C\{ui, w5, ui}.
Representado por o V') o nimere maximo de vértices de V/ C V que podem estar em
um mesmo conjunto independente, temos que ofC) = o(C7) + 1.

Seja {vi, vy, ..., Ua-1)} & sequéncia de vértices que (' representa. Considere os con-
juntos {v;, vigs} © €7, onde 1 é fmpar. Claramente, no maximo um dos vértices de cada
um destes conjuntos pode estar em um conjunto independente qualquer de . Como sac
k — 1 conjuntos segue que afC’) = k — 1 e, consegiientemente, o{C) = k. 0

Obviamente, esta proposicio garante a validade da seguinte desigualdade para o pobi-
topo dos conjuntos independentes:

3 2 < (0]~ 1)/2, {VIII)

wEC
onde C é um ciclo impar sem cordas. Costumeiramente, esta desigualdade € denominada

de desigualdade de ciclo impar.

Infelizmente, a desigualdade de ciclo fmpar ndo define faceta no caso geral. Observe
a Figura 3.3, onde o vértices representados por circulos preenchidos formam um ciclo
fmipar sem cordas, Note que, a face definida pela designaldade o7 + 2o+ 23+ za 425 € 2
esta contida na face definida pela desigualdade 25 > 0.

i

4

Figura 3.3: Exemplo de ciclo impar sem cordas cuja desigualdade correspondente naoe
define faceta em Qcy.

Entretanto, se consideramos, o caso onde o proprio conjunto ¥V define um ciclo impar
sem cordas, o teorema abalxo assegura que a desigualdade {VIII) define faceta em Q¢y.

Teorema 3.3 Dado um grafo G = (V| E), se V € um ciclo {fmpar sem cordas, entdo
desigualdade (VIII) define facela em Qcr.
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Prova: Seja F a face definida pela desigualdade (VII1} e seja Ar < X5 uma desigualdade
valida para (7. Suponha que

FC R ={zeQcr:Ar =X}

Como (Jo; possui dimensio plena, vamos mostrar que a desigualdade Az < Mg é um
miltiplo escalar da desigualdade do ciclo impar.

Observe que, dado um conjunto independente I € V., se 2! € F, entdo existem
vi,v,0 € V tal quer vv; € 1, (viyy) € B, v € T e {vj,v5) € E. Assim, dado
F={I\{v}) U {v;} temos que &’ € F.

Por simetria, podemos generalizar a observacao acima da seguinte forma. Para guais-
quer dois vértices v;,v; € V tal que (v;,v;} € E, existermn dois conjuntos independentes |
e I'tal que I' = (J\{v;}} U {u;} e [I| = |I'| = (V] ~ 1)}/2. Logo, come 2/, 2" € F C F,,
temos que A; = A; := ;. Visto que G € conexo, por transitividade, seque que:

A=~ Yy eV

Por conseguinte,

do =7 {[Vi—-1}/2,
e assim concluimos a prova. £

Utilizando este resultado, Padberg [Pad73] apresentou um procedimento de Iifting
através do qual é possivel identificar, a partir de uma desigualdade de ciclo impar, de-
sigualdades que definem faceta em Qpy. Posteriormente, Nemhauser e Trotter [NTT4]
generalizaram este resultado através do seguinte teorema.

Teorema 3.4 ({NT74]). Suponha gue a desigualdade

3wz < m (3.2

eV

define facete em @by € Qor, onde Qp; € o politopo dos conjunios independenies do

subgrafo de G induzido por V! C V. Enlde existe m; € IR para todo v; € VAV’ tal que a
destgualdade

>, mE S 7o | (3.3

weEY
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define faceta em Qoy.

Prova: Devido a recursividade da afirmacao, € suficiente provar o teorema para V' =
{vy....,vn-1}. Definimos, n, = max{(, 7y — z*}, onde

5

¥ o= max Z TiT:
wEV!
Sujeito a Z az; <1 ~qd", V1 tal que v; € V7, (34)
wEy!
z; € {0,1}, Vo €V,

¢ denota a coluna da matriz de inaidéncia do grafo G correspondente ao vértice v; e 1
é um vetor (1,...,1) com [V’] elementos. Necessitamos, agora, provar que {3.3) é vélida
para (o, e que é satisfeita na igualdade por n solugdes vidveis afim independentes,

Dado um conjunto independente I de G, seja J = I NV’ e sejam 27 e 27

05 vetores
de incidéncia de I e J, respectivamente. Desde que J € V7, é claro que 27 satisfaz (3.2).
Se I = J, entiao z! também satisfaz (3.2). Se w, > 0, entdo 2* < 7y e desde que z7 é a

solugdo viavel para {3.3) temos que

Z mmf < z".
eV

Adicionando-se 7, = Tg — 2* a esta inequacio vemos que =’ satisfaz {3.3). Logo, (3.3) ¢
uma inequacao valida para Qo

Desde que {3.2) define uma faceta em @, existemy n — 1 conjuntos independentes
hoo oo, I._y em V' cujos vetores de incidéncia z',..., ¢
1 LTS 3] IRRRE

-1

sao afim independentes e sa-
tisfazemn (3.3} na igualdade. Seja 7" a solugdo Stima de (3.4), a qual corresponde a um
conjunto independente I, Como o lado direito de (3.4) é 1 — a”, nio existem arestas
ligando v, a vértices em fm e assim 0 conjunte I, = I, U {ven} também é um conjunto
independente de G. Desta forma, a definicio de », forca o vetor 2" correspondente a
satisfazer {3.3) na igualdade. Ademais, visto que v, € L\ para 1 < 7 < n — 1, temos
que os vetores z',...,z" sfo afim independentes, e assim completamos a prova. 3

Infelizmente, o procedimente exibide na prova do Teorema 3.4 parece de pouca uti-
lidade préatica, visto que o proprio problema (3.4) consiste no problema do conjunto in-
dependente de peso maximo e necessita ser resolvido para cada v; € N{V'}, onde N(V'}
representa o conjunto vértices vizinhos a V. Além disso, para um dado V' diferentes
ordenacdes dos vértices de N(V’} podem produzir diferentes facetas de Q¢;.
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Ainda assim, ¢ Teorema 3.4 juntamente comn o Teorema 3.3 nos garante o seguinte
resultadao,

Corolario 3.1 {{Pad73]) Seja C C V wm cicle impar. Entdo existe pelo menos uma
destgualdade

Yo+ 2, mz (0]~ 1)/2

v, &C v, EVAC

que define faceta em Qey.

Prova: Segue diretamente dos Teoremas 3.3 e 3.4. O

3.8 As Desigualdades do Conjunto Dominante

Seja G = (V, E) um grafo simples nao-orientado. Um cenjunto dominanie de & consiste
em um conjunto de vértices V' C V para o qual, se v; € V\V', entédo existe »; € V' tal
que (U;,L‘j) € E.

Nio é dificil perceber que, assim como o conceito de independéncia entre segmentos
estabelece uma relagio entre as triangulactes planares de P e os conjuntos independentes
de (3%, a condigdo de maximalidade do nimero de segmentos estabelece uma relagio entre
estas mesmas triangulagdes e os conjuntos dominantes de G%.

Infelizmente, diferentemente do caso dos conjuntos independentes, ndo encontramos
na literatura trabalhos associados ao estudo especifico do politopo dos conjuntos domi-
nantes. Contudo, ndo € dificil constatar gue a desigualdade abaixo nio s6 é vélida para
este politopo, como é suficiente para caracterizar os vetores de incidéncia dos conjuntos
dominantes do grafe Gt

T+ Z :I.‘J.;Ei, VtﬁgEV_, (IX)

QJ‘, EN(‘B;\)

onde N{v;) representa o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v; em (<. Esta desi-
gualdade diz que se um vértice ndo pertence a um certo conjunto dominante de (7, entio
pelo menos um de seus vizinhos deve pertencer. Se o grafo em questdo é um grafo de
intersecdo de segmentos, entao a desigualdade diz que se um segmento nao esta em uma
triangulagdo planar, entde pelo menos um dos segmentos que o intercepta deve estar.
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Claramente, a designaldade (IX), a qual denominamos desigualdade de conjunto do-
minante, & vélidg. para Q%p, mas nao € para (J5p. Porém, dado um grafo de intersecio
de segmentos ¥ = (W, H}, visto que todo r € Q%p satisfaz a equagdo {11}, podemos
reescrevé-la como

i

> T S GAP)— 1, VoyeW (X}

vr @ N {n; iy}

Néo é dificil perceber que a designaldade {X) também é valida para Q%p.

Dado um segmento 17 € S{P)}, seja I{ 17 ) o conjunto de todos os segmentos em
S{PY\{ %7 } que o interceptam. Observe que, ¢,{P) — 1 representa o niimero méxime de
segmentos em S{PY\(J({ 77 JU{ 17 }} que dois a dois nko se interceptam. Se representarmos
por F a face definida pela desigualdade (X) referente a 1; em @%,, vemos que, se uma
equagdo valida para (J%p € decorrente da propriedade de maximalidade e seus coeficientes
diferentes de zero estdo associados somente aos segmentos em S{FIN(I(7)uU {1 }),
entio esta equagao também é vilida para F.

Desta forma, se tais equagdes existem, temos que a designaldade obtida de (X) pela
subtragio destas equagdes também sera valida para Q5p e % p. Claramente, a desigual-
dade resultante deste processo é mais forte que a desigualdade {X], com respeito a @%‘p
Contudo, nao é dificil perceber que ela define em Q%5 a mesma face que a desigualdade
(X}, e conseqiientemente que a designaldade {(IX). Assim, podemos utilizar esta nova
desigualdade para avaliar a for¢a da desigualdade (IX).

Abaixo apresentamos duas classes de equagdes que satisfazem os requisitos menciona-
dos acima e as utilizamos para fortalecer a desigualdade (X} com respeito a Q% p.

Para todo subconjunte P’ € P, seja Sp{F’} o conjunto de todos os segmentos em
S{ P’} que nao interceptam nenhum outro segmento deste mesmo conjunto. Pela condicio
de maximalidade, se T & uma triangulacho planar de P, entdo Sp(P) € 7. Em outras
palavras para qualquer & € Q%p, se k€ € Sp(P), entéo 24 = 1. Assim, dado 17 € S(P),
com I{ 77} = @, temos que a designaldade {X) referente a 7; consiste na combinagio
linear da desigualdade abaixo com as equagbes z;; = 1, para todo 17 € Sp(P):

3 zhe < s(P) - [Sp(P)| ~ 1, VuyeW, (X1)
vre @ N JuVpid{v,}

onde Vp = {f?,-}' e W E:;f- & SF(P)}

Suponha a existéncia de um vértice vy; € W tal que o conjunto N{v;} U {v;;} defina
uma clique. Pela desigualdade de clique, no maximo um destes vértices pode estar em um
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dado conjunto independente de G%. Contudo, se nenhum dos vértices em N{v;;) estiverem
neste conjunto independente, entdo para que ele seja maximal v;; deve estar. Logo,
qualguer que seja o conjunto independente maximal de G, exatamente um dos vértices
da referida clique deve estar neste conjunto, i.e, T+ 3., ecxqy,,) The = 1. Subtraindo estas
equagbes da desigualdade {XI) obtemos a desigualdade

Tre < qf)ﬂ(P) - !SF(P)I —k—1, VYu;eW, {X1I)

vieE N {o UVpUVeun,; )

onde Vg representa o conjunto de vértices que pertencem a cliques tal com a descrifa
acima e k € o ndmero destas cliques. A titulo de exemplo, considere a Figura 3.4, onde
Sp(Py={12,16,23,34, 45, B8 } e as cliques que obedecem a propriedade descrita
acima sao {vir,vas} € {vis,ver}. Note que mesmo a desigualdade (X1I) referente aoc
segmento 24 {&14 + Zos + Tor + Tas + Tay + 257 < 3), nao define faceta em Qr}P visto
que é uma combinacao linear das designaldades de aresta z35 + 24y £ 1, B+ 297 L 1l e
Tqe + 757 S L

Figura 3.4: Exemplo no qual a desigualdade (XI) nao define faceta em Qs p.

| Apesar de nio definir faceta no caso geral, pudemos constatar a eficiéncia computaci-
onal da desigualdade do conjunto dominante. Considere a Figura 3.5, onde temos duas
solucdes fraciondrias Stimas para a mesma instancia. A solucio (a) foi obtida utilizando as
desigualdades {I)~(IV) e na obtengéoc da solugdo (b} acrescentamos, as desigualdades {1j-
(IV), as designaldades (IX). Nesta figura os segmentos cheios representam as varidveis
que assumiram o valor 1 na relaxagdo, enquanto os segmentos tracejados representam
varidveis que assumiram valores fracionarios {entre 0 € 1}. Observe que a solugdo {a) pos-
sui 4reas com grande concentragio de segmentos cujas varidveis correspondentes estio no
suporte da solugdo {z;; > 0), e outras onde esta concentragao € muito baixa. A sclugao
(b} mostra que a inser¢do das desigualdades do conjunto dominante diminui esta dife-
renga, impondo um mimero minimo deste tipo de segmentos nas dreas onde antes havia
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{a) Relaxagho linear da formulagio (k) Relaxagho linear da formulagio
com as restrigdes (1}-{IV). Custo: com as restrigdes {I3-(IV) e (IX).
580,50, gap: 4,31%. Custo: 804,39, gep: 0, 36%.

Figura 3.5: Dhas solugbes fraciondrias Stimas para o PTCM (custo da solugho inteira
Stima: 606,78

uma baixa concentragio de segmentos. Isto, como podemos ver, reduz significativamente
o gap de integralidade, i.e., a diferenga percentual entre o custo da solugho inteira 6tima
e o custo da solucac da relaxacio linear,

3.4 As Desigualdades de Planaridade

As desigualdades apresentadas nas iiltimas duas secoes sio baseadas em propriedades
validas para conjuntos independentes maximais em um grafo qualquer. Nesta secdo tra-
tamnos de uma classe de desigualdades que expressam uma propriedade inerentemente
geométrica das triangulagbes planares. Trata-se de uma generalizacio da designaldade
{V1}, vista anteriormente.

Como mencionado, a cardinalidade de qualquer triangulagio planar T € S(F) é ¢ { F).
Isto significa que qualquer conjunto §° C S{P), com |5’} > ¢,(P}, ndo pode representar
uma figura planar. Como isto é valido para qualquer conjunto finito P’ de ponfos no
plano, com |P'] > 3, esta propriedade nos leva a uma nova desigualdade valida para @}P.
Seja P’ C P um conjunto de pontos no planoc tal que {P'] > 3. Toda triangulagdo planar
de P satisfaz & desigualdade
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Z RiFg 5 (f:?E(P‘!). (XHI)

JESLPY)

Dado §' C S§{P'}, temos que 2% pertence & face definida pela desigualdade (X111} se e
somente se S7 é uma triangulagdo planar de P'. Considere o conjunte de segmentos Sp(P'),
definido na secao anterior {desigualdades do conjunto dominante). Como Sp{F’) C S(P)
est4 contido em toda triangulacio planar de P/, segue que o niimero méximo de segmentos
em S(FY\Sp(P'}, que dois a dois ndo se interceptam, é ¢,(P') — |Sp{F')]. Logo, &
desigualdade (XIII}) é uma combinagéo linear das desigualdades z;; < 1, para todo 1j €
Sp(P’), com a desigualdade

S 2y < 6P~ |Se(PY)] (XIV)

FES(POSR(P)

Em outras palavras, a desigualdade (XIII) é dominada, ou € mals fraca que, a desigual-
dade (XIV}.

Infelizmente. no caso geral, a designaldade (XIV) nao define faceta em Q%p, como
podermos verificar no exemplo da Figura 3.6. A desigualdade {XIV) referente ao conjunto
depontos P’ := {1,2,3,4,5,6} é dada por 215+ T1a+Tis+ TastTas+Ire+ a5+ Tastxas < 6.
No entanto, é facil constatar que a face definida por esta desigﬁaldade esté contida na
. face definida pela desigualdade z+g > 0.

5

Figura 3.6: Exemplo no qual a desigualdade {XIV) n3o define faceta em Q4p.

Note que no exemplo do pardgrafo anterior, se a designaldade em questio definir faceta
no politopo monotono das triangulacbes planares de P', entdo, utilizando o procedimento
exibido na prova do Teorema 3.4, podemos realizar um lifting dela para uma desigualdade
que defina faceta em C:?%P. Assim, consideremos apenas o caso onde P’/ = P.
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Quando P’ = P, de forma analoga ac que acontece com a desigualdade {X}, temos
que toda equagao valida para Q% p, cujos coeficientes diferentes de zero estdo assocla-
dos somente aos segmentos em S(P)\Sp(P), também é vilida para a face definida pela
desigualdade (XIV). Por exemplo, a face definida pela desigualdade (XIV) referente ao
conjunto de pontos da Figura 3.4 também esta contida na face definida pela desigualdade
717 + 796 < 1. Porém, se além de P’ = P, exigirmos gque todo ponto em P esteja na
fronteira de sua envoltdria convexa, o teorema abaixo garante que a desigualdade (XIV)
define faceta em Q% p.

Teorema 3.5 Scja P wm conjunte finito de pontos no plano. Se todos os pontes de P
sde vértices de sua envoltdria conveza, entio a desigualdade (XIV) referente a P define

Jaceta em Q% p.

Prova: Seja F a face definida pela desigualdade (XIV) e seja Az < Ap uma desigualdade
valida para {Jc;. Suponha que

FCR ={xeQcr: Az = X}
Vamos mostrar gue a desigualdade Az < Ao € um multiplo escalar da desigualdade
{(XIV).

Seja 7 uma triangulagio planar de P tal que 27 € F. Obviamente, Sp(P} C T. Assim,
para cada segmento 17 € Sp{P), defina T}; := T\{ 17 }. Como 2¥,2% € F C F,, temos
qoe e

Ay =0, ¥ 7] €Sp(P). (3.5)

Dados dois segmentos quaisquer 1 , &{ € S{P)\Sp(P), considere agora os seguintes
Casns:

Caso 1. 17 ¢ kf se interceptam.

Seja T 3 { 77, tk, 7k, 3¢, il } uma triangulacio planar de P. Note que, devido a
disposicao dos pontos, o quadrildterc ikj€ nao contém outros pontos de P em seu interior,
& assim o conj'unto T = (T\{ 177 U { %} também ¢ uma triangulacio planar de P.
Logo, como 27,27 € F' C F), temos que Ai; = Aie = Tijre-

Caso 2. 1] e kI néo se interceptam.

Dado um segmento de reta 5 € JR°, sejam LT e LT os dois semi-planos definidos
pela reta que contém s. Em funcho da disposi¢ao dos pontos, podemos supor, sem perda
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de generalidade, que i; C Ly e k¢ C LY. Como tanto 15 quanto k¢ ndo limitam a
envoltéria convexa de P entao devem existir p,g € Ptalquep € L], e ¢ € Lf,. Novamente
em decorréncia da disposigho dos pontos, temos que o poligono tpjkef € convexo {Figura
3.7}. Assim, nao ¢ dificil perceber que o segmento 7§ intercepia tanto i quanto kf | e
do caso 1 segue que A;; = Ay = Aps 5= Yigke- "

-0 e o L
£ T X
, ey
?r—ﬂ"‘{-ﬂ#?’
% »
. k

Figura 3.7: Hustracdo do caso 2 da prova do Teorema 3.5.

Dos dois casos acima ¢ imediato que

Ny =y, ¥ ij € S(PI\SF(P). (3.6)

Como F C F,, de {3.5) ¢ {3.6) segue o que queriamos provar, 0

Uma implicacio deste teorema € que quando o conjunte de pontos P esta disposto tal
descrito acima temos que dim{@Q%p) = |[S(PI\Sr(F}|. Outra conseqiiéncia imediata é o
seguinte resultado.

Corolirio 8.2 Sejo PP C P um conjunte finito de pentos no planc. Se todos os pontes
de P’ sdo vértices de sua envoltéria convera, entdo eriste pele menos uma desigualdade

PR N miag £ Py~ {Se( P
FeS(PY ES(PRS{P)

que define faceta em oy,

Prova: Segue diretamente dos Teoremas 3.5 e 3.4. 0

Apesar do fato da desigualdade {XIV) nio definir faceta no caso geral, assim como
acontece com as desigualdade de conjunto dominante, ela se mostra muito eficiente na
pratica. Para exemplificar a atuagio desta classe de desigualdades, apresentamos na
Figura 3.8 outra solucéo fracionaria étima para a mesma instancia considerada na Figura
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3.5. Esta solugdo foi obtida utibzando a mesma formulacao que gerou a solucio (b}
daquela figura acrescida da desigualdade (XIV) para o conjunto P’ representadc por
circulos brancos.

Figura 3.8 Uma solugio fraciondria dtima com uma designaldade de planaridade {indi-
cada pelos circulos brancos). Custo: 605,04, gap: 0,28%.

3.5 OQutras Desigualdades Validas

Para encerrarmos este capitulo, vale ressaltar que outras classes de designaldades validas
para o politopo das triangulagdes planares foram identificadas no transcorrer deste traba-
tho (c.f. [Nd596]). Tais desigualdades nao serio descritas aqui por serem consideradas de
pouca relevancia. Por um lado, do ponto de vista tedrice, como elas nao definem facetas,
nho sao significativas para a descrigao de Q%3p. Por outro lado, do ponto de vista pratico,
elas ndo se mostraram computacionalmente eficientes.
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Capitulo 4
O Modelo Baseado em Triangulos

Neste capitulo realizamos um estudo complementar ao realizado no Capitulo 3. Ou seja,
estudamos um modelo de PI para o PTCM no qual, através de uma associagio entre
suas variaveis e os tridngulos em A{P), visa-se determinar o comjunto de tridngulos que
compdem uma TCM. De forma analoga ao que foi feito naquele capitulo, chamamos o
modelo aqui apresentado de modelo baseado em tridngulos.

(O capitulo encontra-se dividido em 3 partes distintas.

Na Secdo 4.1 mostramos que toda desigualdade valida para o modelo baseado em
segmentos apresentada no capitulo anterior pode ser reescrita em termos de tridngulos.
Além disso, mostramos que, assim cotno acontece raguele capitulo um subconjunto destas
desigualdades é suficiente para garantir uma formulagéo valida para o PTCM,

Contra a ufilizacio computacional da formulagéo apresentada na Secio 4.1 pesa o
fato desta ser estruturalmente idéntica & formulacio apresentada na 3.1 e possuir um
numero significativamente maior de varidveis e restrigdes. Assim, nas Segbes 4.2 e 4.3,
baseados no trabalho de Loera et. al [dLHSS96], discutimos duas outras formulacdes
validas para ¢ PTCM cujas varidveis tambéin estdo associadas aos triangulos em A[P),
Dientre os resultados apresentados por estas formulagbes destaca-se aquele gue garante que
se todos os pontos de P estao sobre a fronteira de sua envoltéria convexa, entao o politopo
definido pelas relaxagdes lineares destas formulacbes € equivalente 3 envoltéria convexa
das solugbes inteiras. Além disso, como veremos no préximo capitulo, foi utilizando uma
destas formulagbes que obtivernos nosso melhor resultado computacional.

Finalmente, na Secdo 4.4 apresentamos uma nova classe de desigualdades que ex-
pressam uma propriedade que nao € satisfeita por todas as triangulagbes planares, mas
somente pelas triangulacbes minimamente locais, uma classe especial de triangulagdes
planares da gual, como vimos no Capitulo 2, a TCM faz parte.

54
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4.1 Semelhancgas entre os Modelos

Como descrito no Capitulo 1, as triangulacdes planares, e por conseguinte a TCM, podem
ser definidas da seguinte forma. Dados dois triangulos em A{P) diremos que estes se
interceptam caso a regido formada pelo conjunto de pontos na intersecdo de seus interiores
tenha dimensho igual a 2. Uma triangulacde planar de P é um conjunte maximal de
tridngulos vazios com extremos em P que nao se interceptam. Uma TCM de P consiste
em uma triangnlacdo planar de P cuja soma dos comprimentos dos segmentos de reta
definidos pelos lados de seus tridngulos vazios € minimo dentre todas as triangulagdes
planares de P.

Note que, existe uma grande semelhanga na forma como o problema foi definido so-
bre segmentos e sobre tridngulos, pois em ambas as abordagens o problema consiste em
determinar um conjunto independente maximal de elementos de um outro conjunto. De
fato, também a versio scbre tridngulos pode ser modelada como uma versao restrita do
problema do conjunto independente em um grafo.

Dizemos que GE(W, H) é o grafo das intersegbes de iridngulos de P se: para cada
tridngulo Diem € O{P) existe um vértice vie, € W que o representa, e para cada dois
tridngulos Dy e Do,y que se interceptam existe uma aresta {Vigm, Unop) € H. Assim, de-
terminar um conjunto de triangulos que definam uma triangulagdo planar de um conjunto
P de pontos também € equivalente a determinar um conjunto independente maximal no
grafo das intersegbes de triangulos de .

Hesta, para que possamos representar o PTCM através de Pl, definir como atribuir
custo aos trifngulos vazios de A{P) em termos de seus segmentos (lades). A cada
trifngulo Ngen, cujos lados sio os segmentos kf, km e fm , atribuimos um custo
Chem = CRiChi + QimChm + CpmCom, Onde ¢; € 0 comprimento do segmento 17 e o5 = 1
se o segmento 1) limita a fronteira da envoltéria convexa de P, ¢ 1/2 caso contréric.
Note que, dada uma triangulacio planar, os segmentos desta triangulagdo que limitam
a envoltéria convexa de P aparecem como lado de um tnico tridngulo vazio, enquanto o
restante dos segmentos aparecem: como lado de dois tridngulos. Assim, o custo de uma
triangulacio medido através da soma dos custos de seus tridngulos é igual a soma dos
comprimentos de segmentos induzidos por estes tridngulos.

Podemos entdo formular o PTCM através de PI da seguinte forma: a cada tridngulo
Lapem € L(P), cujo custo € representado por cie,, associa-se uma variavel Ty, € {0,1}.
Seja x o vetor das variAveis Tiem. E possivel garantir que o valor de 2, serd 1 se e
somente se Ogen pertencer a triangulagio planar representada por x através da seguinte
formulacio:
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min > CktmThem
INTIING
Sujeito a Lhtm + Top < 1, Y Liemy Dnop € H(F)

ta}. que &;;gm f Anop ?é (Ba (1)

Z ety = 2(?‘2 - 1) - }1, (H)
DximEALP)

Trtm € {0, 1}. Vtﬁkfm € t’.‘:‘S(P)

onde h representa o ndmero de pontos de P sobre a fronteira de sua envoltéria convexa.
A desigualdade (1} diz que dois tridngulos de uma mesma triangulagdo planar ndo de-
vem se interceptar. A restrigio {1l}, a qual € obtida da Proposi¢ie 3.1 e da formula de
Euler, determina o mimero exato de tridngulos em qualquer triangulacio planar de um
dado conjunto de pontos. Esta tltima restricio é utibzada para garantir a condigao de
maximalidade do mimero de triangulos.

Note que a formulace acima ¢ estruturalmente idéntica a formulacio da Secao 3.1,
i.e., em ambas as formulagbes o vetor solugio é o vetor de incidéncia de um conjunto
independente maximal em um certo grafo. Assim, todos os resultados existentes para
o problema do conjunto independente em um grafo utilizados na abordagem baseada
em segimentos, a exemplo das desigualdades de aresta, clique e ciclo impar, e mesmo
a desigualdade do conjunio dominante, podem ser utilizados nesta abordagem. Além
disso, note que, como indica a equagio (I1} a desigualdade de planaridade, apresentada
no Capitulo 3, também pode ser reescrita em termos de iridngulos.

Assim, os principais resuliados {desigualdades} validos para a formulagdo baseada
em segmentos também sdo validos para a formulagio baseada em tridngulos. Contudo,
enguanto o niimero de varidvels e restrigdes utilizadas na formulagio da Secdo 3.1 sio
limitados, respectivamente, por O{n?} e O(n*), estes mesmos mimeros na formulagdo
acima s&o limitados por O{n®) e O{n®). Ainda assim, o modelo baseado em tringulos
nos oferece outras possibilidades na representacao do PTCM através de Pl O restante
deste capitulo é dedicado a discutir tais possibilidades.

4.2 A Formulacao Baseada em Particao de Conjun-
~ tos

Uma triangulagéo planar consiste em uma particao da envoltéria convexa de P em regides
limitadas por tridngulos vazios com extremos em P, Isto significa que, dado um conjunte
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de tridngulos vazios com extremos em P, estes tridngulos compdern uma triangulagio
planar se e somente se todo ponto em conv{ P) estd contido no interior de exatamente um
destes tridangulos. Claramente, esta constatagao garante a validade da equagio

3 =1, Vg€ conv(P)\P

FaPe- 1.

Seja R{P) o conjunto das menores regides imitadas pelos segmentos em S(F) {veja o
exemplo da Figura 4.1). Seja r € R{P) e sejam p,¢ € r. Observe que a equagho acima
referente a p € idéntica Aquela referente a g. Assim, podemos reescrever o conjunto de
equagdes acima da seguinte forma:

2 Tispe = 1, ¥Yre R(P) (HI)
A:‘jkgr

Esta classe de equacgdes foi proposta originalmente por Loera et. al [dL.LH$596] e nio
¢ dificil constatar que ela é suficiente para caracterizar os vetores de incidéncia das trian-
gulactes planares de um dado conjunto de pontos, Desta forma, uma outra formulacho
de P1 possivel para o PTCM é:

min ): Chtm T kfm
Doypm €LLF)
(PC) Sujeito a Yz = 1, ¥ r & R(P),
&;jk;}r
Tkem € 40,1} Y Dy € A(P).

Note que a formulacdo acima representa o PTCM como um problema de partigdo de
conjuntos. lsto representa um fato positivo, visto que formulagbes com esta estrutura
costumam ser “fortes”. Por outro lado, gerar todas as equagbes da classe (III) representa
um problema computacional um tanto complexo. Note que, dependendo da configuragio
dos pontos em questdo, determinar computacionalmente as regides que compoem R{P)
pode ser um problema extremamente sujeifo a erros de imprecisdo numérica.

Devido ao problema de ordem pratica mencionado no pardgrafo anterior, na préxima
secho apresentamos uma outra formulagio de PI para o PTCM que nio apresenia tais
inconvenientes. Mais que isto, mostramos que esta nova formulagéo € equivalente a (PC)
e que sob certa circunstidncia a relaxagdo linear desta formulagio equivale 4 envoltéria
convexa das solugdes inteiras do problema. Para que possamos demonstrar este dltimo
resultado considere o lema abaixo, onde demominamos por suporte de um vetor z €
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RPN e representamos por sup{z}, o conjunts de tridngulos Dpan € H{P) para os quais

Thtem ?‘E {J.

L

Regido timiteda

i /«_‘
B

S?’:‘:.

o

/

Figura 4.1: Exemplo de regides limitadas.

Lema 4.1 {[dLHSS96]) Seja Q o politopo definido pela relazacdo linear de (PC). Um
vértice x de ) esld em coordenadas inteiras s¢ e somente se contém uma friangulagdo
planar em seu suporte.

Prova: (=) Trivial.

{<=) Se sup{z) é exatamente uma triangulagio planar de P, entdo as equagdes {III)
garantemn que = é o vetor de incidéncia desta triangulagio. Suponhamos, entio, que
existe uma triangulacdo planar T C A(F) tal que sup{z) O T. Neste caso, o vetor

T P ' .
T, = £ para algum escalar positivo € suficientemente pequeno, também pertence 2
Q, o que implica que z = {1 — €)z, + ez’ nio é um vértice de Q. 0

4.3 A Formulagao Baseada nas Igualdades do Co-
circuito

Dada uma triangulagio planar de P, todo segmento nesta iriangulagio que ndo limita
a fronteira da envoltdria convexa de P € lado de exatamente dois tridngulos. Cada um
destes triangulos esta localizado em um dos semi-planos definidos pela reta que contém o
segmento {conforme pode ser observado na Figura 1.1}. Além disso, se um certo segmento
n&o esta nesta triangulacio, obviamente, nenhum dos tridngulos que o possuem como lado
dever4 ser formado. Ou seja, se L}, e L, s40 os semi-planos definidos pela reta que contém
o segmento kZ , o némere de tridngulos em L}, que possuem k¢ como lado é igual ao
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nimero de tridngulos em Lj, que também possuem kf como lado. Esta propriedade
das triangulacoes planares pode ser expressa na forma de uma equagaoe linear da seguinte
forma:

1

3 Thtm — > The =0, YV B € S(PY\Su(P), (IV)
Biem € O(P), £ktn € A(P),
By C LY, A C LT,

onde Sg(P} C S(P) é o conjunto de segmentos que limitam a envoltdria convexa de P.

Como um segmento que limita a envolidria convexa de P sempre é lado de algum
triangulo em qualquer triangulagio planar, temos que a seguinte equagdo também € valida
para o politopo das triangulacbes planares:

Z Lhpm = fii v z'-“g Z SH(P)- (V)
Lktm € H{F),
Lagem D {1k £}

Também estas duas equacGes foram apresentadas originalmente por Loera et. al
[dLHSS96]. Como estas equagdes também representam propriedades da matrdide orien-
tada associada a0 conjunto de pontos em questdo, os autores as denominaram de equacao
do cocireutte interne e do cocircuilo externo, respectivamente. Podemos utilizar tais
equagoes para formular o PTCM da seguinte forma:

min Z Crém T kém
Bopam EL(P}

Sujeito a 3 Thtm — > then =0, VK€ € S(P)\Su(P),
Do € AP, Hkin € AP,
{Co} Lopem € LY, Opn C Lg,

> Titm = 1, ki € Su(P),
Agem € LIPY,
Dy 7 15,6}

Litm € {0: }}a ¥ Dgem € &(P)
O seguinte resultado garante a equivaléncia entre (PC) e (Co).

Teorema 4.1 ([dLHSS96]) As formulagdes (PC) e (Co} sio equivalentes, i.e., dado um
vetor £ € RN & satisfar as igualdades de (PC) se e somente se satisfaz as tgualdades

de (Co}.
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Prova:' (=) Note que todo segmento 17 € Sy(P) limita uma tinica regifio r € R{P} e
que r é coberta apenas por tridngulos que possuem 77 como lado. Logo, a equagio (V)
referente ac segmento 1 ¢ idéntica a equagio (111} referente & regido r. Consideremos
agota a equagao {IV) referente ac segmento 27 € S(P)\Sy(P). Sejam 7,72 € R(P)
duas regides vizinhas limitadas pelo segmento i; , onde dizemos que duas regides sdo
vizinhas se o conjunto de pontos definido pela intersecao destas regides possui dimensido
igual a 1 {Figura 4.2}. Observe que, dado um tridngulo Qg € A(P), se Dpp D 7y néo
possui o lado 17, entdo ry C Lpsn. Assim, podemos obter a equagao {IV) referente ao
segmento tj subtrainde a equagao {111} referente & regido ry da equagdo (111} referente &
regiac ro.

N

Figura 4.2: Exemplo de regides viginhas.

{<=) Primeiro vamos mostrar que os tridngulos em sup(z) cobrem toda envoltéria
convexa de F.

Suponha que z satisfaca as equagbes de (Co). Obviamente, pela equagio (V}, pelo
menos parte da envoltaria convexa de P deve ser coberta pelos tridngulos em sup{z).
Contude, por contradicio, suponha que existam regides dentro da envoltéria convexa de F
que ndo estio sendo cobertas por estes triangulos. Claramente, estas regides sdo separadas
das regides cobertas por polilinhas {abertas ou fechadas). Assim, existe pelo menos um
tridngulo O € sup(z), tal que pelo menos um de seus lados é um dos segmentos da
polilinha que separa a regido que ele ajuda a cobrir de uma regido nao coberta {veja
Figura 4.3). Sem perda de generalidade, suponha que k/ seja este segmento e que
Dyt © Lf,. Como E? esta na fronteira entre uma regifo coberta e uma néo coberta,
nio existe nephum tridngulo Ay, C Lz, tal que oy, € sup(z), e assim a desigualdade
(1V) referente ao segmento kf ndo estd sendo satisfeita. Entretanto, isto comtraria a
hipdtese de que 2’ satisfaz todas as equagdes de (Co).

1 & prova deste teoremna tal como apresentada aqui nfio é encontrada na literatura. A prova apresentada
em [dLHSSY6] utiliza o conceito de matrdides orientadas.
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regide ndy coberta -—~\\ B /_,»—- regido coberta

\"'\_... ditinka

& regiao covers da.

regide nido cobentz
Figura 4.3: Exemplo de um tridngulo cujo um dos lados é um dos segmentos de uma
polilinha que separa uma regido coberta de uma regido nao coberta.

Seja R, o conjunto de regides limitadas formadas pelos segmentos que sdo lados dos
tridngulos em sup{z}. Sejam ry,ry; € R; duas regides vizinhas limitadas pelo segmento
17 . Considere T\ 1= {lpem € sup(z) : Dpe D 11}, T2 = { Dkt € sup(z) : Do D 12}
e Trn = Ty N T2 A equagdo {IV) garante que 34, e7y\Ta Thtm = LA, €Ts \Tn Thtm-
Como todo trifngulo Dgem € Th contém tanto r; quanto ry segue que Emzmeﬁ Tkt =
¥ SwemcT: Thim- Pela equacgho {V}, existe uma regido r € B(P} tal que T o, is = 1 &
do paragrafo anterior temos que, as regioes em R, cobrem toda a envolidria convexa de
FP. Assim, r estd contida em uma regido r, € K, € como todos os triangulos em sup(zx)
- que cobrem 7, também cobre r temos que 14 oy, Tk = 1. Logo, isto € vilido para
todos as regides em R, ou B{P) visto que U.¢p, 7 = Urerip) 7 !

Com base no Teorema 4.1, o Lema 4.1 também é valido para {Co). Utilizando este
fato, pedemos finalmente demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2 ([dLHSS96]) Seja P um conjunio finito de pontos no planc. Se todos os

ponlas de P sdo vértices de sua envolidria conveza, entdo toda selugde da relazagdo tinear
de {Co) estd em coordenadas inteira.

Prova: Seja z wma solugio da relaxagdo linear de {Co). Seja 7”7 um subconjunto ma-
simal do suporte de x cujos triangulos ndo se interceptam e cobrem uma inica regiio
da envoltéria convexa de P. Seja r esta regido e 77 um dos segmentos que a limita.
Pela configuragdo de P néao é dificil perceber que r € um conjunto convexo. Logo, pelas
equagdes do cocircuito interno, se 75 ¢ Sy(P), entdo, supondo que r C L}, deve existir
D € L. Como r N Ly = U, entdo, da maximalidade de 77 segue que 77 deve ser
um dos segmentos que limita a envoltéria convexa de P, Logo, 7' cobre toda a envoltéria
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convexa de P e conseqgiienternente € uma triangulacio planar de P. Assim, do Lema 4.1
temos gue r € uma solugdo inteira. O

Apesar do resultado acima, no caso geral, o politopo definido pela relaxacio linear de
{Co} nao corresponde a envoltdria convexa das solucgbes inteiras. Considere o conjunto
de pontos da Figura 4.4. Observe que o vetor ¢ € IR'® com coordenadas 35 = Z934 =
X345 = Li145 = Tizs = Tpiz =~ Toss = Tpas = Toi4 = Toazs = 1f2 € Toyy = Tozz = Topg =
Toss = Tors = (. Nao é dificil perceber que este vetor satisfaz as equacdes (111}, (IV) e (V).
Contudo, ndo satisfaz a desigualdade de ciclo fmpar wy23 + T234 + Ta4s + T14s + 7125 < 2,
o que mostra que as equagdes de (Co), ou (PC}, ndo dominam, obrigatoriamente, as
desigualdades discutidas na Secio 4.1.

M
35" T
f

Figura 4.4: Configuracio de poutos cuja relaxacdo linear de (Co) apresenta vértice fra-
cionario. :

4.4 O Politopo das Triangulagoes Minimamente Lo-
cais

Todas as desigualdades apresentadas até o momento, seja neste capitulo ou no capitule
anterior, expressam propriedades validas para todas as triangulacdo planares. Nesta secio
apresentamos um tipo de desigualdade que expressa uma propriedade das triangulagbes
minimamente locals, classe de triangulages planares da gual a TCM faz parte.

Conforme visto na Segdo 2.3.2, um segmento 1§ € S(P)\Sy(FP) estd em uma tri-
angulacio minimamente local de P somente se existem dois tridngulos em A{F) que o
certifiquern. Logo, um tridngulo Aie, pode estar em uma triangulagdo minimamente
local de P se cada um de seus lados ij & Sy (P) também ¢ lado de vm outre tridngulo
Dpop € A[FP) de tal forma que Dy e Do,y fornecam um certificado para 17, Fsta
propriedade pode ser expressa na forma da seguinte desigualdade:
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Thtm — Z Laop g G ‘ﬁ\;}&k‘fﬂl = A(P) € ;j_ C &kfm- (VI}

Linop B A ppmiis )

onde C{Dpm, ) representa o subconjunto de triangulos de A(P) que juntamente com
Mpem fornecem um certificado para o segmento 1 , que neste caso ¢ um dos lados de

&&fm:

Note que acresentando as desigualdades (VI}, as quais denominamos desigualdades
da minimalidade local, a (Co) é suficiente para obtemos uma formulagio que caracteriza
todos os vetores de incidéncia de triangulages minimamente locais. No préximo capitnlo
comentamos aspectos observados desta formulagdo.



Capitulo 5

Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionals obtidos utilizando os modelos
descritos nos dois dltimos capitulos e descrevemos os algoritrnos empregados nestes ex-
perimentos. (O capitulo encontra-se divido em duas segbes. Na primeira apresentamos
os resultados obtidos com o modelo baseado em segmentos e na segunda os resultados
obtidos com o modelo baseado em triangulos.

Todos os algoritmos empregados foram implementados em C++, utilizande o CPLEX
3.0 {CPLY4] na resclugde das relaxagées lineares, No caso especial dos algoritmos desenvol-
vidos para o modelo baseado em segmentos, utilizamos rotinas e estruturas da biblioteca
LEDA [NU] para manipulacio de grafos e desenvolvimento de algoritmos de geometria
computacional. As instincias utilizadas feram obtidas determinando-se aleatoriamente
{utilizando a rotina random do () a posigao de cada ponto dentro de uma grade de di-
mensdes 85535 por 65335, Os tempos de compntagio apresentados foram obtides em uma
SUN SPARC 1000 com 308Mb de memoria e sio apresentados em segundos.

5.1 O Modelo Baseado em Segmentos

No Capitulo 3, apresentamos um trabalho cujo principal objetivo era identificar propri-
edades das triangulacbes planares que pudessem ser representadas através de Pl Neste
sentido apresentamos um conjunto de desigualdades lineares e resultados que sdo frutos
destas propriedades. Nesta secho visamos descrever o trabalho realizado a fim de ex-
plorar compuiacionalmente estas propriedades e resultados. Para isto, tentamos seguir
uma linha que possibilite ac leitor entender quais eram as opgoes disponfveis, qual foi
selecionada e por qué.

64
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A primeira parte desta segdo € destinada a descrigao dos aspectos algorftmicos en-
volvidos nos experimentos realizados. Comegamos por discatir possiveis métodos de
pré-processamento, discutimos algumas decisdes envolvendo o algoritine branch-and-cut
e apresentamos as rotinas de separagdo empregadas. A segunda parte ¢ dedicada & apre-
sentacio dos resultados computacionais e visa basicamente mostrar como combinamos as
possibilidades algoritmicas levantadas almejando obter o methor desempenho computaci-
onal possivel.

5.1.1 Métodos de Pré-processamento

Costumeiramente, algoritmos para resolu¢do de problemas de PI costumam ser computa-
cionalmente caros. De fato, sdo métodos elaborados para lidar com preblemas “compu-
tacionalmente intratdveis” i.e., problemas que no se conhece como resolver em tempo
polinomial, em geral, problemas NP-dificeis. Diante desta constatac@o, ganha importancia
dispormos de bons métodos de pré-processamento, i.e., dispormos de métodos capazes de
reduzir 0 tamanho do problema, de forma a minimizar o trabalho do restante do alge-
ritmo, sem no entanto serem tao dispendiosos a ponto de comprometer o tempo total de
processamento.

Como veremos adiante, em nossa abordagem o pré-processamento empregado foi de-
cisivo no desempenho computacional do algoritmo como um todo. Vejamos entio quals
foram os métedos de pré-processamento testados.

1.17682-esqueleto. Este método consiste tdo somente em determinar o 1.17682-esque-
leto {Secdo 2.3.2) e eliminar do problema todos os segmentos em S{F} que interceptam
um dos seus segmentos. .

Eliminagdo por custos reduzidos. Dada uma solugdo aproximada (vidvel} para um
problema de Pl com varidveis que assumem apenas os valores 0 ou 1 (no nossa caso, p.ex.,
a triangulacio gulosa} e uma relaxacio linear para este mesmo problema, € possivel,
dependendo dos custos reduzidos das varidveis e da diferenca entre os valores da solugdo
aproximada e da solucio da relaxacdo linear, identificar varidveis que n&o podem assumir
o valor 1 em solucdes 6timas [JRT94]. Este método utiliza este resultado com o objetivo
de eliminar tais varidveis do problema.

Relaxacgdo linear da formulacio do conjunto independente. Este método utiliza
o resultado do Teorema 3.1 a fim de eliminar do problema original qualquer segmento
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cuja varidvel correspondente assumir o valor ( na relaxagio da formulagio de PI cujas
tnicas restrigdes sdo as desigualdades de aresta.

Além dos trés métodos mencionados acima, ainda uma outra possibilidade considerada
foi a utilizacio do LMT-esqueleto, de forma analoga ao que foi feito com o 1.17682-
esqueleto. Ocorre que, comno comentaremos adiante, apesar da clara superioridade do
primeiro em identificar subconjuntos de uma TCM, nossa implementacdo do algoritmo
da Figura 2.8 apresentou um tempo de computagdo excessivamente alto, comprometendo
o desempenho do algoritmo come um todo.

5.1.2 Implementagao do Branch-and-Cut

No Capitulo 1 apresentamos o algoritmo branch-and-cut de forma bastante simples, i.e.,
apenas um esbogo, um pequeno conjunto de passos a serem executados, Entretanto, a
experiéncia mostra que, para obtermos uma implementacio eficiente deste tipo de algo-
ritmo muitos outros detathes devem ser levados em consideragao. Em [JRT94], Jinger,
Reinelt e Thienel apresentam um framework no qual é descrito de forma detalhada quais
580 estes pontos e como devem ser tratados. Visto que a implementacio que realizamos
é fortemente baseada neste framework, optamos por descrever aqul apenas 08 principais
aspectos que podem diferencar nossa implementacdo de uma outra baseada no mesmo
framework, além das rotinas de separacdo as quais veremos na proxima segdo,

Limites Superiores

A fase de bounding de um algoritmo branch-and-bound, ou branch-and-cut, pressupdem
que se conhece um limite superior para o custe da solugdo étima do problema. Em
possa implementagio, na obtengido de tal limite empregamos o custo das triangulacdes
gulosa ¢ de Delaunay. Apesar de nado realizarmos aqui uma estudo especifico destas
duas aproximacdes da TCM, a triangulagdo gulosa mostrou-se claramente superior. De
fato, para as instancias nos guals os resultados a serem apreseniados foram baseados, a
triangulagdo gulosa sempre apresentou um custo inferior ao da triangulacdo de Delaunay.
Além disso, nao encontramos nenhum caso onde o gap entre a triangulagio gulosa {limite
superior) e o limite inferior fornecido pela relaxaco linear fosse superior a 12%.
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Selecdo do Préximo No

Detectada a necessidade de se reahizar um branching a primeira decisao 4 ser tomada é
determinar o né a ser particionado. Em nossa implementagio empregamos uma estratégia
tradicional e costumeiramente bem sucedida, escolhemos o nd que apresenta o menor
limite inferior. Tradicionalmente denominada de best bound, a utilizagio desta estratégia
visou concentrar esforcos na tentativa de methorar mais rapidamente o limite inferior, ao
inves do superior. Fazemos isto, pols, no nossc caso, a triangulacdo gulosa ji nos fornece
um excelente lirnite superior.

Regra de Branching

Durante wm branching o passo seguinte a escolha do né € a escotha da variavel sobre a qual
se fard o branching. Novamente, aqui empregamos outra estratégia bastante tradicional,
escolbemos uma varidvel cujo valor seja o mals préximo de 0.5 possivel. Esta estratégia,
além de alterar significativamente a estrutura da solucio fracionédria, provoca um impacto
significativo no custo da relaxagio linear ajudando assim a melhorar o limite inferior,

Deteccho de Tailing-off

A eficiéncia de um algoritmo cutfing-planes estd diretamente ligada a velocidade com a
qual este converge, i.e., 0 quio rapidamente o limite inferior fornecido pela relaxacio
linear, no case de um problema de minimizagao, se aproxima do valor da solugio 6tima.
Designamos por failing-off o {fendmeno que ocorre com este tipo de algoritmo que faz com
que em determinados momentos a velocidade de convergéncia caia drasticamente. Quando
o objetivo primeiro do algoritmo € a eficiéncia computacional, deve-se pesar quando é
melbor realizar um corte on guande é melbor fazer-se um branching. Em um algoritmo
do tipo branch-and-cul, via de regra, quando detectamos um tailing-off, optamos por fazer
um branching.

No caso da nossa implementagio, para detectar o fatling-off, verificamos se o limite
inferior fornecido pelo valor da relaxacio linear ndo aumentou em pelo menos 0.01 nas
ultirnas 10 teragoes.

Heuristica Primal

Visando-se melhorar o limite superior, o qual ¢ utilizado na fase de bounding para po-
dar nds da arvore de enumeracao, podemos utilizar heuristicas primais. Tais heuristicas
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tentam a partir da solugio de uma relaxacao linear montar uma solucao inteira de baixo
custo, de preferéncia com o custo inferior ao do limite superior corrente. Quando isto
acontece, o limite superior corrente € atualizado para o valor do custo desta solugén.

No nosso caso, tendo em vista que conhecemos um excelente limite superior a priori,
nao foi implementado nenhuma heuristica primal. De fato, a dificuldade em se resolver
o problema utilizando esta abordagem mostrou-se estar em provar a otimalidade de uma
solucao Otima e ndo em encontra-la.

Fixacac de Varidveis

Como visto na secdo de métodos de pré-processamento, para um dado problema de PI é
possivel através da resolugio de sua relaxagao linear identificar varidvels que nao podem
assumir o valor 1 em nenhuma solugho dtima, Como em um algoritmo branch-and-cut
resolvemos uma relaxacao a cada iteragio, apds a resolugao de cada uma destas relaxagbes
verificamos a existéncia de varidvels com a propriedade descrita, se identificamos que uma
dada varidvel z;; possul esta propriedade, entio inserimos a equacdo x;; = 0 ao conjunto
de restricOes corrente.

5.1.3 Rotinas de Separagao

Nesta secio descrevemos as rotinas utilizadas pela nossa implentagio do algoritmo branch-
end-cui para separar desigualdades violadas, as rotinas de separagio. Tais rotinas sdo
dentro de um algoritmo branch-and-cut a parte mais dependente do problema especifico
gue se estd tentando solucionar. Em geral, a eficiéncia do algoritmo depende de forma
erucial da eficiéncia destas rotinas,

Antes, porém, de apresentarmos as rotinas de separagio implementadas, deve fi-
car claro como foram escolhidas as classes de desigualdades que seriam utilizadas como
corte no bdranch-and-cut. Tais classes, foram selecionadas basicamente em funcao de dois
pardmetros: sua cardinalidade e a expectativa de eficiéncia computacional gerada. Ou
seja, foram escolhidas classes com um ndmero de desigualdades grande o suficiente para
impossibilitar que todas elas fossem inseridas na formulagio inicial e que cujas designal-
dades se mostraram eficientes em testes iniciais. Sdo elas as desigualdades de clique, ciclo
impar e planaridade.
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Desigualdades de Clique.

Dada uma solucho fraciondria ¢’ da relaxagio linear da formulagic de Pl vilida para o
modelo baseado em segmentos, identificar uma desigualdade de cligue violada por esta
solucdo equivale ao problema de identificar uma cligue de custo maximo o grafo in-
tersecao, onde o custo de cada nd representa o valor da varidvel correspondente. Visto
que determinar uma clique de peso maximo em um grafo arbitrdrio é um problema NP-
dificil [GI79], optamos por realizar a separagio destas desigualdades de forma heuristica.
A heuristica ern questdo € basiante simples e foi proposta originalmente por Nemhauser

e Sigismondi {NS82].

Seja ST(v) := {v} U N{v). Por estrelar um grafo, entendemos escolher um nd v ndo
marcado, remover do grafo todos os ndés que ndo estio em ST{v} e marcar v. Dado o
grafo G = {V, E), escolhendo um né inicial v, & rotina aplica o processo de estrelamento
recursivamente até que todos os nos restantes estejam marcados. Claramente o conjunto
de nds ndo marcados ao final deste processo é uma clique. Na selecdo do né inicial v, a
rotina pode utilizar dois critérios distintos:

{a) Escolhe o né v que maximiza {z,: &, < 1}.

{b) Escolhe o n6 v que minimiza {|z, ~ 1/2}: 0 <z, < 1}

A motivacie para o critério {2) é que a clique de maior peso quando z, > 0, para
todo v € V, que satisfaz is restri¢des de aresta é obtida com z, = 1/2 para todo v € K.
O critério (1) s6 € aplicado quando o {2} ndo consegue determinar uma desigualdade de
clique violada.

Desigualdades de Cicle impar.

Assim como a rotina de separacac de desigualdades de clique, a rotina que utilizamos
para separar as desigualdades de ciclo impar também foi proposta por [NS92]. Porém,
neste caso esta rotina é capaz de separar as desigualdades vicladas de forma exata.

Considere ¢ grafo G = (V, F). Para cada (u,v) € E, seja ¢y =1 —ay — 2, 2 0.
Inicialmente, construimos um grafo bipartido G* = (V UV, E'), onde {u,v"y e {v,u') € E'
se e somente se {u,v) € E. Claramente, isto pode ser feito em O(JV] + |El}). Seja ey =
Cow = €y Note que ur caminho em G de vp a v é da forma {vg, vf, v9,v4, ..., v21. V) € 0
caminho correspondente em & é um ciclo com 2k + 1 nds. Além disso, o peso do caminho
em & e o peso do ciclo em G é o mesmo e igual a
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7k
2k+1-2 Z Ty,

1=0
Consegiientemente, um caminho de peso minimo de vy a ¢y produz um ciclo fmpar C em
(G que maximiza ¥,,ec ¥, — (|C] — 1}/2 dentre todos os ciclos de G contendo vy, e teremos
que 3 co Ty > {|C]— 1)/2 se e somente se o pese do caminho correspondente no grafo &7
for menor que 1. Considere que o algoritmeo identificou um ciclo fmpar de peso minimo
¢ contendo vy com T co 2y > (JC] — 1}/2. Podem ocorrer trés casos:

{a}) |C] = 3. Neste caso o ciclo corresponde a uma clique, 1.¢., identificamos uma
desigualdade de ciclo fmpar violada e esta equivale a uma desigualdade de clique.

{b}) {C]>5eC éum ciclo impar sem cordas. Novamente, temos uma desigualdade de
ciclo impar encontrada.

{c) {C]> 5 e C contém uma ou mais cordas. A corda particiona ' em um ciclo impar
() e em um caminho P de tamanho par.

No caso {c} temos

S ot T e w1=|_cli+lfa|m1‘

vel) v P vel =~

Somando-se a restricao de aresta sobre P temos 3 v € Pz, < |P}/2. Conseglientemente

Cs
5 o> 1012

t}ECl

Agora temos um ciclo impar C; menor para o qual o argumento acima pode ser repe-
tido. Logo, repetindo-se o procedimento acima sempre podemos obter uma desigualdade
de cicle Impar violada a partir do ciclo C'.

Para todo v € V, a rotina usa o algoritmo de Dijkstra [CLR90] para encontrar o
menor caminho enire os nds {v, '} em G”. Se o peso deste caminho é menor que 1, entéo
identificamos uma desigualdade violada.

Desigualdades de planaridade,

Seja 2’ uma solugdo fraciondria de uma relaxacdo linear de uma formulacéo de PI valida
para o modelo baseado em segmentos. Uma rotina de separacio de desigualdades de
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planaridade deve tentar identificar conjuntos de pontos P' C P, tal que Frmegpyzy >
([P} — 1) — &', onde A’ representa o nimero de pontos em P’ sobre a {ronteira de sua
envoltoria convexa. Seia 7, © 5{P} o conjunto de segmentos tal que as varidvels que
os representam, na formulagio, assumem valores fraciondrios em «’, ie, T) = {17 €
S{P)}:0 < zi; < 1}. Observe que, se um certo conjuntc de pontos P’ C P nio satisfaz a
desigualdade de planaridade entédo, obrigatoriamente, o conjunto de segmentos S{PYNT!
n&o é vazio, e existe intersecio entre seus segmentos. Assim, a idéia da nossa heuristica é
identificar conjuntos maximais de pontos P’ C P, com [P} > 4, tal que para todo ponto
em P’ exista um segmento em S{P)NT), do qual ele é wn dos extremos, que intercepta
pelo menos um outro segmento em S{PY N T, Para cada um destes conjuntos P/, a
heuristica verifica se a desigualdade de planaridade referente a ele esta sendo violada. Em
caso afirmativo, esta desigualdade € gerada, i.e, ela é acrescentada a formulacéo de Pi
corrente. Caso comtrario, remove-se iterativamente pontos de P’ até que [P/| = 3, ou até
que um dos subconjunios gerados no processo ndo satisfaga a desigualdade de planaridade.
Neste dltimo caso, a desigualdade violada é gerada.

( algoritmo utilizado € apresentado de forma mais detalhada na Figura 5.1, onde
#{ Py = 3(]P’}—1}~h' e k' é o ndmero de pontos em P’ sobre a fronteira de sua envoltdria
convexa. Os passos 1 e 2 do algoritmo utihzam o grafo das intersecoes de segmentos de
P, (3, para identificar conjunios de segmentos de 7, onde todo segmento intercepta
pelo menos um outro segmento do mesmo conjunto. No algoritmo estes conjuntos de
segrnentos sao representados pelos vértices dos componentes conexos em . Entdo, no
passo 3, para cada um destes conjuntos de segrentos ), tenta-se determinar se um
subconjunto de seus pontos extremos viola a desigualdade de planaridade. Neste sentido,
a primeira tarefa realizada é identificar o conjunto P de pontos extremos de @, o que é
feito no passo 3a). Em seguida, no passo 3(b}, testa-se se a desigualdade de planaridade
referente & P estd satisfeita. Em caso afirmativo, escolhe-se um ponto ¢ € P, faz-se
P := P\{q}, e repete-se o passo 3{b} para o novo conjunta de pontos P. Este processo
para se o conjunto de pontos corrente P néo satisfaz a desigualdade de planaridade, ou
se |P| = 3. No primeiro caso, [P] > 4, e assim o passo 3{c} gera a desigualdade de
planaridade correspondente a P. Observe que, a remogio de pontos de P, no passo
3(b), é feita de forma gulosa, onde procura-se produzir com & remogédo de um ponto
g € P o subconjunto de pontos P\{¢} mais préximo & violagdo de uma desigualdade
de planaridade. A complexidade de tempo deste algoritmo é dominada pelo passo 3(b)i,
e é igual a O[T/ n?lgn) = O(|S(P)in*lgn) = O(n*lgn), se utilizarmeos o algoritmo
Graham-scan [CLR90], para computar ¢(F), no passo 3{b}. Ainda assim, na prética, este
algoritmo apresenta um bom desempenho computacional. Isto se deve ao fato que, em
geral, [T/ < |S{P'}], i.e., o nimero de varidveis que assumem valores fraciondrios em
uma relaxacdo linear da formulacio da Secao 3.1 € pequeno quando comparado ao total
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de varidveis desta mesma formulaco.

1. Determinar o subgrafo Gi(V. £} de Gi%(V, E) indugido por V, onde V = {0y € V
i € 1.}

2. Identificar o conjunto € de componentes conexos de G2,

3. Para cada componente "@“fé(?, EyeC

(a) Determinar o conjunto P C P de todos os pontos que sio extremos dos seg-
mentos representados em V.

(b) Enquanto [P|>4e Y i < ¢(P)
HES(P)
i pulp] = $(P\{p}) - LGes(Pyip) T VP E P.
i, g = xzijnp{pv[p] :p€ P}
i, P = P\{q}.
(¢} Se |Pl >4
Gerar a desigualdade de planaridade referente ao conjunto de pontos P.

Figura 5.1: Rotina de separagio de desigualdades de planaridade.

5.1.4 Resultados Obtidos

Nesta secao apresentamos os resultados dos experimentos computacionais realizades com
o modelo baseado em segmentos. Cada linha das tabelas apresentadas traz a média dos
valores de cinco insténcias do mesmo tamanho.

Iniciemos por discutir qual a melhor formulagio inicial para o algoritmo branch-and-
cul, i.e., qual a formulagio sobre a gqual o algoritmo comecara a rodar. Na Tabela 5.1
apresentamos ura comparagio entre o desempenho de um algoritmo branch-and-bound
{B&B) cuja formulagio inicial é aquela da pagina 35 e a formulaco onde acrescenta-se as
restrigdes da primeira as desigualdades de conjunto dominante. E facil observar que as de-
sigualdades de maximalidade local melhoram sobremaneira o desempenho computacional
do algoritmo.

Vejamos agora, na Tabela 5.2, uma comparagéo entre o desempenho computacional da
segunda formulagio mencionada acima, a qual denominamos de formulacio de arestase a
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formulacdo onde substitul-se as desigualdades de aresta por um conjuntos de desigualdades
de clique gue recobrem o grafo de intersegao de segmentos. Esta ultima formulagao é
denominada de formulagde de cligues. Observe que, apesar da formulacdo de cliques
apresentar um desempenho superior ao da formulagio de arestas, o tempo despendido
para gera-la acaba por tornar sua utilizacde mals dispendiosa. Ha de se observar que
estes resultados dependem do recobrimento especifico que se utiliza. O objetive primeire
do algoritmo que implementamos para gerar tal recobrimento é minimizar o nimero total
de cliques, minimizando assim o ndmero de designaldades da formulagio. Este algoritmo
utiliza a rotina de estrelamento descrita na Secao 5.1.3 para iterativamente determinar
um conjunto de cligues que recubra o grafo. A cada iteracdo uma clique é determinada,
seus vértices sdo removidos do grafo e o processo se repete sobre o grafo restante, sendo
que 0 né selecionado a cada passo da rotina de estrelamento é aguele que apresenta maior
grau dentre todos os vértices do grafo.

Em vista do desempenho apresentado pela formulagio de cliques, implementamos um
algoritmo capaz de gerar todas as cliques maximais de um gralo, visando determinar na
prética a forca das desigualdades de clique na resolugao do PTCM. Apesar do algoritme
implementado, proposto originalmente por Tsukiyama et. al [TIAST7], possuir tempo
de computacio linear no nimero de cliques maximais do grafo, na pratica este tempo se
mostrou elevado, nos restringindo assim a testes com conjuntos de pontos de cardinalidade
reduzida. Tais testes mostraram que as designaldades de clique sdo insuficientes para
melhorar o desempenho do algoritmo de forma significativa.

A Tabela 5.3, traz uma comparagio entre frés algoritmos diferentes para resolucio
do PTCM. (s trés algoritmoes utilizaram a mesma formulagdo inicial, a formulacio de
arestas acrescida das desigualdades do conjunto dominante. Fiea claro, que o branch-
and-bound tem um desempenho significativamente inferior ac branch-and-cut (B&C) que
utiliza somente os cortes de clique e de ciclo {mpar {sem corte de planaridade), e este
por sua ver também apresenta um desempenho muito aguém do apresentado pelo branch-
and-cut completo (com corte de planaridade).

A Tabela 5.4 apresenta uma comparacio dos tempo totais da execugdo do algoritmo
paria diferentes métodos de pré-processamento utilizados. Comparamos a utilizacao do
método do 1.17682-esqueleto com a utilizagio conjugada dos outros dois métodos, aqueles
baseados em relaxacSes lineares. Este ultimo, apesar de facilitar sobremaneira o trabalho
do branch-and-cut é {30 caro que, diferentemente do primeiro, compromete totalmente o
tempo total do algoritmo.

Finalmente, nas Tabelas 5.5 ¢ 5.6 apresentamos os melhores resultados obtidos pele
branch-and-cul. Os algoritmos utilizados para obter estas duas tabelas diferem apenas
pela rotina de separacio das desigualdades de planaridade. Os resultados da Tabela 5.5
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Com as desigualdades Sem as desigualdades
do conjunto dominante do conjunto dominante
. #nos Tempo de BLB # nos Tempo de B&B
20 3 <1 633 40
25 7 1 4618 948
30 6 3 8811 8031
35 16 11 36542 18108

Tabela 5.1: Verificagio do desempenho computacional da desigualdade do conjunto do-
minante,

Formulagao de cliques Formulacao de arestas
Tempo gasto para Tempo de Tempo Temmpo gasto para  Tempo de  Tempo
n gerar a formulagdo  B&B total gerar a formulacio  B&B total
30 6 1 7 <1 1 1
35 15 & 20 i 13 14
4() 32 30 62 1 51 52
45 53 58 111 2 32 34
50 75 173 250 3 243 246

Tabela 5.2: Verificacdo computacional da formulagdo que substitus as desigualdades de
arestas por uma cobertura de desigualdades de clique.

B&B B&C sem planaridade B&C com planandade
n # nos Tempo # nos Tempo # nos Tempo
50 112 168 23 73 1 30
& 230 413 61 171 2 35
60 1497 7684 223 1054 3 71
65 * * 1544 11473 11 157
70 * * * * 6 214
75 * * * * 12 351
86 * * * * 15 383

*: Média ndo computada pois a resolugdo de pelo menos 3 das 5 instdncias em questdo ultrapassou o

fernpo limite imposto de 10 horas.

Tabela 5.3: Comparagao entre as diferentes possibilidades de utilizacio de cortes.



5.1. O Modelo Baseado em Segmentos 75

S-esqueleto Rel. linear

n pré-processamento B&C lempo total pré-processamento  B&C  Tempo total
50 2 30 32 394 <1 304

35 4 35 39 643 <1 643

60 4 ! [} 996 1 Qa7

65 7 157 164 1438 2 1440

70 10 214 224 * ¥ ¥

75 11 351 362 % T "

30 16 383 399 ¥ i s

=: Nao foi possivel realizar o pré-processamento destas instancias pois a quantidade de memdria requerida
por este método era superior & quantidade disponivel na maquina.

Tabela 5.4: Comparagao dos tempos de computagao obtidos por duas possibilidades dis-
tintas de pré-processamento.

foram obtidos realizando a separacio destas desigualdades tal como é descrito no algoritmo
da Figura 5.1. J4 os resultados apresentados na Tabela 5.6 forma obtidos utilizando uma
implementagao que substitui os passos 3(b) e 3(c) da da Figura 5.1 por

3(b) Se [P|24e ) zi; < o(P)
7ES(P)

Gerar a desigualdade de planaridade referente ao conjunto de pontos P.

Observe que a o primeiro algoritmo é capaz de resolver o problema com uma arvore de
enumeragao menor, porém € o segundo quem € mais répido. Nestas tabelas nao considera-
mos o tempo gasto em pré-processamento na resolugio do problema pois este é desprezivel
(sempre menor que 2 min) quando comparado ao tempo do branch-and-cut.

Uma observagao interessante com relagao aos resultados obtidos, diz respeito a variagéo
do tempo de computagao para instancias do mesmo tamanho. Um exemplo desta variagéo
sao as instancias de 160 pontos (Tabela 5.6). Enquanto uma das instincia gastou 5 horas
outra gastou apenas 26 minutos. Isto é um indicativo que a dificuldade deste problema,
nesta abordagem, esta mais intrinsecamente ligada a disposicao geométrica dos pontos
que ao tamanho da instancia.
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# de cortes de
n g nos # Pls clique cicloimpar planaridade Tempo de B&C

100 7 47 0 5 65 1267
110 3 40 1 5 a6 1045
120 4 a3 1 i1 82 1626
130 13 87 6 15 113 2513
140 17 101 0 22 114 £176
156 10 54 0 18 77 2754
160 10 70 g 12 103 3282

Nota: em 1§ das 35 execugbes do branch-and-cuf nac fol necessirio realizar braching.

Tabela 5.5: Resultados obtidos utilizando a versho completa da rotina de separacio de
desigualdades de planaridade (O{n®)).

# de cortes de
n  # nés # Pls clique ciclo impar planaridade Tempo de B&C

130 14 4 & 19 27 940
116 11 43 2 23 39 1422
120 13 39 1 14 37 1520
136 26 69 4 27 20 2125
g 28 71 5 34 42 4064
150 15 54 3 29 47 2706
160 96 146 6 43 4% 8359

Nota: =m 5 das 35 execugbes do branch-and-cuf nao foi necessario realizar braching.

Tabela 5.6: Resultados obtidos utilizando a verséo da rotina de separacio de designaldades
de planaridade que troca o lago do Passo 3(b) por uma simples comparacgao (O(n*}).
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5.2 O Modelo Baseado em Triangulos

Nesta secao descrevemos os resultados computacionais obtidos utilizando o modelo ba-
seado em iridngulos, apresentade no Capitulo 4. Naguele capitulo apresentamos trés
possivels formulagées de Pl para o PTUM, sendo que em todas elas as varidveis esta-
vam associadas aos trifngulos em A(P). Por motivos descritos naquele capitulo, utiliza-
mos apenas uma destas formulagbes em nossos testes computacionais: a formulagdo {Co)
{Secao 4.3). Nesta secdo discorremos sobre os resultados obtidos com esta formulacio e
com a formulacio na qual acrescentamos as equagdes de {Co) as designaldades de mini-
rualidade local {Secdo 4.4).

Supreendentemente, para todas instdncias testadas, a relaxagio linear de {Co) sempre
forneceu uma solugdo inteira. Contudo, mesme utilizando uma rotina de pré-processamen-
to, o elevado mimero de variaveis de {Co) faz com que resolucdo sua relaxacao linear re-
queira muito espago. Visando contornar este problema testamos a eficiéncia da utilizacio
de um algoritmo de geragdo de colunas.

A primeira parte desta secdo € destinada a descrigio do algoritmo de geracio de colunas
empregado. A segunda parte € dedicada a apresentacgio dos resultados computacionals
obtidos com este algoritine e com a relaxacdo linear.

5.2.1 Implementacido do Algoritmo de Geragao de Colunas

Na implementacidc do algoritme de geragdo de colunas utilizamos o ABACUS [Thigg].
O ABACUS consiste em framework para implementacdo de algoritmos de PI tais como
branch-and-bound, branch-and-cut ou branch-and-price. Fazendo uso do paradigma de
erientagdo o objetos, o ABACUS permite construirmos um destes algoritmos apenas de-
rivando algnmas de suas classes {C++) a fim de inserir as rotinas especificas do problema
em questao.

A implementagio que realizamos € na realidade bastante simpléria. Inicialmente, o
algoritmo gera todas as variavels possiveis (tridngulos vazios). Parte destas variaveis
constituem a hase inicial do problema e o restante das varidveis sfo armazenadas em
memoria na forma de um pool de variaveis. Entao, a cada itera¢do o algoritino resolve o
subproblema corrente e verifica se alguma das varidvels no pool apresenta custo reduzido
negative. Em caso positivo, tal vanivel é inserida no conjunto de varidveis corrente,
O algoritmo termina quando nao mais existemn variaveis com custos reduzidos negativo
ho pooi.

Utilizando o ABACUS, o trabalho de implementar o algoritmo acima se reduziu a
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identificar as varidvels e as restrigbes a serem utilizadas, determinar quais varidveis irjam
compor a base inicial e quals iriam para o pool, € determinar quais varidveis do pool inserir
no subproblema corrente a cada iteragio.

Com respeito a base inicial foram testadas duas alternativas: empregamos uma tri-
angulacido planar arbitraria e a triangulagdo gulosa. A utilizagio da triangulacio gulosa
se mostrou uma op¢ao nitidamente superior. Com relagao a quais varidvels adicionar ao
subproblema corrente a cada iteragdo, a melhor opglo, dentre as testadas, fol adicionar
todas as varidveis com custo reduzido negativo identificadas,

5.2.2 Resultados Obtidos

Nesta secdo apresentamos os resultados obtidos com o modelo baseado em tridngulos.
Pelos motivos jé apresentados, também na resolucido do PTCM utilizande este modelo
empregamos o método de pré-processamento baseado no 1.17682-esqueleto.

Iniciemos discutindo os resultados obtidos através da simples resolugdo da relaxacio
linear de {Co).

Conforme mencionado, para todas instincias testadas, a relaxagio linear de {Co}
sempre fornecen uma solugho inteira, i.e., um vetor de incidéncia de uma TCM. Este fato
fez com que nao houvesse grandes variagdes nos tempos obtidos para resolver instancias
do mesmo tamanho. Assim, nos testes realizados utilizando este modelo, a dificuldade de
se resolver o problema se mostrou mais ligada ao tamanho da instdncia que & disposicio
geométrica dos pontos. De fato, o tempo de computacao gasto para resolver a relaxagio
linear de qualquer instancia testada foi inferior a um quinto do tempo gasto pela rotina
de pré-processamento, a qual possui uma complexidade de tempo igual a O{r°).

Para ilustrar os fatos acima, apresentamos na Tabela 5.7 os resultados obtidos, utili-
zando (Co), para insténcias de 500 a 1000 pontos, O tamanho das instancias representadas
nestas linhas é apresentado na coluna 1. A coluna 2 apresenta [S(P}|. A coluna 3 apre-
senta o tempo gasto com o pré-processamente. As colunas 4 e 5 apresentam os nimeros
de variavels e restricoes utilizadas nas relaxacbes lineares, i.e., o numerc de tridngulos e
segmentos que ndo foram eliminados na fase de pré-processamento. A coluna 6 apresenta
o tempo de computagio gasto para resolver a relaxagio linear resultante. E finalmente,
a coluna 7 apresenta o tempo total gasto no processo.

Uma primeira observagic possivel, com relagio aos resultados apresentados na tabela
5.7, diz respeito ao desempenho da rotina de pré-processamento. Observe que, para as
instancias testadas, a rotina sempre conseguiu eliminar pelo menos 92% dos segmentos em
S{P)}. Para que se possa ter uma idéia da quantidade de segmentos de uma triangulagio
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750 280875 12453 30174 14389 1598 14051
800 319600 15081 54095 15487 1880 16961
850 360825 17314 60086 17005 2163 19477
900 404550 23385 63839 18109 2364 25749
950 450775 24233 63089 19419 3139 27372
1000 499500 28881 73679 20626 3725 32606
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planar que esta rotina consegue identificar, apresentamos nas Figuras 5.2(a) € 5.2{b}, res-
pectivamente, o 1.17682-esqueleto e uma TCM de um mesmo conjunto de 1000 pontos.
{utre ponto relevante, com relacio aos resultados apresentados na tabela 5.7, € o tempo
de computagdo. Enquanto na abordagem baseada em segmentos foram necessirios 8359
segundos (aproximadamente 2,3 horas} para resolver um problema de 160 pontos, utili-
zando a formulacio (Co) fomos capazes de resolver instancias de 650 pontos em tempo
semelbante.

Com respeito ao pré-processamento, através da Figura 5.3, podemos confirmar que,
conforme mencionado, O LMT-esqueleto é capaz de determinar um subconjunto de uma
TCM significativamente malor que o 1.17682-esqueleto. Contude, enquanto o tempo
gasto para computar este dltimo para um conjunto de 1000 pontos {Figura 5.2{a}} foi
aproximadamente & horas, o tempo gaste para computar o LMT-esqueleto do mesmo
conjunto foi aproximadamente 32 horas.

Ainda através da Figura 5.3, podemos confirmar uma observacao feita por Dickerson
e Montague [DM96]. Em testes realizados, estes autores constataram que, para conjuntos
de pontos gerados aleatdériamente, o LMT-esqueleto sempre produziu um subgrafo conexo
de G = {P,S(P)). Isto, como visto na Secio 2.3.1, implica que nestes casos o restante
dos segmentos que compdem uma TCM podem ser computados em tempo polinomial, e
assim o proprio PTCM pode ser resolvido em tempo polinomial. Posteriormente, Bose,
Devroye e Evans [BDES6], mostraram que para certa configuragio de ponios, demominada
diamondt, o EMT-esqueleto nio conseguia obter o mesmo resultado. Assim, resclvemos
testar a relaxacao de {Co) também para esta instancia em particular e mais uma vez a
relaxacao linear forneceu uma solugio intelra.

Vale ressaltar novamente que, apesar de que nos tesies realizados, utihizando a for-
mulagio {Co) para resolver o PTCM, a solugho étima da relaxagdo fol sempre iiteira,
o politopo definido por esta formulacdo ndo equivale a envoltéria convexa das solugbes
inteiras {veja exemnplo na Secdo 4.3). Em alguns testes realizados, verificamos que, na
matoria dos casos, basta inverter o sentido da funcio objetive (maximizar) para que a
soluglo 6tima da relaxacdo linear seja fracionaria.

Com relacao a esta iltima observagio obtivemos um resultado interessante com as desi-
gualdades de minimalidade local. Gerar tais desigualdades mostrou-se um problema com-
putacionalmente caro, inviabilizando sua utilizacde computacional. Entretanto, quando
adicionamos estas desigualdades as equagdes de {Co) verificamos, através de testes que,
para insténcias de 10 a 40 pontos, que o politopo definido pela relaxagio Linear coincidiu
com a envoltéria convexa das solugdes inteiras, i.e., das triangulagbes minimamente locais.

1Um diamond consiste em um conjunto de 19 pontos onde 18 deles compdem os vértices de um poligono
regular com 18 lados e o dltimo ponto esta situado no centro do circulo que circunscreve este poligono.
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Figura 5.2: Segmentos identificados pelo pré-processamento e a solugio final {(TCM) de

um conjunto de 1000 pontos.
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Figura 5.3: LMT-esqueleto de um conjunto de 1000 pontos.

De fato, diferentemente da formulagao (Co), ndo identificamos para esta nova formulagao
nenhurn caso onde o politopo definido por sua relaxacio linear coincidin com a envoltoria
convexa das soluches infeiras. Para averigarmos este falo, utilizamos o programa LRS
[Avi93] para identificar todos os vértices do politopo das referidas relaxagdes lineares,

Vejamos agora, através da tabela 5.8, o desempenho apresentado pelo algoritmo de
geragao de colupas. O tamanho das instanclas representadas nestas linhas é apresentado
na coluna 1. A coluna 2 apresenta o ndmero de iteragdes necessérias para resolver o
problema. As colunas 3, 4, 5 e 6 trazem, respectivamente, o nimero total de varidveis
do problema, o nimero de varidveis que compunham o subproblema inicial, o ndmero
de varidveis necessarias para resolver o problema e a porcentagem destas com relacdo ao
total. As colunas 7, 8 ¢ § apresentam, finalmente, os tempos gastos resolvendo relaxacoes
Lineares, identificando as varidveis de custo reduzido negativo no pool e o tempo total.

Come pode ser viste, para resolver o problema o algoritmo acaba por utilizar apro-
ximadamente 80% das varidveis, ndo atendendo assim a um dos objetivos bésicos de sua
implementacio: consumir menos memodria. Além disso, o tempo do algoritmo também ¢
muito inferior ac tempo da relaxaglo linear. Note que o tempo gaste para resolver uma
instdncia de 200 pontos utilizando o algoritmo de geracio de colunas é superior ao tempo
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gagto para resolver uma insténcia de 700 pontos utilizando uma simples relaxacio linear
{em ambos os casos com pré-processamento). Desta forma, tal como estd implementado
nao existe vantagem em utilizar o algoritme de geracio de colunas ao invés da relaxacio
linear, muito pelo contrario. H4 de se salientar mais uma vez que nossa implementagio
do algoritmo de geracdo de colunas é bastante ingénua. Contudo, os resultados parecem
indicar que pequenas modificagdes ndo seriam capazes de tonar o algoritine de geracio de
colunas mais rapido do que resolver a relaxacio linear. Assim, esta dltima opcio parece
ser mais adequada desde que, evidentemente, haja meméria disponivel para carregarmos
o problema.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacio procuramos apresenfar um estudo que possibilifasse avaliar a adequa-
bilidade da utilizagdo de métodos de Pl na resolugdo exata do PTCM. Neste sentido,
dois modelos de PI distinfos foram avaliados. Em um primeiro instante, nos dedica-
mos ao estudo das possibilidades e propriedades apresentadas por estes modelos ¢ em
seguida utilizamos estes conhecimentos para desenvolver algoritmos capazes de resolver o
problema a otimalidade.

Com respeito ao modelo baseado em segmentos, mostramos como formular o PTCM
como um problema de Pl associando as varidveis deste dltimo aos segmentos em S{P).
Mostramos também que existe uma equivaléncia entre o PTCM e uma versio restrita
do problema do conjunto independente em grafos, a qual nos possibilita utilizar resul-
tados ja conhecidos para o politopo dos conjuntos independentes na caracterizagio do
politopo das triangulacbes planares. Além disse, mostramos que é possivel fortalecer a
formulacio proposta através de novas desipualdades validas que expressam certas propri-
edades inerentemente geoméiricas do problema. Finalmente, ntilizamos estes resuitados
para desenvolver um algoritmo branch-and-cuf para resolver o problema de forma exata.

tilizando este branch-and-cuf fomos capazes de resolver instincias de até 160 pontos
em aproximadamente 2 horas, Para obtermos tal performance ficou clara a necessidade
de se empregar bons métodos de pré-processamento, no caso ¢ 1.17682-esqueleto. Tao
fundamental quanto o método de pré-processamento, foi a ufilizacio das duas novas classes
de desigualdades apresentadas, a designaldade do conjunto dominante e a desigualdade de
planaridade. Para esta iltima, que foi empregada na forma de corte, também fol proposta
uma rotina de separagdo a qual apresentou um excelente desempenho.

Com relagiio ao modelo baseado em tridngulos apresentarmos trés possiveis formulacdes
de Pl para o PTCM. Inicialmente, mostramos que em decorréncia da semelhanca entre a

85



6.1. Possiveis Extensoes 88

definigao do problema sobre tridngulos e sobre segmentos, os principais resultados validos
para o modelo baseado em segmentos, quando devidamente reinterpretados, também sao
validos para o meodelo baseado em tridngulos. Em seguida, baseados no trabalho de
Loera et. al [dLHSS596]. apresentamos outras duas possibilidades de formulagbes de Pl
oferecidas por este modelo. Além disso, apresentamos uma nova classe de desigualdades
que é valida somente para o politopo das triangulagoes minimamente locals, uma classe
especial de triangulactes planares da qual a TCM faz parte.

Os resultados obtidos com o modelo baseado em tridngulos (formulagio (Co)), parecem
indicar a viabilidade de PI na resolucao de exata do PTCM. Com este modelo fomos
capazes de determinar a TCM de até 1000 pontos em menos de 10 horas. Como visto, na
pratica o tempo de computagio necessario para resolver uma instancia de tamanho n se
mostrou da ordem de O(n®). Entretanto, um problema desta abordagem € a quantidade de
membéria exigida para tais computagbes que é da ordem de O{n®). No sentido de contornar
este problema, implementamos um algortimo de geragio de colunas, conmtudo este nao
apresentou o resultado esperado. Além de nio diminuir significativamente a quantidade
de meméria requerida exige um tempo de computagdo muito superior a simples resclugio
de uma relaxacgdo linear.

Para finalizar, dentre os trabalhos encontrados na literatura, os que véem cbiendo
major sucesso na resclucio exata do PTCM séo aqueles que se utilizam do LMT-esqueleto.
De fato, j4 na apresentacio do LMT-esqueleto, Dickerson e Montague [DMY6] mostra-
ram que seu algoritmo possibilitava computar, em um Power Macintosh 8500/120, o
LMT-esqueleto de 250 pontos em 13 horas. Posteriormente, Belleville, Keil, McAllister e
Snoeving mostraram que, utilizando sofisticadas téenicas de geometria computacional, €
possivel resolver instancias do PTCM de 1000 pontos, em uma SGI Indy, em aproximada-
mente 30 minutos, Ha de se salientar que, tais trabalhos ndc se enconiravarn disponivels
quando do inicio deste trabalho, época na qual qualquer tentativa de resolver o PTCM
de forma exata nos era desconhecida. De qualquer forma, nossa expectativa € de que isto
nac pode ser feito usando Pl, mas talvez se possa otimizar a rotina de pré-processamento,
fase que em nossos experimentos determinou o tempo de processamento total, de forma
a diminuir a diferenga de poder computacional das duas abordagens.

6.1 Possiveis Extensoes

Por ter obtido malor sucesso computacional, acreditamos que possivels extensdes deste
trabalho poderiam se concentrar no estudo do modelo baseado em tridngulos. Do ponto
de vista computacional, poder-se-ia tentar otimizar a implementagic do método de pré-
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processamento empregade, 1.e., utilizar técnicas de geometria computacional para torné-
lo mais répido, a exemplo do que foi feito com o LMT-esqueleto por Belleville et. al
[(BEKMS596].

Em uma outra linha, poder-se-ia trabalhar no esclarecimento de duas novas questoes
relacionadas ao PTCM oriundas deste trabalho: a existéncia de instincia com solugdo
Htima fracionaria para formulacgae (Co), quando a funcio objetivo é a especificada pelo
PTCM e existéncia de instancia cujo politopo definido pela relaxagio linear de (Co)
acrescida das desigualdades de minimalidade local possua vértices fraciondrios, Com este
estudo talvez possa se provar algo sobre a complexidade computacional do PTCM, pelo
menos quando a fungdo obietivo ¢ euclideana {ou, no caso mais geral, quande a fungéo
objetivo for uma métrica qualquer).
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