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Sumário 

Seja P um conjunto finito de pontos no plano e S(P) o conjunto de todos os segmentos de 
reta com extremos em P. Uma triangulação planar de Pé um subconjunto maximal de 
S(P) tal que nenhum par de segmentos neste subconjunto se intercepta, exceto possivel­
mente nos extremos. Chamamos de triangulação de custo mínimo a triangulação planar 
cuja soma total dos comprimentos de seus segmentos de reta é rninimo dentre todas as 

triangulações planares de P. Não se conhece algoritmo polinomial que resolva o problema. 
de determinar a triangulação de custo mínimo de um conjunto de pontos no caso geral, 
contudo, também não está provado tratar-se de um problema NP-difícil. 

Neste trabalho estamos interessados na resolução exata deste problema. Nossa abor­
dagem é baseada em técnicas de programação inteira} em particular estudamos duas 
formulações distintas para o problema, A primeira formulação é baseada em uma equi­
valêncía entre o problema da triangulação de custo mínimo e uma versão restrita do pro-­
blema do conjunto independente em um grafo. Além das desigualdades obtidas através da 
observação desta equivalência, mostramos como fortalecer a formulação através de certas 
propriedades geométricas do problema. Estudamos ainda uma outra formulação baseada 
principalmente no trabalho apresentado por Loera et, al em [dLHSS96]. Enquanto na 
primeira formulação as variáveis binárias estão associadas aos segmentos em S(P) 1 nesta 
segunda formulação as variáveis binárias estão associadas aos triângulos com vértices em 
P. Os resultados computacionais que obtivemos mostram uma clara superioridade do se­
gundo modelo. Para a primeira formulação implementamos um algoritmo branch-and-cut 
que nos permitiu resolver problemas de até 160 pontos (IPI = 160). Já para a segunda 
formulação a solução ôtirna da relaxação linear sempre foi inteira, o que nos permitiu 
resolver instâncias com até 1000 pontos (IPI = 1000). 

Vlll 



Abstract 

Let P be a finite set of points in the plane and S(P) be the set of ali segments with both 
extreme points in P. A planar triangulation of Pisa maxímal subset of S(P) such that 
no pair of segments is this subset intercept each other1 except possibly at their extremities. 
A minímum triangulation of P is a planar triangulation whose sum of the lengths of all 
its segments is minimum over all possible triangulations of P. No polynomial algorithm 
is known that solves this problem in the general case1 however it is also not known if the 
problem is NP-hard. 

In this work we are interested in solving the problem exa.ctly. Our approach is ba­
sed on integer programming techniques and is particular we have studied two different 
formulations for the problem. The frrst íormulation is based on an equivalence between 
the problern of finding a minirnum weight trianguJation of P and a restricted version of 
the maximum independent set of a graph. Besides the inequalities arising from this ob­
servation, we show how to strength the formulation by using geometric properties if the 
problem. We also have studíed a second formulatíon mainly based on the work of Loera 
et. al [dLHSS96]. While in the first formulation the binary variables are assocíated to the 
segments in S(P) 1 in this second formulation the binary variables are associated tho the 
triangles with vertices lyíng ín P. Our computational results have shown that the second 
model clearly outperforms the first one. For the first formulation, we have implemented 
a branch-and-cut algorithm which allowed us to solve instances wíth up to 160 points 
(!PI = 160). On the other hand, for the for second forrnulation, the optimal so]ution of 
the linear relaxation was integer for all tested instances, which has made possible the the 
solution of instances with up to 1000 points (IPI = 1000). 
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Capítulo 1 

Introdução 

Geometria romputacional é o ramo da ciência da computação que estuda métodos al­

gorítmicos para resolução de problemas geométricos. Estes problemas são tipicamente 
definidos sobre objetos geométricos tais como conjuntos de pontos, conjuntos de seg­

mentos de reta, ou polígonos. Em geral, o objetivo ou consiste em responder questões 

referentes a estes objetos, tal como se existe interseção entre segmentos de um certo con­
junto, ou em identificar um novo objeto geométrico, tal como a envoltória convexa de um 
certo conjunto de pontos. 

Nesta dissertação tratamos do problema de geometria computacional conhecido como 
problema da triangulação de custo mínimo (PTCM). Seja P um conjunto finito de pontos 

no plano. Uma triangulação planar de P é definida como um conjunto maximal de 

segmentos de reta conectando estes pontos, tal que quaisquer dois destes segmentos não 
se interceptam, exceto possivelmente nos extremos. O problema em questão consiste 
em determinar uma triangulação planar que minimize a soma dos comprimentos de seus 

segmentos de reta. Uma triangulação planar que possua esta propriedade é chamada de 
triangulação de custo mínimo (TCM). Na Figura 1.1 vemos duas triangulações planares 
do mesmo conjunto de pontos, sendo que a da esquerda é uma TCM. Como pode ser 

observado nesta figura, a condição de rnaximalidade do número de segmentos ímpõe que 
todas as regiões Hmitadas formadas sejam triângulos, daí o nome triangulação planar. 

A TCM encontra sua principal aplicação na aproximação numérica de uma função de 
duas variáveis. Considere a função f : JR2 ---+ IR, Seja P um conjunto finito de pontos em 

IR?, para os quais o valor de f é conhecido. Em [Yoe75], Yoeli propõe uma abordagem 

chamada método poliedral para calcular uma aproximação do valor de f para qualquer 

ponto q f/:. P contido na envoltória convexa de P. Basicamente, este método consíste em 
discretizar a envoltória convexa de P em triângulos cujos extremos estão em P (construir 

1 
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Figura 1.1: Dois exemplos de triangulações planares. 

urna triangulação planar) e então calcular a aproximação para o valor de f(q) através 
da interpolação linear dos valores de f para os vértices do triângulo no qual o ponto q 
está contido. Yoeli argumenta que, na representação de superfícies 1 onde f(q) representa 
a altura do ponto q, a TCM apresenta propriedades que provêm uma boa aproximação 
para esta função. 

Além da aplicação mencionada acima, a TCM apresenta ainda outras propriedades 
proveitosas. Destaca-se dentre estas o fato de que a TCM pode representar uma boa 
aproximação de um grafo completo. Um grafo completo representa uma rede de comu­
nicação ideal entre n localidades. Entretanto, geralmente, visando poupar recursos1 redes 

esparsas são projetadas de forma a aproximarem-se de tais grafos em algum sentido. No 
caso onde os grafos são euclideanos (vértices equivalem a pontos no plano e arestas a seg­
mentos de reta entre estes pontos) é comum projetar-se tais aproximações de forma que a 
menor distância entre quaisquer duas destas localidades seja limitada por uma constante 
múltipla de sua separação linear (a menor distância entre estas localidades). Em [DJ89], 
Das e Joseph mostram que a TCM pode ser utilizada como uma aproximação de um grafo 
completo neste sentido. 

Do ponto de vista teórico o PTCM se destaca por representar um desafio aos pes­
quisadores de geometria computacional. A complexidade deste problema permanece em 
aberto por mais de duas décadas [GJ79]. Ou seja, apesar de não se conhecer algoritmos 
determinísticos polinomiais que o resolva não se conseguiu provar tratar-se de um pro­
blema NP-difícil. Além disto, até recentemente não existia sequer prova de que algum dos 
métodos aproximados utilizados em sua resolução fosse capaz de fornecer alguma garantia 
de qualidade. 

Tradiciona.lmente1 o PTCM tem sido abordado na literatura de forma aproximada, 
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onde os métodos de resolução propostos não necessariamente conduzem à solução ótima. 
Contudo) o sucesso obtido por métodos recentes na resolução exata de certas instâncias 
do problema têm motivado novos trabalhos que abordam o tema. 

Nossa meta nesta dissertação é verificar a adequabilidade do uso de técnicas de pro­

gramação inteira (PI) à resolução exata do PTCM. Neste sentido avaliamos dois modelos 
de PI para o problema. 

A utilização de dois modelos é baseada na observação de que uma TCM pode ser 
definida tanto como um conjunto de segmentos como um conjunto de triângulos. Assim, 
no primeiro modelo (discutido no Capitulo 3), o qual chamamos de modelo baseado em 

segmentos, consideramos o caso onde a meta é determinar os segmentos de uma TCM. 
Enquanto1 no segundo modelo (discutido no Capítulo 4), o qual chamamos de modelo 

baseado em triângulos, consideramos o caso onde o objetivo é identificar os triângulos que 
compõem uma TCM.. 

Para resolver o problema utilizando o modelo baseado em segmentos optamos por um 
algoritmo baseado em planos-de-corte, o branch-and-cut. Algoritmos branch-and-cut têm 
sido utilizados com sucesso na resolução de instâncias práticas de problemas combinatórios 
notoriamente difíceis, tal como o problema do caixeiro viajante. Contudo, a aplicação desta 
técnica requer uma análise detalhada da estrutura do problema, especificamente, requer 
o conhecimento de desigualdades válidas fortes para a envoltória convexa (poli topo) das 
soluções viáveis do problema de PI associado. 

Desta forma, no Capítulo 3, mostramos como formular a versão sobre segmentos do 
PTCM como um problema de PI e como fortalecer este modelo através de outras desi­
gualdades válidas fortes. Mostramos ainda que algumas destas desigualdades) ou casos 
partículares delas, definem facetas no politopo monótono. Finalmente, no Capítulo 5 
apresentamos rotinas capazes de gerar tais desigualdades automaticamente. 

Na resolução do problema utilizando o modelo baseado em triângulos, o qual fol fun~ 

damentalmente baseado no trabalho de Loera et. al apresentado em [dLHSS96], surpreen­
dentemente, para as intâncias testadas, não foi necessário resolver mais que uma relaxação 
linear para identificarmos uma solução ótima do problema. Isto porque a solução ótima 
da relaxação linear sempre foi inteira, i.e., a solução da relaxação sempre coincidiu com 
uma solução do problema originaL Na realidade, o politopo definido pela relaxação linear 
não corresponde, no caso geral, à envoltória convexa das soluções viáveis, entretanto, nas 
instâncias testadas sempre houve uma solução correspondente a alguma TCM que fosse 
vértice deste politopo. 

Do ponto de vista computacional, o grande problema apresentado pelo modelo base­
ado em triângulos é seu elevado número de variáveis. Visando contornar este problema

1 
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investigamos a viabilidade da utiHzação de um algoritmo de geração de colunas1 o qual é 
capaz de resolver o problema sem considerar todas as suas variáveis simultaneamente. 

O restante deste capítulo é dedicado à apresentação da terminologia, conceitos e resul­
tados básicos a serem utilizados no decor~er desta dissertação. Na próxíma seção apresen­

tamos algumas definições básicas de geometria. Na Seção 1.2 caracterizamos um problema 
de PI e apresentamos os principais algoritmos utilizados para resolvê-los à otimalidade. 
Visto que a eficiência de um branch-and-cut depende da força das desigualdades utiliza­
das) apresentamos na Seção 1.3 alguns resultados básicos de teoria poliedral os quais nos 
fornecem as ferramentas necessárias para avaliar teoricamente a força das desigualdades 
apresentadas. Finalmente, na Seção 1.4 apresentamos a organização do restante desta 

dissertação. 

1.1 Conceitos Básicos de Geometria 

Nesta seção apresentamos algumas definições e convenções básicas envolvendo objetos 
geométricos a serem utilizadas no restante desta dissertação. As definições foram, em sua 

maioria, compiladas de [PS85, Tan93]. 

Disposição geral. Seja P um conjunto de n 2: 3 pontos no plano. Dizemos que P está 
em disposição geral caso não possua 3 pontos colineares. 

O estudo de um problema de geometria computacional definído sobre um conjunto de 
pontos pode ser significativamente dificultado se considerarmos que estes pontos podem 
nã.o estar em disposição geral. Observe que1 o conceito de triangulação planar sequer se 

aplica a um conjunto de pontos colineares. Assim 1 por simplicidade, a menos que seja 
dito contrário, todo conjunto finito de pontos considerado neste texto está em disposição 
geral. 

Segmento de reta. Dados dois pontos p1 , p 2 E lRd l uma combinação linear convexa 

destes pontos é dada por qualquer ponto P3 obtido através da seguinte expressão: 

ap1 + (1 - a)p2 , a E JR, O :S <> :S 1. 

O segmento de reta p1 ]>2 representa o conjunto de possíveis combinações convexas de p1 

e P2· Para os nossos propósitos, diremos que dois segmentos se interceptam apenas se esta 
interseção não se der em seus extremos. 

Polilinha. Em JR2 uma polilinha é caracterizada por uma seqüência de segmentos de 
retaS= {s1 , s2 , ... , s.,_}, onde todo segmento da seqüência compartilha um de seus vértices 
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apenas com o segmento que o antecede na lista. Caso um dos extremos de s 1 coincida 
com um dos extremos de Sn dizemos que a polilinha é fechada, caso contrário dizemos que 
é aberta. 

Conjunto convexo. Dizemos que um domínio D em JRd é convexo se para quaisquer 
dois pontos p, q E D o segmento de reta pq está inteiramente contido em D. 

Região. Designamos por região qualquer conjunto de pontos que componha um dos 
elementos de uma dada partição de IR?. 

Polígono. Um polígono consiste em uma polilinha fechada. Um polígono é dito ser 

simples se nenhum par de seus segmentos se interceptam. Um polígono simples partíciona 
o plano em dua.s regiões distintas, o interior (limitado) e o exterior (não-limitado). Os 
pontos sobre os segmentos que definem um polígono simples pertencem ao interior deste 
polígono. 

Grafo euclideano. Seja G = (V, E) um grafo simples, onde V representa seu conjunto 
de vértices e E seu conjunto de arestas. Dizemos que G é um grafo euclideano caso seus 
vértices representem pontos em m?, e suas arestas segmentos de reta entre estes pontos. 
Um grafo euclideano é dito ser planar se não há interseções entre quaisquer dois de seus 
segmentos. 

Triangulação planar. Seja P um conjunto finito de n 2: 3 pontos no plano. Uma 
triangulação planar de P é um conjunto maximal de segmentos de reta ligando pontos de 
P, tal que quaisquer dois destes segmentos não se interceptam. 

A maxímalidade do número de segmentos em uma triangulação planar impõe com que 
todas as regiões limitadas formadas sejam triângulos vazios com extremos em P, onde 
entende-se por tdângulo vazio qualquer triângulo que não contenha pontos de P no seu 
interior, exceto possivelmente os extremos. Este fat-O possibilita definir alternativamente 
uma triangulação planar como um conjunto maximal de triângulos vazios com extremos 
em P, tal que o conjunto de pontos na interseção dos interiores de quaisquer dois destes 
triângulos não tenha dimensão maior que L 

Triangulação de custo mínimo. Dado um conjunto de pontos P uma triangulação 
de custo mínimo deste conjunto é uma triangulação planar cuja soma dos comprimentos 
(distância euclideana) de seus segmentos de reta é mínima dentre todas as triangulações 
planares de P. 

Dado um conjunto finito F de n 2: 3 pontos no plano, no restante deste texto, também 
será comum a referêncía aos seguintes conjuntos: 

S(P): Conjunto de segmentos de reta com extremos em P. 
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L'::.( F): Conjunto de triângulos vazios com extremos em P. 

1.2 Conceitos Básicos de Programação Inteira 

Um problema de programação linear (PL) consiste em otimizar uma função linear (função 
objetivo) sobre uma região descrita por um conjunto de desigualdades lineares (restrições 
do problema). Os pontos no interior desta região formam o conjunto de soluções viáveis 
para o problema. Isto pode ser representado de forma matricial como: 

mm ex 

Sujeito a Ax ~ b 

x E JR~ 

(1.1) 

onde c E lRn, A é urna matriz m x n e b E JRm. Se as variáveis x devem ser restritas 
a valores inteiros (x E z::;~, ao invés de x E IR~J, o problema é chamado de problema 
de programação linear inteira, ou simplesmente, programação inteira (PI). Além disso, se 
variáveis do problema são restritas aos valores em {O, 1}, teremos um problema de PI 0-1. 

Apesar da diferença entre PL e PI parecer sutil, via de regra, ela torna os problemas 
da segunda classe extremamente mais difíceis. Problemas de PL podem ser resolvidos em 
tempo polínomial [Sch86], enquanto a grande maioria de problemas de PI sã.o NP-difíceís. 

A forma mais usual de se tentar resolver um problema de PI é através de sua relaxação 
linear. A relaxação linear de um problema de PI é o problema de PL correspondente, onde 
são eliminadas as restrições de integralidade, i.e., onde a restrição x E ~~ é substituída 
pela restriçã-o x E JR~. Exemplos de algoritmos clássicos que utilizam esta abordagem 
para resolução de problemas de PI são os algoritmos cutting-planes (de planos-de-cortes) 
e branch-and~bound (de enumeração implícita). 

Para que se possa compreender como estes algoritmos utilizam a relaxação linear de 
um problema PI para resolvê-lo 1 apresentamos na seqüência alguns re.<>ultados básicos de 

PL. 

Definições e Resultados Básicos de PL 

Os teoremas e definições abaixo foram compilados de [NW88, Sch86]. Considere o pro­
blema genérico de PL (1.1 ): 

Teorema 1.1 O conjunto de soluções viáveis Q = {x: Ax S b,x E IR~} para o problema 
é um conjunto convexo. Ou seja1 a combinação línear convexa de quaisquer dois pontos 
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em Q resulta em um terceiro ponto que também está contido em Q, 

Definição 1.1 O conjunto convexo Q = {x: Ax S: b,x E .JEG.} é denomína.do poliedro. 
Se Q é limitado, i.e., Q Ç {x: -w ~ Xj::; wl'V j E {112,· .. ,n}} para algum w E JR+., 
então Q é chamado de politopo. 

Definição 1.2 Um vértice de um poliedro Q é qualquer ponto x E Q o qual não pode ser 

expresso como uma combinação linear convexa de outros pontos de Q \ { x}. 

Teorema 1.2 Se o valor ótimo de uma função linear em um poliedro Q Ç lRn é finito, 

então ele é atingido em pelo menos um vértice. Se este for obtido em mais que um vértíce, 

então pode ser obtido também por qualquer ponto que seja uma combinação linear convexa 

destes vértices. 

Teorema 1.3 Um problema de PL onde os elementos da matriz A são racionais pode 
ser resolvido em tempo polinomial sobre n, m e O, onde n é o número de variáveis do 
problema, m é o número de restrições, e O é tamanho da maior representação binária de 

um coeficiente da matríz A. 

1.2.1 Algoritmos Utilizados na Resolução de Problemas de PI 

Nesta seção caracterizamos os principais algoritmos empregados na resolução de problemas 
de PI que se utilizam de relaxação lineares. Dentre estes destacam-se o algoritmo branch­
and-cut e o algoritmo de geração de colunas, os quais empregamos na resolução do PTCM. 

Algoritmo Branch-and-Bound 

Supondo que o espaço de soluções viáveis é limitado) o que é verdade no caso de problemas 
de PI 0-1, uma idéia intuitiva, apesar de ingênua, seria enumerar estas soluções a fim de 
identificarmos uma que otimize a função objetivo em questão. Obviamente, este algoritmo 
termina em tempo finito, porém o tempo despendido nesta operação é linear no tamanho 
do espaço de soluções, o qual pode ser exponencial no número de variáveis do problema. 

A idéia do algoritmo branch-and-bound é enumerar todas as soluções viáveis de forma 
implícita. Para isso 1 particiona-se o conjunto de soluções em subconjuntos disjuntos em 
uma tentativa de, devido às propriedades desses subconjuntos, se caracterizar quais sub­
conjuntos de soluções não podem conter uma solução ótima. Desta forma, procura-se 
evitar a enumeração explícita de todas as soluções. 
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Usualmente, a partição dos conjuntos de soluções é construída de forma recursiva, 
permitindo-se assim que o processo seja visualizado como uma árvore: a árvore de enu­
meração. Nesta árvore, os filhos de um nó correspondem a uma partição do conjunto que 

o nó representa. Assim a raiz representa o conjunto de toda." as soluções. 

Consideremos um problema de PI 0-1 de minimização e o conjunto de todas as suas 
soluções viáveis X. Cada nó i na árvore de enumeração representa uma relaxação linear 
de um problema de PI cujas soluções viáveis são Xi Ç X. Seja z; o valor ótimo desta 
relaxação1 dependendo do valor de z7 o nó i pode dar origem a dois outros nós (seus filhos) 
ou pode ser podado, i.e., ou particiona-se o subconjunto Xi em dois novos subconjuntos, 
ou ele não será particionado até o fim da execução do algoritmo. 

Caso o algoritmo decida-se por particionar ( branching) o subconjunto X 1, uma variável 

fracionária xi é escolhida. Então, os dois filhos do nó í passarão a representar relaxações 
lineares dos problemas de PI cujas soluções viáveis são Xd e X1í, onde X~ = {x : x E 
X1,xi =O} e xf = {x: X E xi,Xi;:;:: 1}. Ou seja, um dos filhos pa,..,sará a representar a 
relaxação linear de seu pai acrescida da restrição x; = O, e o outro passará a representar 
a relaxação linear de seu pai acrescida da restrição x; ;:;:: L 

É fácil observar que o valor ótimo da relaxação linear de um filho não pode ser me­
nor que a de seu pai (num problema de minimizaçã.o). Assim, conhecendo-se um limite 
superior para a solução ótima do problema de PI original. o qual pode ser obtido, p.ex., 
através de uma heurística, pode-se podar qualquer nó cujo valor da relaxação linear for 
maior que o limite superior em questão (bounding). Além disso, nós cuja relaxação li­
near fornecem uma solução inteira também podem ser podados. Neste último caso, se 
esta solução fornece um limite superior melhor que o limite utilizado no momento, então 
atualiza-se o limite superior corrente. 

Num dado momento da execução do algoritmo, os nós da árvore que não estão podados 
são ditos serem nós ativos. O algoritmo termina quando não existem mais nós ativos, e a 
solução ótima é a solução inteira de menor custo obtida no processo. 

Algoritmo Cutting-Planes 

Algoritmos cutting-planes são baseados no conceito de fortalecimento da relaxação linear 
através de sucessivas inserções de desig'ualdades válidas. Uma desigualdade é dita ser 
válida com respeito a um certo conjunto de pontos, se todos os pontos deste conjunto a 
satisfazem. 

Do Teorema 1.2 temos que, urna solução ótima de um problema de PL pode ser 
encontrada em um dos vértices do poliedro. A idéia básica dos algoritmos cutting-planes 
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é "lapidar" o poliedro definido pela relaxação linear do problema de PI original (através da 
inserção de novas desigualdades válidas- planos de corte) a fim de fazer com que este se 
aproxime da envoltória convexa das soluções inteiras 1 i.e., do menor poliedro que contém 
estas soluções. Assim teríamos o ótimo inteiro como um vértice deste novo poliedro e 

' através da resolução de uma relaxação linear poderíamos identificá-lo. 

De forma sucinta o funcionamento deste tipo de algoritmo é o seguinte: começa-se 
resolvendo uma relaxação linear do problema de PIem questão. Se a solução ótima obtida 
é um ponto em coordenadas inteiras, então o problema está resolvido. Caso contrário1 

o algoritmo deve inserir uma nova desigualdade ao problema1 tal que esta deve eliminar 
o vértice previamente obtido sem, contudo, eliminar qualquer solução viável (solução 
inteira). O algoritmo repete o processo até que um ótimo inteiro seja encontrado. A 
Figura 1.2 [dS93] exibe graficamente esta idéia sobre um problema de maximização. Os 
círculos representam os pontos em coordenadas inteiras. As linhas cheias representam as 
desigualdades que determinam o poliedro inicial (relaxação linear). As soluções viáveis 
são representadas por círculos preenchidos. A seta indica a direç.ão da função objetivo, 
e a linha tracejada representa uma desigualdade válida que elimina a solução ótima da 
relaxação linear. 

o 

-- o 

o 

o 

o o o o o o 

Figura 1.2: Esboço do funcionamento de um algoritmo cutting-planes. 

Um estudo inicial da adição de desigualdades válídas para problemas genéricos de 
PI foi feito por Gornory na década de 50. Infelizmente, as desigualdades propostas por 
ele não se mostraram eficientes na prática pois o algoritmo, embora convergindo em um 
tempo finito 1 é muito lento. No entanto, recentemente, o interesse pelos cortes de Gomory 
ressurgiu com a publicação de um artigo de Balas et. al [BCCN96J, que parece indicar 
uma nova possibilidade para utilização destes cortes. 
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Algoritmo Branch-and-Cut 

Suponha que em um dado momento da execução de um algoritmo cutiíng~plano:; o pro­
blema de PL corrente defina um poliedro Q, no qual toda solução ótima é fracionária, 
e que duas desigualdades válidas 1t'X S 7t'o e .\x S À0 podem ser utilizadas como corte. 
Suponha também que ( {x : 'Ir X s 'Ir o} n Q) c ( {X : Àx s Ào} n Q). Não é difícil perceber 
que a utilização de trx ::S 1r0 como corte dispensa a utilização de Àx ::S .\0 e a recíproca não 
é verdadeíra (o corte que 1rx ::S 1l'o define é mais "profundo"). Nesta situação, dizemos 
que 1l'X S 1l'o domina, ou é maís forte que, .\x :S .\o. 

Como a eficiência prática de um algoritmo cutting~planes aparenta estar intimamente 
ligada com a quantidade de cortes que este deve gerar para solucionar o problema, parece 
intuitivo que quanto mais fortes forem as desigualdades que o algoritmo utiliza como corte, 
menor será o número de cortes necessários e maior a probabilidade de que o algoritmo 

seja computacionalmente mais eficiente. 

Um método relativamente recente que considera este conceito de força de desigualdades 
é o algoritmo branch-and-cut. Basicamente, este algoritmo consiste em um algoritmo 
branch-and-bound onde a cada nó da árvore de enumeração executa-se um algoritmo 
cutting-planes, o qual utiliza apenas desigualdades válidas fortes. Seja X o conjunto de 
soluções viáveis de um problema de PIe seja conv(X) sua envoltória convexa. Considere 
também um conjunto :F de desigualdades fortes com respeito a conv(X) e uma rotina, 
chamada rotina de separação, capaz de determinar rapidamente uma desigualdade em F 
que é violada por um ponto x r{. conv(X). Podemos com isto descrever um algoritmo de 
branch-and-cut. 

Considere uma iteração onde o nó í da árvore de enumeração está sendo analisado. 
Seja xi a soluçã.o ótima obtida- com a relaxação linear. Se x' contém elementos fracionários) 
uti.Hza-se de uma rotina de separação para encontrar uma nova desigualdade válida em 
:F a qual x' não satisfaça. Se a rotina obtém sucesso a nova desigualdade é adicionada à 
relaxação linear ( cutting-planesL e reinicia-se o processo. Este ciclo é quebrado quando: 
zi = ex' for maior que o limite superior corrente1 ou x' E X", ou se a rotina de separação 
não conseguir encontrar uma nova desigualdade válida violada por x'. Neste último caso, 
uma variável fracionária é escolhida e faz-se um branching sobre ela. 

A diferença fundamental entre branch-and-cut e outros métodos cutting-planes é a uti­
lização apenas de desigualdades fortes. Note que estas não compõem uma classe genérica 
de desigualdades, pois dependem da estrutura da envoltória convexa das soluções viáveis 
do problema em questão. As principais tarefas envolvidas no desenvolvimento deste tipo 
de algoritmo é caracterizar quais são estas desigualdades e determinar como elas podem 
ser computadas eficientemente por uma rotina de separação. 
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Algoritmo de Geração de Colunas 

Não é raro encontramos modelos de PL cujo elevado número de variáveis dificulta, ou 
mesmo impossibilita, sua resolução computacionaL Uma alternativa usual para solucionar 
esta classe de problemas é a utilização de algoritmos de geração de colunas. Em princípio, 
tais algoritmos são capazes de resolver um problema de PL sem considerar todas as suas 
variáveis simultaneamente. 

A idéia básica do funcionamento de um algoritmo de geração de colunas é bastante sim­
ples. Inicialmente consideramos apenas parte das variáveis do problema original. Então, a 
cada passo da execução do algoritmo resolvemos o problema de PL corrente e, através da 
análise dos custos reduzidos das variáveis não consideradas neste problema, verificamos se 
a inserção de algumas destas pode melhorar o valor da solução ótima corrente. Em caso 
afirmativo, tais variáveis, ou parte delas, são inseridas no problema de PL corrente (novas 
colunas da matriz de restrições são geradas) e repete-se o processo. Em caso negativo, 
temos uma garantia de que a solução ótima do problema corrente é a solução ótima do 
problema original, e o algoritmo pode parar. Tal como descrito, no pior caso o algoritmo 
necessitará inserir todas as variáveis desconsideradas no inicio, contudo, na prática, é 

pouco provável que isto aconteça. 

Quando, ao ínvés de um problema de PL, visamos resolver computacionalmente pro­
blemas de PI com elevado número de variáveis, onde a simples utilização da relaxação 
linear não é capaz de resolver o problema, é comum associarmos o algoritmo de geração de 
colunas com um algoritmo branch-and-bound. O a1goritmo resultante desta associação é 
costumeiramente chamado de branch-and-price.. A grosso modo, este algoritmo consiste de 
um algoritmo branch-and~bound onde utilizamos um algoritmo de geração de colunas para 
resolver as relaxações lineares surgidas em cada um dos nós da árvore de enumeração. 

1.3 Conceitos Básicos de Teoria Poliedral 

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados básicos de teoria poliedral a. 

serem utilizados no transcorrer desta dissertação. Inicialmente formalizamos conceitos 
tais como dimensão, face e faceta. Em seguida, mostramos como caracterizar facetas. 
Finalmente, apresentamos a relação entre um problema de otimizaç.ão e um problema de 
separaçao. 
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1.3.1 Definições Básicas 

As seguintes definições foram compilada.s de [NWSS, dS93, FW96]. 

Definição 1.3 Um conjunto de pontos x 1 , ..• ,xk E IRn é linearmente independente se a 

única solução para L:7=1 ..\ixi =O é Ài =O para todo í E {1, ... ,k}. 

Definição 1.4 Um conjunto de pontos x 1
, .. 'l"xk E Jf{" é afim independente se a úmca 

solução para 2:7=1 ÀiXi = o! L7=1 ..\i =o é ).i =o para todo i E {1, ... , k }. 

Note que, se um conjunto de pontos x 1 , ... , xk E lRn é linearmente independente, então 

também é afim independente. 

Definição 1.5 Seja P = {x\x2, ... ,xk} um conjunto de pontos em JRn. A envoltória 

convexa de P é o conjunto de. pontos dado por 

' k 
conv(P) ={L Àixi: L-'i = 1,x1 E P, Ài E IR+, i= 1, ... , k}. 

i=l í=l 

Definição 1.6 Um poliedro Q Ç !Rn é dito ser monótono se e somente se x E Q implica 

Q2 {yEJR~ :y s;x}. 

No decorrer deste texto quando estiver claro o problema de PJ do qual estamos tra­
tando, o termo poliedro monótono será utilizado para designar o menor poliedro monótono 

que contém a envoltória convexa das soluções deste problema. 

Definição 1. 7 Uma desigualdade ?r X s; 1r0 é válida para um poliedro se todos os pontos 

deste poliedro a satisfazem. 

Definição 1.8 Seja 'lrX _::; ?r o uma desigualdade válida para um poliedro Q. O conjunto 

F= {x E Q : 1rx = -n-0 } é chamado de face de P (dizemos que a desigualdade wx :S ?ro 

define a face F em Q). Uma face F é dita ser própria se F# 0 e F# Q. 

Definição 1.9 Um conjunto D Ç IRn possui dimensão k 1 denotada por dim(D) = k, se 

a cardinalidade de todo subconjunto maximal de vetores afim independentes em D é k + 1. 
Caso dim(D) = dim(.lRn) = n 1 dizemos que D possui dimensão plena. 



1.3. Conceitos Básicos de Teoria Poliedral 13 

Definição 1.10 Seja F uma face de um poliedro Q Ç IR". Se dim(F) = dim(Q) -1 

então F é dita ser uma faceta de Q. 

Explicamos agora o que entendemos por lifting de uma desigualdade. Seja 1tx ::; r.0 

uma desigualdade válida com respeito a um certo poliedro Q Ç IRn e seja F(7r,7ro) a face 
que ela define em Q. Suponha que existe uma outra desigualdade /X :S "'o válida com 
respeito a Q1 a qual define a face F('Y,.m) em Q. Dizemos que a desigualdade /X :S ')'o é um 
lifting da desigualdade 1rx $ 7ro se: 

(i) F(>,,) C Fhcm), 

(íi) dim(F(,,,)) < dim(F(o,-,J) :S dim(Q)- L 

Note que, se urna desigualdade define faceta em Q, então não pode existir uma outra 
desigualdade válida com respeito a Q que seja um lifting dela. 

1.3.2 Caracterizando Facetas 

Dois são os métodos usuais utilizados para se caracterizar inequações válidas que definem 
facetas em um certo poliedro Q. O primeiro, o qual deriva da própria definição de faceta e 
por isso é chamado método direto, consiste em mostrar a existêncía de exatamente dim( Q) 
vetores afim independentes que satisfazem a inequação na igualdade. O segundo método, 
o qual é chamado de método indireto, baseia-se no resultado abaixo. 

Teorema 1.4 Seja (A"\ b=) o conjunto de igualdades de Q Ç JRn e seja F= {x E Q : 
1fX = 1fo} uma face própria de P. As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) F é uma faceta de P. 

{ii) Se Àx = .\0 para todo x E F 1 então 

para algum o: E IR+ e algum u E JRIA"'I, 

A utilização do método direto na caracterização de desigualdades que definem facetas, 
via de regra, só é viável quando lidamos com desigualdades estruturalmente muito simples. 
Quando tratamos de desigualdades estruturalmente mais complexas a aplicação deste 



1.3. Conceitos Básicos de Teoria Políedral 14 

método se torna quase impraticável. Na maioria das provas encontradas na literatura de 
que certas inequações válidas definem faceta o método utilizado é o indireto. Contudo, 

a aplicação do método indireto pode apresentar alguma dificuldade quando o poliedro 

considerado não possuí dimensão plena. No caso onde o poliedro possui dimensão plena 
' 

uma faceta é definida por um único hiperplano do espaço de soluções e assim basta 

mostrar que as ínequações 1rx :S tro e ..\x :S Ào- definem este mesmo hiperplano, i.e., que 
Àx :S ..\0 é um múltiplo escalar positivo de 1rx :S 1r0 • No caso oposto, urna faceta pode 

ser definida por um número infinito de hiperplanos e desta forma devemos mostrar que 

o hiperplano definido por 1rx 5 tr0 consiste em uma certa rotação do hiperplano definido 

por ÀX 5 ..\o. 

Em face a esta dificuldade, quando o poliedro Q, definido pela envoltóría convexa do 
problema de PI que estamos tratando, não possui dimensão plena, é uma prática usual 

optarmos por estudar a estrutura facial de um poliedro de dimensão plena Q :J Q, no 
qual toda solução que otímiza a função objetivo do problema de PI original é um de seus 

vértices. O corolário abaixo formaliza a caracterização de faceta quando o poliedro possui 

dimensão plena. 

Corolário 1.1 Se Q Ç lRn possui dimensão plena e F= {x E Q: 1rx = 1fo} é uma face 

própria de P. As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i} F é uma faceta de P. 

(ii} Se ..\x = ..\0 para todo x E F, então 

(,\,,\0 ) = (a~,anro) 

para algum a E JR+. 

Visto como caracterizar desigualdades que definem facetas em um certo poliedro, uti­
lizamos o resto desta seção para discutir a importância desta classe de desigualdades. 

Seja X o conjunto de soluções viáveis de um problema de FI e seja conv(X) a envoltória 
convex-a de X. Urna envoltória convexa define um poliedro e assim pode ser representada 
através de um sistema de desigualdades lineares Ax :S b. Pelo Teorema 1 .3, se estas 

desigualdades são conhecidas, e seu número é polinomial, podemos solucionar o problema 
em tempo polinomial, visto que todos os vértices deste poliedro estão em coordenadas 

inteiras. Ocorre que, um sistema de desigualdades lineares Ax:::; b que define conv(X) é 
minimal se e somente se toda inequação em Ax ::S b define faceta em conv (X). 
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Da afirmação acima vemos que, no sentido que foi definido na Seção 1.2.1, uma desi· 
gualdade que define faceta não é dominada por nenhuma outra. De fato

1 
teoricamente, 

dizemos que uma desigualdade válida é tanto mais forte quanto maior é a dimensão da 
face que ela define: e desta forma não existe, desigualdade mais forte do que aquela que 
define faceta. Na prática, a utilização de desigualdades válidas fortes é o principal mo~ 
tivo para o sucesso apresentado pelo método branch-and-cut na resolução de problemas 
combinatórios notoriamente difíceis. 

Infelizmente\ via de regra, não se conhece todas as inequações que definem as facetas 
de conv(X). Além disso, o número destas facetas costuma ser exponencial no tamanho 
da entrada do problema original. Contudo, dada uma função objetivo, para que possamos 
resolver o problema em tempo polinomial, através de sua relaxação linear, basta que as 
desigualdades que definem uma solução ótíma estejam presentes na formulação de PI do 
problema. Isto sugere que, dada uma função objetivo, apenas certas classes de facetas 
são necessárias para que o problema possa ser resolvido computacionalmente. 

A Figura 1.3 [dS93] ilustra a .idéia de um algorítmo cutting~planes que utiliza ape~ 
nas desigualdades que definem facetas. O exemplo é o mesmo da Figura 1.2) onde os 
segmentos de linha pontilhados limitam a envoltória convexa das soluções do problema 

(conv(X)). Na Figura 1.3(a) a solução ótima da relaxação linear) a qual é fracionária: 
é eliminada através da inserção de uma desigualdade que define faceta em conv(X). Na 
Figura 1.3(b) a nova solução ótima da relaxação linear anteriormente fortalecida é nova­
mente eliminada por outra desigualdade que define faceta. Finalmente, na Figura 1.3(c), 
apesar do poliedro definido pela nova relaxação línear não corresponder a conv(X) 1 a 
solução ótima da relaxação linear está em X e desta. forma é também uma. solução ótima 
do problema de PL 

1.3.3 A Equivalência entre Otimização e Separação 

Na seção anterior mencionamos que na maioria dos casos o númer-o de facetas de um 
poliedro é exponencial. Nesta seção apresentamos um resultado fundamental para teoria 
de combinatória poliédrica, o qual mostra. que, dentro da. abordagem de planos~de~cortes, a 
complexidade de um problema de otimização está mais intimamente ligada à complexidade 
de se efetuar um corte do que ao número de cortes efetuados. 

Considere os seguintes problemas: 

Problema da Otimização para uma Família de Poliedros: 

Dado um vetor c E JEC e um poliedro Q Ç JRn da famHia especificada, determinar 
o ponto x" E Q tal que ex $ ex" para todo x E Q. 
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Figura 1.3: Esboço do funcionamento de um algoritmo cutting-planes que utiliza desi­
gualdades que definem facetas. 
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Problema da Separação para uma FamJJia de Poliedros: 

Dado um ponto y E lR11 e um poliedro Q Ç /Rn da família especificada, decidir se y 
está, ou não, em Q e, em caso negativo, encontrar uma inequaç.ão 1rx s; 7ro válida 
com respeito a Q tal que 1ry > 7ro. 

O seguinte teorema1 devido à Grôtschel 1 Lová.sz e Schrijver [GLS88], mostra que estes 
problemas possuem complexidades equivalentes. 

Teorema 1.5 Dada uma famz1ia de poliedros, existe um algoritmo polinomial para o 
problema da otimização se e somente se existe um algm·itmo polinomial para o problema 

da sepamção. 

Dentre as implicações que advém deste resultado ressaltamos que, para poliedros as­
sociados a problemas NP-difíceis não devemos esperar que algoritmos polinomiais para 
o problema da separação sejam encontrados, a menos que P = NP. Desta forma, se o 
problema de PI é NP-difícil e estamos utilizando um dado algoritmo cutting-planes para 
resolvê-lo, então deve existir algumas instâncias para as quaís este algoritmo terminará 
com uma solução fracionária. Suponha que :F é o conjunto de famílias de desigualdades 
que este algoritmo utiliza como corte, para que o algoritmo seja capaz de eliminar todo 
ponto fracionário obtido no processo sempre deve existir uma desigualdade em :F que 
elimine estes pontos, assim, mesmo que para algumas das farm1ias de inequações em :F o 
problema da separação seja polinomial, pelo Teorema 1.5, devem existir outras famHias 
para as quais o problema de separação é NP-difícil, 

1.4 Organização da Dissertação 

Os capítulos restantes desta dissertação estão organizados tal como se segue. 

No Capítulo 2 apresentamos uma coletânea dos principais resultados e métodos de 
resolução referentes ao PTCM. Apresentamos versões generalizadas do PTCM que são 
NP-difíceis, discutimos os principais métodos de resolução aproximada e apresentamos os 
principais avanços no sentido de se resolver este problema à otimalidade. 

No Capítulo 3 apresentamos o primeiro dos dois modelos de PI que propomos para 
o problema, o modelo baseado em segmentos. O nome dado ao modelo advém da asso­
ciação realizada entre suas variáveis e os segmento em S( P). Além de mostrarmos como 
formular o problema através de PI, mostramos como fortalecer o modelo através da in­
serção de desigualdades válidas fortes para o problema. Mostramos ainda que algumas 
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destas desigualdades definem facetas no politopo monótono e apresentamos exemplos do 

impacto computacional da inserção destas desigualdades no modelo proposto. 

No Capítulo 4 apresentamos o modelo baseado em triângulos, modelo no qual as 
variáveis estão associadas aos triângulos em ~(P). Inicialmente, mostramos que em 

decorrência da semelhança entre a definição do problema sobre triângulos e sobre seg­

mentos, os principais resultados (desigualdades) válidos para o modelo baseado em seg­

mentos, quando devidamente reinterpretados, também são válidos para o modelo baseado 
em triângulos. Em seguida, baseados no trabalho de Loera et. al [dLHSS96), apre­

sentamos outras possibilidades de formulações de Pl oferecidas por este modelo. Como 

veremos no capítulo que trata dos resultados computacionais, foi justamente com uma 

destas possibilidades que obtivemos nossos melhores resultados. Finalmente, concluímos 

o capítulo apresentando uma classe de desigualdades que não é válida para o poli topo das 
triangulações planares, como todas as outras apresentada.'>, mas sim para o politopo das 
triangulações minimamente locais) uma classe especial de triangulações planares da qual 

a TCM faz parte. 

No Capítulo 5 apresentamos os resultados computacionais obtidos utilizando os mo­

delos propostos e descrevemos os principais aspectos dos algoritmos empregados nos ex­

perimentos. 

Finalmente1 no Capítulo 6 apresentamos nossas conclusões e discorremos sobre possíveis 

extensões deste trabalho. 



Capítulo 2 

Abordagens Anteriores 

Apresentamos neste capítulo uma compilação dos principais trabalhos referentes ao 
PTCM encontrados na literatura. Nosso intuito é fornecer ao leitor uma visão geral do 
que se conhece sobre o problema. Pa.ra isto1 dividimos a compilação em três partes. Na 

Seção 2.1 apresentamos problemas correlatos ao PTCM os quais são comprovadamente 

NP.difíceis. A Seção 2.2 é dedicada à apresentação dos principais métodos heurísticos 
utilizados na resolução do problema e, finalmente, na Seção 2.3 discutimos os princlpais 

resultados relativos à resolução exata do PTCM. 

2.1 Problemas Correlatos NP-difíceis 

A prova de que um certo problema pertence à classe dos problemas NP-difíceis invaria· 

vehnente exige o estudo de outros problemas a este associados os quais estão nesta classe. 
Realizar tal prova consiste em mostrar ser possível reduzir polinomialmente o problema 
NP-difícíl ao problema considerado. Ou seja, mostrar ser possível, em tempo polinomial, 
transformar uma instância qualquer do problema NP-difícil em uma instância do pro­
blema considerado e com base na resposta do último determinar a resposta do prirneiro1

. 

Assim, o fato de um certo problema cuja complexidade é desconhecida ser semelhante, 
em termos da instância fornecida e da resposta exigida, a um problema NP-difícil pode 
ser um indício de que o primeiro problema também o seja. 

Com base nesta observação e no sentido de mostrar ser o PTCM um problema NP­
difícil, alguns autores dedicaram-se à identificação de problemas envolvendo triangulações 

1 Para maiores informações a respeíto do estudo da complexidade de problemas e provas de NP­
completude sugerimos [HS84]. 

19 
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planares os quais fossem comprovadamente NP-difíceis. Apresentamos na seqüência os 

três principais problemas derivados deste esforço. 

Problema da Existência de uma Triangulação (PET) 
' Instância: Um conjunto finito P de pontos no plano e um subconjunto de segmentos de 

reta S' Ç S(P). 
Questão: O subconjunto S 1 contém alguma triangulação planar de P? 

Este problema foi introduzido originalmente por Lloyd em [Llo77]. Neste trabalho o 
autor mostra) através de uma redução do problema da satisfatibilidade (SAT) 1 que o PET 

é um problema NP-completo. 

Apesar de envolver triangulações planares, o PET não se assemelha muito ao PTCM, 
no sentido em que na instância não são considerados todos os segmentos em S( P) e na res­
posta não se discute o custo da triangulação, e sim sua existência. Contudo) este resultado 
apresenta seu maior mérito no fato de possibilitar a prova de que certas generalizações do 

PTCM são NP-difíceis. 

Na primeira destas generalizações consideramos todos os segmentos em S(P), porém 

permitimos que os custos atribuídos a estes segmentos sejam arbitrários. 

Problema da :friangulação de custo mínimo com Custos Arbitrários (PTCA)2 
Instância: Um conjunto finito P de pontos no plano1 uma função custo f ; S( P) -+ X+ 
e um inteiro positivo k. 
Questão: Existe uma triangulação planar T Ç S(P) de P cujo custo total L;,ET f(s) seja 
menor ou igual a k? 

Teorema 2.1 O PTCA é NP-completo. 

Prova: Como todo segmento em S( P) possui custo inteiro, o custo total de T pode 
facilmente ser computado em tempo polinomial. Assim, o problema claramente está em 
NP. Para completar a prova mostramos ser possível reduzir polinomíalmente o PET ao 

PTCA. 

Seja (P, S') uma instância do PET. Definimos a função de custo f da seguinte forma: 

f(s)={~: 
se s E S', 
caso contrário. 

20 conceito de triangulação de custo mínimo com custos arbitrários não é encontrado na literatura. 
A apresentação do PTCA neste capítulo se deve ao fato de que a prova de sua N ?-completude é essenci­
almente idêntica à prova do Teorema 6.1 apresentado po:r Heath e Pemma:raju em [HP94]. 
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Considere agora a seguinte instância para o PTCA: (P, ft k = 0). É fácil observar que 
existe uma triangulação planar de P em S' se e somente se a resposta do PTCA for 
afirmativa, i.e., existe uma triangulação planar T Ç S(P) tal que LseT f(s) :S O. Con­
seqüen~emente, o PET pode ser reduzido poHnomialmente ao PTCA, o que concluí a 
prova. o 

O principal problema desta generalização, para o propósito de mostrar-se que o PTCM 
é um problema NP-difícil, é o fato de não considerar uma propriedade inerentemente 
geométrica do PTCM: neste último o custo de um segmento é determinado pela distância 
euclideana de seus extremos. lnformaçôes geométricas como esta podem ser decisivas na 
complexidade de um certo problema. 

Uma outra generalização para o PTCM que contorna este empecilho foi proposta por 
Heath e Pemmaraju [HP94}. Nesta generalização não são considerados todos os segmentos 
em S(P), porém os custos utilizados são os mesmos do PTCM. 

Problema da Triangulação de Custo Mínimo Generalizado (G-PTCM) 
Instância: Um conjunto finito P de pontos no plano 1 um subconjunto de segmentos 
S' Ç S( P), o qual contém pelo menos uma triangulação de P, e um racional positivo k. 
Questão: Existe uma triangulação em S' cujo custo, dado pela soma total dos compri­

mentos de seus segmentos de reta, não exceda a k? 

Através de uma redução do PET os autores mostram que o G-PTCM é NP-difícil. A 
proximidade entre o PTCM e o G-PTCM levou estes mesmos autores a conjecturar que 
também o PTCM é um problema NP-difícíl. 

2.2 Resolução Aproximada 

Em face à inexistência de algoritmos eficientes (polinomiais) capazes de resolver o PTCM 
à otimalidade, uma alternativa natural é tentar resolver o problema de forma aproximada. 
Nesta abordagem, o principal objetivo é identificar métodos eficientes capazes de produzir 
soluções que se aproximem da solução ótima. No caso do PTCM, estes métodos devem 
produzir triangulações planares cujos custos se aproximem do custo da TCM. As mais 
tradicionais aproximações utilizadas com este intuito encontradas na literatura são as 
triangulações de Delaunay e gulosa. Nesta seção descrevemos estas duas aproximações, 
como computá-las e a garantia de qualidade que oferecem. Além disso, discutimos uma 
variação da triangulação gulosa, a qual dentre as aproximações conhecidas para o PTCM 
é a que oferece a melhor garantia de qualidade. 
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2.2.1 A Triangulação de Delaunay 

Tradicionalmente a triangulação de Delaunay é definida como o dual de um outro objeto 
clássico em geometria computacional: o diagrama de VoronoL Seja P um conjunto finito 
de pontos no plano. O diagrama de Voronoi de P é uma coleção de regiões Rp do plano, 
uma para cada ponto p E P, tal que um ponto qualquer q do plano está na região Rp se 
e somente se o ponto p é o ponto mais próximo a q dentre todos os pontos de P. 

A triangulação de Delaunay é então definida da seguinte forma. Dado o diagrama de 
Voronoi V de P, dois pontos t, u E P estão ligados por um segmento na triangulação de 
Delaunay se e somente se a.s regiões Rt e Ru são vizinhas em V. Na Figura 2.1 encontra­
mos uma ilustração gráfica do enunciado acima, onde as linhas tracejadas representam o 
diagrama de Voronoi, enquanto as linhas cheias representam os segmentos da triangulação 

de Delaunay. 

' 

~' .. 
! ',,, . . 
' 

Figura 2.1: Diagrama de Voronoi e triangulação de Delaunay. 

Alternativamente, a triangulação de Delaunay pode ser definida como a triangulação 
planar D, onde pq E D se e somente se existe um círculo que passa por p e q que não 
contém nenhum outro ponto de P. Utilizando esta última definição podemos computar 
a triangulação de Delaunay através de um a1goritmo baseado na estratégia de divisão e 

conquista [dRS94]. 

Inicialmente, particionamos o conjunto P em doís subconjuntos P' e P" com aproxi~ 
madarnente a mesma cardÍnalidade1 através de uma reta r no plano. Então, construímos 
de forma recursiva as triangulações de Delaunay de P' e P", respectivamente D' e D", e 
as utilizamos para montar a triangulação de Delaunay de P. 

Na realização deste último passo utilizamos o conceito de bolha ambulante. De posse 
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de D1 e D", utilizamos um círculo que percorre o espaço entre as duas triangulações, 
mantendo sempre contato com pelo menos um vértice de cada uma, sem contudo incluir 
outros vértices em seu interior. Os pares de vértices tocados pelo círculo determinam 

os segmentos a serem acrescentados entre D' e JY' a fim de formar a triangulação de 
Delaunay de P. Neste processo 1 os segmentos de D' e D11 que interceptam os novos 

segmentos inseridos devem ser descartados. 

O algoritmo acima foi proposto originalmente por Guibas e Stolfi em [GS85]. Neste 
trabalho os autores mostram que este algoritmo pode ser implementado de forma a compu­
tar a triangulação de Delaunay em tempo O( n lg n) utilizando O( n) em armazenamento. 
Em termos de complexidade, este algoritmo se equivale aos melhores existentes. 

Qualidade da Solução Obtida 

Através do contra-exemplo exibido na Figura 2.2, Lloyd [Llo77J mostrou nã.o ser a tri­
angulação de Delaunay equivalente à TCM. Neste exemplo, é fácil observar que a trian­
gulação (a) tem custo menor que a triangulação de Delaunay vista em (b) (onde as linhas 
tracejadas representam o diagrama de Voronoi). 

(a) 

Figura 2.2: Contra-exemplo da triangulação de Delaunay. 

Para instâncias arbitrárias, Manacher e Zobrist [MZ79] mostram que o custo da trian­
gulação de Delaunay pode ser pelo menos um fator de f!(n/lgn) maior que a TCM. Pos­
teriormente, Kirkpatrick [Kir80] fortaleceu este resultado mostrando que a triangulação 
de Delaunay pode ser pelo menos um fator de f!(n) maior que a TCM. De fato, até o 
momento não existe prova de que a triangulação de Delaunay ofereça qualquer garantia 
de qualidade. 
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2.2.2 A Triangulação Gulosa 

A triangulação gulosa, como o nome sugere, é uma triangulação planar derivada da 
aplicação direta da estratégia gulosa. Nesta estratégia o conjunto solução é construído de 

• 
forma incrementai onde, iniciando-se com um conjunto vazio, a cada passo o algoritmo 
utiliza-se de um critério de otimização local para conduzir de uma solução parcial à outra. 
No caso da triangulação gulosa) começando-se com um conjunto vazio, a solução é cons­
truída através de um algoritmo que a cada passo adiciona ao conjunto o menor segmento 
que não intercepta nenhum dos segmentos previamente adicionados. 

De forma direta, a triangulação gulosa pode ser computada como se segue. Inicial­
mente, ordena-se os (2) segmentos em ordem não decrescente de custos. Em seguida, 
varre-se estes segmentos nesta ordem. Para cada segmento selecionado testa-se sua com­
patibilidade com os segmentos previamente adícionados à triangulação, e caso não se 

interceptem adiciona-se o segmento ao conjunto. Não é difícil verificar que este algoritmo 
requer espaço O(n2 ) (número de segmentos ligando os pontos considerados) e tempo 

t(n) = O(n' lgn + n 2 f(n) + ng(n)), 

onde n 2 1gn é tempo gasto para ordenar os segmentos, J(n) é o tempo gasto para testar 
a compatibilidade de cada segmento selecionado com os previamente adicionados, e g( n) 
é o tempo necessário para atualizar a estrutura de dados utilizada no processo, sempre 
que um novo segmento é adicionado à soluç.ão parcial. 

Ingenuamente, podemos implementar o algoritmo acima da seguinte forma. Armaze­
nando-se os segmentos que compõem a triangulação em uma lista (tempo necessário para 
atualização 0(1)), a cada segmento selecionado no processo de varredura testa-se se este 
segmento intercepta algum dos segmentos contidos na lista (no máximo O(n) segmentos). 
Claramente, esta implementação possui uma complexidade de tempo O(n3 ). Contudo, 
Gilbert [Gil79) propõe uma estrutura de dados mais refinada, através da qual é possível re­
alizar o teste de compatibilidade em O(lg n) gastando-se somente O( n lg n) na atualização, 
baixando-se assim o tempo requerido pelo algoritmo para O( n2 lg n ). 

Uma abordagem alternatíva a gerar todos os segmentos e então de forma iterativa 
determinar aqueles que compõem a triangulação gulosa é gerar apenas segmentos com­
patíveis1 i.e., segmentos que com certeza estão em uma mesma triangulação gulosa. De 
fato, utilizando esta abordagem, Levcopoulos e Krznaric [LK94J mostraram que a tri­
angulação gulosa pode ser computada a partir da triangulação de Delaunay em tempo 
linear, o que implica que também a triangulação gulosa pode ser computada em O(n lg n) 
utilizando apenas O( n) em armazenamento. 
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Qualidade da Solução Obtida 

Assim como a triangulação de Delaunay, a triangulação gulosa também não equivale à 
TCM, como pode ser observado no contra-exemplo da Figura 2.3 [Llo77] (onde são dadas 

' --as coordenadas de cada ponto). No exemplo, a TCM é dada pelos segmentos { ab, bc, 
cd, de , ae, ac, êe }, e a triangulação gulosa pelos segmentos { ab, bc, cd, de , ae, 
bd , be } . As duas triangulações diferem apenas nos segmentos interiores. No entanto, 

enquanto o custo total dos segmentos ac e ce é aproximadamente 172 o custo total de 
bd e be é aproximadamente 187. 

c, (80, 30) 

~ 
a, (0, 0) e, {160, 0) 

Figura 2.3: Contra-exemplo da triangulação gulosa. 

Em [MZ79], Manacher e Zobrist mostram que existe uma configuração de pontos para 
a qual o custo da triangulação gulosa pode ser pelo menos um fator de f!(n 113

) maior 
que a TCM. Fortalecendo este resultado, Levcopoulos [Lev87] mostrou que este limite 
pode ser de até !1( v"fi). Recentemente, Levcopoulos e Krznaric [LK96a] mostraram que 
este último limite é o pior caso da triangulação gulosa, i.e., a razão entre o custo de uma 
triangulação gulosa e .de uma TCM não é maior que O( y'n). 

2.2.3 A Triangulação Quase-Gulosa 

Apesar das triangulações gulosa e de Delaunay não oferecerem boas garantias de quali­
dade, resultados empíricos parecem indicar que elas funcionam bem na prática. De fato~ 
se os pontos estão uníformemente distribuídos, o custo esperado destas duas aproximaçi>es 
é um fator constante do custo da TCM [LL91]. Além disso, se os pontos de P estão so­
bre a fronteira de sua envoltória o custo da triangulação gulosa não excede a um fator 
constante do custo da TCM [LL87]. 

Com relação à triangulação gulosa, confirmando as expectativas fomentadas pelas 
observações acima, Levcopoulos e Krznaric [LK96aJ mostraram que a configuração de 
pontos apresentada em [Lev87] é a única na qual a razão entre o custo da triangulação 
gulosa e o da TCM não é limitado por 0(1). Baseados nesta constatação os autores 
propõem uma alteração nos algoritmos utilizados para computar a triangulação gulosa, 



2.3. Resolução Exata 26 

de forma. a. evitar este caso patológico. A triangulação produzida por este algoritmo é 
chamada pelos autores de triangulação quase-gulosa. 

2.3 1.. 
Resoluçao Exata 

O fato de não se conhecer algoritmo polinomial capaz de computar a TCM de um conjunto 
arbitrário de pontos, não se deve à inexistência de trabalhos que abordem o tema. É 
fato que o número de trabalhos na literatura que abordam a resolução aproximada do 
problema é significativamente maior que o número de trabalhos que abordam a resolução 

exata. Contudo, trabalhos desta segunda linha têm apresentado relevantes resultados, 
os quais, ocasionalmente, têm sido extremamente úteis mesmo no aprimoramento dos 
métodos aproximados existentes [HP94]. Nesta seção sumarizamos estes resultados. 

2.3.1 Casos Polinomiais 

O primeiro resultado importante quanto à resolução exata do PTCM foi apresentado 

em [Gil79]. Neste trabalho Gilbert mostrou ser possível, através de uma abordagem de 
programação dinâmica, computar a TCM de um polígono simples em tempo polinomial. 

Seja P um polígono simples com vértices Po1 Pt, ... ,pn-l· O algoritmo proposto baseia~ 
se no fato de que o problema sobre P pode ser definido recursivamente sobre sub polígonos 

simples de P (polígonos cujos segmentos são lados ou diagonais de P). Seja C[i, i+ j] o 

custo da TCM de um polígono P' limitado por Pi+jPi e pelos segmentos de PiPi+I até 
Pi+i 1Pi+i , onde os índices são módulo n. Se PiPi+ i intercepta algum dos lados de P, 
então P' não é um subpolígono de P, e assim fazemos C[i, i + jJ := oo. Caso contrário, 
P>Pi+i é um lado ou uma diagonal de P. Em ambos os casos, P>Pi+i é um dos lados 

de algum triângulo na TCM de P', e este triângulo particiona P' em dois subpolígonos 
menores (possivelmente vazios) 1 cujas triangulações devem ser ótimas. Assim temos que: 

C[i,i+j]:=]p;+;Pd+ min (C[i,i+k]+C[í+k,i+j]). 
k-""1..;~1 

Na Figura 2.4 apresentamos o algoritmo que utiliza os resultados acima para computar 
a TCM de P. Neste algoritmo a TCM é armazenada em T[O,n- 1] e seu custo em 
C[O, n -1}. Devido à necessidade de armazenar a tabela C[i,j] o algoritmo requer espaço 
O(n2). A complexidade de tempo do algoritmo é limitada pelo passo 2 o qual, devido à 
existência de 3 laços aninhados, sobre as variáveis i, j e k (operação mín), requer tempo 
O(n3 ). 



2.3. Resolução Exata 

1. Para i ::;:;; O até n - 1 faça 

C[ i, i]:= o. 
2. Paraj := 1 até n -1 faça 

Para i := 1 até n- 1 faça 

C( P. ·p· ) ·- { I Pi+iPi J, 
t+J t ·- oo, 

se Pi+iPi está totalmente contido em P , 
caso contrário. 

C[i, i+ j] := c( Pi+iPi ) + min,=L.j-1 (C[ i, i+ k] +C[ i+ k, i+ j]). 

T[i, i+ j] := { P<+iPi } U T[i, i+ k] U T[i + k, i+ j]. 
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Figura 2.4: Algoritmo de programação dinâmica para determinar a TCM de um polígono 
simples. 

O algoritmo proposto por Gilbert foi posteriormente alterado de forma a possibilitar 
a computação de um objeto maís genérico que um polígono simples, uma célula [HP94J. 
Uma célula de um conjunto de pontos P consiste em um conjunto de segmentos que 

formam uma árvore geradora do grafo G = (P, S(P)) acrescido dos segmentos que limitam 

a envoltória convexa de P. Toda célula pode ser unicamente representada através de uma 
seqüência de vértices ]Jo,p11 ••• ,Pn-l obtida percorrendo-se esta célula em algum sentido, 
p.ex., o anti-horário. Para exemplificação, considere a célula exibida na Figura 2.5. Esta 

célula pode ser representada através da seqüência 1, 2, 3, 2, 1, 4, 5, 4} 6, 7, 8, 9} 10, 9, 8, 7, 

11, 12, 13, 14, 13, 12, 11, 15. Note que esta seqiiênda não é composta exclusivamente de 

vértices distintos. Contudo, para os propósitos do algoritmo cada elemento da seqüência 

é tratado como um vértice distinto. De posse da seqüência que define uma célula, o 

algoritmo de programação dinâmica que computa o restante dos segmentos da TCM 

é similar ao apresentado na Figura 2.4, exceto que agora os segmentos em S(P) que 

interceptam algum dos segmentos que compõem a célula não devem ser considerados, o 

que pode ser feito atribuindo-se um custo suficientemente elevado a estes segmentos. 

Com base no resultado acima, vemos que computar a TCM em tempo polinomial 

equivale a determinar um conjunto T' ç; S(P) de segmentos que está contido em uma 

TCM, tal que o grafo G = ( P, T') seja conexo, pois neste caso T' contém uma célula e 

o restante dos segmentos da TCM podem ser computados em O(n3
). Fortalecendo este 

resultado, Cheng, Golin e Tsang [CGT95J mostraram que mesmo que G não seja conexo 

o problema pode ser resolvido em O( nk+2), onde k é o número de componentes conexos 

de G. 
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Figura 2.5: Exemplo de uma célula de 15 pontos. 

2.3.2 Determinando Subconjuntos não Triviais da TCM 

A possibilidade de computar a TCM em tempo polinomial a partir de um subconjunto 

de seus segmentos motivou trabalhos no sentido de determinar conjuntos de segmentos 
T Ç S(P) que estão em alguma TCM. Os segmentos que limitam a envoltória convexa de 

P formam um subconjunto trivial de qualquer TCM. Gilbert [Gil79J mostrou que o menor 
segmento em S(P) também está em qualquer TCM. No restante desta seção descrevemos 
dois métodos capazes de computar subconjuntos da TCM menos triviais que estes dois. 

O !l-Esqueleto 

O conceito de P-esqueleto foi proposto originalmente por Kírkpatrick e Radke [KR85]. 
Sejam p, q E P. A vizínhança proibida F(p, q) de p e q é definida como a união de dois 
discos de raio 111 pq 1/2, com !1 2: 1, que passam sobre p e q (Figura 2.6). O !l-esqueleto 
de P é definido como sendo o seguinte conjunto de segmentos: 

B(P)={pq ES(P):F(p,q)n(P\{p,q))=0}. 

Em [Kei94], Keil mostra que o V2-esqueleto está contido em qualquer TCM. Mais 
recentemente, Cheng e Xu [CX96J melhoraram este resultado provando que o ,8-esqueleto 
está contido em qualquer TCM quando !1 2: 1.17682. 

Note que, por definição, se um certo segmento pq está em um ,8-esqueleto, então 
existem dois círculos que passam por p e q e que não contêm nenhum outro ponto de P 
em seu interior. Ocorre, que a existência de um destes círculos já é condição suficiente 
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... --- ... 
' ' ' ' ' ' ' p ' u 
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' ' ' ' 
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' • v ' q 
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Figura 2.6: A vizinhança proibida F(p, q), I pu I = I pv I= Pl pq lf2. 

para que o segmento pq pertença a triangulação de Delaunay de P. Em outras palavras, 
um ,8-esqueleto sempre é um subconjunto da tríangu]ação de Delaunay. Kirkpatrick e 
Radke [KR85J mostraram que este fato possibilita computar tais esqueletos a partir da 
triangulação de Delaunay em tempo linear, ou seja, em tempo total O(nlgn). 

Na Figura 2.9(a) apresentamos o 1.17682-esqueleto de um conjunto de 80 pontos. 
Como pode se observar este conjunto de segmentos não conecta todos os pontos considera­

dos, mesmo que a ele adicionemos os segmentos que limitam a envoltóría convexa. De fato, 
Cheng, Golin e Tsang [CGT95] mostraram que no caso onde os pontos estão uniforme­
mente distribuídos o número esperado de componentes conexos no grafo G = (P,B(P)), 
para j1?: 1.17682, é !l(n). 

O LMT-Esqueleto 

Seja T uma triangulação planar de P. Se o segmento pq E T não está na envoltória 
convexa de P, então este segmento é um dos lados de dois triângulos vazios formados 
por T. Juntando estes dois triângulos formamos um quadrilátero, do qual pq é uma das 
diagonais. Caso este quadrilátero seja convexo existe uma outra diagonal uv . Dizemos 
que pq é minimamente local se o quadrilátero não é convexo (Figura 2.7(a)), ou se, em 
caso contrário, I pq I SI iW I (Figura 2.7(b)). 

p 

u.,<----..0.... 
q 

(a) 

·~ : ·-·--·-···-. 
q ' 

(b) 

Figura 2.7: Exemplos de segmentos minimamente locais. 

Uma triangulação planar onde todos os segmentos são minimamente locais é chamada 
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de triangulação minimamente local. Claramente, toda TCM é uma triangulação mini­
mamente local. Infelízmente, a recíproca não é verdadeíra, p.ex., a triangulação gulosa é 
minimamente local1 porém, não equivale obrigatoriamente à TCM. 

Nos exemplos da Figura 2. 7 os quadriláteros apresentados fornecem uma garantia de 
que o segmento pq é minimamente local em alguma triangula.çã.o planar de P. Neste 
caso, dizemos que os triângulos que compõem estes quadriláteros fornecem um certificado 
para o segmento pq . É fácil constatar que segmentos que não possuem certificados não 

podem estar em nenhuma triangulação minimamente local. 

Baseado neste fato, Dickerson e Montague [DM96J propõem um algoritmo capaz de 
identificar segmentos que estão contidos em qualquer triangulação rrúnimarnente local, e 
por conseguinte, na TCM. Este conjunto de segmentos foi denominado pelos autores de 
LMT-esqueleto. O LMT-esqueleto não corresponde obrigatoriamente ao maior conjunto 
de segmentos que está contido em qualquer triangulação minimamente local, os segmentos 
que o compõem são definidos algoritmicamente. 

Na Figura 2.8 apresentamos este algoritmo. Devido à existência da lista candTris, este 
algoritmo requer espaço O( n3 ). Os passos 1, 2, 3 e 4 podem ser efetuados, respectivamente, 
em tempo O(n3 ) [EORW92], O(n2

), 0(1) e O(n). O passo 5 consiste de um laço de 
O(n2 ) iterações: uma para cada segmentos. A complexidade do passo 5(a) é dada pelo 
número de triângulos que s possui de cada lado, o qual é limitado por O(n2 ), enquanto, 
a complexidade do passo 5(b) é limitado pelo tamanho de candSegs, i.e., O(n2 ). Como 
o passo 6 pode ser executado até O(n2 ) vezes, o tempo total requerido pelo algoritmo 
é O(n6 ). 

A Figura 2.9(b) apresenta um exemplo de um LMT-esqueleto para um conjunto de 
80 pontos. Note que este conjunto conecta todos os pontos considerados, de forma, que o 
restante dos segmentos da TCM podem ser computados em tempo polinomial. De fato, 
nos testes realizados em [DM96J, via de regra, o grafo euclideano G = (P, T'), onde T' 
é o LMT-esqueleto de P~ mostrou-se conexo. Contudo~ Boset Devroye e Evans [BDE96] 
mostraram que para certa configuração específica de pontos o número de componentes 
conexos deste grafo pode ser f!(n). 

2.3.3 A Abordagem de PI 

Pouco se investigou sobre a possibilidade de resolução exata do PTCM através de téçnica.s 

de PI. Até o momento da redação deste texto apenas dois trabalhos nesta linha haviam 
sido ídentificados. 

O primeiro destes trabalhos, desenvolvido por Kyoda [Kyo96], é extremamente seme-
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1. candTris := Uma lista de todos os triângulos vazios com extremos em P. 

2. rondSegs := Uma lista de todos os1segmentos de reta com extremos em P. 

3. LMT := Uma lista vazia. 

4. Remova os segmentos que limitam a envoltórla convexa de candSegs e insira-os em LMT. 

5. Para cada segmento s E candSegs faça 

(a) Se não existem dois triângulos em candrris capazes de fornecer um certificado ao 
segmento s, então remova s de candSegs e remova todos os triângulos contendo 8 de 
candTris. 

(b) Se 8 não intercepta qualquer outro segmento em candSegs ou LMT, então adicione-o 
aLMT. 

6. Se a lista candSegs foi alterada no passo 5, então execute o passo 5 novamente. 

Figura 2.8: Algoritmo que define o LMT -esqueleto. 

I 

(a) 1.17682-esqueleto. (b) LMT-esqudeto. 

Figura 2.9: Exemplos de subconjuntos da TCM de um conjunto de 80 pontos. 
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lhante ao que aqui realizamos com o modelo baseado em segmentos. Apesar de ambos os 
trabalhos terem sido desenvolvidos de forma independente, a formulação de PI utilizada 
por Kyoda é idêntica a apresentada no Capítulo 3 e o algoritmo empregado para resolução 
computacic~nal também é um bronch-and-cut. A maior diferença identificada entre os dois 
trabalhos está nas rotinas de separação desenvolvidas. Contudo, em virtude da pequena 
quantidade de informações apresentada por Kyoda a cerca do desempenho computacional 
de sua implementação do branch-and-cut, fica difícil realizarmos uma comparação entre os 
dois trabalhos. Em uma das poucas referências ao desempenho de seu algoritmo, Kyoda 
diz que foi capaz de resolver o PTCM para instâncias de até 100 pontos. Como veremos 
no Capítulo 5, utilizando nossa implementação do branch-and-cut, fomos capazes de re~ 
solver o PTCM para instâncias de até 160 pontos com um tempo médio de computação 

pouco superior a 2 horas. 

O outro trabalho identificado foi realizado por Loera, Hosten, Santos e Sturmfels 
[dLHSS96]. Neste trabalho os autores também propõem uma formulação de PIque pode 
modelar o PTCM, mas que não foi originalmente proposta com esta intenção específica. 
Esta formulação modela uma generalização do conceito de triangulações planares, onde 
os pontos pertencem a JRd com d? 2 e as regiões limitadas formadas (triângulos quando 
d = 2) não são necessariamente vazias. Como já mencionamos, o modelo apresentado no 
Capítulo 4 é baseado fudamentalmente neste trabalho. 



Capítulo 3 

O Modelo Baseado em Segmentos 

Dedicamos este capítulo ao estudo de um modelo de PI para o PTCM através do qual seja 
possível identificar o conjunto de segmentos que caracteriza uma TCM. Para simplíficar, 

chamamos este modelo de modelo baseado em segmentos. 

Inicialmente, na Seção 3.1, mostramos como formular o PTCM como um problema de 

PI 0-1. Nas seções seguintes mostramos como fortalecer esta formulação inicial através da 
inserção de outras desigualdades válidas fortes. Mostramos ainda que estas desigualdades, 

ou casos particulares delas, definem facetas no poli topo monótono, e apresentamos exem­

plos do impacto computacional causado pela inserção de algumas destas desigualdades no 
modelo de PI proposto. 

3.1 Formulando o PTCM através de PI 

Considere um conjunto finito ordenado S e um de seus subconjuntos S' Ç S. Dizemos 
que o vetor x8 ' E JR!SI é o vetor de incidência de 8' se existe uma correspondência 

biunívoca entre seus componentes e os elementos de S, de tal forma que para cada um 
destes componente-S x~' temos que: 

x;' = { 1, o, 
sesES', 
se sE S\S'. 

Assim, dada uma triangulação planar T ç S(P) dizemos que XT E miS(P)I é o seu vetor 

de incidência se: 

33 
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se r] E Tt 
se Z] E S(P) \T. 

Seja Xj.p o conjunto de todos os vetores de incidência de triangulações planares de P. 
Representando por Cii o custo, ou comprimento, de cada segmento ij E S(P), observamos 
que determinax o vetor de incidência de uma TCM, e por conseguinte a própria TCM, 
consiste em resolver o seguinte problema: 

rrún 

Sujeito a 

L l;jXij 

i)ES(P) 

X E XTp· 

Logo, uma maneira de formular o PTCM como um problema de PI consiste em identificar 
um sistema de desigualdades lineares, cujas variáveis sejam os elementos do vetor x, que 
juntamente com um conjunto de restrições de integralidade sejam capazes de garantir a 
restrição x E Xj.p. Em outras palavras, as propriedades expressas por este sistema de 
desigualdades devem caracterizar as triangulações planares. 

Para que possamos apresentar uma formulação de PI cujas restrições satisfaçam este 
requisito consideremos a seguinte proposição. 

Proposição 3.1 Seja P um conjunto finito de n 2:: 3 pontos no plano. Toda triangulação 
planar de P possui" 3( n - 1)- h segmentos, onde h é o número de segmentos que limitam 
a envoltória convexa de P. 

Prova: Seja T Ç S( P) uma triangulação planar arbitrária de P. Como o grafo euclideano 
G = ( P, T) é planar 1 se f representa o número de faces de G, pela fórmula de Euler, 
temos que: n - !TI + f = 2. Além disso, é fácil constatar que a soma dos segmentos 
que limitam todas as faces (3 para cada face limitada e h para a não limitada) é igual a 
duas vezes o número total de segmentos, i.e., 3(f- 1) + h = 2JTI. De onde segue que 
!TI = 3( n - 1) - h. o 

Este resultado nos fornece uma forma alternativa de garantir que um conjunto de 
segmentos S Ç S(P) que dois a dois não se interceptam é uma triangulação planar. 
Representando a cardinalidade de uma triangulação planar de P por <P~( P), temos que o 
PTCM pode ser formulado como o seguinte problema de PI: 
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mm L CíjXij 

1)eS(P) 

Sujeito a x;; + xw :S 1, 11 íj , kC E S(P), tal que kC n ij f 01 

E X;j = ,P,(P), 
T;'ES(P) 

Xij 2:: Ü, 

Xij :::; 1, 

Xij E ~1 

1/ ij E S(P), 

1/ ij E S(P), 

1/ ij E S(P). 
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(!) 

(li) 

(Ill) 

(IV) 

(V) 

As desigualdades da classe (I) dizem que dois segmentos que se interceptam não podem 

estar simultaneamente em uma mesma triangulação planar. A igualdade (II), a qual 
chamamos de restrição de cardinalidade, determina o número de segmentos de uma tri­
angulação planar, impondo assim a condição de maximalidade. Finalmente, as restrições 
das classes (UI), (IV) e (V) determinam o conjunto de valores que as variáveis podem 

assumir, no caso, O ou 1. 

O seguinte resultado garante a validade desta formulação. 

Proposição 3.2 Dado S Ç S(P), x8 satisfaz às restrições da formulação acima se e 
somente se S é uma triangulação planar de P. 

Prova: ( =>) Se x 5 satisfaz às restrições da formulação em questão, então S representa 
um conjunto de segmentos cuja cardinalidade é tPs(P) e tal que quaisquer dois destes seg­
mentos não se interceptam. Pela condição de maximalidade, se S não é uma triangulação 
planar, então existe uma triangulação planar T :::> S de P cuja cardinalidade é superior à 
</J6 (P), fato que contradiz a Proposição 3.1. 

(-<=) Se S é uma triangulação planar, quaisquer dois de seus segmentos não se inter­
ceptam, e assim a desigualdade (I) deve ser satisfeita. Além disso, pela Proposição 3.1, 
jSj = q,,(P), e assim a igualdade (li) deve ser satisfeita. O 

Infelizmente, a Proposição 3.2, apesar de garantir a validade, não garante a força 
da formulação acima. Porém, como mencionamos no Capítulo 1, dentro da abordagem 
de planos-de-corte, a força do modelo de PI empregado, ou de suas desigualdades, está 
diretamente relacionada à sua eficiência computacional. Assim, no restante deste capítulo 
discutimos a força das desigualdades que compõem esta formulação e as possibilidades de 
fortalecê-la através da inserção de novas desigualdades válidas fortes. Antes, porém, 
algumas considerações são necessárias. 
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A primeira destas considerações diz respeito à dimensão do politopo conv(XTp), o 
qual representaremos por Qj.p. O fato da equação (II) ser válida com respeito a Qj.p 
indica que este politopo não possui dimensão plena. Isto, como vimos no Capítulo 1, re­
presenta uma dificuldade adiciona] para a aplicação do método indireto na caracterização 

' de desigualdades que definem facetas. Assim, optamos por validar a força da.s desigual-
dades apresentadas sobre o politopo monótono, i.e., o politopo definido pela envoltória 
convexa dos vetores de incidência associados aos subconjuntos de triangulações planares. 

Seja QTP este politopo, o seguinte resultado encoraja esta opção. 

Proposição 3.3 O politopo QTP possui dimensão plena. 

Prova: Considere os vetores de incidência do conjunto vazio e dos conjuntos { t] } , para 
todo 1J E S(P). Claramente, estes vetores pertencem a ÔTP e são afim independentes. 
Logo, Qy p possui dimensão plena. O 

Além das facilidades técnicas que advém deste resultado, ÕTP também é de interesse 
prático, pois dado um vetor de custos c E 1R" é possível construirmos um outro vetor 
ê E 1.fr' tal que x"' é solução ótima da função ex em Qj.p se e somente se é solução ótima 

da função êx em QTP· 

Proposição 3.4 Para qualquer c E JRn e d > max{e;i 
afirmações são equivalentes: 

(i) x"' é uma solução ótima para min{ ex : x E Qj.p}. 

ij E S(P)}, as seguintes 

(ii) x"' é uma solução ótima para max{êx: x E Qj.p}, onde 'tti = d- Cii para todo 

ij E S(P). 

(iii) x"' é uma solução ótima para max{Cx: x E QTp}-

Prova: (i){::} (ii). x"' é uma solução ótima para min{cx: x E QTp} se e somente se é 
uma solução ótima para max{ -ex : x E QTp}. Porém, para qualquer x E Qj.p temos que 
Ll)eS(P) dx;; = d,P,(P), e a.ssim (i) e (ii) são equivalentes. 

(ii) <* (iii). Como C;; > O paia todo ij E S(P), se x• é uma solução ótima paia 
max{Cx: x E ÕTp}, então x"' é um elemento maximal de QTP· Contudo, x• E QTP se e 
somente se é um elemento maximal de QTP· o 

Um problema potencial na utilização de QTP para validar a força de desigualdades 
válidas para QTP reside no fato de que, em alguns casos, tais desigualdades não são 
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válidas para Q~P· Quando nos deparamos com uma desigualdade deste tipo, procuramos 

identificar uma outra desigualdade válida para ÕTP que defina a mesma face em Qj.p 
que a desigualdade original. Se tal desigualdade é determinada, como ambas definem a 
mesma face, podemos utilír.ar a nova desigualdade para avaliar a força da desigualdade 

original. 

No caso específico das equações lineares válidas para Qj.p, as quais não são válidas 
para QTp, visto que este politopo possuí dimensão plena, a solução para o problema 
mencionado no parágrafo anterior consiste tão somente em transformar a igualdade em 
uma desigualdade do tipo'$'. Assim, a desigualdade válida para QTP que define a mesma 
face que a equação (II), válida para QTp, é 

I: Xij s; .P.(P). 
iJES(P) 

(VI) 

Como veremos tanto a desigualdade (VI) quanto a desigualdade (I) siíD casos parti cu· 
lares de classes de desigualdades mais genéricas, as quais serão estudadas nas seções 3.4 
e 3.2.2, respectivamente. Assim, nos limitamos aqui a discutir a força das desigualdades 
(III) e (IV), as quais claramente são válidas tanto para para Qj.p quanto para ÔTP· 

Proposição 3.5 Paro todo segmento ij E S( P) a desigualdade (III) define faceta em 

Qyp. 

Prova: Note que para todo segmento ij E S(P) os vetores de incidência do conjunto 
vazio e dos conjuntos { kf }, onde kf E S(P) \{'f}, siíD afim independentes, perten· 
cem a Qyp e satisfazem Xij = O. Além disso, como o vetor de incidência do conjunto 
{ ij } também pertence a lÍTP, a face definida pela inequação em questão é própria, e 
conseqüentemente é uma faceta. O 

Proposição 3.6 Seja ij E S(P) e I( ij) = { kf E S(P) \ ij : ij n kf # 0}. A 
face definida em ÔTP pela desigualdade (IV) referente a ij possui dimensão igual a 

fS(P) \I( 'f )f. 

Prova: Considere os conjuntos {'f} e {'f, kf }, onde 'f, kl E S(P), 'f # kf e 
kl li/ J( 'f). Claramente, os fS(P) \I( 'f )I vetores de incidência destes conjuntos siíD 
linearmente independentes, pertencem a ÔTP e satisfazem Xij = 1. Suponha, então, que 
k.t E J( ij ). Neste caso, vemos que a face em questão está contida na face definida pela 

desigualdade Xkl ~O. Destes dois casos segue o que queríamos provar. O 

Da proposiçiíD acima temos que, a desigualdade (IV) referente a 'f E S(P) define 
faceta em Qyp se e somente se I( ij ) = 0. 
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3.2 O Politopo dos Conjuntos Independentes 

Por definição 1 dois segmentos de S(P) estão em uma mesma triangulação planar de P 
somente se não se interceptam. Mais que isto, dados dois segmentos ij , kf. E S(P) que 
não se interceptam e uma triangulação planar T Ç S(P), o fato de que ij E T não é 
condição suficiente para que ki f/:. T. Neste sentido, dados dois segmentos distintos de 
S(P), se eles não se interceptam dizemos que são independentes. 

Usando esta nomenclatura podemos dizer que uma triangulação planar de P consiste 
em um conjunto maximal de segmentos independentes de S(P). De íato, com base nesta 
observação, podemos associar as triangulações planares de P a conjuntos independentes 
de um grafo construído a partir da relação de interseção dos segmentos de S(P). Uma 

implicação interessante, e um tanto imediata, desta associação é que todas as propriedades 
válidas para conjuntos independentes em grafos arbitrários também são válidas para os 
conjuntos independentes deste grafo especial, e conseqüentemente são válidas para as 
triangulações planares. Desta forma, nesta seção visamos apresentar resultados válidos 
para o poli topo dos conjuntos independentes os quais possam ser utilizados para fortalecer 

o modelo proposto. 

3.2.1 Triangulações Planares e Conjuntos Independentes 

Seja G = (V, E) um grafo simples não-orientado, onde V representa o seu conjunto de 
vértices e E seu conjunto de arestas. Um conjunto independente ( vertex packing, stable 
set) de G é um subconjunto V' Ç V para o qual Vt,Vj E V' implica (vt,Vj) ~E. 

Dado um conjunto finito P de n ~ 3 pontos no plano, dizemos que G~ = (W, H) é 
o grafo de interseções de segmentos de P se: para cada segmento ij E S(P) existe um 
vértice Vtj E W que o representa, e para cada dois segmentos Ti, kl E S(P) que se 
interceptam existe uma aresta (v1j, vki) E H (Figura 3.1). 

Claramente, existe uma bijeção entre as triangulações planares de P e os conjuntos 
independentes maximais de G'p. Assim, se atribuirmos a cada vértice Vij E W um custo 
igual ao comprimento do segmento ij , verificamos que o problema de determinar a 
TCM de um conjunto P de pontos é equivalente ao problema de determinar um conjunto 
independente maximal de custo mínimo em G~. Por outro lado, se atribuirmos a cada 
vértice Vtj E W o custo C;.j, definido na Proposição 3.4, verificamos que o problema de 
determinar a TCM de um conjunto P de pontos é equivalente ao problema de determinar 
um conjunto independente de custo máximo em Gip. Infelizmente, ambos os problemas 
sobre grafos são NP-difíce~ [HP94, GJ79], sendo que o último, o qual é conhecido como 



3.2. O Polítopo dos Conjuntos fudependentes 

1 

• 
(a) P e S{P), 

fi 15 23 34 45 
o o o o o 

14 3s 
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Figura 3.1: Exemplo de grafo de interseção de segmentos. 

39 

problema do conjunto independente de peso máximo, é um problema clássico em teoria 

dos grafos. 

Seja Q01 o poli topo definido pela envoltória convexa dos vetores de incidência dos con­
juntos independentes do grafo G. Outra implicação da equivalência entre triangulações 
planares e conjuntos independentes é a relação entre o politopo Qci e os polítopos QTP e 
ÔTP· Claramente, o politopo dos conjuntos independentes do grafo de interseção é equi­
valente ao politopo QTP· Logo, toda desigualdade definidora de faceta em Qci também 
definirá faceta em Qj.p. Além disso, como QTP C QTP toda desigualdade válida para o 

Qci também é válida para QTP· 
O politopo dos conjuntos independentes tem sido objeto de estudo desde a década de 

70. Via de regra, trabalhos que abordam o tema visam identificar classes de desigualdades 
fortes para o politopo em questão, preferivelmente desigualdades que definam facetas 
[Pad73, Tro75, Wol76, CC97}. Nas duas seções seguintes apresentamos as classes de 
desigualdades oriundas destes trabalhos que serão utilizadas como corte no algoritmo 
branch-and-cut proposto nesta dissertação: as desigualdades de clique e as desigualdades 
de ciclo ímpar. Dentre as classes de desigualdades válidas conhecidas para o politopo dos 
conjuntos independentes, a opção pela utilização computacional destas duas classes se 
deve a considerações práticas. A principal consideração se refere à comprovada eficiência 
computacional apresentada por estas desigualdades quando empregadas na resolução do 
problema do conjunto independente de custo máximo [NS92]. 

Antes, porém, de discutirmos as desigualdades de clique e de ciclo Ímpar, para finalizar 
esta seção, apresentamos uma interessante propriedade referente às soluções ótimas da re­

laxação linear de uma formulação de PI válida para o problema do conjunto independente 
de custo máximo, e assim válida para o PTCM. 

Seja G = (V, E) um grafo simples não-orientado. Se associarmos os elementos de um 
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vetor x E .mlVI aos vértices de V e a cada vértice Vi E V um custo c; E JR, é fácil constatar 

que a seguinte formulaçào é válida para o problema do conjunto independente de- custo 
máximo em G: 

max L c;x; 
u,EV 

Sujeito a x, + Xj s; 1, 

x;E{O,l}, 

V(v,,vi)EE, 

Vvt E V. 

(3.1) 

Para o caso onde c; > 01 para todo vi E V 1 Nemha.user e Trotter [NT75] mostraram 

a validade do resultado a bruxo para a relaxação linear de (3.1 ). A relaxação linear deste 

problema é obtida. ao substituirmos as restrições X i E {O, 1} pelas desigualdades X i 2: O e 

Xi :S 1. 

Teorema 3.1 (!NT75]) Suponha que x* é uma ,solução ótima para a r·elaxaçâo linear do 

problema {3.1) e 1 = {Vi E V : x{ = 1}. Existe pelo menos um conjunto independente 

ótimo em G que contém I. 

Como o problema (3.1) é de maximização e todos os custos na funç.ão objetivo são 

positivos, se J = {vJ E V: xj = 0} 1 então temos que todo vértice em J é vizinho de pelo 

menos um vértice em 1, e assim o conjunto independente de peso máximo que contém 
I nâ-0 contém nenhum dos vértices de J. Uma aplicação prática deste resultado é que 
podemos utilizá.-lo em urna fase de pré-processamento para reduzir o problema original 

ao problema de determinar o conjunto independente de peso máximo do grafo induzido 

por V \(I U J). 

Finalmente 1 vale ressaltar que o Teorema 3.1 diz respeito somente à formulação (3.1) 
e a inserção de outras desigualdades válidas para o poli topo dos conjuntos independentes 
nesta formulação pode invalidá-lo. 

3.2.2 As Desigualdades de Clique 

A desigualdade da formulação (3.1) é costumeiramente denominada de desígualdade de 

aresta. Claramente, a desigualdade (I) referente a dois segmentos que se interceptam 

iJ', kC E S(P) consiste na desigualdade de aresta referente aos vértices '1.\j,Vid E lV. 
Assim, trataremos estas desigualdades de forma indistinta e chamaremos a ambas de 

desigualdade de aresta. 
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Nesta seção apresentamos uma classe de desigualdade~ que generaliza a propriedade 

expressa pelas desigualdades de aresta, Trata-se das desigualdades dt cliqur;, Uma desi­
gualdade de aresta diz que, se dois vértices são a.dja-eent.es em G, então eles nào podem 

estar simultaneamente em um mesmo conjunto independente de G. Uma desigualdade 

de dique diz que, dado um conj~nto de vért.ices F 1 Ç \ ·, se dois a dois seus vértices 

são adjacentes, então no máximo um deles poderá estar em um conjunto independente 

qualquer de G. 

Formalmente, dado um grafo G = (V, E) símples não-orientado, uma cb:que em G 
consiste em um conjunto de vértices I< Ç V, com IKI 2: 2, tal que v;,VJ E I< somente 

se (v;, Vj) E E. Abaixo temos urna demonstração formal de que, se K Ç V é uma clique 

maximal, então a desigualdade de clique referente a K define faceta em QcJ. 

Teorema 3.2 ([Pad73]) Uma desigualdade válida do tipo 

(VII) 

onde K ç; V 1 define faceta em Q01 se e somente se]{ é uma clique maximal em G. 

Prova: ( :::::>) Se K não é uma dique existem pelo menos dois vértices v;, Vj E K tal que 

(v;, Vj) r/:. E, e assim a desigualdade não é válida pois o wtor de incidência do conjunto 

{v;,vJ} está. em Qc1. Se f{ é uma díque, porém não ma.xlmal, então existe v; E V\K 
tal que K U {v;} é uma clique de cardinalidade maior que K, e assim a face definida 

pela desigualdade (VII) referente a ]{ está contida na face definida pela desigualdade 

XI 2:_ Ü. 

( {::::) Desde que K é uma clique, existe uma aresta (v,, r_,) E E para cada par Vi, Vj E K. 
Conseqüentemente, a desigualdade (VII) é válida. Para completarmos a prova mostramos 

que existem !VI vetores linearmente independentes que satisfazem (VII) na igualdade. 

iKI soluções podem ser construídas fazendo-se X; = 1 para exatamente um v1 E I\, e 

x j = O caso contrário. Os vetores restantes podem ser obtidos da seguinte forma: para 

cada Vt E V\K existe no mínimo um w, E K tal que (v;, vk) fi E, pois ]{ é uma 

clique maximaL Conseqüentemente, Xi = l,xk = 11 Xj =O, para todo Vj E V\{v;,vk}, 
também satisfaz (VII) na igualdade. Como a matriz composta pelos !V! vetores acima é 
triangular (com urna devida permutação de linhas e colunas) estes vetores são linearmente 

independentes. O 

Note que podemos reescrever a formulação apresentada na Seção 3.1 substituindo as 
deslgualdades de aresta por um conjunto de desigualdades de clique que recubram todas as 
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arestas do grafo de interseção. Esta nova formulação~ em prindpio 1 apresenta pelo menos 

duas vantagens: o número de diques necessárias para recobrir um grafo é, obviamente, 

menor ou igual ao número de arestas deste grafo, e além disso, a formulação com as 

desigual?ades de clique é mais forte que a formulação orlginaL No entanto, como veremos 
no Capitulo 5, pelo menos para os ca.<;o onde o grafo em questào é um de grafo de interseção 
de segmentos, o ganho apresentado pela utilização computacional desta formulaç.ã.o não 
justificou o esforço extra despendido para gerá-la. 

Na Figura 3.2 apresentamos um conjunto de pontos para o qual o grafo de interseção 

de segmentos apresenta uma clique de cardinalidade maior que dois {urna dique de cardi­

nalidade dois equivale a uma aresta). Representando por W o conjunto de vértices deste 

grafo) é fácil perceber que o conjunto {v14, Vzs, v36} C W é uma clique maxlrnal. 

2 

Flgura 3.2: Exemplo de um conjunto de pontos cujo grafo de interseção de segmentos 
possui uma clique de cardinalidade maior que 2. 

3.2.3 As Desigualdades de Ciclo Ímpar 

Seja G = (V, E) um grafo simples não-orientado. Dizemos que urna seqüência de vértices 

V 1 = {v1 ,v:;h···,vk} Ç V define um caminho se (ví,Vi+d E E para todo i E {l, ... )k-1}. 
Se v1 = vk dizemos que este caminho forma um ciclo. Se não existem arestas entre doís 

vértices não adjacentes em um ciclo dlzemos que este ciclo não possui cm·da.s. 

O seguinte resultado caracteriza o número máximo de vértices de um ciclo de tamanho 
ímpar, ou simplesmente cíclo ímpar, sem cordas que podem estar simultaneamente em 

um mesmo conjunto independente de G. 

Proposição 3. 7 Seja C Ç V um ciclo sem cordas de tamanho 2k + 1, com k 2: 1. Então, 
no máximo k vértices de C podem estar em um mesmo conjunto independente de G, 



3.2. O Politopo dos Conjuntos Independentes 43 

Prova: Vamos considerar os conjuntos independentes que contenham um vértíce ar­

bitrário Ui E C. Sejam uJ e Uk os vértices adjacentes a u; em C e seja C'= C\ { u,, u;.llk }. 

Representado por a( V') o número máximo de vértices de 1/' Ç V que pode.rn estar em 

um mesmo conjunto independente, temos que o:( C)= a( C')+ 1. 

Seja { vh Vz, ·-·~ V 2 (~:-l)} a seqüência de vértices que C' representa. Considere os con­
juntos {v,, ví+1} Ç C'. onde i é ímpar. Claramente, no máximo um dos vértices de cada 
um destes conjuntos pode estar em um conjunto independente qualquer de G. Como são 
k- 1 conjuntos segue que o:( C')= k -1 e, conseqüentemente, o:( C)= k. O 

Obviamente, esta. proposição garante a validade da seguinte desigualdade para o poli­

topo dos conjuntos independentes: 

E x, $ (ICI- 1)/2, (VIII) 
v, EC 

onde C é um cido ímpar sem cordas. Costumeiramente, esta desigualdade é denominada 

de desigualdade de ciclo ímpar. 

Infelizmente, a desigualdade de ciclo ímpar não define faceta no caso geral. Observe 
a Figura 3.3, onde os vértices representados por círculos preenchidos formam um cíclo 

ímpar sem cordas. Note que, a face definida pela desigualdade x 1 + x 2 + x 3 + x4 + x 5 :$_ 2 

está contida na face definida pela desigualdade x6 2: O. 

2 

3 

4 

Figura 3.3: Exemplo de ciclo ímpar sem cordas cuja desigualdade correspondente não 
define faceta em QcJ-

Entretanto, se consideramos, o caso onde o próprio conjunto V define um ciclo ímpar 
sem cordas, o teorema abaixo assegura que a desigualdade (VIII) define faceta em Qcl-

Teorema 3.3 Dado um grafo G = (V, E) 1 se V é um ciclo ímpar sem cordas, então a 

desigualdade (VIII) define faceta em Qci. 
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Prova: Seja F a. face definida pela desigualdade (VIII) e seja À:r :$ À0 uma desigualdade 

válida para QcJ, Suponha que 

F Ç F.\= {x E QcJ : Àx = À0 ). 

Como QcJ possui dimensão plena, vamos mostrar que a desígualdade Àx < ).0 é um 

múltiplo escalar da desigualdade do ciclo ímpa>. 

Observe que, dado um conjunto independente I E V, se x1 E F, então existem 

v;,Vj,Vk E V tal que: v;,vj '?:. I, (vi,vj) E E, Vk E I e (vj,vk) E E. Assim, dado 
I'= (1\{v,}) U {v,} temos que x'' E F. 

Por simetria, podemos generalizar a observação acima da seguinte forma .. Para quais­

quer dois vértices Vi, V; E V tal que (vi,vj) E E, existem dois conjuntos independentes 1 
e I' tal que I'= (1\{,'i})U {vj) e III = 11'1 = (IVI-1)/2. Logo, como x1,x1' E F Ç F;, 
temos que Ài =.\:::o:: /ij· Visto que G é conexo, por transítividade, seque que: 

Por conseguinte, 

Ào =:y(IVI-1)/2, 

e assim concluímos a prova. o 

Utilizando este resultado, Padberg [Pad73] apresentou um procedimento de lifting 

através do qual é possível identificar, a partir de uma desigualdade de ciclo ímpar, de­
sigualdades que definem faceta em QcJ. Posteriormente, Nemhauser e Ttotter [NTi4J 
generalizaram este resultado através do seguinte teorema. 

Teorema 3.4 ([NT74]). Suponha que a desígu.aldade 

L T>;x,- ::::; T>o 
v; E V' 

(3.2) 

define faceta em QÇ1 Ç Qor, onde Qb é o politopo dos conjuntos independentes do 
subgrafo de G induzido por V' C V. Então existe 1ri E IR para todo v; E V\ V' tal que a 
desigualdade 

'"' 1f·x- < 1ro L, ti_ 

v; EV 
(3.3) 
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define faceta em Qci-

Prova: Devido a recursividade da afirmação, é suficiente provar o teorema para. "\/1 

{v1, ••• ,Vn~ 1 }. Definimos, 1r,. = max{O,r.o- z'"}, onde 

z* = max L 1r;xo 
v,EV' 

45 

Sujelto a ""'a1x- < 1- a" L ,_ ' Vi tal que v, E V', (3.4) 

x;E{O,l}, V v; E V', 

ai denota a coluna da matriz de incidência do grafo G correspondente ao vértice Vi e 1 

é um vetor (1, ... ,1) com IV'I elementos. Necessitamos, agora\ provar que (3.3) é válida 
para Q01 , e que é satisfeita na ígualdade por n soluções viáveis afim independentes. 

Dado um conjunto independente I de G, seja J = In V' e sejam x1 e x-' os vetores 
de incidência de I e J, respectivamente. Desde que J Ç V', é claro que xJ satisfaz (3.2). 
Se I= J, então x 1 também satisfaz (3.2). Se r.n > O, então z* < n0 e desde que xJ é a 
solução viável para (3.3) temos que 

L nixf < z". 
v, E V' 

Adicionando-se 1rn = 1r0 - z·* a esta inequação vemos que x 1 satisfaz (3.3). Logo, (:3.3) é 
uma inequação válida para Qci· 

Desde que (3.2) define uma faceta em Q~ 1 , existem n - 1 conjuntos independentes 
11> ... , In~l em V' cujos vetores de incidência x 1

, ••• , x"~ 1 são afim independentes e sa~ 
tisfazem (3.3) na igualdade. Seja. X7

' a soluç-ão ótima de (3.4), a qual corresponde a um 
conjunto independente fn. Como o lado direito de (3.4) é 1 ~a'', não existem aresta..." 
ligando Vn a vértices em Ín~ e assim o conjunto In:= In U {vn} também é um conjunto 
independente de G. Desta forma, a definição de 1Tn força o vetor xn correspondente a 
satisfazer (3.3) na igualdade. Ademais, visto que Vn E In \li para 1 _S j S n- 1, temos 
que os vetores x 1 , ••• , x" são afim independentes, e assim completamos a prova. O 

Infelizmente, o procedimento exibido na prova do Teorema 3.4 parece de pouca uti­
lidade prática, visto que o próprio problema (3.4) consiste no problema do conjunto in­
dependente de peso máximo e necessita ser resolvido para cada Vi E N(V'), onde N(V') 
representa o conjunto vértices vízínhos a V'. Além disso, para um dado V' diferentes 
ordenações dos vértices de N(V') podem produzir diferentes facetas de Qc1. 
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Ainda assim, o Teorema 3.4 juntamente com o Teorema 3.3 nos garante o seguinte 
resultado. 

Corolário 3.1 ([Pad73]) Seja C C l/ um ciclo _ímpar. Ent.ão existe pelo menos uma 
desigu.aldadf. 

L Xj + L 1fjXJ s (ICI-1)/2 
I!JEC V;EV\C 

que define faceta em Qci. 

Prova: Segue diretamente dos Teoremas 3.3 e 3.4. o 

3.3 As Desigualdades do Conjunto Dominante 

Seja G = (V, E) um grafo simples não-orientado. Um conjunto dominante de G consiste 
em um conjunto de vértices V' Ç V para o qual~ se Vi E V\V', então existe Vj E V' tal 

que (vi, Vj) E E. 

Não é difícjl perceber que1 assim como o conceito de independência entre segmentos 
estabelece uma relação entre as triangulações planares de P e os conjuntos independentes 
de G~, a condição de maximalidade do número de segmentos estabelece uma relação entre 
estas mesmas triangulações e os conjuntos dominantes de Gip. 

Infelizmente. diferentemente do caso dos conjuntos independentes, não encontramos 
na literatura trabalhos associados ao estudo específico do politopo dos conjuntos domi­
nantes. Contudo, não é difícil constatar que a desigualda-de abaixo não só é válida para 
este politopo, como é suficiente para caracterizar os vetores de incidência dos conjuntos 
dominantes do grafo G: 

x; + L: x i 2:': 1, V v; E V, (IX) 
v; EN(v,) 

onde N(v;) representa o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v1 em G. Esta desi­
gualdade diz que se um vértice não pertence a. um certo conjunto dominante de G, então 
pelo menos um de seus vizinhos deve pertencer. Se o grafo em questão é um grafo de 
interseção de segmentos1 então a desigualdade diz que se um segmento não está em uma 
triangulação planar, então pelo menos um dos segmentos que o intercepta deve estar. 
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Claramente, a desigualdade (IX), a qual denominamos desigualdade do conjunto do­

minante, é válida para QTP· mas não é para Qyp. Porém, dado um grafo de interseção 
de segmentos G~ = (W, H), visto que todo x E Qjp satisfaz a equação (II), podemos 
reescrevê-la como 

x., ::: q,,(PJ- 1, v "'i E vV (X) 

Não é difícil perceber que a desigualdade (X) também é váHda para QTP· 

Dado um segmento íj E S(P), seja J( ij) o conjunto de todos os segmentos em 

S(P) \ { ij } que o interceptam. Observe que, <P$(P) ~ 1 representa o número máximo de 

segmentos em S(P) \(I( ij )U{ ij } ) que doís a dois não se interceptam. Se representarmos 

por F a face definida pela desigualdade (X) referente a ij em Qj-p, vemos que, se uma 
equação válida para QTP é decorrente da propriedade de maxímalidade e seus coeficientes 

diferentes de zero estão associados somente aos segmentos em S(P) \(I( íJ) U { ij} ), 
então esta equação também é válida para F. 

Desta forma, se tais equações existem, temos que a desigualdade obtida. de (X) pela 
subtração destas equações também será válida para Qj-p e Q:fp- Claramente) a desigual­

dade resultante deste processo é mais forte que a desigualdade (X), com respeito a âTP· 
Contudo, não é difícil perceber que ela define em Q:fp a mesma face que a desigualdade 
(X), e conseqüentemente que a desigualdade (IX). Assim, podemos utilizar esta nova 
desigualdade para avaliar a. força da desigualdade (IX). 

Abaixo apresentamos duas classes de equações que satisfazem os requisitos menciona­

dos acima e as utilizamos para fortalecer a desigualdade (X) com respeito a Qyp. 
Para todo subconjunto P' Ç P, seja SF(P') o conjunto de todos os segmentos em 

S(P') que não interceptam nenhum outro segmento deste mesmo conjunto. Pela condição 

de maximalidade, se T é uma triangulaç.ão planar de P, então Sp(P) Ç T. Em outra..<; 

palavras para qualquer x E QJ·p, se ke E SF(P), então Xkf = 1. Assim, dado íj E S(P), 
com I( ij ) = 0, temos que a desigualdade (X) referente a ij consiste na combinação 
linear da desigualdade abaixo com as equações x;5 = 1, para todo íj E SF(P): 

VvEW ,, , (XI) 

onde Vr = {"'i E W : ij E Sr(P)}. 

Suponha a existência de um vértice Vij E W tal que o conjunto N ( Vij) U { Vij} defina 
urna clique. Pela desigualdade de clique1 no máximo um destes vértices pode estar em um 
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dado conjunto independente de Gp. Contudo, se nenhum dos vértices em N( v;j) estiverem 

neste conjunto independente, então para que ele seja maxímal Ví1- deve estar. Logo, 
qualquer que seja o conjunto independente maximal de Gp. exatamente um dos vértices 

da referida clique deve estar neste conjunto, i.e, Xij + Zv~oeE;V(1i,;} Xkt = L Subtraindo estas 
equações da desigualdade (XI) obtemos a desigualdade 

xkl s ,P,(P) -ISF(P)I- k- 1, v "'i E w; (Xll) 

onde Vc representa o conjunto de vértices que pertencem a cliques tal com a descrita 
adma e k é o número destas cliques. A título de exemplo. considere a Figura 3.4, onde 

SF(P) = { 12 1 16 , 23 , 34 , 45 , 56 } e as cliques que obedecem a propriedade descrita 

acima sà.o {v11,v26} e {v15!v67 }. Note que mesmo a desigualdade (XII) referente ao 

segmento 24 (x14 + x25 + X27 + X46 + X47 +X 57 :S 3), nà.o define faceta em QjT visto 
que é uma combinação línear das desigualdades de aresta x2s + X47 :S 1, Xt4 + x21 :S 1 e 

X45 + X57 :S L 

2 

' 

4 

5 

Figura 3.4: Exemplo no qual a desigualdade (XI) não define faceta em QTP· 

Apesar de não definir faceta no caso geral, pudemos constatar a eficiência comput.a.cl­

onal da desigualdade do conjunto dominante. Considere a Figura 3.5, onde ternos duas 
soluções fracionárias ótimas para a mesma instância. A solução (a) foi obtida utilízando as 
desigualdades (I)-( IV) e na obtenção da solução (b) acrescentamos, às desigualdades (I)~ 
(IV}, as desigualdades (IX). Nesta figura os segmentos cheios representam as variáveis 
que assumiram o valor 1 na relaxação, enquanto os segmentos tracejados representam 

variáveis que assumiram valores fracionárlos (entre O e 1). Observe que a solução (a) pos­

sui áreas com grande concentração de segmentos cujas variáveis correspondentes estão no 

suporte da solução (Xij > 0), e outras onde esta concentração é muito baixa. A solução 
(b) mostra que a inserção das desigualdades do conjunto dominante díminui esta dife­

rença, impondo um número mínimo deste tipo de segmentos nas áreas onde antes havia 
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(a.) Relaxação linear da formulação 
com as restrições (1)-(IV). Custo: 
580,59, gap: 4,31%. 

(b) Relaxação linear da formulação 
com as restrições (I)~(IV) e (IX). 
Custo: 604,39, gap: O, 39%. 
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Figura 3.5: Duas soluções fracionárias ótimas para o PTCM (custo da solução inteira 
ótima: 606,78), 

uma baixa concentração de segmentos. Isto, como podemos ver, reduz significativamente 
o gap de integralidade, i.e., a diferença percentual entre o custo da solução inteira ótima 
e o custo da solução da relaxaçã.o linear, 

3.4 As Desigualdades de Planaridade 

As desigualdades apresentadas nas últimas duas seções são baseadas em propriedades 
válida.':l para conjuntos índependentes maximais em um grafo qualquer. Nesta seção tra· 

tamos de uma classe de desigualdades que expressam uma propriedade inerentemente 
geométrica das triangulações planares. Trata-se de uma generalização da desigualdade 

(VI), vista anteriormente. 

Como mencionado\ a cardinalidade de qualquer triangulação planar T Ç S'(P) é 4>s(P). 
Isto significa que qualquer conjuntoS' Ç S(P), com jS''I > 4>a(P), não pode representar 
uma figura planar. Como isto é válido para qualquer conjunto finito P' de pontos no 

plano1 com IP'I 2-: 3, esta propriedade nos leva a uma noYa desigualdade válida para Qyp. 
Seja P' Ç P um conjunto de pontos no plano tal que IP'I 2" 3. Toda, triangulação planar 
de P satisfaz à desigualdade 



3.4. As Desigualdades de Pla11aridade 

L "''i :S <i;,( F'). 
lJES(P') 
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(XIII) 

DadoS' Ç S(pt), temos que x 8' pertence à fac~ definida pela desigualdade (XIII) se e 
somente se S' é uma triangulação planar de P'. Considere o conjunto de segmentos Sp(P'), 

definido na seção anter]or (desigualdades do conjunto dominante). Como Sp(P') Ç S(P) 
está contido em toda triangulação planar de P', segue que o número máximo de segmentos 

em S(P') \SF(P'), que dois a dois não se interceptam, é 4;,(P') - ISp(P')I. Logo, a 
desigualdade (XIII) é uma combinação linear das desigualdades X;j :.:; 1, para todo ij E 
Sp(P'). com a desigualdade 

(XIV) 
i]ES(P') \8p(P') 

Em outra-S pala.vras, a desigualdade (XIIl) é dominada, ou é mais fraca que, a desigual­
dade (XIV). 

Infelízrnente. no caso geral, a desigualdade (XIV) não define faceta em QJ·p, como 
podemos verificar no exemplo da Figura 3.6. A desigualdade (XIV) referente ao conjunto 
de pontos P' := {1, 2, 3, 4,5, 6} é dada por Xt3+x14+x1s+X24+·r25+x26+:r35+.1'36+x46 ::; 6. 
No entanto, é fácil constatar que a face definida por esta desigualdade está contida na 
face definida pela desigualdade x 78 2: O. 

2 

' 
Figura. 3.6: Exemplo no qual a desigualdade (XIV) não define faceta em QTP· 

Note que no exemplo do parágrafo anteríor, se a desigualdade em questão definlr faceta 
no politopo monótono das triangulações planares de P', então, utllizando o procedimento 
exibido na prova do Teorema 3.4, podemos realizar um lífting dela para uma desigualdade 
que defina faceta em Qyp. Assim, consideremos apenas o caso onde P' = P. 
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Quando P' = P, de forrna aná.loga ao que acontece com a desigualdade (X), ternos 
que toda equação válida para. QT p, cujos coeficientes diferentes de zero estão assocía­

dos somente aos segmentos em S(P) \Sp(P), também é válida para a face definida pela. 

desjgualda.dP (XIV). Por exemplo, a face definida pela desigualdade (XIV) referente ao 

conjunt.o de pontos da Figura 3A também está. contida na. face definida. pela. desigualdade 
:r17 + :r26 :::; 1. Porém, se além de P1 = P, exigirmos que todo ponto em P esteja na 
fronteira de sua envoltória convexa, o teorema abaíxo garante que a desigualdade (XIV) 
define faceta em Qj-p. 

Teorema 3.5 Seja P um conjunto finíto de pontos no plano. Se todos os pontos de P 

são vértices de sua envoltório convexa! entâo a desigualdade (XIV) referente a P defiru· 

faceta. em ÔTP· 

Prova: Seja F a face definida. pela. desigualdade (XIV) e seja Àx :S Ào uma desigualdade 

válida para QcJ. Suponha que 

F Ç F,,= {x E Qci: Àx = Ào). 

Vamos mostrar que a desigualdade Àx :S Ào é um múltiplo escalar da desigualdade 
(XIV). 

Seja T uma triangulação planar de P tal que xT E F. Obviamente, SF(P) Ç T. Assim, 
para cada segmento íj E SF(P), defina T;j := T \ { ij }. Como xT: xT•; E F Ç F>., temos 
que 

Àij =o, \j I] E Sp(P). (3.5) 

Dados dois segmentos quaisquer tJ , kC E S(P) \SF(P), considere agora os seguintes 
casos: 

Caso 1. ij e kf se interceptam. 

Seja T :3 { ij, ik, jk, jt, iR } uma triangulação planar de P. Note que, devido a 

disposição dos pontos, o quadrilátero íkjf nào contém outros pontos de P em seu interior, 
e assim o conjunto T' := (T \ { ij } ) U { kf } também é uma triangulação planar de P. 
L . TT'J'CFt '' ogo, como x , x E _ .>.: emos que Aij = Akf := /ijH· 

Caso 2. íj e kf. não se ínterceptam. 

Dado um segmento de reta s E IR?, sejam L; e L; os dois semi-planos definidos 
pela reta que contém s. Em função da disposição dos pontos, podemos supor, sem perda 



3A. As Desigualdades de Planaridade 52 

de generalidadel que ij C Lke e kt C Lt. Como tanto i;" quanto kf! não límitam a 

envoltória convexa de P então devem existir p, q E P taJ quepE Li; e q E Ltt· Novamente 
em decorrência da disposição dos pontos, temos que o polígono ipjkqC é convexo (Figura 

3.7). Assim, não é difícil perceber que o segmento pq intercepta tanto ij quanto kt, e 

do caso 1 segue que Ài1 = Àpq = >w := '/ijkf· 

,~-+-------~ q 

• 
j 

• 
k 

Figura 3.7: Ilustração do caso 2 da prova do Teorema 3.5. 

Dos dois casos acima é imediato que 

ÀiJ := '), V ij E S(P) \SF(P). 

Como F Ç F;., de (3.5) e (3.6) segue o que queríamos provar. 

(3.6) 

o 

Uma implicação deste teorema é que quando o conjunto de pontos P está disposto tal 
descrito acima temos que dim(QTp) = IS(P) \SF(P)j. Outra conseqüência imediata é o 

seguinte resultado. 

Corolário 3.2 Seja P 1 Ç P um conjunto finito de pontos no plano. Se todos os pontos 

de P' são vértices de sua envoltório con'uexa, então existe pdo menos uma desigualdade 

L Xij + L 'lrijXij:::; qo,(P') -!Sp(P')l 
lJES(P') 1}ES{P)\S(P') 

que define faceta em Qcl· 

Prova: Segue diretamente dos Teoremas 3.5 e 3.4. o 

Apesar do fato da desigualdade (XIV) nã.o definir faceta no caso geral, assim como 

acontece com as desigualdade de conjunto dominante) ela se mostra muito eficiente na 
prática. Para exemplificar a atuação desta classe de desigualdades, apresentamos na 

Figura 3.8 outra solução fracionária ótima para a mesma instância considerada na Figura 
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3.5. Esta solução foi obtida utilizando a mesma formulação que gerou a solução (b) 
daquela figura acrescida da desigualdade (XIV) para o conjunto r representado por 
círculos brancos. 

Fígura 3.8: Uma solução fracionária ótima com uma desigualdade de planarldade (indi­
cada pelos círculos brancos). Custo: 605,04, gap; 01 28%. 

3.5 Outras Desigualdades Válidas 

Para encerrarmos este capítulo) vale ressaltar que outras classes de desigualdades válidas 
para o polltopo das tríangula.ções planares foram identificadas no transcorrer deste traba­
lho (c.f. (NdS96]). Tais desigualdades não serão descritas aqui por serem consideradas de 
pouca relevância. Por um lado. do ponto de vista teórico, corno elas não definem facetas, 
não são significativas para a descrição de Qyp. Por outro lado, do ponto de vista prâticol 
elas não se mostraram computacionalmente eficientes. 



Capítulo 4 

O Modelo Baseado em Triângulos 

Neste capitulo realizamos um estudo complementar ao realizado no Capítulo 3. Ou seja, 

estudamos um modelo de PI para o PTCM no qual, através de uma associação entre 
suas variáveis e os triângulos em .6.(P), visa-se determinar o conjunto de triângulos que 
compõem uma TCM. De forma análoga ao que foi feito naquele capítulo, chamamos o 

modelo aqui apresentado de modelo baseado em triângulos. 

O cap.ítulo encontra-se dividido em 3 partes distintas. 

Na Seção 4.1 mostramos que toda desigualdade válida para o modelo baseado em 
segmentos apresentada no capítulo anterior pode ser reescrita em termos de triângulos. 

Além disso, mostramos que, assim como acontece naquele c."tpítulo um subconjunto destas 

desigualdades é suficiente para garantir uma formulação válida para o PTCM. 

Contra a utilização computacional da formulação apresentada na Seção 4.1 pesa o 
fato desta ser estruturalmente idêntica à formula.ção apresentada na 3.1 e possuir um 
número significativamente maior de variáveis e restrições. Assim, nas Seç.ões 4.2 e 4.3 1 

baseados no trabalho de Loera et.. al [dLHSS96], discutimos duas outras formulações 
válidas para o PTCM cujas variáveis também estão associadas aos triângulos em 6(P). 
Dentre os resultados apresentados por estas formulações destaca-se aquele que garante que 

se todos os pontos de P estão sobre a fronteira de sua envoltória convexa1 então o poli topo 

definido pelas relaxações lineares destas formulações é equivalente à envoltória convexa 

das soluções inteiras. Além disso, como veremos no próximo capítulo, foi utilizando uma 
destas formulações que obtivemos nosso melhor resultado computacional. 

Finalmente, na Seção 4.4 apresentamos uma nova classe de desigualdades que ex­

pressam uma propriedade que não é satisfeita por todas as triangulações planares, mas 

somente pelas triangulações minimamente locais 1 uma classe especial de triangulações 
planares da qual, como vimos no Capítulo 2, a TCM faz parte. 

54 
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4.1 Semelhanças entre os Modelos 

Como descrito no Capítulo 1, as triangulações planares, e por conseguinte a TCM, podem 
ser definidas da seguinte forma. Dados dois triângulos em 6{P) diremos que estes se 
interceptam caso a região formada pelo conjunto de pontos na interseção de seus interiores 
tenha dímensâo igual a 2. Uma triangulação planar de P é um conjunto maximal de 
triângulos vazios com extremos em P que não se interceptam. Uma TCM de P consiste 
em uma triangulação planar de P cuja soma dos comprimentos dos segmentos de reta 
definidos pelos lados de seus triângulos vazios é mínimo dentre todas as triangulaç.ões 
planares de P. 

Note que, existe uma grande semelhança na forma como o problema foi definido so­
bre segmentos e sobre triângulos, pois em ambas as abordagens o problema consiste em 
determinar um conjunto independente maximal de elementos de um outro conjunto. De 
fato, também a versão sobre tríângulos pode ser modelada como uma versão restrita do 

problema do conjunto independente em um grafo. 

Dizemos que G~(W, H) é o grafo das interseções de triângulos de P se: para cada 
triângulo D.ktm E 6.( P) existe um vértice vkún E W que o representa, e para cada dois 
triângulos D.kfm e Dnop que se interceptam existe uma aresta (v,H'm 1 Vnop) E H. Assim, de, 
terminar um conjunto de triângulos que definam uma triangulação planar de um conjunto 
P de pontos também é equivalente a determinar um conjunto independente maximal no 
grafo das interseções de triângulos de P. 

Resta, para que possamos representar o PTCM através de PI~ definir como atribuir 
custo aos triângulos vazios de D.(P) em termos de seus segmentos (lados). A cada 
triângulo 1:::./dm, cujos lados são os segmentos kf, km e lm, atribuímos um custo 
Ckbn = CY.k(Ckc + O:kmCkm + O:tmCCm 1 onde Cij é o comprimento do segmento ij e Oij = 1 
se o segmento ij limita a fronteira da envoltória convexa de P, e 1/2 caso contrário. 
Note que, dada uma triangulação planar 1 os segmentos desta triangulação que limitam 
a envoltória convexa de P aparecem como lado de um úníco triângulo vaziol enquanto o 
restante dos segmentos aparecem como lado de dois triângulos. Assim, o custo de uma 
triangulação medido através da soma dos custos de seus triângulos é igual a soma dos 
comprimentos de segmentos induzidos por estes triângulos. 

Podemos então formular o PTCM através de PI da seguinte forma: a cada triângulo 
6./dm E b.(P), cujo custo é representado por CkimJ associa-se uma variável Xktm E {Oll }. 
Seja x o vetor das variáveis Xktm· É poss:íve1 garantir que o valor de Xktm será 1 se e 
somente se L::.klm pertencer à triangulação planar representada por x através da seguinte 
formulação: 
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mm L ChfmXkim 

Sujeito a 

D.klmEi::..{P) 

Xkim = 2(n- 1)- h, 
D.ktm ED.{P) 

Xklm E {0,] }, 

V b.,m, b.,, E b(P) 

tal que Dktm n !:::,1!0P 'f 0, 

V bklm E b(P), 
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( l) 
(li) 

onde h representa o número de pontos de P sobre a fronteira de sua envoltória convexa. 
A desigualda-de (I) diz que dois triângulos de uma mesma triangula.ç.ão planar não de­
vem se interceptar. A restrição (IIL a qual é obtida da Proposição 3.1 e da fórmula de 
Euler) determina o número exato de triângulos em qualquer triangulação planar de um 
dado conjunto de pontos. Esta última restríçã.o é utilizada para garantir a condição de 
maximalidade do número de triângulos. 

Note que a formulação acima é estruturalmente idêntica à formulação da Seção 3.1, 

i.e., em ambas as formulações o vetor solução é o vetor de incidência de um conjunto 
independente maximal em um certo grafo. Assim, todos os resultados existentes para 
o problema do conjunto independente em um grafo utilizados na abordagem baseada 
em segmentos, a exemplo das desigualdades de aresta, clique e ciclo ímpar, e mesmo 
a desigualdade do conjunto dominante, podem ser utilizados nesta abordagem. Além 
disso, note que, como indica a equação (II) a desigualdade de planaridade, apresentada 
no Capítulo 3, também pode ser reescrita em termos de triângulos. 

Assim, os principais resultados (desigualdades) válidos para a formulação baseada 
em segmentos também são válidos para a formulação ba.seada em triângulos. Contudo, 
enquanto o número de variáveis e restríç.ões utilizadas na formulação da Seção 3.1 são 
limitados, respectivamente, por O(n 2

} e O(n4
), estes mesmos números na formulação 

acima são limitados por O(n3 ) e O(n6 ). Ainda assim, o modelo baseado em triângulos 
nos oferece outras possibilidades na representação do PTCM através de Pl. O restante 
deste capítulo é dedicado a discutlr tais possibilidades. 

4.2 A Formulação Baseada em Partição de Conjun­

tos 

Uma triangulação planar consiste em uma partição da envoltória convexa de P em regiões 
limitadas por triângulos vazios com extremos em P. Isto significa que, dado um conjunto 
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de triângulos vaziOs com extremos em P, estes tríângulos compõem uma tdangulação 

planar se e somente se todo ponto em conv(P) está contido no interior de exatamente um 
destes triângulos, Claramente, esta constatação garante a validade da equação 

L Xijk = 1, V q E conv(P) \P. 
6.,JJ;:3q 

Seja R(P) o conjunto das menores regiões limitadas pelos segmentos em S(P) (veja o 

exemplo da Figura 4.1). Seja r E R(P) e sejam p,q E r. Observe que a equação acima 
referente a p é idêntica àquela referente a q. Assim, podemos reescrever o conjunto de 

equações acima da seguinte forma: 

L x,,. = 1, 'ir E R(P). (lll) 
A,·Jk2r 

Esta classe de equações foi proposta originalmente por Loera et. al [dLHSS96] e não 

é difícil constatar que ela é suficiente para caracterizar os vetores de incidência das trian­
gulações planares de um dado conjunto de pontos. Desta forma, uma outra formulação 

de PI possível para o PTCM é: 

(PC) 

min 
Ó.J.tm E.ó.(P) 

Sujeito a I: X;J·k = 1, 
Ó.iJk2 .. 

Xktm E {0, 1} 

'ir E R(P), 

V /::,klm E /::,(P). 

Note que a formulação acima representa o PTCM como um problema de partição de 

conjuntos. Isto representa um fato positivo) visto que formulações com esta estrutura 
costumam ser "fortesn. Por outro lado, gerar todas as equações da classe (III) representa 

um problema computacional um tanto complexo. Note que, dependendo da configuração 
dos pontos em questão, determinar computacionalmente as regiões que compõem R(P) 

pode ser um problema extremamente sujeito a erros de imprecisão numérica. 

Devido ao problema de ordem prática mencionado no parágrafo anterior 1 na próxima 

seção apresentamos urna outra formulação de PI para o PTCM que não apresenta tals 
inconvenientes. Mais que ísto, mostramos que esta nova formulação é equivalente a (PC) 
e que sob certa circunstância a relaxação linear desta formulação equivale à envoltória 

convexa das soluções inteiras do problema. Para que possamos demonstrar est-e último 
resultado considere o lema abaixo, onde denominamos por suporte de um vetor x E 
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JRlL>.(P)l, e representamos por sup(x), o conjunto de triângulos l11r:tm E .6.(P) para os quais 

Xktm f O. 

/ RegilW /Imitada 

Figura 4.1: Exemplo de regiões limitadas. 

Lema 4.1 ([dLHSS96]) Seja Q o politopo definido pela relaxação linear de (PC). Um 

vértice x de Q está em coordenadas inteiras se e somente se contém uma triangulação 
planar em seu suporte. 

Prova: (o;.) Trivial. 

( {=:) Se sup( x) é exatamente uma triangulação planar de P, então as equações (III) 
garantem que x é o vetor de incldência desta triangulação. Suponhamos, então, que 
existe uma triangulação planar T C 6(P) tal que sup(x) :) 1'. Neste caso, o vetor 
xf :~ x~::T , para algum escalar positivo t suficientemente pequeno, também pertence a 
Q, o que implica que x ~ (1- t)xc + tXT não é um vértice de Q. D 

4.3 A Formulação Baseada nas Igualdades do Co­

circuito 

Dada uma triangulação planar de P, todo segmento nesta tríangulação que não limita 
a fronteira da envoltória convexa de P é lado de exatamente dois triângulos. Cada um 
destes triângulos está localizado em um dos semi-planos definidos pela reta que contém o 
segmento (conforme pode ser observado na Figura LI). Além disso, se um certo segmento 
não está nesta triangulação, obviamente, nenhum dos triângulos que o possuem como lado 
deverá ser formado. Ou seja, se Lt1 e L/;1 são os semi-planos definidos pela reta que contém 
o segmento kf , o número de triângulos em L tt que possuem kf como lado é igual ao 
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mímero de triângulos em Lk.t que também possuem kf como lado. Esta propriedade 

das triangulações planares pode ser expressa na. forma de uma equação linear da seguinte 
forma: 

t::..Hm E ó(P), 
Âktm C L~t 

Xklm-

L::.kln E.::!.(?), 

.6~'-" c Lkt 

(IV) 

onde SH(P) ç: S(P) é o conjunto de segmentos que límítam a envoltória convexa de P. 

Como um segmento que limita a envoltória convexa de P sempre é lado de algum 

triângulo em qualquer triangulação planar, temos que a seguinte equação também é válida 

para o politopo das triangulações planares: 

L 
Ókfm E ó(P), 
Ók..t"' J {k,t} 

(V) 

Também estas duas equações foram apresentadas originalmente por Loera et. al 
[dLHSS96]. Como estas equações também repre,sentam propriedades da matróide orien­
tada associada ao conjunto de pontos em questão, os autores as denominaram de equação 

do cocírcuito interno e do cocú·cuito externo1 respectivamente. Podemos utilizar tais 

equações para formular o PTCM da seguinte forma: 

(Co) 

ffiÍn z= CH_mXklm 

Sujeito a 

b.H"'EL:>.(P) 

L 
L:>.~t= E L:>.( F}, 

ÓJ<lfn C L te 

Xkfm- L 
L:>.kln E Ll.{P), 

L:>.kln C Lkt 

L Xktm = 1, 
Aum E L:>.( F), 
ÂHm J {k,l} 

Xkfm E {0, 1}, 

Xktn = 0, V kf E S(P) \SH(P), 

O seguinte resultado garante a equivalência entre {PC) e (Co), 

Teorema 4.1 ([dLHSS96]) As formulações (PC) e (Co) são equivalentes, í.e., dado um 
vetor x E JR)A(P)!, x satisfaz as igualdades de (PC) se e somente se satisfaz às igualdadeB 
de (Co). 
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Prova:1 (=>) 1\ote que todo segmento ij E SH(P) limita uma única região r E R(P) e 
que r é coberta apenas por triângulos que possuem ij como lado. Logo, a equaçio (V) 
referente ao segmento ij é idêntica a equação (III) referente à região r. Consideremos 
agora a equação (IV) referrnte ao segmento ij E S(P) \SH(P). Sejam ít. r 2 E R(P) 

duas regiões vizinhas limitadas pelo segmento ij 1 onde dizemos que duas regiões são 

vizinhas se o conjunto de pontos definido pela interseção destas regiões possui dimensão 

igual a 1 (Figura 4.2). Observe quej da.do um triângulo Lkt.n E 6(P) 1 se 6.ktrn ::::> r 1 não 
possui o lado ij 1 então r2 C 6klm· Assim, podemos obter a equação (IV) referente ao 

segmento ij subtraindo a equação (III} referente à região r 1 da equação (III) referente à 

reg1ao r 2 • 

Figura 4.2: Exemplo de regiões vizinhas. 

({:;::;)Primeiro vamos mostrar que os triângulos em sup(x) cobrem toda envoltória 

convexa de P. 

Suponha que x satisfaça. as equações de (Co). Obviamente, pela equação (V), pelo 
menos parte da envoltória convexa de P deve ser coberta pelos triângulos em sup(x). 
Contudoj por contradição, suponha que existam regiões dentro da envoltória convexa de P 
que não estão sendo cobertas por estes triângulos. Claramente, estas regiões são separadas 

das regiões cobertas por polilinhas (abertas ou fechadas). Assim, existe pelo menos um 
triângulo 6kt.m E sup(x), tal que pelo menos um de seus lados é um dos segmentos da 
polilinha que separa a região que ele ajuda a cobrir de uma região não coberta (veja 

Figura 4.3). Sem perda de generalidade, suponha que kt seja este segmento e que 
L':::.ktm C Ltf· Como kl está na fronteira entre uma regíã-0 coberta e uma nã-0 coberta, 

nã.o existe nenhum triângulo L':::.ktn C L/:1, tal que Xktn E sup(x), e assim a desigualdade 
(IV) referente ;w segmento kf nâ.o está sendo satisfeita. Entretanto, isto contraria a 
hipótese de que x' satisfaz todas as equações de (Co). 

1 A prova deste teorema tal como apresentada aqui não é encontrada na literatura. A prova apresentada 
em [dLHSS96]utíliza o conceito de matróídes orientadas. 
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Figura 4.3: Exemplo de um triângulo cujo um dos lados é um dos segmentos de uma 
polilinha que separa uma região coberta de uma região não coberta. 

Seja R;;; o conjunto de regiões limitadas formadas pelos segmentos que são lados dos 
triângulos em sup( x ). Sejam rt, r2 E Rx duas regiões vizinhas limitadas pelo segmento 
ij. Considere T, := {ôklm E sup(x): Ôktm ::>ri}, T, := {ôklm E sup(x): Ôkfm ::>r,) 

e Tn := Tl n Tz. A equação (IV) garante que L.t..k!mETl \Tn XJ;lm = LD.ktf>',ET2 \Tn X/.;(m· 

Como todo tríângulo I:::.Hm E Tn contém tanto r1 quanto r2 segue que l:D.umET1 Xkfm = 

LD.umET2 Xkl.m· Pela equação (V), existe uma região r E R(P) tal que L,: 6 ,;~<::>r Xijk = 1 e, 
do parágrafo anterior temos que, as regiões em Rx cobrem toda a envoltória convexa de 
P. Assim, r está contida em uma região r x E R:x: e como todos os triângulos em sup( x) 
que cobrem r x também cobre r ternos que LL:.,;k ::>r,.. Xijk = 1. Logo, isto é válldo para 

todos as regiões em R:n ou R( P) visto que U.-eR, r = UreR(P} r. O 

Com base no Teorema 4.1, o Lema 4.1 também é válido para (Co). Utilizando este 
fato, podemos finalmente demonstrar o seguinte teorema. 

Teorema 4.2 {[dLHSS96]) Seja P um conjunto finito de pontos no plano. Se todos os 

pontos de P são vértíces de sua envoltória conpexa1 então toda solução da relaxação linear 

de (Co) eBi-á em coordenadas inteira. 

Prova: Seja x urna solução da relaxação linear de (Co). Seja T' um subconjunto ma­
ximal do suporte de x cujos triângulos não se interceptam e cobrem uma única região 

da envoltória convexa de P. Seja r esta regíão e ij um dos segmentos que a limita. 
Pela configuração de P não ê difícil perceber que r é um conjunto convexo. Logo, pelas 

equações do cocircuito interno, se ij ~ Sn(PL então, supondo que r c Lt, deve existir 

D.iik C Lij. Como r n D.iik = 0, então, da maximalidade de T segue que ij deve ser 
um dos segmentos que limita a envoltória convexa de P. Logo, T' cobre toda a envoltóría 
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convexa de P e conseqüentemente é uma triangulação planar de F. Assim\ do Lema 4.1 

ternos que x é uma soluçà.o inteira. O 

Apesar do resultado acima, no ca.c;o geraL o poli topo definido pela relaxação linear de 
(Co) nâo corresponde à envoltória convexa das soluções inteiras. Considere o conjunto 

de pontos da Figura 4.4. Observe que o vetor x E JR15 com coordenadas x 123 = x 134 = 
X34c. = l'H& = X12& = X013 = Xo24 :::::: Xo35 ::::: X014 :::::: Xozs = 1/2 e Xo12 = Xo23- = Xo34 = 
x045 = x 015 =O. Não é difícil perceber que este vetor satisfaz as equações (III), (IV) e (V). 

Contudo, não satisfaz a desigualdade de ciclo ímpar x 123 + x 234 + x345 + x 145 + x 125 ::::; 2, 
o que mostra que as equaç.ões de (Co), ou (PC), não dominam, obrigatoriamente, as 

desigualdades discutidas na Seção 4.1. 

Figura 4.4-: Configuraçã-o de pontos cuja relaxação linear de (Co) apresenta vértice fra­
cionário. 

4.4 O Politopo das Triangulações Minimamente Lo-
. 

ca1s 

Toda.s as desigualdades apresentadas até o momento, seja neste capítulo ou no capitulo 
anterior, expressam propriedades válidas para todas as triangulação planares. Nesta seção 
apresentamos um tipo de desigualdade que expressa uma propriedade das triangulações 

minimamente loca.is 1 classe de triangulações planares da qual a TCM faz parte. 

Conforme visto na. Seção 2.3.2: um segmento íj E S(P) \Sy(P) está em urna tri­
angulação minimamente local de F somente se existem dois triângulos em D.(P) que o 

certifiquem. Logo, um triângulo 6Hm pode estar em uma triangulação minimamente 

local de P se cada um de seus lados ij ri SH(P) também é lado de um outro triângulo 

!:::.nop E !:::.(P) de tal forma que D.ktm e !:::.n-op forneçam um certificado para ij, Esta 
propriedade pode ser expressa na forma da seguinte desigualdade: 
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Xkfm- (VI) 

onde C(Dklm·.iJJ representa. o subconjunto de triângulos de .6.(P) que juntamente com 
6ktm fornecem um certificado para o segmento t'j , que neste caso é um dos lados de 

b.ktm· 

Note que acresentando as desigualdades (VI), as quais denominamos desigualdades 

da minimalidade local1 a (Co) é suficiente para obtemos uma formulação que caracteriza 

todos os vetores de incidência de triangulações minimamente locais. No próximo capítulo 
comentamos aspectos observados desta formulação. 



Capítulo 5 

Resultados Computacionais 

Neste capítulo apresentamos os resultados computacionais obtidos utilizando os modelos 
descritos nos dois últímos capítulos e descrevemos os algoritmos empregados nestes ex­
perimentos. O capítulo encontra-se divido em duas seções. Na primeira apresentamos 

os resultados obtidos com o modelo baseado em segmentos e na segunda os resultados 

obtidos com o modelo baseado em triângulos. 

Todos os algoritmos empregados foram implementados em C++: utilizando o CPLEX 

3.0 [CPL94] na resolução das relaxações lineares. No caso especial dos algoritmos desenvol­
vidos para o modelo baseado em segmentos~ utilizamos rotinas e estruturas da biblioteca 
LEDA [NU] para manipulação de grafos e desenvolvimento de algoritmos de geometria 
computacionaL As instâncias utilizadas foram obtidas determinando-se aleatoriamente 
(utilizando a rotina random do C) a posição de cada ponto dentro de uma grade de di­
mensões 65535 por 65535. Os tempos de computação apresentados foram obtidos em uma 
SUN SPARC 1000 com 308Mb de memória e são apresentados em segundos< 

5.1 O Modelo Baseado em Segmentos 

No Capítulo 3, apresentamos um trabalho cujo principal objetivo era identificar propri­
edades das triangulações planares que pudessem ser representadas através de PL Neste 
sentido apresentamos um conjunto de desigualdades lineares e resultados que são frutos 
destas propriedades. Nesta seção visamos descrever o trabalho realizado a fim de ex~ 
piorar computacionalmente estas propriedades e resultados. Para jsto, tentamos seguir 

uma linha que possibilite ao leitor entender quais eram as opções disponíveis, qual foi 
selecionada e por quê. 

64 
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A primeira parte desta seção é destinada a descriç.ão dos aspectos algorítrnicos en­
volvidos nos experimentos realizados. Começamos por discutir possíveis métodos de 
pré-processamento, discutimos algumas decisões envolvendo o algoritmo branch~and-cut 
e apresentamos as rotirla."> de separaçã.o err:pregadas. A segunda parte é dedicada à apre­
sentação dos resultados computacionais e visa basicamente mostrar como combinamos as 
possibilidades algorítmicas levantadas almejando obter o melhor desempenho computaci­
onal possível. 

5.1.1 Métodos de Pré-processamento 

Costumeiramente, algoritmos para resolução de problemas de PI costumam ser computa­
cionalmente caros. De fato 1 são métodos elaborados para lidar com problemas "compu­
tacionalmente in tratáveis" 1 i.e., problemas que não se conhece como resolver em tempo 
polinomial 1 em geral, problemas NP-difíceís. Diante desta constatação) ganha importância 
dispormos de bons métodos de pré-processamento, i.e., dispormos de métodos capazes de 
reduzir o tamanho do problema, de forma a minimizar o trabalho do restante do algo­
ritmo1 sem no entanto serem tão dispendiosos a ponto de comprometer o tempo total de 
processamento. 

Como veremos adiante, em nossa abordagem o pré-processamento empregado foi de­
cisivo no desempenho computacional do algoritmo como um todo. Vejamos então quais 
foram os métodos de pré-processamento testados. 

1.17682-esqueleto. Este método consiste tão somente em determinar o 1.17682-esque­
let.o (Seção 2.3.2) e eliminar do problema todos os segmentos em S(P) que interceptam 
um dos seus segmentos. 

Eliminação por custos reduzidos. Dada uma solução aproximada (viável} para um 
problema de PI com variáveis que assumem apenas os valores O ou 1 (no nosso caso) p.ex., 
a triangulação gulosa) e uma relaxação línear para este mesmo prob1ema1 é possível, 
dependendo dos custos reduzidos das variáveis e da diferença entre os valores da solução 
aproximada e da solução da relaxação linear, identificar variáveis que não podem assumir 
o valor 1 em soluções ótimas (JRT94]. Este método utiliza este resultado com o objetivo 
de eliminar tais variáveis do problema. 

Relaxação linear da formulação do conjunto independente. Este mét.odo utiliza 
o resultado do Teorema 3.1 a fim de eliminar do problema original qualquer segmento 



5.1. O Modelo Baseado em Segmentos 66 

cuja variável correspondente assumir o valor O na relaxação da formulação de PI cujas 

únicas restríç(>es são as desigualdades de aresta. 

Além dos t.rê~ métodos mencionados acima, ainda uma outra possibilidade considerada 
foi a utilização do LMT~esqueleto, de forma análoga ao que foi feito com o 1.17682-
esqueleto. Ocorre que, como comentaremos adiante, apesar da clara superioridade do 
primeiro em identificar subconjuntos de uma TCM, nossa implementação do algoritmo 
da Figura 2.8 apresentou um tempo de computação excessivamente alto, comprometendo 
o desempenho do algoritmo como um todo. 

5.1.2 Implementação do Branch-and-Cut 

No Capítulo 1 apresentamos o algoritmo branch-and-cuf de forma bastante simples, i.e., 
apenas um esboço, um pequeno conjunto de passos a serem executados. Entretanto, a 
experiência mostra que, para obtermos uma implementação eficiente deste tipo de algo­
ritmo muitos outros detalhes devem ser levados em consíderaç.ão. Em [JRT94], Jünger, 
Reínelt e Thienel apresentam um Jramework no qual é descrito de forma detalhada quais 
são estes pontos e como devem ser tratados. Visto que a implementação que realizamos 
é fortemente baseada neste framework, optamos por descrever aqui apenas os principais 
aspectos que podem diferençar nossa implementaçào de urna outra baseada no mesmo 
framework, além das rotinas de separação as quais veremos na próxima seção. 

Limites Superiores 

A fase de bounding de um algoritmo branch-and-bound1 ou branch-and-cut, pressupõem 
que se conhece um limite superior para o custo da solução ótima do problema. Em 
nossa implementação, na obtenção de tal limite empregamos o custo das triangulações 
gulosa e de Delaunay. Apesar de não realizarmos aqui uma estudo específico destas 
duas aproximações da TCM 1 a triangulação gulosa mostrou~se claramente superior. De 
fato, para as instâncias nos quais os resultados a serem apresentados foram baseados, a 
triangulação gulosa sempre apresentou um custo inferior ao da triangulação de Delaunay. 
Além disso, não encontramos nenhum caso onde o gap entre a triangulação gulosa (limite 
superior) e o limíte inferior fornecido pela relaxação linear fosse superior a 12%. 
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Seleção do Próximo Nó 

Detectada a necessida-de de se realizar um branching a primeira decisão a ser tomada é 
determinar o nó a ser particionado. Em nossa. implementação empregamos urna estratégia 

tradicional e costumeiramente bem sucedida, escolhemos o nó que apresenta o menor 

limite inferior. Tradicionalmente denominada de best bound, a utilização desta estratégia 

visou concentrar esforços na tentatíva de melhorar mais rapídamente o llmite inferior, ao 

invés do superior. Fazemos isto, pois, no nosso caso, a triangulação gulosa já nos fornece 
um excelente limite superior. 

Regra de Branching 

Durante um bmnching o passo seguinte a escolha do nó é a escolha da variável sobre a qual 

se fará o branching. Novamente, aqui empregamos outra estratégía bastante tradicional, 

escolhemos uma variável cujo valor seja o mais próximo de 0.5 possíveL Esta estratégia, 
além de alterar significativamente a estrutura da solução fracionária, provoca um impacto 

significativo no custo da relaxação linear ajudando assim a melhorar o limite inferior. 

Detecção de Tailing-off 

A eficiêncla de um algoritmo cutting~planes está diretamente ligada a velocidade com a 
qual este converge1 i.e., o quão rapidamente o limite inferior fornecido pela relaxa,ção 

linear, no caso de um problema de mínimização, se aproxima do valor da soluçã-o ótima. 
Designamos por tailing~off o fenômeno que ocorre com este tipo de algoritmo que faz com 
que em determinados momentos a velocidade de convergência caia drasticamente. Quando 

o objetivo prlmeiro do algoritmo é a eficiência computacional, deve-se pesar quando é 
melhor realizar um corte ou quando é melhor fazer-se um branching. Em um algoritmo 

do tipo branch-and-cut1 via de regr~ quando detectama._'i um tailing-ojj; optamos por fazer 
um branching. 

No caso da, nossa implementação, para detectar o tailing-off, verificamos se o limite 
inferior fornecido pelo valor da relaxação linear não aumentou em pelo menos 0.01 nas 
últimas 10 íterações. 

Heurística Primai 

Visando-se melhorar o limite superior, o qual é utilízado na fase de bounding para po­

dar nós da árvore de enumeração, podemos utilizar heurísticas primais. Tais heurísticas 
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tentam a partir da solução de uma relaxação linear montar uma solução inteira de baixo 
custo, de preferência com o custo inferior ao do limite superior corrente. Quando isto 
acontece, o limite superior corrente é atualizado para o vaJor do custo desta soluçàD. 

No nosso ca.so 1 tendo em vista que conhecemos um excelente limite superior a priori. 
não foi implementado nenhuma heurística primai. De fato, a. dificuldade em se resolver 
o problema utilizando esta abordagem mostrou-se estar em provar a otimalidade de uma 
solução ótima e não em encontrá-la. 

Fixação de Variáveis 

Como visto na seção de métodos de pré-processamento) para um dado problema de PI é 
possível através da resolução de sua relaxação linear identificar variáveis que não podem 
assumir o valor 1 em nenhuma solução ótima. Como em um algoritmo branch-and-cut 

resolvemos uma relaxação a cada iteração, após a resolução de cada urna destas relaxações 
verificamos a existência de variáveis com a propriedade descrita, se identificamos que uma 
dada variável Xij possui esta propriedade1 então inserimos a equação Xij = O ao conjunto 

de restrições corrente. 

5.1.3 Rotinas de Separação 

Nesta seção descrevemos as rotina..'! utilizadas pela nossa implentaçã.o do algoritmo branch­

and-cu.t para separar desigualdades violadas, as rotinas de separação. Tais rotinas são 
dentro de um algoritmo branch-and-cu.t a parte mais dependente do problema específico 
que se está tentando solucionar. Em geral, a eficiência do algoritmo depende de forma 
crucial da eficiência destas rotinas. 

Antes, porém, de apresentarmos as rotinas de separação implementadas, deve fi­
car claro como foram escolhidas as classes de desigualdades que seriam utilizadas como 
corte no branch-and-cut. Tais classes, foram selecionadas basicamente em função de dois 
parâmetros: sua cardinalidade e a expectativa de eficiência computa,cionaJ gerada. Ou 
seja, foram escolhidas classes com um número de desigualdades grande o suficiente para 
impossibilitar que todas elas fossem inseridas na formulação inicial e que cujas desigual­
dades se mostraram eficientes em testes iniciais. São elas as desigualdades de clique, ciclo 
ímpar e planar.idade. 
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Desigualdades de Clique. 

Dada uma solução fracionária x' da relaxação linear da formulação de PI válida para o 
modelo baseado em segmentos, identificar uma desigualdade de dique violada por esta 
soluçã.o equivale ao problema de ident-ificar uma clique de custo máximo no graf~ in­
terseção, onde o custo de cada nó representa o valor da variável correspondente. Visto 
que determinar uma clique de peso máximo em um grafo arbitrário é um problema NP­

dificil [GJ79J~ optamos por realizar a sepa.ração destas desigualdades de forma heurística. 
A heurística em questão é bastante simples e foi proposta originalmente por Nemhauser 

e Sigismondi [NS92]. 

Seja ST( v) := {v} U N( v). Por estrelar um grafo, entendemos escolher um nó v nã.o 
marcado, remover do grafo todos os nós que não estão em ST(v) e marcar v. Dado o 
grafo G = (V1 E), esc.olhendo um nó inicial v, a rotina aplica o processo de estrelamento 
recursivamente até que todos os nós restantes estejam marcados. Claramente o conjunto 
de nós nâo marcados ao final deste processo é uma clique. Na seleção do nó inicial v, a 
rotina pode utilizar dois critérios distintos: 

(a) Escolhe o nó v que maximiza {xv: xv < 1}. 

(b) Escolhe o nó v que minirniza {lx"- 1/21: O< x" < 1}. 

A motivação para o critério (2) é que a clique de maior peso quando Xv ;:::: O, para 
todo v E V, que satisfaz à.s restrições de aresta é obtida com Xv = 1/2 para todo v E H. 
O critério (1) só é aplicado quando o (2) não c.onsegue determinar uma desigualdade de 

clique violada. 

Desigualdades de Ciclo Ímpar. 

Assim como a rotina de separação de desigualdades de clique, a rotina que utilizamos 
para separar as desigualdades de ciclo ímpar também foi proposta por [NS92]. Porém 1 

neste caso esta rotina. é capaz de separar as desigualdades violadas de forma exata. 

Considere o grafo G =(V, E). Para cada (u,v) E E, seja Cut· := 1- xu- X 11 ~O. 

Inicialmente, construímos um grafo bipartido G' = (V U V', E'), onde (u, v') e (v, u') E E' 
se e somente se (u,v) E E. Claramente, isto pode ser feíto em O( IV!+ lEI). Seja Cuv' = 

Cvu' = Cu1,. Note que um caminho em G' deVo a vb é da forma (vo, v~, V2 1 v~, ... , V2k) vb) e o 
caminho correspondente em G é um ciclo com 2k + 1 nós. Além disso, o peso do caminho 
em G' e o peso do ciclo em G é o mesmo e igual a 
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Zk 

2k + 1 - 2 L X v;· 

J=O 

70 

Conseqüentemente, um caminho de peso mínimo de v0 a t& produz um ciclo ímpar C em 
G que maximiza :LvEC Xv- (!Cj -1)/2 dentre todos os ciclos de G contendo v0 , e teremos 
que LvEC xv > (ICI- 1 )/2 se e somente se o peso do caminho correspondente no grafo G' 

for menor que 1. Considere que o algoritmo identificou um ciclo ímpar de peso mínimo 
C contendo v0 com LvEC X v > (!C!- 1 )/2. Podem ocorrer três casos: 

(a) ICI = 3. Neste caso o ciclo corresponde a uma clique, i.e., identificamos uma 
desigualdade de ciclo ímpar violada e esta equívaJe a uma desigualdade de clique. 

(b) 101 2: 5 e C é um ciclo Ímpar sem cordas. Novamente, temos uma desigualdade de 
ciclo ímpar encontrada. 

(c) 1012:5 e C contém uma ou mais cordas. A corda particiona C em um ciclo ímpar 
cl e em um caminho p de tamanho par. 

No caso (c) temos 

ICrl +IPI-! 
2 

Somando-se a restrição de aresta sobre P temos L v E Pxv ::; IPI/2. Conseqüentemente 

Agora temos um ciclo ímpar C1 menor para o qual o argumento acima pode ser repe­
tido. Logo, repetindo-se o procedimento acima sempre podemos obter urna desigualdade 
de ciclo ímpar violada a partir do ciclo C. 

Para todo v E V, a rotina usa o algoritmo de Dijkstra [CLR90] para encontrar o 
menor caminho entre os nós (v, v 1

) em G1
• Se o peso deste caminho é menor que 1, então 

identificamos uma desigualdade violada. 

Desigualdades de planaridade. 

Seja x' uma solução fracionária de uma relaxação linear de uma formulação de PI válida 
para o modelo baseado em segmentos. Uma rotina de separação de desigualdades de 
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planaridade deve tentar identificar conjuntos de pontos P' CP, tal que ZITES(P')Xij > 
3(jP'I- 1)- h' 1 onde 1/ representa o número de pontos em P' sobre a fronteira de sua 
envoltória convexa. Seja r; Ç S(P) o conjunto de segmentos tal que a.s variáveis que 
os representam, na formulação,, assumem valores fracionários em x', i.e., r; = { ij E 

S(P): O< x~j < 1}. Observe que, se um certo conjunto de pontos P' CP não satisfaz a 
desigualdade de planaridade então, obrigatoriamente, o conjunto de segmentos S(P')nT: 
não é vazio, e existe interseção entre seus segmentos. Assim: a idéia da nossa heurística é 
ldent]ficar conjuntos maximais de pontos P' C P, com !pt! 2: 4, tal que para todo ponto 
em P' exista um segmento em S(P') n r:, do qual ele é um dos extremos, que intercepta 
pelo menos um outro segmento em S(P') n r;. Para cada um destes conjuntos P', a 
heurística verifica se a desigualdade de planaridade referente a ele está sendo víolada. Em 
caso afirrna.tivo, esta desigualdade é gerada, i.e, ela é acrescentada à formulaçã.o de PI 
corrente. Caso contrário, remove-se iterativam-ente pontos de P' até que /P1

j = 3, ou até 
que um dos subconjuntos gerados no processo não satisfaça à desigualdade de planaridade. 

Neste últímo caso, a desigualdade violada é gerada. 

O algoritmo utilizado é apresentado de forma maís detalhada na Figura 5.1, onde 
f/;(P') = 3(jP'I-1) -h' e h1 é o número de pontos em P' sobre a fronteira de sua envoltória 
convexa. Os passos 1 e 2 do algoritmo utilizam o grafo das interseções de segmentos de 
P: G~, para identificar conjuntos de segmentos de r; onde todo segmento intercepta 
pelo menos um outro segmento do mesmo conjunto. No algoritmo estes conjuntos de 
segmentos são representados pelos vértices dos componentes conexos em C. Então, no 
passo 3, para cada um destes conjuntos de segmentos Q, tenta-se determinar se um 
subconjunto de seus pontos extremos viola a desigualdade de planaridade. Neste sentido, 
a primeira tarefa realizada é identificar o conjunto P de pontos extremos de Q, o que é 
feito no passo 3(a}. Em seguida, no passo 3(b), testa-se se a desigualdade de planaridade 
referente à P está satisfeita. Em caso afirmativo, escolhe-se um ponto q E P, faz-se 
P := P\{q}, e repete-se o passo 3(b) para o novo conjunto de pontos P. Este processo 
pára se o conjunto de pontos corrente P não satisfaz a desigualdade de planaridade, ou 

se IP! = 3. No primeiro caso, IPI 2: 4, e assim o passo 3(c) gera a desigualdade de 
p]anaridade correspondente a P. Observe que, a remoção de pontos de P, no passo 
3(b), é feita de forma gulosa, onde procura-se produzir com a remoção de um ponto 
q E P o subconjunto de pontos P \ { q} mais próximo à violação de uma desigualdade 
de planaridade. A complexidade de tempo deste algoritmo é dominada pelo passo 3(b)i, 
e é igual a O(jT;jn'lgn) = O(IS(P')jn2lgn) = O(n4 lgn), se utilizarmos o algoritmo 
Graham-scan [CLR90], para computar cf>(P), no passo 3(b). Ainda assim, na prática, este 
algoritmo apresenta um bom desempenho computacional. Isto se deve ao fato que, em 
geral, !T~j < IS(P')], i.e., o número de variáveis que assumem valores fracionários em 
uma relaxação linear da formulação da Seção 3.1 é pequeno quando comparado ao total 
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de variáveis desta mesma formulação. 

1. Determinar o subgrafo ê~CV, Ê) de G~(V,E} induzido por V, onde V= {vii E V: 
'iJ E r;}. 

2. Identificar o conjunto C de componentes conexos de Ô~. 

3. Para cada componente ~(V, E) E C 

(a) Determinar o conjunto PC P de todos os pontos que são extremos dos seg­
mentos representados em V 

(b) Enquanto IPI 2' 4 e L x;; :S ,P(P) 
IJES(P) 

J. pv[p] := 1>( P \ {p}) - Li)ES(P\{p)) x;;, V p E P. 

11. q := min,{pv[p]: p E P). 
m. P:=P\{q). 

(c) Se IPI 2 4 
Gerar a desigualdade de planaridade referente ao conjunto de pontos P. 

Figura 5.1: Rotina de separação de desigualdades de planaridade. 

5.1.4 Resultados Obtidos 

Nesta seção apresentamos os resultados dos experimentos computacionais realizados com 
o modelo baseado em segmentos. Cada linha das tabelas apresentadas traz a média dos 
valores de cinco instâncias do mesmo tamanho. 

Iniciemos por discutir qual a melhor formulação inicial para o algoritmo bmnch-and­

cut, i.e.l qual a formulação sobre a qual o algoritmo começará a rodar. Na Tabela 5.1 
apresentamos urna comparação entre o desempenho de um algoritmo branch-and-bound 

(B&B) cuja formulação inicial é aquela da página 35 e a formulação onde acrescenta-se às 

restrições da primeira as desigualdades de conjunto dominante. É fácil observar que as de­
sigualdades de maximalidade local melhoram sobremaneira o desempenho computacional 
do algoritmo. 

Vejamos agora, na Tabela 5.2, uma comparação entre o desempenho computacional da 
segunda formulação mencionada acima, a qual denominamos de formulação de arestas e a 
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formulação onde substituí-se as desigualdades de aresta por um conjuntos de desigualdades 
de clique que recobrem o grafo de interseção de segmentos. Esta última formulação é 
denominada de formulação de cliques. Observe que, apesar da formulação de cliques 
apresentar um desempenho superior ao da formulaç,ão de arestas 1 o tempo despendido 
para gerá-la acaba por tornar sua utilização mais dispendiosa. Há de se observar que 
estes resultados dependem do recobrimento específico que se utiliza. O objetivo prímeiro 
do algoritmo que implementamos para gerar tal recobrimento é minimízar o número total 
de cliques, minimizando assim o número de desigualdades da formulação. Este algoritmo 
utiliza a rotina de estrelamento descrita na Seção 5.1.3 para iterativamente determinar 
um conjunto de cliques que recubra o grafo. A cada iteração uma clique é determinada! 
seus vértices são removidos do grafo e o processo se repete sobre o grafo restante, sendo 
que o nó selecionado a cada passo da rotina de estrelamento é aquele que apresenta maior 
grau dentre todos os vértices do grafo. 

Em vista do desempenho apresentado pela formulação de cliques 1 implementamos um 
algoritmo capaz de gerar todas as cliques maximais de um grafo, visando determinar na 
prática a. força das desigualdades de clique na resolução do PTCM. Apesar do algoritmo 
implementado, proposto originalmente por Tsukiyama et. al [TIAS77), possuir tempo 
de computação linear no número de cliques maximais do grafo) na prática este tempo se 

mostrou elevado, nos restringindo assim a testes com conjuntos de pontos de cardinalidade 
reduzida. Tais testes mostraram que as desigualdades de clique são insuficientes para 
melhorar o desempenho do algoritmo de forma significativa. 

A Tabela 5.3, traz uma comparação entre três algoritmos diferentes para resolução 
do PTCM. Os três algoritmos utilizaram a mesma formulação inicial, a formulação de 
arestas acrescida da..'l desigualdades do conjunto dominante. Fica claro, que o branch" 
and-bound tem um desempenho significativamente inferior ao branch-and-cut (B&C) que 
utiliza somente os cortes de dlque e de ciclo ímpar (sem corte de planaridade), e este 
por sua vez também apresenta um desempenho muito aquém do apresentado pelo branch­
and-cut completo (com corte de planaridade ). 

A Tabela ,5.4 apresenta uma comparação dos tempo totais da execução do algoritmo 
para diferentes métodos de pré-processamento utilizados. Comparamos a utilização do 
método do 1.17682-esqueleto com a utilização conjugada dos outros dois rnétodosl aqueles 
baseados em relaxações lineares. Este último, apesar de facilitar sobremaneira o trabalho 
do branch-and-cut é tão caro que, diferentemente do primeiro, compromete totalmente o 
tempo total do algoritmo. 

Finalmente, nas Tabelas 5.5 e 5.6 apresentamos os melhores resultados obtidos pelo 
branch-and-cut. Os algoritmos utilizados para obter estas dua..<; tabelas diferem apenas 
pela rotina de separação das desigualdades de planaridade. Os resultados da Tabela 5.5 
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Com as desigualdades Sem as desigualdades 
do conjunto dominante do conjunto dominante 

n #nós Tempo de B&B #nós Tempo de B&B 
20 3 <I 633 40 
25 7 I 4618 948 
30 6 3 8811 8031 
35 16 11 36542 18198 

Tabela 5.1: Verificação do desempenho computacional da desigualdade do conjunto do­
minante. 

FormulaçãD de cliques Formulação de arestas 
Tempo gasto para Tempo de Tempo Tempo gasto para Tempo de Tempo 

n gerar a formulação B&B total gerar a formulação B&B total 
30 6 1 7 <1 1 I 
35 15 5 20 1 13 14 

40 32 30 62 1 51 52 
45 53 58 111 2 32 34 
50 75 175 250 3 243 246 

Tabela 5.2: Verificação computacional da formulação que substitui as desigualdades de 
arestas por uma cobertura de desigualdades de clique. 

B&B B&C sem planaridade B&C com planarida.de 
n # ' nos Tempo #nós Tempo #nós Tempo 
50 112 168 23 73 I 30 
55 230 413 61 171 2 35 
60 1497 7684 223 1054 3 71 
65 * * 1544 11475 11 157 
70 * * • * 6 214 
75 * * * * 12 351 
80 * * * * 15 383 

*: Mêdia não computada pois a resolução de pelo menos 3 das 5 instâncias em questão ultrapassou o 

tempo limite imposto de 10 horas. 

Tabela 5.3: Comparação entre as diferentes possibilidades de utilização de cortes. 
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8-esqueleto Rei. linear 
n pré-processamento B&C' Tempo total pré-processamento stc Tempo total 
50 2 30 32 394 < I 394 
55 4 35 39 643 < I 643 
60 4 71 i5 996 I 997 
65 7 15i 164 1438 2 1440 
70 lO 214 224 w * 
75 11 351 362 w • " 
80 16 383 399 • " 

•: !'io foi possível realizar o pré-processamento destas instaneias pois a quantidade de memóna requerida 

por <!$l~ método era superior à quantidade disponh·el na máquina. 

Tabela 5.4: Comparação dos tempos de computação obtidos por duas possibilidades ws­
tintas de pré-processamento. 

foram obtidos realizando a separação destas desigualdades tal corno é descrito no algoritmo 
da Figura 5.1. Já os resultados apresentados na Tabela 5.6 forma obtidos utilizando uma 
implementação que substi tuí os passos 3(b) e 3(c) da da Figura 5.1 por 

3(b) Se IP I ~ 4 e L x ;1 ~ ~(P) 
iies(P) 

Gerar a desigualdade de plaoaridade referente ao conjunto de pontos P. 

Observe que a o primeiro algoritmo é capaz de resolver o problema com uma árvore de 
enumeração menor, porém é o segundo quem é mais rápido. :\estas tabelas não considera­
mos o tempo gasto em pré-processamento na resoluç.âo do problema pois este é desprezível 
(sempre menor que 2 min) quando comparado ao tempo do branch-an.d-cui. 

lima. observação interessante com relação aos resultados obtidos, diz respeito a variação 
do tempo de computação para instâncias do mesmo tamanho. Um exemplo desta variaçàú 
são as instándas de 160 pontos (Tabela 5.6). Enquanto uma das instância gastou 5 horas 
outra gastou apenas 26 minutos. Isto é um indicativo que a dificuldade desle problema. 
nesta abordagem, está mais intrinsecamente ligada à wsposição geométrica dos pontos 
que ao tamanho da instância. 



5. L O Modelo Basea.do em Segmentos 76 

# de cortes de 
n #nós # PLs clique ciclo ímpar planarídade Tempo de B&C 

100 7 47 o 5 65 1267 
110 3 40 1 5 ,)6 1045 
120 4 53 1 11 82 1626 
130 13 87 o 15 113 2513 
140 17 101 o 22 114 8176 
150 10 54 o 18 77 2754 
160 10 70 o 12 103 3282 
Nota: em 16 das 35 execuçôes do branch~and~cut não foi necessário realizar braching. 

Tabela 5.5: Resultados obtidos utilizando a versão completa da rotina de separação de 
desigualdades de planaridade (O( n6

) ). 

# de cortes de 
n #nós # PLs dique ciclo ímpar planaridade Tempo de B&C 

100 14 40 5 19 o-·' 940 
110 11 43 2 23 39 1022 
120 13 39 1 14 37 1090 
130 26 69 4 27 .50 2125 
140 29 71 5 34 42 4064 
150 15 54 3 29 47 2706 
160 96 146 6 43 48 83.59 

Nota: em 5 das 35 execuções do branch~and-cut não foí necessário realizar braching. 

Tabela 5.6: Resultados obtidos utilizando a versão da rotína de sepaJ."açào de desigualdades 
de planaridade que troca o laço do Passo 3(b) por uma simples comparação (O( n 2 )). 
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5.2 O Modelo Baseado em Triângulos 

Nesta seção descrevemos os resultados computacionais obtídos utilizando o modelo ba­

seado em triângulos, apresentado no Capitulo 4. Naquele capitulo apresentamos três 

possíveis formulações de PI para o PTCM, sendo que em toda.s elao;; as variáveis esta­

vam associadas aos triângulos em Ll(P). Por motivos descritos naquele capítulo, utiliza­

mos apena':l uma destas formulaç.ões em nossos testes computacionais: a formulaçâ.o (Co) 

(Seção 4.3). Nesta seção discorremos sobre os resultados obtidos com esta formulação e 
com a formulação na qual acrescentamos às equações de (Co) as desigualdades de mini· 
malidade local (Seção 4.4). 

Supreendentemente, para todas instâncias testadas, a relaxação linear de (Co) sempre 

forneceu uma solução inteira. Contudo, mesmo utilízando uma rotina de pré-processamen­

to, o elevado número de variáveis de (Co) faz com que resolução sua relaxação linear re­
queira. muito espaço. Visando contornar este problema testamos a eficiência da utilização 

de um algoritmo de geração de colunas. 

A primeira parte desta seção é destinada a descrição do algoritmo de geração de colunas 

empregado. A segunda parte é dedicada a apresentação dos resultados computacionais 
obtidos com este algoritmo e com a relaxação linear. 

5.2.1 Implementação do Algoritmo de Geração de Colunas 

Na implementação do algoritmo de geração de colunas utilizamos o ABA CUS [Thi96]. 

O ABA CUS consiste em framework para implementação de algoritmos de Pl tais como 
branch-and-bound1 branch-and-cut ou branch-and-price. Fazendo uso do paradigma de 

orientação a objetos, o ABA CUS permite construirmos um destes algoritmos apenas de­
rivando algumas de suas classes (C++) a fim de inserir as rotinas especificas do problema 
em questão. 

A implementação que realizamos é na realidade bastante simplória. Inicialmente, o 
algoritmo gera todas as variávels possíveis (triângulos vazios). Parte destas variáveis 
constituem a base inicial do problema e o restante das variáveis são armazena-das em 
memória na forma de um pool de variáveis. Então, a cada iteração o algoritmo resolve o 

subproblema corrente e verifica se alguma das variáveis no pool apresenta custo reduzido 
negativo. Em ca,o;;o pos:itivo, tal variável é inserida no conjunto de variáveis corrente. 

O algoritmo termina quando não mais existem variáveis com custos reduzídos negativo 
no pool. 

Utilizando o ABACUS 1 o trabalho de implementar o algorjtmo acima se reduziu a 
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identificar as variáveis e as restrições a serem utilizadas, det-erminar quais variáveis iriam 

compor a ba':>e inicial e quais iriam para o pool, e determinar quais variáveis do pool inserir 

no subproblerna corrente a cada. iteração. 

Com respeito a base inicial foram testadas duas alternativa:•;: empregamos uma tri· 

angulaçâo planar arbitrária e a triangulaçã.o gulosa. A utilização da triangulação gulosa 

se mostrou uma opção nitidamente superior. Com relação a quais variáveis adicionar ao 

subproblema corrente a cada iteração, a melhor opção, dentre as testadas, foi adicionar 

todas a..<> variáveis com custo reduzido negabvo identificadas. 

5.2.2 Resultados Obtidos 

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos com o modelo baseado em triângulos. 
Pelos motivos já. apresentados, também na resolução do PTCM utilizando este modelo 
empregamos o método de pré-processamento baseado no 1.17682-esqueleto. 

Iniciemos discutindo os resultados obtidos através da simples resolução da relaxa.çã.o 

linear de (Co). 

Conforme mencionado) para todas instâncias testadas, a relaxação linear de (Co) 

sempre forneceu uma solução inteira, i.e., um vetor de incidência de uma TCM. Este fato 

fez com que não houvesse grandes variações nos tempos obtidos para resolver instâncias 
do mesmo tamanho. Assim, nos testes realizados utilizando este modelo, a dificuldade de 
se resolver o problema se mostrou mais ligada ao tamanho da instância que à dísposiçào 
geométrica dos pontos. De fato, o tempo de computação gasto para resolver a relaxaçào 
linear de qualquer instância testada foi inferior a um quinto do tempo gasto pela rotina 
de pré-processamento, a qual possui uma complexidade de tempo igual a O(n3

). 

Para ilustrar os fatos acima, apresentamos na Tabela 5. 7 os resultados obtidos, utili­
zando (Co), para instâncias de 500 a 1000 pontos. O tamanho das instâncias representadas 

nestas linhas é apresentado na coluna 1. A coluna 2 apresenta jS(P)j. A coluna 3 apre­
senta o tempo gasto com o pré-processamento. As colunas 4 e 5 apresentam os números 

de variáveis e restrições utilizadas nas relaxações lineares, í.e., o número de triângulos e 
segmentos que não foram eliminados na fase de pré-processamento. A coluna 6 apresenta 

o tempo de computação gasto para resolver a relaxação linear resultante. E finalmente 1 

a coluna 7 apresenta o tempo total gasto no processo. 

Uma primeira observação possível, com relação aos resultados apresentados na tabela 

5.7, diz respeito ao desempenho da rotina de pré-processamento. Observe que1 para as 
instâncias testadas, a rotina st:>..mpre conseguíu eliminar pelo menos 92% dos segmentos em 
S(P). Para que se possa ter uma idéia da quantidade de segmentos de uma triangulação 
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planar que esta rotina consegue identificar, apresentamos nas Figuras 5.2(a) e 5.2(b), res­
pectivamente} o 1.17682-esqueleto e uma TCM de um mesmo conjunto de 1000 pontos. 
Outro ponto relevante, com relação a.os resultados apresentados na tabela 5.7, ê o tempo 
de computação. Enquanto na aÇtordagem baseada em segmentos foram necessários 8359 
segundos (aproximadamente 2,3 horas) para resolver um problema de 160 pontos, utili­
zando a formulação (Co) fomos capazes de resolver instâncias de 650 pontos em tempo 
semelhante. 

Com respeito ao pré~processamento, através da Figura 5.3, podemos confirmar que, 
conforme mencionado, O LMT ~esqueleto é capaz de determinar um subconjunto de uma 
TCM significativamente maior que o 1.17682-esqueleto. Contudo, enquanto o tempo 
gasto para computar este último para um conjunto de 1000 pontos (Figura 5.2(a)) foí 
aproximadamente 8 horas! o tempo gasto para computar o LMT-esqueleto do mesmo 
conjunto fol aproximadamente 32 horas. 

Ainda através da Figura 5.3, podemos confirmar uma observação feita por Dickerson 
e Montague [DM96]. Em testes realizados, estes autores constataram que, para conjuntos 
de pontos gerados aleatóriamente, o LMT-esqueleto sempre produziu um subgrafo conexo 
de G = (P, S(P)). Isto, como visto na Seção 2.3.1, implica que nestes casos o restante 
dos segmentos que compõem uma TCM podem ser computados em tempo polinomial, e 
assim o próprio PTCM pode ser resolvido em tempo polínomiaL Posteriormente, Bose, 
Devroyee Evans [BDE96], mostraram que para certa configuração de pontos, denominada 
diamoncP, o LMT -esqueleto não conseguia obter o mesmo resultado. Assim, resolvemos 
testar a relaxação de (Co) também para esta instância em particular e mais uma vez a 
relaxação linear forneceu uma solução inteira. 

Vale ressaltar novamente que, apesar de que nos testes realizados, utilizando a for­
mulação (Co) para resolver o PTCM, a solução ótima da relaxação foí sempre inteira, 
o politopo definido por esta formulação não equivale a envoltória convexa das soluções 
inteiras (veja exemplo na Seção 4.3). Em alguns testes rf'..alizados, verificamos que, na 
maioria dos casos, basta inverter o sentido da. função objetlvo (maximizar) para que a 
solução ótima da relaxação linear seja fracionária. 

Com relação a esta última observação obtivemos um resultado interessante com a..<> desi­
gualdades de minimalidade local. Gerar tais desigualdades mostrou-se um problema com­
putacionalmente caro, inviabilizando sua utilização computacionaL Entretanto, quando 
adicionamos estas desigualdades as equações de (Co) verificamos, através de testes que, 
para instâncias de 10 a 40 pontos, que o poli topo definido pela relaxação linear coincidiu 
com a envoltória convexa das soluções inteiras, i .e., das triangulações minimamente locais. 

1 Um diamond consiste em um conjunto de 19 pontos onde 18 deles compõem os vértices de um polígono 
regular com 18lados e o últímo ponto está situado no centro do círculo que circunscreve este polígono. 
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(a) 1.17682-esqueleto. 

(b) TCM. 

Fígura 5.2: Segmentos identificados pelo pré-processamento e a solução final (TCM) de 
um conjunto de 1000 pontos. 
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Figura 5.3: LMT-esqueleto de um conjunto de 1000 pontos. 

De fato, diferentemente da formulação (Co), não identificamos para esta nova formulação 
nenhum caso onde o politopo definido por sua relaxação linear coincidiu com a envoltória 

convexa das soluções inteiras. Para averlgarrnos este fato, utilizamos o programa LRS 

[Avi93] para identificar todos os vértices do politopo das referidas relaxações lineares. 

Vejamos agora
1 

através da tabela 5.8, o desempenho apresentado pelo algoritmo de 
geração de colunas. O tamanho das instância...;; representadas nestas linhas é apresentado 

na coluna L A coluna 2 apresenta o número de iterações necessárias para resolver o 
problema .. As colunas 3, 41 5 e 6 trazem, respectivamente, o número total de variáveís 

do problema, o número de variáveis que compunham o subproblema iniciaL o número 

de variáveis necessárias para resolver o problema e a porcentagem destas com relação ao 

totaL As colunas 7, 8 e 9 apresentam, finalmente, os tempos gastos resolvendo relaxações 

lineares 1 identificando as variáveis de custo reduzído negativo no pool e o tempo totaL 

Corno pode ser visto, para resolver o problema o algorítmo acaba por utilizar apro­
ximadamente 80% das variáveis, não atendendo assim a um dos objetivos básicos de sua 

implementação: consumir menos memória. Além disso1 o tempo do algoritmo também é 
muito inferior ao tempo da relaxação linear. Note que o tempo gasto para resolver uma 

instância de 200 pontos utilizando o algoritmo de geração de colunas é superior ao tempo 



5.2. O Modelo Baseado em Triângulos 83 

gasto para resolver uma lnstâncía de 700 pontos utilizando uma simples relaxação linear 

(em ambos os casos com pré-processamento). Desta forma, tal como está implementado 
não existe vantagem em utilizar o algoritmo de geração de colunas ao invés da relaxação 
linear) muito pelo contrário. Há de se salientar mais uma vez que nossa implementaç.ão 
do algoritmo de geração de colunas é bastante ingênua. Contudo, os resultados parecem 
indicar que pequenas modificações não seriam capazes de tonar o algoritmo de geração de 
colunas mais rápido do que resolver a relaxação linear. Assim, esta última opção parece 
ser mais adequada desde que, evidentemente, haja memória disponível para carregarmos 

o problema. 



-o 
o 
~ 

n 
100 
12.) 

150 
175 
200 

#de LP's 
li 
14 
17 
18 
20 

Variáveis 

# total # inicial # final 
4418 183 3507 
527ô 232 4121 
7466 281 5930 
8633 331 676.5 
s:Jss 382 7507 

Tempo 

% necessária de LP de pricing total 

79 55 165 220 
78 81 279 360 
79 433 528 961 
78 544 718 1262 
80 418 927 1345 



Capítulo 6 

Conclusões 

Nesta dissertação procuramos apresentar um estudo que possibilitasse avaliar a adequa­

bilidade da utilização de métodos de Pl na :resolução exata do PTCM. Neste sentido, 
dois modelos de PI distintos foram avaliados. Em um primeiro instante, nos dedica­
mos ao estudo das possibilidades e propriedades apresentadas por estes modelos e em 

seguida utilizamos estes conhecimentos para desenvolver algoritmos capazes de resolver o 
problema a otimalidade. 

Com respeito ao modelo baseado em segmentos, mostramos como formular o PTCM 
como um problema de Pl associando as variáveis deste último aos segmentos em S(P). 
Mostramos também que existe uma equivalência entre o PTCM e uma versão restrita 
do problema do conjunto independente em grafos, a qual nos possibilita utilizar resul­

tados já conhecidos para o politopo dos conjuntos independentes na caracterização do 

politopo das triangulações planares. Além disso1 mostramos que é possível fortalecer a 
formulação proposta através de novas desigualdades válidas que expressam certas propri­

edades inerentemente geométricas do problema. Finalmente, utilizamos estes resultados 

para. desenvolver um algoritmo branch-and-cut para resolver o problema de forma exata. 

'Utilizando este branch-and-cut fomos capazes de resolver instâncias de até 160 pontos 
em aproximadamente 2 horas. Para obtermos tal performance ficou clara a necessidade 
de se empregar bons métodos de pré-processamento, no caso o 1.17682-esqueleto. Tão 

fundamental quanto o método de pré-processamento, foi a utilização das duas novas classes 
de desigualdades apresentadas1 a desigualdade do conjunto dominante e a desigualdade de 
p]anarídade. Para esta última, que foi empregada na forma de corte, também foi proposta 
uma rotina de separação a qual apresentou um excelente desempenho. 

Com relação ao modelo baseado em triângulos apresentamos três possíveis formulações 
de Pl para o PTCM. Inicialmentet mostramos que em decorrência da semelhança entre a 

85 
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definição do problema sobre triângulos e sobre segmentos, os príncipais resultados válidos 

para o modelo baseado em segmentos, quando devidamente reinterpretados, também são 
válidos para o modelo baseado em triângulos. Em segulda, baseados no trabalho de 
Loera eL al [dLHSS~6): apresentamos outras duas possibilidades de formulações de Pl 
oferecidas por este modelo. Além disso1 apresentamos uma nova classe de desigualdades 
que é válida somente para o politopo das triangulações minimamente locais, uma classe 
especial de triangulações planares da qual a TCM faz parte. 

Os resultados obtidos com o modelo baseado em triângulos (formulação (Co)), parecem 
indicar a viabilidade de PI na resolução de exata do PTCM. Com este modelo fomos 
capazes de determinar a TCM de até 1000 pontos em menos de 10 horas. Como visto1 na 
prática o tempo de computação necessário par-a resolver uma instância de tamanho n se 
mostrou da ordem de O( n3 ). Entretanto, um problema desta abordagem é a quantidade de 
memória exigida para tais computações que é da ordem de O(n5 ). No sentido de contornar 
este problema, implementamos um algortimo de geração de colunas 1 contudo este não 
apresentou o resultado esperado. Além de não diminuir significativamente a quantidade 
de memória requerida exige um tempo de computação muito superior a simples resolução 
de uma relaxação linear. 

Para finalizar, dentre os trabalhos encontrados na literatura, os que vêem obtendo 
maior sucesso na resolução exata do PTCM são aqueles que se utilizam do LMT ~esqueleto. 
De fato, já na apresentação do LMT-esqueleto, Dickerson e Montague [DM96] mostra­
ram que seu algoritmo possíbilitava computar, em um Power Macintosh 8500/120, o 
LMT-esqueleto de 250 pontos em 13 horas. Posteriormente, Belleville, Keil, McAllister e 
Snoeying mostraram que, utilizando sofisticadas técnicas de geometria computacional, é 
possível resolver instâncias do PTCM de 1000 pontos, em uma SGI Indy, em aproximada­
mente 30 minutos. Há de se salientar que, tais trabalhos não se encontravam disponíveis 
quando do início deste trabalho, época na qual qualquer tentativa de resolver o PTCM 
de forma exata nos era desconhecida. De qualquer forma, nossa expectativa é de que isto 
não pode ser feito usando PI, mas talvez se possa otimizar a rotina de pré-processamento, 
fase que em nossos experimentos determinou o tempo de processamento total, de forma 
a diminuir a diferença de poder computacional das duas abordagens. 

6.1 Possíveis Extensões 

Por ter obtido maior sucesso computacional, acreditamos que possíveis extensões deste 

trabalho poderiam se concentrar no estudo do modelo baseado em triângulos. Do ponto 
de vista computacional, poder-se-la tentar otimizar a implementação do método de pré-
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processamento empregado, i.e., utilizar técnicas de geometria computacional para torná­

lo mais rápido, a exemplo do que foi feito com o LMT-esqueleto por Belleville eL al 

IBKMS96}. 

Em uma outra linha~ poder-se-ia trabalhar no esclarecimento de duas novas questões 

relacionadas ao PTCM oriundas deste trabalho: a exístência de instância com solução 
ótima fracionária pa.ra formulação (Co), quando a função objetivo é a especificada pelo 
PTCM e existência de instância cujo poli topo definido pela relaxação linear de (Co) 

acrescida das desigualdades de minimalidade local possua vértices fracionários. Com este 
estudo talvez possa se provar algo sobre a complexidade computacional do PTCM, pelo 

menos quando a função objetivo é euclideana (ou, no caso mais geral1 quando a função 

objetivo for uma métrica qualquer). 
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