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Resumo

Esta dissertagio discute diagramas de Voronol no plano projetivo orientado, um espaco
geomeétrico gue propicia vantagens computacionals tanto na representagao quanto na cons-
trugdo dos diagramas. Esses diagramas, resumidamente, agregam informagio de proximi-
dade para um conjunto de objetos no espago e estdo entre as estruturas mais estudadas
na Geometria Computacional com aplicagdes em diversas ciéncias.

Apresentamos um algoritmo incremental simples, baseado somente no conceito de
orientagio, para construir o diagrama de pontos e, também, o de pontos com peso aditivo.
Esse tltimo e algumas outras generalizacdes do diagrama de Voronoi possuem arcos de
conicas entre suas arestas. Para obter a visualizacdo dos diagramas, estudamos as conicas
naquele espago e propomos uma representacio para arcos que unifica as trés classes de
cdnicas afins no plano. O trabalho se completa com a implementagdo do algoritmo e o
aprimoramento de dois visualizadores para os modelos plano e esférico de plano projetivo
orientado, com a inclusdo de conicas, que permite a completa visualizacao dos diagramas

e das vantagens desse espago geométrico.
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Abstract

This dissertation discusses Voronoi diagrams on the oriented projective plane, a geometric
space which gives computational advantages in the representation as well as in the cons-
truction of the diagrams. These diagrams, in short, aggregate proximity information for
a set of objects in the space and are among the best studied structures in Computational
Geometry with applications in several sciences.

We present a simple incremental algorithm, based only on the concept of orientation,
to construct the diagram of points and, also, the additively weighted diagram. The latter
and some other generalizations of the Voronoi diagram include conic arcs among their
edges. To achieve the visualization of the diagrams, we study the conics in that space
and propose a representation for arcs that unifies the three classes of affine conics in the
plane. The work also includes the implementation of the algorithm and the update of
two visualizers for the planar and spherical models of the oriented projective plane, in
order to include conics, that allow for the complete visualization of the diagrams and the

advantages of this geometric space.
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Capitulo 1
Introducao

O diagrama de Voronoi foi uma das primeiras estruturas geométricas estudadas sob as-
pectos computacionais devido & sua grande importéncia para diversas ciéncias {4]. Antes
mesmo do termo Geometria Computacional ser popularizado, varios algoritmos ja haviam
sido obtidos para calculd-lo. Desde entao, muitos algoritmos dtimos foram descobertos
e, a0 menos para o caso planar, todos os aspectos combinatoriais do diagrama foram
estabelecidos,

Atualmente, a pesquisa tem se voltado para as generalizagdes do diagrama e para
técnicas de implementagao robusta. A mmplementagdo de algoritmos geométricos é, em
geral, dificultada por casos especiais e por problemas numéricos. Como veremos, o dia-
grama de Voronoi construido no plano Euclidiano possui regides e arestas que se estendem
até o infinito. Essas arestas representam um caso especial a ser tratado na construgio e
representacao explicita dos diagramas. Nesse contexto, este trabalho propde uma nova
maneira de representar o diagrama onde as arestas infinitas nao trazem qualquer problema.
Essa representacdo € conseguida pela simples construgdo do diagrama, nao no plano Fu-
clidiano E?, mas no plano projetivo orientado T?, que possul todas as caracteristicas
interessantes do plano Euclidiano mais as vantagens do plano projetivo clissico P2,

Esta foi a nossa motivag@o inicial para o tema. Entretanto, outros aspectos tedricos
interessantes foram observados, ainda na defini¢do da proposta de trabalho, que se mos-
traram realmente validos e fazem parte das contribuigbes da dissertacao. Um exemplo €
a conexidade do diagrama de pontos com peso aditivo no T? (segdo 4.3), ao contrario do
plano Euclidiano, onde ele pode ser desconexo. Esse fato também contribui para diminuir
as dificuldades na representacao do diagrama.

Antes de prosseguirmos com a introdugdo & dissertacdo, tracaremos um histérico da
fase inicial da pesquisa com o intuito de contextualizar melhor o que sera apresentado em

todo o texto.
Dentro daquele espirito de buscar novas ferramentas para implementacao robusta de
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1.1. Organizacio da Dissertacio

algoritmos geométricos, tinhamos a intencao de estudar técnicas de perturbagio simbdlica
para tratamento de degeneragdes em algoritmos [15]. Na literatura, é possivel encontrar
essas técnicas aplicadas a primitivas envolvendo pontos, retas e circulos. Pretendiamos
estudd-las para primitivas envolvendo conicas, que sdo naturalmente o préximo passo.
Além dessa parte mais conceitual, a pesquisa envolveria trabalho no desenvolvimento
do ambiente de visualizagio distribuida GeoPrO [18], que prové suporte para o T?, e é
também um esfor¢o para prover ferramentas que facilitem a implementacao, demonstragio
e depuragao de algoritmos geometricos.

Boa parte do estudo dirigido, que leva a proposta de trabalho, foi dedicado a uma re-
visdo bibliografica para identificar os problemas e algoritmos que, de alguma maneira, en-
volvessem conicas € que pudessem, eventualmente, se beneficiar da aplicagio das técnicas
de perturbagdo simbdlica. Entramos em contato, assim, com as generalizacdes do dia-
grama de Voronol que possuern cdnicas. Em um dado momento, percebemos que poderia
ser muito interessante explorar a construgio de diagramas de Voronoi no T? e que nio
havia muitos indicios da utilidade ou viabilidade da aplicacido de perturbacio simbélica a
primitivas envolvendo conicas.

A meta do trabalho tornou-se, entdo, o estudo dos diagramas no T? e as suas vi-
sualizacdes com o auxilio dos visualizadores do ambiente GeoPrO. O estudo envolveu a
andlise das caracteristicas dos diagramas e a busca por algoritmos que os construissem de
maneira uniforme e transparente, para que o T2 nao se tornasse um novo problema para
os implementadores. A visualizagdo envolveu o estudo das cénicas no T2 para encontrar
uma representacao viavel para arcos; e a inclusdo do suporte a conicas nos visualizadores
do GeoPrQ a partir da representagio. '

Uma das fungdes mais interessantes de ferramentas de visualizacao é o auxilio & de-
puracio na implementacdo de algoritmos. Como sablamos que os diagramas estavam bem
definidos no T* (faltava encontrar os algoritmos), resolvemos pesquisar a representacio
de conicas e aprimorar os visualizadores antes de pesquisar e implementar os algoritmos.
Esta estratégia fol muito bem sucedida e os algoritmos foram implementados com uma
ajuda visual que acelerou o processo e foil responsavel pela rapida identificagio de uma

peculiaridade no caso base (se¢ao 5.3.2).

1.1 Organizacao da Dissertagao

O capitulo 2 faz uma introduc¢do a diagramas de Voronoi e algumas de suas generalizagoes.
Pretende dar uma visdo geral da bibliografia da area, apresentar algumas aplicagdes e res-
saltar os aspectos que sio diretamente influenciados pela construgao no T2, O capitulo 3
contém urna breve introducio ao T?. Sdo apresentados os conceitos mals importantes e

alguma notagio usada posteriormente.



1.I. Organizagdo da Dissertacdo

A parte tedrica principal da dissertacdo é composta pelo capitulo 4, que apresenta o
estudo sobre cdnicas e diagramas no T?, e pelo capitulo 5, que apresenta em detalhes
o algoritmo implementado. O capitulo 6 finaliza a dissertagdo com a parte prética das
implementacgdes no ambiente GeoPrQ e algumas imagens da visualizagdo dos diagramas
nos modelos plano e esférico do T2.

Esta dissertacao pretende apresentar todos os aspectos relevantes no que diz respeito
a diagramas de Voronoi e ao T?. No entanto, assumimos familiaridade com conceitos
e notagdo basicos de andlise de algoritmos, programacéo estruturada de computadores,
geometria Euclidiana [32, 10] e topologia de espagos métricos [10].



Capitulo 2

Diagrama de Voronoi e
Generalizacoes

The usefulness of the Yoronoi diagram for
solving a large number of problems, the fact
that it can be constructed efficiently, and
maybe also its aesthetically pleasing appearance

subsequently kindled the interest of many researchers.
— H. Edelsbrunner e R. Seidel [12]

A estrutura geoméirica a que chamamos de diagrama de Voronoi {4, 6] pode ser encon-
trada na literatura também com os nomes de Dirichlet ou Thiessen Tessellations. Quando
€ construida no interior de um poligono simples recebe os nomes de medial azis ou internal
skeleton. Conceitualmente, dado um conjunto de objetos em um espaco, o diagrama é a
divisdo do espaco em regides, cada uma associada a um objeto do conjunto, tal que todos
os pontos de uma regidao estdo mais proximos do seu objeto associado do que de todos os

outros.

2.1 Diagrama de Pontos

Seja & um conjunto finito de pontos, chamados sitios, no plano Euclidiano E?. Vamos
assumir, por simplicidade, que os sitios estao em posigdo geral, ou seja, ndo ha quatro
sitios co-circulares em 8. Para p,g € § definimos

HPQ - {:ﬂ € Eﬂd(l‘,p) S d(l’,q)},



2.1. Diagrama de Pontos 5

onde d ¢ a distancia Euclidiana usual. A regido de Voronoi de um sitio p é, entéo,

Rpm ﬂ Hpq'
€8\ {p}

Note que H,, é um semiplano limitado por uma reta; portanto, B, é sempre convexa.
De acordo com [37] vamos definir o diagrama de Voronoi de S, DVor(&), como sendo
o conjunto de pontos do E? que pertencem a mais de uma regido de Voronoi. Uma
aresta do diagrama ¢ a intersecao de duas regides (um segmento de reta ou uma semi-
reta) e um vértice € a intersecdo de trés regides (a posicio geral impede que mais de trés
regides tenham intersegdo). A figura 2.1{a) mostra, como exemplo, um diagrama para um

conjunto de dez sitios.

(a) (b)

Figura 2.1: O diagrama de Voronoi e a triangulacio de Delaunay

As regides infinitas do DVor sdo aquelas associadas aos sitios da envoltéria convexa de
S (veja [32]). As arestas infinitas sio as intersecoes entre pares dessas regides. £ razoavel
esperar que a representagao, topoldgica e geométrica, e a manipulagdo dessas arestas nio
seja uniforme em relacao as arestas finitas. Isso porque a representacio mais usual para
a topologia de subdivisdes planares é a por contorno (por exemplo [22]}, onde as arestas
sd0 representadas explicitamente e as regides implicitamente pelas relacdes de incidéncia
das arestas.

Uma maneira interessante de evitar esses problemas é trabalhar com o dual do DVor
(22]. Esse dual, chamado diagrama de Delaunay, € obtido pela conexéo, por um segmento
de reta, dos sitios cujas regides possuem uma aresta em comuin, figura 2.1(b). Quando o
conjunto S estda em posigio geral, o dual é chamado de triangulagdo de Delaunay. Essa
triangulagao possui propriedades matematicas interessantes [32] e pode ser vista como
uma construgdo implicita do DVor onde ndo é necessario calcular e trabalhar com os

vértices do diagrama.
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2.1.1 Complexidade

Dentre as questoes importantes do ponto de vista computacional a respeito do DVor est4
a quantidade de arestas e vértices, que influi diretamente sobre a quantidade de memdria
necessaria para armazenar o diagrama e o tempo necessario para calculd-lo. A dualidade
da triangulagio de Delaunay permite obter facilmente essas cotas [21]: e = 3(n—1)—h e
v =2(n—1)—h, onde e é o nimero de arestas, v 0 nimero de vériices, n o nimero de sitios
e h o nimero de sitios na envoltéria convexa. Como a quantidade h é desconhecida antes
da construgdo do diagrama, muitos artigos apresentam as cotas e < 3n —6e v < 2n — 4.

Antes de considerarmos os algoritmos para calcular o diagrama, vale a pena comentar
sobre quéo dificil é calculd-lo. No modelo computacional RAM (random-access machine)
[32], sdo necessirias (nlogn) operagdes para construir o diagrama. Essa cota vem da
possibilidade de se obter a envoltéria convexa com O(n) operacdes do DVor e de se obter
a ordenagao de um conjunto de ndmeros reais com O(n) operagdes da envoltéria convexa.
E sabido que no modelo RAM a ordenagdo requer {)(nlogn) operagdes [32]. Felizmente,
varios algoritmos conseguem construir o DVor em O(nlogn) operacdes.

2.1.2 Algoritmos e representacoes

Podemos dividir os algoritmos para diagramas de Voronot em trés classes, segundo a
técnica empregada: incremental [19, 3, 221, divisio e conquista {26, 22, 37, 40, 33] e
varredura do plano (plane-sweep) {16, 34]. Das trés técnicas, somente a incremental nao
¢ capaz de construir o diagrama no plano em O(n log n) operagdes; no pior caso, ela pode
atingir O(n?) operagdes. Isso porque hd configuragdes para as quais € sempre possivel
inserir um novo sitio cuja regido possua arestas em comum com todas as regies do
diagrama ja construido, de forma que a atualizagio demanda no minimo n operagdes,
onde n é 0 numero de sitios. Apesar desta desvantagem, os algoritmos incrementais sdo
em geral muito faceis de implementar e muito adequados quando a aplicagao necessita
atualizar o diagrama com a insercao de novos sitios.

No capitulo 5 apresentaremos um algoritmo incremental que atinge o objetivo de cons-
truir o diagrama de pontos e de pontos com peso aditivo no T? de maneira uniforme e
transparente. A idéia geral esta baseada, como a mailoria dos outros algoritmos incremen-
tais para o plano, no trabalho de Green e Sibson [19]. Vamos apresentar agora, em mais
detalhes, esse algoritmo para dar uma intui¢io maior sobre a técnica incremental.

Dado um DVor de n — 1 sitios, a inclusdo de um novo sitio k consiste de duas fases:

1. Encontrar, no diagrama, o sitio p mais proximo de k. A nova regido de p com certeza
possui uma aresta comum com a regiao de k, ou seja, eles serdo vizinhos no novo

diagrama.
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2.2. Generalizacbes

2. A partir de p, encontrar os outros vizinhos de k e atualizar o diagrama.

As duas fases podem ser implementadas de varias maneiras. No artigo de Green e
Sibson, o sitio p é encontrado por um caminhamento no diagrama a partir de um dado
sitio, sempre para o seu vizinho que esteja mais proximo de k até que o sitio p seja atingido.
A sugestao é que o caminhamento comece por um sitio aproximadamente central, o que
garante custo esperado O(y/n) para a primeira fase. Os outros vizinhos sdo encontrados
como sugere a figura 2.2. A partir de p, o vizinho seguinte é encontrado, em sentido
horario, pela identificagdo da aresta da regido de p que é atravessada pelo bissetor do
segmento entre p e k, assim sucessivamente até que o vizinho seguinte volte a ser p.

Figura 2.2: Algoritmo de Green e Sibson para construcao incremental do DVor

A descrigdo desse procedimento oferece oportunidade para verificarmos que as regides
e arestas infinitas constituem um caso especial. Sempre que o novo sitio k for inserido
na envoltdria convexa do conjunto, haverd arestas infinitas que ndo sao tratadas pelo
procedimento geral. A solucdo do artigo original €, simplesmente, eliminar as arestas
infinitas construindo o diagrama restrito a wmn poligono convexo.

No que se refere a representagio da topologia do diagrama, duas outras solugdes sdo
comuns: a introdugdo de arestas virtuais conectando arestas infinitas adjacentes {40, 37]
e de um vértice virtual conectando todas as arestas infinitas [34, 22].

2.2 Generalizagoes

Na literatura costuma-se chamar de generalizacbes todos os diagramas de Voronol que
nao sio o DVor {de pontos no E*). As generalizacdes podem ser obtidas, basicamente, de
§rés maneiras (4, 6]: trocando a fungio de distdncia d na defini¢ao; trocando os sitios por
objetos mais complexos e trocando o espago geométrico onde o diagrama € construido. A
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construgdo dos diagramas no T2 a ser apresentada no capitulo 4 poderja, em si, ser cha-
mada de uma generalizagdo. No entanto, veremos que todas as propriedades geométricas
dos diagramas no E? se mantém; por isso o diagrama de pontos com peso aditivo, por
exemplo, estd sendo chamado de generalizacio construida no T2,

Apresentaremos o diagrama de vizinho mais distante e o diagrama na esfera, que
estio relacionados com a construcio do DVor no T2. Depois veremos com mais detalhes
o diagrama de pontos com peso aditivo que, das generalizacdes contendo cénicas, fol a
que obteve os maiores beneficios da construgao no T? e que é construida pelo algoritmo

N

Figura 2.3: Diagrama de vizinho mais distante e diagrama na esfera

do capitulo 5.

O DVor, pela sua defini¢ao, é chamado de diagrama de vizinho mais préximo. Uma
das primeiras generalizagdes estudadas {7, 4] foi o diagrama de vizinho mais distante que
divide o plano em regides associadas aos sitios, tal que para todos os pontos de uma regiio
o sitio associado é 0 malis distante. A figura 2.3(a) mostra esse diagrama para o mesmo
conjunto de sitios da figura 2.1. Esse diagrama pode ser obtido apenas mudando-se o
sentido da desigualdade na definicao de Hy,:

Hyy = {x € E2[d(;r,p) > d(z,q)}-

Somente os sitios da envoltdria convexa possuem regies nesse diagrama, o que é bastante
intuitivo. As cotas para os numeros de arestas e vertices também podem ser facilmente
obtidas [4]: ¢ = 2h —3 e v = A — 2, onde & é novamente o nimero de sitios na envoltdria
convexa.

Como podemos obter a envoltdria convexa deste diagrama em tempo linear, ele requer
(nlogn) operagdes no modelo RAM. Ha pelo menos dois algoritmos, ambos baseados
na técnica de divisdo e conquista, que conseguem construi-lo em O(nlog n) operagdes
132, 22].

&y A
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Outra generalizacao imedjata do DVor ¢ a sua construgdo na esfera do E* [28, 3].
Um ponto interessante aqui € que ndo existem regides e arestas infinitas, de modo que
a representacao € sempre uniforme, veja figura 2.3(b). Na esfera, as cotas exatas para o
ntmero de arestas e vértices ndo dependem de A [3: e=3n —6 e v =2n — 4.

O artigo [3] apresenta um algoritmo incremental, baseado no original de Green e
Sibson, para construir esse diagrama que néo precisa de procedimentos especiais quando
o novo sitio é inserido na envoltéria convexa. Vale a pena notar entretanto que, apesar
da semelhanga, nao é possivel usar essa constru¢ao para obter o DVor. Nio podernos
projetar os sitios sobre a esfera, calcular o diagrama e projeta-lo de volta para o plano.

2.2.1 Diagrama de pontos com peso aditivo

No diagrama de pontos com peso aditivo, DVorW, cada sitio p € § recebe um peso
w(p) € R, que é subtraide na defini¢io de Hy,:

Hypy = {z € E¥|d(z,p) — w(p) < d{z,q) — w(q)}.

Deste modo, H,, torna-se um semiplano limitado por um ramo de hipérbole {16] e R,
torna-se estrelada {star-shaped) em relagio ao sitio e ndo mais necessariamente convexa.
Uma regido é estrelada se ela possui pelo menos um ponto tal que os segmentos ligando
este ponto a todos 0s outros pontos da regido estao totalmente contidos nela.

Alguns artigos que tratam desse diagrama somam o peso ao invés de subtrai-lo na
definicdo. Isso ndo altera as propriedades pols podemos multiplicar os pesos por —1
para obter o diagrama gerado pela outra definigdo, o que equivale a inverter a ordenagio
relativa dos pesos dos sitios. Outro fato relevante sobre a definicao € que se somamos uma
constante a todos os pesos o diagrama ndo se altera. Esse fato permite um artificio no
calculo dos vértices do diagrama (secdo 5.3.1).

A figura 2.4(a) mostra wmn exemplo com sete sitios onde os ndmeros indicam seus
respectivos pesos. O DVorW é topologicamente mais complexo do que o DVor pois podem
haver regides (de sitios dentro da envoltdria convexa) com apenas duas arestas e duas
regides com mails de uma aresta em comum. No entanto, as cotas para os nimeros de
arestas e de vértices encontradas na literatura [34] sdo quase as mesmas: e < 3n —5H e
v < 2n —4.

(Quando os pesos sio todos positivos podemos imaginar os sitios como sendo circulos de
raio igual aos seus pesos. Se, entdo, os circulos nao se interceptam o DVorW é equivalente
ao diagrama de Voronoi de circulos, veja figura 2.4(b). Essa equivaléncia serd explorada
no capitulo 5. '

O DVorW possul uma caracteristica que dificulta ainda mais sua representacdo: ele
pode ser desconexo [37], veja figura 2.4{c). Veremos no capitulo 4 que o DVorW construido
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(b (©)

Figura 2.4: Diagrama de pontos com peso aditivo

no T? é sempre conexo. Sempre que o diagrama de vizinho mais préximo ¢ desconexo o
de vizinho mais distante {definido com d{z, p) +w(p)) possui regides desconexas [33]. Isso
da uma pista sobre o porqué dele ser conexo no T2

E fécil ver que 0 DVorW se reduz ao DVor quando todos os pesos sdo iguais. Portanto
também sdo necessarias ({n log n} operagdes para construi-lo. Dois algoritmos fazem isso
em O(nlogn) operagdes: por divisdo e conquista [40] e por varredura do plano [16].

A presenga das conicas Existem pelo menos mais trés generalizacées do DVor que
possuem cbnicas: o diagrama de segmentos de reta [26, 16, 9, 40], com arcos de pardbola;
o diagrama de pontos com peso multiplicativo [3], com arcos de circulo; e o diagrama de
arcos de circulos [40}, com arcos de elipse e de hipérbole. Para todos estes diagramas, as
arestas que se estendem até o infinito sdo ou segmentos de reta, como no DVor, ou arcos
de hipérbole, como ne DVorW. O capitulo 4 discute com mais detalhes a construgdo do
diagrama de segmentos de reta no T?. Infelizmente, esse diagrama pode ser desconexo

tanto no E* quanto no T%

2.3 Aplicagoes

Podemos dizer que todas as aplicacoes dos diagramas de Vorono! se beneficiam, de uma
forma ou de outra, das informacdes de proximidade que eles carregam. O diagrama define,
por exemplo, quais sdo os “vizinhos naturais” de cada sitio, o que € 1til na interpolagao
de dados discretos.

Vamos separar as aplicagdes em duas principais classes: quando os diagramas sao
usados como um passo para localizacdo de pontos e quando o interesse reside no diagrama
em si como recurso de simulagio ou visualizacao.
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Uma das primeiras motiva¢oes para o estudo do DVor foi, certamente, o problema
de localizacdo de pontos, que pode ser exemplificado com o problema das agéncias dos
correios: dada a localizacdo de todas as n agéncias dos correios em uma cidade e a
localizacdo de uma pessoa, dizer qual a agéncia mais préxima da pessoa. A solucdo
trivial é computar todas as n distancias e guardar a menor, o que pode ser feito em O(n)
operagdes. No entanto, se a pergunta for muitd freqiente, vale a pena investir em uma
estrutura de dados que permita responder & questdo em menos operacdes. O DVor, aliado
a técnicas de localizacdo de pontos em subdivisées planares (por exemplo [11]), reduz o
ndmero de operagdes para O(logn). Varias aplicagbes em geografia e banco de dados, por
exemplo, podem ser modeladas a partir desse problema simples {29, 4]. ‘

Entre as aplicagBes do segundo tipo, uma bastante citada, que motiva principalmente
o estudo de diagramas para objetos mais complexos do que pontos, é o planejamento de
movimento em robética [40]. Construindo-se o diagrama de Voronoi dos obstaculos que
um robd deve evitar, pode-se planejar um movimento, pelas arestas do diagrama, que
maximize a menor distancia do robd para os obstaculos.

Qutra aplicagio muito interessante é a simulagio do crescimento de cristais [4]. Se
varias fontes de cristal comegam a crescer radialmente, ao mesmo tempo e & mesma
velocidade numa superficie plara, o resultado final serd exatamente o DVor. Como em
uma situagac pratica os cristals ndo comegam a crescer exatamente no mesmo momento,
o DVorW é proposto como um modelo mais realista onde os pesos dos sitios refletem as
diferencas de tempo do inicio do crescimento.

Para finalizar citamos ainda que o DVor pode ser usado, na propria geometria com-
putacional, para encontrar: todos os vizinhos mais préximos; o par mais proxime; uma
triangulagio; a envoltdria convexa e a drvore espalhada minima [32]. O diagrama de vi-
zinho mais distante pode ser usado para encontrar: todos os vizinhos mais distantes e o

menor circulo envolvente {7].



Capitulo 3
O Plano Projetivo Orientado

Let us mention one more way of generalization:

changing the underlying space. Ehrlich and Im Hof

investigated the behavior of Voronoi regions in Riemann
manifolds. Brown, Paschinger, and Yap observed that

Voronoi diagrams on the sphere and on the torus, respectively,

are closely related to their equivalents in the euclidean space

of the same dimension. Diagrams on three-dimensional polyhedral
surfaces and on the three-dimensional cone have been treated

by Mount and by Dehne and Klein, respectively.
~ F. Aurenhammer [4]

Uma desvantagem do plano Euclidiano £? para computagbes geométricas é a auséncia
de pontos no infinifo: duas retas possuem sempre uma interse¢do, a menos que sejam
paralelas. A solucdo cldssica para esse problema é o plano projetivo P%. Topologicamente,
ele é composto de uma cdpia do E? mais uma reta no infinito. Assim, as retas que ndo
se interceptam no E? o fazem no P? em um ponto no infinito. O problema é que, para
uma dada reta, os pontos no infinito nas duas direcoes sdo o mesmo. Essa identificagao
de pontos do infinito em diregbes opostas transforma o P? em um plano onde nio se
pode definir coerentemente conceitos basicos da computacio geométrica, como orientagio
e convexidade.

No plano projetivo orientado T2 [38, 10] os pontos no infinito em diregdes opostas néo
estdo identificados. Topologicamente, ele é composto de duas copias do E* mais uma reta
no infinito, sendo equivalente & esfera do E*. O T? une as vantagens do P? com as do
E? para computagoes geométricas. Vamos apresentar alguma notagio e os conceitos que
serdo usados nos capitulos posteriores. De tudo que serd visto neste capitulo, somente as
segbes 3.2.1 e 3.2.2 ndo podem ser encontradas em [38] ou [10].

12
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3.1 Conceitos Projetivos

No T? nés utilizamos coordenadas homogéneas com sinal: p = {z,y,w] ndo é idéntico ao
ponto [—z, —y, —w], que é denotado por ~p. Eles sio chamados de pontos antipodas. O
conjunto de pontos com coordenada w > 0 é chamado de aquém e o conjunto com w < 0
de além. Os pontos do aquém e do além sdo referidos como pontos préprics. O conjunto
dos pontos com w =  {com a excecdo da tripla invalida [0,0,0]), que sdo referidos como
pontos imprdprios, € a reta no infinito .

Hé pelo menos dois modelos geométricos para o T?: o modelo plano, com o mape-
amento usual para coordenadas Cartesianas [z,y,w] » (z/w,y/w), e 0 modelo esférico
com o mapeamento [z, y,w] — {z,y,w)/v2? + yZ + w?. Esses modelos estio claramente
relacionados por projegdo central, veja figura 3.1(a). Note que, no modelo plano, pontos
antipodas sdo coincidentes mas podem ser imaginados como estando em lados opostos do
plano (0 aquém e o além). Todas as figuras seguem a convencdo: os pontos sio vazios e as
linhas tracejadas quando estao no além para o modelo plano, e quando estao escondidos
para o modelo esférico.

y (a) (b)
Aa
:' “ r' = £ PE T
2 L
Wy L~ ’
Db b b
o, 3
3 | \\ \
modelo N T modelo !
plano . u esférico y
a i

Figura 3.1: Modelos e convengdes para o T2

As retas no T2 tém a mesma equacdo homogénea das retas em P2, ou seja, ax + by +
cw = 0, onde a,b e ¢ si0 constantes reais. Se multiplicarmos a equagio por —1, obteremos
a reta com orientagéo oposta —az — by — cw = 0, que € composta pelo mesmo conjunto
de pontos. A figura 3.2(b) mostra duas retas r e s no modelo esférico. Note que elas séo
grandes circulos da esfera e que separam o T® em dois subespagos, ao contrario de retas
no P?. Com isso nés podemos propriamente dizer quais sdo os lados direito e esquerdo
da reta, baseado na sua orientagio. A figura 3.2(a) mostra uma reta no modelo plano do
T? com seun lado esquerdo ressaltado. Note que a projegao central provoca uma aparente
inversido no modelo plano.
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O segmento entre dois pontos nao coincidentes no T* é definido, com a ajuda do
modelo esférico, como sendo o conjunto de pontos do menor arco, dos dois arcos definidos
pelos dois pontos, no grande circulo que os contém. Assim esta bem definido no T2 o
segmento entre um ponto proprio e outro impréprio. Na figura 3.1 podemos ver alguns
segmentos nos modelos esférico, parte (a), e plano, parte (b). Note que o segmento entre
um ponto do aquém e outro do além possul uma aparéncia incomum no modelo plano

{veja segmento ab).

3.1.1 Operagoes com pontos e retas

A determinagdo de uma reta por dois pontos é chamada operagdo de join e denotada
pelo simbolo V. A figura 3.2{a} mostra o join dos pontos @ e b, a V b, que resulta na reta
orientada de @ para b. Note que no T? duas retas passam por dois pontos nao coincidentes
ou antipodas. A operagdo bV a gera a reta orientada opostamente.

(b)

SN

Figura 3.2: As operagdes join e meet

De maneira dual define-se o ponto determinado por duas retas com a operagdo meet,
denotada pelo simbolo A. No T? duas retas ndo coincidentes ou antipodas sempre se
interceptam em dois pontos. A figura 3.2(b) mostra como decidir qual dos dois pontos é
r A s, de acordo com a ordem dos operandos. Se m = A s, e nds movemos uma seta ao
longo de r, concordando com sua orientagdo, entdo m € o ponto onde essa seta atravessa
s passando do lado esquerdo para o direito.

A posicio relativa de pontos e retas é decidida pelo operador ¢. Essa operagao resulta
no sinal da substituicio das coordenadas do ponto p na equagdo da reta r. Com isso
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podemos dizer que:

a esquerda de +1
p esti sobre rsepor= 0
a direita de -1

Na pratica, quando a reta r é dada como a V b, podemos saber em que lado de r estd um
ponto p calculando diretamente o tradicional determinante que decide a orientacio dos
trés pontos a, b e p no plano. Esse teste constitui uma das duas primitivas do algoritmo

do capitulo 5:

Procedimento 1 antiHorario( a, b, p ) reforna true sepo(aV b) = +1 e false

Caso contrario:

I‘eal abP = ax(byc.w”(:ybw) + ay(bWCx"Cwbx) + ag(bey"bey);
retura ( abp > 0 );

3.2 Plano Euclidiano de Dois Lados

Até agora estivemos definindo conceitos invariantes sob projetividades. No entanto, os
problemas em geometria computacional sdo normalmente definidos no E?, de modo que
suas soluches dependem de conceitos como perpendicularidade, distdncia e outros con-
ceitos que nao sio projetivos. Todos podem ser definidos no T? se nds atribuimos um
significado especial para a reta no infinito 2. Assim, o T? é usado para emular o E? [38,
capitulo 17|, recebendo o nome de plano Euclidiano de dois lados.

Perpendicularidade Considere a reta {1 orientada tal que o aquém seja seu lado es-
querdo e uma reta r # ) qualquer. Nés dizemos que dir(r) = r A @, ou seja, a dire¢do
de r é o ponto onde r cruza { passando do aquém para o além. Dois pontos a e b do T?
sdo polares entre si quando suas coordenadas satisfazem a.b, + a,b, + a,,b, = 0, ou seja,
no modelo esférico, seus correspondentes vetores (z,v, w)/z? + y° + w? sdo ortogonais,
Chamamos norm(r) o ponto improprio polar a dir(r) e contido no lado esquerdo de r (veja
figura 3.5(b}). Dizemos que duas retas r e s sdo perpendiculares se dir(r) = norm(s) ou
dir{s) = norm(r) (figura 3.3(b)).

3.2.1 Distancia de dois lados

A distancia entre dois pontos proprios pode ser definida pela expressao

sy — boau)? + (ayby — byay)?

aw&w

1

dw(a, b) =
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que é a versdo com sinal da distincia Euclidiana usual. Essa férmula assume valores
numeéricos negativos quando aplicada a pontos de lados opostos do plano, e valores
positivos para pontos do mesmo lado. No entanto, para definir as conicas e os dia-
gramas precisamos operar e comparar esses valores consistentemente. Isso é possivel
quando evitamos a divisio e associamos cada valor da distincia a um ponto [z,w] da
reta projetiva orientada T', fazendo dy2 : T? x T? — T}, definida como dyz{a,b) =
[\/(axbw = bpay)? + (ayby — byay,)?, auby,|. A figura 3.3 mostra o T! no modelo plano com
as coordenadas w normalizadas para facilitar a comparagio. Note que o numerador de
dy: é sempre positivo, de modo que o contra-dominio da distancia corresponde a uma

metade do aquém mais uma metade do além. Esse subconjunto do T! serd chamado de
T} por analogia ao Ry que é o contra-dominio da distancia Euclidiana. Desse modo, a
distancia assume pontos no aquém do T! quando aplicada a pontos do mesmo lado do
T?, e pontos no além do T' para pontos em lados opostos do T7.

contra-dominio da distéincia V/////////A

ordenagdo i
ommor 5 2 4 o 1 2 3 ‘
I i 1 ! i i { '
aguém - - - ¢ : f 4 f : : .. -
além - - i f { t t ; t - -
* 3 2z 1 ¢ a4 2 -3

NN

Figura 3.3: Ordenacéo dos pontos do T!

Para comparar dois pontos a,b € T' usamos a regra: a <y: b se e somente se a,, € b,
tém sinals opostos e a,, > 0; ou a, € b, tém sinais iguais e azb, < bya,. A figura 3.3
indica o sentido da ordenagao.

A figura 3.4 mostra um exemplo de quatro segmentos com extremos em um mesmo
ponto a nos modelos planc e esférico. O modelo esférico permite uma visualizagao me-
lhor para os segmentos e seus comprimentos relativos. Note que, para todo a,b € T7,
dyz{a,b) = dy2(b,a) = [z,w] e d12(=b,a) = dy2 (b, ~a) = [z, —w].

Operagdes Vamos definir duas operacdes: a soma de dois pontos do T} e a soma de
um ponto do T com um real. A primeira é uma funcdo + : T} x T} — T', definida
como a + b = [azby + b, auby] se a, e by, tém sinais opostos ou a, e b, sdo positivas;
e como ¢ + b = [~azh, — by, —auby] se a, € b, sdo negativas. Podemos usar modelo
plano do T}, na figura 3.3, para avaliar qualitativamente o resultado dessa operacao: se
os dois operandos estdo no aquém, a soma resulta em um ponto do aquém maior ou igual
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(a) {b)

Figura 3.4: Comparando distincias no T?

ao mator dos operandos; se estdo no além, a soma resulta em um ponto do além menor ou
igual a0 menor dos operandos; e se estdo em lados opostos, a soma resulta em um ponto
do além maior ou tgual ao operando do além.

A segunda é uma fungdo + : T} x R — T, definida como a + v = [a, + vay, o,
Também podemos fazer uma avaliagao qualitativa: o resultado da operacdo é um ponto
do mesmo lado do operando do T, menor que ele se v < ( e maior se v > 0.

As conicas e os diagramas no T? serdo definidos com essas operagdes, mas nés nio

precisaremos operar ou comparar distdncias no algoritmo que 0s constroi.

3.2.2 Distancia relativa entre pontos préprios e impréprios

Podemos definir no T? um conceito bastante intuitivo do E*: se nés varremos o plano

desde o infinito com uma reta, numa dada direcio, e a reta encontra o ponto ¢ antes do
1 ¥ p

ponto b, dizemos que b esta mais perto do infinito naquela diregdo do que a.

Definicao 1 Sejam a e b dois pontos préprios, no mesmo lado do T*, e ¢ um ponto
impréprio (figura 3.5(a)}. Sejar, =aVcert =aVnorm(r,). Dizemos que

. , b
se bory = { +i }entdo{ Z }esta: mais perto de ¢ do que{ 4 }

e que a estd tdo perto de ¢ quanto b se bort =0.

Podemos também dizer, no contexto da definigdo 1, quio mais perto digamos, b esta de
¢ do que « estd de ¢, simplesmente calculando a distancia de b para a reta r;-. Chamamos
esse conceito de distdncia relativa entre pontos proprios e improprios. Muito embora
parega estranho comparar dy2{a, ¢) e dy2 (b, ¢) quando ambas sio infinitas (podendo assim
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(b)

Figura 3.5: Distancia relativa entre pontos préprios e improprios

serem consideradas iguais), a comparacao ndo leva a qualquer inconsisténcia quando nds
usamos pontos improprios em algoritmos e estruturas de dados.



Capitulo 4

Conicas e Diagramas no Plano
Projetivo Orientado

We have found it convenient to consider such diagrams
as being drawn on the sphere rather than on the plane;
topologically that is equivalent to augmenting the
Euclidean plane by a dummy point at infinity.

This allows us to represent such things as infinite edges

and faces in the same way as their finite counterparts.
— L. Guibas e J. Stolfi [22]

A visualizagdo dos diagramas depende diretamente de uma representacio geométrica
consistente para arcos de cénicas no T?. Normalmente, os artigos em geometria compu-
tacional nado discutem esses detalhes de implementagdo, especialmente para algoritmos
envolvendo objetos que ndo sdo lineares. A secdo 4.1 apresenta o resultado da pesquisa
que fizemos para obter uma representacao para conicas e arcos de conicas. E interessante
ver que o T2, ao invés de impor complicagdes, possibilitou uma simplificagio do problema.

Essa discussao sobre conicas pretende também aumentar a intuigao do leitor sobre a to-
pologia do T? para ajudar o entendimento da construgio dos diagramas que as segdes 4.2,
4.3 e 4.4 definem e discutem. Apresentamos as principals caracteristicas e, para o dia-
grama de pontos com peso aditivo, demonstramos sua conexidade no T? o que constitui

um resultado de importdncia tedrica e pratica.

4.1 Conicas

E comum encontrar em livros de geometria, computagao grafica e modelagem geométrica
representagdes de curvas classificadas como paramétricas ou implicitas [25]. Esses dois
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tipos de representagao tém objetivos complementares: com a paramétrica, podemos obter
pontos sobre a curva a partir de um valor do pardmetro; com a implicita, podemos saber se
um ponto qualquer do plano esta sobre a curva a partir de suas coordenadas. Estes tipos de
representacio, entretanto, nio dio intuicéo sobre a geometria da curva e, freqlientemente,
estdo distantes dos dados de entrada que o implementador de algoritmos geométricos tem
em maos. DBuscamos, ao contririo, uma representacdo para conicas e arcos que pode
ser chamada de geométrica. Ela descreve a curva a partir de um conjunto de pontos,
cada qual com uma fungao pré-estabelecida. Algumas das caracteristicas desejaveis de tal

representacdo sio:

1. Capacidade de representar todos os possiveis casos sem ambigiidades;

Ser invariante sob transformagbes (projetivas, afins, similares);

b

3. Auséncia de dados redundantes, o que pode tornar a representagio inconsistente

com uma pequena perturbagio dos pontos originais;

4. Simplicidade.

Algumas representagées na literatura Ha muitas maneiras de se representar conicas
e arcos a partir de um conjunto de pontos. A escolha certamente depende da aplicagio.
Por exemplo, em um trabalho em computacio grafica, Herman [24] apresenta uma re-
presentacio apropriada para o processo de composi¢ido de imagens a partir de modelos
tri-dimensionals {viewing pipeline). As cdnicas sdo descritas por um conjunto de pon-
tos caracteristicos que sdo invariantes sob projetividades, reduzindo o custo do processo.
Ele também mostra como obter da representacido uma equacao paramétrica tal que ar-
cos podem ser descritos como um subintervalo do dominio do parametro. Entretanto,
a representacdo nao € muito simples e cada classe de conicas afins (elipses, parabolas e
hipérboles) possui uma representacao diferente.

Para modelagem geométrica, Farin [13] mostra como representar arcos de conicas como
curvas NURBS (Non-Uniform Rationel B-Splines). Essa representacao é iunica para as
trés classes e invariante sob transformacdes afins. Embora conveniente para modelar
curvas, essa representacao é muito distante do nosso problema.

Em geometria computacional, até onde pudemos verificar, o trabalho de Held [23] é
o tinico envolvendo conicas que discute como representa-las. No problema de construir
offsets de contornos formados por segmentos de reta e arcos de circulos, arcos de conicas
s&0 usados como um passo para a construgde. Held usa uma representacdo que é propri-
amente uma parametrizagao de arcos cujo parametro € a distancia para contorno. Essa
representacao € certamente itil para construir offsets, mas muito especifica para ser usada

em outras aplicagdes.
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A principal observagado, que nos guiou na busca pela representacao, foi a presenca dos
focos das cénicas nos sitios dos diagramas. Por exemplo, no DVorW, o foco de todos os
arcos de hipérbole sdo os préprios sitios, No diagrama de segmentos de reta, os focos das
parabolas sdo os extremos dos segmentos. Assim, seria interessante que a representacio
incluisse os focos entre o conjunto de pontos que descreveria as cdnicas.

Figura 4.1: Uma representacio para arcos de elipse no E?

Considere a seguinte representagdo para arcos de elipses no E%: dois pontos f; e f,
como focos; um ponto d sobre a elipse para determina-la; e dois outros pontos a; e a; tal
que a intersecdo dos raios, partindo de f; com diregio a a; e a3, com a elipse, defina os
extremos do arco. Como hé dois arcos complementares satisfazendo esta representacéo,
convencionamos que o arco correto € o definido pela rotagdo do raio de f, para a;, em
sentido anti-horario, até que ele seja igual ao de f, para a;. Essa representagio simples
descreve apenas elipses. As secOes seguintes vao mostrar que exatamente este conjunto
de pontos representa satisfatoriamente arcos das trés classes de conicas no T2.

4.1.1 Cobnicas algébricas no plano projetivo orientado

Os livros sobre conicas [36] geralmente dao énfase & forma implicita, ou seja, & definigdo
algébrica das conicas. Uma elipse no E?, por exemplo, é definida como o conjunto de pon-
tos que satisfaz a uma equagio polinomial do segundo grau cujos coeficientes satisfazem
certas restrigoes.

Quando precisamos transportar férmulas do E* para o T?, basta substituir as coor-
denadas Cartesianas por homogéneas. E interessante observar que, com este processo,
sempre que um ponto p satisfizer uma equacio homogénea, o seu antipoda —p também
o fard. O resultado disso é que as cdnicas algébricas no T? sido todas topologicamente
iguais & hipérbole no E?, ou seja, constituem-se de duas componentes conexas que sepa-
ram o plano em trés partes. Para exemplificar, considere o circulo 2° + y* — 1 = 0. Em
coordenadas homogéneas temos z% + y? - w? = 0. O conjunto de pontos que satisfaz
esta equagio possui duas componentes conexas, veja figura 4.2(a). Se olhamos para esse
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4.1. Clonicas

(a) ()
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Figura 4.2: Um circulo algébrico no T? e um circulo geométrico

circulo do ponto de vista geométrico ndo podemos dizer propriamente que ponto € o seu
centro. Mas a questdo, na realidade, é que uma representagdo para arcos de circulos
precisaria distinguir essas duas componentes. Uma maneira € usar a dehnig¢do de circulo
da geometria esférica [17]: um circulo é o conjunto de todos os pontos para os quals a
distdncia para um centro ¢ iguala um raio £/1, figura 4.2(b). Este é 0 mesmo conjunto
de pontos para o circulo com centro em —c e raio ¢/ — 1. Essa distingdo pelo centro
pode ser observada também pelo conceito de orientacdo: se movemos um ponto p sobre
o circulo, em sentido anti-horédrio, visto de fora da esfera, o segmento ¢p rotaciona em
sentido anti-horario ac redor de ¢, mas —¢p rotaciona em sentido horario ao redor de
—¢. Podemos, entdo, considerar as duas componentes conexas do circulo algébrico como
circulos antipodas, cada qual com duas orientages possivels.

(a)

Figura 4.3: Cdnicas algébricas no T2

Para aumentar a intuigio sobre a topologia do T?, a figura 4.3{a) mostra um par
de parabolas, cada uma com duas componentes conexas, nos modelos esférico e plano,



4.1, Conicas 23

yw = z° e (y — 100w)w = (z — 100w)? que diferem entre si somente por uma translagio
pelo vetor {100,100, 1]. Note que elas sio tangentes a {2 em dois pontos antipodas, [0, 1, 0]
e [0,—1,0], que sdo as intersegdes de suas retas focais com Q. A figura 4.3(b) mostra
uma hipérbole que essencialmente difere das outras cdnicas apenas por cruzar a reta do
infinito.

Veremos agora que, ndo sem surpresa, podemos usar a definigdo de conicas na esfera
para distinguir as duas componentes conexas das conicas algébricas.

4.1.2 Conicas na esfera do espago Euclidiano

Em geometria esférica, cdnicas podem ser definidas como o conjunto de todos os pontos
para os quais a soma das distdncias para dois focos dados é constante [33, capitulo X].
Essa é a mesma definicao de elipses no E* e, de fato, conicas esféricas se assemelham a
elipses (note a figura 4.3). Elas podem ser definidas, também, como a intersecao da esfera
com cones de segundo grau cujos vértices estdo no centro da esfera. E facil ver que a
intersecao de tals cones com um plano é sempre uma conica planar. Vemos, portanto,
que as conicas no plano se projetam na esfera como conicas esféricas. Esse fato ndo ¢ de
todo trivial pois podemos ohservar que a projegdo dos focos das cdnicas planares sobre a
esfera nde resulta nos focos das conicas esféricas projetadas.

Essa discussdo fol motivada ndo apenas pela busca da definicao de coénicas da proxima
secdo, mas também pela necessidade de implementar as fungdes de desenho de conicas no

modelo esférico, que serdo discutidas no capitulo 6.

4.1.3 Definigao de cdnicas no plano de dois lados

Apesar de ndo haver correspondéncia entre os focos das conicas planares e esféricas, nds
podemos aplicar a mesma definicio de conicas esféricas para cdnicas no T2 E sabido que
uma parabola pode ser considerada, em todos os aspectos, como sendo uma elipse com
um de seus focos no infinito [36, pag. 202]. No T? vamos levar este foco para além do
infinito e considerar a hipérbole resultante como uma elipse com focos em lados opostos

do plano.

Definicdo 2 No plano Fuclidiano de dois lados, uma cdnica € o conjunto de todos os
pontos parg os quais a soma das distdncias pare dois focos f e f' dados € constante.
Isso gera uma elipse se f e ' estdo do mesmo lado, uma pardbola se um dos focos estd
em Q0 e uma hipérbole se eles estio em lados opostos; ou, alternativamente, ¥sso gera
uma elipse se dr2(f, f) <y [1,0], uma pardbola se dv=(f, f') = [1,0] e uma hipérbole se

de (fafl) =71 E]-a 0}
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®

Figura 4.4: Definicao de cbnicas no T?

E interessante mostrar como esta definigio gera parabolas e hipérboles. Para parabolas
nés usamos a distancia relativa entre pontos préprios e impréprios como se segue. Con-
sidere a parabola da figura 4.4(a): quando movemos um ponto de b para b’ a distincia
relativa para o foco imprdprio decresce de . Da definicio de pardbolas no E?, nds sabemos
que r -+t =71+ s, de modo que s = ¢ e assim a distancia para o foco préprio cresce de ¢.
Para hipérboles note que uma das distancias estd sempre no além do T' (na figura 4.4(b)
a distancia dyz(b, f)) e a outra no aquém. Assim o efeito de adicionar as duas distincias
é subtrair seus valores absolutos, o que é a definicdo de hipérboles no E*.

Essa defini¢do também distingue as duas componentes conexas das conicas algébricas.
Como na discussio sobre circulos, elas agora sdo c¢onicas antipodas, cada uma com duas
possiveis orientacdes. A figura 4.4(c) mostra uma elipse definida pelos focos f e f' e
alguma soma constante €/1, que é o mesmo conjunto de pontos da elipse definida pelos
focos —f € ~f' e soma constante £/ — 1. Diremos que a primeira estd orientada em sentido
anti-horario e a segunda em sentido horario. Note que se movemos um ponto p em sentido
anti-horario sobre a elipse (visto de fora da esfera), o segmento fp rotaciona em sentido
anti-hordrio ao redor de f, mas —fp rotaciona em sentido horaric ao redor de =f. A
elipse antipoda é definida pelos focos f e f' e soma constante £/ — 1. A elipse orientada
opostamente em relacdo a esta iltima é definida pelos focos —=f e ~f' e soma constante
£/1.

A figura 4.5 mostra, como um exemplo adicional, uma elipse, uma pardbola e uma
hipérbole nos modelos plano e esférico. Podemos ver que a parabola tangencia {2 e que
a hipérbole intercepta {1 em dois pontos, mas as trés sio obtidas a partir da mesma
definigao.

Vamos citar trés caracteristicas das conicas dadas pela definicio 2 que serdo iiteis no
estabelecimento da representacdo, especialmente para arcos:
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Figura 4.5: Cénicas no T?

1. Se removemos uma cdnica do P? restam dois subespagos, um topologicamente equi-
valente a um disco aberto e o outro a uma fita de Mobius. Se removemos uma conica
do T? restam dois subespacos, ambos equivalentes a um disco aberto;

2. Chamaremos de interior de uma conica o subespaco que contém ao menos um dos
focos. Os segmentos ligando qualquer ponto sobre a conica aos seus focos estao intei-
ramente contidos no interior da conica, ao contrario do que acontece com hipérboles

no E%

3. Da propriedade anterior, vemos que o interior de uma conica é sempre estrelado
em relacdo aos focos. Além disso, se o interior é convexo, entdo a conica estara
orientada em sentido anti-hordrio (como definido anteriormente).

4.1.4 Representacao de conicas e arcos

Nds representarmos uma cOnica pelas coordenadas homogéneas com sinal de trés pontos
no T?: os dols focos fi e f2 e um ponto d sobre a conica. Isso é suficiente para determinar
univocamente a conica. A classe afim é dada tmplicitamente pela localizacio relativa dos
focos. Para todas as classes, para trocar a orientagdo da cOnica, basta trocar os focos
por seus antipodas, como vimos na secio anterior. Isso significa simplesmente multiplicar
suas coordenadas por —1. Para obter a conica antipoda, nds trocamos o ponto d por seu
antipoda.

Como foi adiantado no inicio do capitulo, nds representamos um arco de conica com
os mesmos irés pontos (f1, fo e d para representar a conica em si) e mals dois pontos ay
e g, usados na determinacdo dos extremos do arco.

Como as conicas sio estreladas em relacdo aos focos, todas as retas passando por um
foco interceptam a cdnica em dois pontos. Sejar; = fiVa, ery = f;Va,. Nds definimos o
primeiro extremo do arco como sendo a intersegao de r; com a cénica quando a reta atra-
vessa do interior para o exterior da cOnica (veja figura 4.6 para um arco de hipérbole). O
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(b)

a; fZ

Figura 4.6: Representagao de um arco de hipérbole

segundo extremo é, como esperado, a intersecdo de ry com a cOnica nas mesmas condigdes.
Novamente ha dois arcos complementares satisfazendo essa representacio. Convenciona-
mos que o correto € o definido pela rotagéo de ry, em sentido anti-hordrio (visto de fora
da esfera), até que ela seja igual a 7. Note que, em funcdo dessa convencio, podemos
obter o arco complementar, a partir de uma representagao, de duas maneiras: trocando
a orientacdo da conica (veja figura 4.7) ou trocando ay por a;. Para conseguir o arco
antipoda devemos trocar d, a; e a; por seus antipodas.

(a) (b)

Figura 4.7: Obtendo o arco complementar trocando a orientagdo da conica

Casos degenerados Essa representacao pode descrever sem redundancia qualquer arco
de conica no T2, Mals precisamente, uma pequena perturbacdo dos pontos ndo é capaz
de tornar a representagio inconsistente. Entretanto, as coordenadas dos pontos fi, fa, d,
a; e az podem, de fato, assumir valores que nao representam propriamente uma conica

U 1Im arcos
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1. Quando as(az) e fi sio coincidentes ou antipodas, ri(ry) nio estd definida;

b

Quando ambos fi e f; estdo no infinito;
3. Quando fi e fa sdo antipodas;

4. Quando d esta no infinito e fi e f, estdo do mesmao lado. Nesse caso, nés podemos
considerar a conica como sendo igual a ).

Quando d estd no infinito e f1 e f; em lados opostos, temos ainda uma hipérbole
bem definida, mas este caso requereria um tratamento computacional especial.

4.2 Diagrama de Pontos

Depois de todos estes conceitos, podemos finalmente discutir diagramas de Voronoi no
T2. Seja S um conjunto finito de pontos do T?, em posigio geral. Para cada pg € 8§
definimmos:
Hyy = {z € T2|d72 (z,p) <11 d-ﬂ-z(m,q)}.

Novamente, a regiago de Voronoi de um sitio p € £, = N,y (p} Hpg- A figura 4.8(a) mostra
o DVoryz de S = {p,q}. Nio é dificil ver que H,, é um semiplano limitado por uma reta
do T?. A figura 4.3(b) mostra o diagrama depois que trés outros sitios foram incluidos em
S. As arestas destacadas sdo o contorno de B,. Como dy2 se reduz a distancia Euclidiana
se nos restringimos a um dos lados do T2, a parte do DVory: contida no aquém é idéntica

ac DVor.

£y by

Figura 4.8: Diagrama de pontos no T?

Ao contrario do que acontece no E*, agora todas as arestas (mesmo as infinitas) sao
limitadas por dois vértices e todas as regides sio limitadas por arestas que efetivamente
si0 bissetores de sitios de §. Note que cada vértice do DVoryz é o centro de um circulo

que passa por trés sitios e possui seu interior vazio.
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Figura 4.9: Diagrama de pontos de vizinho mais distante no T2

A figura 4.8(b) permite também ver que as regides dos sitios na envoltéria convexa de
& contém pontos impréprios. Esses pontos ndo podem ser diretamente substituidos na
definicdo de H,,, mas é facil ver que o conceito de distancia relativa entre pontos préprios
e improprios (secao 3.2.2) pode ser aplicado. Por exemplo, apesar de as distdncias do
ponto ¢ para todos os sitios de S serem todas infinitas, o sitio p € o que esta mais préximo
de 1.

A observagio mais interessante é que as regides do DVorye cobrem todo o T2, Podemos
entao fazer o seguinte raciocinio intuitivo: como —z € o ponto mais distante de z, o sitio
mais proximo de =z serd o sitio mais distante de z. Assim, o diagrama de vizinho mais
proximo pode ser usado para descobrir o vizinho mais distante.

De fato, dyz(z,p) <¢: dy2(z, q) se e somente se dy2(—z,p) >11 dyr2(—z,g), 0 que é a
definigdo do diagrama de vizinho mals distante:

[z1,w1] <y [T2,wa) tmplica que
zi{wy) £ aa(un)
Ty{~we) 2= xa{—wy)

[z1,—w1] 27 [z2, —w2)

A conclusio é que os dois diagramas sdo antipodas no T*. A figura 4.9 mostra o
diagrama de vizinho mais distante para o mesmo conjunto &. Note que ele é composto
pelos pontos antipodas do DVory(S). A caracteristica mais interessante desse diagrama
de vizinho mais distante no T & que todos os sitios possuem regices, n&o sé os da envoltdria
convexa.

Complexidade Sejam n o numero de sitios, e 0 numero de arestas e v o numero de
vértices do DVory:(S). Temos as seguintes propriedades, que revelam a similaridade entre
o DVory2 e o diagrama de Voronoi na esfera do E? {segio 2.2):
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1. Para n = 2: o diagrama é uma reta do T%;

Paran = 3: v =2 e e = 3. Os vértices sdo antipodas; as arestas ndo sdo segmentos
do T? e as regides ndo sdo convexas (elas contém os vértices antipodas);

o

3. Para n > 3: cada aresta é um segmento do T? e cada regido é convexa.

Como n é o nimero de faces da subdivisdo planar induzida pelo DVory: e cada
vértice tem valéncia 3, pela férmula de Fuler (e +2 = v 4+ f), v = 2Zn — 4 e
e=J3n —6.

4.3 Diagrama de Pontos com Peso Aditivo
O DVorWy: é definido pela modificacdo de H,,, como na se¢do 2.2:

Hpy = {z € T?|dr2(z,p) — w(p) S dv2(z,¢) —wlg)}.

O antipoda do diagrama definido com dy2(z, p} — w(p) é o diagrama de vizinho mais
distante definido com dg2(z,p) + w(p), pois dy2(z,p} — w(p) <71 dy2(z,q) — w(g) se e
somente se dyz(—z,p) + w(p) v dy2{—z, ¢) + wlg):

[zr,wi] + (—w1) <[22, we] + (—2)
21 — o, wn] <[22 — vaws, wa] tmplica que
(931 - ’b’l’wl)( 2) < (12 - ’Uzwz)(’tm)
(1 —vw ){—w2) > (22 — vaws){~—w)
]

[.11 — W, Uy ?‘_}fl [JI) — Ugla, —"LU2]
[

{31, —wq] + () 21 [z, —%2] Uz)

A figura 4.10(a) mostra o DVorWya de § = {p, q}. Agora H,, é um semiplano limitado
por uma hipérbole de T, como definrida anteriormente, com focos em p e =g ou —p e ¢.
A figura 4.10(b) mostra o diagrama depois que trés outros sitios foram incluidos em S.

Essa construgio no T? traz nio apenas a vantagem da representacdo uniforme das
arestas (toda aresta é um arco de hipérbole do T?) mas também a conexidade do dia-
grama. A proxima secao apresenta uma demonstragao desse fato. Note que o exemplo da
figura 4.10(b) é desconexo no E?.

Podemos ver também que, como no caso no DVoryz, o nimero de faces da subdivisdo
planar induzida é n e, supondo posigdo geral, cada vértice tem valéncia 3. Desse modo,
apesar de o DVorWyz possuir uma complexidade topoldgica maior, ele possul as mesmas
cotas exatas independentes do numero de sitios na envoltdéria convexa: v = 2n — 4 e

e = 3n — 6.
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Figura 4.10: Diagrama de pontos com peso aditivo no T2

4.3.1 Conexidade do diagrama

A demonstracao da conexidade do DVorWyz é uma simples extensdo da demonstracao
dada por Sharir em [37] de que, no E?, todas as componentes conexas do diagrama sio
limitadas, ou seja, possuem arestas infinitas. Vamos apresentar essa demonstracio para

o E? e depois discutir a sua extensao para o T
Teorema 1 Todas as componentes coneras do DVorW sdo ilimitadas.

Prova As regides de Voronoi cobrem fodo o E* e sdo estreladas em relacio aos seus
correspondentes sitios. Com isso, suponha que 0 DVorW contém uma componente conexa
K limitada. Entdo a porgdo £ de uma vizinhanca suficientemente pequena de A que esta
no exterior de A tem que estar contida na regido de um dnico sitio, digamos m, veja
figura 4.11{a). No caso contrario, haveria uma aresta do DVorW cruzando a porgio F e
contradizendo a suposigao de que A € uma componente conexa. Mas como E envolve A
inteiramente, tem que haver um ponto y de E tal que o segmento ligando y a m cruza a
componente A, contradizendo o fato de que a regiao de m é estrelada.

(a) (b (e

Figura 4.11: Tlustrando a prova da conexidade do DVorWqe
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A razdo pela qual essa demonstracdo pode ser usada para mostrar a conexidade do
DVorWy: é que, simplesmente, ndo pode haver arestas ou componentes ilimitadas no TZ,
dada a sua topologia compacta. No entanto, precisamos distinguir dois casos: quando o
antipoda do sitio m ndo estd contido no interior de A e quando estd. Para o primeiro
caso, a, demonstragdo é idéntica. Veja a figura 4.11(b) para um exemplo de componente
conexa onde as arestas sdo infinitas.

Quando —m esta contido no interior de K, é facil ver que o feixe de segmentos ligando
os pontos de £ a m ndo cruza K, veja figura 4.11(c¢) com um exemplo nos medelos plano e
esférico. Entretanto, o feixe de segmentos cobre todo o T? com excecao da componente K.
Assim, haverd algum segmento que cruza alguma outra componente conexa do DVorW:
contradizendo, novamente, o fato de que a regido de m € estrelada.

4.4 Diagrama de Segmentos de Retas
O diagrama de Voronoi de segmentos de reta DVorLy: pode ser definido por:
Hp,r, = {z € T|min{dy (2, p)lp € L1} <n min{dwz(z,p)lp € L2}}.

onde L, e L, sdo dois segmentos de S. Esse diagrama possui arcos de pardbola; no entanto,
e facil ver que se os segmentos sdo finitos, entdo as arestas que se estendem até o infinito
sdo todas segmentos de reta. O diagrama antipoda é o de vizinho mais distante definido
com max{dy:(z,p}|p € L}, pois min{dy(z,p)lp € L1} <1 min{dy(z,p)lp € L2} se e
somente se max{dyz(—z,p)lp € Li} >v: max{dy(—z,p)lp € L3}

(a)

Figura 4.12: Diagrama de segmentos de reta no T2

Essa parte do diagrama contida no além é sempre um subconjunto das arestas do
diagrama de vizinho mais distante do conjunto dos pontos extremos dos segmentos que
estdo na envoltdria convexa, considerados como sitios. Se nenhum segmento contribui
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com mais de um extremo para a envoltoria convexa, entdo a parte contida no além serd
exatamente o diagrama de Voronoi de vizinho mais distante desses extremos.

A figura 4.12(a) mostra um DVorL (no plano Euclidiano} de trés segmentos que é
desconexo. Infelizmente, o diagrama continua desconexo no T?, veja figura 4.12(b). Esse
exemplo mostra, mais precisamente, uma configuragio de irés segmentos para os quais nio
existe um ponto que esteja equidistante dos trés, nem no E® nem no T2. Apesar de o dja-
grama continuar desconexo, a construgdo no T? continua interessante pela representacéo
uniforme das arestas.

O algoritmo a ser apresentado no proximo capitulo nde é capaz de calcular esse dia-
grama porque uma das primitivas geométricas é calcular os circuncentros de trés dados
sitios que sdo, justamente, os pontos do plano equidistantes dos sitios. A conclusio dessa
dissertacao apresenta, entre outras opgdes de trabalhos futuros, uma discussdo sobre uma

possivel implementagio dessa construgio no T



Capitulo 5

A Descricao do Algoritmo

Incremental algorithms for computing Voronoi diagrams

in the plane have the advantage of being simple to implement.
Even though for certain situations their complexities can

be undesirably high, it has been shown that if the points

in the set are introduced in random order then the

Yoronoi diagram or a Delaunay triangulation for the set

can be computed in expected O(n log n) time and expected

O(n)} space, where n is the number of points in the set.
— J. Bernal [6]

A construcao dos diagramas no T? proporciona uniformidade na representacio. No
entanto, o interesse por ela depende certamente da possibilidade de se obter algoritmos
que trabalhem no T? como um espago também uniforme, nio fazendo distincio entre
aquém e além. Seria muito rulm se precisassemos calcular a parte do diagrama no aquém
separadamente da parte no além e depois “costurar™ os dois diagramas na reta do infinito.

Este capitulo apresenta, em detalhes, o algoritmo incremental implementado para a
construcio dos diagramas no T? que atinge esse objetivo. O T2 aparece somente no mais
baixo nivel das primitivas geométricas. A caracterizacdo geral é a mesma para as duas
implementagdes: DVory: e DVorWea. Elas diferem apenas na primitiva de cédlculo dos
dois circuncentros de trés dados sitios e em alguns procedimentos especiais necessarios
para o DVorWya.

Os algoritmos foram implementados em C+4+ com o auxilio da biblioteca LEDA {27]
para tipos basicos como listas e tabelas de hashing, e tipos numéricos para computacao
exata. A topologia dos diagramas é armazenada com a estrutura quad-edge [22] e a
geometria com a representacao do capitulo 4. Algumas imagens de diagramas construidos

33
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com este algoritmo, nos modelos plano e esférico do T2, serdo apresentadas no capitulo 6
como resuitado da implementagio dos visualizadores com suporte a conicas no T2.

5.1 Caracterizagao Geral

A idéia basica do algoritmo incremental é a de Green e Sibson [19] apresentada no
capitule 2. Ele consiste de duas fases: a localizagao do sitio mails préximo ao novo sitio k
e a construgdo de sua regiao R, para a atualizagdo do diagrama.

Vamos introduzir uma definicdo de diagramas de Voronoi apresentada em [40]. Cha-
maremos de disco de liberdade (elearance disk) um disco fechado tangente a dois ou mais
sitios do conjunto &. Um disco fechado é tangente a um ponto se o ponto esta contido na
sua fronteira, e tangente a outro disco fechado quando a intersecdo entre eles é um tnico
ponto. Os diagramas podem, entao, ser definidos como o conjunto de todos os centros de
discos de liberdade de &.

No T2, o diagrama de Voronoi de trés sitios (DVorg: ou DVorWy:) possui sempre
dois vértices. Esses vértices sao exatamente os centros dos dois discos de liberdade que
tangenciam os trés sitios. Eles também sdo os dois pontos do T? que estdo equidistantes
dos trés sitios. Chamaremos esses pontos equidistantes a trés dados sitios de circuncentros
(circuncenters). Uma das primitivas geométricas é justamente o calculo dos dois circun-
centros de trés dados sitios. Assim, para os dois diagramas, mostraremos como calcular
esses circuncentros no T7,

Agora considere um diagrama D de um conjunto S de sitios. A inclusdo de um novo
sitio k ird adicionar alguns vértices ao diagrama (os vértices de Ry) e, talvez, subtrair
outros. Nosso trabalho serd, entdo, encontrar os novos vértices. Sabemos, pela definicio
acima, que os centros de todos os discos de liberdade de S estdo sobre D. Vemos entao
que os novos vértices, que sdo centros de discos de liberdade que tangenciam & e dois
sitios de &, estardo necessarlamente sobre alguma aresta de D. Chamaremos as arestas
de D que contiverem pelo menos um novo vértice de contribuintes. Uma aresta de D pode
contribuir com 0. 1 ou 2 novos vértices. Isto porque todo novo vértice sobre uma aresta €
um circuncentro de & com os dois sitios cuja intersecdo das regides a definem em D e ha
sormente dois circuncentros.

A operagao geométrica bdsica do algoritmo €, entao, dizer se uma aresta de D é ou nio
contribuinte dado o novo sitio k. Mostraremos como efetuar esta operagao apenas com a
primitiva geométrica de orientacio, descrita na secao 3.1.1. Como todos os novos vértices
estario sobre alguma aresta de D, uma maneira de obté-los é testar seqliencialmente to-
das as arestas. Veremos que podemos otimizar essa tarefa, na segunda fase do algoritmo,
encontrando as arestas contribuintes consecutivamente dada uma aresta contribuinte ini-
cial. Assim, na primeira fase do algoritmo, procuraremos nio pelo sitio mais préximo a
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k, mas por alguma aresta contribuinte.

5.1.1 Consideracgoes

Antes de fazer essa caracterizagio pelas arestas, tentamnos usar os sitios e os vértices
para adaptar o algoritmo ao T?. Para o caso do DVorye, é possivel obter um algoritmo
chamando os vértices que desaparecem, na inclusdo de &, de vértices conflitantes. Assim,
na primeira fase, era preciso achar algum vértice conflitante. Na atualizacdo, calculdvamos
03 novos vértices olhando para as arestas cujas origens fossem um vértice conflitante e o
destino ndo. Essa caracterizagdo, em esséncia, € a apresentada em [3]. No entanto, para
o DVorWy2, pode acontecer de a inclusio de k tornar todos os vértices de D conflitantes
e, neste caso, o algoritmo falhava.

A escolha da estrutura gquad-edge (uma das estruturas que atribuem orientactes as
arestas) fol muito oportuna, pois pudemos dizer, entdo, que cada aresta orientada contri-
bui com 0 ou 1 vértice, o que simplificou ainda mais a segunda fase do algoritmo para o
DVorWy:. A representacdo geométrica das arestas, que é obtida simultaneamente com a
representacdo topologica durante a segunda fase do algoritmo, fica referenciada por um

apontador na estrutura quad-edge.

5.1.2 Procedimento geral de orientagao relativa

Esta secio descreve o procedimento comum as duas implementacdes, que é usado na
decisio sobre a contribuigdio das arestas. Ele é implementado com trés chamadas ao

procedimento antiHorario() descrifo na secdo 3.1.1.

@ . DN ©

Figura 5.1: Procedimento para orientacio relativa de 4 pontos

Procedimento 2 ordenlircular( b, ¢, 4, a ) retorna true se a ordem circular de
b, c ed, em sentido anti-hordrio ao redor de a, € bed e false caso contrdrio:

bool abc = antiHerario( a, b, ¢ };
bool abd = antiHorario( a, b, 4 ):

¥
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bool acd = antiHorario( a, <, 4 );
return ((abec && (labd || acd)) || (tabd && acd));

Como exemplo, a figura 5.1(a) e (b) mostra duas instancias verdadeiras do procedimento
ordemCircular( b, c, 4, a ). A figura 5.1(c) mostra uma instincia falsa.

5.2 Diagrama de Pontos

O algoritmo para 0 DVoryz, como descrito nesta segdo, assume que & nlo contém quatro
pontos co-circulares. Ao comegar a desenvolver o algoritmo, nds previamos que § continha
apenas sitios no aquém. Para construir o diagrama para & com sitios apenas no além,
bastaria tomar os antipodas dos sitios e depois tomar o diagrama antipoda. Foi muito
interessante observar, entretanto, que a implementacdo funciona para os dois casos sem
nenhuma modificagdo. Quando § possul sitios no aquém e no além o diagrama ainda
é bem definido, mas possui vértices no infintto, o que constitul um caso especial a ser
tratado no procedimento de identificagdo de arestas contribuintes.

O capitulo 6 apresenta uma imagem do diagrama com sitios no aquém e no além

gerada com uma implementagdo que trata esse caso especial.

5.2.1 Calculando os circuncentros

Os circuncentros de trés pontos «, b e ¢ no T?, usados na construgao do DVoryz, sio dois
pontos antipodas cir e —ar, veja figura 5.2(b) e {¢). Dadas as coordenadas homogéneas
de a, be ¢, podemos calcular as coordenadas de cir pela intersegao de dois dos bissetores,
somente com operagdes inteiras, sem nenhuma divisao. Isto implica que se as coordenadas
de a, b e ¢ forem racionais, entdo as coordenadas de eir também o serdo. E interessante
notar isto, pois, no DVorWy:, as coordenadas dos circuncentros sio em geral irracionais,
mesmo quando todas as coordenadas dos sitios sdo racionais. Isso implica num custo
maijor para a computagio exata de predicados envolvendo esses circuncentros irracionais.

A figura 5.2(a) mostra o calculo implementado para o DVoryz:

Procedimento 3 circunCentros{ a, b, c, ciry, cirs ) calcula 05 dois circuncen-
tros dos sitios a,b e ¢ e os retorna nos pontos ¢ciry e ciry:

1. Calcule os pontos médios Mab e Mbe.
2. Calcule os pontos no infinito Pab = norm{a V b) e Pbc = norm{b V ¢}.

3. Calcule a intersec¢io das retas (MabV Pab) e (Mbec Vv Pbc).
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() &

Figura 5.2: Circuncentros de trés pontos no DVory:

5.2.2 Construgao do caso base

O caso base implementado para o DVory: é n = 3, onde n é o niimero de sitios, exatamente
como descrito na se¢do 5.3.2 para 0 DVorWyz. No entanto, apesar de o diagrama estar
bem definido, a representacio geométrica das arestas por meio de segmentos do T? nao
¢ possivel quando n = 3 (veja se¢do 4.2). Vale a pena, entdo, discutir o caso base
n = 4 que apresenta no T? uma simetria muito interessante em topologia. Isto torna a
sua constru¢do quase totalmente mecdnica {chamamos neste contexto, de mecénico, um
procedimento que nao envolve instrugdes condicionais).

No E? o DVor de 4 sitios possui duas configuragdes topoldgicas distintas [21}. Uma
com 2 vértices e 5 arestas e outra com 3 vértices e 6 arestas, figura 5.3{a). A dltima
configuragdo ocorre quando um dos sitios nao pertence a fronteira da envoltéria convexa

do conjunto.

()

Figura 5.3: Caso base n = 4 no DVory:

No T?, entretanto:
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1. Ha sempre 3n — 6 = 6 arestas e 2n — 4 = 4 vértices.

2. Toda regido é limitada por 3 arestas e cada vértice estd conectado aos outros trés
por uma aresta, figura 5.3(b).

3. Cada combinagio dos quatro sitios tomados trés a trés gera um dos vértices.

Assim, o trabalho consiste em descobrir, dada uma cdmbinagé,o dos quatro sitios tomados
trés a trés, qual de seus dois circuncentros € o vértice que ela define, Uma vez calculados os
4 vértices, o diagrama € construido pela conexdo apropriada, com a estrutura quad-edge,
de cada vértice aos outros trés.

O vértice definido pela combinacdo de trés sitios ¢ justamente aquele que € centro de
um disco de liberdade (que ndo contém o quarto sitio}). O teste do paraboléide [22] pode
ser usado para decidir isto, mas como ja temos calculadas as coordenadas dos vértices,
pode ser mails pratico comparar o quadrado das distancias entre o vértice e um dos sitios

que o definiram, e entre o vértice e o quarto sitio.

5.2.3 Arestas contribuintes

No DVort:2, uma aresta nio orientada pode contribuir, no maximo, com um veértice. Isto
porque toda aresta é um segmento de reta {que naoc contém pontos antipodas) e os dois
circuncentros candidatos sdo antipodas. Na inclusdo do sitio &, o procedimento para
decidir se uma dada aresta orientada e, definida pelos sitios e.s € €4, com origem no
VETLICE €oriy © destino em ey, € contribuinte ou ndo, consiste do calculo dos circuncentros
de k, €esy © €44y & duas chamadas ao procedimento ordemCircular(), uma para cada

circuncentro:

Procedimento 4 arestaNaocContribui{ e ) retorna true se a aresta e ndo contribu:

com vértices para Ry e false caso contrdrio:

point a, b;

circunCentros( eesq, egir, k, a, b J;

if ( ordemCircular( Sorigs 2, Edest, %esg > 1
ordemCircular( Sorigs D, Bdest, €esq Y ) return false;

return true;

A figura 5.4 mostra o mesmo diagrama da figura 2.2, Na parte (a), a aresta orientada
g, com origem €,ni; € destino eg.s:, € contribuinte pols o circuncentro ¢ir contido no
aquém estd sobre ela. Como a aresta é um segmento do T? e as regides de Voronoi séo
estreladas em relacio aos sitios correspondentes, a ordem circular anti-hordria ao redor
de e.s, €, necessariamente, €y, €Ir €gpse. Assim, ordemCircular(€,ri,Cir, Cest) Cosg)
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retorna true. O procedimento ordemCircular() aplicado ao outro circuncentro —cir
retorna false. Note que ndo precisa haver qualquer distin¢ao entre arestas contidas no
aquém e as contidas no além ou as que atravessam o infinito, como mostram as partes
{b) e {c} da figura. As duas partes da figura mostram arestas nio contribuintes pois o
procedimento ordemCircular{) ndo ¢ satisfeito por nenhum dos dois circuncentros.

Figura 5.4: Procedimento para decidir se aresta é contribuinte no DVorg:

5.2.4 Atualizacao do diagrama

Dada uma aresta orientada contribuinte inicial e, as outras arestas sao encontradas com
um percurso no diagrama, em sentido anti-hordrio, com auxilio dos operadores onext e
rprev da estrutura quad-edge: onext{e) devolve a aresta seguinte com a mesma origem de
e, em sentido anti-horario; rprev(e) devolve a aresta anterior com a mesma face direita
de e, em sentido anti-horario, veja figura 5.5{a).

Considere a figura 5.3(b). Em sentido anti-horério, o contorno da regido do novo
sitio atravessa a aresta contribuinte 1 e entra na sua face esquerda. O proximo passo é,
como no algoritmo original de Green e Sibson, saber por qual outra aresta. o contorno da
regiao sal da face. Na iteragao do algoritmo, apds uma aresta contribuinte e, tomaremos
a sua aresta onext{e) e percorreremos a face esquerda de e com o operador rprev sempre
testando as arestas. Repetiremos o procedimento até que a préoxima aresta contribuinte
seja 1 novamente. A figura 5.5(b) mostra, com um trage mais largo, as arestas nao
orientadas percorridas por este procedimento na atualizacio da regiao do novo sitio.

O trecho de-cédigo a seguir implementa em C/C+-+ o procedimento discutido acima:

Cédigo 1
primeiraAresta = e = encontrallgumalrestaContribuinte();
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(b

Figura 5.5: Encontrando os vizinhos do novo sftio

do {
processaArestaContribuinte( e };
e = onext( e );
vhile ( e | = primeiraAresta && arestaNaoContribui( e ) )
e = rprev( e };
} while ( e != primeiradresta );

Nesse codigo, a fungdo encontradlgumaArestaContribuinte() implementa a pri-
meira fase do algoritmo. Como discutimos no capitulo 2, esta fungio nao afeta a comple-
xidade de pior caso do algoritmo. O caminhamento sugerido em [19] pode ser usado, pois
a regidao do sitio mals proximo a k tem que ter uma aresta contribuinte.

A funcdo processalrestaContribuinte() pode fazer a atualizagio topoldgica e geo-
métrica do diagrama a medida em que as arestas contribuintes sido encontradas. No
entanto, é mais simples apenas guardar as arestas contribuintes e os vértices que elas
definem numa lista simples e efetuar a atualizagio depois. A figura 5.6 mostra como foi

implementada esta tltima abordagem:
1. percorra a lista de arestas contribuintes desconectando suas origens (parte (a}).
2. percorra a lista de vértices construindo a nova regido (parte (b)).

3. percorra a lista de arestas contribuintes conectando suas origens aos vértices corres-
pondentes {parte(c)} e apague as arestas que ficaram desconectadas.

Esse procedimento para atualizacido topoldgica revela um problema. Se a funcdo
- encontrallgumalArestaContribuinte() houvesse retornado nio a aresta orientada 1,
mas sim a sua simétrica sym{1} {veja figura 5.5(a) para exemplo de aresta siméirica), as
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4]

Figura 5.6: Manipulacio topoldgica na atualizacio do DVory:

arestas do diagrama percorridas pelo algoritmo seriam as mostradas pela figura 5.7(a).
Nesse caso, deveriamos alterar nao a origem mas o destino das arestas contribuintes du-
rante a atualizacdo. Felizmente, hd wma maneira bastante pratica para resolver esse
problema. Note que, para o DVorye, as arestas contribuintes ligam sempre um vértice
que permanece no diagrama a um que desaparece. Se a atualizacio é feita na origem das
arestas contribuintes, devemos garantir que a aresta inicial estd orientada de um vértice
que desaparece para um que permanece, compare figura 5.5(b). E interessante observar
que ndo é preciso olhar para os vértices para decidir qual das duas arestas orientadas deve

ser escolhida. A figura 5.7(b} mostra como usar o procedirnento ordemCircular() para
essa tarvefa: '

b

Ll T

*
[
"
L
)
[}
®
.
L3
"
.

Figura 5.7: Escolhendo a aresta orientada correta
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Procedimento 5 Sejum e.s, ¢ ey 08 sitios que definem a aresta contribuinte e 4 es-
querda e a direita, e cir 0 novo vértice que k, €.y € €4y, definem. Se ordemCitvcular(e,,,,
k, egir, cir) retorna true escolha e, caso contrdrio escolha sym(e).

A corregio deste procedimento baseia-se no fato de que €., € €4, dividem a fronteira
do disco de liberdade com centro em cir em dois arcos complementares, veja figura 5.7(b).
O novo sitio k estd sobre um desses arcos. A figura mostra duas posi¢des possiveis para
k. Note que se ordemCircular(e.,, k, €g-, cir) retorna true, entdo o vértice que
desaparece é a origem de €, €,04y, pois nenhum dos discos de liberdade com centro entre
Cir € e40¢ cOntém k, ao passo que todos os discos de liberdade com centro entre cir e e,
contém k.

Esse procedimento mereceu atengao especial pois veremos que, no DVorWye, além
do problema da atualizagdo topolégica, o cddigo 1 falha em encontrar todas as arestas
contribuintes, caso a aresta contribuinte inicial nao esteja corretamente orientada.

5.3 Diagrama de Pontos com Peso Aditivo

A implementagao para o DVorWye assume que o conjunto § ndo contém quatro sitios
co-circulares, figura 5.8 (a) e (b). O calculo dos circuncentros implementado ndo trata
trés sitios cujos discos correspondentes sdo tangentes a uma reta e trés sitios colineares,
Fig. 5.8(c) e (d). Esses casos, entretanto, podem ser implementados com uma rotina
especial, sem afetar o algoritmo. Por fim, a implementagao nao trata sitios contidos em
outros sitios, Fig. 5.8(e). Discutiremos, ao final da se¢io, as implicagdes no algoritmo caso
esta restrigdo precise ser retirada. Apesar desses casos especiais, o algoritmo é eon-line e

admite que os circulos se interceptem.

(a) (b) () ‘~ (d) (e

/9
O

O

O

Figura 5.8: ConfiguracGes degeneradas para a implementagao do DVorWe:
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5.3.1 Calculando os circuncentros

No E?, trés discos podem possuir 0, 1 ou 2 circuncentros [34], figura 5.9(a). No T2, hi
sempre 2 circuncentros, figura 5.9(b).

20 O
O 7o,
O

O

(a) ()

[
I

Figura 5.9: Circuncentros de trés sitios no DVorWya

Dadas as coordenadas homogéneas {z,y,w;p}, onde p é o peso, de trés sitios a, b e ¢,
podemos calcular as coordenadas dos dois circuncentros sem nenhuma divisio, mas ndo
podemos evitar a raiz quadrada. Em geral, as coordenadas podem ser irracionais mesmo
gquando todas as coordenadas dos sitios sdo inteiras. A figura 5.10(a) mostra um exemplo
simples em que a = [[,2,1;3], b = [~1,0,1;1] e ¢ = [2,~3,1;1]. Os dois circuncentros
possuem coordenadas [3/2—/11/2, ~1/2~/11/2,1; -2+/11] e [-3/2—/11/2,+1/2—
VIL/2, —1; =2 = V11].

(2) (b)

Figura 5.10: Célculo dos circuncentros no DVorWy
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Os circuncentros podem ser encontrados, como no DVoryz, com a intersecio de dois
dos bissetores dos sitios, que nesse caso sdo hipérboles. O problema é que duas hipérboles
podem se interceptar em quatro pontos. Restaria o trabalho de identificar quais dois dos
quatro pontos seriamn os circuncentros. O calculo implementado foi sugerido por Held
[23] e encontra diretamente os dois pontos corretos. A idéia € imaginar os trés discos se
expandindo com o mesmo incremento no raio até que eles se interceptem num dnico ponto.
Se imaginamos que o plano que contém os discos é o plano z = 0 do E?, e imaginamos que o
incremento no eixo z & o mesmo do raio, podemos ver que isto equivale a fazer a intersegao
de trés cones retos “assentados” sobre os discos. Esses cones sao exatamente os usados
em [16] e [34] para caracterizar geometricamente o algoritmo de varredura do plano para
diagramas de Voronoi. Se nenhum circulo esta contido em outro, esses trés cones possuem
exatamente dois pontos de intersecdo, que projetados de volta para o plano z = 0 sdo os
circuncentros procurados. A figura 5.10{b) mostra uma das interse¢des. Nesta figura, a
outra intersecio esta abaixo do plano.

Apresentaremos o calculo com coordenadas cartesianas por simplicidade. Dadas as
coordenadas cartesianas (z,y; p) dos sitios a, b e ¢, as equagdes dos cones serdo:

(#—a:)'+(y—a) = (a,+2)° (5.1)
(z =0 +{y—b)" = (b+2)° (5.2)
(- +y—ea) = (p+2) (5.3)

Resolvemos esse sistemna, primeiro para z (o deslocamento dos raios) e depois para z e y
{esses calculos podem ser simplificados se transladamos o sitio @ para a origem antes de

resolver o sistemal:

1. Subtraia 5.2 de 5.1 e 5.3 de 5.1 obtendo, respectivamente:

2(by — az)z + z(lby —ay)y +2(b, — ay)z +

IS SR BN ST S B .

by~ ay+a,+a,—b,—b = 0 (5.4)
2er ~ azg)e + 2(c, — a,)y + 2(e, — ap)z -+

czma§+az+a§—c§—cz = 0 (5.5)

2. Obtenha de 5.4 e 5.5 expressdes de x e y em funcdo de z. Substitua estas expressoes
em 5.1 e resolva a equacdo do segundo grau em z resultante.

3. Substitua os dois valores de z em 5.4 e 5.5 e resolva o sistema linear para z e y.

2,

E interessante que, se 0s trés discos ndo se interceptam, entio uma intersecdo dos
cones acima do plano z = 0 corresponde a um circuncentro do aquém e uma intersegio
abaixo a um circuncentro do além, conforme figura 5.10, Mas ndo podemos aplicar esta



5.3. Diagrama de Pontos com Peso Aditivo 45

regra diretamente para decidir em que lado do plano os pontos do E? calculados devem
ser projetados. Se os discos se interceptam, pode acontecer de um circuncentro do aquém
corresponder a um ponio abaixo do plano z = 0. Para corrigir esse problema, basta
subtrair dos pesos dos sitios, o menor peso. Assim,

Se z > 0 projete no agquém

Se z < 0 projete no além

Vale lembrar que os dois circuncentros podem estar ambos no aquém, ambos no além, ou
um no aquém e outro no além.

Este artificio de subtrair o menor peso dos demais no calculo dos circuncentros pos-
sibilita, também, que o algoritmo trabalhe com pesos negativos. Deste modo, podemos
construir o diagrama para H,, definido com dy2(z,p) + w(p) também de maneira on-line.
Todo algoritmo para uma fungdo pode ser usado para a outra. Basta que se inverta a
ordenacao relativa dos pesos. Por exemplo, se o peso do sitio @ é trés unidades maior
que o de b, o algoritmo precisa receber o peso de ¢ trés unidades menor que o de b Se
o algoritmo trabalha apenas com pesos positives, para construir o diagrama para H,,
definido com dyz2(z,p) + w(p) de maneira on-line, é preciso saber, com antecedéncia, os
pesos de todos os sitios para obter a inversdo. Se o algoritmo admite pesos negativos,
basta manter o peso a, do primeiro sitio a e atribuir peso 2a, — k, para cada novo sitio &
inserido. Fsta conta pode gerar pesos negativos, o que sera compensado pelo artificio no
calculo dos circuncentros.

A resolucdo do sistema como sugerida acima falha quando os trés sitios sdo colineares,
figura 5.8(d}. Isto porque, neste caso, o valor de z é o mesmo para os dois circuncentros
(0s raios dos discos de liberdade sdo iguais). Mas os valores de = e y nédo sdo iguais, e
como © calculo de 2 e y € em funcdo de z, a resposta € necessariamente inconsistente.
Uma solugdo ¢, entdo, resolver o sistema primeiro para ¢ e depois para y e z. Se 0s
sitios estiverem na horizontal, é necessario resolver primeiro para y, ¢ depois para = e z.
Para o caso da figura 5.8(c) o sistema possui apenas uma solugdo, que é o circuncentro
finito. Mas a abordagem sugerida ndo € capaz de calcula-lo. Para este caso, uma solugao

especifica precisa ser desenvolvida.

5.3.2 Construcgao do caso base

O caso base implementado para o DVorWy: é n = 3. Ao contrario do DVoryz, é possivel
representar geometricamente as arestas, dada a definigdo e a representacgao de conicas no
T2 do capitulo 4. E interessante que o caso n =4 possui, também, sempre 6 arestas e 4
vértices, mas possui mais de uma configuracdo topologica, e uma combinagdo dos quatro
sitios tomados trés a trés pode gerar 0, | ou 2 vértices. Construir este caso diretamente

seria consideravelmente complicado.
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A topologia do caso n = 3 € sempre a mesma: um circuncentro estd conectado ao
outro por trés arestas que separam os sitios. Entretanto, a construcdo também nio é
totalmente mecanica. A figura 5.11 mostra as trés configuragbes geométricas possiveis.
Utilizaremos o seguinte procedimento para cria¢ao de uma aresta no DVorWoe:

Procedimento 6 criaAresta( i, £, p, q ) cria uma aresta topoldgica com origem
em i e destino em £. Cria uma aresta geométrica com fy =p, fo="q d=1i,a, =1i¢

ay = £, de acorde com a representagdo do eapiiulo 4.

Para obter a representagao geométrica das arestas usamos os circuncentros como os
pontos @, e az na representagdo geométrica. Por exemplo, na figura 5.11{a), o arco de
hipérbole A € definido como o caminho tracado pela interse¢ao da hipérbole com a reta
(aVey), quando rotacionamos a reta, em sentido anti-hordrio ao redor de g, até que ela seja
igual a (@ V ¢). Surge um problema porque nio hi como definir uma ordem circular de ¢,
e ¢y ao redor de ¢ porque todas as regides do diagrama sio compostas por somente duas
arestas unindo os dois circuncentros. Assim, precisamos escolher corretamente qual cir-
cuncentro serd g;, na representagao geométrica, para nao tomar os arcos complementares
por engano. Esse erro também provocaria falha do procedimento arestaNaoContribui()
(que depende essencialmente da ordem dos vértices de uma regido) na insergdo do préximo

sitio.

(c)

(a) (b)

P

Figura 5.11: Caso base n = 3 no DVorWy

O procedimento implementado foi:

Procedimento 7 casoBase( p, g, r ) constrdi DVorWe:(S) para § = {p,q,r} € re-
torna uwm pontetro para uma das arestas do diagrama:



5.3. Diagrama de Pontos com Peso Aditivo 47

peint 1, f;

circunCentroes( p, q, r, 1, £ );

if ( ordemCircular( p, q, r, i ) ) swap(i, £);
criadresta(i, £, p, q);

criaAresta(i, £, q, 1);

return criadresta(i, £, r, p);

A instrucao if garante que o arco correto serd representado. A correcdo deste proce-
dimento esta baseada, novamente, no fato de que as regides sdo estreladas em relacio ao
sitio. Se estivermos tomando os arcos complementares, trocar ¢; por ¢; nos fara tomar os
arcos corretos, veja figura 5.11. Nio ¢ dificil ver que, como as arestas separam os sitios
e estdo conectadas entre os circuncentros e as regides sdo estreladas, a ordem circular de
a, b e c em relacao a um circuncentro serd necessariamente contraria a ordem em relacao
ao outro. Assim, como vonvencionamos criar arestas entre c e b, be c e entre c e a
nesta ordem, devemos escolher para ¢, o circuncentro que avista a ordem ach, em sentido
anti-horario para que os arcos corretos sejam representados.

5.3.3 Arestas contribuintes

No DVorWy2, uma aresta nao orientada pode contribuir com até dois vértices. No entanto,
diremos que uma aresta orientada contribui com 0 ou 1 vértice. A figura 5.12(a) apresenta
quatro arestas, €;, €3, €3 € €4 num diagrama de sete sitios. Note que e4 € a simétrica de
es. Na inclusdo do sitio £ (figura 5.12(b)) a aresta e; ndo contribul, mas e;, €3 € €4
contribuem, respectivamente, com os vértices ¢y, ¢3 e ¢, A figura 5.12{c) apresenta o
diagrama resultante apenas como ilustragao.

©

Figura 5.12: Arestas contribuintes no DVorW g2
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O procedimento para decidir se uma dada aresta orientada e contribui é idéntico ao
do DVorye, pois as regides sio estreladas em relagio ao seu sitio. Sejam cir; e ciry os
dois circuncentros definidos por €.y, eqir € k. Se ordemCircular (€orig, CiT1, Edegt , Ecgq) OU
ordemCircular(€,rig, Cirs, €dast , Cesq) TetOrna true entido a aresta e contribui.

Se a aresta ndo orientada de e contribui com dois vértices, e contribuird com um vértice,
tal que ele esteja entre e,y € 0 outro vértice. A figura 5.14(a) mostra o porqué desta atri-
buicdo. Nela, o contorno de Rx ndo pode sair da regido de e., por ciry pois ele teria que
entrar de novo por ¢ir; e nao conseguiria sair depois. Assim se ordemCircular (e,,,ciry,
CiTg,€qsq) TebOTma true, entdo e contribui com ciry e sym(e) com ciry (como na fi-
gura 5.12(a) e (b}). Se for false, serd o caso contrario. Veremos adiante que esta
atribuicdo garante que a atualizagdo topoldgica e geoméirica de e seja correta.

5.3.4 Atualizagao do diagrama

A atualizaczo do DVorWrye € feita com o mesmo codigo 1 apresentado na secic 5.2.4,
Entretanto, ndo € imediato perceber que este codigo corretamente encontra o8 novos
vértices. Isto porque as regides dos sitios ndo sao necessariamente convexas, e dois sitios
podem ser vizinhos por varias arestas, e nac por apenas uma como no DVoryz. Assim, o
contorno da regiao do novo sitio & possui um comportamento mais complexo. Ele pode:

1. Sair de uma regido imediatamente pela mesma aresta nao orientada por onde entrou
(veja regido do sitio ¢ na figura 5.12(b) ou figura 5.13(b)});

2. Atravessar uma regido mais de uma vez (veja regido do sitio b na figura 5.12{b} ou
figura 5.13(b)).

Se a funcio encontraAlgumalArestaContribuinte() retornar uma aresta orientada de
um vértice que permanece no diagrama para um que desaparece, o procedimento nem
sequer encontra todos os vértices da nova regido. A figura 5.13(a) mostra as arestas ndo
orientadas percorridas pelo cédigo 1, para o diagrama da figura 5.12, quando a primeira
aresta contribuinte é a aresta orientada 1. O procedimento néo ira percorrer a aresta
entre os sitios @ e b que, de fato, contribui com dois vértices.

Para evitar este problema, usamos o mesmo procedimento 5 da segao 5.2.4. E interes-
sante observar que a generalizaciao daquele procedimento do DVory: para o DVorWy: €
imediata e ele pode, entéo, ser usado para decidir qual aresta orientada devernos usar, caso
a fungao encontrallgumadrestaContribuinte() retorne uma aresta nao orientada que
contribui com apenas um vértice. Caso a aresta retornada contribua com dois vertices,
ambas as arestas orientadas podem ser usadas como a aresta inicial.

Quando utilizamos, como aresta inicial, uma aresta cuja origem € um vértice que
desaparece no novo diagrama, garantimos que o percurso que o codigo 1 executa encontra
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(a)

Figura 5.13: Procedimento de atualizacido do DVorWy:

todas as arestas contribuintes, e seus respectivos veértices, na ordem anti-horaria correta.
A figura 5.13(b) apresenta as arestas nio orientadas percorridas quando tomamos a aresta
orientada de 1 correta. Como esclarecimento, alertamos que, nesta figura, a sexta aresta
contribuinte percorrida € a indicada pelo mimero 6 préximo a seta que indica o seu destino.
No entanto, o vértice que ela define é o que esta proximo a sua origem.

(b)

Figura 5.14: Corregdo da fungio de percurso

Este exemplo das arestas orientadas simétricas 6 e 7 constitul um caso interessante
para mostrarmos a corregao do cdédigo 1. Note que o codigo, depois de processar a aresta
6 ira percorrer todas as arestas da regido do sitio ¢ até encontrar a aresta 7. O contorno
da regido do novo sitio entra e imediatamente sai da regifo de ¢ pela mesma aresta nio
orientada. E facil ver que o codigo falharia caso este conforno pudesse, mais tarde, entrar
novamente na regiao de a. Neste caso, a aresta 7 nao seria encontrada, pois o percurso
encontraria alguma ouira aresta contribuinte antes de 7. Felizmente hd uma maneira
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interessante de se verificar que isto ndo € possivel.

De maneira geral, se o contorno de By sai de R,,,, por e, veja figura 3.14(b), entao
nenhuma das arestas ey, e, ..., €g-1, que 530 testadas antes de ey, pode ser contribuinte e
o codigo ird chegar a e;. Isso é devido ao fato de que toda parte do contorno cruzando
:Reﬂq é uma parte do bissetor de k e e.5y. Se qualquer das eq,es,...,e5..1 pudesse ser
contribuinte, entdo K., ficaria desconexa, o que é impossivel. Isso implica também que
todas as arestas percorridas, exceto as contribuintes, estdo inteiramente contidas em Rj.

Atualizagdo topeldgica Para a atualizagdo topologica existem dois casos. A caracte-
rizagdo mais intuitiva para os casos € por meio dos vértices que desaparecem na inclusio
do sitio k. Se ao menos um vértice do diagrama desaparece, o procedimento é idéntico
ao do DVoryz. Para esse caso, vamos detalhar apenas a criag@o das arestas de By para
mostrar como a representacio geométrica é obtida no algoritmo. Nesse caso, R contém
a0 menos trés arestas e a criacdo delas é feita da seguinte maneira. Seja n o ndmero de
vértices de Ry, V{1) 0 t-ésimo vértice e T(2} o sitio da regido esquerda da aresta orientada

que contribuiu com o vértice V{z):
1. Para ¢+ = 1 até n crie aresta E{i) = criafresta(V(:}, V(i + 1),k,T(z)), onde
Vin+1) = V(1)

2. Para ¢ = 1 até n conecte topologicamente o destino de E(7) & origem de E{i + 1),
onde E{n + 1) = E(1).

*
"
]
n
2
1
L
-

-

Figura 5.15: Caso especial na atualizagdo do DVorWyz

Quando a inclusdo de k nio faz desaparecer nenhum vértice, a sua regiao contém
apenas duas arestas e dols vértices, e hd apenas uma aresta do diagrama que contribui
com os dois vértices. A figura 5.15 mostra este caso e apresenta as arestas percorridas
pelo cédigo 1, que sdo exatamente as arestas das duas regides que compartilham a aresta
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contribuinte. Dada uma das arestas orientadas contribuintes e, Sejam cir, e CUT sym (e) OS
vértices que ela e a sua simeétrica definem:

1. Crie as arestas E(l) = criaAresta(cire, Cifsym(e) Cesq s £,
E(2) = criahresta(cire, Cirsym(c) s ¥ €air ),
E(3) = criahresta(e, iy, Ci7e , €osq €dir )
E{4) = criaﬂresta{cirsym(e),edest,ecsq,edg-r).

Conecte topologicamente: as origens e destinos de E(1) e E(2); a origem de E{3)
& origem de €; o destino de E(3) & origem de F(1); o destino de F{1) & origem de
E(4) e o destino de E(4) ao destino de e. Apague e.

b

Vale a pena notar que, apesar da aparente semelhanga entre este segundo caso e o
caso base, a atualizacio geométrica neste caso € mecanica, pois a orientacio da aresta
contribuinte e nos dd automaticamente o vértice correto para a origem das arestas na

representacio geomeétrica.

5.3.5 Consideragoes sobre a implementacgao

Uma das vantagens mais interessantes dos algoritmos incrementais é a possibilidade de
que sejam on-line, ou seja, em momento algum, o algoritmo faz qualquer suposicdo a
respeito do proximo sitio a ser incluido. No inicio da secdo, fizemos a restrigiao de que um
sitio néo poderia estar inteiramente contido em outro. Se, dependendo da aplicacio, esta
restricdo precisar ser retirada, entdo duas modificagbes no algoritmo precisam ser feitas

para que ele continue on-line:

1. O procedimento de calculo dos circuncentros precisa verificar se algum dos trés sitios
esta contido em outro, caso em gue nao ha circuncentros. A aresta correspondente

néo sera contribuinte.

O procedimento de atualizacdo precisa ser capaz de dizer se a inclusdo do sitic &
reduz o diagrama ao caso base, quando a atualizagdo € diferente. Note que a incluséo

o

de um sitio pode reduzir o diagrama ao caso n = 1.

Se a aplicagdo ndo necessita de um algoritmo on-line, podemos incluir os sitios em
ordem decrescente de pesos, facilitando o trabalho. Ou podemos comparar os sitios dois
a dois eliminando os que estiverem inteiramente contidos em outros, antes de iniciar a
inclusdo, pois esses sitios ndo contribuem para o diagrama.



Capitulo 6

O Ambiente GeoPrO

As anyone who has tried to implement a complex geometric

algorithm knows, implementing geometric algorithms is a difficult task.
Conventional tools are limited as aids in this process. The programmer
spends time with pen and pencil drawing the geometry and data structures
the program is developing. This problem could be solved by the use of
visualization tools. In the ideal world, this visualization would be used for

three purposes: demonstration, debugging, and isolation of degeneracies.
— D. Dobkin [20]

0O GeoPrQ é um ambiente de visualizacio distribuida, desenvolvido no Instituto de
Computagio - UNICAMP [18], projetado para dar suporte a aplicagdes em geometria
computacional. Ele consiste de um nucleo, e de interfaces de programacdo para imple-
mentacio de aplicagGes e visualizadores capazes de estabelecer conexio com o nicleo. A
idéia é manter no nicleo conjuntos de objetos geométricos, chamados contextos de visu-
alizacdo, que podem ser compartilhados pelas aplicagdes e visualizadores. As conexdes
sao feitas por canais TCP/IP na Internet, tornando possivel a cooperacao de plataformas
diferentes em redes heterogéneas.

Todo o funcionamento do ambiente estd baseado na troca de mensagens pré-definidas
enire o nicleo e as aplicacoes e visualizadores. Cada instancia de aplicacao ou visualizador
pode conectar-se a apenas um contexto no nicleo, onde deseja trabalhar. No entanto, o
micleo manipula varios contextos; permitindo, assim, que grupos independentes compar-
tilhem seus recursos. Como exemplo, uma tipica seqiiéncia de interagdo entre o nicleo e
uma aplicaclo seria: a aplicagio envia uma mensagem de conexdo, especificando o con-
texto no qual deseja trabalhar; o nicleo aceita a conexdo enviando uma mensagem de
reconhecimento; a aplicagao, entdo, insere ou remove objetos no contexto. Todos os visu-
alizadores que estiverem conectados aquele contexto vao receber uma copia dos objetos

52



6.1. Protocelo de Descricdo Geométrica 53

inseridos e poderao apresenta-los na sua drea de desenho.

A principal caracteristica do ambiente é que, uma vez inserido num contexto, um
objeto torna-se persistente. Mesmo que a aplica¢do que o inseriu termine ou seja inter-
rompida, o objeto permanece no contexto e, conseqiientemente, visivel nos visualizadores
conectados a ele. Outra funcionalidade, que fol importante para a visualizacio dos dia-
gramas, é a requisi¢do de objetos pelas aplicacdes aos visualizadores. Uma aplicagio pode
precisar, por exemplo, de um conjunto de pontos. Ela envia uma requisi¢cio ao contexto
e qualquer visualizador conectado dquele contexto pode responder a requisigao. Assim,
existe um caminho pelo qual um visualizador pode funcionar como interface de entrada

de dados.

As implementagoes do algoritmo O algoritmo foi implementado como classes que
sao instanciadas em duas aplicagdes do ambiente GeoPrO: DVOR e DVORW. Ambas funcio-

nam da seguinte maneira:

1. Cadastram-se no micleo ao contexto especificado pelo usuario na linha de comando
que as executou; e inserem nele, imediatamente, uma requisi¢do por um conjunio
de objetos (pontos para o DVOR e circulos para o DVORW). Ficam aguardando algum

visualizador responder & requisigdo.

2. Apds receber o conjunto de objetos, instanciam a classe do algoritmo e inserem os

sftios um a um com o método includeSite().

3. Inserem no contexto um conjunto de objetos (segmentos de reta para o DVOR e arcos
de cénicas e/ou segmentos de reta para o DVORW); todos os visualizadores conectados
ao contexto podem desenhar o diagrama segundoe seus proprios recursos.

6.1 Protocolo de Descrigcao Geométrica

Os objetos geomeétricos que sdo inseridos nos contextos sdo sempre representados através
do Protocolo de Descricdo Geométrica {PDG). Este protocolo descreve qualquer objeto
tratado pelo nucleo por um conjunto de objetos basicos. Na concepcdo inicial do ambi-
ente, o PDG era composto de ponto, reta, segmento de reta, poligono, linha poligonal e
circulo. Todos estes objetos basicos sdo, por sua vez, descritos por pontos em coordenadas
homogéneas com sinal.

A intengio de ampliar o conjunto de objetos basicos ja existia em [18]. A utilizagao
do ambiente GeoPr(Q para implementacao dos algoritmos e visualizagio dos resultados
deste trabalho nos levou a estender o PDG para dar suporte a conicas: o objeto conics
consiste de uma lista de conicas descritas por trés pontos, segundo a representacio do
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capitulo 4; o objeto conic arcs consiste de uma lista de arcos de conica descritos por
cinco pontos.

A maioria dos problemas tratados em geomelria computational envolve apenas objetos
lineares. LEntretanto ha um crescente interesse por problemas envolvendo objetos mais
complexos {20]. A razdo ¢ simples: muitos problemas praticos sdo melhores descritos, ou
aproximados, quando usamos objetos nao lineares. A descrigio de objetos e estruturas
nao lineares por objetos lineares pode ser muito custosa e ineficiente. As conicas séo o
primeiro passo na generaliza¢ao dos problemas em geometria compufacional.

6.2 Gerenciador

0 micleo do GeoPrO é um processo sem interface grafica. Anteriormente, o usudrio
que o execubava nao dispunha de qualquer informagao sobre os conbextos, aplicagooes
e visualizadores cadastrados. A tnica maneira de manipular os dados no nicleo era
através das interfaces para aplicagoes e visualizadores. Além disso, ele ndo provia nenhuina
maneira de guardar em disco os objelos dos contextos, de forma que a existéncia dos
objetos se limitava ao tempo de execugdo do nicleo. Se o nucleo era abortado, por
gqualquer problema, todo o trabalho era perdido.

Na sua tese, Gon [18] sugeriu varias extensoes ao ambicente GeoPrQ, inclusive a criagao
de um médulo gerenciador para solucionar os problemas citados. Nés projetamos e im-

plementameos um gerenciador em linguagem Java que permite:

1. Acesso a todas as informacdes do nicleo: quais aplicagoes e visualizadores estao
cadastrados; quais contextos existem e quais objetos e requisigdes tem cada contexto;

2. Criar contextos; destruir condextos; salvar em disco objetos de um contexto; recu-
perar objetos do disco e destruir objetos. Essas fungoes, em particular, foram de
exlrema utilidade na fase de testes das implementagoes dos algoritmos e tornaram
o ambiente bastante mals amigavel.

Muitas melhorias sio necessarias ainda para tornar o gerenciador mais atil. Espe-
cialmente, seria interessante prover niveis de gerenciamento. Atualmente, se o usuario
possii a senha, ele pode conectar o gerenciador ao micleo e ter acesso irrestrito a todas
as fungdes. A idéia é, por exemplo, que win- usudrio que criou um coutexto, mas nio seja
o dono do nicleo, possa gerenciar somente o seu contexto.

6.2.1 A interface

O projeto do gerenciador seguiu a mesma filosolia das interfaces para aplicacbes ¢ visu-
alizadores. O processo do gerenciador nio precisa ser executado na mesma maquina do
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nicleo. Alteramos o nicleo de forma que ele recebe conexdes, pela Internet, de gerencia-
dores, da mesma forma que de aplicagbes e visualizadores. A seguranca é garantida por
uma senha que o usuario, que executou um nicleo em uma dada méquina, pode registrar
para conexac de gerenciadores.

O gerenciador é composto por trés classes principais: o didlogo de conexao; o didlogo
de nicleo; € o didlogo de contexto. As duas ultimas classes sdo threads que executam
independentemente. O usuario executa um processo gerenciador e pode disparar conexdes
com varios nucleos a partir do didlogo de conexio, veja figura 6.1.

Kertet [254,21?.35.22 ‘f
ManagerCode: I********* ‘i
(s ]

Figura 6.1: Didlogo de conexdo na interface OpenLook

Quando uma conexdo é aceita, o didlogo de nicleo apresenta os contextos, as aplicacoes
e os visualizadores conectados ao nucleo, veja figura 6.2. O usudrio pode entdo, criar,
destruir e abrir os contextos, disparando dialogos de contextos.

oo ma ——

Kernel: eschey

Contexts: Active applications: active visualizers:

HAME § {raate [ CHANMEL — I — NAK EDisconnectE CHANNEL — ID -~ NAN §Disconnect[
voronol [Destroy] 7 -2 = conyex hull: 8 — 2 - Sphereiiew:;
DefaultContext 3 -3 ~ FlatMode! —1

Terminate Kerne)
from Kernal: escher

Figura 6.2: Didlogo de niicleo na interface OpenLook

0O didlogo de contexto apresenta os objetos e requisigdes e permite: destruir, salvar e
recuperar objetos, veja figura 6.3. 4

Uma caracteristica importante do projeto do gerenciador é que a conexdo com o nicleo
€& on-line, ou seja, as modificagdes que fizemos no nacleo garantem que qualquer mudanca
no estado dele é, imediatamente, repassada aos gerenciadores conectados.
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Cantext: voronai  Rernel: escher

Active objecis: Active reguests:

D — TYPE ~ DESCR | E¥f Destroy | [0 ~ APPL_ID - MESSA

1~ 6 - polygonal li 1 -2 ~sat of points
2 ~ B - polygonal li

3~ 8 ~ polygonal li
4 - 8 - polygonal {i
3 ~ & ~ polygonal li
&5~ 8 — polygonal i

| S—

Context: voronoi
L, : =

Figura 6.3: Dialogo de contexto na interface OpenLook

6.3 Visualizadores com Suporte a Conicas

O ambiente GeoPrO conta com dois visualizadores para o T?, sphereModel e fAatModel
[18], para os modelos esférico e plano, respectivamente, que utilizam a biblioteca OpenGL
[8] para primitivas basicas de desenho. Nos visualizadores, todos os objetos, com a excegio
do ponto, sdo desenhados através de segmentos de reta, com as primitivas para desenho
entre dois pontos com coordenadas homogéneas em trés dimensoes, que OpenGL prové.
Esta secio ird descrever a técnica implementada para aproximar um arco de conica por
segmentos de reta dada a representacdo vista no capitulo 4.

A forma paramétrica para conicas no modelo plano, segao 6.3.1, foi definida durante as
pesquisas para representagao das conicas. Seria possivel obter boas aproximaces dos arcos
no plano com esta forma parameétrica. No entanto, a aproximacdo na esfera ndo poderia
ser obtida simplesmente pela projecio central dos pontos da aproximagio planar sobre a
esfera, pois este procedimento é sujeito a distorgbes e a qualidade do desenho no modelo
esférico ficaria comprometida. A primeira tentativa para obter uma aproximacdo de boa
gualidade na esfera foi através do conhecimento, visto no capitulo 4, de que as conicas na
esfera sdo a intersecao desta com cones de segundo grau com vértice no centro da esfera.
As equagdes polinomiais destes cones sdo exatamente as equacgdes polinomiais homogéneas
das conicas no plano, se considerarmos a coordenada w como sendo a coordenada z do
espaco B2, A partir desta equagdo, precisarfamos encontrar uma parametrizagao do cone,
Esta ltima tarefa poderia, certamente, ser feita, mas de maneira alguma seria pratica.

A solugao foi dada pela unido da forma paramétrica do plano com uma heuristica
para amostragem adaptativa de fungbes paramétricas, segao 6.3.3. Nesta heuristica, a
qualidade da aproximagao depende de um critério definido a priori. Implementamos
a forma paramétrica com calculos homogéneos e uma amostragem adaptativa com o
critério calculado, ora sobre o plano (com [z,y,w]| = (z/w,y/w)), ora sobre a esfera
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{com [z,y,w] = (z,y,w)/v/z?+ y* +w?). Os resultados foram visualmente bastante
satisfatorios.

6.3.1 A forma paramétrica

A forma paramétrica de uma cénica no plano com foco na origem, reta focal igual ao eixo
das abscissas, e diretriz interceptando a reta focal em (— K, 0) é:
Ke

1-—ecoss

6(s) =

(cos s,sen s),

onde e é a excentricidade da conica e o pardmetro s é o dngulo ao redor do foco a partir
da reta focal, em sentido anti-hordrio, veja figura 6.4(a) e {39]. A férmula homogénea
8(s) = [Kecoss, Kesens, 1 ~ ecoss| possul uma caracteristica muito apropriada. Para
hipérboles, caso em que e > 1, o valor (1 — ecos s} é negativo justamente quando o angulo
s é menor que a diregdo de assintocidade da hipérbole, ou seja, a férmula homogénea
devolve os pontos do além de acordo com a defini¢do de cénicas no TZ, veja figura 6.4(h).

diretriz diretriz

Figura 6.4: Forma paramétrica pela diretriz das cdnicas

Os valores A e e desta {6rmula podem ser facilmente extraidos da representagio do
capitulo 4. Note que, na parametrizagdo de um arco, os pontos inicial e final sdo dados
pelos angulos que as retas (fi V ag) e (f1 V a2) fazem com a reta focal (f1 V fa).

Esta forma paramétrica pode ser usada somente na posigao canédnica. No T2, isto
significa: fi na origem {ponto [0,0, 1]}, reta focal coincidente com o eixo das abscissas
e diretriz passando por [—K,0,1]. Além disto, a conica deve estar orientada em sentido
anti-horario (capitulo 4), o que equivale a dizer que ela deve estar contida no lado da
diretriz que também contém os focos, como os exemplos da figura 6.4{c). Descreveremos,
agora, o procedimento implementado para reduzir wma cdnica genérica A posi¢io canbnica

no T2,
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6.3.2 Reducao de uma coénica genérica i posigao candnica

Dados os cinco pontos da representagao de um arco, definimos um procedimento que
modifica esta representacao para garantir que o foco fi estara no aquém e a conica estard
orientada em sentido anti-horario. Isto é feito de modo que a representacio modificada
sempre define o mesmo arco ou o arco antipoda. Para que o arco correto seja desenhado,
apés calcular um ponto sobre a curva, rotacionamos pelo dngulo entre a reta focal e o eixo
das abscissas, transladamos pelo vetor de f; e tomamos o ponto antipoda dependendo do
resultado do procedimento:

1. Se o foco f; estiver no além, tome o antipoda de todos os pontos e troque ay por

ay. Faca flagl=strue.

2. Se a cbnica estiver orlentada em sentido horario, tome os antipodas de d, a; e ag.
Faga flag2=true.

3. Calcule o ponto na posigdo candnica. Rotacione e translade até a posigdo original.
Se flagihflag2=true, onde & é a operagao de ou exclusivo, tome o ponto antipoda.

Tanto o item 1 quanto o item 2 devolvem o arco antipoda. Portanto, devemos tomar o
ponto antipoda somente se apenas um passo foi necessario, item 3. A figura 6.5{c) mostra
um arco de hipérbole na posi¢io candnica apds o arco original da figura 6.5(a) passar

pelos dois itens.

(©)

Figura 6.5: Reducdo a posicdo candnica para parametrizagao
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6.3.3 Heuristica para amostragem adaptativa da forma pa-
ramétrica

A heuristica implementada é baseada na apresentada por Figueiredo [14]. Considere a
figura 6.6(a). Para aproximar o arco entre a e b, amostramos o ponto ¢ cujo parametro é
um valor aleatorio proximo a média dos parametros de a e b. Neste momento avaliamos
o critério, que na nossa implementacao € o angulo acbh ser maior que um valor pré-fixado.
Se o critério for satisfeito, a aproximacao do arco entre a e b sera os segmentos ac e cb. Se
o critério nao for satisfeito, a heuristica é aplicada recursivamente aos arcos entre a e c e
entre c e b. As figuras 6.6(b),(c) e (d) mostram a evolugao da recursao até a aproximagao

final.

(a) (b) () (d)

Figura 6.6: Heuristica para amostragem adaptativa

Para o flatModel, apdés a parametrizacao de a, be ¢ com é(s) = [Recos s, Nesens, 1 —
e cos s, projetamos estes pontos com [, y, w] — (x/w,y/w) e calculamos o angulo a¢b no
plano. Para o sphereModel, projetamos os pontos com [z,y, w] — (z,y,w)/Vx? + y* + w?
e calculamos o angulo plano ach no espago E?, veja figura 6.7(a). Os angulos 173 e 176
graus, para a esfera e para o plano respectivamente, produziram aproximagées muito boas
com relativamente poucos segmentos.

Este esquema adaptativo foi também aplicado no desenho de segmentos de reta na
esfera. Dados dois pontos a e b, a abordagem tradicional procuraria parametrizar o
arco do grande circulo que passa por a e b em uma posigao canodnica, e depois, leva-lo
até a posigao correta com duas rotacoes. As figuras 6.7(b) e (¢) mostram como obter
diretamente o ponto médio do arco ab sobre a esfera. Se a estera é unitaria, basta tomar
o vetor unitario do ponto médio do segmento ab no espago E®. Este ponto é, entao, usado

como o ponto ¢ na heuristica.
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Figura 6.7: Crilério da heuristica no modelo es[érico

6.3.4 Visualizacao dos Diagramas

Iista segao apresenta algumas imagens de diagramas de Voronoi construidos no T# como

resultado da implementacao do algoritmo do capitulo 5 e dos visualizadores com suporte

a conicas:

L.

A ligura 6.8 apresenta um DVorg: com sitios apenas no aquém, no modelo esférico.
Neste modelo é possivel visualizar nitidamente as regioes e arestas que alravessam

o inflinito;

Na figura 6.9 o mesmo diagrama do item | aparece no modelo plano. Note a aparente

inversao provocada pela projegao central da parte do diagrama contida no além;

A figura 6.10 mostra um DVorgz com silios no aquém e no além. O modelo eslérico

permite visualizar os vértices de Voronoi contidos na reta do infinito;

A figura 6.11 apresenta um DVorWyz no modelo esférico. Nole que este diagrama
seria desconexo no E*. O modelo eslérico permite visualizar o bissclor dos silios
de menor e maior peso desle conjunto, que atravessa a reta do inlinito antes de

interceptar oulros bissetores;

Na ligura 6.12 o mesmo diagrama do item 4 pode ser visto no modelo plano.
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Figura 6.3: Visualizagao do DVory: no modelo esférico
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Figura 6.9: Visualizacao do DVoryz no modelo plano



Figura 6.10: Visualizagao do DVoryz no modelo esférico (sitios no aquém e além)
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Figura 6.11: Visunalizacao do DVorWy: no modelo esférico
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Figura 6.12: Visualizagao do DVorWyz no modelo plano



Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho de Mestrado mostramos que o plano projetivo orientado T# propicia uni-
formidade na representagao e construgao dos diagramas de Voronoi. Todas as arestas dos
diagramas podem ser lopologica e geomelricamente representadas uniformemente, sem
deixar de ter o signilicado de interse¢ao de duas regioes.

Vale a pena mencionar que a distancia com sinal do plano Euclidiano de dois lados
(se¢ao 3.2.1), apesar de ter um comportamento incomum, pode ser usada consistentemente
para delinir as conicas e os diagramas, se mostrando uma ferramenta ttil para algoritmos

geométricos.

Contribuigoes tedricas

I. No T%, o DVoryz e o DVorWyz possuem um niimero exato de arestas e vértices,
e=3n—06ev=2n—4, gracas a lopologia equivalente a da eslera do E*. Para
o DVorWyz, a construgao traz um benelicio adicional: ele ¢ sempre conexo, ao

coutrario do caso Euclidiano.

O diagrama de vizinho mais préximo ¢é antipoda ao de vizinho mais distante. Por-
tanto, um algoritmo que constréi um também constréi o outro. Conseguimos obler
um algoritmo incremental que mostra que a constru¢ao pode ser implementada sem
que seja necessario dilerenciar a parte do diagrama contida no além da contida no
aquém. Os conceitos do T? ficam encapsulados nas primilivas geométricas e o al-
goritmo segue como se estivéssemos trabalhando no E2. Iista abordagem foi muito
bem sucedida. Obtivemos, assim, algoritmos para os diagramas de vizinho mais dis-
tanle sem precisar raciocinar sobre as caracleristicas geométricas ou combinaloriais
desses diagramas. Para o DVorWyz, o algoritmo €, sem divida, bem mais simples
do que os dois publicados anteriormente [34, 33] (para o diagrama de vizinho mais

distante). Ista parte do trabalho estd reunida no artigo [31].

66
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2. Para descrever a geomelria das arestas dos diagramas no T2, estudamos as conicas e
propusemos uma representacao simples e eficaz que unifica as trés classes de conicas
afins no plano. Esta parte do trabalho loi publicada em [30].

Contribuigoes praticas lira nosso objetivo inicial alcancar a visualizagao interaliva

dos diagramas construidos no T2, Os trabalhos praticos foram:

[. A implementagao do algoritmo para o DVor e o DVorW como aplicagoes do ambiente

GeolPrO em CH+.

2. O aprimoramento do protocolo de descrigao geométrica do ambiente Geol’rO para
inclusao de conicas em C+-. Este trabalho envolveu a alteracao de todas as inter-

[aces e do nicleo.

3. O projeto e implementagao do gerenciador do Geol’rO em Java. Esse modulo per-
mite, entre oulras [ungoes, salvar e recuperar objetos em disco e retirar, direta-
mente, objetos de um determinado contexto do nicleo. ISssas [ungoes foram bas-
tante titeis durante os testes da implementagao do algoritmo e possibilitam um uso

mais dinamico do ambiente.

A implementagao do gerenciador também gerou, como subproduto, a interface para
visualizadores em Java, que ja esta sendo usada num projeto de iniciagao cientifica.

4. O aprimoramento do visualizador do modelo eslérico sphereModel para desenhar
coOnicas, que permitiu a visualizagao completa dos diagramas. A classe CH+ imple-
mentada foi usada também para o aprimoramento do visualizador planar, objeto de

oulro projelo de iniciagao cientilica.

7.1 Trabalhos Futuros

Acreditamos que ha muito ainda a investigar sobre construcao de diagramas de Voronoi
no T2 Uma diregao que parece muito promissora ¢ a construgao dos diagramas de ordem
k, como descrito adiante. Por outro lado, vemos a utilizagao do T? como, certamente, uma
solugao de compromisso. L5 preciso raciocinar em uma nova topologia e realizar contas

com coordenadas homogéneas com sinal, o que pode ser visto como uma desvantagem.

Algoritmos 6timos Uma questao que surge naluralimente ¢ se seria possivel adaptar
algoritmos otimos para as construcoes. Para o DVor, o algoritmo da “bolha ambulante”
para a triangulacao de Delaunay, descrito em [22], poderia ser adaptado. Os préprios

aulores citam que a inversao do predicado do paraboldide pode ser leita para calcular
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a triangulagao de Delaunay de vizinho mais distante. Para o DVorW, entretanto, os
algoritmos de varredura do plano [16] e divisao e conquista [40] nao parecem, & primeira
visla, capazes de computar o diagrama de maneira transparente como foi obtido com o

algoritmo incremental.

Diagramas de ordem k Uma generalizagao imediala do DVor ¢ o diagrama de k vizi-
nhos mais proximos. Por exemplo, o diagrama de ordem 2 divide o plano em regioes, cada
uma associada a uma combinagao dos sitios tomados dois a dois, lal que para todos os pon-
tos de uma dada regiao os dois sitios mais proximos sao a combinagao associada a regiao.
Iisse diagrama pode ser definido com 1, s = {x € T?|dy2(2, p)+dy2 (2, ¢) <1 dy2(2,7)+
dy2(x,5)}. Se fizermos a mesma analise que fizemos para o DVoryz e do DVorWyaz, vere-
mos que, genericamente, o diagrama de ordem £ ¢é antipoda ao de ordem (n — k). Nesse
conlexto, o diagrama de vizinho mais proximo de ordem (n — 1) pode ser visto como o
diagrama de vizinho mais distante de ordem 1 que, como mostramos, ¢ antipoda ao de
vizinho mais proximo de ordem 1.

Se os algoritmos da literatura para construgao dos diagramas de ordem & puderem ser
adaptados para o T?, para construir lodos os 2n — 2 diagramas, da ordem 1 atlé a ordem
(n — 1), vizinho mais préoximo e vizinho mais distante, bastara construir os diagramas de

vizinho mais proximo da ordem 1 até a ordem (|n/2]).

Diagrama de segmentos de reta O algorilmo implementado nao pode ser usado
para implementar a construgao do DVorLyz porque uma das primitivas é o célculo dos
circuncentros, que podem nao existir para trés segmentos. No entanto, muitos algoritnos
da literatura ulilizam uma defini¢ao alternativa de diagrama estendido. Nessa delinicao,
os extremos dos segmentos sao considerados sitios distintos dos segmenlos propriamente
ditos. [sse diagrama eslendido contém propriamente o DVorl,, ¢ sempre conexo e mais

simples de representar. Seria interessante buscar uma adaptlagao para o TZ



Bibliografia

1]

2]

3]

[4]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

P. I'. Ash e I5. D. Bolker. Recognizing dirichlet tessellations. Geomelriae Dedicala,

19:175-206, 1985.

P. I'. Ash e 5. D. Bolker. Generalized dirichlet tessellations. Geometriae Dedicala,
20:209-243, 1986.

J. M. Augenbaum e C. S. Peskin. On the construction of the voronoi mesh on a
sphere. J. Compul. Phys., 59:177-192, 1985.

I". Aurenhammer. Voronoi diagrams — a survey ol a [undamental geomelric dala
structure. ACM Compuling Surveys, 23(3):345-405, Setembro 1991.

I°. Aurenhammer e . Edelsbrunner. An optimal algorithm [or constructing the

weighted voronoi diagram in the plane. Pallern Recognilion, 17(2):251-257, 1984.

J. Bernal. Bibliographic notes on voronoi diagrams. Relatorio T'écnico 5164, National
Institute of Standards and Technology, 1993.

B. K. Bhattacharya e G. T. Toussaint. On geometric algorithms thal use the
furthest-point voronoi diagram. 15m G. T. Toussaint, editor, Computational ('co-
melry, paginas 43-61. Llsevier Science Pub., 1985.

OpenGL Architecture Review Board. OpenG'L Programming Guide. Addison-Wesley,
1993. 7% reimpressao.

C. Burkinel, IX. Mehlhorn, e S. Schirra. llow to compule the voronoi diagram of line
segments: Theoretical and experimental resulls. Leclure Notes in Compuler Science,

855:227-239, 1994.

P. J. de Rezende ¢ J. Stolli. Fundamenlos de Geomelria Computacional. X Fscola
de Computacao — SBC, Recife, Brasil, 1994.

H. Edelsbrunner, L. Guibas, e J. Stolfi. Optimal point location in a monotone sub-
division. SIAM J. Compul., 15(2):317-340, 1986.

GY



BIBLIOGRAIIA 70

[12] 1. Edelsbrunner e R. Seidel. Voronoi diagrams and arrangements. Discrele & Com-
pulational Geomelry, 1:25-44, 19806.

[13] G. E. Farin. Curves and Surfaces for Computer Aided Geomelric Design: A Praclical

Guide. Academic Press, Inc, 1988.

[14] L. H. de Figueiredo. Adaplive sampling ol parametric curves. [im A. Paeth, editor,
Graphics Gems V, pages 173-178. Academic Press, 1995.

[15] CG Impact Task Force. Application challenges to computational geometry. Re-
latorio Técnico TR-521-96, Princeton University, 1996. http://graphics.lcs.
mit.edu/~seth/pubs/taskforce/techrep.html.

[16] S. Fortune. A sweepline algorithm for voronoi diagrams. Algorithmica, 3:153-174,
1987.

[17] D. Gans. An Inlroduction lo Non-Luclidecan Geomelry. Academic Press, Inc, 1973.

[18] C. N. Gon. Compulagao exala em geometria projetiva orientada e (ratamento de
degeneragoes. Tese de Mestrado, Instituto de Computagao - UNICAMP, Junho 1996.

[19] P. J. Green e R. Sibson. Computing dirichlet tessellations in the plane. Compuler
Journal, 21(2):168-173, 1977.

[20] ACM-NSI* Computational Geometry Working Group. Strategic directions in com-
putational geometry. A ser publicado em ACM Comput. Surveys, http://www.cs.
brown.edu/people/rt/sdcr/report/report.html, 1996.

[21] L. Guibas. Fundamentals of geometric algorithms. I2m V. Demichelis, editor, Compu-
tational Geomelry, pages 119-174. World Scientific Press, 1993. Também em CS368:
Geomeltric Algorithms, Stanford University.

[22] L. Guibas e J. Stolfi. Primitives for the manipulation ol general subdivisions and
the computations of voronoi diagrams. ACM Transaclions on Graphics, 4(2):74-123,

Abril 1985.

(23] M. Held. On the computational geometry of pockel machining. Lecture Noles in

Compuler Science, 500, 1991.

[24] 1. Herman. The use ol projective geometry in computer graphics. Leclure Noles in

Compuler Science, 564, 1991.

[25] C. M. Hoffmann. Geomelric & Solid Modeling: an introduclion. Morgan Kaulman
Pub. , Inc., 1989.



BIBLIOGRAIITA T

[26]

[27]

[36]

[37]

[38]

[39]

[10]

D. T. Lee e R. L. Drysdale 11I. Generalization of voronoi diagrams in the plane.
SIAM J. Compul., 10(1):73-86, I'evereiro 1981.

K. Mehlhorn, S. Naher, e C. Uhrig. The LEDA User Manual — Version R 3.4, 1996.
http://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA/www/papers.html.

R. I%. Miles. Random points, sels and Lessellations on the surface ol a sphere. Sankhya:
The Indian Journal of Slatislics, Series A, 33:145-174, 1971.

A. Okabe, B. Bools, ¢ IX. Sugihara. Spalial Tesscllaltions: Concepls and Applicalions
of Voronoi Diagrams. John Wiley & Sons, Chichester, UIS, 1992.

G. A. Pinto e P. J. de Rezende. Representation ol conics in the oriented projective
plane. Anais do X SIBGRAPI, paginas 71-78. 15IL, 1997.

G. A. Pinto e P. J. de Rezende. Additively weighted voronoi diagram on the oriented

projective plane. 15m preparagao, 1998.

I*. P. Preparata e M. Shamos. Compulational Geomelry: an inlroduclion. Springer-

Verlag, 1985.

D. Rappaport. A convex hull algorithm for discs, and applications. Computalional
Geomelry: Theory and Applicalions, 1:171-187, 1992.

[I. Rosenberger. Order-k voronoi diagrams ol sites with additive weights in the plane.

Algorithmica, 6:490-521, 1991.

G. Salmon. A Trealise on lhe Analylic Geomelry of Three Dimensions. Chelsca
Publishing Company, New York, N.Y., 1914. 7% edigao.

G. Salmon. A Treatise on Conic Seclions. Chelsea Publishing Company, New York,
N.Y., c.1914. 6* edi¢ao.

M. Sharir. Intersection and closest-pair problems lor a set ol planar discs. STAM .J.
Compul., 14(2):448-468, Maio 1985.

J. Stolli. Oriented Projective Geomelry: A Framework for Geomelric Computalions.

Academic Press, Inc, 1991. 1* edigao.
W. I'. Taylor. The Geomelry of Compuler Graphics. Wadsworth & Brooks, 1992.

C. K. Yap. An O(nlogn) algorithm for the voronoi diagram of a set of simple curve
segments. Discrele & Computalional Geometry, 2:365-393, 1987.



