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Resumo

Nesta tese, dois problemas de otimizacao combinatéria em grafos sao modelados por
programacao linear inteira e resolvidos através de técnicas de geragao de colunas. Os dois
casos correspondem a generalizagoes de problemas classicos em grafos e que ocorrem em
muitas situagoes praticas. O primeiro, chamado problema dos anéis-estrelas capacitados,
¢ uma generalizagao do problema de roteamento de veiculos e modela situacoes reais
encontradas nas areas de logistica de distribuicao e de transporte. O segundo, conhecido
por problema da coloragao particionada, generaliza o problema da coloracao de vértices
em grafos e ocorre em aplicacoes no projeto de redes épticas.

As formulagoes de programagao linear inteira desenvolvidas neste trabalho para mo-
delar ambos os problemas estao relacionadas a técnica da decomposigao de Dantzig-Wolfe
e usam uma quantidade exponencialmente grande de varidveis de decisao. Nestas for-
mulagoes, cada uma das variaveis representa uma estrutura especifica do problema sendo
estudado. No problema dos anéis-estrelas capacitados, cada variavel esta associada a um
anel-estrela e, no problema da coloracao particionada, a um conjunto independente. As
relaxacoes lineares destes tipos de modelos, em geral, apresentam limitantes duais mais
apertados que outros modelos compactos, isto é, definidos para um ntmero polinomial de
variaveis.

Nesta tese, nés avaliamos estas novas formulac¢oes, comparando-as com outros mo-
delos conhecidos para os problemas estudados. Além disso, nos dois casos, projetamos
e implementamos algoritmos exatos do tipo branch-and-price e/ou branch-and-cut-and-
price capazes de computar os modelos propostos. Experimentos computacionais foram
realizados com estes algoritmos que confirmaram a adequacao das técnicas aqui empre-
gadas. Tanto para o problema dos anéis-estrelas capacitados quanto para o problema da
coloragao particionada, os resultados alcancados por nds foram comparados com aqueles
reportados na literatura e mostraram que os algoritmos baseados em geracao de colunas
tiveram desempenho melhor que os algoritmos propostos anteriormente.
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Abstract

In this thesis, two combinatorial optimization problems are modeled by integer linear
programming and solved using the column generation technique. Both cases correspond
to generalizations of classical problems in graphs that occur in many practical situations.
The first, called capacitated ring-star problem, is a generalization of the vehicle routing
problem and models real situations found in logistics and transportation. The second,
known as the partition coloring problem, generalizes the vertex coloring problem in graphs
and arises in design of fiber optics networks.

The integer linear programming formulations developed in this work to model both
problems are related to the Dantzing-Wolfe decomposition and use exponential number
of decision variables. In these formulations, each decision variable represents a specific
structure of the problem under study. For the capacitated ring-star problem, each variable
is assigned to a ring-star and, for the partition coloring problem, to an independent set.
The linear relaxation of this kind of model in general leads to tighter dual bounds than the
ones obtained from compact models, i.e., defined over a polynomial number of variables.

In this thesis, we evaluated both new formulations, comparing them to other known
models for the respective problems. Moreover, in both cases, we designed and imple-
mented exact branch-and-price and/or branch-and-cut-and-price algorithms that are able
to solve the proposed models. Computational experiments were performed with these
algorithms and showed that the used techniques were adequate. Both for the capacita-
ted ring-star problem and for the partition coloring problem, we compared our results
with those reported in the literature and showed that the algorithms based on column
generation outperformed the previous ones.

1X



Dedicatoria

Dedico esta tese a minha filha Leticia.

x1



Agradecimentos

Eu gostaria de agradecer aos amigos, professores, colegas de trabalho e familiares que,
embora de formas diferentes, contribuiram para a concretizacao desta tese e deram suporte
profissional, académico e emocional durante o meu doutoramento. Embora dificil de
nomear todos aqui, é impossivel nao mencionar alguns deles.

Primeiramente, gostaria de agradecer ao professor Cid pela atencao e dedicagao com
que orientou o meu trabalho. Acreditar no potencial do aluno, incentivar a pesquisa,
contribuir para o crescimento profissional, académico e pessoal do orientando sao algumas
de suas atividades marcantes, pelas quais sou muito grata.

Gostaria de agradecer aos 6rgaos de fomento, em especial a Coordenacao de Aper-
feicoamento de Pessoal de Nivel Superior, que incentivam as pesquisas no Pais. Também
gostaria de mencionar o apoio que recebi da Universidade Federal de Mato Grosso do
Sul e dos meus colegas de trabalho, durante o periodo em que estive afastada de minhas
atividades.

Meus agradecimentos ao IC pela infra-estrutura fisica e apoio fornecido durante o
doutorado. Aproveito para agradecer ao Yuri Frota, pds-doutorando do IC, pela sua
colaboracao no trabalho conjunto que desenvolvemos em parte desta tese.

Durante estes anos de doutoramento, tive a sorte de ganhar grandes amigos, que em
graus e formas diferentes deixaram marcas (mesmo que de café) nesta tese. Obrigada,
amigos!

Por fim e nao menos importante, gostaria de agradecer a minha familia, em especial a
Leticia que compreendeu a minha auséncia em alguns momentos de sua vida e ao Vagner
pelo carinho e pela revisao da tese, e aos meus pais que sao os responsaveis pela minha
formacao pessoal e académica.

xiil



Sumario

Resumo vii
Abstract ix
Dedicatoria xi
Agradecimentos xiii
1 Introducao 1
2 Fundamentacao Teodrica 7
2.1 Programacao Linear Inteira . . . . . . . . ... . . ... ... ... ... 7
2.1.1 Relaxagoes e Limitantes Primais e Duais . . . . . . ... ... ... 12

2.1.2  Branch-and-Bound . . . . . . . .. . ... ... 13

2.1.3 Algoritmos de Planos de Corte . . . . . . . . .. . ... ... .... 15

2.1.4  Branch-and-cut . . . . . . . . .. ... 15

2.2 O Método da Geracao de Colunas . . . . . . . . ... .. ... ... .... 16
2.2.1  Decomposicao de Dantzig-Wolfe . . . . . . ... ... ... ... .. 19

2.2.2 BaselInicial . . . . ... ... 22

2.2.3 Limitante Dual de Lasdon . . . . . . . ... ... ... ....... 22

2.2.4  Acelerando a Convergéncia do Método . . . . . . . . ... ... .. 23

2.2.5 Pricing Parcial . . . .. ..o 28

2.2.6  Branch-and-Price . . . . . . . . . ... ... 28

2.2.7 Branch-and-Cut-and-Price . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ... 29

2.3 Algoritmos de Rotulagao . . . . . . . . . ... 29

I O problema dos anéis-estrelas capacitados 33
3 Introducao 35

XV



4 O Problema dos Anéis-estrelas Capacitados
4.1 Notagoes e Definigoes . . . . . . . . . . ..
4.2 Definicao do Problema . . . . . . . . ...
4.3 Modelagem Matematica . . . . . . . .. .. ...
4.3.1 Formulacao Compacta . . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.3.2 Modelo de Cobertura de Conjuntos . . . . . ... ... ... ....
4.4 Relaxacao do Problema Escravo . . . . . . . .. ... ... .. .......
4.4.1 Preliminares . . . . . . . . ...
4.4.2 Anel-estrela Relaxado Q-capacitado . . . . . . .. .. ... ... ..
4.4.3 Anel-estrela QQ-capacitado Livre de k-ciclos . . . . . . .. . ... ..
4.4.4  Anel-estrela QQ-capacitado Livre de k-stream . . . . . . . . ... ..
4.5 Desigualdades Validas . . . . . ... .. ... .o
4.5.1 Desigualdades de Conectividade . . . . . . .. ... ... ... ...
4.5.2 Desigualdades Anel Multi-Estrela . . . . . ... ... ... .....
4.5.3 Desigualdades de Capacidade . . . . . . ... .. .. ... .....

5 Implementacao
5.1 Branch-Cut-and-Price . . . .. . . . .. ... ... ... ...
5.2 Rotinas de Separacdo . . . . . . . . . ..
5.3 Instancias de Teste . . . . . . . . . . . ..
5.4 Resultados Computacionais . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

6 Conclusoes

II O problema da coloragao particionada
7 Introducao

8 Modelagem Matematica
8.1 Formulagao por Conjunto Independente . . . . . . . . . ... .. ... ...
8.2 Formulagao por Representantes . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
8.3 Nova Formulagao . . . . . . . . . .. ...
8.4 Desigualdades Validas . . . . ... .. .. ... .. ... ... . ... ...

9 Implementacgao
9.1 Instancias de Teste . . . . . . . . . . . . ..
9.2 Geracao de Colunas . . . . . . . . . . . ...
9.3 BaselInicial . . . . . . . ...
9.3.1 Heuristica Primal . . . . . .. ... ... .. ... ... ... ....

Xvi

39
39
41
42
42
43
45
46
48
51
61
62
62
63
63

65
65
72
74
76

95

97
99

103
104
105
107
109



9.3.2 Colunas Iniciais . . . . . . . . . 120

9.4 Detalhes de Implementacao . . . . . . . .. ... 122
9.4.1 Limitantes Duais . . . . . . . . . .. ... 122

9.4.2 Regrade Branching . . . . . .. ... ... 0oL 123

9.5 Resultados Computacionais . . . . . . . . . . . ... .. ... ..., 124

10 Conclusoes 131
11 Conclusoes Finais 133
Bibliografia 136

xXvil



Lista de Tabelas

5.1
5.2

2.3
5.4
9.5
2.6

5.7

5.8

2.9

5.10

5.11

5.12
5.13
5.14

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8

Configuragao das instancias testes do padrao CEIL_2D.. . . . . . . . . . .. 7
Limitantes duais na raiz obtidos pelos algoritmos (1) BPr, (2) BP3c e (3)

BP3s nas instancias com distancia CEIL_2D da classe A . . . . . . . . . .. 79
Resumo comparativo entre os codigos BPr, BP3c, BP3s e BP3sA. . . . . . . 80
Resumo comparativo entre os cdédigos BP3sA eBC. . . . . . . . ... .. .. 80

Resumo comparativo entre os codigos BCP e BP em 36 instancias da Classe A. 83
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 26 e 51 vérticesda classe A . . . ... oL o L 85
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 76 e 101 vértices daclasse A . . . . . . ... 86
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 26 e 51 vérticesdaclasse B . . . . .. ..o 87
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 76 e 101 vértices daclasse B . . . . . .. ..o 0oL 88
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 26 e 51 vértices daclasse C . . . . . . . ... oL 89
Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias

métricas com 76 e 101 vértices da classe C . . . . . . .. .. ... ... .. 90
Resumo comparativo entre os cddigos BCP e BC nas diferentes classes. . . . 91
Total de instancias resolvidas na otimalidade. . . . . . . . .. ... .. .. 93
Resumo comparativode 4] e BCP. . . . . . ... ... o Lo 94
Instancias aleatoérias. . . . . . .. ..o 112
Instancias NSF. . . . . . . . . .. 113
Instancias RINGS (parte 1). . . . . . . . .. .. .. 114
Instancias RINGS (parte 2). . . . . . . . . . ... 115
Instancias RINGS (parte 3). . . . . . . . . . .. 116
Geracao de colunas nas instancias da classe RAND. . . . . ... ... ... 118
Média ponderada de desempenho. . . . . . . . . . ... ... 118
Melhora no desempenho ao habilitar uma heuristica primal. . . . . . . .. 119

Xix



9.9

9.10
9.11
9.12
9.13
9.14
9.15

9.16

9.17
9.18

Média de degenerescéncia. . . . . . . . .. ..o
Colunas da base 6tima da relaxacao linear. . . . . . . . . ... ... .. ..
Comparativo dos calculos de limitantes duais. . . . . . ... ... .. ...
Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RAND. . . . . .
Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias Nsr. . . . . . .
Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RING (parte 1).
Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RING (parte 2).
Resumo comparativo dos algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar
base inicial, (2) esquema S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial. . . .
Resumo dos desempenhos dos codigos BP e BC. . . ... ... ... ...
Comparativo de desempenho do BP usando esquema S8 e BC.. . . . . . .

XX



Lista de Figuras

1.1 Exemplos de caminhos 6ticos . . . . . . . ... 3
1.2 Segunda fase do RWA off-line modelado como uma instancia da coloracao
particionada. . . . . .. Lo 4
4.1 Dois exemplos de anéis-estrelas. . . . . . .. ... 41
4.2  Exemplo de caminho minimo elementar com restrigao de recursos. . . . . . 47
4.3 Exemplo de anel-estrela relaxado 8-capacitado. . . . . . . . . ... ... .. 49
4.4 Construgao de (j,q)-passeio-estrela. . . . . . .. ... ... ... 50
4.5 Digrafo de interseccao para 3-ciclos. . . . . . . . . ... ... 58
4.6 Exemplo de uma stream de um anel-estrela relaxado. . . . . . ... .. .. 61
5.1 Operagoes para estender um anel-estrela e cobrir um cliente. . . . . . . . . 66
5.2 Comparacao entre os codigos BP3s e BP3sA. . . . . . . . . ... ... ... 81
5.3 Comparacao entre BP3sA e BC. . . . . . . . . . . . ... ... 82
5.4 Comparativo do limitante dual gerado por BP.3sAeBC. . . . . . .. .. .. 82
5.5 Comparativo do limitante dual gerado por BCP e BC na classe A. . . .. 83
5.6 Comparativo do limitante dual gerado por BCP e BC na classe B. . . . . 84
5.7 Comparativo do limitante dual gerado por BCP e BC na classe C. . . .. 84
5.8 Comparacao entre BCP e BCnaclasse A. . . . . . ... ... ... .... 92
5.9 Comparagao entre BCP e BCnaclasse B. . . . . ... ... ... ..... 92
5.10 Comparagao entre BCP e BCnaclasse C. . . . .. ... .. ... ..... 92
5.11 Dificuldade em relagao ao aumento no nimero de anéis. . . . . . . . . . .. 93
7.1 (a) Exemplo de instancia do PCP e (b) uma solugao étima com duas cores. 99
9.1 Branching (a) e (b) das partes @ and Q3. . . . . . . .. ... ... 123

poel



Lista de Algoritmos

O N O O i W N

10
11
12
12
13
14
15
16
17

Algoritmo Simplex. . . . . . . .. 11
Algoritmo de Branch-and-Bound. . . . . . . . . . ... .. ... .. ... .. 14
Algoritmo de geracao de colunas. . . . . . . ... ... 17
Algoritmo Labeling. . . . . . . . . . . 30
Algoritmo Labeling Setting. . . . . . . . . . ... 31
Algoritmo para o SPRC. . . . . . . .. ... 48
Algoritmo para o problema do anel-estrela relaxado Q-capacitado.. . . . . . 52
Algoritmo para o problema do anel-estrela relaxado )-capacitado livre de

k-ciclos. . . . . . 95
Algoritmo CaminhosUteis. . . . . . . . . . . .. .. L 59
Algoritmo AFD. . . . . . .. 60
Algoritmo CaminhosUteis-AFD. . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 60
Heuristica Inicial. . . . . . . . . . . .. .. 67
Heuristica Inicial (continuacao) . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 68
SelecionaCandidato . . . . . . . . .. ... 68
Heuristica de separacao de cortes de branching. . . . . . . . . . .. .. ... 69
Algoritmo CalculaCorte. . . . . . . . . . . . .. . 71
Triangularizagao. . . . . . . . . . . 75
Heuristica POVOAMENTO. . . . . . . . . .. ... ... ... 121

xXx1i1



Capitulo 1

Introducao

Problemas de otimizagao combinatoéria ocorrem em muitas situagoes praticas, por exemplo
nas areas de logistica de transporte e distribuicao, de produgao e escalonamento, de
alocacao de recursos humanos, entre outros. Muitos destes problemas sao classicos e bem
estudados como, por exemplo, roteamento de veiculos e coloracao de vértices. Novas
variantes destes problemas surgem a medida que aplicagoes exigem restri¢coes adicionais
ou relaxam algumas restrigoes do problema. Nesta tese, estudamos dois novos problemas
introduzidos na literatura recentemente. O primeiro trata-se de uma variante do problema
de roteamento de veiculos e foi introduzido em 2005 [4] para uma aplicagdo que ocorre na
area de projeto de redes de fibras éticas. O segundo problema estudado refere-se a uma
variante da coloragao de vértices introduzido por Li e Simha em 2000 e originalmente
motivado por uma aplicacao de alocagao de comprimentos de onda em redes de fibras
bticas [33].

Em geral, aplicacoes do problema de roteamento de veiculos ocorrem nas areas de
logisticas de transporte e distribuicao. Na versao classica capacitada, uma frota de m
veiculos idénticos localizada em um depdsito central deve distribuir um tipo de mercadoria
para atender as demandas de todos os clientes localizados em pontos geograficamente
distintos. Cada cliente possui uma demanda que deve ser atendida por exatamente um
dos veiculos, que por sua vez, pode atender varios clientes, desde que a carga transportada
nao ultrapasse o limite de capacidade de carga do veiculo. Nas aplicagoes deste problema,
existe um custo, chamado custo de roteamento, associado a cada par de pontos (clientes
e/ou depésito). Desta forma, o percurso ou rota de um veiculo, que comega no depésito,
visita alguns clientes e retorna ao depdsito, implica num custo que é dado pela soma
dos custos de roteamento dos trechos percorridos pelo veiculo. O problema consiste em
determinar uma rota para cada veiculo que respeite sua capacidade de carga, atenda a
demanda de todos os clientes e minimize a soma dos custos das rotas.

Em algumas situacoes reais como, por exemplo, em redes de fibras oticas, o custo
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de roteamento é muito caro. Nestes casos, é desejavel que as rotas visitem um ntmero
menor de clientes de modo que os demais clientes tenham sua demanda atendida por um
meio alternativo e mais barato de distribuicao. No caso especifico do projeto de redes de
fibras éticas, deseja-se interligar um conjunto de pontos terminais a um servidor central
usando-se fibras Oticas, que sao aterradas e cujo custo de instalacao é muito caro. Para
nao comprometer toda a rede de comunicagao quando um trecho dela é interrompida, usa-
se uma estrutura de anel, que equivale ao conceito de rota, para interligar os terminais
ao servidor central. Como ha um limite no ntimero de terminais que podem ser conec-
tados ao anel, o projeto da rede usualmente consiste na determinagao de varios anéis.
Para diminuir os custos de implantacao da rede, é comum nessas aplicacoes deixar alguns
terminais fora dos anéis e conecté-los a rede indiretamente através de meios fisicos mais
baratos, como cabos coaxiais. Uma vez que os terminais conectados indiretamente em um
anel lembram uma topologia estrela, o termo anel-estrela é usado para designar a confi-
guracao destas redes. Também é comum, nestas aplicagoes, incluir pontos intermediarios
na rede apenas para diminuir custos de implantacao dos anéis para que sirvam de ponto
de conexao aos terminais mantidos fora dos anéis. O projeto de redes de fibras éticas visa
determinar os anéis-estrelas para interligar os terminais a um custo baixo, considerando os
custos de implantagao dos anéis e os custos de interligacao indireta dos terminais via cabo
coaxial. Esta variante do roteamento de veiculos, chamada problema dos anéis-estrelas
capacitados, surgiu motivada por este tipo de aplicacao e é objeto de estudo da tese. Pelo
nosso conhecimento, o tnico algoritmo exato para resolver este problema é um algoritmo
branch-and-cut proposto por Baldacci et al. em [4], no mesmo artigo em que o problema
foi introduzido.

O segundo problema estudado também ocorre em redes de fibras oticas, mas trata
uma situacao bem diferente. Considere que a rede ja esta implantada e interliga varios
terminais. Nesta rede, um par de terminais comunicam-se através de um caminho 6tico
usando um comprimento de onda unico por todo o caminho desde a fonte até o destino.
A Figura 1.1 ilustra cinco caminhos éticos, trés deles interligando os terminais a e g e os
demais interligando f e ¢. Comprimentos de onda distintos estao representados na figura
por estilos de linha diferentes.

A estrutura deste tipo de rede utiliza tecnologias como Wavelength Division Multiple-
xing, que permite transmissoes simultaneas na mesma fibra utilizando-se comprimentos
de onda diferentes. Essa caracteristica contribui para um uso mais eficiente da rede, mas
por outro lado dificulta o estabelecimento das comunicac¢oes, uma vez que caminhos éticos
que passam por um mesmo par de terminais (os quais sdo chamados de caminhos éticos
conflitantes) devem ser associados a comprimentos de onda distintos. Os caminhos ticos
pl e p4 ilustrados na Figura 1.1 sao conflitantes por causa do trecho em comum interli-
gando os terminais b e d. O problema de determinar os caminhos 6ticos para os pares de



— - Caminhos a-g
pl: a-b-d-g
p2: a-f-g
p3: a-f-d-g

............. Caminhos c-f

p4: c-b-d-f
p5: c-e-g-f

Figura 1.1: Exemplos de caminhos 6ticos

terminais que desejam comunicar-se entre si e comprimentos de onda aos caminhos 6ticos
é chamado problema de roteamento e atribuicao de comprimentos de onda, ou routing and
wavelength assigment problem (RWA). Quando o conjunto de possiveis caminhos 6ticos
entre os pares de terminais estd pré-estabelecido e o critério de otimizagao é minimizar
o numero total de comprimentos de ondas, o problema é conhecido como RWA off-line.
Esta variante foi resolvida por Li e Simha [33] usando-se uma estratégia de duas fases. Na
primeira fase, um conjunto de k£ caminhos éticos possiveis para cada par de terminais que
desejam comunicar-se entre si é estabelecido. Na segunda fase, um dos caminhos éticos
(computados na fase anterior) e seu respectivo comprimento de onda sao determinados
para cada par de terminais. Esta tultima fase foi modelada por Li e Simha como uma
variante da coloracao de vértices, chamada problema de coloragao particionada. Neste
problema, um grafo e uma particao dos vértices do grafo sao dados de entrada e o objetivo
consiste em encontrar uma coloragao propria e de cardinalidade minima de apenas um
subconjunto dos vértices do grafo de modo que exatamente um vértice de cada parte seja
colorido. A reducao de uma instancia da segunda fase do RWA off-line em uma instancia
da coloragao particionada consiste em construir um grafo de interferéncia G = (V| E),
em que cada caminho ético torna-se um vértice em V' e cada par de caminhos 6ticos
conflitantes corresponde a uma aresta em E. A partigao do grafo é definida colocando-se
os vértices relativos a caminhos 6ticos interligando um mesmo par de terminais em uma
mesma parte. A Figura 1.2 ilustra um exemplo de instancia do problema de coloracao
particionada obtida aplicando-se a reducao para os caminhos 6ticos da rede descritos na
Figura 1.1.

Note que, quando a partigdo é formada por |V| partes de cardinalidade unitéria,
um para cada vértice do grafo, o problema equivale ao problema classico de coloragao
de vértices, do qual segue que a coloracao particionada é NP-dificil. Esta variante de
coloracao de vértices é o segundo problema estudado nesta tese. Pelo nosso conhecimento,
poucos trabalhos foram dedicados ao estudo deste problema. Li e Simha introduziram
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- Componente a-g

+« Componente c-f

Figura 1.2: Segunda fase do RWA off-line modelado como uma instancia da coloracao
particionada.

esta variante de coloragao de vértices motivados pela sua aplicacao ao problema do RWA
off-line e propuseram heuristicas para a sua resolucao, baseadas em heuristicas para a
coloragao de vértices. Mais tarde, Noronha e Ribeiro [41] propuseram uma heuristica
baseada em Busca Tabu para o PCP. O tnico algoritmo exato que pudemos encontrar
na literatura para o problema é um algoritmo branch-and-cut proposto recentemente em
[22].

Nesta tese, propomos novas formulagoes por programacao linear inteira e novos al-
goritmos exatos para ambos os problemas. As formulagoes baseiam-se em modelos de
cobertura utilizando-se uma quantidade exponencial de variaveis. Como ja reportado na
literatura para outros problemas, estes modelos tém a vantagem de apresentar limitantes
duais apertados, motivo que nos levou a investigar a qualidade destas formulagoes para
modelar os problemas estudados. Os algoritmos exatos propostos nesta tese baseiam-se
no método da geracgao de colunas e consistem nos algoritmos branch-and-price e branch-
and-cut-and-price. Ambos os algoritmos sao avaliados por experimentos computacionais
e seus desempenhos sao comparados com aqueles reportados na literatura.

A tese esta dividida em duas partes, cada uma delas discute um dos problemas estu-
dados. Os fundamentos tedricos necessarios para a compreensao da tese estao reunidos no
Capitulo 2. A primeira parte da tese refere-se ao problema dos anéis-estrelas capacitados e
estd dividida nos Capitulos 3, 4, 5 e 6. No Capitulo 3 fazemos uma introducao para a pri-
meira parte da tese e uma revisao da literatura e dos problemas correlatos. O Capitulo 4
apresenta algumas defini¢oes e a notacao adotada, bem como uma nova formulagao por co-
bertura de conjuntos de programagao linear inteira (PLI). Os detalhes da implementagao
do algoritmo de branch-and-cut-and-price proposto e os resultados computacionais sao
analisados no Capitulo 5. O Capitulo 6, dltimo desta parte da tese, apresenta as con-
clusoes sobre os nossos estudos relativos ao problema dos anéis-estrelas capacitados. Os
Capitulos 7, 8, 9 e 10 compreendem a segunda parte da tese referente ao problema da
coloracao particionada. O Capitulo 7 é dedicado para uma introducao a segunda parte da



tese, onde trabalhos correlatos e a imersao de nosso trabalho sao discutidos. No Capitulo
8 revisamos os modelos matematicos para o problema da coloracao particionada e apre-
sentamos uma nova formulagao. No Capitulo 9 descrevemos os detalhes do algoritmo
de branch-and-price que desenvolvemos para resolver o problema da coloragao partici-
onada e comparamos seu desempenho com o algoritmo branch-and-cut de Frota et al.
Comentarios finais sobre o trabalho realizado para o problema da coloragao particionada
e diregoes para pesquisas futuras sao dados no Capitulo 10. Por fim, conclusoes finais
sobre a tese contendo nossas contribui¢oes sao apresentadas no Capitulo 11.



Capitulo

Fundamentacao Tedrica

Este capitulo trata da fundamentacao tedrica de varios aspectos da tese. As duas pri-
meiras secoes cobrem os principais conceitos e algoritmos relacionados a problemas de
programagao linear inteira e seguem as notagoes adotadas no livro [49]. A ultima segao é
dedicada a algoritmos para o problema do caminho minimo em grafos, os quais sao usados
na tese.

2.1 Programacao Linear Inteira

Dado um conjunto finito N = {1,...,n}, pesos ¢; para cada j € N e uma colecao F de
subconjuntos de N, um problema de otimizagcao combinatdria consiste em encontrar
um subconjunto em F de peso minimo, ou seja,

(COP) mln Z ¢

]GS

Quando a colecao F pode ser descrita por um conjunto de inequagoes lineares temos um
problema de programacao linear (PL), cuja forma padrao é:

min E Cjﬂ?j

JEN
sujeito a Zaijﬂ?]‘ = bZ,V’L eM (21)
JEN
;> 0,Yj € N,

onde x; sao as variaveis de decisao e M é o conjunto de indices das restri¢des (lineares)
sobre estas variaveis que definem o problema. Para cada ¢ € M, as componentes do vetor
a; denotam os coeficientes de cada variavel na restricao correspondente, enquanto b; é
refere-se ao seu termo independente.
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Alternativamente, podemos escrever o problema de PL na seguinte forma matricial:

min cz
sujeito a  Ar =1b (2.2)
x>0,

ondec:1xn,z:nx1,A:mxneb:m x 1. Em um problema de PL, os vetores c e b
e a matriz A sao constantes e definem o tamanho da entrada. A matriz A é denominada
matriz de coeficientes, o vetor b define o lado direito das restrigoes (rhs), cz é
chamada fungao objetivo e o vetor ¢ é o custo das variaveis na fungao objetivo. Em
algumas situacoes, usamos a notagao A ; para denotar a j-ésima coluna da matriz A. A
i-ésima linha de A é denotada por A;.

Um vetor x que satisfaz todas as restrigoes do problema de PL é chamado solugao
viavel. O conjunto das solugoes viaveis define um espaco do R" chamada regiao de
viabilidade. Uma solucao vidvel que minimiza o valor da fungao objetivo é chamada
solugao 6tima. O valor da funcao objetivo da solugao 6tima é chamado valor 6timo.

Um problema de PL pode ser resolvido por diferentes algoritmos, como o método
Simplex, o método elipsdide e o algoritmo de pontos interiores, sendo estes dois ultimos
de complexidade polinomial no tamanho da entrada. O método Simplex é o mais utilizado
na pratica e é parte de muitos pacotes comerciais. Embora seu tempo de execucao possa
crescer exponencialmente com o tamanho da entrada, na pratica, resolve muitos problemas
em um numero polinomial de iteragoes. A descricao do funcionamento e da corretude deste
algoritmo depende de varios conceitos e foge do escopo desta tese. Para mais detalhes veja
por exemplo [6, 40]. No entanto, descrevemos a seguir os principais resultados conhecidos
nos quais o método Simplex se baseia e que sao importantes para a compreensao dos
métodos utilizados na tese.

1. A regiao de viabilidade de um PL é um poliedro convexo.

2. Se o poliedro de um PL é vazio dizemos que o PL é inviavel.

3. Se o valor 6timo de um PL ¢ finito dizemos que o PL é limitado e, caso contrario,
é ilimitado.

4. Se o PL for limitado entao existe uma solucao 6tima que é dada por um vértice

(também chamada ponto extremo) deste poliedro.

5. Uma solugao basica de um sistema linear Ax = b é dado por uma divisao das
varidveis de decisdo em bdasicas e nao-béasicas (possivelmente apds uma reor-
denacao das colunas da matriz A e das entradas do vetor z) de modo que:

=]
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sendo zn = 0, B inversivel e x5 = B~'b > 0.

Note que nestas condigoes temos que

TB

Az=[B N | [ ] = Bap + Nay = B(B~'b) + N.O =b.

TN

A matriz B é chamada base.

. Todo ponto extremo do poliedro {z € R" : Ax = b,z > 0}, ou seja, da regiao de

viabilidade de um PL, corresponde a uma solugao basica.

. Um PL min{cx : Ax = b,z > 0,2 € R"} pode ser resolvido através da resolucao do

PL abaixo escrito apenas em fungao das varidveis nao-bésicas (substituindo-se zp
por B~'0 — B~'Nxy):

min cp B0 + (cy — cg B 'N)ay
sujeito a B 'Nay < B™'b (2.3)
TN Z 07

cy — cgB7'N sdo chamados de custos reduzidos das varidveis nao-bésicas e de-
notados por Cy.

. Para um PL de minimizagao (maximizagao), a condigao de otimalidade requer que

todos os custos reduzidos sejam nao negativos (nao positivos).

. Para saber se a condigao de otimalidade é atendida num PL de minimizacao (maxi-

mizagao), o método Simplex executa o passo de pricing que consiste em encontrar
a variavel ndo-béasica de menor (maior) custo reduzido.

A todo PL da forma
(P) z* =mincx

sujeitoa  Ax > b (2.4)
x>0,

chamado de primal esta associado um PL dual dado por

(D) w* = maxub
sujeitoa  uA <c¢ (2.5)
u > 0,
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onde cada varidvel de (P) estd associada a uma restri¢cao de (D) e cada varidvel de
(D) (chamada variavel dual) corresponde a uma restricio de (P). Uma solucao
viavel é também chamada primal viavel. Uma solugao viavel do problema dual é
chamada dual viavel.

O Teorema da Dualidade Fraca diz que, se £* e u* sao solugoes viaveis quaisquer
de (P) e (D), respectivamente, entao cx* > u*b.

Um par de problemas primal (P) e dual (D) tem uma das seguintes relagoes:

e ambos sao vidveis e limitados. Neste caso, tem-se que z* = w* (Teorema da
Dualidade Forte);

e (P) é ilimitado e (D) é invidvel;

e (D) é ilimitado e (P) é invidvel;

e (P) e (D) sao invidveis.

Considere o par de problemas primal e dual, (P) e (D), reescrito na forma que se
segue, usando-se variaveis s e t, chamadas variaveis de folga:

(P) z* =mincx
sujeitoa Ar —s=1> (2.6)
x>0,8 >0,

(D) w* = maxub
sujeito a  uA+t=c (2.7)
u>0,t>0.

O Teorema das folgas complementares diz que (z*, s*) é uma solucao 6tima de
(P) e (u*,t*) é uma solugao 6tima de (D) se e somente se z*t* = 0 e u*s* = 0.

Em uma iteracao qualquer do método Simplex, as variaveis duais associadas as
restricoes sao computadas por u = cgB~!. Com isso, o passo de pricing em um
problema de minimizacdo (maximizacdo) se reduz a encontrar j € N tal que ¢; =
¢; — uA ;j seja minimo (maximo).

Se a condicao de otimalidade nao é satisfeita, o aumento da variavel nao-basica
de custo reduzido minimo (maximo), aqui denotada por xs, pode provocar uma
reducao (aumento) no valor da funcao objetivo e, para PL com étimo finito, causa a
reducgao do valor de uma ou mais variaveis basicas. Suponha que z, seja a primeira
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variavel basica, cujo valor é zerado. Entao, uma nova base é obtida a partir da
atual trocando-se a coluna correspondente a x, por aquela associada a x,, passo esse
denominado de pivoteamento. Quando o PL ¢ ilimitado, tem-se que B~!1A; < 0.

Com base nestes resultados, podemos sumarizar a idéia do algoritmo como segue. O
método Simpler procura uma solugao 6tima apenas nos pontos extremos do poliedro, ou
seja, calculando apenas as solugoes béasicas. Ele comega em uma base (que define um ponto
extremo do poliedro) e sucessivamente muda de base em dire¢ao a um ponto extremo que
pode melhorar o valor da funcao objetivo. A condicao de otimalidade é detectada pelo
passo de pricing que também é o responsavel em encontrar a coluna correspondente a
uma variavel nao basica que deve entrar na base para potencialmente melhorar o valor
da fungao objetivo. O algoritmo 1 esboga o método Simplex.

Algoritmo 1: Algoritmo Simplex.
Input: Problema P = {mincz : Az =b,z > 0,2 € R"}
Output: Solucao 6tima z* de P
Encontre uma base inicial B;
while true do
/* passo de pricing */
Escolha r tal que 7 = argminjen¢; = (¢; — cg B™'A})
if ¢, > 0 then
L Pare e retorne a solucao bésica étima x5 = B b e oy =0
if y, = B7'A, <0 then
8 L Pare, P é ilimitado
9 /* mudanga de base */

10 Escolha s tal que s = argming,),5o(B");.b/(B™1),. A,
11 B~ B\{A;}U{A,};

S LA W N =

~

Problemas de programacao linear inteira sao aqueles em que as variaveis de
decisao sao inteiras. Tais problemas sao mais dificeis e precisam de algoritmos mais
complexos que o Simplex. O restante desta secao revisa alguns destes algoritmos.

Deste ponto em diante, considere um problema (P) de PLI

z =min{c(z) :x € SNZY},

onde S é um poliedro convexo como, por exemplo, {z € R" : Ax = b,z > 0}.
Note que os pontos extremos de S podem nao ser pontos inteiros, ou seja, pontos em
Z". Seja X = S NZY. ldealmente gostariamos de conhecer o menor poliedro convexo
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que contém X (ao qual dé-se o nome de envoltdria convexa de X e denotada-se por
conv(X)), uma vez que todos os pontos extremos deste poliedro sao inteiros e, entao,
poderiamos utilizar o algoritmo Simplex para resolver o problema de PLI correspondente.

Alguns problemas de PLI, como o problema de cobertura de conjuntos, sao bem es-
tudados pois surgem como subproblemas em outros mais complexos. Dado um conjunto
M de m elementos, digamos que M = {1,...,m}, uma familia C de subconjuntos de ele-
mentos de M e custos ¢; associados a cada conjunto j em C, o problema da cobertura
de conjuntos consiste em encontrar um subconjunto S de conjuntos em C que cubram
todos os elementos em M a um custo minimo. Um elemento é dito coberto por S se
pertencer a algum conjunto de S. O modelo de cobertura é uma formulacao de PLI
para modelar o problema de cobertura de conjuntos e consiste em:

mianj:cj
jec
sujeito a Zaij:cj >1,Vie M (2.8)
jec

z; € {0,1},Vj € C,

onde a;; = 1 se e, somente, se o elemento ¢ em M pertence ao conjunto j e x; = 1 se e,
somente, se j é escolhido para estar em S. As restri¢oes (2.8), chamadas restri¢oes de
cobertura, garantem que cada elemento em M seja coberto pela solugao.

2.1.1 Relaxacoes e Limitantes Primais e Duais

Sejam x* uma solucao viavel e z* o valor de cz*. Para provar que x* é uma solucao 6tima
para (P) é necesséario encontrar um limitante superior Z > z e um inferior z < z tais que
z = 2" =7%. Em um PL de maximizagao (minimizacao), o limitante superior (inferior) é
chamado limitante dual e o limitante inferior (superior) é chamado limitante primal.
Portanto, um algoritmo para resolver um problema de PLI precisa encontrar limitantes
duais e primais. Na verdade, estes limitantes sao melhorados iterativamente até que
Z — z < €, onde € é um valor nao-negativo pequeno suficiente para provar a otimalidade,
ou seja, z = z. A essa diferenca entre os limitantes dd-se o nome de gap de dualidade.

O valor de qualquer solucao vidavel d4 um limitante primal para z. Um limitante dual
é obtido por relaxagoes de (P). Um problema 2 = min{f(z) : x € TN R}} é uma
relaxagao de (P) se:

e SCTe

o f(x)>c(zx),Vr €S,
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A relaxagao linear de um problema de PLI consiste no problema de PL obtido ao
relaxar-se (eliminar) as restrigdes de integralidade, ou seja, aquelas que obrigam que as
varidveis de decisao sejam inteiras. No exemplo, a relaxagao linear de (P) é min{c(z) :

r e S}

2.1.2 Branch-and-Bound

Considere novamente o conjunto S de solugoes viaveis de um PLI. Seja S;US;U. ..U Sk
uma decomposicao de S em conjuntos menores e de modo que S = S;US;U...US; e

¥ = min{c(z) : ¥ € Sy}, para k = 1,..., K. Logo, o valor de z = miny, z;. Note

seja z
que cada um dos subproblemas pode ser decomposto em outros subproblemas menores
sucessivamente, até que cada subconjunto contenha um nimero suficientemente pequeno
de pontos para que o subproblema seja resolvido trivialmente. Uma forma de representar
essa decomposicao ¢ através de uma arvore de enumeragao, na qual cada no representa
um subconjunto do espaco de solugoes e cada né filho, uma componente de sua decom-
posicao. A raiz da arvore representa o conjunto S e, portanto, todo o espaco de solucoes
do problema.

Enumerar todo o espago de solugoes em uma arvore de enumeracao ¢ custoso tanto
em tempo quanto em espago. Algoritmos de branch-and-bound tiram proveito da decom-
posicao do problema e evitam a enumeracao de toda a arvore de enumeracao, através do
uso de limitantes duais e primais, para resolver um problema de PLI.

Inicialmente, a arvore de enumeragao de um algoritmo branch-and-bound contém ape-
nas o né raiz, que estd associado ao problema (P). Um limitante dual é obtido resolvendo-se
a relaxagao linear de (P). Caso a solugao 6tima da relaxagao linear de (P) seja inteira, a
solucdo étima de (P) foi encontrada. Caso contrario, uma operagao de branching é rea-
lizada, decompondo S em dois ou mais subconjuntos 57, ..., Sk, cada um deles definindo
um novo no na arvore de enumeragao.

Em um algoritmo de branch-and-bound, limitantes duais e primais sao gerados para
cada no da arvore de enumeracao, a medida em que sao criados. Um noé pode ser podado
da arvore de enumeracao se o problema associado a ele é inviavel ou ja se conhece sua
solu¢do 6tima, ou se o limitante dual do né é menor que um limitante primal para (P).
Noés que nao foram podados e ainda nao foram decompostos por operacao de branching
sao chamados nés ativos. Uma vez que os nds ativos sao os unicos que podem gerar
um limitante primal melhor para (P), a otimalidade pode ser detectada pelo algoritmo de
branch-and-bound quando nao ha nés ativos ou quando o maior dos limitantes duais dos
nds ativos for menor que o melhor limitante primal para (P). Portanto, quanto melhor
forem os limitantes duais e primais, melhor sera o desempenho de um algoritmo de branch-
and-bound.



14 Capitulo 2. Fundamentacao Tedrica

O Algoritmo 2 apresenta um esboco de um algoritmo branch-and-bound para o caso
de arvores de enumeracao binarias, isto é, aquelas onde cada branching d& origem a dois
novos nos.

Algoritmo 2: Algoritmo de Branch-and-Bound.

Input: Problema P = {mincz : z € SNR"}
Output: Solucao 6tima ou melhor solucao x* de P e limitantes duais e primais

1 L={P}; 7= +00;z = —0o0;

2 while L#£() ezZ—2>¢€do

3 /* passo de selegao de né */

4 Escolha um problema P! € L

5 L=L-{P%}

6 /* passo de otimizagao */

7 Resolva a relaxacao linear de P?

8 Seja z solucao étima e z o valor 6timo da relaxacao linear de P*
9 /* passo de poda */
10 if P invidvel then
11 ‘ Poda por inviabilidade
12 else
13 if z > 7z then

14 ‘ Poda por limitante

15 else

16 if x inteiro then

17 if 2 < Z then

18 zZ=z

19 L =z
20 Poda por otimalidade
21 else
22 /* passo de branching */
23 Crie dois subproblemas P; e P, a partir de P’ usando uma regra de

| branching e coloque em L

24 Atualize z = min{limitante dual de P': P" € L}

25 Devolva z*,7Z, 2

O critério para escolha do proximo né ativo a ser otimizado no passo (4) do algoritmo
¢ conhecido como critério de selecao de né. Os critérios mais usados sao: busca por
profundidade, busca em largura e melhor limitante. O primeiro consiste em otimizar na
ordem definida pela busca em profundidade, enquanto o segundo pela ordem da busca
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em largura. O ultimo mantém a lista de nds ativos ordenada pelo limitante dual e oti-
miza primeiro o né com melhor limitante dual (no caso de um problema de minimizacao
(maximizagao), o né com menor (maior) limitante dual é otimizado primeiro). Em geral,
o critério de selecao de n6é com melhor limitante apresenta um resultado melhor. No
entanto, a busca por profundidade tem a vantagem de encontrar solucoes primais mais
cedo.

Strong Branching Em muitas situagoes pode haver mais de uma maneira de realizar
a operacao de branching, cada um deles causando um impacto diferente no desempenho
do algoritmo de branch-and-bound. Na técnica de strong branching diferentes candidatos
para a operacao de branching sao avaliados e, com base nesta avaliagao, seleciona-se
a variavel de branching mais promissora. A avaliacdo consiste em realizar, para cada
candidata, alguns passos de otimizacao dos nés filhos que seriam gerados ao ramificar-se
a enumeracao a partir daquela varidvel a fim de obter uma estimativa de seus limitantes
duais, os quais sao usados como critério para a escolha do candidato mais promissor.
Deve-se notar que, no caso do método Simplex, estes passos de otimizacao correspondem
a iteragoes (pivoteamentos) do método.

2.1.3 Algoritmos de Planos de Corte

Considere um PLI P = min{cz : Az = b,x > 0,z € Z"}. Uma desigualdade mx < 7 é
uma desigualdade vélida para P se 12’ < 7, paratodo 2’ em {x € Z" : Ax = b,z > 0}.
Dizemos que uma desigualdade é violada por um ponto z’ se w2’ < 7.

Seja x* uma solucao 6tima da relaxacao linear de P. A idéia do algoritmo de planos de
corte é encontrar uma desigualdade vélida para P que é violada pelo ponto z*. O problema
de encontrar uma desigualdade valida violada por um ponto é chamado problema de
separacao e a rotina que encontra tal desigualdade é chamada rotina de separagao.
A inclusao da desigualdade violada como uma restricao adicional em P torna o poliedro
mais apertado.

O algoritmo de planos de corte consiste em sucessivamente resolver a relaxacao linear
do problema e incluir uma desigualdade violada para separar o ponto 6timo fracionario
até que uma solucao inteira étima seja encontrada.

2.1.4 Branch-and-cut

O algoritmo de branch-and-cut consiste em aplicar o algoritmo de planos de corte em cada
no6 da arvore de enumeracgao no algoritmo de branch-and-bound. Ele pode ser aplicado em
duas situacoes. Em uma delas, a formulacao por PLI do problema possui uma quantidade
exponencial de restrigoes. Neste caso, apenas um subconjunto delas é usada inicialmente
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e as demais restrigoes sao adicionadas a medida que a rotina de separacao encontra uma
delas que ¢ violada pela solucao 6tima. A outra situacao ocorre quando deseja-se apertar a
formulagao incluindo mais desigualdades validas ao modelo. Neste caso, algumas iteracoes
do algoritmo de plano de corte sao realizadas em cada né da drvore de enumeracao.

2.2 0O Método da Geracao de Colunas

O método da geragao de colunas surgiu na década de 60, com a idéia introduzida por
Dantzig e Wolfe para decompor programas lineares [10]. Posteriormente, o método foi
empregado para resolver problemas de programacao linear inteira, com o trabalho pioneiro
de Gilmore e Gomory para o cldssico problema de corte e empacotamento [26]. Desde a
década de 80, muitos artigos utilizando com sucesso o método junto com algoritmos de
branch-and-bound (branch-and-price e branch-and-cut-and-price) vém sendo publicados e
téem revelado a adequagdo do método na solucdo de alguns problemas dificeis [15, 43, 24,
47]. Nesta segao, fazemos uma revisao sobre o método e os algoritmos branch-and-price
e branch-and-cut-and-price. Para mais detalhes do assunto veja, por exemplo, [5, 35, 14,
48].

Considere o seguinte programa linear, chamado problema mestre (PM) no contexto
de geracao de colunas:

HHHZ CiTj
jEN
sujeito a Zaijxj > b, Vie M (2.9)
jeEN
&£ > O,VJ € N.

Como discutido na secao anterior, o passo de pricing em um algoritmo Simplex na
resolucdo do programa linear consiste em encontrar j = argmin{¢; = ¢; — >, i},
onde 7 é a varidvel dual associada as restrigoes (2.9). Portanto, o passo de pricing toma
tempo proporcional a |N|.

Métodos de geragao de colunas sao aplicados quando |N| é muito grande, possivel-
mente exponencial no tamanho da entrada do problema. A idéia deste método consiste
em resolver o problema mestre restrito a um subconjunto menor de colunas, N C N.
Este problema menor é chamado problema mestre restrito (PMR). Obtido o valor das
variaveis duais 7 com a otimizagao do PMR, o método da geragao de colunas realiza o passo
de pricing resolvendo um outro problema de otimizacao, chamado problema escravo ou
problema de pricing, ao invés de calcular, explicitamente, o custo reduzido ¢;, para
cada j € N\ N. Para tanto, as colunas a;, j € N, devem estar associadas a elementos de
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um conjunto A e deve existir uma funcao c : A — R, que compute o valor de ¢;. O passo
de pricing pode, entao, ser realizado resolvendo-se o seguinte problema de otimizacao
¢ = min{c(a) —Tala € A}. Quando ¢ < 0, 7 é dual vidvel, em relagao ao PM, e portanto,
a solugao do PMR é também solucao do PM. Caso contrario, a coluna a gerada pelo pricing
(isto é, a = argmin{c(a) — 7ala € A}) é incluida em N e o PMR é novamente otimizado.
O Algoritmo 3 é um esbo¢o de um pseudocddigo para o método da geracao de colunas.

Algoritmo 3: Algoritmo de geracao de colunas.
Input: Problema P = {mincz : Az > b,z; > 0,Vj € N}
Output: Solugio 6tima z* de P

1 Seja N C N

2 while true do

3 Resolva P' = {mincx : Az > b,x; > 0,Vj € N}
4 Seja * solucao primal étima associada a P!
5 Seja 7 solucao dual 6tima associada a P?

6 /* passo de pricing */

7 | Resolva ¢ = min{c(a) — 7ala € A}

8 if ¢ > 0 then

9 L Pare

10 Seja a = argmin{c(a) — 7ala € A}

11 N =N + {a}

12 Devolva z*

A convergéencia do método da geracao de colunas é garantida pelo fato de que cada
coluna a € A é gerada, no maximo, uma vez pelo pricing, ja que todas as colunas em N
tém custo reduzido nao-positivo apds a otimizacao do PMR.

A principio, pode parecer que determinar ¢* seja tao dificil quanto avaliar o custo
reduzido de cada coluna em N\ N. No entanto, para tomar vantagem do método, o modelo
de programacao linear do problema mestre é selecionado de tal forma que as colunas a € A
possuam propriedades especificas da aplicagao de modo que o problema de gerar colunas
em A possa ser resolvido usando-se um algoritmo combinatério ou possa ser modelado por
outro problema de PL com um numero polinomial de restri¢oes (usualmente, da ordem
de |M| e muito menor que |N|). Em geral, a € A, representam objetos combinatdrios
como arvores, caminhos e outras estruturas bem definidas.
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Exemplo

Vamos exemplificar o uso do método da geracao de colunas no classico problema de corte e
empacotamento. Considere que barras de aco de L centimetros de comprimento devem ser
cortadas para obter um conjunto M de pedacos de ago de comprimentos distintos. Vamos
supor que cada item (pedago de ago demandado) seja associado a um inteiro em [1,n],
com |M| = n. Supondo que cada item i, 1 < n <n, tem [; centimetros de comprimento,
o problema de corte e empacotamento unidimensional consiste em determinar o menor
nimero de barras necessarias para gerar todos os pedacos de aco.

Uma formulacao natural para o problema consiste em associar uma variavel de decisao
x; a cada padrao j de corte da barra. Um padrao de corte refere-se a uma forma de cortar
uma barra e pode ser representado pelos itens gerados pelo corte. Se j é um padrao de
corte, entao a;; = 1 se e, somente, se o item ¢ é gerado pelo corte j. Seja N o conjunto
de todos os padroes de cortes. Logo, o seguinte é um modelo para o problema de corte e
empacotamento:

(PM)  min ij

JEN
sujeito a Y az; =1,¥i € M (2.10)
JEN
z; € {0,1},Vj € N. (2.11)

Neste modelo, cada coluna representa um padrao de corte. Uma vez que N é, no
maximo, 2", temos uma formulacao com um grande nimero de colunas. Portanto, torna-
se inviavel resolver o passo de pricing de forma explicita, ou seja, calculando-se o custo
reduzido de cada coluna j € N. Este é um exemplo cldssico em que o método da geracao
de colunas pode ser aplicado.

Apenas para ilustrar como a geracao de colunas é aplicada, considere que na relaxagao
linear de (PM), m;, 1 < i < M, sado as varidveis duais associadas a (2.10) do problema
relaxado. Logo, o custo reduzido de uma coluna j é dado por:

Ej =1- E QTG

ieM

Uma vez que cada coluna do problema mestre consiste em um padrao de corte, pode-
se encontrar uma coluna de menor custo reduzido, resolvendo-se o seguinte problema de
otimizacao:
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(Pricing)  max Zaﬂri

ieM

sujeito a Z lia; < L (2.12)
ieM

a; € {0,1},Vi € M, (2.13)

que equivale ao problema da mochila binaria.

Seja v(Pricing) o valor 6timo de (Pricing) e a* sua solu¢ao 6tima. Se 1 —v(Pricing) <
0, a coluna correspondente a a* é adicionada a IV, caso contrario o valor 6timo da relaxacio
linear de (PM) foi encontrada.

O exemplo anterior trata-se de um dos tipos de aplicagao do método da geragao de
colunas, em que a formulacao natural do problema contém uma quantidade exponencial
de variaveis de decisao. Na préxima secao, fazemos uma revisao sobre o método da
decomposicao de Dantzig-Wolfe, que é aplicado sobre uma formulagao compacta, isto
é, sobre um modelo de programacao linear com uma quantidade polinomial de variaveis
e restricoes, do problema e gera um modelo com uma quantidade exponencial de colunas.

2.2.1 Decomposicao de Dantzig- Wolfe

Considere, inicialmente, o seguinte programa linear, que modela um problema II:

min E Cj.ﬁ(fj

jEN

sujeito a Zaij:cj > b, Vie M (2.14)
jEN

ze€P={zecRMDz>d x>0} (2.15)

Suponha que n = |N| e m = |M| sejam limitados polinomialmente no tamanho da
entrada do problema II. Considere P nao-vazio e limitado, para simplificar a explanacao
(o método da decomposi¢ido de Dantzig-Wolfe também se aplica nos demais casos [10]).
Sejam () o conjunto dos pontos extremos de P e p,, para ¢ € (), o vetor caracteristico
de q. Tipicamente, o tamanho de () é exponencial no nimero de restrigoes e variaveis
que descrevem P. Contudo, pelo Teorema de Caratheodory [49], sabe-se que cada ponto
x € P pode ser representado pela combinacao convexa dos pontos em (), ou seja,

r= pAgn Y Ag=1xe R (2.16)
q€Q q€Q
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A substituicdo de = na formulagdo compacta por (2.16) e a aplicagdo das trans-
formagoes lineares c? = cp, e a? = Ap,, resulta no seguinte programa equivalente, chamado
formulacao extensiva:

(P)  min Z A,

q€Q
sujeito a Y _afd, >0, Vie M (2.17)
q€Q
d A =1 (2.18)
q€Q
A, >0,Vq € Q.

A restrigao (2.18) é chamada restricao de convexidade. Uma vez que o nimero
de colunas na formulacao extensiva é muito grande, o método da geracao de colunas
é utilizado na resolucao do problema, que é um caso bastante particular de problema
mestre. Nele, as colunas sao dadas por pontos extremos do poliedro P. Sejam 7,71
as variaveis duais 6timas obtidas com a otimizacao do PMR correspondente ao problema
linear dado pela formulacao extensiva, onde u é a variavel dual associada a restricao de
convexidade. Devido as transformacoes lineares acima no passo de pricing, a determinacao
de ¢ = mingeq{c? — Ta? — [i} equivale a resolver o seguinte programa linear:

¢ =min{(c —7A)x — i|Dx > d,z > 0}.

Agora, considere o caso de um PLI em que x € X = PN Z, na formulagao compacta,
ou seja, considere o caso em que o problema (P) anterior assume a seguinte forma:

min E CjLUj

jEN
sujeito a Zai]—x]— > b, Vie M (2.19)
jEN

Substituindo-se X por conv(X), chega-se a um programa equivalente para o qual,
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aplicando-se a decomposicao de Dantzig-Wolfe, obtém-se a seguinte formulacao extensiva:

min E cIh,

sujeito a Y afd, >b;,Vie M (2.20)
q€Q
> A =1 (2.21)
q€Q
A >0,V €Q
= P (2.22)

q€Q

LS

Relaxando-se a restrigao de integralidade de x, a restri¢cdo (2.22) torna-se desnecesséria.
Neste caso, o problema mestre resultante, passa a ser

(DW)  min Z ct),

q€Q
sujeito a Y afd, > b, Vie M (2.23)
q€qQ
> A =1 (2.24)
q€Q
Ag 2 0,Vq € Q,

Esta relaxacao linear da formulagao estendida pode ser resolvida por geracao de colu-
nas e o valor da solu¢ao 6tima obtida da um limitante inferior para o problema inteiro.
Geoffrion [25] mostrou que este limitante, obtido pela decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe, é
sempre maior ou igual ao limitante dado pela relaxacao linear da formulagao compacta.
De fato, Geoffrion mostrou que o limitante obtido pela decomposicao de Dantzig-Wolfe
coincide com o valor do limitante dado por outros dois métodos de decomposicao, re-
laxacao lagrangeana e algoritmos de planos de corte com separacdo exata de conv(X).
Portanto, a decomposicao de Dantzig-Wolfe pode ser utilizada para obter limitantes mais
apertados que aqueles da relaxacao linear da formulacao compacta, o que, como vimos, é
util em algoritmos de branch-and-bound. Geoffrion também mostrou que o limitante dual
dado pela decomposicao de Dantzig-Wolfe coincide com o valor da relaxacao linear da for-
mulacao compacta quando P = conv(X). Isso decorre da observagao de que, enquanto a
relaxagao linear resolve a formulagao compacta com x € P, o método da geracao de colu-
nas, implicitamente, resolve a formulagao compacta com x € conv(X). Portanto, escolhas
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adequadas de se decompor uma formulacao compacta na decomposicao de Dantzig-Wolfe
devem ser consideradas para obter limitantes duais mais apertados que aqueles gerados
pela relaxacao linear da formulagao compacta.

2.2.2 Base Inicial

O método de geracao de colunas precisa de um problema mestre restrito inicial, ou seja,
de um conjunto de colunas iniciais que formem uma base. Encontrar uma base inicial
pode nao ser trivial, dependendo do problema. Nestes casos, pode ser utilizada uma idéia
similar ao método de duas fases usada pelo método Simpler para gerar uma base inicial
viavel: criam-se variaveis artificiais com alto custo na funcao objetivo e com colunas que
formam uma matriz identidade. Este conjunto de colunas iniciais garante uma solugao
inicial para o problema mestre restrito.

Além das colunas iniciais para formar uma base do problema mestre restrito, observa-
se na pratica que a adicao de “boas” colunas na formulacao inicial podem ajudar na
convergéncia do método de geragao de colunas [5].

2.2.3 Limitante Dual de Lasdon

Um limitante dual para o problema obtido através de sua relaxagao linear sé sera calculado
quando a geracao de colunas determinar que nao ha colunas de custo reduzido negativo.
Isso é particularmente ruim uma vez que a convergéncia do método de geragao, em muitos
casos, é lenta (efeito conhecido como tailing-off). Para contornar esta situagao, pode-se
interromper a geragao de colunas quando a melhoria no valor 6timo do problema mestre
restrito é pequena e usar o valor das variaveis duais e o valor 6timo do problema escravo
atual para calcular um limitante dual [5, 14]. Um dos limitantes usualmente adotados é
o de Lasdon [32].

Sejam 7* e u* os vetores duais 6timos do problema mestre restrito em alguma iteracao
do algoritmo de geragao de colunas. Sejam ZPric o valor 6timo do subproblema de
pricing, v(PM) o valor 6timo do problema mestre e v(PM R) o valor 6timo do problema
mestre restrito. Para fins de generalizacao, considere k, k > 1, o rhs da restricao de
convexidade.

Lasdon [32] mostrou que
LB =v(PMR) + kZPric

é um limitante inferior para o valor 6timo da relaxacao linear do problema mestre.
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Uma vez que Z Pric define o custo reduzido mais negativo, tem-se que

ZPric<c;—mA; —pVjeN
= ¢ —mA; —p—Zpric>0,Vj € N
= 7A;+p + Zpric <cj,Vj € N.

Portanto, (7%, u* + Zpric) é dual vidvel. Por dualidade fraca, tem-se que

v(PM) > Z bl + kp* + kZpric = v(PMR) + kZpric,

ieM

logo, LB é um limitante dual para o problema mestre.

2.2.4 Acelerando a Convergéncia do Método

Dentre os problemas que surgem ao usar o método da geracao de colunas podemos citar:
o efeito tailing off, grande oscilagao no valor das varidveis duais e degenerescéncia. As
préximas subsecoes discutem estratégias para estabilizar o valor dos duais para acelerar
a convergencia dos algoritmos de geracao de colunas na tentativa de diminuir os efeitos
de tailing off e técnicas para diminuir a degenerescéncia.

Degenerescéncia

Degenerescéncia ou grau de degenerescéncia é o nome que se d4 ao ntimero de
solugoes basicas degeneradas. Uma solucao basica é degenerada quando alguma variavel
bésica tem valor zero e, isso impede mudanca no valor da solugao basica. Degenerescéncia
implica na existéncia de diferentes bases para representar o mesmo ponto extremo e é um
efeito indesejado no método Simplex pois leva-o a realizar iteragdes que nao progridem
em direcao a solugao étima, ou seja, retardam a sua convergéncia. A inclusao de colunas
pelo método da geracao de colunas também podem gerar solucoes degeneradas, que, da
mesma forma que no método Simplex, nao sao desejadas.

Uma forma de diminuir a degenerescéncia em um modelo de cobertura, por exemplo,
consiste em perturbar o rhs. A perturbacao é realizada somando-se um pequeno valor dis-
tinto para o rhs de cada restricao de cobertura. Essa técnica pode ser aplicada quando a
solucao 6tima do problema perturbado também ¢é étimo para o problema original. Exem-
plo de aplicacao desta técnica e resultados computacionais podem ser encontrados, por
exemplo, em [28].

Métodos de Estabilizacao

Quando o problema mestre é degenerado, o dual dele tem um nimero infinito de solugoes
6timas. Os resolvedores de PL retornam um ponto extremo do poliedro dual, levando as
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variaveis duais a ter valores pequenos ou grandes demais. Este fato pode ser observado na
grande oscilagao nos valores das variaveis duais obtidos ao longo do processo de geragao
de colunas. Muitas aproximacoes melhores seriam obtidas se as variaveis duais tomassem
valores no centro (interior) do poliedro dual. Para prevenir as varidveis duais de tomar
valores extremos, uma estratégia é tentar limitar a distancia percorrida pelas varidveis
duais no espaco dual de uma iteracao a outra. Existem duas técnicas para isso: bozx e
limitantes com penalizacao. Du Merle et al [17] propuseram um método para estabilizagao
dos algoritmos de geracao de colunas que combina estas duas técnicas. Para expor o
método de Du Merle et al, considere o problema de cobertura de conjuntos com a seguinte
formulagao e seu dual:

(BoxP)  min Z CiT;
JEN
sujeito a Zaij:cj >1,Vie M
jEN
x; > 0,Vj € N.

(BoxD)  max Z i

sujeito a Zai]—m <c¢;,VjEN

A idéia é impor limites (d~, d™") sobre as varidveis duais 7; associadas com as restri¢oes
de (BoxP), mas permitindo que elas tomem valores fora destes limites (usando-se variaveis
w™ ew™). Quando o valor das varidveis w™ ou w™ sdo nao-nulos (isto é, as variaveis duais
m; tém valores fora dos limites), uma penalizagao ¢ aplicada na funcao objetivo (¢~ e e™).
O problema mestre modificado e seu dual estabilizado é:
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(BoxP)min Y _cjz;+ Y (=d;y; +dfy)
JEN ieM
sujeito a Zaijx]— —y; +y > 1LVieM

jEN

y, <e ,VieM

y <et.Vie M

z; > 0,VjeN

y, >0,Vie M

y:r >0,V e M.

(BoxD) max Z m— e w;, —eiwthi
ieM
sujeito a Z a;jm; < ¢,V € N
ieM
m+w >d Vi€ M
m—w <df Vie M
T, w;,wi >0,V € M.

Este método de estabilizagao é conhecido como Boz Stabilization pelo fato de que os
valores de d_ e d sao definidos pelo centro Boz, do bozx (um hipercubo) e pelo lado & do

boxr da seguinte forma:
d_ = Box.— ¢

d+ = BO.]:C +£

Se uma boa estimativa do valor dos duais 6timos é conhecido, ele é usado para inicializar
o valor de Boz.. Caso contrario, usa-se os valores dos duais iniciais em P.

O algoritmo de geracao de colunas estabilizado consiste em, a cada iteragao, resolver o
problema mestre restrito Box P no lugar de (BoxP), incluir em Box P a coluna de custo
reduzido negativo gerada pelo pricing e atualizar os parametros d_,d,,c_ e .. Note
que (BoxrP) é uma relaxacao de (BoxP) e que uma solucao (T, w_,wy) de (BoxP) é,
também, uma solu¢ao de (BoxP) sempre que w_ = wy = 0. Portanto, o algoritmo de
geracao de colunas estabilizado termina somente quando o pricing retorna uma coluna de
custo reduzido positivo e y_ =y, = 0 (ou seja, ou (i) e~ = e, =0 ou (i) d_ <7 < dy).
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Para garantir a convergéncia do algoritmo, deve-se escolher estratégias adequadas para a
atualizacao dos parametros d_,d,,c_ e €.
Du Merle et al sugerem as seguintes estratégias de atualizacao:

e Diminua o valor de e_ e £, sempre que o pricing devolver uma coluna de custo
reduzido positivo ou o valor dos duais for a melhor estimativa para os duais étimos.
Nos demais casos, aumenta-se o valor de ¢_ e ;. Uma medida da qualidade do
valor dos duais pode ser obtida através do cédlculo dos limitantes duais de Lasdon.

e Atualize o valor de d_ e d, para os duais correntes sempre que o valor dos duais
for a melhor estimativa para os duais 6timos (ou seja, faga Box. = 7, mantendo-se
¢ > 0). Quando o pricing devolver uma coluna de custo reduzido positivo, aumente
o valor de &, mantendo o centro do box.

Estas estratégias de atualizagao devem garantir a convergéncia do método. Desde que
Box P seja limitado, em alguma iteracao do processo de geragao de colunas, o pricing
retornara uma coluna de custo reduzido positivo e o valor de e_ e € serd decrementado.
Portanto, em um ntmero finito de iteragoes, a condic¢ao (i) ocorrera e o algoritmo ter-

k¥ o valor dos duais na iteracdo k, na qual o pricing retornou uma coluna

k

mina. Seja w
de custo reduzido positivo. Note que boxD é uma relaxacio de boxD. Portanto, 7% é
viavel para borD e v(mk) < v(boxD). Se v(mk) = v(boxD) entdo e = e, =0
ou w_ = wy = 0. No primeiro caso, a condi¢ao (i) foi atingida na iteracao k e o al-
goritmo termina. No tultimo caso, ap6s atualizar £ (aumentar £ > 0), a condigao (ii) é
atingida e o algoritmo termina. Caso v(mk) < v(boxD), em alguma itera¢ao poste-
rior ¢, v(mk) < U(Wt), uma vez que o valor de ¢ foi aumentado na iteracao k. E,
portanto, apés um nimero finito de iteragoes [, v(mkﬂ) = v(box D).

A dificuldade na utilizacao deste método de estabilizacao estd na determinacao das
estratégias de atualizacao e no valor dos parametros, que podem apresentar desempenhos
diferentes quando aplicados a problemas distintos.

Interior Point Stabilization

Rousseau et al propuseram um método diferente, chamado Interior Point Stabilization,
para estabilizagao do algoritmo de geracao de colunas [42]. O método consiste em gerar
vérios pontos extremos no poliedro dual (ao invés de um s6) e tomar a combinagao convexa
deles para obter um ponto interior do poliedro. A idéia para se chegar a base dual étima
consiste em identificar os conjuntos S e R*, definidos a seguir, e usar complementaridade
das folgas. Considere o modelo de cobertura e seja x* a solucao otima de P e seja

S={ieM |Z aijr; > 1}. Por complementariedade das folgas tem se que m; = 0, para
jEN
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todo i € S, na base dual 6tima. Por outro lado, seja R* = {j € N|zj > 0}, ou seja,
o conjunto relativo as variaveis basicas nao-nulas. Por complementariedade das folgas,
segue que Z a;jT; = ¢, para todo j € R*, na base dual étima.
ieM
Logo, do programa linear D(u) a seguir pode-se calcular diversas solugoes duais 6timas
a partir de diferentes valores de u:

(D(u)) max Z T

sujeito a Z a;;m =¢j,Vj € R*
ieM
Zaijm S Cj,Vj eEN \ R*
ieM
m=0,ViesS
m > 0,Vie M\ S.

Apoés a geracao de algumas solugoes duais 6timas, toma-se uma combinacao convexa
delas (por exemplo, a média) para se obter uma solu¢do dual no interior da face dual
otima.

Um programa linear alternativo para computar solucoes duais 6étimas consiste no dual
de D(u), que é bastante similar & formulagao original de P:

(P(w) min) ¢,
jeN
sujeito a Zaij:vj >, Vie M\ S

jeN

> aym; > —o00,Vi€ S (2.25)
jEN

Z; >0,VYj EN\R*

z; qualquer,Vj € R*. (2.26)

A restrigao (2.25) faz com que m; = 0, para todo i € S e a restri¢ao (2.26) faz com que
a restricao correspondente no dual seja satisfeita na igualdade.

Inicialmente, tome u; = 1, para todoz € M, S = () e R* = () para obter os conjuntos S
e R*. Depois, atribui-se diferentes valores para u;, i € M \ S, resolvendo-se cada um dos
respectivos P(u). Por fim, calcula-se uma combinagao convexa dos duais 6timos obtidos
com a solucao de cada P(u).
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Outros Métodos de Estabilizagao

Um método que reduz o problema da oscilagao dos duais foi proposto por Ben Amor,
Desrosiers e Valério de Carvalho [3], que consiste na utilizacao de desigualdades vélidas,
chamadas desigualdades duais-6timas, para as solugoes 6timas do dual do problema mestre
restrito, que em P representa a inclusao de colunas adicionais. A idéia deste método é
que a inclusao destas colunas restringe os valores dos multiplicadores duais e, assim, reduz
sua oscilacao no espaco dual, acelerando a convergéncia em dire¢ao aos multiplicadores
duais 6timos. Os resultados computacionais da aplicacao deste método no problema de
corte e empacotamento mostrou a efetividade do método, que reduziu significativamente
o tempo e o niimero de iteracoes para a convergéncia do algoritmo de geracao de colunas.
A utilizacao deste método é dependente da aplicacdo uma vez que desigualdades duais-
6timas devem ser encontradas.

Gondzio e Sarkissian [27] mostram como usar método de ponto interior na geragao de
colunas. A idéia é utilizar o método primal-dual invidavel para resolver a relaxacgao linear
do problema mestre restrito, abrindo-se mao da otimalidade deste. A vantagem deste
método é a rapidez na obtencao dos multiplicadores duais e na qualidade deles para a
geracao de colunas.

2.2.5 Pricing Parcial

Em algumas situacoes, o passo de pricing é aquele que consome mais tempo de proces-
samento (muitas vezes o problema de pricing é NP-dificil). Um meio de contornar esse
problema consiste em utilizar uma heuristica para resolver o problema de pricing de um
problema de minimizagdo (maximizagao) ao invés de resolvé-lo de forma exata e, assim,
espera-se gerar colunas de custo reduzido negativo (positivo) a um custo menor de pro-
cessamento. Deve-se notar, no entanto, que a heuristica pode falhar em encontrar uma
coluna de custo reduzido negativo (positivo). Portanto, um algoritmo exato ainda é ne-
cessario para resolver o pricing, mas potencialmente serda usado poucas vezes, somente
quando a heuristica de pricing falhar.

2.2.6 Branch-and-Price

Considere um problema de PLI com uma formulagao contendo um ntmero exponencial
de variaveis de decisao. A relaxagao linear do problema pode ser resolvida usando-se
o algoritmo de geragao de colunas. No entanto, ainda faz-se necessario usar um método
exato de resolucao de problemas de PLI, como por exemplo o algoritmo branch-and-bound,
para obter uma solucao inteira 6tima. Neste caso, o algoritmo de geracao de colunas é
usado em cada n6 da arvore de enumeragao apenas para resolver a relaxacao linear e,
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assim, obter um limitante dual do né. A esse algoritmo que une o algoritmo branch-and-
bound e o método da geracao de colunas da-se o nome de branch-and-price.

Em um algoritmo branch-and-price, regras de branching usuais em um algoritmo
branch-and-bound nao sao adequadas. Seja z; uma varidvel de decisao com valor fra-
clonario f na solucao 6tima da relaxagao linear de um né. Uma regra de branching usual
em um algoritmo de branch-and-bound é realizar branching sobre x;, incluindo uma res-
tricdo z; < | f| em um né filho e a restrigdo x; > [f] em outro né filho. Esse tipo de
branching tem a vantagem de eliminar o ponto fracionario no espago de solucoes dos nos
filhos. No entanto, isso nao é verdade em um algoritmo branch-and-price pelo fato de
que a coluna associada a varidvel de decisao fracionaria pode ser gerada posteriormente.
Regras de branching mais efetivas sao aquelas que envolvem as variaveis de decisao do
problema de pricing. Neste caso, deve-se apenas reescrever a desigualdade de branching
em termos das variaveis do problema mestre antes de adiciona-la na formulacao do né

filho.

2.2.7 Branch-and-Cut-and-Price

Um algoritmo branch-and-cut-and-price consiste em um algoritmo branch-and-bound,
no qual cada n6 da arvore de enumeracao é resolvido usando-se o método da geracao
de colunas e algoritmos de planos de corte. Um algoritmo de plano de corte introduz
desigualdades validas ao problema mestre na tentativa de fortalecer a formulacao do
problema enquanto a geracao de colunas é usada para resolver a relaxacao linear em
cada né. O algoritmo é usado quando a formulacao por PLI do problema possui uma
quantidade exponencial de varidaveis. Nao hé regras quanto a ordem em que os algoritmos
de planos de cortes e algoritmos de geragao de colunas devem ser executados em cada no.

Quando as desigualdades vélidas adicionadas pelo algoritmo de plano de cortes dentro
de um algoritmo branch-and-cut-and-price nao alteram o problema de pricing dizemos,
no sentido definido em [46], que trata-se de um algoritmo branch-and-cut-and-price
robusto. Ou seja, a inclusao das desigualdades pode afetar apenas os pesos das variaveis
do problema de pricing. A vantagem de utilizar um algoritmo branch-and-cut-and-price
robusto é que um tnico algoritmo pode ser usado para resolver o problema de pricing em
toda iteragao e em todo né da arvore de enumeragao do algoritmo de branch-and-cut-and-
price.

2.3 Algoritmos de Rotulacao

Nesta se¢ao revisamos os algoritmos para resolucao de variantes do problema de caminho
minimo, que surgem como problemas de pricing em varios problemas de PLI, como em
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problemas de roteamento de veiculos. Nés utilizamos estes algoritmos na resolucao do
problema dos anéis-estrelas capacitados, descrito no Capitulo 4.

Dado um grafo G = (V| E), custos ¢, para cada aresta e em E e um vértice fonte s, o
problema do caminho minimo consiste em encontrar um caminho nao-orientado em
G de s a cada vértice de GG, cujo custo dado pela soma dos custos das arestas no caminho
seja minimo. Os principais algoritmos para resolver este problema sao conhecidos como
algoritmos de rotulagao (ou do inglés, labeling algorithms). Estes algoritmos sao iterativos
e, em cada iteragao, rotulam um vértice do grafo com um valor que é um limitante superior
para a distancia de um caminho minimo de s ao vértice. O Algoritmo 4 é um pseudocddigo
para algoritmos desse tipo. Eles diferem no critério de escolha do préoximo vértice a
ser removido de NV. Quando o vértice de menor rétulo é escolhido primeiro, tem-se um
algoritmo labeling setting. Esse algoritmo foi proposto originalmente e independentemente
por Dijkstra(1959), Dantzig(1960), Hillier e Whiting (1960).

Algoritmo 4: Algoritmo Labeling.

Input: grafo G = (V, E), vértice s, custos ¢;;, para todo ij € E
Output: d(i): distancia do caminho minimo de s ao vértice i, para todo i € V.
N =A@} 8=10
d(i) =00, Vie V\{s}; d(s) =0
while NV # ) do
Escolha um vértice 1 € N/
N =N —{i}
for w em V' adjacente a i do
if d(w) > d(i) + ¢;,, then
L d(w) = d(i) + i

© 000 N O Ok W =

S =SuU{w}

O algoritmo de Dijskstra resolve o problema da arvore de caminhos minimos definido
sobre grafos livres de arestas de custos negativos. Ele mantém duas listas N e S. Um
rotulo associado a um vértice i em S representa a distancia minima de s a i, enquanto que
em N um limitante superior para essa quantidade. A cada iteracao, o vértice de menor
rétulo é removido de NV e seu rétulo torna-se definitivo, ou seja, o vértice é incluido na
lista S. O rétulo do vértice removido de N é usado para atualizar os rétulos dos vértices
adjacentes a ele e que estao em A [2]. O Algoritmo 5 é um tipico algoritmo label setting.

Uma das caracteristicas principais do algoritmo label setting é que o rotulo dos vértices
em S, uma vez definidos, nao sao mais alterados. Isso s6 ocorre por conta da fungao custo
ser nao negativa. Todo vértice em S tem rétulo definitivo, ou seja representa a distancia
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Algoritmo 5: Algoritmo Labeling Setting.

Input: grafo G = (V, E), vértice s, custos ¢;;, para todo ij € E
Output: d(i): distancia do caminho minimo de s ao vértice i, para todo i € V.
N={(s)}s=0
d(i) =00,Vie V\{s}; d(s)=0
while N # () do
Escolha um vértice i € N' com d(i) minimo
N =N —{i}
for w em V adjacente a i em N do

if d(w) > d(i) + ¢,y then

d(w) = d(i) + i
L S =8SuU{w}

© 0w N O oA~ W N =

do caminho minimo de s ao vértice. Essa caracteristica torna o algoritmo atrativo, uma
vez que vértices processados em uma iteragao nao serao mais processados em iteracoes
futuras, o que tende a manter baixa a sua complexidade.



Parte 1

O problema dos anéis-estrelas
capacitados
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Capitulo 3

Introducao

O problema de roteamento de veiculos, do inglés vehicle routing problem (VRP),
introduzido por Dantzig e Ramser [11] esta relacionado a aplicagoes em que determinadas
mercadorias, localizadas em um depdsito, devem ser distribuidas em pontos dispersos
geograficamente, chamados clientes. Em tais aplicacoes, cada cliente precisa de uma
demanda fixa de um tipo de mercadoria e uma frota de m veiculos idénticos localizados
no deposito esta disponivel para efetuar a distribuicao das mercadorias e, assim, atender as
demandas dos clientes. Em geral, os veiculos possuem uma capacidade limitada de carga,
o que restringe o numero de clientes que um veiculo pode visitar. Neste contexto, o termo
rota é usado para designar a seqiiéncia de clientes visitados por um veiculo. Associado
a cada rota, existe um custo, chamado custo de roteamento, que refere-se ao custo
de visitar os clientes na seqiiéncia definida pela rota. O VRP consiste em determinar
m rotas, uma para cada veiculo, para atender as demandas dos clientes com o objetivo
de minimizar os custos de roteamento. Este problema tem muitas aplicacoes praticas e
diferentes variagoes. A variante em que os veiculos tém capacidade limitada de carga é
conhecida por capacitated vehicle routing problem (CVRP) e aquela em que a demanda
de um cliente pode ser atendida por dois ou mais veiculos é conhecida por split delivery
VRP. Ambas as variantes tém sido bastante estudadas nos ultimos anos. Em algumas
aplicagoes, o custo de roteamento pode ser muito caro. Nestas situagoes, pode ser mais
viavel tracar rotas que nao visitam todos os clientes e dispor de um servico de entrega
adicional e menos custoso para entregar posteriormente a mercadoria de um ponto da
rota até o cliente que ficou fora da rota. Exemplos de tais aplicacoes incluem logistica
de distribuicao de jornais, fretamento de veiculos, projeto de redes de fibras Oticas, entre
outros.

O problema dos anéis-estrelas capacitados(CmRSP) pode ser visto como essa vari-
ante do VRP, que adicionalmente permite pontos com demanda nula, chamados pontos
de Steiner, ocorrerem nas rotas para diminuir custos de roteamento. No CmRSP, a
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demanda de cada cliente nao visitado pelas rotas é atendida indiretamente através da
associacao do cliente a um ponto da rota. Esta associagao, chamada conexao, implica
num custo, que, do ponto de vista da aplicacao, pode ser visto como o custo de deslocar
as mercadorias de um ponto da rota até o cliente nao visitado. No contexto de CmRSP,
uma rota é chamada anel, o conjunto das conexoes até uma rota é denominado estrela
e as duas juntas formam uma configuracao que lembra a topologia estrela e é designada
por anel-estrela. Como no CVRP, os veiculos possuem uma capacidade limitada de
carga, que restringe o numero de clientes que um veiculo pode atender direta e indire-
tamente. O CmRSP consiste em encontrar m anéis-estrelas disjuntos nos vértices, um
para cada veiculo, respeitando-se sua capacidade, para atender as demandas dos clientes
com o objetivo de minimizar os custos de roteamento e de conexao.

O CmRSP ¢é NP-dificil uma vez que ele é uma generalizacao do CVRP. Este problema
foi introduzido por Baldacci, Dell’Amico e Salazar [4] como um modelo para aplicagoes
no contexto de redes e telecomunicagoes, como o projeto de redes de fibras épticas (veja
Capitulo 1). Duas formulagdes de programagao linear inteira baseadas na formulacao two-
index e two-commodity flow do VRP [44] foram propostas para modelar o CmRSP. Pelo
nosso conhecimento, o tinico algoritmo exato para resolver este problema é um algoritmo
branch-and-cut proposto no mesmo artigo em que o problema foi introduzido.

Neste trabalho, uma formulagao cobertura de conjuntos para modelar o CmRSP é
proposta e algoritmos exatos para resolver o problema baseados neste modelo sao com-
parados com o algoritmo branch-and-cut proposto por Baldacci, Dell’Amico e Salazar. A
formulagao proposta consiste num programa linear inteiro com uma quantidade exponen-
cial de variaveis, cujas colunas na matriz de coeficientes correspondem a anéis-estrelas.
Modelos de cobertura de conjuntos, em geral, apresentam limitantes duais mais apertados
que a de outros modelos, como ja reportado na literatura para o VRP [44]. Resolver a
relaxacao linear desses modelos para obter limitantes duais implica no uso do método da
geracao de colunas. Neste método, a relaxacao linear do problema é obtida resolvendo-se
repetidamente dois subproblemas: o problema mestre e o subproblema de pricing, que
na formulagao do CmRSP também é um problema NP-dificil. Para contornar essa com-
plexidade, o subproblema de pricing é substituido por um problema relaxado, usando-se
uma idéia similar ao que foi usado com sucesso para o VRP com janela de tempo [31] e
para o CVRP [24]. A relaxagao consiste, basicamente, em permitir a repetigao de vértices
ao longo dos anéis-estrelas. A vantagem no uso dessa relaxagao é que uma rotina de pro-
gramacao dinamica (PD) pode ser projetada para resolvé-la em tempo pseudopolinomial.
Mas, por outro lado, o valor do limitante dual torna-se fraco. Para obter um limitante
dual mais apertado, outras relaxagoes sao consideradas que, embora, ainda permitam re-
peticoes de vértices, proibem determinados tipos de repeticoes. A rotina de PD pode ser
adaptada para resolver essas relaxacoes, usando-se uma idéia similar aquela usada por
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Irnich e Villeneuve [31] para resolver o problema chamado non-elementary shortest path
problem with resource constraints ao proibir k-ciclos. Trés relaxagoes sao avaliadas nesse
trabalho em um algoritmo branch-and-price para resolver de forma exata o CmRSP. Os
resultados computacionais mostram que o branch-and-price é competitivo com o tnico
algoritmo exato conhecido para o problema e nenhum deles domina o outro, no sentido
em que em algumas instancias o branch-and-price apresenta desempenho melhor e vice-
versa. Para tirar proveito de ambos os métodos, um algoritmo branch-and-cut-and-price
é proposto e os resultados mostram que ele é altamente competitivo.

O texto desta parte da tese referente ao CmRSPesta organizado da seguinte forma.
O Capitulo 4 contém as notacgoes e definicoes necessarias para a descricao do trabalho
que foi realizado. Este capitulo apresenta ainda a nossa formulacao por cobertura de
conjuntos de programagao linear inteira (PLI) para o CmRSP, além de cobrir em deta-
lhes os subproblemas relaxados e os algoritmos de programagao dinamica propostos para
resolvé-los em tempo pseudo-polinomial. Os detalhes da implementacao do algoritmo de
branch-and-cut-and-price proposto aqui e os resultados computacionais sao analisados no
Capitulo 5. O Capitulo 6, tltimo desta parte da tese, apresenta as conclusoes sobre os
nossos estudos relativos ao CmRSP.



Capitulo 4

O Problema dos Anéis-estrelas
Capacitados

Neste capitulo, o problema dos anéis-estrelas capacitados (CmRSP) é formalmente defi-
nido. Em seguida, duas formulacoes de programacao linear inteira sao apresentadas como
modelos para o problema. A primeira trata-se de uma formulagdo compacta proposta por
Baldacci et al. enquanto a segunda refere-se a um novo modelo baseado naquele para
o problema da cobertura de conjuntos. A formulagdao proposta consiste num programa
linear inteiro com uma quantidade exponencial de variaveis, cujas colunas na matriz de
coeficientes correspondem a anéis-estrelas. Resolver a relaxagao linear desses modelos
pode ser viavel pelo uso do método da geracao de colunas (veja Capitulo 2), que consiste
em resolver repetidamente o problema mestre e o problema escravo. No modelo proposto
para o CmRSP o problema escravo é um problema NP-dificil. Uma secao do capitulo é
dedicada para expor as solugoes propostas para lidar com a NP-dificuldade do problema
escravo e, assim, resolver o modelo. A tultima segao apresenta as desigualdades validas
que podem sem incluidas nos modelos para apertar suas relaxagoes lineares dentro de um
algoritmo de branch-and-cut ou branch-and-cut-and-price.

4.1 Notacoes e Definicoes

Inicialmente, considere as seguintes notagoes e definigdes usadas neste capitulo.

Um grafo misto é aquele que admite arcos orientados e nao-orientados. Denote por
G = (V,EU A) um grafo misto, onde E é o conjunto dos arcos nao-orientados e A, o dos
orientados. O termo aresta é usado na tese para denotar os arcos nao-orientados. Dado
R C E, considere V[R] denotando o subconjunto dos vértices que sao extremos de arestas
em R. O conjunto dos arcos nao-orientados incidentes em um vértice ¢ é denotado por
d(2). Um caminho P = (p1,p2, ..., pr) é uma seqiiéncia de vértices py, ..., px tal que cada
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(pispiv1), 1 <1 < k—1, é uma aresta do grafo. Se os vértices do caminho forem dois-a-dois
disjuntos tem-se um caminho elementar. Algumas vezes, o termo caminho nao-elementar
sera usado para se referir a um caminho para distingui-lo de um caminho elementar.
Um ciclo (elementar) é um caminho (elementar) em que p; = pg. O comprimento de
um caminho é definido pelo ntimero de arestas no caminho. Um la¢o é um ciclo de
comprimento 1.

Dados vetores = e ¢ de dimensoes 1 X n e n X 1, respectivamente, a notagao c(x) serd
usada para denotar > "' | ¢;z;.

Considere um grafo misto G = ({0}UUUW EUA), onde 0 denota um depésito, U um
conjunto de clientes e W um conjunto de pontos de Steiner. O conjunto dos vértices de
G é denotado por V' e o conjunto V' \ {0} por V'. O conjunto E de arcos nao-orientados
é completo enquanto o conjunto A de arcos orientados nao é necessariamente completo e
representa um conjunto de conexoes. Cada conexao ¢ orientada de um né cliente a um
né em V.

Denote por C; o conjunto dos nds aos quais um cliente ¢ pode se conectar. Por-
tanto, A = {ij|i € U,j € C;}. Cada arco nao-orientado e ¢é associado a um custo de
roteamento nao-negativo c. e cada arco orientado 75 é associado a um custo de co-
nexao nao-negativo w;;. Cada cliente possui uma demanda de um produto localizado no
depdsito. Pontos de Steiner possuem demanda nula. Neste trabalho, consideramos ape-
nas demandas unitarias nos clientes, uma vez que este foi o caso originalmente proposto
na literatura e para os quais existem experimentos reportados. No entanto, nao é dificil
estender os modelos apresentados e as solugoes aqui propostas para o caso nao unitario.

Um anel-estrela é um par (R, S), onde R C E é um ciclo disjunto nos vértices de G
que passa pelo depdsito e S C {uv € A| u € V[R] e v € VIR]}.

Um anel-estrela (R, S) é g-capacitado se [V[RUS|NU| <gq.

O custo de um anel-estrela p = (R, S) é ¢, = Z Ce + Z Wi

e€R ijes

A Figura 4.1 mostra dois anéis-estrelas 9-capacitados, um de custo 43 e outro de custo
55. Os pontos de Steiner estao representados por circulos preenchidos na figura. Os
arcos e arestas de cada anel-estrela estao com padroes diferenciados. Por exemplo, na
Figura 4.1, o anel-estrela ({(0,a), (a,b), (b,c), (¢,0)}, {ec, fc}) estd destacado com linhas
pontilhadas.

Um cliente i é coberto por um anel-estrela (R, S) se i € V[RUS]. O termo pendu-
rado ¢ utilizado no texto para designar um cliente ¢ coberto pelo anel-estrela devido a
um arco ¢j € S.

Dizemos que um anel-estrela (R, S) é candnico se para cada ponto de Steiner j em R
existir, pelo menos, um arco ij em .S, qualquer que seja ¢ € U. Por exemplo, o anel-estrela
({(0,9),(g,h),(h,7), (i,75), (J, k), (k,0)}, {mi,ni,qk,pk}) ndo é canénico, uma vez que o
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Figura 4.1: Dois exemplos de anéis-estrelas.

ponto de Steiner h aparece no anel sem nenhum cliente pendurado nele.

4.2 Definicao do Problema

Dados um grafo misto G = (V, EUA), custos de roteamento ¢ : E' — R, custos de conexao
w: F — R, inteiros nao-negativos () e m, o problema dos anéis-estrelas capacitados
consiste em encontrar m anéis-estrelas ()-capacitados, p; = (Ry,S1), p2 = (Rs, Ss), ...,
Pm = (R, Sm), tais que:

e VIR,US]INV[R;US,] = {0}, Vi #j€[l.m];
.Ugoku%;

m 7 s.
e > " cp, ¢ minima.

Quando a funcao de custos de roteamento é métrica, ou seja, satisfaz as desigualdades
triangulares, a seguinte proposicao ¢ verdadeira:

Proposicao 4.1. Toda instancia do CmRSP admite uma solugdo otima em que todo
anel-estrela da solucao € canonico.

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, que existe um anel-estrela nao canonico em
uma dada solugdo 6tima de uma instancia do CmRSP. Seja (R,S) um desses anéis-
estrelas com R = {(vo, v1), .-, (Vi—1, i), (Ui, Viz1), .-, (Vk—1,0%)} € v; € W. Uma vez que
os custos de roteamento satisfazem as desigualdades triangulares, tem-se que o custo do
anel-estrela (R',S) com R = {(vo,v1),...,(vi—1,0i11),- .., (Vk_1,Vx)}, € menor ou igual
ao custo de (R, .S), que contradiz a hipdtese. O

Pela Proposicao 4.1, é suficiente procurar pela melhor combinagao de m anéis-estrelas
(Q-capacitados e canonicos de uma instancia do CmRSP, para obter uma solucao étima
do problema.
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4.3 Modelagem Matematica

Esta secao apresenta duas formulagoes de programagao linear inteira para o CmRSP, a
formulacao compacta proposta por Baldacci et al. [4] e uma nova baseada no modelo de
cobertura de conjuntos. Neste ultimo modelo, uma variavel de decisao é utilizada para
cada anel-estrela (Q-capacitado e canonico. Obter uma solugao deste modelo consiste em
escolher m das variaveis de decisao, cujos anéis-estrelas correspondentes cobrem todos os
clientes do grafo.

4.3.1 Formulacao Compacta

Esta sec¢@o apresenta o modelo para o CmRSP proposto por Baldacci et al. [4]. Considere
uma variavel de decisao inteira z,., associada a cada aresta e € E, que assume valor um
se e, somente, se a aresta e pertence a algum anel da solugao. Seja z;; uma varidvel de
decisao binaria, associada a cada arco ij € A, que é igual a um se e, somente, se o cliente
1 estd conectado ao vértice j na solucao. Uma variavel bindria y; é definida para cada
vértice ¢ e assume valor um se e, somente, se o vértice ¢ pertencer a algum anel da solugao.
A formulacao compacta para o CmRSP é descrita a seguir:

(CF)  min Z CeTe + Z Wi 2ij

ecl ijeEA
sujeito a Z T =2m (4.1)
e€d(0)
> we=2y,Vi € V\{0} (4.2)
e€d(i)
Y umjtyi=1LVieU (4.3)
ijeA
2
>z > @( Sw > > ) VS CV\{0}: S £ {} (4.4)
e€d(S) ieUns €U jESNC;
y € {0, 1}V 2; € {0,1}, 255 € {0,1,2}. (4.5)

O numero de arestas incidentes em um vértice é dado pelas restrigdes (4.1) e (4.2).
A restrigao (4.1) forga que o nimero de anéis-estrelas em uma solugao seja igual a m
enquanto (4.2) garante que duas arestas incidam em vértice se ele pertencer a algum
anel. A restri¢ao (4.3) forga um cliente i estar em um anel ou ser coberto através de uma
conexao ij. Note que S, em uma restrigao (4.4), define um corte §(S) no grafo e o total
de arestas desse corte que pertence a solucao é exatamente o valor do somatoério do lado
esquerdo dessas restricoes. Uma vez que a interseccao de um corte com um ciclo é sempre



4.3. Modelagem Matematica 43

uma quantidade par de arestas, as restrigdes de capacidade fracionaria (4.4) forgam o
nimero de anéis-estrelas necessarios para cobrir todos os clientes em S de modo que a
capacidade dos anéis-estrelas nao seja violada.

Este modelo tem um nimero polinomial de variaveis, mas exponencial de restricoes
por causa das restrigoes (4.4). No lugar destas restrigoes, Baldacci et al. usaram um
conjunto de desigualdades validas, que sao incluidas no modelo através de rotinas de
separacao dentro de um algoritmo de branch-and-cut. Na Secao 4.5, estas desigualdades
sao apresentadas e discutidas com mais detalhes.

4.3.2 Modelo de Cobertura de Conjuntos

No modelo de cobertura de conjuntos, o problema ¢ dividido em dois subproblemas: o
problema mestre e o problema escravo. O primeiro trata-se efetivamente do modelo por
cobertura de conjuntos. Como discutido no Capitulo 2, um problema mestre restrito, que
contém apenas um subconjunto das variaveis de decisao do problema mestre, é utilizado
no lugar do problema mestre, uma vez que este possui uma quantidade exponencial de
variaveis de decisao. O problema escravo tem por finalidade gerar um anel-estrela, que
nao esta na formulagao do problema mestre restrito e cuja inclusao podera gerar uma
solugao de custo menor.

O Problema Mestre

Denote por P o conjunto dos anéis-estrelas ()-capacitados e canonicos. Um anel-estrela
(R, S) pode ser representado por dois vetores caracteristicos r e s, de dimensdes (|U| 4+
|E|) x 1 e |A| x 1, respectivamente. r; indica o nimero de ocorréncias do vértice i no
anel R, r;; o nimero de ocorréncias da aresta (i,j) em R, enquanto s; e s;; indicam,
respectivamente, o nimero de ocorréncias do vértice ¢ e do arco ij em S. Defina a
variavel de decisao bindria ), para cada anel-estrela p em P tal que A\, = 1 se e, somente,
se o anel-estrela associado a p é selecionado para compor uma solucao étima do problema.

O modelo por cobertura de conjuntos para o CmRSP ¢é dado pela seguinte formulagao
PLI:
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(SC)  min Zcp)\p

peEP

sujeito a Z Ap=m (4.6)
peEP
S0P+ N, 21 VieU (4.7)
peEP jeC;
d> i <2vieV (4.8)
pEP ijEE
Zré’)\p < U, Ve € E (4.9)
peEP
> st < LVijeA (4.10)
peEP
A €{0,1},Vp e P, (4.11)

onde u, = 2 se e ¢é incidente no depdsito e u, = 1, caso contrario. O tratamento diferenci-
ado para as arestas incidentes no depésito nas restrigoes (4.9) é necessdrio para permitir
anéis de comprimento dois, da forma 0 — ¢ — 0, onde ¢ é um vértice qualquer do grafo.

A restri¢ao de cardinalidade (4.6) determina o nimero de anéis-estrelas que devem ser
selecionados para compor a solugao 6tima. O modelo de cobertura é dado pelas restrigoes
(4.7) que impdem que todos os clientes sejam cobertos. Note que um modelo de partigao
de conjuntos, no qual as inequacgoes (4.7) sdo substituidas por restri¢oes de igualdade,
poderia ser utilizado. O modelo de partigao de conjuntos obriga cada cliente ser coberto
exatamente por um unico anel-estrela. Em geral, esse modelo apresenta o inconveniente de
ser bastante degenerado, o que torna lenta a convergéncia da geragao de colunas [18; 35].

Embora as restricoes de cobertura permitam que um cliente seja coberto multiplas
vezes, é importante notar que sempre existe uma solucao inteira 6tima na qual isso nao
ocorre. Suponha, por contradicao, que uma solugao possui um cliente coberto multiplas
vezes. Devido as restri¢oes (4.8), que garantem que, no maximo, duas arestas incidem em
cada vértice, a multiplicidade tem que ocorrer quando o vértice esta pendurado. Neste
caso, uma solucao de custo menor ou igual pode ser obtida, bastando remover as demais
ocorréncias do cliente nos anéis-estrelas em que ele aparece pendurado (ja que o custo de
conexao é nao-negativo).

As restrigoes de aresta (4.9) e de arco (4.10) equivalem a impor um limitante superior
para a ocorréncia de arestas e de arcos nos anéis-estrelas, respectivamente. A rigor, essas
restrigoes e as restrigoes (4.8) ndo sao necessarias para descrever o modelo do CmRSP.
No entanto, sem elas, nao haveria uma correspondéncia um-para-um entre uma coluna do
modelo e um anel-estrela.
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Por fim, as restrigoes de integralidade das variaveis de decisao A sao dadas por (4.11).

O Problema Escravo

Sejam m, u, v, 3 e 7y as varidveis duais associadas as restrigoes (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) e
(4.10), respectivamente. Logo, o custo reduzido associado a um anel-estrela p é:

= P 7. eP. NP
Cp —E cer6+2 WijS;; E pir; + T

e€E ijEA eV’

onde ¢;; = ¢;j — Bij — ki — kj, ko =0, ki = v;, se @ # 0, W;; = wij — Vij — i, Di = [, Para
1e€eUep;, =0, paraiec V.

Portanto, o problema escravo consiste em determinar um anel-estrela ()-capacitado e
candnico de custo reduzido minimo. E fAcil provar que este problema escravo é NP-dificil,
uma vez que ele generaliza uma variante do problema do caixeiro viajante com lucros [19],
chamada Profitable Tour Problem (PTP) [12], que é NP-dificil. Dado um grafo G = (V, E)
com custos c., associado a cada aresta e € E, lucros v;, para cada vértice 1 € V', e com
um vértice especial, representando um depodsito, o PTP consiste em encontrar um ciclo
elementar C', que passa através do deposito e minimiza o custo do ciclo menos a soma
dos lucros coletados, ou seja, > .. cc — Ziev(c) v;. Uma instancia do PTP pode ser
polinomialmente reduzida a uma instancia do problema escravo do CmRSP tomando-se
o depdsito como 0, U := V\{0}, W :=0, A:=0, ¢, := c., p; :==v; € Q =n, 0 que prova a
NP-dificuldade do problema escravo do modelo por cobertura de conjuntos proposto para
o CmRSP.

4.4 Relaxacao do Problema Escravo

Dada a NP-dificuldade do problema escravo, um problema relaxado é considerado em seu
lugar. Esta idéia tem sido usada em problemas de roteamento de veiculos, arvore geradora
minima capacitada e variantes do problema do caixeiro viajante [24, 47, 30].

Treés relaxacoes para o problema escravo sao propostas. Basicamente, elas consistem
em permitir a repeticao de vértices nos anéis-estrelas e sao baseadas nas idéias utilizadas
por Irnich e Villeneuve [31] para resolver o problema do caminho minimo elementar com
restricao de recursos, cujo problema relaxado tem a vantagem de possuir um algoritmo
de programagao dindmica de tempo pseudopolinomial [13].

Antes de apresentar os problemas escravos relaxados e os respectivos algoritmos, ire-
mos discutir uma breve revisao da literatura para o problema do caminho minimo ele-
mentar com restricao de recursos, sua relaxagao e seu algoritmo pseudopolinomial.
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4.4.1 Preliminares

Seja G = (V,E) um grafo com custos c., em cada aresta e e um vértice especial s.
Considere o problema de encontrar caminhos de custos minimos partindo do vértice s que
obedegam determinadas restrigoes de recursos. Neste contexto, um recurso representa uma
quantidade como tempo, capacidade de carga de veiculos, entre outros, que é consumido
em cada aresta de um caminho. A soma dos recursos consumidos ao longo das arestas de
um caminho de s até um vértice ¢ define os recursos acumulados em 7 e é denotado
por T;.

As restri¢oes de recursos impoem quantidades minimas e maximas para os recursos
acumulados em cada vértice do caminho.

Os recursos sao representados por vetores em R, onde R é o ntimero de recursos
diferentes. Dados vetores T e S em R, tem-se que T < S se 7" < S? para todo
1<i<R.

Denote por t" : E — R, Vr € R, o consumo de recursos definido sobre cada aresta

T
(3

do grafo e seja [a;, b;], Vi € V, com a;,b; € RE sendo af < b, um intervalo definido
para cada vértice do grafo, o qual determina as quantidades minimas e méaximas para os
recursos acumulados no vértice.

Um caminho P = (vg,vy,...,v,) é recurso-viavel se existirem vetores de recursos
1o, Ty, ...,T,, tais que T; € [ay,,by,], Vi=0,....p,e T,y > T, +t;;11,Vi=0,...,p— 1.

Considere o exemplo da Figura 4.2, em que ha apenas dois recursos. Em cada aresta
estd representado o vetor de consumo de recursos (t!,¢?) associado & aresta e em cada
vértice, o intervalo [(a', a?), (b*,b?)], que determina a quantidade minima e méxima per-
mitida de recursos acumulados no vértice. O caminho P = (0, 1,3) ndo é recurso-viavel,
pois quaisquer vetores de recursos acumulados Ty, T} e T3 serao tais que Ty > 6, o qual
viola o limite maximo permitido do segundo recurso no vértice 3, que é 5. Por outro
lado, o caminho (0, 2, 3) é recurso-vidvel, uma vez que os vetores de recursos acumulados
Ty = (0,0), To = (2,1) e T5 = (6, 3) satisfazem as restri¢oes de recursos.

Note que verificar se um caminho P = (vg, vy, ..., v,) é recurso-vidvel pode ser reali-
zado computando os vetores de recursos acumulados em cada vértice e verificando se os
limitantes nao sao violados. Para cada vértice v; em P, o vetor T; pode ser computado

pelas equacoes:

T(0) = ay, (4.12)

e
T(i) = max{ay,, T(i — 1) + ti1;},V1 < i < p. (4.13)
A cada caminho recurso-vidvel P = (vg, vy, ..., v,), associamos o tnico vetor de recur-

sos res(P) = T(p), computados pelas equagoes (4.12) e (4.13).
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Figura 4.2: Exemplo de caminho minimo elementar com restricao de recursos.

Dados vetores T e S em R, diz-se que 7" domina S (denota-se T <gqom S) se T < S.
Um caminho P; em F(s,v) domina outro caminho P, em F(s,v) se res(P1) <qom 7€S(P2).

Um vetor de recursos 7' € R é pareto-optimal se nenhum outro vetor S € R
satisfaz S <qom 7. Um caminho P é pareto-optimal se res(P) é pareto-optimal.

O problema do caminho minimo elementar com restricao de recursos (ES-
PRC), do inglés non-elementary shortest path problem with resource constraints, consiste
em encontrar caminhos pareto-optimais em F(s,v) NG, para cada vértice v em V. Aqui,
F(s,v) é o conjunto dos caminhos de s a v que sdo recursos-vidaveis e G, o conjunto dos
caminhos elementares em G. O ESPRC é NP-dificil no sentido forte [16]. No problema
do caminho minimo com restrigoes de recursos (SPRC), que é uma relaxagao do
ESPRC, o conjunto G é constituido por todos os caminhos, nao necessariamente elemen-
tares, em G.

O algoritmo de programagao dinamica, proposto por Desrochers e Soumis [13], para
resolver o SPRC é apresentado em 6. Basicamente, ele consiste em manter duas listas de
caminhos, N e S. A lista N contém caminhos ainda nio processados enquanto a lista S
contém caminhos ja processados. Um caminho é considerado processado sempre que ele
foi utilizado em alguma iteragao para estender e construir novos caminhos. O algoritmo
é iterativo e termina quando nao ha caminhos a serem processados. A cada iteragao
um caminho em N é escolhido para ser processado. No passo de extensao, o caminho
escolhido é usado como prefixo para construir novos caminhos. No passo de dominancia,
regras sao aplicadas para eliminar caminhos nao promissores, para os quais pode-se provar
que nao sao prefixos de caminhos pareto-optimais. Esse passo tem por finalidade diminuir
a quantidade de caminhos em A e assim evitar uma explosao combinatéria do algoritmo.
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Algoritmo 6: Algoritmo para o SPRC.
Input: grafo G = (V, E), vértice s
Output: caminhos pareto-optimais em F(s,v) NG, para cada v € V
1 N={(s)}hS=0
2 while N # () do
3 Escolha um caminho P = (v, vy,...,v,) € N com res(P) = minpep res(P’)
4 N =N —-{P}

/* passo de extensio */

5 for w em V adjacente a v, do
6 if (P,w) € F(s,w)NG then
L Adicione (P,w) a N

8 | S=S+{P}

/* passo de domindncia */

o | if AP' € N :res(P') =res(P) then

10 L Aplique algoritmo de dominancia para caminhos em N U S.

11 Identifique S C S

Se existir um recurso r tal que ¢{; > 0, para todo (1,7) € E, é suficiente escolher um
caminho P de menor res”(P) no passo 3 para garantir que os caminhos em S apds
o passo de dominancia sejam pareto-optimais. Uma vez que t" > 0, um caminho P
somente produzird caminhos estendidos (P,w) com res"((P,w)) > res"(P) e, portanto,
novos caminhos nunca dominam caminhos ja processados em iteragoes anteriores. Essa
caracteristica é similar ao que ocorre com os vértices incluidos na lista S nos algoritmos
Label setting (veja Capitulo 2).

Se nenhuma regra de dominancia é aplicada, o algoritmo constréi todos os caminhos
em F(s,v)NG, para todovem V. Se G é o conjunto de todos os caminhos nao-elementares
em (G, a dominancia entre vetores de recursos pode ser aplicada. No entanto, veremos
adiante que dependendo da estrutura proibida em G, manter apenas caminhos pareto-
optimais nao é suficiente para garantir que a solucao 6tima seja encontrada.

Veremos nas proximas secoes, diferentes relaxagoes para o problema escravo do CmRSP,
baseadas na relaxacao do ESPRC, e seus respectivos algoritmos, construidos com base
no algoritmo pseudopolinomial do SPRC.

4.4.2 Anel-estrela Relaxado ()-capacitado

Uma relaxacao do problema escravo do CmRSP consiste em permitir repeticao de vértices
nos anéis-estrelas. Para formalizar este problema relaxado introduziremos algumas de-
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finigoes.

Um anel-estrela relaxado é um par (R, S), onde R C E define um ciclo sem auto-
lagos, nao necessariamente disjunto nos vértices, que passa pelo depésito e S C {(u,v) €
Alv € V[R]}. Ou seja, em um anel-estrela relaxado, vértices podem ocorrer miltiplas
vezes tanto no anel quanto na estrela.

Um anel-estrela relaxado ¢-capacitado ¢ um anel-estrela relaxado em que o total
de ocorréncias dos clientes no anel e na estrela é menor ou igual a q.

A Figura 4.3 mostra um exemplo de anel-estrela relaxado 8-capacitado.

b f b

[o] 0 O 0]

c d e

Figura 4.3: Exemplo de anel-estrela relaxado 8-capacitado.

O peso de um anel-estrela relaxado g-capacitado p = (R, S) consiste em ¢,= ) . Cee
+ Zije AWijZij — Y ey Dili, onde xe, z;; € y; sdo, respectivamente, o niimero de ocorréncias
de e em R, deij em S e de i em V[R].

O problema escravo relaxado, chamado problema do anel-estrela relaxado
(Q-capacitado, consiste em encontrar um anel-estrela relaxado )-capacitado de peso
minimo.

Seja P’ o conjunto dos anéis-estrelas relaxados (Q-capacitados e canonicos. A for-
mulagao (SC) continua valida mesmo apds substituir o conjunto P de anéis-estrelas Q-
capacitados e canonicos pelo conjunto P’. A validade do modelo vem de véarios fatores.
Primeiro, deve-se constatar que P C P’. Segundo, devido as restri¢oes (4.8), nenhuma
solugao inteira é formada por anéis-estrelas com repeticao de vértices nos anéis. Por
ultimo, devido ao custo de conexao ser nao-negativo, existe uma solucao étima inteira em
que todo vértice pendurado nao ocorre em nenhum anel da solugao e ocorre, no maximo,
uma vez em cada estrela.

Antes de apresentar um algoritmo para resolver o problema escravo relaxado, algumas
notagoes e definigdes sao necessarias.

Um passeio-estrela é um subgrafo similar a um anel-estrela relaxado, exceto que
um ciclo aberto ocorre no lugar do ciclo fechado do anel. Um (j, ¢)-passeio-estrela é
um passeio-estrela com uma das extremidades no depdsito e o outro em um vértice j e
tal que o total de ocorréncias de clientes no anel e na estrela é exatamente g. A funcao
peso também é definida para um passeio-estrela da mesma forma que em um anel-estrela
relaxado. O anel-estrela da Figura 4.3 sem a aresta (b, 0) é um exemplo de passeio-estrela.
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Por defini¢ao, considere que (0, 0)-passeio-estrela representa o caminho contendo apenas
o depdsito. Além disso, (j,q)-passeio-estrela ndo estd definido para os seguintes valores:
j=0eqg>0,j#0eq=0.

O algoritmo de programagao dinamica para resolver o problema escravo relaxado con-
siste em construir uma matriz F' de ordem V' x @), em que cada entrada F'(j, q) corresponde
ao peso de um (7, q)-passeio-estrela de peso minimo.

Note que um anel-estrela relaxado pode ser obtido com a inclusao da aresta (j,0)
em um (7, q)-passeio-estrela. Logo, o valor 6timo do problema escravo relaxado, ou seja,
o peso do anel-estrela relaxado ()-capacitado de peso minimo, pode ser encontrado da
seguinte forma:

min  F'(J,q) + Co.
jeviaell Q) (] Q) 30

O valor de F'(j, q) pode ser definido recursivamente com base no fato de que todo (7, q)-
passeio-estrela pode ser construido estendendo-se um (i, g — 1)-passeio-estrela através das
seguintes operagoes (veja Figura 4.4):

(a) inclusao de um arco (k,j) € A, se i = j;
(b) inclusdo de uma aresta (i,j) € E,se i # j e j € U;
(c) inclusao de uma aresta (i,7) € E e de um arco (k,j) € A,sei#jejeW.

As condicoes para cada uma das operacoes véem do fato de que um anel-estrela rela-
xado nao pode conter auto-lagos e por estarmos nos restringindo apenas a anéis-estrelas
canonicos.

(a) incluindo arco (b) incluindo aresta (c) incluindo arco e aresta
Figura 4.4: Construcao de (j, ¢)-passeio-estrela.
Logo, a defini¢ao recursiva de F'(j,q), para j # 0 e 1 < ¢ < @, é dada por:
min {Ikrgg]l F(j,q—1)+ tbkj,iel?/};j Fi,q—1)+ ¢ — ﬁj}v
sejeU,e

min {Igléll}‘F(j, q— 1)+ Wy, ijergilgr;eAF(i, q—1)+ Wy + éij},
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caso contrario.

Por definicao de (7, q¢)-passeio-estrela, temos que F'(0,0) = 0e F(0,q > 0) = F(j #
0,0) = oc.

O Algoritmo 7 (pagina 52) mostra um pseudocédigo para computar a matriz F'. Note
que para obter um anel-estrela relaxado ()-capacitado de peso minimo é necessario manter
em cada entrada de F(j,q) um (j, q)-passeio-estrela de peso minimo, além de seu peso.
No algoritmo, representamos por F(j, q).ring as arestas que formam o anel, F(j, q).star,
os arcos da estrela e F'(4,q).peso o peso do (j, q)-passeio-estrela de peso minimo.

Comparando o Algoritmo 7 com o Algoritmo 6, vemos que o primeiro é uma versao do
segundo, no qual as operagoes (a), (b) e (¢) compreendem o passo de extensao e a linha
(25) compreende o passo de dominancia.

O passo de extensao para construir (j,q)-passeios-estrelas, para algum vértice j e
inteiro ¢, toma tempo O(|U||V]), por causa da operagao (c), que é a mais custosa das
operagoes. Uma vez que |C| é O(|U||V]), o passo de dominancia também é O(|U||V]).
Logo, o Algoritmo 7 para resolver o problema escravo relaxado é O(|U||V]?Q).

4.4.3 Anel-estrela ()-capacitado Livre de k-ciclos

Embora a relaxacao do problema escravo considerada na secao anterior nos tenha permi-
tido obter um algoritmo pseudopolinomial para a geracao de colunas, ela gera limitantes
duais fracos. Uma forma de obter limitantes duais melhores consiste em utilizar outras
relaxacoes, ainda baseadas na idéia de permitir repetigoes de vértices, mas proibindo a
ocorréncia de determinadas estruturas. Essa idéia novamente é baseada nas relaxagoes
utilizadas para o problema ESPRC, para o qual limitantes melhores sao obtidos, usando-
se 0 SPRC com proibicao de k-ciclos. Um k-ciclo é um ciclo de comprimento menor ou
igual a k. Nessa relaxagao k-ciclos sao proibidos dentro dos caminhos nao-elementares.
O algoritmo de programacao dinamica para resolvé-la é baseado no algoritmo para resol-
ver o problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado e tem sua complexidade de tempo
alterada por um fator, que é uma funcao de k.

O problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado com proibicao de k-ciclos
(kcyc-RSP) consiste em encontrar um anel-estrela relaxado @-capacitado de peso minimo
que nao contenha k-ciclos dentro dos anéis.

Da mesma forma que fizemos para o problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado,
iremos construir a matriz F' através da construgao de (7j, ¢)-passeio-estrela pelas operagoes
(a), (b) e (c). Desta vez, as operagoes (b) e (c) estdao condicionadas para evitar a formagao
de k-ciclos. Considere um (i, q — 1)-passeio-estrela associado a uma entrada da matriz F'.
Uma vez que é possivel recuperar os k — 1 vértices predecessores de ¢ no caminho a partir
das informagoes mantidas em F', a condicao para evitar a formacao de k-ciclos consiste
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Algoritmo 7: Algoritmo para o problema do anel-estrela relaxado Q-capacitado.

B W N =

N O >

10
11
12

13
14

15
16
17
18
19
20

21
22
23
24

25
26

Input: grafo G, inteiro @), custos w, ¢ e p
Output: matriz F' de ordem V x @)
F(0,0).custo= 0; F(0,0).ring={}; F(0,0).star={}
F(0,q > 0).custo= oo; F(0,q > 0).ring={}; F(0,q > 0).star={}
for i € V' do
| F(i,0).custo= oo; F(i,0).ring= {}; F(i,0).star= {}

for g =1 to Q do

for j € V' do

C=190

/* operacdo (a) */

for ke U:je€Cydo
P.ring=F(j,q — 1).ring
P.star=F(j,q — 1).star +{kj}
P.custo=F(j,q — 1).custo+y;
C=CU{P}

forieV':i#jdo

if © € U then

/* operacdo (b) */

P.ring=F(i,q — 1).ring +{(¢,7)}

P.star=F(i,q — 1).star

P.custo=F(i,q — 1).custo+¢;; — p;
C=Cu{P}
else

for ke U:j¢€(Cydo

/* operagdo (c) */

P.ring=F(i,q — 1).ring +{(4,7)}
P.star=F(i,q — 1).star +{kj}
P.custo=F(i,q — 1).custo+¢;; + Wx; — P;
C=CU{P}

Seja P em C tal que P = arg minprcc P’.custo
F(j4,q).custo=P.custo; F(j,q).ring=P.ring; F(7j, q).star=P.star
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em permitir estender o (i,q — 1)-passeio-estrela para construir um (j, q)-passeio-estrela
somente se j for diferente de ¢ e dos k — 1 vértices predecessores de 1.

Uma vez que estamos interessados em proibir a ocorréncia de k-ciclos apenas no anel
de um passeio-estrela, iremos nos referir aos passeios-estrelas por caminhos. Um caminho
é livre de k-ciclos se nao possuir k-ciclos.

Quando uma estrutura, como os k-ciclos, é proibida de ocorrer dentro de caminhos,
a idéia de guardar apenas um caminho de peso minimo em cada entrada F(j,¢) nao
é mais suficiente. Para exemplificar, considere dois caminhos com extremidades 0 e b,
P =(0,a,b) e P = (0,c,b), onde o peso de P é menor que de P. Note que o caminho P
nao pode ser utilizado para obter um caminho com extremidade em a e de comprimento
3, uma vez que ele conteria um 2-ciclo. Portanto, se apenas o caminho de peso minimo
é mantido em F'(b,2), caminhos como (0,¢,b,a) ndo serdo construidos. O exemplo da
a entender que todos os caminhos devem ser mantidos em F'(j, q) para garantir que um
caminho 6timo seja gerado. Na realidade, veremos que existem regras de dominancia para
determinar quais caminhos devem ser mantidos em cada entrada F'(j, q).

Considere a mesma notacao usada na Secao 4.4.1. Aqui, o conjunto G é formado por
todos os caminhos em G livres de k-ciclos.

Dados caminhos P = (py,pa, ..., px) € P = (Py, Py - - -, D), 0 caminho (py ,pa, ..., px =
Py sDgs---,P,) ¢ denotado por (P, P). Dados dois caminhos P e P em G, tem-se que P
estende P se (P,P) € G. O conjunto de todos os caminhos que podem estender um
caminho P é denotado por E(P).

Lema 4.2 (Irnich e Villeneuve [31]). Sejam Py, ..., P e P caminhos em F(s,v) NG tais
que:

o P, <yom P, para todoi € {1,...,t};
e E(P)CEP)U...UE(R).

Seja P = (v,...,w) um caminho arbitrario em G. Se (P, P) € GNF(s,w) entdo o mesmo
acontece para algum P;, i € {1,...,t}, ou seja, (P;, P) € GN F(s,w) com res(P;, P) <
res(P, P).

Nas condigoes do lema anterior, dizemos que P é um caminho inutil.

O resultado do lema anterior é que caminhos intteis nao sao necessarios para construir
caminhos recursos-viaveis livres de k-ciclos de peso minimo. Em outras palavras, caminhos
intteis nao precisam ser mantidos na matriz F.

Dado um subconjunto C de caminhos em G N F(s,v), dizemos que um caminho P em
G N F(s,v) é um caminho 1itil em C se

epyg |4 ew). (4.14)

P'€C:P'<gom P
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Por definicao, P é um caminho 1til em C se C = ). O conjunto dos caminhos tteis em
G N F(s,v) é dado por:

Uw)={PecGnF(sv):EP) L U E(P)}. (4.15)

P'eGNF(s,0):P'<gom P

Dada uma funcao CaminhosUteis(C), que computa os caminhos uteis em uma colecao
de caminhos C, o Algoritmo 8 (pédgina 55) constréi a matriz F' com os passeios-estrelas
livres de k-ciclos de pesos minimos.

Uma particularidade desse algoritmo é que caminhos detectados como tteis nao sao
removidos até o final do algoritmo, ou seja, continuam tuteis mesmo com a inclusao de
novos caminhos em iteragoes posteriores do algoritmo, ou seja, trata-se de um algoritmo de
Label-setting. Isso ocorre porque caminhos gerados em iteracoes posteriores nao dominam
os caminhos j& gerados, devido ao fato do consumo de recursos ¢;; > 0, para toda aresta
(7,7) ou arco ij, o que implica em um consumo estritamente positivo a cada passo de
extensao do algoritmo. Uma vantagem que advém disso, é que apenas caminhos tuteis sao
estendidos para gerar novos caminhos, diminuindo bastante a quantidade de caminhos
gerados.

Complexidade de tempo do algoritmo. Seja «(k) um limite para o total de ca-
minhos em qualquer F(j,¢q) e T(k) o tempo que a funcao CaminhosUteis gasta para
identificar caminhos tteis.

Dados um vértice 7 em V' e um valor de ¢, 0 < ¢ < (), vamos analisar a complexidade
de tempo para construir todos os (j, ¢)-passeios-estrelas por cada uma das operagoes. O
tempo gasto pela operagao (a), nas linhas (7) a (13), é, no maximo, «(k)|U|. Uma vez que
verificar a formagao de um k-ciclo na linha (16) toma tempo k — 1, as operagoes (b) e (c),
nas linhas (14) a (29), gastam tempo de, no maximo, (k+|U|)a(k)|V|. Portanto, o tempo
gasto pelo Algoritmo 8 é limitado a a(k)|U||V[*Q + T(k)|V]Q. Ambas as fungoes a(k) e
T'(k) sao definidas em termos da constante k e, portanto, ndo aumentam a complexidade
assintotica do algoritmo que resolve o problema escravo relaxado. No entanto, veremos
que este fator em k nao é pequeno.

Nas préximas subsecoes discutiremos diferentes implementagoes para a funcao Cami-
nhosUteis, o valor de a(k) e de T'(k).

Identificacao de Caminhos Uteis

Irnich e Villeneuve [31] propuseram um modo eficiente de codificar £(P) para computar
o conjunto dos caminhos tteis dado pela equagao (4.15). Os pardgrafos que seguem
resumem o algoritmo de Irnich e Villeneuve.
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Algoritmo 8: Algoritmo para o problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado
livre de k-ciclos.

Input: grafo G, inteiro @), custos w, ¢ e p
Output: matriz F' de ordem V x @)
F(0,0).custo = 0; F(0,0).ring = {}; F(0,0).star = {}
F(0,q > 0).custo = oo; F(0,q > 0).ring = {}; F(0,q > 0).star = {}
for i € V' do
| F(i,0).custo = 0o; F(i,0).ring = {}; F(i,0).star = {}

N

5 for g =1 to Q do

6 for j € V' do

7 C=1

8 for P' € F(j,q—1) do

) /* operagao (a) */

10 forueU:j¢e€C,do

11 P.ring=P’.ring

12 P.star=P".star +{uj}

13 P.custo=P".custo +10,,

14 C=CU{P}

15 forieV':i#jdo

16 for P € F(i,q—1) do

17 if j # k — 1 predecessores de i em P'.ring then
18 if 7 € U then

19 /* operagao (b) */

20 P.ring=P’.ring +{(7,7)}

21 P .star=P’.star

22 P .custo=P".custo +¢;;

23 C=CU{P}

24 else

25 forueU:j5€C,do

26 /* operagao (c) */

27 P.ring=P"ring +{(7,7)}
28 P.star=P’.star +{uj}
29 P.custo=P".custo +¢;; + Wy,
30 C=Cu{P}

31 F(j,q) = CaminhosUteis(C)
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Defina um set form como um conjunto de caminhos para os quais algum conjunto
finito de posigoes estao fixadas. Um set form pode ser codificado por uma cadeia s de ele-
mentos em VU{.}, com s; = “.” representando que a i-ésima posigao dos caminhos nao est4
fixada e, caso contrario, que a i-ésima posicao dos caminhos esta fixada com o vértice s;.
Por exemplo, o set form (..a) denota o conjunto de caminhos {(aaa), (aba), (baa), (bba)},
se V ={a,b}.

Dado um caminho P € F(s,v) NG, um caminho P = (vy,...,v,...,v;) pertence a
E(P) somente se P € G e (vy,...,v;) € E(P). Portanto, apenas os k primeiros vértices
de P sao relevantes para determinar se P € £(P). Assim, um conjunto de set forms de
comprimento k pode ser utilizado para representar o complemento de E(P).

Um self-hole set de um caminho P, denotado por H(P), é o conjunto dos set
forms que representam o conjunto de caminhos P que nao podem estender P, ou seja,
tais que (P,P) ¢ G. Por exemplo, no caso em que G é definido sobre os caminhos
livres de 4-ciclo, o self-hole set de um caminho P = (a,b,c,d,e) é dado por H(P) =
{(b...), (c...), (.c..), (d...), (.d..), (..d.), (e...), (.e..), (..e.), (...e)}. Note que alguns set forms
podem ser descartados de um self-hole set H(P) se o conjunto dos caminhos que ele
representa ja estiver contido em outro set form de H(P), que é o caso, por exemplo, de
(bc..). Todo self-hole set de um caminho P € F(s,v) N G contém um unico set form

W

especial, em que a k-ésima posicao é diferente de (de fato, a k-ésima posigdo é o
vértice v). Uma maneira de diminuir a codificagdo dos set forms consiste em considerar
implicitamente a existéncia de set forms contendo o vértice v em todo self-hole set de
caminhos em F(s,v) NG e codificar os demais set forms usando cadeias de comprimento
kE—1.

Uma vez que H(P) é o complemento de £(P), pode-se calcular U(v) através de:

Uw)={P € GnF(sv): N H(P) ¢ H(P)}. (4.16)
P,€GNF (5,0): Pi<dom P
O algoritmo de Irnich e Villeneuve para identificar caminhos tteis consiste em rotinas
para calcular self-hole set e para realizar as operagoes de interseccao e continéncia de
subconjuntos entre self-hole sets. A operagao de interseccao de self-hole sets é O(kpq),
onde p e ¢ sao os tamanhos dos self-hole set. Irnich e Villeneuve provaram que o nimero
de set forms obtidos como resultado de uma dessas operacoes de interseccao € limitado
a (k — 1)!?. Devido a esse limitante, ao fato de p = |H(P)|, para algum caminho P, e
|H(P)| < k?, o custo da operagao de interseccao é limitado a kk*(k — 1)1?
(k)2
Por simplicidade, considere que existem apenas dois recursos e que o segundo recurso

, ou seja, a

é tal que t?j > () para toda aresta ij.
Seja C uma seqiiéncia {Py, ..., P} de caminhos em G N F(s,v), tais que res?(P;) =
res’(Piy1), 1 < @ < t —1. Denote por I;, para 1 < j < ¢ o conjunto resultante
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da interseccao dos self-hole sets dos caminhos Pi,..., P; de uma seqiiéncia C, ou seja,
I; = N_, H(P,). Por defini¢ao, considere Iy = {(..... )}, com (..... ) denotando o set
form codificado apenas por “.”. Note que, pela definicao da operacao de interseccao,

LhoLDO...D0.

Suponha que uma seqiiéncia C satisfaca P; <gom ... <dom FP:. Neste caso, temos que
rest(Py) < rest(Py) < ... <res'(P). Logo, se I,_; = I;, para algum 1 < i < ¢, temos
que P; é um caminho inutil em C. A prova segue do fato de Pi <gom ... <dom F; €

I;,_y = I; implicar que I, 1 C H(F)).

Irnich e Villeneuve conjecturaram que a(k), ou seja, o nimero maximo de caminhos
uteis em qualquer seqiiéncia C de caminhos, é k!. A conjectura é valida para k = 2 devido
a um trabalho anterior de Houck [29]. De modo diferente, Irnich e Villeneuve mostraram
que a conjectura também vale para k& = 3 usando um digrafo chamado digrafo de
intersecgao. Calcular o valor de a(k) equivale a determinar a maior seqiiéncia C de
caminhos tais que Ip D I1... D Iog) € Pt <dom - - - <dom Pagr)- O digrafo de intersecgao é
usado para representar todas as seqiiéncias de caminhos C com a propriedade I;_; D I;,
para todo ¢ de 1 ao tamanho da seqiiéncia.

No digrafo de interseccao, cada né é um possivel conjunto resultante da interseccao
dos self-hole sets de uma seqiiéncia qualquer de caminhos em G N F(s,v) e um arco
(I;, ;) pertence ao digrafo se e, somente, se existir um caminho P em G N F(s,v) tal
que [; = ;N H(P) e I; # I;. A raiz do digrafo representa a intersec¢do do self-hole
set do caminho (s,v), ou seja, a raiz é o vértice Iy. Desta forma, um caminho orientado
(Io, I1, ..., I;) no digrafo, a partir da raiz até um né I;, define uma seqiiéncia de caminhos
C={P,..., P}, naqual cada P;, 1 <j <[, é um caminho associado ao arco (I;_1, I;).
Note que a seqiiéncia C satisfaz Iy D [; D ... D I;. Portanto, desde que a seqiiéncia de
caminhos sejam tais que res*(P;) = res*(Pg1), 1 <i <1l—1,e P, <4om --- <dom B, 0
comprimento do maior caminho orientado no digrafo dé o valor de «a(k).

Note ainda que o vértice v nao ocorre nos set form de um self-hole set de um caminho
em G N F(s,v). Logo, um unico digrafo de interseccao é suficiente para representar todas
as colegoes de caminhos em G N F(s,v), qualquer que seja o vértice v.

A Figura 4.5 mostra uma parte do digrafo de interseccao para k = 3. Uma vez que
apenas os k— 1 vértices predecessores de v em um caminho P sao relevantes para o calculo
de H(P), cada arco do digrafo é rotulado pelos k — 1 vértices predecessores de v em P.
Na figura, o simbolo mais a direita do rétulo de um arco representa o vértice que precede
imediatamente v no caminho em G N F(s,v) associado ao arco. Os simbolos a, b, c e d
sao usados para representar quaisquer vértices distintos do grafo. Por exemplo, o rétulo
ba no arco ligando o né {(..)} ao né6 {(a.), (.a), (b.)} indica que o arco esta associado aos
caminhos em G N F(s,v) da forma (s,...,b,a,v), onde b e a representam quaisquer dois
vértices distintos. Um exemplo de caminho associado a este arco é P = (s,z,y, z,v).
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(ab),(ba),(ca)

Figura 4.5: Digrafo de interseccao para 3-ciclos.

Note que H(P) = {(y.), (z.), (.z)}. Um simbolo em letra maitiscula no rétulo de um arco
é usado para representar o mesmo vértice representado pelo simbolo correspondente em
letra minuscula que ocorre no caminho orientado da raiz até aquele arco. Por exemplo,
o réotulo A no arco que liga o n6 {(a.), (.a), (b.)} ao n6 {(a.), (.a)} representa o mesmo
vértice representado por a no arco de rétulo ba, que liga {(..)} a {(a.), (.a),(b.)}. Se P é
o caminho associado ao tultimo arco, temos que A = a = z.

O caminho orientado representado pelos arcos pontilhados no digrafo da Figura 4.5
define uma sequéncia C de caminhos de comprimento k! = 6, que é o comprimento do
maior caminho orientado no digrafo e, portanto, serve como prova da validade da conjec-
tura de Irnich e Villeneuve para £ = 3. Um exemplo de seqiiéncia de comprimento 6 é
C={(s,b,a,v),(s,c,a,v),(s,a,b,v), (s, ¢ bv), (s a,cv),(sbcv)}.

O Algoritmo 9 apresenta a fungao CaminhosUteis proposta por Irnich e Villeneuve [31].
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Algoritmo 9: Algoritmo CaminhosUteis.
Input: seqiiéncia de caminhos C
Output: seqiiencia de caminhos uteis em C
1 Ordene os caminhos em C e obtenha {Py,..., P} tal que res*(P;) < res*(Piy1),
Vi=1,....t—1.
Io = {(.)}
for:=11tot do
Calcule H(FP;)
Compute [; = H(P) N I;_4
if I,_y == I; then
L Remova P; de C, pois P; é inutil

Lo N => T | B VU R )

O passo (1) do algoritmo toma tempo tlogt. Os passos (4) e (6) gastam no total
tk?, enquanto o passo (5) é limitado a tk(k!)®.. Uma vez que t é, no maximo, a(k),
tem-se que o custo do algoritmo para identificar caminhos tteis de Irnich e Villeneuve é
T(k) = a(k)(log a(k) + k* + k(k)!?).

Identificacao de Caminhos Uteis Usando Autdmatos Finitos

Nesta subsecao apresentamos um novo algoritmo para identificar caminhos tuteis. Ele
utiliza automatos finitos deterministicos para reconhecer caminhos tteis. Antes de apre-
sentar o algoritmo proposto, uma breve revisao sobre automatos ¢ discutida.

Basicamente, um autémato finito deterministico (AFD) é uma méquina de estados
projetada para reconhecer palavras de uma determinada linguagem. Dado um alfabeto,
que é um conjunto de simbolos, uma palavra consiste em uma seqiiéncia de simbolos do
alfabeto e uma linguagem é um conjunto de palavras. Dado um AFD M, L(M) representa
a linguagem reconhecida pelo automato M. A entrada de um AFD M é uma palavra w
e a saida consiste em uma resposta afirmativa caso w pertenca a L(M), ou negativa, em
caso contrario. Um AFD é formalmente definido por um quintupla M = (@, %, d, qo, F'),
onde () define um conjunto finito de estados, ¥ é o alfabeto da linguagem, ¢ é uma funcao
em QQ X X — @, qo é o estado inicial do AFD e F é o conjunto de estados finais. O
processamento de um AFD é apresentado no Algoritmo 10. Ele consiste em, a partir do
estado inicial, mudar de estado a cada simbolo da palavra de entrada, usando a funcao
de transicao 0. Quando uma transicao nao esté definida para o estado atual e o simbolo
atual da palavra de entrada, o AFD péara com resposta negativa. Caso todos os simbolos
da palavra de entrada tenham sido processados com sucesso e um estado final tenha sido
atingido, o AFD péara com resposta afirmativa.
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Algoritmo 10: Algoritmo AFD.
Input: M = (Q,%,6,qo, F), palavra w = ay . . . ay,

Output: sim, caso w pertenga a L(M) e nao, caso contrario.
4= 4o

1=1

while i <n e 34(q,a;) do

L ¢ =0(g, )

1=1+1

U ok W N =

if i <n ouq¢ F then
‘ devolva NAO

else

L devolva SIM

© 0w =N o

A idéia do novo algoritmo para identificar caminhos tteis consiste em construir um
AFD M para reconhecer a linguagem constituida por todas as seqiiéncias de caminhos
C={P,...,P) em GNF(s,0), tais que res*(B;) = res*(Piy1), 1 <i <t —1, P| <4om
coo =dom Pre Iy DIy D ... D I;. Neste caso, o alfabeto do AFD consiste no conjunto
dos caminhos elementares de comprimento k& — 1, os quais representam caminhos em
G N F(s,v). O conjunto dos estados do autémato é formado pelos nds do digrafo de
interseccao e os arcos no digrafo definem as transicoes do automato. O estado inicial é a
raiz do digrafo e o conjunto dos estados finais contém todos os estados do automato.

O algoritmo proposto é apresentado no Algoritmo 11.

Algoritmo 11: Algoritmo CaminhosUteis-AFD.
Input: seqiiéncia de caminhos C

Output: seqiiéncia de caminhos tteis em C
Ordene os caminhos em C e obtenha {Py,..., P} tal que res*(P;) < res*(Piy1),
Vi=1.. ..t—1

-

2 ¢=qo

31=1

4 while 7 <t do

5 if 39(q, a;) then
6 ‘ q=194(q,a;)

7 else

8

L Remova caminho P; de C, pois ¢ inttil

9 1=1+1
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No Algoritmo 11, os estados gy e as transicoes § sao aquelas definidas para o AFD M.
Note que o processamento nas linhas (4) a (9) correspondem ao processamento do AFD,
exceto que ele nao para quando uma transicao nao esta definida.

O tempo para processar uma palavra w em um AFD é |w|, isto é, o comprimento da
palavra [1]. No caso da palavra formada pela seqiiéncia de caminhos C, esse comprimento
é no maximo a(k), uma vez que esse valor é o comprimento do maior caminho no digrafo.
No entanto, uma vez que cada simbolo do AFD corresponde aos k — 1 vértices de um
caminho, o tempo para identificar o préximo simbolo da cadeia de entrada do AFD, ou
seja, o passo (5) do Algoritmo 11 é proporcional a k—1. Da mesma forma que no Algoritmo
9, o custo do passo (1) é a(k) log a(k) e, portanto, o custo total de CaminhosUteis usando-
se AFD é T'(k) = a(k)(log a(k) + k). Comparando-se com o custo do Algoritmo 9, houve
uma redugao de a(k)(k + k(k)!?) no valor de T'(k) ao usar AFD.

4.4.4 Anel-estrela ()-capacitado Livre de k-stream

A proibicao de k-ciclos evita a repeticao de vértices ao longo do anel, mas nao evita que
ela ocorra entre os vértices do anel e da estrela e, também, ao longo da estrela. Por
exemplo, a repeticao do vértice a no anel-estrela da Figura 4.6 nao é proibida através de
k-ciclos, qualquer que seja o valor de k. Uma forma alternativa de apertar a relaxacao do
problema escravo consiste em evitar esse tipo de repeticao.

Considere os vértices do anel-estrela formando uma tnica seqiiéncia de vértices, aqui
chamada de stream. Fixada uma orientacao dos vértices pendurados em cada vértice
num anel-estrela (R, S), existe uma tnica stream associada a (R, S), que é definida pela
ordem em que os vértices ocorrem no anel e pela orientacao dos vértices pendurados, da
seguinte forma:

e se (i,j) € R e i ocorre antes de j no anel, entdo, os vértices pendurados em j
aparecem na stream, imediatamente, apos ¢ e antes de j.

Por exemplo, a stream associada ao anel-estrela da Figura 4.6 é OacdbefabO.

@ilbifb@

Figura 4.6: Exemplo de uma stream de um anel-estrela relaxado.
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O problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado com proibicao de k-
stream (kstream-RSP) consiste em encontrar um anel-estrela relaxado @-capacitado de
peso minimo que nao contenha k-stream, ou seja, ciclos de comprimento menor ou igual
a k na stream associada ao anel-estrela. Note que, para um k fixo, proibir k-stream nao
implica necessariamente na eliminacao de k-ciclos. No entanto, alguns k-ciclos que ocor-
rem no anel podem corresponder a k-ciclos na stream e, portanto, os limitantes duais
obtidos pelo modelo do kstream-RSP podem ser mais apertados que aqueles gerados pelo
kcyc-RSP.

Uma vez que cada uma das 3 operacoes que estendem um anel-estrela aumenta em
pelo menos uma unidade o comprimento da stream associada, o algoritmo para computar
a matriz F' para passeios-estrelas livres de k-ciclos continua sendo um algoritmo Label
Setting e pode ser utilizado para encontrar caminhos minimos livres de k-streams sem
nenhuma alteracao adicional.

4.5 Desigualdades Validas

Nesta segao discutimos as desigualdades validas propostas em [4] para a formulagao com-
pacta apresentada na subsecao 4.3.1 o CmRSP. Neste trabalho, estas desigualdades sao
estendidas e utilizadas para fortalecer o modelo por cobertura de conjuntos apresentado
nas segoes anteriores dentro de um algoritmo de branch-and-cut-and-price. Nas descrigoes
das desigualdades que se seguem, considere as variaveis x, y e z definidas como no modelo
dado na subsecao 4.3.1.

4.5.1 Desigualdades de Conectividade

Desigualdades de conectividade impoem um nimero minimo de anéis com arestas no corte
0(5), onde S é um subconjunto de vértices em V’. O limitante é definido pelo dobro do
nimero de clientes em S que pertencem a anéis ou que estao pendurados em vértices em

S.

Uma desigualdade de conectividade é da forma:

Z Te > 2(yu + Z 24j ), VS C V' Vu e SNU. (4.17)
665(5) JjeCNS

Estas desigualdades, quando incluidas na formulacao compacta (CF), ajudam a impor
conectividade e, consequentemente, a evitar a formacao de subciclos, uma vez que isso
nao é garantido pela restri¢ao (4.4) quando o lado direito da restrigdo é menor que dois.
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4.5.2 Desigualdades Anel Multi-Estrela

Seja S um subconjunto de vértices em V’. As desigualdades anel multi-estrela sao obtidas
das restrigoes (4.4) e do fato de que, pelo menos, duas arestas dos anéis-estrelas devem
entrar em S nao apenas quando um cliente em S pertence a algum anel-estrela ou quando
algum cliente é pendurado a vértices em S mas, também, quando alguma aresta é usada
para ligar um vértice de S a um cliente externo a S.

As desigualdades anel multi-estrela sao definidas por:

Z Te Z %( Z y2+z Z Zij + Z ZSL’”),VS Q V/. (418)
)

e€d(S €euns ieU jeSNC; i€U\S jeS

4.5.3 Desigualdades de Capacidade

Trés desigualdades de capacidade também foram estudadas em [4] e obtidas a partir de
algum tipo de arredondamento das restrigdes (4.4). Sao elas: desigualdades Cj-anel-
capacitado, capacidade-arredondada I e capacidade-arredondada II.

C;-anel-capacitado Seja S um subconjunto de vértices de V'. As desigualdades Cj-
anel-capacitado sao obtidas pelo fato de, em algumas situagoes, o conjunto Cj, isto é,
os vértices aos quais um cliente ¢ pode se conectar, estar completamente contido em S.
Neste caso, um limitante inferior para o nimero de anéis-estrelas passando por S é dado
por:

P{ieU:@@gS}w

Usando este fato, as desigualdades Cj-anel-capacitado sao caracterizadas por:

Zxez2p{i€U:CigS}w,vsgv’:SmU;A@. (4.19)
e€d(S) Q

Considere que mod(a,b) denote o resto da divisao inteira de a por b.

O seguinte lema é usado para obter as desigualdades capacidade-arredondada I e II:

Lema 4.3. Se «, § ey sao inteiros nao-negativos com « >y e mod(c,y) # 0 entdo vale:

== 5] -
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Capacidade-arredondada I As desigualdades capacidade-arredondada I sao derivadas
de (4.4), do Lema 4.3 e do fato do somatério do lado direito de (4.4) satisfazer:

SN wi+ > w=U=00 Yzt > v

€U jes i€UNS €U jeC;\S 1€U\S

Substituindo o resultado acima em (4.4) temos que:

Z Te > 2 PU| ~ e 216%2\5 Zij + Dierns Yi)

e€d(S)

Usando o Lema 4.3 com a = |U|, 8= 3",c;; > jcons %ij T 2 icins Yi € ¥ = @, obtemos
as desigualdades capacidade-arredondada I:

> we =2 [MW _ uiev dujecns 2 ¥ Luiewns ¥

Q mod(|U], Q) VS CV i SNU#0.  (4.20)

e€dS

Capacidade-arredondada II  As desigualdades capacidade-arredondada II sao obtidas
de forma analoga as desigualdades capacidade-arredondada I. Note que

Z Z Zij + Z v =UNS|— Z Z 2,

i€UNS j€CiNS i€UNS i€UNS j€C;\S

que substituindo em (4.4) gera a seguinte desigualdade:

Z >0 PUQ S| - ZieUﬂS Zjeci\s <ij
‘- Q

e€d(S)

Usando o Lema 4.3 para a = [UN S|, B = 3 ,cns 2 jeci\s %ij € 7 = @ obtemos as
desigualdades capacidade-arredondada II:

er > 2<[|UQS\-‘ B > icUns ZjeC’i\S Zij

0 Ty PISEV i SnU £, (4.21)

e€dS

Todas as desigualdades validas descritas acima podem ser incluidas na formulagao
(SC) para apertar sua relaxagao linear, bastando para isso, reescrevé-las em termos das
variaveis \. Isso pode ser realizado utilizando-se as equagoes abaixo:

_ _ D _ p
xe—g 2N, z,-j—g sij)\pa e yi—E T Ap-

peEP peP peP



Capitulo 5

Implementacao

Neste capitulo apresentamos os detalhes de implementacao e os resultados dos testes
empiricos do algoritmo branch-and-cut-and-price para resolver o CmRSP, baseado no
modelo proposto no Capitulo 4.

5.1 Branch-Cut-and-Price

No cédigo do branch-and-price e branch-and-cut-and-price, os seguintes critérios de im-
plementagao foram adotados.

Base inicial. Uma vez que a formulagao do problema mestre do CmRSP nao possui
uma base inicial trivial, um total de |U| varidveis artificiais foram adicionadas ao modelo.
Para cada vértice i € U, uma variavel artificial ¢; é introduzida ao modelo com coeficiente 1
na restrigao de cobertura de i e com coeficientes nulos nas demais restrigoes. Um limitante
superior para o custo de uma solucao do CmRSP foi utilizado como coeficiente destas
variaveis na funcao objetivo. A base inicial é entao formada pelas varidveis artificiais e
as variaveis de folga das restricoes do modelo. Para acelerar a convergéncia da geragao
de colunas, um conjunto adicional de colunas sao colocadas na base inicial. Essa idéia é
conhecida como “povoar” a base e tem sido usada em algoritmos de geracao de colunas. As
colunas adicionais sao geradas por uma heuristica primal para o CmRSP. As colunas que
fazem parte das solugoes geradas sao usadas para povoar a base. A heuristica utiliza, em
parte, a metaheuristica Greedy Randomized Adaptative Search Procedure (GRASP) [20].

Antes da heuristica, uma breve revisao sobre GRASP é apresentada. Basicamente,
um GRASP consiste em duas fases: construtiva e busca local. Na fase construtiva,
candidatos para a construcao de uma solucao sao inicialmente ponderados segundo uma
fungao gulosa e adaptativa. Uma lista restrita de candidatos (RCL) é formada com os
candidatos melhor ponderados e um deles é selecionado aleatoriamente para ser incluido

65
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na solucao. A funcao que pondera os candidatos é adaptativa no sentido em que muda os
pesos dos candidatos a medida que a solucao é construida. Na segunda fase sao aplicadas
sucessivas operacoes de busca local para melhorar o peso da solugao construida na primeira
fase.

A heuristica utilizada para “povoar” a base consiste num algoritmo GRASP sem a
fase de busca local. Optou-se por remover essa fase por ser a mais custosa em termos
de tempo de processamento e, no caso do CmRSP, por apresentar poucos ganhos na
qualidade das solucoes geradas.

O Algoritmo 12 é um pseudocddigo em alto nivel para a heuristica proposta. A idéia do
algoritmo é construir os m anéis-estrelas iterativamente, incluindo um cliente nao coberto
em um dos anéis-estrelas a cada iteragao. Inicialmente, m anéis-estrelas sao construidos,
cada um deles cobrindo um cliente diferente. Essa etapa é realizada nas linhas (1) a (11).
RS é um vetor com m posicoes, em que cada uma delas contém as seguintes informagoes
de um anel-estrela: arestas do anel, arcos da estrela, custo do anel-estrela e o total de
clientes cobertos pelo anel-estrela. Apds a construcao dos m anéis-estrelas iniciais, cada
cliente nao coberto é iterativamente selecionado e incluido em um dos anéis-estrelas. A
escolha do candidato é realizada de forma aleatéria sob uma lista RCL de candidatos
promissores, como descrito no Algoritmo 13. Aqui, um candidato refere-se a uma das
seguintes trés operagoes (veja Figura 5.1) para estender um anel-estrela e assim cobrir um
determinado cliente:

e (a): inclusdo de arestas. Implica em incluir um cliente i entre dois vértices u e v no
anel;

e (b): inclusao de arcos. Consiste em pendurar um cliente ¢ em um vértice u que estd
no anel;

e (c): inclusao de arestas e arcos. Um Steiner j é incluido entre dois vértices u e v
no anel e um cliente ¢ é pendurado em j.

(a) incluindo arestas (b) incluindo arco (¢) incluindo arco e arestas

Figura 5.1: Operacoes para estender um anel-estrela e cobrir um cliente.
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Algoritmo 12: Heuristica Inicial.

0 N O oA W N =

10
11

12

13
14
15
16
17
18

19
20

21
22

23

24
25

26

Input: grafo G =

({0}UU UW, EUA), inteiros (), m, custos de roteamento c e de

conexao w
Output: m anéis-estrelas (Q-capacitados

Cobertos=()
for r=1 to m do

Candidatos
forije A

B Cobertos=Cob

/* Recalcula

Candidatos= ()

i

1

B C_andidatos

for i € U\ Cobertos do
v.entra={(0,1), (,0)}; v.arco={}; v.custo=cy; + c;o

= Candidatos U{v}
e j € W\ Cobertos do

v.entra={(0, 5), (7,0) }; v.arco={ij}; v.custo=co; + cjo + wi;
Candidatos = Candidatos U{v}

v=SelecionaCandidato(Candidatos)
/* inclui o candidato escolhido no anel-estrela r */
RS[r].anel=v.entra; RS[r].estrela=v.arco; RS|r].custo=v.custo; RS[r].total=1

ertos UV [v.entra] U V']v.arco]

while U\ Cobertos # () do

menor custo para incluir cada cliente n&8o coberto */

for i € U\ Cobertos do

v.custo = 0o

for r =1 to m do

if RS[r].total< @) then

for (u,v) € RS[r].anel do

/* operacao a */

f v.custo > RS|[r].custo + cy; + Cip — Cup then
v.sai = {(u,v)}; v.entra={(u, 1), (7,v) }; v.arco={}; v.local=r;
| v.custo=RS[r|.custo+c,; + ¢ip — Cuy

/* operacao b */
if iu € A e v.custo >RS[r].custo + w;, then

v.sai = {}; v.entra={}; v.arco={iu}; v.local=r;
| v.custo=RS[r].custo+w;,

for ij € A e j € W\ Cobertos do

/* operacao c */
if v.custo >RS[r].custo + c,j + ¢ji, — Cyp + w;; then

L v.sai = {(u,v)}; v.entra={(u, j), (j,v)}; v.arco={ij};

v]ocal=r; v.custo=RS[r].custo+c,; + ¢j, — Cup + Wi;

= Candidatos U{v}

/* ver continuacdo na préxima pagina */
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Algoritmo 12: Heuristica Inicial (continuacao)
12 while U\ Cobertos # () do

13
27 v=SelecionaCandidato(Candidatos)

/* inclui o candidato escolhido no melhor local */
28 v.local].anel=RS[v.local].anel +v.entra —v.sai

RS|
29 RS|v.local].estrela=RS|v.local].estrela 4v.arco
30 RS[v.]local].custo=v.custo

31 RS[v.]ocal].total=RS|v.local].total +1

32 Cobertos=Cobertos UV [v.entra] U V[v.arco]

33 Devolva RS[1],. .., RS[m]

Nas linhas (12) a (26) do Algoritmo 12, um candidato de menor peso é construido para
cada cliente ndo coberto. Em seguida, na linha (27), um dos candidatos ¢é selecionado. A
operagao selecionada ¢é entao executada, estendendo-se um dos anéis-estrelas para cobrir
um cliente. Por fim, a lista Cobertos é atualizada com os vértices que foram adicionados
ao anel-estrela na tultima operacao. Esse processo se repete até que todos os clientes
tenham sido cobertos.

Algoritmo 13: SelecionaCandidato

Input: Uma lista L

Output: um elemento de L

/* escolhe um dos candidatos promissores aleatoriamente */
menor= min{v.custo : v € L }

RCL= {v € L : v.custo < (1 + €)+menor}

Escolha aleatoriamente um elemento v em RCL

Devolva v

=W N

A construcao dos m anéis-estrelas iniciais nas linhas (1) a (11) é O(m(|U| + |A])).
Considere um cliente i nao coberto. Gerar um candidato para i pela operacao (a) ou
(b) leva tempo O(m(@), enquanto que pela operacao (c¢) é O(mQ|C;|). Logo, o tempo
gasto pelo algoritmo nas linhas (14) a (26) ¢ O(mQ|A||U]) e, portanto, o Algoritmo 12 ¢é
O(mQ|A[UP).
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Regra de Branching. A regra de branching adotada é derivada da idéia de Lysgaard
et al. [34] e baseia-se na seguinte desigualdade valida para o CmRSP:

3 ngxpzzp{iemo"gsﬂ,ngxs;m, (5.1)

e€é(S) peP Q

onde C; = C; U {i}.

O lado direito da Inequagao (5.1) totaliza o ntimero de arestas no corte (S,5) que
fazem parte da solucao. O termo |{i € U|C; C S}| contabiliza o ntimero de clientes que
precisam ser cobertos pelos vértices em S. Assim, o valor de {%_‘ ¢ um limite
inferior para o nimero de anéis-estrelas necesséarios para cobrir os clientes em S. Portanto,
o lado esquerdo da Inequacao (5.1) define o niimero minimo de arestas de cortes em (.9, S).

Denote por f(S) a diferenca entre o lado esquerdo e direito da Inequagao (5.1). Uma
vez que o valor do lado esquerdo da inequacao é sempre par, uma solucao fracionaria \*
em um né da arvore de enumeracao pode violar a inequacao causando 0 < f(S) < 2.
Neste caso, os seguintes cortes podem ser usados para branching: f(S) =0 and f(5) > 2.
A heuristica de separagao para encontrar este corte de branching segue de [4] e é descrita

pelo Algoritmo 14.

Algoritmo 14: Heuristica de separacao de cortes de branching.

Input: solucao \*, grafo G = (V, EU A)
Output: corte de branching

1 for ij € E do

2 |2 =Y ,ep aA

3 fS=00

4 forue U do

5 (8', fS") =CalculaCorte(z*, u, G)
6 if |fS —1.0] > |fS"—1.0| then
7 fS=rfs

8 S=y9

9 if fS>0c¢e fS <2 then

10 Devolva restricoes de branching:
11 D ijes(s) Lis = 2

12 B Zije&(S) ng 2 4

A idéia da heuristica consiste em procurar um subconjunto S de vértices que mais
viole a Inequacao (5.1), ou seja, tal que f(.S) mais se aproxime de 1.0. Para diminuir o



70 Capitulo 5. Implementacao

custo computacional do célculo de f(.S), computa-se o valor das variaveis, da formulagao
i
Nas linhas (3) a (8) a rotina CalculaCorte(z*, u, G) é chamada para construir um sub-
conjunto S tal que u € S e o valor f(S) mais se aproxima de 1.0. Dentre os subconjuntos

compacta, z}., para cada aresta (i, j), como descrito nas linhas (1) e (2) do Algoritmo 14.

construidos, o melhor deles é selecionado e usado para gerar as restricoes de branching
nas linhas (9) a (12).

Note que a heuristica pode falhar na procura por uma Inequagao (5.1) violada. Neste
caso, a regra de branching consiste em fixar uma aresta do grafo a participar ou nao do
anel de algum anel-estrela. As seguintes restrigoes sao adicionadas, um em cada no filho:
D pep Gy > 1 e 35 palA, <0.

A rotina CalcularCorte(z*, u, G), descrita no Algoritmo 15, consiste em um algoritmo
guloso que utiliza uma funcao peso f : V +— R para cada vértice i do grafo e representa o
incremento no valor de f(S) ao incluir ¢ em S. O algoritmo é iterativo e em cada iteragao
um vértice que da a melhor contribuicao para que fS se aproxime de 1.0 é escolhido e
incluido em S. A cada inclusao de um vértice em S, o peso de cada vértice é atualizado.
Esse processo se repete enquanto houver melhoria no valor de f(5), ou seja, enquanto
f(S) se aproximar de 1.0.

O subconjunto S ¢ inicializado na linha (1) com todos os vértices que cobrem o cliente
u e, desta forma, garantir que o lado esquerdo da Inequacgao (5.1) seja maior que zero. O
valor de f[i] computado nas linhas (5) e (6) para cada vértice i representa o incremento no
valor de fS devido as arestas de cortes que surgirao quando ¢ entrar em S e o decremento
com as arestas que deixarao de ser de corte.

Duas variaveis sao mantidas e atualizadas a cada iteracao do algoritmo para permitir
que o valor do lado direito da Inequagao (5.1) seja calculado mais rapidamente. Para
cada cliente ¢ é computado o valor de faltali], que representa o nimero de vértices que
faltam ser incluidos em S para que i esteja inteiramente coberto por vértices de .S, ou seja,
para que C; C S. Para cada vértice j é calculado o valor de contrib[j], que representa o
aumento no lado direito da Inequacao (5.1), caso o vértice j seja incluido em S.

Nas linhas (10) e (11), o valor de fS é atualizado e o vértice que apresentou a melhor
contribuicao para fS é incluido em S. Os tnicos valores de falta e contrib afetados com
a inclusao do vértice menor em S sao aqueles relativos aos vértices em Chonor U {j eU:
menor € C;} (ver linhas (12) a (20). Se menor é um cliente, tem-se que menor € Chepor €,
portanto, o valor de faltajmenor]| deve ser decrementado em uma unidade. Todo cliente
Jj coberto por menor também tem o valor de faltalj| decrementado em uma unidade,
uma vez que um dos vértices que o cobre foi incluido em S. Em ambos os casos, se
o valor de falta tornar-se igual a 1 (um), a contribui¢do (valor de contrib) de algum
vértice é incrementada. Por fim, nas linhas (21) a (22) o valor de f[i] é atualizado para
cada vértice i tendo como base o fato de que a aresta (i, menor) era contabilizada em f[i]
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Algoritmo 15: Algoritmo CalculaCorte.

Input: solucao x*, vértice u, grafo G

Output: subconjunto S C V' e valor de f(S)
1.5=0C,
2 faltali] = |C;\ S|,Vi € U
3 contriblj] = |{i € U : faltalil =1eje C;}|,Vje V'

_ * [{icU:falta[i]=0}]
4 fS= Zije&(S) T3 — 2 {#-‘

/* Calcula parte da contribuicdo de cada vértice para fS se for
incluido em S */

5 fori e V'\ S do

6 L flil = ngs T — Zjes )
/* Calcula novo fS que melhor se aproxima de 1.0 */

. dif = mingys | fS + f[i] _2( _\{jEU:falta[j]gO}\+contrib[i}-‘ _ '|{jeU:faga[j]:o}\‘ ) ~1.0]

8 while dif < |fS —1.0| do

9 menor =
arg min;ey g |fS+ fli] — 2( ‘{jEU:falta[j}C:?O}|+contrib[i]-‘ . |{jEU:faé.2ta[j]:O}\ ) ~1.0]
/* Atualiza fS */

fS = fS+ flmenor] — 2( {‘{jEU:falta[ﬂ=05|+C°ntrib[men°ﬂ—‘ _ P{jevzfagam:oﬂ )

10
11 S =S + {menor}
/* Atualiza contribuigio de cada vértice */

12 if menor € U then

13 falta[menor| = faltajmenor| — 1
14 if faltamenor| =1 then

15 for j € Crenor \ S do

16 | contrib|j] = contribl[j] + 1
17 for i € U : menor € C’Z do

18 falta[i] = faltai] — 1

19 if faltali] =1 then

20 | contribli] = contribli] + 1

21 forie V'\ S do

22 L f[Z] = f[l] - 2'T;'k,menor

/* Calcula novo fS que melhor se aproxima de 1.0 */
23 dif =

minieV\S |fS + f['l] N 2( ’V\{jEU:falta[j}gO}|+contrib[i}-‘ _ ’V\{jEU:faéta[j}:O}r‘ ) o 10|

24 D_evolva (S, fS)
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como uma futura aresta de corte (quando i fosse adicionado a S) e também j& esta sendo
contabilizada em fS como uma aresta de corte.

Os célculos nas linhas (1) a (3) sao O(|A|), enquanto as linhas (4) a (6) tomam tempo
O(|V?). O lago da linha (8) se repete no mdximo |V| vezes e, portanto, uma vez que as
operagoes internas ao lago tomam tempo O(|V]), tem-se que as linhas (8) a (23) levam
tempo O(|V]?). Logo, a complexidade de tempo da heurfstica de separagao de cortes de
branching é O(|U||V|?).

Calculo do Limitante Dual de um N6. Durante a operacao de branching, a relaxacao
linear de cada novo né é otimizada e, entao, uma unica iteracao da geragao de colunas é
processada para que o célculo do limitante dual de Lasdon [32] (ver Capitulo 2) possa ser
efetuado. O limitante dual do né é, entao, escolhido como o maior entre o limitante de
Lasdon e o limitante dual do né pai.

Selecao de N6. O limitante dual em cada né da arvore de enumeragao ¢ utilizado como
critério para selecionar o proximo no ativo da arvore de branch-and-bound a ser otimizado.
O no6 ativo com menor limitante dual é selecionado.

Pricing. No passo de pricing, nem toda coluna de custo reduzido negativo encontrada
é adicionada a formulacao do problema mestre reduzido. Uma coluna de custo reduzido
negativo é adicionada somente se o anel-estrela correspondente a coluna: (1) ndo é um
anel-estrela relaxado; ou (2) tiver o menor custo reduzido dentre todos os anéis-estrelas
com mesma extremidade (correspondentes as colunas geradas).

Método de Estabilizagao Nenhum dos métodos de estabilizacao discutidos no Capitulo
2 foram habilitados, uma vez que testes preliminares indicaram que a inclusao destes
métodos nao foi 1til para acelerar a convergéncia do método da geracao de colunas nesta
implementacao.

5.2 Rotinas de Separacao

No algoritmo branch-and-cut-and-price separamos as seguintes desigualdades validas:
desigualdades de conectividade (4.17), de anel multi-estrela (4.18), Cj-anel-capacitado
(4.19), capacidade-arredondada I (4.20) e as capacidade-arredondada II (4.21) descritas
na Secao 4.5. Para separar essas desigualdades, utilizamos as mesmas rotinas de separacao
descritas em [4], exceto que as desigualdades capacidade-arredondada II violadas foram
separadas usando a mesma estratégia descrita em [4] para separar as desigualdades Cj;-
anel-capacitado. Esta secao descreve tais rotinas em mais detalhes.
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Dada uma solu¢do 6tima do problema mestre restrito (z*,z*,y*), considere G* =
(V*, E*) o grafo suporte correspondente, onde V* = {0UV*, V* ={i e V' : yf > 0} e
E*={(i,j) € E:x}; >0}

Separacgao das desigualdades de conectividade. Seja u um vérticeem U e S C V',

Uma vez que yu + D ico, 2uj = 1 € D ico, 2uj = D jecuns ui T 2jec,\s Zuj> teMOS que

Yt Y mg=1— Y oz

JjeCNS jECu\S

Logo, a desigualdade (4.17) pode ser reescrita na seguinte forma:

D wme+2yut+ Y zy) 22VSCV VueSnU.

e€8(S) FECL\S

Para encontrar a desigualdade (4.17) mais violada por (z*, z*, y*) resolve-se o problema
de corte 0 — u minimo sob o grafo nao-orientado e capacitado G = (V,E), onde V =
(V*NV")eE={(i,j) € E*:i,j € V}. Toda aresta (i, j) é associada a uma capacidade
de zj;, exceto as arestas (u, j) que tém capacidade de z7, ; + 2z}

Seja (S, V '\ S) um corte 0 — v minimo em G com u € S. Logo, se a capacidade
do corte for estritamente menor que 2, o conjunto S define a desigualdade (4.17) mais
violada. Por outro lado, se a capacidade do corte minimo for maior ou igual a 2 nao existe

desigualdade (4.17) violada por (z*, z*, y*).

Separagao das desigualdades anel multi-estrela. Uma vez que

Zeea(S) Le = ZieV\S Zjes Lij

=D ict\s 2ujes Tij T Diev\(sur) 2ajes Tid

Z(?JH‘ Z Zij + Z ) = U],

U JeC;NS JeC\S

a desigualdade (4.18) pode ser reescrita na seguinte forma:

SN iy ( 1—— )Y Y )+ ZZ vscv’

ieV\(SWU) jes 1€U\S jes €U jeC;\S

Considere o grafo orientado capacitado G = (V, E), com V = (V*NV')U{t}, onde t é
um vértice destino ficticio e £ = {(i, j), (j,i) : 4,5 € V, (i,§) € E*}U{(4,t) : j € V*NV'}.
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*
157

Cada arco (i,7), i,7 # t, tem capacidade (1 —2/Q)z
cada arco (j,t) tem capacidade (2/Q) >,y 275

Se (S,V\ S) é um corte 0 — ¢t minimo em G com capacidade estritamente menor
que 2|U|/Q entao o conjunto S\ {t} define a desigualdade (4.18) mais violada. Caso a
capacidade do corte seja menor ou igual a 2|U|/Q, ndo existe tal desigualdade violada

por (x*, z*, y*).

se 1 € U, caso contrario, z};, e

*
i)

Separacao das desigualdades de capacidade. A desigualdade (4.20) pode ser rees-
crita na seguinte forma:

Za:e—l—oz(z Z Zij + Z y;)) > B,VS CV' :SNU # 0.
e€dS €U jeV\S i€U\S
onde o = 2/mod(|U1,Q) e =2 [(]|U|/Q).
Dados a e (3, a desigualdade (4.20) mais violada pode ser encontrada resolvendo-se
o corte 0 — ¢ minimo sobre o grafo nio-orientado e capacitado G = (V,E) com V =
(V*N V"YU {t}, onde t é um vértice destino ficticio e £ = {(i,j) € E* : i, € VIU{(j,1) :
Jj € V*NV'}. Toda aresta (j,t) é associada a uma capacidade a' ), zj, se j € W
ou a a(d . 2j +yj), se j € U, e as demais arestas (7, j) a capacidade de zj;. Seja
(S, V'\ S) um corte 0 — ¢ minimo em G e suponha que t € S. Se a capacidade do corte for
estritamente menor que /3, temos que o conjunto S = S\ {t} define a desigualdade (4.20)
mais violada. Por outro lado, nenhuma desigualdade violada existe caso a capacidade de
corte seja maior ou igual a [3.

5.3 Instancias de Teste

Os testes foram realizados sobre trés classes de instancias, denotadas por A,B e C. As duas
primeiras classes sao definidas em [4]. A terceira classe foi definida para conter instancias
com um numero maior de conexoes. Cada uma das classes contém 96 instancias geradas
a partir das instancias eilb1.tsp, eil76.tsp e eil101.tsp da TSPLIB [45], conforme
especificado em [4]. As instancias denominadas por eil26.tsp contém 26 vértices e
foram geradas a partir dos 26 primeiros pontos de eil51.tsp.

As instancias da TSPLIB contém as coordenadas de um conjunto de pontos no plano.
Cada ponto é associado a um vértice do grafo. Seguindo o padrao adotado por Baldacci
et al. em [4], o primeiro ponto define as coordenadas do depédsito. Os préximos |U| pontos
definem os clientes e os restantes, os pontos de Steiner. Um grupo de instancias é gerado
a partir das instancias da TSPLIB e de dois parametros, a e m, da seguinte forma. O
total de clientes, ou seja, |U|, é dado por [a(n —1)], com « € {0.25,0.5,0.75,1.0}. A
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|U]
0.9m

m € {3,4,5,7,10,14}. Instancias geradas com @ = 1 sao desconsideradas.
Os custos de conexao w;; e de roteamento ¢;; de um par de vértices i e j sao definidos

capacidade @) do anel-estrela é definida por [ W e o total de anéis-estrelas é fixado em

com base na distancia euclidiana das coordenadas dos pontos associados aos vértices, e;;.
Os custos sao inteiros e sao obtidos pelo arredondamento da distancia euclidiana. Dois
tipos de instancias foram geradas para cada uma das classes, dependendo da funcao de
distancia usada no arredondamento. Os padroes EUC_2D e CEIL_2D da TSPLIB [45] foram
utilizados como funcao de distancia.

No padrao EUC_2D, a distancia euclidiana é arredondada para o inteiro mais proximo,
enquanto que na CEIL_2D ¢ feito o arredondamento para cima. No caso das instancias
usando o padrao CEIL_2D, os custos sdo obtidos pelas férmulas ¢;; = (3 * [e;;] e w;; =
(10 — ) * [e;;]. Este arredondamento garante que as desigualdades triangulares sejam
satisfeitas pelos custos. Ja no caso das instancias com padrao EUC_2D, os custos sao obtidos
por ¢;; = 3+ round(e;;) € w;; = (10 — ) * round(e;;).

O padrao EUC_2D foi usado por Baldacci et al. nos experimentos reportados em [4] e um
pés-processamento sobre as distancias euclidianas e;; € executado apds o arredondamento,
como descrito no Algoritmo 16, que nos foi repassado por comunicagao pessoal. Mais
adiante, veremos que contrariamente ao que foi dito, este procedimento nao garante que
as desigualdades triangulares sejam satisfeitas.

Algoritmo 16: Triangularizacao.

Input: custos ¢;;, para toda aresta ij de um grafo G = (V, E)
Output: custos ¢;; modificados tais que ¢;; < ¢, + ¢yj, Vi, j,v € V
mudou = true
while mudou do
mudou = false
for i,7,v €V do

if ¢;; > ¢ + ¢y; then

Cij = Ciy T Cyj
L mudou=true

b =R B VU VN

Em ambos os casos, o valor de 5 depende da classe de instancia. Nas classes A e C,
o valor de 3 é fixado em 5, ou seja, os custos de conexao e os custos de roteamento para
um mesmo par de vértices sao iguais. Na classe B, o custo de roteamento é mais caro que
o custo de conexao. Neste caso, o valor de 3 foi fixado em 7, seguindo o mesmo padrao
de [4].

Nem todo par de vértices define uma conexao. Uma conexao ij é definida na instancia
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apenas se o custo da conexao for menor ou igual a um limitante, definido por um percentual

da média dos custos de conexao. Este limitante é dado por fator *(Z Z w;;) /(U] *
ieU jev!

(V| —2)). O valor de fator usado em [4] é 0.2 e foi utilizado para definir as conexdes

nas classes A e B. Para a classe C' foi utilizado um fator de 0.5.

A Tabela 5.1 retne as configuragoes de cada uma das instancias geradas no padrao
CEIL_2D que foram utilizadas nos experimentos. A coluna inst indica a instancia da
TSPLIB utilizada para gerar a instancia teste. Para cada valor de n, o e m, as colunas
|U|, @ mostram o total de clientes e a capacidade dos anéis-estrelas, conforme especificado
anteriormente. A coluna |A!| representa o total de conexoes vdlidas em cada instancia da
classe A e B, enquanto a coluna |A?%| d4 o total de conexdes para instancias da classe C.
Note que a classe C retine instancias com um numero alto de conexoes, conforme desejado.

5.4 Resultados Computacionais

Para fins de comparagao, implementamos um algoritmo branch-and-cut, aqui denotado
por BC, baseado no algoritmo proposto por Baldacci, Del’Amico e Salazar [4]. O codigo
BC ¢é mais simples que o descrito em [4], ndo fazendo uso de heuristica primal e nem
de strong branching. Utilizamos as seguintes familias de desigualdades vélidas descritas
em [4] para separar pontos fracionarios: desigualdades de conectividade, anel multi-estrela
e de capacidade (veja inequagoes (4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.21) na Secao 4.5). Essas desi-
gualdades foram separadas usando-se as mesmas rotinas de separacao utilizadas pelo nosso
algoritmo branch-and-cut-and-price e que estao descritas na Secao 5.2. O intuito com essa
implementacao foi permitir uma avaliacao mais justa entre os algoritmos branch-and-cut
e branch-and-cut-and-price para o CmRSP.

Os algoritmos branch-and-cut e branch-and-price foram implementados na linguagem
C e compilados com gcc 4.1.2. O branch-and-cut utiliza a biblioteca do Xpress-MP versao
17.01.01 para implementar todo o suporte de branch-and-cut enquanto o algoritmo branch-
and-price utiliza apenas o resolvedor de programacao linear do Xpress-MP para obter as
relaxagoes lineares.

Os experimentos foram realizados em um Pentium IV 3.4GHz com 4GB de RAM
rodando Linux 2.6.24.

O algoritmo branch-and-price foi avaliado por trés implementacoes diferentes, cada
uma delas usando uma relaxacao diferente para o subproblema de pricing. O primeiro
c6édigo, chamado BPr, resolve o subproblema de pricing relaxado, conforme discutido
na Secao 4.4.2. Os outros dois, chamados BP3c e BP3s, resolvem, respectivamente, o
problema do anel-estrela relaxado ()-capacitado com proibicao de k-ciclos e o problema
do anel-estrela relaxado ()-capacitado com proibicao de k-streams, ambos para k = 3.
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inst n o m (U Q |AY |4%]| Inst n o m U Q |AY |A?
eil26 26 025 3 6 3 0 25 | el76 76 025 3 18 7 11 198
4 6 2 0 25 4 18 5 11 198

5 6 2 0 25 5 18 4 11 198

05 3 12 5 0 48 7T 18 3 11 198
4 12 4 0 48 10 18 2 11 198

5 12 3 0 48 14 18 2 11 198

7T 12 2 0 48 05 3 37 14 24 442

10 12 2 0 48 4 37 11 24 442
0.7 3 18 7 0 72 5 37T 9 24 442
4 18 5 0 72 T 37T 6 24 442

5 18 4 0 72 10 37 5 24 442

7 18 3 0 72 14 37 3 24 442

10 18 2 0 72 0.75 3 56 21 46 651

14 18 2 0 72 4 56 16 46 651

1 3 25 10 O 94 5 56 13 46 651
4 25 7 0 94 7T 56 9 46 651

5 25 6 0 94 10 56 7 46 651

7T 25 4 0 94 14 56 5 46 651

10 25 3 0 94 1 3 75 28 70 846

14 25 2 0 94 4 75 21 70 846

5 75 17 70 846

7T 75 12 70 846

10 7 9 70 846

14 7 6 70 846

eil51 51 025 3 12 5 2 96 | eill01 101 025 3 25 10 22 415
4 12 4 2 96 4 25 7T 22 415

5 12 3 2 96 5 26 6 22 415

7T 12 2 2 96 7T 25 4 22 415

10 12 2 2 96 10 25 3 22 415

05 3 25 10 5 200 14 25 2 22 415
4 25 7 5 200 05 3 50 19 77 754

5 25 6 5 200 4 50 14 77 754

7 25 4 5 200 5 50 12 77 754

10 25 3 5 200 7 50 8 77T 754

14 25 2 5 200 10 50 6 77 754
075 3 37 14 6 283 14 50 4 77 754
4 37 11 6 283 0.7 3 75 28 134 1135

5 37T 9 6 283 4 75 21 134 1135

7 37T 6 6 283 5 75 17 134 1135

10 37 5 6 283 T 75 12 134 1135

14 37 3 6 283 10 75 9 134 1135

1 3 50 19 12 366 14 7 6 134 1135
4 50 14 12 366 1 3 100 38 194 1700

5 50 12 12 366 4 100 28 194 1700

7 50 8 12 366 5 100 23 194 1700

10 50 6 12 366 7 100 16 194 1700

14 50 4 12 366 10 100 12 194 1700

14 100 8 194 1700

Tabela 5.1: Configuracao das instancias testes do padrao CEIL 2D.
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Um automato finito deterministico para reconhecer caminhos tteis foi incorporado na
implementacao BP3s no lugar do algoritmo de interseccao de set forms, conforme discutido
na Secao 4.4, e é chamado aqui por BP3sA.

A Tabela 5.2 resume os resultados computacionais das quatro implementagoes do BP
para resolver as instancias da classe A usando-se a distancia CEIL_2D. As instancias estao
descritas pelas colunas inst, m, U e Q, que correspondem ao nome da instancia, o total
de anéis, o numero de clientes e a capacidade dos veiculos, respectivamente. O valor
da melhor solugao inteira encontrada por algum dos algoritmos ou pela heuristica inicial
é mostrado na coluna z*. A coluna raiz representa o percentual de z* em relacdo ao

limitante dual obtido na raiz da arvore de branch-and-bound por cada um dos algoritmos.

! raiz? e raiz?®, que os limitantes duais obtidos com

Pode-se notar pela colunas raiz
o modelo de set covering sao bastante apertados, mesmo no modelo relaxado. A melhora
no limitante ao usar as relaxac¢oes com proibicao de k-ciclos e k-streams fica mais evidente

nas instancias eilbl.tsp e eil76.tsp.

Na Tabela 5.3 é apresentado um comparativo entre pares de codigos BP. Para cada
par de cédigo sao apresentadas trés informacoes, que referem-se a média de desempenho
em cada grupo de 9 instancias com um mesmo numero de vértices. As trés colunas
em cada cabegalho Cédigo A x Cédigo B tém o seguinte significado. A coluna GAP
representa a reducao média do gap de dualidade obtida pelo Cédigo B em relacao ao
Cédigo A, tomando-se todas as instancias nao resolvidas na otimalidade por ambos os
cbdigos. Para obter a reducao média do gap, calcula-se a reducao do gap de dualidade,
dado pela diferenca do gap de dualidade obtido pelo C6digo A e pelo Cédigo B, em cada
instancia e computa-se a média delas. Desta vez, considerando-se apenas as instancias
em que ambos os c6digos encontraram a solugao 6tima, a coluna TIME mostra a taxa de
speed-up médio, que é definida pela média dos tempos de execucao do Cédigo A dividida
pela média dos tempos de execugao do Cédigo B. O contetido da coluna OPT é da forma
x/y, onde y é o numero de instancias resolvidas na otimalidade pelo Cédigo Bey—z é o
total de instancias resolvidas pelo Cé6digo A. Com estas defini¢oes, algumas entradas da

tabela podem ser indefinidas e sao indicadas pelo simbolo “*”.

Nota-se que quanto melhor é a relaxacao do subproblema de pricing maior é o nimero
de instancias resolvidas na otimalidade. O uso de um problema relaxado mais apertado
também ajuda a reduzir o tempo total de processamento.

Com relacao aos codigos BP, nota-se que o desempenho geral melhora a medida em
que se utiliza uma relaxacao mais apertada no subproblema de pricing. Inspecionando
a coluna OPT nos dois primeiros grupos de colunas, nota-se que quanto mais comple-
xas as estruturas proibidas na relaxagao, maior é o nimero de instancias resolvidas na
otimalidade. O ganho é mais evidente quando se compara a coluna TIME. Relaxagoes
mais apertadas levam a speed-ups mais altos de tempo de execucao. Isto pode ser ex-
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‘ inst ‘ m‘ U ‘ Q ‘ A ‘ raiz! ‘ raiz? ‘ raiz? ‘
eil26.tsp | 3 | 12| 5 | 254 | 96.6% | 99.4% | 99.4%
eil26.tsp | 4 |12 | 4 | 271 | 99.4% | 100.0% | 100.0%
eil26.tsp | 5 | 12 | 3 | 304 | 100.0% | 100.0% | 100.0%
eil26.tsp | 3 |18 | 7 | 312 | 96.2% | 97.7% | 97.7%
eil26.tsp | 4 | 18 | 5 | 349 | 98.0% | 99.9% | 99.9%
eil26.tsp | 5 | 18 | 4 | 387 | 99.2% | 99.6% | 99.6%
eil26.tsp | 3 | 25| 10 | 346 | 96.3% | 98.0% | 98.0%
eil26.tsp | 4 | 25| 7 | 379 | 97.1% | 99.0% | 99.0%
eil26.tsp | 5 | 25| 6 | 398 | 100.0% | 100.0% | 100.0%
eil5l.tsp | 3 | 25| 10 | 343 | 92.2% | 95.3% | 98.0%
eilbl.tsp | 4 | 25| 7 | 378 | 94.0% | 97.1% | 98.9%
eilbl.tsp | 5 | 25| 6 | 395 | 98.4% | 99.7% | 100.0%
eilbl.tsp | 3 | 37| 14 | 406 | 93.3% | 95.2% | 98.0%
eilsl.tsp | 4 | 37 | 11 | 437 | 93.5% | 954% | 98.0%
eil5l.tsp | 5 | 37| 9 | 467 | 94.1% | 96.5% | 98.2%
eil5l.tsp | 3 | 50| 19 | 496 | 95.7% | 96.5% | 96.7%
eil5l.tsp | 4 | 50 | 14 | 530 | 96.1% | 97.3% | 97.5%
eil51l.tsp | 5 | 50 | 12 | 560 | 95.8% | 97.0% | 97.3%
eil76.tsp | 3 | 37| 14 | 469 | 83.5% | 84.8% | 88.4%
eil76.tsp | 4 | 37| 11 | 490 | 89.4% | 90.9% | 93.6%
eil76.tsp | 5 | 37| 9 | 501 | 97.0% | 99.3% | 100.0%
eil76.tsp | 3 | 56 | 21 | 575 | 81.3% | 82.0% | 85.4%
eil76.tsp | 4 | 56 | 16 | 626 | 81.6% | 82.6% | 85.1%
eil76.tsp | 5 | 56 | 13 | 584 | 95.2% | 96.9% | 98.8%
eil76.tsp | 3 | 75| 28 | 618 | 94.5% | 95.2% | 97.8%
eil76.tsp | 4 | 75| 21 | 758 | 81.6% | 82.2% | 84.0%
eil76.tsp | 5 | 75| 17 | 811 | 81.3% | 82.0% | 83.7%

Tabela 5.2: Limitantes duais na raiz obtidos pelos algoritmos (1) BPr, (2) BP3c e (3) BP3s
nas instancias com distancia CEIL_2D da classe A
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BPr x BP3c BP3c X BP3s BP3s x BP3sA
st GAP TIME OPT GAP TIME OPT GAP TIME OPT
eil26 * 3.4 0/9 * 0.9 0/9 * 3.1 0/9
eilbl 0.9 8.1 0/2 0.5 18.8 3/5 0.3 2.6 1/6
eil76 0.9 * 1/1 3.1 45.0 0/1 0.3 2.7 0/1

Tabela 5.3: Resumo comparativo entre os cédigos BPr, BP3c, BP3s e BP3sA.

plicado pelo fato de que os limitantes duais das relaxagoes tornam-se mais apertados, o
que permite podar mais cedo a arvore de enumeracao. Isso pode ser confirmado pela
reducao do gap de dualidade, mostrado nas colunas GAP, que embora pequenas, sempre
ocorrem. Destes resultados, pode-se concluir que BP3s domina os outros dois codigos de
BP avaliados. Para ter uma implementacao mais eficiente deste cédigo, avaliamos o uso
do AFD descrito na Secao 4.4.3. O ganho de desempenho com o uso do AFD pode ser
notado na coluna TIME. O BP3s ¢é aproximadamente 3 vezes mais lento que BP3sA. Essa
diferenca de desempenho fica mais evidente na Figura 5.2, onde comparamos o numero
de nds explorados na arvore de enumeragao (em (a)) e o percentual do tempo total gasto
com o subproblema de pricing (em (b)). Houve uma redugao para aproximadamente 30%
no percentual de tempo gasto com geracao de colunas, ao usar o AFD. Essa reducao de
tempo permitiu ao BP3sA explorar uma porc¢ao maior do espaco de solugoes e, assim,
diminuir o gap de dualidade e resolver uma instancia a mais na otimalidade.

Uma vez que temos identificado o BP3sA como a melhor implementacao do nosso BP,
comparamos este codigo com o cédigo BC. Na Tabela 5.4 é apresentado um comparativo
entre o codigo BP e BC. As colunas do cabecalho desta tabela sao como definidas na
Tabela 5.3.

BC x BP3sA

mst GAP TIME OPT

il26 ¥ 17 0/9
eil51 0.7 04 -1/6
cil76 0.0 * 11

Tabela 5.4: Resumo comparativo entre os cédigos BP3sA e BC.

Os dados mostrados na Tabela 5.4 nao sao tao claros. Uma inspe¢ao mais minuciosa
revela que os dois cédigos se comportam de forma muito diferente um do outro. Embora
um mesmo nimero de instancias tenham sido resolvidas na otimalidade pelos dois codigos,
ha variagdo nas instancias em que a otimalidade foi comprovada por cada algoritmo e
o tempo total gasto por cada um deles. Na Figura 5.3(a), considerando-se apenas as
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Figura 5.2: Comparacao entre os cédigos BP3s e BP3sA.

instancias resolvidas a otimalidade por ambos os cddigos, sao ilustrados quantas vezes
cada codigo foi mais rdpido que o seu oponente. Embora um nimero maior de instancias
tenham sido resolvidas mais rapido pelo BP3sA, a taxa de speed-up nao é expressiva em
alguns casos, como pode ser notado na Figura 5.3(b). Nessa figura, mostramos a taxa
de speed-up médio para cada cédigo naquelas instancias em que ele foi o mais rapido.
Os resultados mostram que nenhum dos dois cédigos domina o outro. Ha instancias que
parecem ser mais adequadas ao uso do BC do que do B3sA e vice-versa.

Embora o desempenho médio de BP3sA nao tenha sido melhor que BC, o limitante
dual gerado pela sua relaxacao linear na raiz da arvore de enumeracao foi quase em sua
totalidade (exceto por uma instancia) mais apertado que o do BC. A Figura 5.4(a) mostra
o percentual de melhoria no limitante dual e a Figura 5.4(b) o total de instancias com
limitante dual na raiz da arvore de enumeracao mais apertado para cada cédigo.

Com base nessas analises, passamos a realizar experimentos para comparar o desem-
penho de um algoritmo BCP, que tenta explorar a vantagem do limitante dual apertado
dado pelo modelo de set covering do algoritmo BP e os cortes do algoritmo BC.

Inicialmente, comparamos o desempenho do BP e do BCP nas instancias da classe
A, cujos resultados estao sumarizados na Tabela 5.5. As colunas na Tabela 5.5 tém
os mesmos significados que aquelas na Tabela 5.3. O algoritmo BCP apresentou um
desempenho superior ao BP em todos os aspectos avaliados. Em especial, BCP resolveu
3 instancias da Classe A na otimalidade a mais e foi em média 3 vezes mais rapido que



82

OBr3sA BIBC

Z

instancias com melhor tempo

3

eil26.tsp  eil51.tsp

€il76.tsp

(a) Total de instancias melhores

17.8

speed-up

1.7
A

Capitulo 5. Implementacao

18.5

14.2

\
eil26.tsp

eil51.tsp

eil76.tsp

(b) Taxa de speedup

Figura 5.3: Comparacao entre BP3sA e BC.

6.6

| Osrasa BBC
©
2 —
§ E p
S 3.1 )
2 <
o ]
= 18 N 9
Ko . E
5 = 8
< o
B £

[}
E £
X *

\ \ \ \
eil26.tsp eil51.tsp €il76.tsp eil26.tsp eil51.tsp eil76.tsp

(a) percentual de melhoria

(b) total de instancias melhores

Figura 5.4: Comparativo do limitante dual gerado por BP3sA e BC.



5.4. Resultados Computacionais 83

18.1 3
= ©
= =
© c
0 13.2 =
s E
E 5
@ = @BC
o 6.4 e 23 24 24
o s Oscp
8 =
] S 16
1S 1.8 2
°\° l_l
\ \ \ \ \ \ \ \
eil26.tsp eil51.tsp eil76.tsp eil101.tsp eil26.tsp eil51.tsp eil76.tsp eil101.tsp
(a) percentual de melhoria (b) total de instancias melhores

Figura 5.5: Comparativo do limitante dual gerado por BCP e BC na classe A.

BP.

BP x BCP (Classe A)

inst GAP TIME OPT
eil26.tsp * 2.5 0/9
eil51.tsp 1.0 5.9 2/8
eil76.tsp 0.7 1.5 1/2
eil101.tsp * * 0/0

Tabela 5.5: Resumo comparativo entre os codigos BCP e BP em 36 instancias da Classe A.

Os resultados evidenciaram a superioridade de desempenho de um algoritmo BCP
em relacao a um algoritmo BP. Em seguida, passamos a realizar testes para comparar o
desempenho do BCP e de um BC.

O algoritmo BCP apresentou um desempenho em geral melhor que o algoritmo BC.
Conforme esperado, o limitante dual obtido na raiz da arvore de branch-and-bound foi
sempre mais apertado nos experimentos que fizemos. A Figura 5.5(b) mostra o total de
instancias da classe A com melhor limitante dual gerado na raiz por cada algoritmo. Em
alguns casos, este limitante foi apertado o suficiente para fechar o gap de otimalidade na
raiz da arvore de branch-and-bound. O percentual de melhoria no valor desse limitante é
mostrado na Figura 5.5(a).

As Tabelas 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11 apresentam os desempenhos dos algoritmos
BCP e BC para as instancias das classes A, B e C, respectivamente. As colunas sdao como
descritas na Tabela 5.2, exceto as colunas gap, time e nodos. Aqui, a coluna gap reporta
o percentual do gap entre z* e o valor do melhor limitante dual obtido pelo algoritmo. O
tempo total gasto em segundos é mostrado na coluna tempo. A coluna nodos representa
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Figura 5.7: Comparativo do limitante dual gerado por BCP e BC na classe C.

o total de nés explorados na arvore de branch-and-bound.

Sumarizando os resultados das Tabelas 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11, temos que o
ganho com limitantes duais mais apertados também ¢é evidente quando se compara o gap
final nas instancias nao resolvidas na otimalidade por ambos os algoritmos. Em apenas 5
das 26 instancias em aberto, o BC teve um gap final menor. A média dos tempos gastos
pelo BCP para resolver na otimalidade as instancias da classe A com 51 vértices foi 3.6
vezes menor que a do BC e o total de instancias resolvidas na otimalidade foi bem mais
expressivo (26 instancias a mais foram resolvidas na otimalidade pelo BCP).

As Figuras 5.6 e 5.7 apresentam os mesmos dados comparativos que as Figuras 5.5,
mas para as classes B e C, respectivamente. Nota-se que instancias da classe C sao mais
dificeis que instancias da classe A e B, e, ainda assim, o BCP gerou limitantes duais na
raiz mais apertados do que o BC.
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inst m U Q z*¥ gap' gap? tempo' tempo?’ nodos' nodos? raiz'! raiz’
eil26.tsp 3 6 3 178 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 178.0 173.9
eil26.tsp 4 6 2 198 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 198.0 195.0
eil26.tsp 5 6 2 215 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 215.0 215.0
eil26.tsp 3 12 5 254 0.0 0.0 0.0 0.8 2 23 252.5 246.7
eil26.tsp 4 12 4 271 0.0 0.0 0.0 0.3 1 6 271.0 268.6
eil26.tsp 5 12 3 304 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 304.0 300.8
eil26.tsp 7 12 2 373 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 373.0 368.9
eil26.tsp 10 12 2 429 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 429.0 429.0
eil26.tsp 3 18 7 312 0.0 0.0 0.7 4.2 25 108 306.7 297.5
eil26.tsp 4 18 5 349 0.0 0.0 0.1 2.5 2 30 348.5 339.7
eil26.tsp 5 18 4 387 0.0 0.0 0.1 3.8 5 79 385.5 370.2
eil26.tsp 7 18 3 462 0.0 0.0 0.0 1.6 1 44 462.0 449.0
eil26.tsp 10 18 2 590 0.0 0.0 0.0 0.3 1 5 589.5 586.2
eil26.tsp 14 18 2 680 0.0 0.0 0.0 0.1 1 1 680.0 680.0
eil26.tsp 3 25 10 346 0.0 0.0 4.1 6.4 58 266 339.9 336.5
eil26.tsp 4 25 7 379 0.0 0.0 0.2 2.3 3 55 378.2 372.0
eil26.tsp 5 25 6 398 0.0 0.0 0.1 2.0 1 35 398.0 390.4
eil26.tsp 7 25 4 490 0.0 0.0 0.1 8.1 2 79 489.0 474.4
eil26.tsp 10 25 3 601 0.0 0.0 0.0 4.1 1 78 601.0 575.7
eil26.tsp 14 25 2 771 0.0 0.0 0.0 0.1 1 1 771.0 771.0
eil5l.tsp 3 12 5 254 0.0 0.0 0.2 47.2 3 195 252.3 237.0
eilbl.tsp 4 12 4 271 0.0 0.0 0.1 2.3 1 11 271.0 254.7
eilbl.tsp 5 12 3 303 0.0 0.0 0.1 3.2 1 11 303.0 280.8
eilbltsp 7 12 2 373 0.0 0.0 0.1 3.8 1 11 373.0 337.8
eil5l.tsp 10 12 2 420 0.0 0.0 0.1 1.6 1 7 420.0 398.0
eil5l.tsp 3 25 10 343 0.0 0.0 5.9 86.5 43 690 338.4  328.5
eil5l.tsp 4 25 7 378 0.0 0.0 1.3 80.4 16 352 376.6 347.7
eilsl.tsp 5 25 6 395 0.0 0.0 0.2 4.6 1 13 395.0 371.4
eilbl.tsp 7 25 4 489 0.0 0.0 0.2 175.9 3 0 488.0 446.7
eilsl.tsp 10 25 3 595 0.0 0.0 0.1 47.6 1 175 595.0 535.6
eilbl.tsp 14 25 2 769 0.0 0.0 0.1 5.3 1 19 769.0 717.5
eilbl.tsp 3 37 14 406 0.0 0.0 34.2 6.9 27 42 400.8 396.8
eilbl.tsp 4 37 11 437 0.0 0.0 7.2 71.4 16 478 434.5 417.2
eilbl.tsp 5 37 9 467 0.0 0.2 67.8 1801.1 377 11237 459.1 436.4
eilbltsp 7 37 6 547 0.0 1.1 5.8 1801.1 91 8143 541.4 490.5
eilbl.tsp 10 37 5 626 0.0 1.1 10.0 1801.1 199 7725  619.4 583.3
eilbl.tsp 14 37 3 829 0.0 0.0 1.0 898.5 39 3150 824.4 768.0
eil5l.tsp 3 50 19 496 0.6 0.0 1800.2 136.2 351 1878  487.1 485.1
eilsl.tsp 4 50 14 530 0.0 0.0 347.1 909.7 281 7876  523.1 510.2
eilsl.tsp 5 50 12 560 0.0 0.5 400.6 1801.1 575 9625 553.5 531.9
eilsl.tsp 7 H0 8 648 0.0 2.2 225.8 1801.1 797 5847  640.4 596.9
eilbl.tsp 10 50 6 754 0.0 2.6 80.5 1801.1 671 6385  747.1 686.7
eilbl.tsp 14 50 4 954 0.0 2.0 35.3 1801.1 600 4993  948.3 864.7

Tabela 5.6: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias métricas
com 26 e 51 vértices da classe A
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inst m U Q z*¥ gap' gap? tempo' tempo’ nodos’ nodos® raiz'  raiz?
eil76.tsp 3 18 7 338 0.0 3.0 201.9 1801.4 263 1311 325.9  262.5
eil76.tsp 4 18 5 399 0.0 4.5 16.7 1801.2 71 1201 392.7  296.7
eil76.tsp 5 18 4 460 0.0 3.1 12.6 1801.4 95 1149 454.1  322.9
eil76.tsp 7 18 3 558 0.0 3.7 0.6 1801.2 1 1317 558.0  390.5
eil76.tsp 10 18 2 746 0.0 1.4 0.4 1801.0 1 1373 746.0  545.6
eil76.tsp 14 18 2 814 0.0 1.2 0.4 1801.1 1 1459 814.0 635.5
eil76.tsp 3 37 14 469 10.1 10.9 1800.1 1801.7 315 1339 415.5  397.0
eil76.tsp 4 37 11 490 4.0 6.1 1800.0  1801.2 645 1885 460.2  419.7
eil76.tsp 5 37 9 501 0.0 0.4 2.8 1801.1 1 2171 501.0 433.8
eil76.tsp 7 37 6 641 0.0 4.7 1.0 1801.3 1 1795 641.0 489.9
eil76.tsp 10 37 5 748 0.0 5.6 3.4 1801.0 41 1697 746.0  584.7
eil76.tsp 14 37 3 1045 0.0 3.2 0.5 1801.1 1 1647 1044.0 825.7
eil76.tsp 3 56 21 575 15.0 14.1 1800.2 1801.2 107 3327 493.9 4825
eil76.tsp 4 56 16 626 155 15.5 1800.2 1800.0 425 1343 536.3  510.7
eil76.tsp 5 56 13 584 0.0 1.6 1355.8  1801.3 439 2377 578.7 5215
eil76.tsp 7 56 9 772 10.1 15.6 1800.4 1800.0 3323 951 693.7  597.9
eil76.tsp 10 56 7 824 0.0 5.4 436.5 1801.1 1450 1997 817.8 6974
eil76.tsp 14 56 5 1030 0.0 4.6 124.0 1801.1 887 1941 1024.5 865.8
eil76.tsp 3 75 28 618 1.5 1.0 1800.2  1801.2 49 6733 607.0  599.7
eil76.tsp 4 75 21 758 179 17.7 1801.3 1801.1 147 4603 640.6  617.2
eil76.tsp 5 75 17 811 182 20.0 1800.8 1801.1 313 2953 682.8 634.6
eil76.tsp 7 75 12 882 11.5 16.5 1800.2 1801.1 1209 2113 785.4  698.7
eil76.tsp 10 75 9 1029 11.0 18.0 1800.3 1801.1 3225 1951 921.0 808.1
eil76.tsp 14 75 6 1180 0.0 6.6 769.9 1800.0 2385 1093  1173.8 971.9
eill0l.tsp 3 25 10 381 0.0 0.3 48.4 1801.2 5 1025 377.1  341.2
eill0l.tsp 4 25 7 433 0.0 3.3 134.6 1801.3 69 939 425.6  362.8
eill0l.tsp 5 25 6 469 0.0 4.5 91.0 1801.3 145 911 461.5  384.8
eill0l.tsp 7 25 4 576 0.0 4.7 40.5 1801.3 269 751 570.8  439.8
eill0l.tsp 10 25 3 693 0.0 4.1 2.5 1801.8 4 769 691.3  541.9
eill0l.tsp 14 25 2 905 0.0 2.0 1.0 1801.3 4 773 904.0 716.1
eill0l.tsp 3 50 19 614 16.1 16.1 1801.0 1800.0 5 532 528.2 5044
eill0l.tsp 4 50 14 661 17.0 182 1800.2 1801.5 15 1157 563.5  519.5
eill0ltsp 5 50 12 706 18.9 21.3 1801.7 1801.2 19 1043 591.9 536.4
eill0l.tsp 7 50 8 78 13.1 184 1800.1 1801.1 81 861 692.4  582.5
eill0l.tsp 10 50 6 819 0.0 5.8 440.9 1801.6 107 857 811.9 664.4
eill0l.tsp 14 50 4 1044 0.2 5.8 1800.1  1800.0 1415 354 1034.6  816.9
eill0l.tsp 3 75 28 648 1.7 0.0 1801.3 1543.6 5 1365 633.2 624.6
eill0ltsp 4 75 21 801 19.6 19.7 1801.9 1800.0 13 848 669.5 641.6
eill0ltsp 5 75 17 855 21.4 22.8 1800.3 1801.3 35 1421 702.3  658.8
eill0ltsp 7 75 12 956 21.3 25.5 1800.6 1801.3 77 1051 784.7  700.3
eill0l.tsp 10 75 9 1046 16.4 21.8 1800.3 1800.0 183 536 894.1 778.6

eill0ltsp 14 75 6 1293 152 219 1800.1 1801.2 1225 823 11171 923.6
eill0l.tsp 3 100 38 838 174 169 1803.0 1801.3 1 2883  T713.1  692.7
eill0l.tsp 4 100 28 868 175 17.0 1815.2 1801.6 17 2697  738.2 716.6
eill0l.tsp 5 100 23 909 179 18.1 1800.1 1801.2 47 1899  769.0  733.5
eill0l.tsp 7 100 16 1018 19.3 22.1 1800.2 1801.2 195 1065  850.0  781.3
eill0l.tsp 10 100 12 1119 17.1 20.7 1800.1 1801.3 595 1027 953.0  856.9
eill0l.tsp 14 100 8 1350 15.0 20.6 1800.6 1801.2 1827 935  1169.0 1014.6

Tabela 5.7: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias métricas
com 76 e 101 vértices da classe A
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inst m U Q z¥ gap! gap? tempo' tempo? nodos! nodos? raiz'  raiz?
eil26.tsp 3 6 3 1246 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 1246.0 1217.2
eil26.tsp 4 6 2 1386 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 1386.0 1365.0
eil26.tsp 5 6 2 1505 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 1505.0 1505.0
eil26.tsp 3 12 5 1778 0.0 0.0 0.0 0.6 4 13 1767.5 1727.0
eil26.tsp 4 12 4 1897 0.0 0.0 0.0 0.3 1 6 1897.0 1878.3
eil26.tsp 5 12 3 2128 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 2128.0 2105.7
eil26.tsp 7 12 2 2611 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 2611.0 2582.3
eil26.tsp 10 12 2 3003 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 3003.0 3003.0
eil26.tsp 3 18 7 2184 0.0 0.0 0.7 3.6 33 101 2146.7 2074.6
eil26.tsp 4 18 5 2443 0.0 0.0 0.1 2.8 2 37 2439.5 2378.1
eil26.tsp 5 18 4 2709 0.0 0.0 0.1 2.6 2 78 2698.5 2591.1
eil26.tsp 7 18 3 3234 0.0 0.0 0.0 2.1 1 60 3234.0 3143.2
eil26.tsp 10 18 2 4130 0.0 0.0 0.0 0.3 1 5 4126.5 4103.5
eil26.tsp 14 18 2 4760 0.0 0.0 0.0 0.1 1 4760.0 4760.0
eil26.tsp 3 25 10 2422 0.0 0.0 4.2 3.9 49 252 2379.0 2355.5
eil26.tsp 4 25 7 2653 0.0 0.0 0.2 2.0 2 62 2647.4 2597.0
eil26.tsp 5 25 6 2786 0.0 0.0 0.1 1.8 1 35 2786.0 2732.6
eil26.tsp 7 25 4 3430 0.0 0.0 0.1 13.1 3 252 3423.0 3311.5
eil26.tsp 10 25 3 4207 0.0 0.0 0.0 3.8 1 64 4207.0 4029.8
eil26.tsp 14 25 2 5397 0.0 0.0 0.0 0.1 1 1 5397.0 5397.0
eilbl.tsp 3 12 5 1778 0.0 0.0 0.1 59.4 3 359 1759.8 1634.5
eilbl.tsp 4 12 4 1897 0.0 0.0 0.1 5.7 1 23 1897.0 1783.3
eilbl.tsp 5 12 3 2121 0.0 0.0 0.1 4.8 1 15 2121.0 1978.7
eilbl.tsp 7 12 2 2611 0.0 0.0 0.1 2.3 1 7 2611.0 2367.5
eilsl.tsp 10 12 2 2940 0.0 0.0 0.1 2.6 1 9 2940.0 2789.5
eill.tsp 3 25 10 2354 0.0 0.0 7.8 35.3 35 181 2329.6  2256.0
eilbl.tsp 4 25 7 2606 0.0 0.0 0.8 47.6 9 110 2594.1 2448.7
eilbl.tsp 5 25 6 2718 0.0 0.0 0.3 3.2 1 15 2718.0 2560.6
eilbl.tsp 7 25 4 3400 0.0 0.0 0.3 380.7 6 1366  3390.3 3061.9
eilbl.tsp 10 25 3 4111 0.0 0.0 0.1 31.3 1 155 4111.0 3786.2
eill.tsp 14 25 2 5353 0.0 0.0 0.1 6.4 1 27 5353.0 5103.4
eilbl.tsp 3 37 14 2795 0.0 0.0 157.9 15.8 77 62 2757.8 2706.4
eill.tsp 4 37 11 3022 0.0 0.0 53.2 222.3 89 1440  2958.2 2836.7
eill.tsp 5 37 9 3236 0.0 0.3 296.7 1801.2 997 7345  3162.6 2980.7
eilbl.tsp 7 37 6 3775 0.0 1.3 3.2 1801.1 41 7237  3751.5 3428.4
eilbl.tsp 10 37 5 4335 0.0 0.9 8.1 1801.1 157 7979  4295.0 4054.4
eilbl.tsp 14 37 3 5759 0.0 0.0 1.6 990.9 71 3930 5726.6 5386.7
eilsl.tsp 3 50 19 3393 0.5 0.0 1801.6 138.3 471 1230 3326.0 3286.0
eill.tsp 4 50 14 3624 0.0 0.0 529.5 1729.1 273 10422 3583.5 3442.0
eilsl.tsp 5 50 12 3853 0.0 1.4 365.0 1801.1 479 7465  3801.6 3567.1
eilbl.tsp 7 50 8 4474 0.0 2.8 279.7 1801.0 977 5417  4431.8 4069.3
eilsl.tsp 10 50 6 5216 0.0 3.0 84.3 1801.1 760 5979  5166.2 4707.1
eilbl.tsp 14 50 4 6612 0.0 1.6 45.7 1800.0 922 2343  6574.7 6049.1

Tabela 5.8: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias métricas
com 26 e 51 vértices da classe B
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inst m U Q z*¥ gap' gap? tempo' tempo’ nodos’ nodos® raiz'  raiz?
eil76.tsp 3 18 7 2319 0.0 3.2 357.5 1800.0 909 661 2242.3 1773.0
eil76.tsp 4 18 5 2729 0.0 3.1 22.6 1800.0 215 555 2687.7 2002.2
eil76.tsp 5 18 4 3172 0.0 4.5 20.5 1801.1 321 1225  3115.0 2209.8
eil76.tsp 7 18 3 3824 0.0 3.5 04 1801.1 3 1333 38222 2732.1
eil76.tsp 10 18 2 5137 0.0 2.1 0.3 1801.1 1 1503  5137.0 3806.5
eil76.tsp 14 18 2 5613 0.0 1.1 0.2 1801.3 1 1285  5613.0 4467.9
eil76.tsp 3 37 14 3242 10.3 11.8 1800.2 1801.2 549 2341 2893.8 2705.5
eil76.tsp 4 37 11 3807 16.6 21.3 1800.2 1801.2 1161 2133 3226.9 2850.0
eil76.tsp 5 37 9 3495 0.0 2.5 4.9 1801.2 5 2075  3494.9 2976.7
eil76.tsp 7 37 6 4451 0.0 6.0 1.0 1800.0 1 1691  4451.0 3440.9
eil76.tsp 10 37 5 5177 0.0 6.4 16.6 1801.2 147 1717  5157.0 3945.6
eil76.tsp 14 37 3 7235 0.0 4.5 1.9 1801.0 32 1661  7198.0 5520.1
eil76.tsp 3 56 21 3698 12.2 11.1 1800.5 1801.1 91 4733  3258.7 3182.2
eil76.tsp 4 56 16 4310 19.1 20.1 1800.0 1801.2 205 2471  3579.4 3328.8
eil76.tsp 5 56 13 4848 24.6 29.0 1801.0 1801.1 561 2187  3847.4 3439.1
eil76.tsp 7 56 9 5159 9.5 16.6 1800.7 1801.2 2369 2023  4665.5 3937.8
eil76.tsp 10 56 7 5541 0.0 5.7 183.1 1801.0 545 1973  5512.4 4464.7
eil76.tsp 14 56 5 7032 0.5 5.4 1800.2  1800.0 12030 908 6942.5 5769.6
eil76.tsp 3 75 28 4010 1.5 0.6 1800.9  1801.2 13 4831  3947.5 3849.7
eil76.tsp 4 75 21 4921 16.2 17.3 1800.9 1801.1 s 2513 4213.6 3992.4
eil76.tsp 5 75 17 5423 193 22,9 1800.3 1801.1 261 2107  4528.8 4137.0
eil76.tsp 7 75 12 5953 129 19.7 1800.2 1800.0 1071 2722  5241.1 4530.8
eil76.tsp 10 75 9 6930 11.8 18.5 1800.4 1801.2 2629 1773 6158.0 5176.7
eil76.tsp 14 75 6 9100 14.3 20.6 1800.3 1800.0 7189 1649 79049 6803.2
eill0l.tsp 3 25 10 2629 0.0 3.2 71.6 1802.4 12 723 2608.4 22745
eill0l.tsp 4 25 7 2972 0.0 5.1 72.4 1801.7 29 631 2951.4 2424.1
eill0ltsp 5 25 6 3237 0.0 5.8 67.7 1801.4 178 637 3184.2 2576.6
eill0l.tsp 7 25 4 398 0.0 6.3 416.8 1801.4 1578 509 3930.1 2954.2
eill0l.tsp 10 25 3 4803 0.0 5.5 27.0 1801.5 193 513 4764.6 3630.9
eill0l.tsp 14 25 2 6244 0.0 3.3 1.5 1801.4 4 555 6240.0 4886.1
eill0l.tsp 3 50 19 4136 21.4 21.1 1800.1 1800.0 3 322 3405.7 3193.3
eill0l.tsp 4 50 14 4432 18.4 225 18034 1801.3 9 667 3692.9 3290.0
eill0l.tsp 5 50 12 4613 16.2 21.7 1800.5 1801.1 9 639 3968.9 3424.7
eill0l.tsp 7 50 8 5351 13.6 214 1813.7 1801.8 123 523 4683.9 3815.3
eill0l.tsp 10 50 6 6283 13.2 21.6 1800.3 1801.4 351 477 5521.1 4387.6
eill0l.tsp 14 50 4 8180 15.3 24.1 1800.2 1802.6 1847 493 7056.2 5461.5
eill0l.tsp 3 75 28 4707 21.0 16.0 1802.5 1801.2 7 957 3865.9 3843.9
eill0ltsp 4 75 21 5185 23.6 229 1803.2 1801.3 5 765 4156.7 3963.8
eill0l.tsp 5 75 17 5424 20.5 23.6 1800.0 1801.2 7 701 4440.4 4096.9
eill0l.tsp 7 6211 204 27.1 1800.5 1801.2 9 583 5072.1 4437.0
eill0l.tsp 10 75 9 6926 16.5 22.9 1803.7 1801.2 231 521 5922.0 5011.7

eill0ltsp 14 75 6 8623 159 235 1800.6 1801.5 1403 477 74076 6018.1
eill0l.tsp 3 100 38 5130 158 11.9 1802.2 1801.2 5 1159 4423.5 4375.5
eill0l.tsp 4 100 28 5523 176 16.1 1803.4 1801.2 9 1057  4660.8 4487.0
eill0l.tsp 5 100 23 5931 19.1 199 1800.6 1801.1 5 925  4922.1 4618.1
eill0l.tsp 7 100 16 6677 189 23.3 1802.4 1801.5 71 689  5605.3 4973.9
eill0l.tsp 10 100 12 7456 17.0 22.6 1800.4 1801.5 241 657 63579 5521.5
eill0l.tsp 14 100 & 8871 13.0 19.2 1800.1 1801.9 565 519 78362 64434

Tabela 5.9: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias métricas
com 76 e 101 vértices da classe B
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inst m U Q z*¥ gap' gap? tempo' tempo?’ nodos' nodos? raiz'! raiz’
eil26.tsp 3 6 3 159 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 159.0 159.0
eil26.tsp 4 6 2 177 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 177.0 177.0
eil26.tsp 5 6 2 193 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 193.0 193.0
eil26.tsp 3 12 5 226 0.0 0.0 0.1 0.6 1 9 226.0 223.2
eil26.tsp 4 12 4 243 0.0 0.0 0.1 0.5 1 11 243.0 239.7
eil26.tsp 5 12 3 270 0.0 0.0 0.0 0.1 1 3 269.3 269.3
eil26.tsp 7 12 2 324 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 324.0 324.0
eil26.tsp 10 12 2 406 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 406.0 406.0
eil26.tsp 3 18 7 289 0.0 0.0 3.4 14.8 19 300 282.3 269.6
eil26.tsp 4 18 5 324 0.0 0.0 1.1 6.3 38 106 320.8 308.5
eil26.tsp 5 18 4 353 0.0 0.0 0.1 1.7 1 31 352.8 340.1
eil26.tsp 7 18 3 414 0.0 0.0 0.1 1.8 12 45 412.0 400.9
eil26.tsp 10 18 2 500 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 500.0 500.0
eil26.tsp 14 18 2 625 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 625.0 625.0
eil26.tsp 3 25 10 327 0.0 0.0 3.1 3.8 9 75 323.9 3125
eil26.tsp 4 25 7 362 0.0 0.0 5.4 75.7 49 1070 358.6 341.4
eil26.tsp 5 25 6 385 0.0 0.0 0.3 26.5 5 416 383.7 370.2
eil26.tsp 7 25 4 460 0.0 0.0 0.1 13.6 1 232 460.0 445.6
eil26.tsp 10 25 3 547 0.0 0.0 0.0 0.9 1 13 546.5 540.1
eil26.tsp 14 25 2 683 0.0 0.0 0.0 0.0 1 1 683.0 683.0
eil5l.tsp 3 12 5 226 0.0 0.0 2.9 6.6 3 17 225.6 216.8
eilbl.tsp 4 12 4 241 0.0 0.0 0.5 3.8 1 11 241.0 232.7
eilbl.tsp 5 12 3 270 0.0 0.0 0.2 4.2 2 15 269.0 256.7
eilbl.tsp 7 12 2 319 0.0 0.0 0.0 3.0 1 29 319.0 307.0
eil5l.tsp 10 12 2 373 0.0 0.0 0.1 0.9 1 6 373.0 372.1
eil5l.tsp 3 25 10 325 0.0 0.0 372.5 45.8 53 138 322.1 304.0
eil5l.tsp 4 25 7 359 0.0 0.0 34.9 220.3 11 593 355.3 329.5
eilbl.tsp 5 25 6 383 0.0 0.0 3.3 343.8 5 1316 381.2 354.8
eilsl.tsp 7 25 4 457 0.0 0.0 0.4 161.5 1 332 457.0 422.1
eilbl.tsp 10 25 3 539 0.0 0.0 0.3 41.8 2 231 538.5 513.3
eilbl.tsp 14 25 2 669 0.0 0.0 0.2 2.6 1 7 669.0 655.0
eilbl.tsp 3 37 14 397 0.0 0.0 1083.0 275.1 93 1148  392.8 379.0
eilbl.tsp 4 37 11 427 0.5 0.0 1800.1  1799.0 295 6053 421.1 400.9
eilbl.tsp 5 37 9 446 0.0 0.0 10.6 572.6 7 1702  444.0 425.8
eilbltsp 7 37 6 530 0.0 1.1 39.3 1801.1 172 5549  525.1 481.3
eilbl.tsp 10 37 5 598 0.0 0.2 8.6 1801.1 61 8023 594.5 551.8
eilbl.tsp 14 37 3 765 0.0 0.0 1.1 137.6 28 446 762.7 727.1
eil5l.tsp 3 50 19 648 376 36.7 1800.1 1801.1 157 13359 466.0 455.0
eilsl.tsp 4 50 14 505 0.0 0.6 751.5 1801.1 239 6275 501.0 470.0
eilbl.tsp 5 50 12 688 29.6 31.3 1800.7 1801.1 1017 5321  525.7 489.1
eilsl.tsp 7 H0 8 623 0.6 3.3 1800.0  1801.1 3725 5167 611.5 561.3
eilbl.tsp 10 50 6 721 0.0 2.1 34.1 1801.1 199 5079  716.5 635.9
eilsl.tsp 14 50 4 905 0.0 1.7 3.5 1801.1 75 4601  903.3 821.9

Tabela 5.10: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias
métricas com 26 e 51 vértices da classe C
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inst m U Q =z*¥ gap' gap’ tempo' tempo’ nodos’ nodos? raiz' raiz?
eil76.tsp 3 18 7 404 25.1 26.3 1801.6 1801.2 29 1533 319.1 2559
eil76.tsp 4 18 5 385 0.0 2.9 429.9 1801.9 45 1211 380.8  280.1
eil76.tsp 5 18 4 439 0.0 2.1 258.8 1802.0 83 1069 432.5 320.5
eil76.tsp 7 18 3 527 0.0 1.3 4.2 1801.1 27 1447 523.3 3719
eil76.tsp 10 18 2 676 0.0 0.0 0.6 1113.6 4 1176 675.5 499.0
eil76.tsp 14 18 2 745 0.0 0.0 0.7 687.8 14 1123 743.5 610.8
eil76.tsp 3 37 14 623 51.6 50.8 1801.3 1801.1 7 2157 404.1  380.0
eil76.tsp 4 37 11 676 489 51.2 1801.3 1801.2 25 1539 451.8 396.9
eil76.tsp 5 37 491 0.0 1.7 25.2 1800.0 3 1213 490.9 418.2
eil76.tsp 7 37 6 626 0.0 4.9 586.8 1801.0 419 1521 620.0 4684
eil76.tsp 10 37 5 723 0.0 3.7 824.6 1801.0 1059 1553 716.0 565.6
eil76.tsp 14 37 3 969 0.0 0.3 1.5 1801.2 3 1375 968.0 7717
eil76.tsp 3 56 21 488 0.8 0.0 1800.6  650.9 35 1078 482.0 459.0
eil76.tsp 4 56 16 775 47.3 47.3 1801.0 18014 69 2015 522.1 474.3
eil76.tsp 5 56 566 0.0 1.6 599.1 1800.0 100 1235 562.3 498.4
eil76.tsp 7 56 9 926 35.6 42.2 1800.2 1800.0 925 849 676.5 553.2
eil76.tsp 10 56 7 1058 32.3 38.3 1800.4 1801.3 2213 1935 794.3 628.6
eil76.tsp 14 56 5 1273 27.7 329 1800.4 1801.1 4805 1767 988.8 845.1
eil76.tsp 3 75 28 878 51.4 51.1 1800.9 1801.1 33 4915 578.0 564.2
eilt6.tsp 4 75 21 922 49.2 50.9 1800.1 1801.1 99 2221 614.4 579.5
eil76.tsp 5 75 17 966 459 49.3 1801.1  1800.0 201 1311 657.3 594.0
eil76.tsp 7 75 12 1001 31.2 37.7 1800.1 1801.2 497 1849 756.9 657.3
eil76.tsp 10 75 9 1114 23.6 31.5 1800.5 1801.2 2007 1827 893.4 T770.8
eil76.tsp 14 75 6 1380 20.7 26.8 1800.2 1801.1 2281 1649  1139.5 947.9
eill0l.tsp 3 25 10 504 41.6 38.1 1802.0 1801.2 3 673 355.2 3169
eill0l.tsp 4 25 7 485 209 21.3 1801.0 1801.4 13 613 398.4 3386
eillOl.tsp 5 25 6 554 285 294 1800.5 1801.2 11 571 429.0 3619
eill0l.tsp 7 25 4 654 21.1 26.7 18423 18014 41 553 538.1 4234
eill0l.tsp 10 25 3 631 0.0 1.9 9.2 1801.7 1 601 630.8 510.8
eill0l.tsp 14 25 2 789 0.0 0.0 1.7 1144.2 1 426 789.0 669.5
eill0l.tsp 3 50 19 783 57.5 53.2 1802.0 1801.5 4 891 490.8 4834
eill0l.tsp 4 50 14 830 54.6 53.7 1801.1 1801.1 6 865 534.9 4973
eill0l.tsp 5 50 12 803 41.1 429 1801.1 1801.5 10 795 563.9 515.8
eill0l.tsp 7 50 8 944 41.5 46.8 1802.1 1801.2 9 691 665.7 563.8
eill0l.tsp 10 50 6 1054 33.4 40.9 18354 1801.3 123 739 786.9 644.6
eill0l.tsp 14 50 4 993 0.0 4.4 17.3 1801.2 1 659 993.0 783.5
eill0l.tsp 3 75 28 995 66.4 60.0 18019 1802.5 3 1127 596.3 602.4
eill0l.tsp 4 75 21 1047 66.7 62.3 1800.1 1801.5 3 1185 627.6 616.2
eill0l.tsp 5 75 17 1082 61.0 61.3 1801.8 1801.1 3 993 671.3 634.3
eill0l.tsp 7 75 12 1157 54.1 574 1803.8 1801.6 5 883 750.8 678.2
eill0l.tsp 10 75 9 1243 42.5 48.7 1800.6 1801.3 107 889 870.0 7471
eill0l.tsp 14 75 6 1468 34.7 42.5 1803.7 1801.5 369 763 1086.1 883.5
eill0l.tsp 3 100 38 1094 60.6 58.8 1804.4 1801.2 2 1271 680.9 667.7
eill0l.tsp 4 100 28 1140 59.9 59.7 1800.9 1801.2 3 1871 712.5 685.8
eill0l.tsp 5 100 23 1154 55.3 559 18269 1801.2 11 1143 742.1  702.2
eill0l.tsp 7 100 16 1236 50.4 53.0 1800.8 1801.6 93 991 820.2 7427
eill0l.tsp 10 100 12 1330 42.7 47.5 1800.0 1801.4 351 981 928.8 818.6
eill0l.tsp 14 100 8 1527 33.8 40.2 1800.0 1801.5 1173 791 1138.3 945.9

Tabela 5.11: Resultados obtidos pelos algoritmos (1) BCP e (2) BC nas instancias

métricas com 76 e 101 vértices da classe C
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Um comparativo para cada classe de instancias, agrupando os resultados para instancias
com mesmo numero de vértices, é sumarizado na Tabela 5.12. As colunas GAP, TIME e
OPT sao como definidos para a Tabela 5.3.

BC x BCP (Classe A) BC x BCP (Classe B) BC x BCP (Classe C)
inst GAP TIME OPT GAP TIME OPT GAP TIME OPT
eil26.tsp * 6.8 0/20 * 6.6 0/20 * 10.5 0/20
eilb1.tsp * 5.9 6/22 * 4.7 6/22 1.2 1.2 4/19
€il76.tsp 2.0 * 14/14 3.5 * 11/11 3.5 1418.5 7/10
eil101.tsp 2.7 * 6/7 3.6 * 6/6 1.5 669.1 2/3

Tabela 5.12: Resumo comparativo entre os codigos BCP e BC nas diferentes classes.

O total de instancias resolvidas na otimalidade reportado na Tabela 5.12, reforca a
impressao de que as instancias da classe B e C s@ao mais dificeis que aquelas da classe A.
Houve uma redugao no nimero de instancias resolvidas na otimalidade e observa-se que
o algoritmo BC apresentou um desempenho um pouco melhor nas instancias da classe C.
Entretanto, pelas colunas TIME e OPT, nota-se que o BCP teve um desempenho geral
bem mais expressivo que o BC nas instancias resolvidas na otimalidade. Nas instancias
nao resolvidas na otimalidade por ambos os algoritmos, a reducao do gap de dualidade
com o coédigo BCP em relacao ao BC nao foi tao expressiva, mas sempre houveram
ganhos, como pode ser notado pela coluna GAP.

As diferencas de desempenho nas classes A, B e C sao mostradas nas Figuras 5.8,
5.9 e 5.10. No lado esquerdo dessas figuras é apresentado o total de instancias resolvidas
mais rapidamente por cada algoritmo. No lado direito, a média de speed-up, definido pela
razao entre o tempo gasto pelo cédigo mais lento e o codigo mais rapido, é apresentada em
cada caso. Além de resolver mais instancias na otimalidade (como mostrado na Tabela
5.12) do que o algoritmo BC, pode ser observado pelos graficos destas figuras, que o BCP
resolveu as mesmas instancias que BC usando muito menos tempo de processamento.

Observando a Tabela 5.12, pode-se notar que a dificuldade do problema esta rela-
cionada com o tamanho da instancia, uma vez que o total de instancias resolvidas na
otimalidade diminui a medida que o ntimero de vértices do grafo aumenta. Com relacao a
dificuldade do problema, também notamos que os algoritmos apresentam desempenhos di-
ferentes conforme aumenta-se o nimero de anéis. Note que, pela construcao das instancias
descritas na Secao 5.3, o aumento no nimero de anéis implica na reducao da capacidade
de cada anel. Essa diferenca de comportamento dos algoritmos BCP e BC fica mais evi-
dente quando analisamos os resultados da Tabela 5.13. Nela é apresentado o percentual
de instancias resolvidas na otimalidade em cada grupo de instancias com o mesmo nimero
de anéis. Nota-se um nitido aumento da diferenga no nimero de instancias resolvidas por
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Figura 5.11: Dificuldade em relacao ao aumento no nimero de anéis.

ambos os codigos a medida que aumenta-se o numero de anéis.

codigo | m=3 | m=4|m=5|m=7|m=10 | m=14
BCP | 56% 63% 69% 67% 73% 62%
BC 50% 50% 38% 33% 33% 31%

Tabela 5.13: Total de instancias resolvidas na otimalidade.

Essa diferenca fica mais evidente na Figura 5.11, que mostra o comportamento dos
algoritmos BCP e BC quando aumenta-se o nimero de anéis (m) em uma instancia da
classe A. Observando as curvas nos gréaficos desta figura, nota-se que o desempenho do
BCP melhora sensivelmente com o aumento do niimero de anéis, ao contrario que o BC.

Todos os testes apresentados até este ponto referem-se as instancias com distancia
CEIL 2D. Alguns dos testes foram repetidos, desta vez nas instancias com distancias
EUC_2D, para permitir a comparacao do desempenho do BCP com os resultados reporta-
dos em [4]. No entanto, vale lembrar que trata-se de uma comparagao que exige muitos
cuidados, uma vez que os testes nao apenas foram executados em méaquinas distintas,
como também usando-se linguagens de programacao, compiladores, resolvedores de pro-
gramacao linear e sistemas operacionais diferentes. Além disso, a implementagao em [4]
fez uso de strong branching e heuristicas primais, os quais nao estao implementados no
BCP. Mas, por questao de completude, os testes comparativos foram realizados assim
mesmo. Para ajustar a diferenca entre as freqiiéncias de relégio dos processadores das
maquinas em que os experimentos foram executados, multiplicamos os tempos reportados
em [4] por 0.65.

Note que o pds-processamento descrito no Algoritmo 16 nao garante que as desigual-
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dades triangulares sejam satisfeitas, uma vez que a violacao da desigualdade triangular na
linha (5) é verificada apenas para uma das trés arestas que formam um triangulo (ciclo de
comprimento trés). No entanto, tanto o BCP quanto o branch-and-cut de Baldacci et. al.
exigem que os anéis-estrelas sejam canonicos. Por outro lado, o BC nao impoe essa res-
tricao, o que o tornou incomparavel com os demais cédigos para instancias com distancias
EUC_2D. Portanto, os resultados que seguem comparam o BCP com o branch-and-cut de
Baldacci et. al.

Na Tabela 5.14 é apresentado o desempenho global dos dois c6digos. A coluna FAST d&
o total de instancias em que cada cédigo executou mais rapidamente e a coluna SPEED-UP
a média dos speed-up nestas situacoes. O total de instancias resolvidas na otimalidade
¢ dada na coluna OPT. O ntumero de vezes em que cada cédigo obteve melhor limitante
dual e o gap final sao dados nas colunas LB e GAP, respectivamente.

Classe A Classe B
CédlgO FAST SPEED-UP OPT LB GAP FAST SPEED-UP OPT LB GAP
BC 10 16.8 35 25 0.5 8 20.4 28 28 1.3
BCP 18 16.0 28 20 0.7 16 43.6 29 17 2.4

Tabela 5.14: Resumo comparativo de [4] e BCP.

O BCP resolveu mais instancias em menos tempo que BC e obteve melhor speed-up.
Entretanto, o total de instancias resolvidas na otimalidade foi maior para BC do que
BCP. Os resultados reportados em [4] mostram a importancia do strong branching e da
heuristica primal para o desempenho do branch-and-cut. Isso sugere que adicionar essas
duas caracteristicas ao cédigo BCP deve contribuir para melhorar o seu desempenho
ainda mais.

Como observamos anteriormente, a comparacao entre os resultados do BCP e aque-
les reportados em [4] é delicada e pode incorrer a andlises equivocadas, por conta das
diferengas no ambiente computacional, bibliotecas, resolvedores e estilo de programacao.
Por outro lado, a comparacao realizada entre os cédigos BP, BC e BCP é justa e da
evidéncias no ganho expressivo de desempenho alcancado ao unificar o modelo de cober-
tura de um algoritmo de branch-and-price e as desigualdades validas conhecidas para o
modelo compacto (subse¢ao 4.3.1) dentro de um algoritmo branch-and-cut dentro de um
algoritmo branch-and-cut-and-price.
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Conclusoes

Um modelo de cobertura de conjuntos para o CmRSP e trés relaxacoes para o subpro-
blema de pricing que surge neste modelo foram propostos nesta tese. O desempenho de
um algoritmo branch-and-price desenvolvido a partir deste modelo foi analisado e compa-
rado com aquele de um algoritmo branch-and-cut que implementamos com base no tinico
algoritmo exato descrito na literatura para o problema.

Como esperado, os limitantes duais gerados pelo modelo na raiz da arvore de branch-
and-price foram mais apertados que aqueles gerados pelo algoritmo de branch-and-cut. As
relaxacoes que proibem k-ciclos e k-streams foram importantes para apertar o limitante
dual. Os experimentos mostraram que os limitantes duais apertados ajudaram o branch-
and-price a reduzir o tempo de execucao e o gap de otimalidade. Uma das contribuicoes
para melhorar o desempenho do BP, foi o uso de automatos finitos deterministicos para
identificar caminhos tuteis. Ele diminuiu, em média, 2.7 vezes o tempo total gasto com
a geragao de colunas. Vale notar que nao foi possivel encontrar na literatura um outro
exemplo de uso de um AFD no ambito de geracao de colunas.

Na média, o algoritmo de BP apresentou um desempenho similar ao BC. Em algumas
instancias, o BP superou o desempenho do BC e vice-versa, o que indica que um nao do-
mina o desempenho da outra. No entanto, um algoritmo branch-and-cut-and-price unindo
ambos os algoritmos é bastante competitivo. A diferenca de desempenho em relagao ao
BC é bastante expressiva quando o numero de anéis-estrelas e, consequentemente, a ca-
pacidade dos veiculos é alterada. Em instancias onde a frota é maior, o algoritmo de
branch-and-cut-and-price apresentou um desempenho bem superior aquele do algoritmo
branch-and-cut.
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Parte 11

O problema da coloracao
particionada
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Capitulo 7

Introducao

Dado um grafo G = (V, E) e uma partigdo dos vértices, o problema da coloragao
particionada (PCP) consiste em encontrar um subconjunto de vértices V' que contenha
exatamente um vértice de cada parte da particao e tal que o nimero cromatico do grafo
induzido por V' seja minimo.

A Figura 7.1 mostra um exemplo de instancia do PCP. As linhas pontilhadas sao
usadas para delinear as partes da particao, denotadas por @1, Q2 e Qs.

’5 Q1

QQ

Figura 7.1: (a) Exemplo de instancia do PCP e (b) uma solu¢ao étima com duas cores.

E f4cil ver que PCP é NP-dificil uma vez que ele generaliza o problema da coloragao
de vértices.

Li e Simha [33] foram os primeiros a estudar o problema, motivados por um problema
que ocorre em redes Oticas. Nestas redes, fibras éticas capazes de transmissao simultanea
via multiplos comprimentos de onda sao usadas para conectar terminais da rede. Uma
conexao entre um par de terminais é realizada através da determinagdo do caminho (ou
rota) da rede ligando os terminais e a associagao de um comprimento de onda. O problema
que surge é a necessidade de atribuir comprimentos de ondas distintos para rotas que
compartilham trechos comuns na rede (rotas conflitantes). Este problema é conhecido
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como o problema de roteamento e de associagcao de comprimentos de ondas,
do inglés routing and wavelenght assigment problem (RWA). Li e Simha resolveram uma
versao off-line do problema, em que todas as rotas sao conhecidas a priori para todo par
de terminais que necessitam de conexao. O algoritmo de Li e Simha consiste em duas
fases. Na primeira fase, todas as rotas alternativas para cada par de terminais da rede
que precisam de conexao sao computadas. Na segunda fase, uma rota e um comprimento
de onda para cada conexao sao determinados através da redugao do problema ao PCP.
A redugao consiste em construir um grafo de interferéncia G = (V, E), onde cada rota
torna-se um vértice em V' e arestas sao colocadas em E para todo par de vértices relativos
a rotas conflitantes. A particao do grafo é definida colocando-se rotas referentes ao mesmo
par de terminais em uma mesma parte. Mais detalhes da aplicacao e um exemplo desta
redugao sao apresentados no Capitulo 1.

Até onde sabemos, poucos trabalhos foram dedicados ao PCP. Li e Simha [33] esten-
deram heuristicas classicas do problema da coloracao de vértices para obter um conjunto
de heuristicas para o PCP. Mais tarde, Noronha e Ribeiro [41] propuseram uma heuristica
baseada em Busca Tabu para o PCP. O tnico algoritmo exato que pudemos encontrar
na literatura para o problema é um algoritmo branch-and-cut proposto recentemente em
22].

Diferentemente de PCP, muitos trabalhos sao conhecidos para o problema da co-
loragdo. Mehrotra e Trick [36] propuseram um algoritmo de branch-and-price para o
problema da coloragao, usando o modelo classico por conjuntos independentes (IS). Um
trabalho similar foi desenvolvido para um problema correlato, chamado problema da
multi-coloracao [37]. Algoritmos branch-and-cut para o problema da coloragao foram
propostos mais recentemente [38, 21, 9, 7]. Campélo et al. [9] propuseram uma nova for-
mulacao chamada formulagao por representantes, que é mais simples e compacta que as
demais. Mais tarde, Campélo et al [8] unificaram as formulagoes (IS) e por representantes
para modelar o problema da coloragao.

Em [22], Frota et al. estenderam a formulagao por representantes para modelar o
PCP e propuseram um algoritmo branch-and-cut para resolvé-lo. Nosso objetivo é usar
a mesma idéia que Campélo et al. [8] para unificar as formulagoes (IS) e por represen-
tantes para modelar o PCP e avaliar um algoritmo branch-and-price para resolver esse
modelo unificado, comparando-o com o algoritmo branch-and-cut proposto em [22] para
o problema.

Os capitulos a seguir descrevem o trabalho que fizemos em relacao ao PCP para aten-
der os objetivos acima. Assim, no Capitulo 8 modelos matematicos para o PCP sao
apresentados e analisados. No capitulo seguinte, apresentamos os detalhes do algoritmo
de branch-and-price que desenvolvemos para resolver o PCP e comparamos seu desem-
penho com o algoritmo branch-and-cut de Frota et al. Por fim, no Capitulo 10, fazemos
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comentarios finais sobre o trabalho realizado e damos diregoes para pesquisas futuras.
E preciso notar que esta pesquisa referente ao PCP foi realizada em conjunto com o
Dr. Yuri Frota, pés-doutorando do IC da Unicamp.



Capitulo 8

Modelagem Matematica

Neste capitulo apresentamos uma defini¢ao formal e trés modelos matematicos para o pro-
blema da coloracao particionada. O primeiro modelo é baseado no modelo por conjuntos
independentes de Mehrotra e Trick [36]. O segundo trata-se do modelo por representantes
proposto por Frota et al [22]. O tltimo é um novo modelo para o problema, que unifica
os dois primeiros.

Inicialmente, considere as seguintes notacoes e conceitos usados no texto.

Seja G = (V, E) um grafo com V = {1,...,n}, onde n = |V]|.

A antivizinhanga de um vértice i em G é o conjunto de vértices {j € V :ij & E} e
¢ denotado por A(i). Denote por A’(i) o conjunto A(i) U {i}.

Seja () uma particao de V. A parte da particao que contém um vértice u é denotado
por Q[u]. Considere também Ag(u) = {v € A(u) : Qu] # Q[v]} e A/Q(u) = Ag(u) + {u}.

Dado um subconjunto S de vértices em V', o subgrafo induzido por S é o subgrafo
de G restrito aos vértices S e arestas de G com extremidades em S. O subgrafo induzido
por S é denotado por G[S].

Um subconjunto S de vértices em V' é um conjunto independente em G se todo
par de vértices em S sao nao adjacentes.

Uma coloragao dos vértices de G é uma fungao f : V +— N. Se f(i) # f(j), para
todo par de vértices adjacentes i e 7 em V', tem-se que f é uma coloragao prépria de
G. Uma coloragao prépria usando no maximo k inteiros (ou cores) distintos é chamada
uma k-coloragao. O nimero cromatico de GG, denotado por x(G), é o menor inteiro
para o qual G admite uma x(G)-coloragao.

Uma definicao formal do problema pode ser enunciada como segue. Considere um
grafo G = (V, E) e uma particdo @) = (Q1,...,Q,) de V. O problema da coloragao
particionada consiste em encontrar um subconjunto de vértices S tal que:

e |QrNS| =1, para todo @y em Q;
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e 0 ntmero cromético de G[S] seja minimo.

Nas proximas secoes apresentamos os trés modelos para o PCP.

8.1 Formulacao por Conjunto Independente

Considere P o conjunto de todos os conjuntos independentes em G e seja A\, uma varidvel
de decisao associada a cada conjunto independente p em P. O seguinte programa linear
inteiro é a formulagao por conjunto independente para o PCP:

(PC)  min Z)\p

peEP
sujeito a Zaf)\p <1,VieV (8.1)
peEP
YO a)N =1,k € Q (8.2)
PEP i€Qy
A\ € 10,1}, ¥pe P (8.3)

onde af =1 se e, somente, se i pertence ao conjunto independente associado a p.

As restrigoes (8.1) nao sao necessarias, mas podem ser mantidas para definir qual
vértice de cada parte é selecionado para compor a solucao. As restrigoes (8.2) forgam que
cada parte da particao tenha exatamente um vértice colorido. As restri¢coes de integrali-
dade (8.3) forgam as varidveis de decisao serem inteiras.

Sejam 7 e « variaveis duais associadas as restricoes 8.1 e 8.2, respectivamente. Logo,
o custo reduzido de um conjunto independente p é dado por:

&y =1 (m+aqu)al.
i€V

Problema do Conjunto Independente de Peso Maximo

Note que o problema de pricing consiste em encontrar um conjunto independente p que
minimize ¢,. Uma vez que min,ep ¢, = 1 —max,ep >, (M + agp)al, podemos redefinir
o problema de pricing como o problema de encontrar um conjunto independente de peso
maximo.

Seja w; = T + Y cecuec @ 0 peso definido para cada vértice 7 do grafo. Note que
pode haver pesos negativos, uma vez que « € irrestrito em sinal.

Logo, o problema de pricing pode ser modelado pelo seguinte programa linear inteiro:
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(PC-pric)  max Zw,wi
1€V
sujeito a  x; +x; < 1,Vij € E' (8.4)
x; € {0,1},Vi e V

Modelo por Cliques Maximais Ao invés das restri¢bes de arestas (8.4) uma for-
mulagao mais forte baseada em cliques maximais pode ser utilizada [39].

Se C' é uma clique em G, vale a seguinte desigualdade para o problema do conjunto
independente de peso maximo:

No modelo por cliques maximais nao é necessario utilizar todas as restrigoes de cliques.
Para garantir que vértices adjacentes nao sejam escolhidos para compor uma solucao é
suficiente considerar um conjunto de cliques maximais que cobrem todas as arestas do
grafo.

Logo, se C é um conjunto de cliques maximais cobrindo as arestas do grafo, o seguinte
PLI é um modelo por cliques maximais para o conjunto independente de peso méaximo:

(PC-pric)  max Zwixi

1€V

sujeito a sz <L,VCecC (8.6)
ieC
z; € {0,1},Vie V. (8.7)

8.2 Formulacao por Representantes

De modo diferente, a formulagao usada em [22] é baseada num modelo para o problema da
coloracao, que é chamada formulagao por representantes. Nesse modelo, um vértice,
chamado representante, dentre todos os vértices coloridos com a mesma cor é escolhido
para representar aquela cor. Para tanto, utiliza-se variaveis de decisao binarias x,,,, para
cada vértice u € V e v € A'(u) de modo que z,, = 1 se e, somente, se u é o representante
da cor do vértice v. Note que se u é um representante, tem-se que z,, = 1. A seguinte
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formulagao por representante ¢ um modelo para o problema da coloragao:

(CP)  min quu

uev
sujeito a Z Ty > LVYu eV (8.8)
veA! (u)
Tuw + Ty < Ty, Yu € V,Vow € E, com v,w € A(u) (8.9)
Tuy < Ty, Vu € V. Vv € A(u) tal que v é isolado em A(u) (8.10)
Tuww € {0,1},Vu € V,Vo € A'(u). (8.11)

A formulagao por representante para modelar o PCP é:
(PCP)  min Za:uu

sujeito a Z Z Tow > 1,VQr € Q (8.12)

uEQL ve Al (u)

Ty + Tuw < T, Vi € V,Vow € E, com v,w € A,(u) e Qv] # Qw] (8.13)
Tyy < Tyu, Vu € V. Vv € A,(u) tal que v é isolado em A, (u) (8.14)
Tw € {0,1},Yu e VYo € A;)(u). (8.15)

As restrigoes (8.12) forcam cada parte da particao ter, pelo menos, um vértice colorido.
Aqui, restrigoes de cobertura foram adotadas no modelo ao invés das restrigoes de particao,
pelo fato de ser conhecido na literatura que esses tltimos sao, em geral, mais dificeis de se
resolver. Note que, neste caso, uma fase de pds-processamento é necessaria para remover
vértices coloridos de modo que exatamente um vértice esteja colorido em cada parte da
particao. As restrigdes (8.13) evitam que dois vértices adjacentes recebam a mesma cor,
enquanto as restrigoes (8.14) junto com as restrigdes (8.13) garantem que um vértice seja
colorido apenas se existir um representante para aquela cor.

Note que em toda solucao viavel qualquer vértice pode assumir o papel de represen-
tante, gerando um problema de simetria que é inerente as formulagoes por representantes.
Uma maneira de contornar esse problema consiste em definir uma ordem total < nos
vértices do grafo de tal modo que um vértice u pode representar um outro vértice v
somente se u < v.

Considere a antivizinhanga positiva de i, denotado por A (7), como o conjunto de
vértices que podem ser representados por ¢, ou seja, A« (i) = {j € Ag(i) : i < j}. Denote
por A (i) = A< (i)U{i}. A formulacdo assimétrica por representantes para o PCP pode
ser obtida da formulagao (PCP) considerando A« no lugar de A4, e A’<< ao invés de A/Q.
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8.3 Nova Formulacao

Recentemente, Campeélo et al. propuseram um modelo para o problema da coloragao
que une as duas formulagoes, formulagao por conjunto independente e por representante
[8]. Usando essa mesma idéia, propomos uma formulacao para o PCP que unifica as
formulagoes (PC) e (PCP):

(PCPr) min Z)\p

peEP
sujeito a er)\p <1,VieV (8.16)
peEP
Yl <LVieV (8.17)
peEP
DO a)n > 1LVQr€Q (8.18)
PEP 1€Q
A € {0,1},¥pe P (8.19)

onde r’ =1 se e, somente, se i é o representante do conjunto independente associado a p.

As restrigoes (8.16) evitam que um vértice seja representante de mais de uma cor. As
restrigoes (8.17) forgam cada vértice ser associado a, no méximo, uma cor. As restrigoes
(8.18) garantem que cada parte da partigdo tenha pelo menos um vértice colorido, en-
quanto as restrigoes de integralidade (8.19) forgam as varidveis de decis@o serem inteiras.
Novamente, como no modelo (PCP), modelo de cobertura foi adotado ao invés do modelo
de particao e, portanto, uma fase de pds-processamento deve ser aplicada para gerar uma
solugao 6tima do PCP.

Sejam 7, e « as variaveis duais associadas as restrigdes (8.16), (8.17) e (8.18),
respectivamente, na relaxagao linear de (PCPr). Logo, o dual da relaxagao linear de
(PCPr) é:

(dual-PCPr)  max Z(m + i) + Z (ag,)

i€V QreqQ
sujeito a Z(mrf + pial) + Z ag, Z al <1,Vpe P (8.20)
i€V QreQ 1€Qg
T, My S O,VZ S ‘/,OéQk Z O,VQ]C S Q (821)

Portanto, o custo reduzido de p, é dado por:

cp=1-— Z(,uz + agp))al — Zmrf.

9% eV



108 Capitulo 8. Modelagem Matematica

O subproblema de pricing consiste em min,cp ¢p, que equivale a resolver o seguinte pro-

blema:
(IS)  max Z:(wz:z:Z + mYi)
iev
sujeito a (8.22)
x é o vetor caracteristico de um conjunto independente (8.23)
y; €0,1,Vie V (8.24)
y; = 1 se e, somente, se ¢ é o representante do conjunto independente,

(8.25)

onde, w; = p; + aqj-

Uma vez que P pode ser particionado em |V| conjuntos disjuntos P(i), onde P(i) =
{P € P :i é representante de P}, o problema (IS) pode ser resolvido pelos seguintes |V/|
subproblemas independentes:

(IS(k))  m,+max Y wr;
i€A« (k)
sujeito a (8.26)

x é o vetor caracteristico de um conjunto independente em P(k).  (8.27)

Note que x; = 1 em qualquer solugao do IS(k).

Uma observagao importante é o porqué da necessidade de colocar as restrigdes (8.16)
no modelo, ja que nao sao necessarias para a caracterizacao de uma coluna do modelo
(um conjunto independente). A explicacao estd no fato de que estamos interessados em
colocar os cortes do modelo por representantes, que sao dados em termos das varidveis

compactas x,,. A introdugao de um corte da forma >, .\, >, Byy®yy > b em (PCPr)

veV
tem duas implicagoes:

e ha a necessidade de reescrever o corte em termos das variaveis de decisao A do
(PCPr), para que o mesmo possa ser adicionado ao modelo;

e a introducao do corte causa mudancas nos coeficientes da funcao objetivo do pro-
blema de pricing (inerente a qualquer tipo de corte introduzido no problema mestre).

Sabe-se que r,, = Y cprhab),. No entanto, o uso destas restrigdes de acoplagem ndo é
viavel devido a nao linearidade de rPaP. A linearidade nao é necessaria quando introduz-se
um corte, uma vez que a? e r? sdo constantes naquele instante (s@o calculadas apenas para
as colunas que estao atualmente no problema mestre). A necessidade da linearidade fica

evidente na geracao de colunas, quando o dual associado ao corte é usado para modificar
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a funcao objetivo do problema de pricing. Neste caso, a?, e rP correspondem as varidveis
x, e Yy, do problema de pricing (IS).

Ao introduzir as restrigdes (8.16) no modelo e dividir o problema de pricing em |V|
subproblemas (IS(k)), a distribuicao do dual associado ao corte entre as varidveis x, e
Y, torna-se trivial, uma vez que 72 = 1, ou seja, é constante, no subproblema de pricing
IS(u). Seja [ o dual associado ao corte. Logo, com a introdugao do corte, a fungao
objetivo de p em P(k) torna-se:

T + max Z (wi + Bmﬂ)xl
€N (k)

8.4 Desigualdades Validas

Familias de desigualdades vélidas para o modelo (PCP), chamadas cortes externos e cortes
internos, foram estudadas [9, 7] e avaliadas [23] para verificar o ganho que a introducao
destes cortes causam nos limitantes duais do modelo. O objetivo desta secao é mostrar
que a maioria dessas desigualdades ja é valida no modelo unificado e discutir os tipos de
desigualdades que podem fortalecer o modelo.

Cortes externos Dado um vértice u em V' e um subconjunto K de A (u) com uma
estrutura especial, como o fato de K definir uma clique ou um buraco impar, ou ainda um
anti-buraco impar, cortes externos consistem em limitantes superiores para a quanti-
dade de vértices que podem ser representados por u. A seguinte inequacao dé a estrutura
geral de um corte externo:

< Ty, (8.28)

«
vek Y

onde «, é o tamanho do maior conjunto independente em G[K] que contém v.

Cortes internos Sao caracterizados por inequacoes que dao um limitante inferior para
o ntimero croméatico de subgrafos de G. Diferente do problema da coloracao de vértices
em que todo vértice deve ser colorido, no PCP nao ha nenhuma garantia, exceto pelo
vértices elementares, de um vértice estar colorido em qualquer solucao viavel do PCP.
Um vértice v é elementar se |Q[v]| = 1, ou seja, v é 0 tnico vértice da parte a qual pertence
e, portanto, precisa estar colorido em qualquer solucao viavel do PCP.

Seja H um subconjunto de vértices elementares de G com uma estrutura especial, como
buracos fmpares, e seja x(G[H]) o nimero cromatico de G[H]. A seguinte inequagao define
um corte interno:
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veH veEHweA« (vV)\H

Frota et al. [22] mostraram que a adigao dos cortes externos no modelo por representan-
tes (PCP) tém grande impacto para fortalecer os limitantes duais e acelerar o desempenho
do algoritmo branch-and-cut, enquanto que os cortes internos apresentaram um impacto
muito pequeno. Isso se explica pelo fato dos cortes internos dependerem da existéncia de
vértices elementares no grafo.

No entanto, os cortes externos ji sao vélidos na formulagao (PCPr). Isso ocorre por
causa da decomposicao considerada na construcao do modelo, em que cada coluna da ma-
triz de coeficientes na formulagdo (PCPr) representa um conjunto independente. Neste
caso, (PCPr) equivale ao modelo contendo a envoltéria convexa dos pontos que repre-
sentam os conjuntos independentes do grafo [49]. Desta forma, os cortes internos sao os
tnicos cortes que poderiam separar pontos fraciondrios e fortalecer o modelo (PCPr). No
entanto, Frota et al. mostraram que os cortes internos tém fraco impacto no desempenho
de um algoritmo branch-and-cut [22]. Além disso, em testes preliminares nenhum dos
cortes internos foi violado. Com base nesses fatos, desenvolvemos um algoritmo branch-
and-price ao invés de um algoritmo branch-and-cut-and-price para resolver o PCP, o
qual esté descrito no proximo capitulo. Vale, portanto, notar que neste caso, as restrigoes
(8.16) nao sdo necessarias, mas optou-se por manté-las no modelo para possibilitar a
inclusao de outros cortes internos em trabalhos futuros.



Capitulo 9

Implementacao

Este capitulo reine os resultados dos experimentos conduzidos para avaliar um algoritmo
branch-and-price usando o modelo unificado para o problema da coloracao particionada
apresentado no Capitulo 8.

9.1 Instancias de Teste

Os testes foram realizados nas mesmas instancias utilizadas em [22]. Elas estao agrupadas
em trés classes: aleatorias, NSF e RINGS. As Tabelas 9.1 e 9.2 retinem algumas informacoes
sobre as instancias aleatorias e da classe NSF, respectivamente. As caracteristicas das
instancias da classe RINGS estao reunidas nas Tabelas 9.3, 9.4 e 9.5. As colunas n, m,
C, d e c representam o total de vértices, o niimero de arestas, o ntimero de partes na
particao, a densidade de arestas e o niimero de componentes conexos em cada instancia,
respectivamente.

9.2 (Geracao de Colunas

Inicialmente, realizamos testes para identificar o melhor algoritmo para resolver o pro-
blema de pricing. Trés algoritmos exatos foram avaliados:

e SOLVER- consiste na utilizagdo de um resolvedor de PLI para resolver o modelo por
cliques maximais para o problema do conjunto independente maximo descrito na
Secao 8.1;

e TRICK - algoritmo combinatério enumerativo proposto por Mehrotra e Trick [36]
para resolver o problema do conjunto independente méximo;
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instancia n m | C d |c instancia | n m | C d |c
n20p5Ht2sl 20 98 11010491 n90p1t2s1 | 90 | 404 | 45| 0.1 |1
n20p5Ht2s2 20 | 100 [10] 0.5 |1 n90plt2s2 | 90 | 402 | 45| 0.1 |1
n20p5t2s3 20 96 | 101|048 |1 n90pl1t2s3 | 90 | 427 | 45| 0.11 | 1
n20p5t2s4 20 94 11010471 n90plt2s4 {90 | 391 | 45| 0.1 |1
n20p5Ht2sH 20 | 102 [10]0.51 |1 n90p1t2s5 | 90 | 444 | 45| 0.11 | 1
n40p5t2sl 40 | 402 | 20] 0.5 |1 n90p2t2s1 | 90 | 786 | 45| 0.19 | 1
n40pHt2s2 40 | 398 |20 05 |1 n90p2t2s2 | 90 | 801 [ 45| 0.2 |1
n40p5t2s3 40 | 387 20048 |1 n90p2t2s3 | 90 | 838 |45 ] 0.21 | 1
n40p5t2s4 40 | 397 | 20] 0.5 |1 n90p2t2s4 | 90 | 777 | 451 0.19 | 1
n40p5t2sH 40 | 420 |20 (053 |1 n90p2t2sH | 90 | 827 | 45| 0.2 |1
n60p5t2sl 60 | 909 |30 |0.51 1 n90p3t2s1 | 90 | 1183 | 45| 0.29 | 1
n60pHt2s2 60 | 872 |30 1048 |1 n90p3t2s2 | 90 | 1202 | 45| 0.3 | 1
n60pHt2s3 60 | 881 |30 1049 |1 n90p3t2s3 | 90 | 1246 | 45 | 0.31 | 1
n60pHt2s4 60 | 884 [ 301049 |1 n90p3t2s4 | 90 | 1171 | 45| 0.29 | 1
n60p5t2sH 60 | 907 |30 | 0.5 |1 n90p3t2sH | 90 | 1236 | 45 | 0.31 | 1
n70p5t2sl 70 11241 |35 (051 (1 n90p4t2s1 | 90 | 1597 | 45 |1 0.39 | 1
n70p5t2s2 70 | 1189 | 35(0.49 |1 n90p4t2s2 | 90 | 1571 | 45| 0.39 | 1
n70p5t2s3 70 | 1200 | 35(0.49 | 1 n90p4t2s3 | 90 | 1627 | 45| 04 | 1
n70pHt2s4 70 | 1194 |1 35(0.49 | 1 n90p4t2s4 | 90 | 1604 | 45| 0.4 |1
n70p5Ht2sH 70 | 1228 135 0.5 |1 n90p4t2s5 | 90 | 1643 | 45 | 0.41 | 1
n80p5Ht2sl 80 [ 1592 |40 | 0.5 |1 n90p6t2s1 | 90 | 2447 | 45| 0.6 | 1
n80p5t2s2 80 | 1547 | 40 | 048 | 1 n90p6t2s2 | 90 | 2382 | 45 | 0.59 | 1
n80p5t2s3 80 | 1589 (40| 0.5 |1 n90p6t2s3 | 90 | 2449 | 45| 0.6 | 1
n80p5t2s4 80 | 1580 | 40 | 049 | 1 n90p6t2s4 | 90 | 2407 | 45 | 0.59 | 1
n80p5t2sH 80 | 1616 | 40 | 0.51 | 1 n90p6t2sH | 90 | 2458 | 45 | 0.61 | 1
n90p5Ht2sl 90 (2019 45| 0.5 |1 n90p7t2s1 | 90 | 2845 | 45| 0.7 | 1
n90pHt2s2 90 [ 1963 | 45 | 0.48 | 1 n90p7t2s2 | 90 | 2797 | 45 | 0.69 | 1
n90pHt2s3 90 | 2045 |45 |0.51 |1 n90p7t2s3 | 90 | 2831 | 45| 0.7 | 1
n90p5t2s4 90 (2014 (45| 0.5 |1 n90p7t2s4 | 90 | 2821 | 45| 0.7 | 1
n90p5t2sH 90 | 2057 | 45051 |1 n90p7t2sH | 90 | 2834 | 45| 0.7 | 1
nl100p5t2s1 | 100 | 2494 | 50 | 0.5 | 1 n90p&t2s1 | 90 | 3257 | 45| 0.8 | 1
n100p5t2s2 | 100 | 2428 | 50 | 0.49 | 1 n90p8&t2s2 | 90 | 3188 | 45 | 0.79 | 1
n100p5t2s3 | 100 | 2513 | 50 | 0.5 | 1 n90p8&t2s3 | 90 | 3274 | 45 | 0.81 | 1
n100p5t2s4 | 100 | 2442 | 50 | 0.49 | 1 n90p8&t2s4 | 90 | 3213 | 45| 0.79 | 1
n100p5t2s5 | 100 | 2500 | 50 | 0.5 | 1 n90p8&t2sH | 90 | 3226 | 45| 0.8 | 1
nl120phHt2s1 | 120 | 3593 | 60 | 0.5 | 1 n90p9t2s1 | 90 | 3631 | 45| 09 | 1
nl120phHt2s2 | 120 | 3544 | 60 | 0.49 | 1 n90p9t2s2 | 90 | 3614 | 45 | 0.89 | 1
nl120phHt2s3 | 120 | 3613 | 60 | 0.5 | 1 n90p9t2s3 | 90 | 3615 | 45 | 0.89 | 1
n120p5t2s4 | 120 | 3536 | 60 | 0.49 | 1 n90p9t2s4 | 90 | 3619 | 45 | 0.89 | 1
n120p5t2s5 | 120 | 3623 | 60 | 0.5 | 1 n90p9t2s5 | 90 | 3634 | 45| 0.9 | 1

Tabela 9.1: Instancias aleatdrias.
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instancia n m [C| d |c instancia n m C d |c
nsfp0.1s2 | 22 | 27 |16 [0.11 |5 nsf_ p0.6.s2 | 154 | 1409 | 113 | 0.12 | 1
nsfp0.1s3 | 29 | 40 | 23| 0.1 |5 nsf p0.6.s3 | 153 | 1371 | 112 | 0.12 | 1
nsf p0.1s4 | 38 | 67 |30]0.09 |3 nsf_ p0.6.s4 | 161 | 1613 | 113 | 0.12 | 1
nsf p0.1sh | 27 | 30 | 20| 0.08 |6 nsf_ p0.6_.s5 | 139 | 1184 | 103 | 0.12 | 1
nsf p0.2s1 | 37 | 69 |31 | 0.1 |2 nsf_p0.7.s1 | 180 | 2117 | 124 | 0.13 | 1
nsf p0.2.s2 | 52 | 128 |44 1 0.09 | 3 nsf_ p0.7s2 | 202 | 2670 | 144 | 0.13 | 1
nsf p0.2.s3 | 51 | 130 |40 | 0.1 |1 nsf p0.783 | 177 | 1925 | 131 | 0.12 | 1
nsf p0.2.s4 | 57 | 176 |40 | 0.11 | 1 nsf_ p0.7s4 | 187 | 2151 | 135 | 0.12 | 1
nsf p0.2.sh | 66 | 242 | 44| 0.11 | 1 nsf_p0.7.s5 | 159 | 1606 | 118 | 0.13 | 1
nsf p0.3.s1 | 63 | 220 |49 | 0.11 | 1 nsf_p0.8s1 | 201 | 2549 | 147 | 0.13 | 1
nsf p0.3.s2 | 87 | 452 |64 ]0.12 |1 nsf_ p0.8.s2 | 221 | 3115 | 153 | 0.13 | 1
nsf p0.3.s3 | 80 | 366 | 58 | 0.11 | 1 nsf_p0.8_s3 | 208 | 2692 | 147 | 0.12 | 1
nsf p0.3s4 | 80 | 397 | 59| 0.12 |1 nsf_p0.8.s4 | 209 | 2821 | 147 | 0.13 | 1
nsf p0.3s5 | 85 | 363 | 63| 0.1 |1 nsf_ p0.8s5 | 184 | 2014 | 139 | 0.12 | 1
nsf p0.4.s1 | 91 | 527 |66 | 0.13 | 1 nsf_ p0.9s1 | 216 | 2921 | 161 | 0.13 | 1
nsf p0.4.s2 | 112 | 739 |82 ] 0.12 | 1 nsf_ p0.9.s2 | 231 | 3324 | 167 | 0.12 | 1
nsf_ p0.4.s3 | 101 | 606 | 73| 0.12 | 1 nsf_p0.9.s3 | 217 | 2849 | 166 | 0.12 | 1
nsf p0.4.s4 | 99 | 559 | 76 | 0.11 | 1 nsf_ p0.9.s4 | 226 | 3118 | 165 | 0.12 | 1
nsf p0.4.s5 | 112 | 741 |80 | 0.12 | 1 nsf_ p0.9s5 | 234 | 3379 | 169 | 0.12 | 1
nsf_ p0.5s1 | 124 | 999 | 87 | 0.13 | 1 nsf_pl.0s1 | 250 | 3948 | 182 | 0.13 | 1
nsf_p0.5.s2 | 130 | 1017 | 99 | 0.12 | 1 nsf_pl.0s2 | 251 | 3973 | 182 | 0.13 | 1
nsf p0.5.s3 | 122 | 848 |92 | 0.11 | 1 nsf pl.0s3 | 238 | 3419 | 182 | 0.12 | 1
nsf_ p0.5.s4 | 118 | 803 | 89 | 0.12 | 1 nsf_pl.0s4 | 257 | 4261 | 182 | 0.13 | 1
nsf_p0.5.s5 | 132 | 1071 | 93 | 0.12 | 1 nsf_ pl.0sh | 248 | 3827 | 182 | 0.12 | 1

Tabela 9.2: Instancias NSF.
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instancia n m|C| d |c instancia n  m|C| d |c
ring n4p0.1s5 | 6 | 4 | 3 |0.24 |2 ring n4p0.9s5 | 20 | 64 | 10 | 0.32 | 2
ring ndp0.2s3 | 8 |11 | 4 [ 0.35| 2 ring ndpls3 |24 | 92 |12 ]0.32 | 2
ring ndp0.2s4 | 6 | 3 | 3 [0.18 |4 ring ndplsd |24 | 92 |12 | 0.32 | 2
ring ndp0.2s5 | 8 | 7 | 4 [ 0.23 |2 ring ndplsb |24 | 92 | 12| 0.32 | 2
ring n4p0.3s1 | 6 | 3 | 3 [ 0.18 |3 ring n7p0.1s1 | 8 | 12 | 4 [ 0.39 | 2
ring n4p0.3s3 | 10 | 14 | 5 | 0.29 | 2 ring n7p0.1s3 | 8 | 10 | 4 | 0.32 | 2
ring ndp0.3s4 | 8 | 9 | 4 {0.29 |2 ring n7p0.1s4 | 12| 22 | 6 | 0.31 | 2
ring n4p0.3sH | 8 | 7 | 4 | 0.23 |2 ring n7p0.1s5 | 8 9 4 1029 |2
ring ndp0.4s1 | 6 | 3 | 3 | 0.18 |3 ring n7p0.2s1 | 18 | 57 | 9 | 0.35 | 2
ring n4dp0.4s2 | 8 | 8 | 4 [ 0.26 | 2 ring n7p0.2s2 | 16 | 41 | 8 [ 0.32 | 2
ring n4p0.4s3 | 12 |21 | 6 | 0.3 | 2 ring n7p0.2s3 | 18 | 58 | 9 ] 0.36 | 2
ring n4p0.4s4 | 10 | 12| 5 [ 0.24 | 3 ring n7p0.2s4 | 24 | 98 |12 ]0.34 | 2
ring n4p0.4s5 | 8 | 7 | 4 | 0.23 |2 ring n7p0.2s5 | 20 | 67 | 10| 0.34 | 2
ring ndp0.5s1 | 8 | 8 | 4 [ 0.26 | 2 ring n7p0.3s1 | 24 | 102 | 12 | 0.36 | 2
ring ndp0.5s2 | 8 | 8 | 4 [ 0.26 | 2 ring n7p0.3s2 | 22 | 82 | 11| 0.34 | 2
ring n4p0.5s3 | 12 |21 | 6 | 0.3 | 2 ring n7p0.3s3 | 24 | 102 | 12 | 0.36 | 2
ring n4p0.5s4 | 12 | 19| 6 | 0.27 | 2 ring n7p0.3s4 | 26 | 115 | 13 | 0.34 | 2
ring n4p0.5s5 | 8 | 7 | 4 [ 0.23 |2 ring n7p0.3s5 | 30 | 158 | 15 ] 0.35 | 2
ring n4p0.6s1 | 10 | 12 | 5 | 0.24 | 2 ring n7p0.4s1 | 30 | 160 | 15 | 0.36 | 2
ring n4p0.6s2 | 10 | 14 | 5 | 0.29 | 2 ring n7p0.4s2 | 36 | 230 | 18 | 0.36 | 2
ring n4p0.6s3 | 14 [ 29| 7 | 0.3 | 2 ring n7p0.4s3 | 32 | 185 | 16 | 0.36 | 2
ring n4p0.6s4 | 18 | 50 | 9 | 0.31 | 2 ring n7p0.4s4 | 38 | 259 | 19 | 0.36 | 2
ring n4p0.6s5 | 10 | 13 | 5 | 0.27 | 2 ring n7p0.4s5 | 36 | 231 | 18 | 0.36 | 2
ring n4p0.7s1 | 16 | 36 | 8 | 0.28 | 2 ring n7p0.5s1 | 38 | 264 | 19 | 0.37 | 2
ring n4p0.7s2 | 14 |29 | 7 | 0.3 | 2 ring n7p0.5s2 | 46 | 387 | 23 | 0.37 | 2
ring n4p0.7s3 | 18 | 51 | 9 [ 0.32 | 2 ring n7p0.5s3 | 40 | 289 | 20 | 0.36 | 2
ring ndp0.7s4 | 22 | 76 | 11 | 0.32 | 2 ring n7p0.5s4 | 44 | 352 | 22 | 0.36 | 2
ring n4p0.7s5 | 12 | 20 | 6 | 0.28 | 2 ring n7p0.5sH | 42 | 318 | 21 | 0.36 | 2
ring n4p0.8s1 | 20 | 60 | 10 | 0.3 | 2 ring n7p0.6s1 | 48 | 431 | 24 | 0.37 | 2
ring n4p0.8s2 | 18 | 51 | 9 | 0.32 | 2 ring n7p0.6s2 | 52 | 500 | 26 | 0.37 | 2
ring n4p0.8s3 | 18 | 51 | 9 | 0.32 | 2 ring n7p0.6s3 | 48 | 418 | 24 | 0.36 | 2
ring n4p0.8s4 | 24 | 92 | 12| 0.32 | 2 ring n7p0.6s4 | 62 | 710 | 31 | 0.37 | 2
ring n4p0.8sH | 14 |29 | 7 | 0.3 | 2 ring n7p0.6s5 | 50 | 450 | 25 | 0.36 | 2

Tabela 9.3: Instancias RINGS (parte 1).
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instancia n|l m [C| d |c instancia n m [C| d |c
ring n7p0.7s1 | 58 | 631 | 29 | 0.38 | 2 ring n10p0.5s1 | 76 | 1099 | 38 | 0.38 | 2
ring n7p0.7s2 | 62 | 718 | 31| 0.37 | 2 ring n10p0.5s2 | 94 | 1700 | 47 | 0.38 | 2
ring n7p0.7s3 | 64 | 758 | 32| 0.37 | 2 ring n10p0.5s3 | 78 | 1179 | 39 | 0.39 | 2
ring n7p0.7s4 | 72 | 968 | 36 | 0.37 | 2 ring n10p0.5s4 | 76 | 1114 | 38 | 0.39 | 2
ring n7p0.7s5 | 56 | 572 | 28 | 0.37 | 2 ring n10p0.5s5 | 92 | 1621 | 46 | 0.38 | 2
ring n7p0.8s1 | 70 | 924 | 35| 0.38 | 2 ring n10p0.6s1 | 98 | 1837 | 49 | 0.38 | 2
ring n7p0.8s2 | 72 | 979 | 36 | 0.38 | 2 ring n10p0.6s2 | 106 | 2170 | 53 | 0.39 | 2
ring n7p0.8s3 | 66 | 807 | 33 | 0.37 | 2 ring n10p0.6s3 | 102 | 2027 | 51 | 0.39 | 2
ring n7p0.8s4 | 80 | 1200 | 40 | 0.38 | 2 ring n10p0.6s4 | 104 | 2084 | 52 | 0.39 | 2
ring n7p0.8s5 | 62 | 707 | 31| 0.37 | 2 ring n10p0.6s5 | 102 | 2002 | 51 | 0.38 | 2
ring n7p0.9s1 | 76 | 1083 | 38 | 0.38 | 2 ring n10p0.7s1 | 122 | 2865 | 61 | 0.39 | 2
ring n7p0.9s2 | 78 | 1148 | 39 | 0.38 | 2 ring n10p0.7s2 | 138 | 3719 | 69 | 0.39 | 2
ring n7p0.9s3 | 76 | 1084 | 38 | 0.38 | 2 ring n10p0.7s3 | 130 | 3288 | 65 | 0.39 | 2
ring n7p0.9s4 | 80 | 1200 | 40 | 0.38 | 2 ring n10p0.7s4 | 132 | 3388 | 66 | 0.39 | 2
ring n7p0.9s5 | 76 | 1078 | 38 | 0.37 | 2 ring n10p0.7s5 | 114 | 2510 | 57 | 0.39 | 2
ring n7plsl 84 [ 1330 | 42 | 0.38 | 2 ring n10p0.8s1 | 146 | 4148 | 73 | 0.39 | 2
ring n7pls2 84| 1330 | 42 | 0.38 | 2 ring n10p0.8s2 | 152 | 4529 | 76 | 0.39 | 2
ring n7pls3 84 | 1330 | 42 | 0.38 | 2 ring n10p0.8s3 | 144 | 4043 | 72 | 0.39 | 2
ring n7pls4 84| 1330 | 42 | 0.38 | 2 ring n10p0.8s4 | 146 | 4160 | 73 | 0.39 | 2
ring n7plsb 84| 1330 | 42 | 0.38 | 2 ring n10p0.8s5 | 138 | 3716 | 69 | 0.39 | 2
ring_ n10p0.1s1 | 8 11 | 4 10352 ring n10p0.9s1 | 162 | 5144 | 81 | 0.39 | 2
ring n10p0.1s2 | 16 | 45 | 8 | 0.35| 2 ring n10p0.9s2 | 164 | 5278 | 82 | 0.39 | 2
ring n10p0.1s3 | 16 | 44 | 8 | 0.35| 2 ring n10p0.9s3 | 166 | 5396 | 83 | 0.39 | 2
ring n10p0.1s4 | 28 | 149 | 14 | 0.38 | 2 ring n10p0.9s4 | 164 | 5255 | 82 | 0.39 | 2
ring n10p0.1s5 | 20 | 69 | 10| 0.35 | 2 ring n10p0.9s5 | 166 | 5414 | 83 | 0.39 | 2
ring n10p0.2s1 | 26 | 124 | 13 | 0.37 | 2 ring n10plsl | 180 | 6360 | 90 | 0.39 | 2
ring n10p0.2s2 | 36 | 230 | 18 | 0.36 | 2 ring n10pls2 | 180 | 6360 | 90 | 0.39 | 2
ring n10p0.2s3 | 30 | 168 | 15| 0.37 | 2 ring n10pls3 | 180 | 6360 | 90 | 0.39 | 2
ring n10p0.2s4 | 42 | 337 | 21| 0.38 | 2 ring n10pls4 | 180 | 6360 | 90 | 0.39 | 2
ring n10p0.2s5 | 44 | 355 | 22 | 0.37 | 2 ring n10pls5 | 180 | 6360 | 90 | 0.39 | 2
ring n10p0.3s1 | 38 | 270 | 19| 0.37 | 2 ring n15p0.1s1 | 30 | 164 | 15| 0.37 | 2
ring n10p0.3s2 | 54 | 540 | 27 | 0.37 | 2 ring n15p0.1s2 | 38 | 268 | 19 | 0.37 | 2
ring n10p0.3s3 | 42 | 330 | 21 | 0.37 | 2 ring n15p0.1s3 | 52 | 543 |26 | 0.4 | 2
ring n10p0.3s4 | 52 | 519 | 26 | 0.38 | 2 ring n15p0.1s4 | 62 | 757 | 31| 0.39 | 2
ring n10p0.3s5 | 62 | 727 | 31| 0.38 | 2 ring n15p0.1s5 | 54 | 557 | 27 | 0.38 | 2
ring n10p0.4s1 | 56 | 593 | 28 | 0.38 | 2 ring n15p0.2s1 | 74 | 1081 | 37 | 0.39 | 2
ring n10p0.4s2 | 72 | 979 | 36 | 0.38 | 2 ring n15p0.2s2 | 100 | 1954 | 50 | 0.39 | 2
ring n10p0.4s3 | 60 | 688 | 30 | 0.38 | 2 ring n15p0.2s3 | 90 | 1620 | 45| 0.4 | 2
ring n10p0.4s4 | 68 | 888 | 34 | 0.38 | 2 ring n15p0.2s4 | 94 | 1764 | 47 | 0.4 | 2
ring n10p0.4s5 | 82 | 1283 | 41 | 0.38 | 2 ring n15p0.2s5 | 106 | 2198 | 53 | 0.39 | 2

Tabela 9.4: Instancias RINGS (parte 2).
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instancia n m C d |c instancia n m C d |c
ring n15p0.3s1 | 116 | 2681 | 58 | 0.4 |2 ring n20p0.2s1 | 128 | 3281 | 64 | 0.4 | 2
ring n15p0.3s2 | 146 | 4251 | 73 | 0.4 |2 ring n20p0.2s2 | 172 | 5954 | 86 | 0.4 | 2
ring n15p0.3s3 | 130 | 3365 | 65 | 0.4 |2 ring n20p0.2s3 | 162 | 5212 | 81 | 0.4 |2
ring n15p0.3s4 | 140 | 3900 | 70 | 0.4 |2 ring n20p0.2s4 | 152 | 4651 | 76 | 0.4 |2
ring n15p0.3s5 | 150 | 4450 | 75 | 0.4 |2 ring n20p0.2s5 | 162 | 5368 | 81 | 0.41 | 2
ring n15p0.4s1 | 162 | 5262 | 81 | 04 | 2 ring_-n20p0.3s1 | 218 | 9509 | 109 | 0.4 | 2
ring n15p0.4s2 | 188 | 7005 | 94 | 0.4 |2 ring n20p0.3s2 | 246 | 12308 | 123 | 0.41 | 2
ring n15p0.4s3 | 164 | 5402 | 82 | 0.4 |2 ring n20p0.3s3 | 234 | 10951 | 117 | 0.4 | 2
ring n15p0.4s4 | 180 | 6459 | 90 | 0.4 |2 ring n20p0.3s4 | 222 | 10058 | 111 | 0.41 | 2
ring n15p0.4shH | 196 | 7663 | 98 | 0.4 |2 ring n20p0.3sH | 240 | 11802 | 120 | 0.41 | 2
ring n15p0.5s1 | 208 | 8656 | 104 | 0.4 | 2 ring n20p0.4s1 | 306 | 18772 | 153 | 0.4 | 2
ring n15p0.582 | 226 | 10167 | 113 | 0.4 | 2 ring n20p0.4s2 | 318 | 20693 | 159 | 0.41 | 2
ring n15p0.583 | 208 | 8724 | 104 | 0.4 | 2 ring n20p0.4s3 | 296 | 17570 | 148 | 0.4 | 2
ring n15p0.5s4 | 210 | 8869 | 105 | 0.4 | 2 ring n20p0.4s4 | 292 | 17305 | 146 | 0.41 | 2
ring n15p0.585 | 226 | 10168 | 113 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.4sH | 330 | 22257 | 165 | 0.41 | 2
ring n15p0.6s1 | 250 | 12442 | 125 | 0.4 | 2 ring n20p0.5s1 | 392 | 30924 | 196 | 0.4 | 2
ring n15p0.6s2 | 258 | 13266 | 129 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.5s2 | 396 | 32151 | 198 | 0.41 | 2
ring n15p0.6s3 | 258 | 13400 | 129 | 04 | 2 ring n20p0.5s3 | 380 | 29061 | 190 | 0.4 | 2
ring n15p0.6s4 | 260 | 13594 | 130 | 0.4 | 2 ring n20p0.5s4 | 358 | 26018 | 179 | 0.41 | 2
ring n15p0.6s5 | 252 | 12682 | 126 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.5s5 | 390 | 31090 | 195 | 0.41 | 2
ring n15p0.7s1 | 288 | 16601 | 144 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.6s1 | 458 | 42316 | 229 | 0.4 | 2
ring n15p0.7s2 | 330 | 21756 | 165 | 0.4 | 2 ring n20p0.6s2 | 464 | 44107 | 232 | 0.41 | 2
ring n15p0.7s3 | 306 | 18821 | 153 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.6s3 | 456 | 41906 | 228 | 0.4 | 2
ring n15p0.7s4 | 310 | 19300 | 155 | 0.4 | 2 ring n20p0.6s4 | 452 | 41530 | 226 | 0.41 | 2
ring n15p0.7s5 | 282 | 15985 | 141 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.6s5 | 440 | 39445 | 220 | 0.41 | 2
ring_ n15p0.8s1 | 336 | 22658 | 168 | 0.4 | 2 ring n20p0.7s1 | 536 | 58142 | 268 | 0.4 | 2
ring n15p0.8s2 | 352 | 24773 | 176 | 0.4 | 2 ring n20p0.7s2 | 580 | 68658 | 290 | 0.41 | 2
ring n15p0.8s3 | 338 | 22942 | 169 | 0.4 | 2 ring n20p0.7s3 | 534 | 57579 | 267 | 0.4 | 2
ring n15p0.8s4 | 344 | 23812 | 172 | 0.4 | 2 ring n20p0.7s4 | 536 | 58373 | 268 | 0.41 | 2
ring n15p0.8s5 | 328 | 21572 | 164 | 0.4 | 2 ring n20p0.7sH | 518 | 54784 | 259 | 0.41 | 2
ring n15p0.9s1 | 370 | 27469 | 185 | 0.4 | 2 ring n20p0.8sl | 614 | 76568 | 307 | 0.41 | 2
ring n15p0.9s2 | 386 | 29922 | 193 | 0.4 | 2 ring n20p0.8s2 | 624 | 79501 | 312 | 0.41 | 2
ring n15p0.9s3 | 380 | 29067 | 190 | 0.4 | 2 ring n20p0.8s3 | 614 | 76290 | 307 | 0.4 | 2
ring n15p0.9s4 | 380 | 29043 | 190 | 0.4 | 2 ring n20p0.8s4 | 610 | 75741 | 305 | 0.41 | 2
ring n15p0.9s5 | 392 | 30925 | 196 | 0.4 | 2 ring n20p0.8s5 | 602 | 73890 | 301 | 0.41 | 2
ring n15plsl 420 | 35490 | 210 | 04 | 2 ring n20p0.9s1 | 672 | 91739 | 336 | 0.41 | 2
ring n15pls2 | 420 | 35490 | 210 | 0.4 | 2 ring_ n20p0.9s2 | 696 | 98814 | 348 | 0.41 | 2
ring_nl5pls3 420 | 35490 | 210 | 0.4 | 2 ring_-n20p0.9s3 | 686 | 95572 | 343 | 0.41 | 2
ring n15pls4 | 420 | 35490 | 210 | 0.4 | 2 ring n20p0.9s4 | 686 | 95789 | 343 | 0.41 | 2
ring n1b5pls5 | 420 | 35490 | 210 | 0.4 | 2 ring_.n20p0.9s5 | 706 | 101600 | 353 | 0.41 | 2
ring n20p0.1s1 | 56 | 626 | 28 | 0.4 |2 ring n20plsl | 760 | 117420 | 380 | 0.41 | 2
ring n20p0.1s2 | 80 | 1248 | 40 | 0.39 | 2 ring n20pls2 | 760 | 117420 | 380 | 0.41 | 2
ring n20p0.1s3 | 90 | 1590 | 45 | 0.39 | 2 ring n20pls3 | 760 | 117420 | 380 | 0.41 | 2
ring n20p0.1s4 | 92 | 1696 | 46 | 0.4 |2 ring n20pls4 | 760 | 117420 | 380 | 0.41 | 2
ring n20p0.1s5 | 74 | 1095 | 37 | 0.4 |2 ring n20pls5 | 760 | 117420 | 380 | 0.41 | 2

Tabela 9.5: Instancias RINGS (parte 3).
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e ADAPTIVE - uma das solugoes anteriores é escolhida dinamicamente para resolver o
pricing, dependendo da densidade do subgrafo de entrada do problema de pricing.
Se a densidade do grafo por maior que 40% utiliza-se o TRICK, caso contrario o
SOLVER ¢ selecionado.

Também avaliamos quatro heuristicas de pricing parcial para encontrar boas colunas
de custo reduzido negativo a um custo menor de processamento: TRICK,, GRASP , GRAP
e ADAPTIVE,. A primeira refere-se ao algoritmo TRICK definido anteriormente, mas aqui
¢é usado como uma heuristica, ou seja, o algoritmo para quando colunas de custo reduzido
negativo sao encontradas ou um limite de tempo é atingido. A segunda é um algoritmo
Greedy randomized Adaptative Search Procedure [20] proposto para o PCP em [22]. A
terceira heuristica consiste no algoritmo GRASP sem a rotina de busca local. A 1ltima
utiliza a mesma idéia que ADAPTIVE e escolhe TRICK, ou GRASP como heuristica, depen-
dendo da densidade do subgrafo de entrada. Todas as heuristicas terminam a procura por
colunas de custo reduzido negativo quando encontram uma quantidade pré-determinada
de colunas de custo reduzido negativo ou ultrapassam um limite de tempo de processa-
mento. Fixamos a quantidade de colunas em 20% do numero de vértices do grafo de
entrada e o limite de tempo em 10 segundos.

Neste experimento foram utilizadas 45 instancias com 90 vértices, divididas em grupos
de 5 instancias com densidades variando de 0.1 a 0.9. Os cédigos foram executados apenas
para resolver a relaxacao linear na raiz da arvore de enumeracao e, assim, permitir uma
comparacao dos diferentes algoritmos de geracao de colunas para o PCP. O desempenho
de cada esquema de combinacao de algoritmo de pricing parcial e exato é apresentado
na Tabela 9.6. Uma linha da tabela é dedicada para cada esquema. A soma dos tempos
de processamentos de cada esquema para resolver a geragao de colunas em cada grupo
de instancia é apresentada nas colunas tempo. O nimero de instancias resolvidas mais
rapidamente por cada esquema ¢é dado pela coluna fast, enquanto a coluna opt mostra
o total de instancias resolvidas na otimalidade. A média da taxa de speed-up, que é
calculado dividindo-se o tempo de processamento do esquema mais lento com o tempo de
processamento do esquema, é apresentada na coluna speed-up.

Como pode ser observado na Tabela 9.6, os esquemas que usam o algoritmo de TRICK
(esquemas S1, S2, S3, 34, S7 e S11) nao foram capazes de resolver a relaxacdo linear de
instancias com densidade baixa (inferior a 30%) enquanto os esquemas S5, S6 e S8 resol-
veram todas as instancias de testes na otimalidade, mas sao mais lentos. Para permitir
uma comparacao dos diferentes esquemas, calculamos uma média ponderada de desempe-
nho para cada esquema da seguinte forma: o valor para cada esquema nas colunas fast,
opt e speed-up ¢ dividido pelo valor méximo na coluna correspondente e multiplicado,
respectivamente, pelos pesos 0.05, 0.75 e 0.2. Estes pesos foram escolhidos para refletir
a importancia que damos para cada uma dessas informacoes. A Tabela 9.7 apresenta as
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S1 GRASP+TRICK S5 GRASP+SOLVER S9 GRASP+ADAPTIVE
S2 GRAP+TRICK S6 GRAP+SOLVER S10 GRAP+ADAPTIVE
S3 TRICK, TRICK S7  TRICK,+SOLVER | S11  TRICK,+ADAPTIVE
S4 ADAPTIVE,+TRICK | 88 ADAPTIVE,+SOLVER | S12 ADAPTIVE,+ADAPTIVE

tempo(s)/densidade
sch. |01 02 03 04 05 06 07 08 09| fast opt speed-up

S1 * 1536 96.0 276 134 86 6.1 48 35| 0 36 0.7
52 * * 119 316 21.2 147 92 7.2 4.1 0 33 1.2
S3 * * 707 125 64 49 34 33 3.1 0 33 3.0
S4 * 662 71 18 1.1 09 1.0 1.0| 17 33 9.0

S5 419 188 81.1 414 205 79 23 16 1.3
S6 154 150 98 575 319 106 3.8 19 1.3 45 3.1
S7 * 945 61.2 135 59 26 14 1.2 1.2 38 4.5

1 45 3.3

9

1
S8 157 983 61.1 133 60 27 14 13 12| 2 45 4.2

0

1

S9 437 1078 723 148 56 25 15 13 1.2 44 4.0
S10 | 155 1073 773 87 27 16 12 12 1.1 42 6.0
S11 * 1659 66.1 7.2 1.8 1.1 09 1.0 1.1| 10 35 8.7
S12 | 156 1141 663 71 1.8 1.1 09 1.1 1.1 4 41 7.9

Tabela 9.6: Geragao de colunas nas instancias da classe RAND.

médias ponderadas de desempenho para cada um dos esquemas propostos.

ordem 1 2 3 3 4 5 6 7 8 9 10 11
média  0.87 0.85 0.84 0.84 083 0.82 0.81 0.8 0.74 0.62 0.61 0.8
esquema S12 S8 S6 S10 S5 S9 S11 S4 ST S3 Sl S2

Tabela 9.7: Média ponderada de desempenho.

Usando esta medida, o esquema S12 teve a melhor média ponderada, seguido pelo
esquema S8. De fato, ambos os esquemas apresentaram melhor desempenho geral, no
sentido em que manteve um bom compromisso entre otimalidade e speed-up. Isso se
justifica pelo fato de que instancias esparsas sao resolvidas usando-se o SOLVER e instancias
densas tiram proveito da eficiéncia do TRICK.

9.3 Base Inicial

A base inicial para o problema mestre restrito referente ao modelo (PCPr) consiste de
colunas relativas as variaveis de folga do modelo e um conjunto de ¢ colunas, uma para
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cada parte da particao ). Seja (), uma parte da particao (Q e v um vértice em Q. A
coluna relativa a Q) que compoe a base inicial contém coeficientes nao-nulos nas entradas
correspondentes ao vértice v, nas restrigoes (8.16) e (8.17), e ao @ nas restrigoes (8.18).
Isso garante que as colunas iniciais formam uma base e uma solu¢ao primal vidvel.

9.3.1 Heuristica Primal

Nos avaliamos o impacto no desempenho do algoritmo branch-and-price ao incluir uma
heuristica primal para gerar solu¢oes primais em cada né da arvore de enumeracao. Ado-
tamos a heuristica de busca Tabu proposta por Frota et al. [22] e utilizada no cddigo
branch-and-cut.

Ao habilitar a heuristica primal em cada né da arvore de enumeracao, obtivemos uma
melhora no desempenho do algoritmo branch-and-price, como pode ser constatada na
Tabela 9.8. O campo GAP representa a reducao média do gap de otimalidade, dentre
as instancias nao resolvidas na otimalidade, ao habilitar a heuristica primal. O TEMPO
refere-se ao speedup médio, definido pela razao do tempo médio para resolver as instancias
na otimalidade sem habilitar a heuristica e o tempo médio ao habilita-la. O campo
OTIMALIDADE mostra o aumento no numero de instancias resolvidas na otimalidade ao
habilitar a heuristica.

INSTANCIA GAP TEMPO | OTIMALIDADE
n20p5 * 1 0
n40p5 * 1.3 0
n60p5 * 2.83 0
n70p5 * 1.34 0
n80pH * 1
n90pd 0 2
n90p3 12.95 0
n90p4 0 0
n90p5 7.5 2
n90p6 * 1
n90p7 * 77.43 0
n90p8 * 3.23 0
n90p9 * 0.31 0

total 5.11 12.49 6

Tabela 9.8: Melhora no desempenho ao habilitar uma heuristica primal.

Houve um aumento no total de instancias resolvidas na otimalidade, assim como uma
reducao consideravel no tempo de processamento e no gap final, os quais mostram a
importancia da heuristica primal no desempenho do algoritmo branch-and-price.
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9.3.2 Colunas Iniciais

Ao adicionar as colunas relativas as solugoes geradas pela heuristica primal obtivemos um
aumento de solucoes degeneradas, que tornaram lenta a convergéncia da geracao colunas
em alguns casos. Por outro lado, a inclusao destas colunas permitiram o branch-and-price
resolver um nimero maior de instancias.

Uma vez que o nimero de colunas relativas as solugoes primais é reduzido, iniciamos
um estudo para povoar a base inicial e, desta forma, tentar melhorar a convergéncia da
geracao de colunas.

Sabe-se que a adigao de “boas” colunas na base inicial podem ajudar na convergéncia
do método. A dificuldade estda em determinar colunas “boas”. Para este fim, realizamos
um estudo da base étima da relaxacao linear do problema mestre obtida na raiz da arvore
de enumeracao. Este estudo nos permitiu identificar um conjunto de operacoes de inser¢ao
e remocao de vértices que aplicadas as colunas da base inicial podem ser transformadas em
colunas da base étima e, portanto, sao fortes candidatas a entrar na base e assim ajudar
na convergéncia do método da geracao de colunas. Note que a base 6tima da relaxacao
pode ser alterada dependendo das colunas adicionadas na base inicial. Isso implica que
nao ha garantias de que as colunas adicionadas por meio desta técnica estarao na base
otima.

O algoritmo utilizado para povoar a base consiste em realizar operagoes de remogao
e inclusao de vértices nos conjuntos independentes da solucao primal para gerar outros
conjuntos independentes. O pseudocddigo do algoritmo é apresentado no Algoritmo 17.

Dado um conjunto independente S em G, o algoritmo gera novos conjuntos inde-
pendentes removendo um vértice k de S e tentando incluir vizinhos de k em S, quando
possivel.

A inclusao das colunas geradas pela heuristica POVOAMENTO (Algoritmo 17) na base
inicial de cada né da arvore de enumeracao contribuiu para diminuir drasticamente o
numero de solugoes degeneradas e consequentemente contribuindo para a convergéncia da
geracao de colunas. A Tabela 9.9 resume os ganhos no desempenho do branch-and-price ao
povoar a base. A coluna SEM POVOAMENTO refere-se ao branch-and-price sem a inclusao
de nenhuma coluna na base inicial, seja da heuristica primal ou da rotina de povoar a base.
A coluna cOM POVOAMENTO refere-se aos resultados do algoritmo branch-and-price apos
incluir colunas relativas as solucoes primais e daquelas geradas pela rotina para povoar
a base inicial. A linha DEGERESCENCIA representa o percentual de solucoes degeneradas
do total de iteracoes da geracao de colunas. As linhas OTIMALIDADE e TEMPO MEDIO
apresentam o total de instancias resolvidas na otimalidade por cada algoritmo e o tempo
médio de processamento para resolve-los, respectivamente.

Para avaliar a qualidade das colunas geradas pela rotina para povoar a base inicial,
utilizamos dois valores. Ambos referem-se a comparacoes entre as colunas da base étima
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Algoritmo 17: Heuristica POVOAMENTO.

(<L BV R VN

®

10
11
12
13

14

15

Input: grafo G = (V, £), um conjunto independente S em G
Output: conjuntos independentes em G

L = (); /* Constréi novos conjuntos independentes removendo um vértice de S */

for k € S do
Candidatos= ()
for i adjacente a k do

if ij ¢ £,Vj € S then

| Candidatos=Candidatos +{i}

for i € Candidatos do

S=28—{k}+{i}

Candidatos=Candidatos —{i}

for j € Candidatos do

if j ¢ E,Vl € S then

Candidatos=Candidatos —{j}

L§=§+U}

L=L+{S}

devolva L

SEM POVOAMENTO

coM POVOAMENTO

DEGERESCENCIA (%) 41.18 13.84
OTIMALIDADE 279 343
TEMPO MEDIO (S) 62.29 42.97

Tabela 9.9: Média de degenerescéncia.

da relaxacao linear e aquelas da base inicial. O primeiro refere-se ao total de colunas da

base étima da relaxacgao linear que eram colunas da base inicial. A outra medida refere-se

a distancia média das colunas da base 6tima da relaxacao linear em relagao a colunas da

base inicial. A distancia entre duas colunas é calculada pelo total de alteragdes (inclusao

ou remogao de vértices) necessarias em uma coluna para tornd-las idénticas. A Tabela

9.10 apresenta ambas as medidas comparando o algoritmo branch-and-price usando ou

nao a heuristica POVOAMENTO para povoar a base inicial. A primeira linha refere-se ao

percentual de colunas da base 6tima que sao colunas da base inicial. A segunda linha

apresenta a distancia média das colunas da base 6tima e da base inicial.

Os resultados apresentados nas tabelas anteriores, deixam claro a melhora na con-

vergéncia ao povoar a base inicial usando a heuristica POVOAMENTO.
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SEM POVOAMENTO | cCOM POVOAMENTO
COLUNAS INICIAIS (%) 7.7 76.4
DISTANCIA MEDIA 5.5 3.3

Tabela 9.10: Colunas da base étima da relaxagao linear.

9.4 Detalhes de Implementacao

Nesta secao apresentamos alguns detalhes de implementacao de nosso algoritmo branch-
and-price.

9.4.1 Limitantes Duais

Avaliamos trés maneiras diferentes de calcular um limitante dual inicial em cada né da
arvore de enumeracao:

e LB_PAI = limitante dual do né pai;

e ELB = estimativa para o limitante dual. De fato, nao se trata de um limitante dual.
O valor 6timo da relaxagao linear do problema mestre restrito inicial do né é usado
como estimativa;

e LASDON = limitante de Lasdon [32] calculado a partir da solugdo étima do pro-
blema de pricing. Para calcular este limitante nés incluimos a restrigao Zpe pAp <
U B na formulac¢ao (PCPr), onde UB é o melhor limitante primal conhecido naquele
no6 da arvore de enumeracao.

Utilizamos o algoritmo TRICK no passo de pricing dentro de nosso algoritmo branch-
and-price para avaliar os limitantes duais. Um total de 30 instancias com 90 vértices e
diferentes densidades foi avaliado.

A Tabela 9.11 sumariza o desempenho do algoritmo branch-and-price usando cada
uma das trés maneiras de calcular um limitante dual inicial. A primeira linha da tabela
mostra o total de instancias resolvidas mais rapidamente por cada um dos métodos. Na
segunda, ¢ apresentado o total de instancias resolvidas na otimalidade em cada caso. Por
ultimo, na terceira linha é dado o speed-up médio.

ELB | LASDON | LB_PAI
mais rapidamente | 14 11 5t
otimalidade 29 30 29
Speed-up 0.85 0.78 0.84

Tabela 9.11: Comparativo dos calculos de limitantes duais.
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Embora usando o limitante ELB, o algoritmo tenha resolvido uma quantidade maior
de instancias mais rapidamente que os demais, o ganho de desempenho com respeito ao
speed-up foi menor do que com o limitante LASDON. O limitante de Lasdon tem uma
caracteristica adicional em relacao aos demais limitantes, que o possibilitou resolver uma
instancia a mais na otimalidade. A caracteristica adicional do LASDON ¢ que ele também
¢ um limitante dual que pode ser obtido ao longo das iteracoes do método da geracao de
colunas, o que permite o término mais cedo da otimizagao de um noé.

Com base nesse experimento, o limitante LASDON foi adotado para ser incorporado
dentro do nosso algoritmo branch-and-price.

9.4.2 Regra de Branching

Para realizar o branching utilizamos a mesma regra descrita em [22], que descrevemos
brevemente nesta subsecao.

Considere ); e ); duas partes da particao () que nao estao completamente conectados,
ou seja, existem vértices u € (); e v € Q; tais que (u,v) ¢ E. A estratégia de branching
consiste em criar dois subproblemas: no primeiro, vértices em @; e @); sao forcados a
terem o mesmo representante, ou seja, coloridos pela mesma cor, enquanto no segundo
subproblema representantes distintos sao requeridos para cada parte. O primeiro bran-
ching equivale a unir as partes ); e ; para formar uma nova parte @);;, onde pares de
vértices u € ); e v € (); nao adjacentes sao unidos para formar um novo vértice uv. A
vizinhanga do novo vértice uv é definida pela vizinhanga de v e de v. O segundo bran-
ching pode ser implementado inserindo arestas entre todo par de vértices nao adjacentes
de ()1 e Q)5. Os grafos resultantes do processo de branching sobre as partes ()1 e (2 sao
mostrados na Figura 9.1. O grafo resultado do primeiro branching é mostrado em (a) e
do segundo branching em (b).

Figura 9.1: Branching (a) e (b) das partes @)1 and Q3.
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9.5 Resultados Computacionais

Nesta se¢ao apresentamos o desempenho do algoritmo BP usando os algoritmos de pricing,
heuristicas e limitantes descritos nas se¢oes anteriores e comparando-o com o desempenho
do algoritmo branch-and-cut (chamaremos de cédigo BC) proposto anteriormente em [22],
cujo codigo original foi disponibilizado pelos autores para a realizacao dos testes. Desta
forma, foi possivel executar ambos os codigos na mesma maquina, usando as mesmas
linguagens e bibliotecas. Para evitar distor¢ao nos resultados, foram desconsideradas das
analises, todas as instancias resolvidas em menos de 1 segundo por algum dos codigos.

As Tabelas 9.12, 9.13, 9.14 e 9.15 apresentam os tempos de processamento para re-
solver cada instancia nos diferentes esquemas de pricing do algoritmo BP. As colunas
RAIZ(BC) e rRAIZ(BP) mostram os valores das relaxagoes lineares na raiz da arvore de
enumeracao obtida pelo BC e BP, respectivamente. As colunas UB e LB referem-se aos
melhores limitantes primais e duais obtidas pelos algoritmos. As demais colunas referem-
se ao tempo de processamento gasto em cada algoritmo para resolver cada instancia. As
variantes dos algoritmos BP estao explicadas no titulo da tabela. O simbolo “*” é usado

para indicar que o algoritmo nao resolveu a instancia dentro do limite de 1800 segundos.

Na Tabela 9.16 resumimos o total de instancias resolvidas na otimalidade e o tempo
médio gastos por cada um dos algoritmos.

Um resumo da comparacao entre BC e BP é dado na Tabela 9.17. Apresentamos o
desempenho dos algoritmos em cada classe de instancia. O total de instancias consideradas
em cada classe é mostrada entre parénteses logo apds o nome da classe. Colunas opt, fast
e speed-up tém os mesmos significados que as da Tabela 9.6. Coluna dual representa
o total de instancias em que o algoritmo gerou limitante dual no noé raiz da arvore de
enumerag¢ao melhor do que seu oponente. O melhor desempenho entre BC e BP em cada
coluna é destacado em negrito nas entradas dessa tabela.

O algoritmo BP apresentou um desempenho geral superior em relacao ao branch-and-
cut em muitas instancias. Inspecionando a coluna OPT na Tabela 9.17, podemos notar
que BP resolveu na otimalidade 28 instancias a mais que BC, que representa 15% do
total. Como esperado, o limitante dual na raiz da arvore de enumeragao usando a nova
formulagao proposta nesta tese foi mais apertado que o do modelo usado pelo algoritmo
BC. A superioridade do BP sobre BC também ¢ significativa quando analisamos o tempo
de processamento (BP resolveu cerca de 64% das instancias mais rapidamente que BC,
reduzindo o tempo médio em 40%). Restringindo nossa anélise apenas para as instancias
resolvidas na otimalidade por ambos os algoritmos, o niimero de vezes que o BP foi mais
rapido é quase o dobro que BC e, consequentemente, BP teve speed-up maiores.

No entanto, o BC resolveu mais instancias na otimalidade do que o BP na classe
RINGS. Uma vez que tais instancias sao de interesse pratico, decidimos fazer uma andlise
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instancia raiz(BC) raiz(BP) LB UB BC BP(1) BP(2) BP(3) BP(4)
n60p5t2sl 4.41 4.62 5 5 3.74 1.08 0.93 2.03 5.86
n70p5t2s2 4.45 4.96 6 6 815.78 11.8 9.66 26.14 70.88
n70p5t2s3 4.49 4.81 6 6 682.56 59.38 59.56 146.08 240.62
n70p5t2s4 4.55 4.93 6 6 566.74 6.48 16.32 43.35 122.29
n80p5Ht2sl 4.98 5.45 6 6 8.56 1.35 1.29 3.54 12.58
n80pHt2s2 4.92 5.39 6 6 37.93 1.12 1.18 3.36 4.4
n80p5Ht2s3 5.07 5.54 6 6 17.54 114.11 10.85 37.44 120.13
n80p5Ht2s4 5.04 5.64 6 6 89.2 235.81 150.79 810.59 *
n80p5Ht2sH 5.06 5.51 6 6 2.86 15.58 14.22 49.12 124.85
n90p5st2sl 5.34 5.88 7 7 * 72.12 71.29 224.78 597.82
n90p5t2s2 5.12 5.67 7 7 * 568.11 324.02 1058.83  1355.72
n90p5t2s3 5.3 5.96 7 7 * 23.82 21.62 80.47 487.45
n90p5t2s4 5.32 6.04 7 7 * 2.14 1.82 6.3 12.39
n90p5t2sh 5.53 6.27 7 7 * 1.62 1.5 4.95 10.98
n100p5t2sl 5.57 6.32 7 7 * 2.87 3.05 8.3 22.81
n100p5t2s2 5.44 6.28 7 7 * 3.39 3.56 9.88 48.89
n100p5t2s3 5.6 6.38 7 7 * 14.5 13.7 44.36 202.66
n100p5t2s4 5.4 6.08 7 7 * 2.58 2.97 8.04 31.47
n100p5t2s5 5.63 6.28 7 7 * 2.78 2.57 7.26 17.74
n120p5t2sl 6.06 7.29 8 8 * 7.08 7.15 18.73 38.52
n120p5t2s2 5.9 6.97 8 8 * 148.7 64.52 190.54 244.83
n120p5t2s3 6.06 7.29 8 8 * 6.32 7.96 30.31 65.93
n120p5t2s4 5.85 7 8 8 * 20.78 19.08 54.13 183.82
n120p5t2s5 6.28 7.35 8 8 * 12.16 11.81 32.09 116.49
n90plt2sl 1.61 1.89 2 3 * * * * *
n90plt2s2 1.63 1.87 2 3 * * * * *
n90p1t2s3 1.67 1.95 3 3 * * 881.61 992.31 *
n90plt2s4 1.59 1.85 2 2 40.08 * * * *
n90p1t2sH 1.69 1.98 3 3 1069.24  1123.73 537.52 526.22 1076.02
n90p2t2sl 2.23 2.77 3 4 * * * * *
n90p2t2s2 2.24 2.69 3 3 280.53 * * * *
n90p2t2s3 2.32 2.91 3 4 * * * * *
n90p2t2s4 2.22 2.75 3 4 * * * * *
n90p2t2sh 2.34 2.85 3 4 * * * * *
n90p3t2sl 3.05 3.75 4 5 * * * * *
n90p3t2s2 3.16 3.78 4 5 * * * * *
n90p3t2s3 3.2 3.9 5 5 * * 1253.39 1345.2 *
n90p3t2s4 3.02 3.66 4 5 * * * * *
n90p3t2sH 3.17 3.84 5 5 * * * * 1409.86
n90p4t2sl 4.02 4.69 5 6 * * * * *
n90p4t2s2 3.96 4.69 5 6 * * * * *
n90p4t2s3 4.1 4.81 6 6 * 518.36 337.74 774.61 *
n90p4t2s4 4.11 4.78 6 6 * 1254.56 165.76 334.79 630.99
n90p4t2s5 4.15 4.91 6 6 * 159.38 233.11 529.11 630.99
n90p6t2sl 6.93 7.4 8 8 19.33 1.25 1.06 2.71 3.28
n90p6t2s2 6.73 7.2 8 8 224.15 1.19 1.02 2.94 8.51
n90p6t2s3 6.91 7.38 8 8 20.66 1.23 1.23 3.09 5.92
n90p6t2sH 7.21 7.73 9 9 * 147.26 345.35 723.84 706.27
n90p8&t2sl 11.19 11.41 12 12 1.89 1.17 1.09 1.24 1.45
n90p8t2s2 10.8 10.87 12 12 34.17 37.54 47.25 60.22 39.56
n90p8t2s3 11.51 11.9 12 12 2.28 1.2 1.13 1.31 1.51
n90p8t2sh 11.3 11.57 12 12 2.51 1.15 1.11 1.25 1.65
n90p9t2sl 15.12 15.67 16 16 2.27 1.32 1.3 1.35 1.64
n90p9t2s2 14.86 15.07 16 16 20.03 1.08 1.1 1.15 1.19
n90p9t2s3 15.06 15.56 16 16 1.82 1.1 1.12 1.23 1.19
n90p9t2sh 14.73 14.84 16 16 38.69 91.54 69.33 78.15 34.54
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Tabela 9.12: Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema

S12, (3) 88 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RAND.
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instancia  raiz(BC) raiz(BP) LB UB BC  BP(1) BP(2) BP(3) BP(4)

nsf_p0.4.s3 5.75 6 6 6 2.45 38.44 6.28 6.55 3.1
nsf_p0.4_s4 6.25 6.25 7 7 2.36 4.5 5.56 5.29 8.66
nsf_p0.4_s5 9.5 5.6 6 6 1.25 8.51 13.4 9.78 13.38
nsf_p0.5_s1 7.25 7.5 8 8 8.5 4.42 2.68 2.59 4.86
nsf_p0.5.s2 7.25 7.5 8 8 1.55 12.09 19.9 15.17  14.81
nsf_p0.5_s4 6.75 7 7 7 14.38 16 12.24 28.1 29.7
nsf_p0.5_s5 6.5 6.8 7 7 1.48 9.69 13.95 1223 15.84
nsf_p0.6_s1 8.05 8.75 9 9 65.45 9.41 6.31 5.18 6.51
nsf_p0.6_s2 8.33 9 9 9 3.11 15.97 2.01 1.69 2.3
nsf_p0.6_s3 8 8.33 9 9 * 11.78  19.03 1756 11.38
nsf_p0.6_s4 7.88 8.25 9 9 * 21.84 86.54 107.83 30.06
nsf_p0.6_s5 7.75 8.5 9 9 86.68 6.76 2.07 2 2.35
nsf_p0.7_s1 9 9.14 10 10 * 31.18 115.85 82 32.69
nsf_p0.7_s2 10.75 10.75 11 11 104.1 43.62  41.63 34.8 27.61
nsf p0.7_s3 8.6 9.5 10 10 * 30.15 3.96 3.37 9.08
nsf_p0.7_s4 10.33 10.33 11 11 4.27 79.55 5345 51.39  26.27
nsf_p0.7_s5 8.25 8.5 9 9 3.53 101.98 165.44 84.17 36.3
nsf_p0.8_s1 10.17 10.75 11 11 266.9 31.37  238.16 6282 23.74
nsf_p0.8_s2 10.5 10.75 11 11 15441 98539 7456 8193  26.08
nsf_p0.8_s3 9.5 10.5 11 11 * 130.9 185.95 110.03 43.17
nsf_p0.8_s4 10 10.33 11 11 * 75.86  96.47 13293 55.7
nsf_p0.8_s5 9.75 10.5 11 11 * 23.8 11.05  10.29 9.23
nsf_p0.9_s1 11 11.5 12 12 * 55.58 194.96 66.34 68.5
nsf_p0.9_s2 11.25 11.75 12 12 14.93 68.87 186.92 360.26 45.42
nsf_p0.9.s3 11.25 11.75 12 12 11.06 56.85 13.74 12.01  34.87
nsf_p0.9_s4 11 11.29 12 12 * 251.05 274.88 304.99 132.76
nsf p0.9_s5 11 11.5 12 12 * 74.99 298.85 186.92 35.97
nsf_pl.0_sl * 12.67 13 13 * 126.28 184.92 84.52  54.97
nsf pl.0_s2 12.13 12.5 13 13 1461.06 790.8 397.46 182.28 123.52
nsf_pl.0_s3 12.25 12.75 13 13 16.56 96.71 29.8 29.44 1244
nsf_pl.0_s4 * 12.5 13 13 * 261.13 27495 151.3 108.79
nsf pl.0_sb 12.5 12.67 13 13 15.07  80.56 12.39 12.24  31.82

Tabela 9.13: Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) 88 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias NSF.
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instancia raiz(BC) raiz(BP) LB UB  BC BP(1) BP(2) BP(3) BP(4)

ring nl0p0.7s3 10 10 10 10 184 582 L1215 L34
ring ni0p0.8sl 10,75 10,75 11 11 2,2 154275 457 508 38
ring n10p0.8s2 12 12 12 12 6,21 1020,77 1,36 1,74 2,12
ring n10p0.8s3 11 11 11 11 1,48 * 1,32 1,84 2,27
ring n10p0.8s4 11 11 11 11 2,59 1403,82 1,46 1,75 1,74
ring n10p0.8sb 10,5 10,5 11 11 1,35 412,19 2,53 2,95 1,84
ring n10p0.9s1 12 12 12 12 8,38 * 25 3,08 2,87
ring nl0p0.9s2 12 12 12 12 6,03 * 279 346 3,22
ring ni0p0.9s3 12,5 125 13 13 2,66 * 326 4,00 433
ring n10p0.9s4 11,5 11,5 12 12 3,83 * 13,4 14,79 7,91
ring_n10p0.9s5 12,5 12,5 13 13 2,17 * 6,93 7,8 3.8
ring n10p1lsl 12,5 12,5 13 13 7,2 * 73,36 34,64 9,66
ring n10pls2 12,5 12,5 13 13 7,03 * 72,35 34,93 9,62
ring n10p1s3 12,5 12,5 13 13 7 * 73,95 34,91 9,6
ring n10pls4 12,5 12,5 13 13 7,07 * 73,57 34,74 9,61
ring n10p1s5 12,5 12,5 13 13 7,02 * 74,5 34,86 10,86
ring n15p0.3s3 13 13 13 13 1,37 13,26 1,22 1,59 1,87
ring n15p0.3s4 11,5 115 12 12 1,73 3357 256 3,12 24
ring n15p0.3s5 11,5 11,5 12 12 219 33212 344 3,78 248
ring n15p0.4s1 15 15 15 15 7,19 125437 1,55 2,28 2,83
ring n15p0.4s2 14 14 14 14 14243 * 3,65 4,29 4,57
ring n15p0.4s3 15 15 15 15 36,73 352,86 1,28 1,95 2,38
ring n15p0.4sd 14 14 14 14 13,19 * 352 439 6,49
ring n15p0.4s5 15,5 15,5 16 16 4,83 * 39,71 41,09 10,1
ring n15p0.5s1 17,5 17,5 18 18 4,14 * 1,94 3,59 4,47
ring n15p0.5s2 17,5 17,5 18 18 5,78 * 5,91 7,19 7,61
ring n15p0.5s3 18,5 18,5 19 19 4,03 * 2,41 3,77 4,59
ring n15p0.5s4 16,25 16,24 17 17 6,49 * 57,91 55,48 13,4
ring n15p0.5s5 18 18 18 18 26,12 * 4,67 6,06 10,05
ring n15p0.6s1 18,5 18,5 19 19 15,1 * 7,57 10,25 17,68
ring n15p0.6s2 19 19 19 19 1034,78 * 12,2 13,75 13,67
ring n15p0.6s3 22 22 22 22 10,91 * 5,61 8,34 10,54
ring n15p0.6s4 19,25 19,25 20 20 13,32 * 935,33 418,82 20,99
ring n15p0.6s5 20,5 20,5 21 21 9,08 * 10,04 12,2 15,38
ring n15p0.7s1 20,5 20,5 21 21 27,67 * 558,14 27541 45,58
ring n15p0.7s2 24,5 24,5 25 25 35,64 * 10,54 13,25 26,25
ring n15p0.7s3 22,5 23 23 23 42097 * 15,86 20,86 22,29
ring n15p0.7s4 23 23 23 23 33,8 * 17,83 21,74 24,53
ring n15p0.7s5 22,5 22,5 23 23 2533 * 9,28 14,57 15,77
ring n15p0.8s1 2% 24 24 24 622,95 * 16,64 1883 21,37
ring n15p0.8s2 25 25 25 25 66,66 * 15,11 18,62 30,64
ring n15p0.8s3 25,5 25,5 26 26 27,05 * 29 32 28,6
ring n15p0.8s4 25 25 25 25 64,83 * 39,81 44,57 31,84
ring n15p0.8s5H 24,5 24,5 25 25 31,68 * 26,83 32,12 55,12
ring n15p0.9s1 26 26 26 26 379,69 * 51,21 57,28 37,36
ring n15p0.9s2 26,75 26,75 27 27 126,3 * * * 87,24
ring n15p0.9s3 27,5 27,5 28 28 58,03 * * 254,62 70,26
ring n15p0.9s4 27 27 27 27 186,47 * 41,59 44,13 46,38
ring_n15p0.9s5 27 27 27 27 * * * * 180,02
ring n15plsl 28 28 28 29 * * * * *
ring_ nl15pls2 28 28 28 29 * * * * *
ring n15p1s3 28 28 28 29 * * * * *
ring n15plsd 28 28 28 29 * * * * *
ring_ n15pls5 28 28 28 29 * * * * *

Tabela 9.14: Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RING (parte 1).
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instancia raiz(BC) raiz(BP) LB UB BC BP(1) BP(2) BP(3) BP(4)

Ting 120p02s1 9.5 10 10 10 1428 2016 L1z 152 187
ring_ n20p0.2s2 14,5 14,5 15 15 2,92 79,51 7,04 7,81 5,41
ring n20p0.2s3 12,5 13 13 13 2,2 * 1,32 1,97 2,75
ring n20p0.2s4 12,5 13 13 13 2,48 7841 1,56 1,97 2
ring n20p0.2s5 15,5 155 16 16 53,59 4423 20,19 2063 7,04
ring n20p0.3sl 17,5 175 18 18 674 ¥ 3001 3231 901
ring n20p0.3s2 24 24 24 24 976 % 655 832 89
ring_n20p0.3s3 17 17,5 18 18 * * 8,44 10,41 12,09
ring n20p0.3s4 19,5 20 20 20 7,35 * 4,01 5,46 6,81
ring n20p0.3s5 20 20,5 21 21 * * 15,77 17,3 13,64
ring n20p0.4sl 24 24 24 24 3281 ¥ 9.05 1459 24,86
rngn20p04s2 275 275 28 28 18,13 ¥ 1419 1557 16,09
ring n20p0.4s3 20,5 20,5 21 21 22,25 * 1556,27 223,32 4891
ring 120p0.4sd 24,5 245 25 25 126 ¥ 744 1082 1522
ring n20p0.4s5 28 28,5 29 29 * * 1293 1546 28,69
ring n20p0.5s1 32 32 32 32 53,9 * 22,39 26 43,11
ring_n20p0.5s2 32 32 32 32 100,26 * 34,37 39,69 34,53
ring n20p0.5s3 27 27 27 27 240,88 * * 712,15 119,57
ring n20p0.5s4 27,5 27,5 28 28 28,18 * 64,15 70,88 34,34
ring n20p0.5s5 31,5 32 32 32 54,73 * 207,39 14144 71,21
ring n20p0.6s1 35,5 35,5 36 36 85,25 * 36,03 38,76 76,71
ring_n20p0.6s2 36 36 36 36 210,98 * 50,53 54,78 104,14
ring n20p0.6s3 % 32 32 32 ¥ ¥ 8189 9039 101,57
ring n20p0.6s4 32 32 32 32 206,73 * 118,94 131,12 117,37
ring 120p0.6s5  33.5 31 34 34 12244 F 3700 3928 82,02
ring n20p0.7s1 * 39 39 39 * * 94,96 98,78 151,44
ring n20p0.7s2 43 43 43 43 402,79 * 73,35 76,64 98,04
ring n20p0.7s3 36,5 36,75 37 37 539,55 * * 938,87 157,86
ring n20p0.7sd 37,5 375 38 38 55139  * 7 300,93
ring 120p0.7sh 37,5 375 38 338 3349 ¥ ¥ ¥ 41085
ring 120p0.8s1 % 44 44 44 % % 1741 17822 4329
ring n20p0.8s2 46 46 46 46 7528 * 93,38 96,98 132,57
ring_ n20p0.8s3 42,5 42,5 43 43 821,8 * * 424,78 448,46
ring_n20p0.8s4 43 43 43 43 923,23 * * * 1391,85
ring n20p0.8s5 43 13 43 43 831,63 ¥ 18166 19283 33178
ring n20p0.9sl 475 475 48 48 142582  * 153357 13098 8139
ring 120p0.952 485 185 49 49 160056  * % ¥ 18779
ring_n20p0.9s3 * * 47 48 * * * * *
ring n20p0.9s4 * * 47 48 * * * * *
ring n20p0.9s5 * 48,5 49 49 * * * * 1194,8
ring_ n20p1sl * * * * * * *
ring n20p1s2 * * * * * * *
ring n20p1s3 * * * * * * *
ring n20pls4 * * * * * * *
* * * * * * *

ring_n20plsd

Tabela 9.15: Algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar base inicial, (2) esquema
S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial nas instancias RING (parte 2).
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instancia BC BP(1) BP(2) BP(3) BP(4)
tempo 1544 177.02 97.29 112.08 114.52
otimalidade(187) 122 86 150 154 158

Tabela 9.16: Resumo comparativo dos algoritmos BC e BP (1) esquema S12 sem povoar
base inicial, (2) esquema S12, (3) S8 e (4) S5 povoando a base inicial.

BC BP

classe opt fast dual speed-up | opt fast dual speed-up
RAND(56) 23 4 0 2.46 42 17 53 27.02
NsF (32) 20 10 1 11.28 32 10 27 6.87
RING(99) 79 25 1 10.47 76 45 10 7.12
ToTAL(187) | 122 39 2 9.86 150 72 90 11.79

Tabela 9.17: Resumo dos desempenhos dos cédigos BP e BC.

mais apurada nessa classe. Inicialmente, notamos que o algoritmo TRICK, quando aplicado
no método ADAPTIVE, nao foi capaz de resolver sequer a primeira iteracao da geracao
de colunas em algumas instancias. Como observamos nos experimentos anteriores, esse
algoritmo tem dificuldade muito grande para lidar com instancias esparsas. Como a den-
sidade de arestas das instancias da classe RINGS ¢ 0.35, percebemos que esta poderia ser
a explicagao para a perda de desempenho do BP nesta classe de instancia. Repetimos,
entao, o experimento usando o esquema S8 no lugar do esquema S12 para avaliar o com-
portamento do BP naquelas instancias, uma vez que este esquema apresentou a segunda
melhor performance, perdendo apenas para o esquema S12 conforme a média ponderada
de desempenho considerada na Tabela 9.6. Os novos resultados estao sumarizados na
Tabela 9.18.

BC BP
classe opt fast dual speed-up | opt fast dual speed-up
RAND(56) 23 5 0 6.44 42 16 56 11.4

NsF (32) 20 11 1 8.69 32 9 27 883
RING(99) | 79 30 0O 463 80 44 11  6.08
Torar(187) | 122 46 1 563 |154 69 94  7.68

Tabela 9.18: Comparativo de desempenho do BP usando esquema S8 e BC.

Conforme os testes reportados na Tabela 9.6, o desempenho do BP nas instancias
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RAND diminuiu quando o método TRICK foi substituido pelo SOLVER na solugao do pri-
cing. Por outro lado, para as classes NSF e RINGS, esta substituicao reverteu a situagao
observada na Tabela 9.18. Como esperavamos o nimero de instancias resolvidas na oti-
malidade pelo BP na classe RINGS superou o do BC. No entanto, houve uma pequena
queda no total de instancias resolvidas mais rapidamente pelo BP. Isso é uma indicacao
que o tempo gasto com o resolvedor de PLI na formulacao do conjunto independente
maximo é sensivel a estrutura do grafo. Esta é uma questao que merece uma investigagao
mais profunda, uma vez que nao estamos convencidos que a densidade do grafo seja a
unica propriedade que afeta a performance do algoritmo.



Capitulo 10

Conclusoes

Noés estudamos um novo modelo de PLI para o problema da coloragao particionada e pro-
pusemos um algoritmo branch-and-price para resolvé-lo de forma exata. Destacamos que
parte do algoritmo branch-and-price proposto nesta tese é devido a trabalhos anteriores.
As heuristicas primal de busca Tabu e de pricing parcial GRASP propostas em [22] foram
utilizadas no algoritmo branch-and-price. Nossa contribuicao foi unificar dois modelos
existentes e propor um algoritmo branch-and-price para resolver o problema.

O modelo é baseado em um trabalho similar que foi aplicado ao problema da coloragao
classica e consiste em unificar duas formulagoes: uma usando conjuntos independentes e
outra usando vértices representantes. Experimentos computacionais foram realizados sob
um total de 372 instancias para comparar o desempenho do algoritmo branch-and-price em
relagdo ao unico algoritmo exato, um algoritmo branch-and-cut proposto em [22, 23], que é
conhecido na literatura até esta data para o problema. Como esperado, os limitantes duais
gerados pelo algoritmo foram muito mais apertados que aqueles obtidos pelo algoritmo
branch-and-cut, que usa o modelo por representantes.

O algoritmo branch-and-price apresentou um desempenho geral superior ao branch-
and-cut em todas as classes de instancias de teste. Mais especificamente, o branch-and-
price resolveu 82% das instancias de teste (17% a mais do que branch-and-cut), e 60%
das instancias resolvidas por ambos foi processada mais rapidamente pelo branch-and-
price, o que implicou em um tempo médio 27% menor em relacao ao branch-and-cut. O
passo crucial para o algoritmo branch-and-price atingir estes resultados foi a escolha das
colunas iniciais para povoar a base inicial. Um estudo detalhado das colunas da base 6tima
da relaxacao linear do problema mestre nos ajudaram no desenvolvimento de um método
para povoar a base que substancialmente melhoraram o desempenho do algoritmo branch-
and-price. Observamos que as colunas geradas pelo método reduziram a degenerescéncia
e aceleraram a convergéncia da geracao de colunas, os quais contribuiram para reduzir o
tempo de processamento global do algoritmo.
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Conclusoes Finais

Nesta tese propusemos novas formulagoes por programacao linear inteira e novos algorit-
mos exatos para dois problemas de otimizacao em grafos: o problema dos anéis-estrelas
capacitados e o problema da coloragao particionada. As novas formulacoes baseiam-se no
modelo de cobertura de conjuntos e os algoritmos exatos foram desenvolvidos usando-se
o método da geracao de colunas. A qualidade dos limitantes obtidos pela relaxacao linear
dos novos modelos e o desempenho dos algoritmos exatos propostos (branch-and-price e
branch-and-cut-and-price) foram avaliados por experimentos computacionais. A avaliagao
consistiu na comparacao destes limitantes e desempenhos com aqueles obtidos por outros
algoritmos exatos conhecidos na literatura, os quais se baseiam no método de branch-
and-cut. Os resultados desta analise mostraram que o método da geracao de colunas é
adequado para a resolugao de ambos os problemas.

Desenvolvemos dois algoritmos exatos, um algoritmo branch-and-price e outro branch-
and-cut-and-price, a partir do modelo de cobertura de conjuntos para o problema dos
anéis-estrelas capacitados. Os desempenhos destes algoritmos foram comparados com
aquele gerado por um algoritmo branch-and-cut que implementamos com base no tnico
algoritmo exato que estd descrito na literatura para o problema. Como esperado, os limi-
tantes duais gerados pelo modelo na raiz da arvore de branch-and-price foram, quase que
na totalidade, mais apertados que aqueles gerados pelo algoritmo de branch-and-cut. Os
experimentos mostraram que os desempenhos dos algoritmos branch-and-price e branch-
and-cut eram similares, ou seja, em algumas instancias, o branch-and-price superou o
desempenho do branch-and-cut e vice-versa. Por outro lado, o desempenho do algoritmo
branch-and-cut-and-price foi muito superior aquele do branch-and-cut. O branch-and-cut-
and-price resolveu 64% das instancias de teste de um total de 273, 23% a mais que o
branch-and-cut. Também notamos que os desempenhos dos algoritmos sao afetados de
forma diferente quando o numero de anéis-estrelas e a capacidade dos veiculos sao al-
terados. Em instancias onde a frota é maior, o algoritmo de branch-and-cut-and-price
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apresentou um desempenho bem superior aquele do algoritmo branch-and-cut.

No problema da coloracao particionada, um total de 187 instancias de teste foram con-
sideradas nos experimentos para comparar o algoritmo branch-and-price proposto nesta
tese com um algoritmo branch-and-cut, o inico reportado na literatura para o problema.
O algoritmo branch-and-price resolveu aproximadamente 82% destas instancias, o que
representa 17% de instancias a mais que o algoritmo branch-and-cut. Com relagao as
instancias resolvidas por ambos os algoritmos, branch-and-price resolveu a maioria das
instancias mais rapidamente que o branch-and-cut e o tempo médio foi cerca de 27%
menor que em relagao ao branch-and-cut.

Uma das contribuicoes para melhorar o desempenho dos algoritmos branch-and-price
e branch-and-cut-and-price para o problema dos anéis-estrelas capacitados, foi o uso de
automatos finitos deterministicos para identificar caminhos tteis (rotina usada dentro do
algoritmo para geragao de colunas). Ele diminuiu, em média, 2,7 vezes o tempo total
gasto com a geracao de colunas. No problema da coloragao particionada, observamos
que a heuristica que desenvolvemos para povoar a base inicial teve um papel importante
para melhorar o desempenho geral do algoritmo branch-and-price. Ela ajudou a reduzir
a degenerescéncia em mais de 27% e a aumentar a convergéncia do algoritmo de geracao
de colunas, que permitiram o algoritmo resolver 64 instancias a mais na otimalidade.
O método empregado para a construgao da heuristica consiste no estudo da base 6tima
da relaxacao linear do problema mestre obtida na raiz da arvore de enumeracao de um
algoritmo. Este estudo nos permitiu identificar um conjunto de operacoes de inser¢ao
e remocao de vértices que aplicadas as colunas da base inicial podem ser transformadas
em colunas da base 6tima e, portanto, sao fortes candidatas a entrar na base e, assim,
ajudar na convergéencia do método da geracao de colunas. Pelo nosso conhecimento,
nao ha outros trabalhos que utilizam esta idéia para povoamento da base inicial, que
potencialmente podem diminuir o nimero de iteragoes em um algoritmo de geracao de
colunas, como constatado no problema da coloracao particionada.

Resumidamente, as principais contribuicoes da tese foram:

e novas formulagoes de programacao linear inteira para o problema dos anéis-estrelas
capacitados e para o problema da coloracao particionada;

e novos algoritmos exatos, um branch-and-cut e outro branch-and-cut-and-price, para
o problema dos anéis-estrelas capacitados;

e um novo algoritmo exato, um branch-and-price, para o problema da coloragao par-
ticionada;

e um novo algoritmo para identificacao de caminhos tuteis baseado em automatos de
estados finitos;
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e uma heuristica para povoamento de bases iniciais, que pode ser usada em algo-
ritmos de geracao de colunas para a resolucao de outros problemas de otimizacao
combinatoria.

Algumas melhorias podem ser incluidas nos algoritmos de branch-and-price e branch-
and-cut-and-price propostos nesta tese como, por exemplo, incluir heuristicas primais para
o algoritmo branch-and-cut-and-price do problema dos anéis-estrelas capacitados, aplicar
a heuristica para povoamento da base ao algoritmo branch-and-cut-and-price do problema
dos anéis-estrelas capacitados, entre outros. No entanto, elas apenas contribuiriam para
melhorar os desempenhos destes algoritmos, que atualmente ja superam expressivamente
os dos algoritmos branch-and-cut existentes. Além destas melhorias, damos como dire¢oes
futuras, estender os algoritmos para o problema dos anéis-estrelas capacitados com de-
manda nao unitéria.
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