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Resumo

A classificagdo de dados consiste em separar um conjunto de objetos, descritos por um
conjunto de dados, em classes, de forma a que objetos na mesma classe sejam semelhan-
tes entre si. A classificacao frequentemente é usada como uma ferramenta de pesquisa
cientifica. Os objetivos de uma classificacdo podem diferir de acordo com as necessidades
e com a origem dos dados sobre os objetos a classificar.

Em alguns contextos existe interesse em associar os objetos aos vértices de um grafo,
de forma que a semelhanga entre os objetos esteja relacionada a proximidade nesse grafo.
Os métodos existentes, para aplicagbes nestes contextos. obrigam cada classe a formar
um unico componente conexo dentro do grafo. Chamamos essa abordagem de conexidade
estrita e propomos a idéia de classificagao com conexidade flexibilizada, ou seja a con-
cepcao de métodos que permitam a um usuario especificar o nimero de componentes de
cada classe no grafo e mostramos porque essa flexibilizagio é desejavel.

Em seguida, estudamos a resolucdo de um problema computacional resultante da
flexibilizacdo da conexidade, o Problema da Atribuicdo +-Conexa (PAgC). Demonstra-
mos a NP-completude desse problema e apontamos alguns casos polinomiais. Entao,
concentramo-nos no estudo de diferentes formas para modelar matematicamente a cone-
xidade flexibilizada. Os resultados obtidos podem ser naturalmente aplicados a outros
problemas onde tal conexidade é necessaria.

Finalmente, propomos dois algoritmos para resolver (PAgC). Um baseado na técnica
de branch-and-bound e outro na de branch-and-price. Uma comparacao dos resultados ob-
tidos por cada técnica é apresentada na seqiéncia. Um estudo de classes de desigualdades

validas, capazes de melhorar substancialmente ambos os algoritmos, conclui a dissertagao.

viii



Abstract

Classification of objects amounts to defining, say, K clusters on a set of N objects such
that object in a same cluster are alike. Classification is often used as a tool for scientific
research.

Some important contexts of objects classification use enhanced methods where the
objects are associated to vertices of a graph. Proximity between two objects in this graph
usually means that the dissimilarity between them is small. The methods applied in
such contexts require each cluster to define a single connected component on this graph.
We call this strict conneetivity approach and we propose the idea of flexible connectivity.
This suggests the development of methods where the user may specify the number of
connected components each cluster may form on the graph. We present reasons for this
flexibilization.

Next, we study the computational problem derived from the flexible connectivity, the
~-Connected Assignment Problem (PAgC). We show this problem to be NP-complete
and we point out some polynomial cases. Then, we concentrate our effort on deriving
formulations for considering this flexible connectivity. Clearly. the conceived models can
be applied to other problems where connectivity constraints are to be considered.

Finally, we propose two algorithms to solve PAgC. One based on the branch-and-cut
technique and other on the branch-and-price technique. A comparison between the results
obtained with each technique is presented. We conclude this work studying classes of valid
inequalities capable of improving the efficiency of both algorithms.

ix



Conteudo

1 Introdugao 1
1.1 Roteiroda Dissertacao . . . . . . . . . . . . e 2

2 Classificagao: Aplicagoes e Métodos 4
2.1 Aplicagoes da Classificacdo . . . . . . . . . .. .. Lo 4
2.2 As Diferentes Definicoes de Método . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 10
2.3 Caracteristicas dos Métodos . . . . . . . . ... ... 11
2.4  Alguns Métodos de Classificagao Irrestrita e suas Extensdes para Conexidade 14
2.4.1 Single-Linkage . . . . . . . . . e 14

2.4.2 Complete-Linkage . . . . . . . ... ... ... ... ... 17

2.4.3 Minima Varidncia . . . . . . . . . e e 17

244 K-Meddide. .. .. ... 20

3 Estendendo o K-Meddide para a Conexidade Flexibilizada 25
31 OUsodeDuasetapas . . .. . . . . . . . . e 25
3.2 Conexidade Flexibilizada por Contagem de Componentes . . . . . . .. .. 29

4 Problema da Atribuicao y-Conexa 32
4.1 Complexidadedo Problema . . . . . ... ... ... ... .. 0. 32
4.1.1 Casos NP-completos . . .. .. .. .. ... ... ... ..., 32

4.1.2 Casos Polinomiais . . . . . . . . . . . 0 e 33

4.2 Formulagbes em Programagao Inteira . . . . . ... . ... .. ... 35
4,.2.1 Formulagoes para a Versao do Limite Total v . .. .. .. ... .. 36

422 Formulacdo F1 . . .. .. . ... .o 38

423 Formulacao F2 . . . .. . . ... . ... ..o 13

4.3 O Algoritmo de Branch-and-Cutsobre F1 . . . . . . ... ... .. . ... 16
4.3.1 Comentarios Gerals . . . - . . . . . . . L e e e e 16

4.3.2 Implementacio do Branch-and-Cut . . . .. ... .. ... .... 18

4.3.3 Resultados Computacionais . . . . .. ... .. ... ........ 32

4.3.4 Uma Heuristica Baseadaem F! . . .. . ... ... .. .. ..... 35



Contetido xi

4.4 O Algoritmo de Branch-and-Pricesobre F2.. . . . . .. .. .. ... ... 57
4.4.1 O Subproblema de Apregamento. . . . . ... ... 57

4.4.2 Comentéarios Gerais . . . . . . . . . e e e e 58

4.4.3 Implementacao do branch-and-price sobre F2 . . . . . . . .. ... 58

4.4.4 Resultados Computacionais . . . . . . . ... . ... ... ..... 65

4.5 Reforcando as Formulagbes . . . . . .. . ... ... oL 67
4.5.1 Novas Classes de Desigualdades Fortes . . . . . ... ... ... .. 67

4.5.2 Novos Subproblemas de Separacdo . . . .. .. .. ... ... ... 70

4.3.3 Resultados Computacionais . . . . ... ... . ... ... ..... 71

5 Conclusdes e Comentarios Finais 73
A Um Estudo Poliédrico da Desigualdade da Cruz 76
Al Comentarios . . . . . v v o e e e e e e e e 87

Bibliografia 89



Lista de Tabelas

2.1 Exemplo de tabela de atributos . . . ... ... 0000

4.1 Instancias
4.2 Instancias
4.3 Instancias
4.4 Instancias
4.5 Instancias
4.6 lnstancias
4.7 Instancias
4.8 Instancias
4.9 Instancias
4.10 Instancias

randomicas, num grafo H de grade quadrado . . . . . . .. ..
randoémicas, num grafo H obtido por random_planar_graph

com estrutura, num grafo H de grade quadrado . . . . . . . ..
com estrutura,|V{=100, K=5, v;,=1, grafo H de grade quadrada
randomicas, num grafo H de grade quadrado . . . . . ... ..
randdmicas, num grafo H obtido por random_planar_graph . . .
com estrutura, num grafo H de grade quadrado . . . . . .. ..
randémicas, num grafo H de grade quadrado . . ... ... ..
randémicas, num grafo H obtido por random_planar_graph

com estrutura, num grafo H de grade quadrado . . . . . . . ..

xii

o4



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10

Al
A2
AJd
A4
Ab
A.6
A7
A8
A9

Uma classificagao em duas dimensdes (N =76, K =4) . . ... ... .. . 3
Uma instancia mais complicada (N =115, K =4) . . . . ... ... . . . . 12
Uma classificagdo pouco representativa do single-linkage (N =37, K =2) 16

Uma classificagdo pouco representativa do complete-linkage (N = 38, K =

72 O 18
As classificagoes de cada etapa (N =13 K =2) . . ... . ... .. ... 27
Solugdo fraciondria de (1-3) (K =2,vy=1). . ... ... ... .. ..... 38
Solugdo fracionaria de (1-4)(6) (K =2,v=2). . .. . ... ... ... ... 38
Solucédo fracionariade F1 (K =2, =1, v=1). . . . ... ... ... .. 41
Solugdo fraciondria de F2 (K =2, 1 =1, % =1). . . . .. .. .. .. ... 43
Solucao fracionariade F1 (K =2, i =1, % =2). . . . . .. . . ... ... 46
Solucdo fraciondria antes do branching (K =2,v=1). ... ... ... .. 50
Solucéo fraciondria apés branching sobre ¢ (K =2, 4 =1). .. .. ... .. 51
Solucéo fraciondriade F1 (K =2, vy =1,y =1). .. .. ... ... ... 67
Solugdo fraciondriade F1 (K =3, =1, =1.vwm=1). ... ... ... 68
Solucéo fraciondriade F1 (K =2, m=1,v2=11) .. . ... .. ... .. 70
Configuragdo de Hmocaso 1. . . . ... . ... ... ... ... ... .. 79
Configuragao detalhada de Asnocasol . ... .. .. ... . ... ... 80
Configuragao detalhada de Aynocaso 1 . . .. . ... ... ... .. ... 81
Situacao em que nao é possivel construir Cy no subcaso 2.2 . .. . .. .. 82
Inversdo dos pares (sy,f1) e (Sg,%2) . . . . o Lo 82
Solucédo fracionaria de F1{K =2 i =1L, 4 =1). .. .. ... ... .. 83
Possivel configuracdo de H nocasol . . ... ... .. ... ... .. .... 86
Possivel configuragao de Hnocaso 2 . . . ... ... ... .. ... .... 86
Possivel configuragao de Hnocaso3d . . . ... . ... ... ... ..... 87

xiii



Capitulo 1

Introducao

! pode ser definido como: Dado um conjunto de N

O problema geral de classificagao
objetos e uma medida da dissimilaridade entre cada par desses objetos, particionar esse
conjunto em K classes de modo que objetos semelhantes fiquemn na mesma classe e objetos
pouco semelhantes em classes diferentes.

Uma medida de dissimilaridade é um numero positivo proporcional a “distancia”
entre dois objetos; no sentido que quanto maior o nmimero. mais distintos sao os objetos.
A dissimilaridade entre dois objetos idénticos deve ser sempre zero. Alguns autores usam
também medidas de similaridade, que sdo nimeros positivos proporcionas a “proximi-
dade” entre dois objetos. Nesse texto usaremos apenas dissimilaridades.

Uma instancia do problema pode ser descrita através de uma matriz /N x ¥, simétrica
e com zeros em sua diagonal, cujos elementos sdo as dissimilaridades entre os pares de
objetos. Outra maneira de ver essa matriz é como um grafo nao-direcionado completo
G, com N vértices correspondendo aos objetos e com pesos nas arestas correspondendo
as dissimilaridades. Deve-se especificar o nimero K, 1 < K < N, de classes desejadas.
Uma solucao ¢ sempre uma K-particio P = {C1,(5,....Cx}, dos N objetos. onde cada
clagse C; é nao-vazia.

Um método de classificagio é um critério que busca capturar e formalizar o conceito
genérico de classificagdo dado acima, definindo as propriedades que a particdo buscada
deve satisfazer. Por exemplo: achar uma particio que maximize a menor dissimilaridade
entre dois objetos em classes diferentes. A mesma instancia pode ser classificada de
acordo com diferentes métodos, que podem levar a diferentes particdes. Assim, cada
método, que pode ser mais ou menos adequado, de acordo com a aplicacdo, define um
problema particular de otirmizagdo. Para que um método seja aplicavel na pratica, devem
ser desenvolvidos algoritmos capazes de resolver esse problema computacional.

O probiema de classificacdo € dito irrestrito quando qualquer uma das K-parti¢des,
em principio (antes de se considerar as dissimilaridades). é valida. Ao contrario, ele é

IFreqiientemente chamado na literatura em inglés de clustering.



1.1. Roteiro da Dissertacao 2

restrito quando algumas das K-particoes jd sdo descartadas a priori.

Alguns tipos usuais de restrigoes:

a) Cardinalidade - Deve haver um nimero minimo ou maximo de objetos na mesma

classe.

b) Alguns subconjuntos de objetos sido obrigados a (ou proibidos de) pertencerem a

mesma classe.

¢) Conexidade - Define-se um grafo ndo-direcionado adicional # com N vértices, em
que cada objeto é identificado com um vértice de H. Uma particdo s6 é vilida se
o0s objetos de cada classe formarem um componente conexo em H. A restricdo de
conexidade ? costuma levar a problemas computacionalmente muito dificeis.

Nesta dissertagdo estudamos problemas de classificagio com conexidade, mas nao ape-
nas da forma usual definida em (c), que chamaremos de estrita {onde cada classe deve
obrigatoriamente induzir um inico componente conexo). Queremos tratar a conexidade de
uma forma flexibilizada. Isso quer dizer que trabalharemos com métodos que permitam
que um usudrio, através de parametros, tenha controle sobre o nimero de componentes
conexos induzidos por cada classe.

O nossos objetivos sao:

o Definir novos métodos de classificagio com restrigoes de conexidade fiexibilizadas.

e Estudar a resolugao computacional dos problemas induzidos por esses métodos
através de técnicas de otimizacao combinatdria, em especial de programacao linear
inteira. N&o descartamos o uso de heuristicas para obter boas soluc¢des aproximadas.
mas nos concentramos no estudo de algoritmos exatos.

1.1 Roteiro da Dissertagao

Nesta dissertagao, ndo assumimos que o leitor tenha qualquer conhecimento prévio sobre
classificacdo. Assim, procuramos apresentar da forma mais completa possivel, todos os
concelitos dessa area que julgamos necessirios ao entendimento e justificativa deste traba-
lho. Por outro lado, assumimos familiaridade com os conceitos basicos de complexidade
computacional, teoria de grafos, combinatdria poliédrica e programacéo linear inteira, em
particular de algoritmos de branch-and-bound. Nesses casos, nos limitamos a referenciar

outros trabalhos sempre que preciso.

2Na literatura (Murtagh (1985) 28], por exemplo), isso as vezes aparece como restrigdo de contigui-
dade. Isso nao € o mais correto, pois “contiguidade”, sindnimo de “adjacéncia”, define uma relagao entre
dois objetos. Ja “conexidade™, define uma rela¢do entre n objetos, o que é o casc.



1.]. Roteiro da Dissertacéo 3

0 capitulo 2 contém uma introdugao a area de classificacdo, tanto a irrestrita quanto a
com restri¢do de conexidade. Primeiro, tentamos mostrar que métodos com restrigdes de
conexidade flexibilizadas sdo altamente recomendados em um grande nimero de aplicagdes
praticas da classificacao. Em seguida, fazemos um breve estudo critico de alguns dos
métodos de classificagao mais utilizados hoje em dia. Esse estudo, serve tanto para
apresentar trabalhos anteriores nessa area, quanto para deduzir as caracteristicas que os
nossos novos métodos devem satisfazer a fim de se adequar aquelas aplicagdes. A conclusao
do capitulo é que seria interessante definir os nossos métodos como uma extensao do ja
tradicional método irrestrito do K-medaide.

Iniciamos o capitulo 3 descrevendo como sera feita essa extensio do K-medoide. Em
seguida, mostramos varias possiveis variantes da idéia da conexidade flexibilizada. Cada
uma dessas variantes define um novo meétodo, que por sua vez, gera um novo problema
de otimizacgao.

O capitulo 4, 0 mais importante da dissertagio, apresenta um estudo sobre a resolucao
computacional desses novos problemas por técnicas de programacao linear inteira.

Finalmente, no capitulo 5, fazemos breves comentarios sobre os resultados alcangados,
¢ indicamos possiveis trabalhos futuros a partir destes.



Capitulo 2

Classificacao: Aplicacoes e Métodos

2.1 Aplicagoes da Classificagao

A aplicagao classica da classificagdo é como uma ferramenta de pesquisa. Através dela
tenta-se encontrar as “classes naturais” de um conjunto de objetos a partir de alguns de

seus atributos.

Exemplo 2.1 Um pesquisador estd estudando caracteristicas econdémicas e sociais dos
diversos paises do mundo. Para tal, ele moniou uma tabela com um certo nimero m de

atributos para cada pais,

” pais ” renda percapta ] expectativa de vida - analfabetismo ]
Brasil 2900 67 : 15%
Hungria 3600 71 2%
Ruanda 300 43 ' 40%

Tabela 2.1: Exemplo de tabela de atributos

A partir dessa tobela ele pode estimar a dissimilaridade entre cada par de paises in-
duzida por esses atributos. Por ezemplo, calculando o distdncia euclidiana (em m di-
mensdes) entre esses atributos. E conveniente normalizar os valores de cada coluna, para
que todas tenham ¢ mesma média e desvio-padrao antes de fazer esse cdlculo.

Agora, o pesquisador pode usar um método de classificacdo para ajudd-lo a encontrar
grupos de paises semelhantes. Nesse caso, ele terd que testar diversos valores de K, a fim
de encontrar 0s agrupamenlos mais significativos.

Existem muitos livros (Andberg (1973) [1], Spath (1980) [39], Gordon {1981} [14],
Kaufman e Rousseeuw (1990) [22], Everitt (1993) [10], por exemplo) apenas sobre esse

4



2.1. Aplicagées da Classificacao 3

uso da classificagio como ferramenta de pesquisa; tratando da escolha dos atributos dos
objetos, de formas de estimar a dissimilaridade entre eles. dos métodos a serem usados,
da escolha de K, e finalmente da validacao e interpretacéo dos resultados.

Quando, como no exempleo acima, os objetos sao descritos por uma tabela de m atribu-
tos e a dissimilaridade é obtida por uma métrica sobre esses atributos, € comum interpretar
cada objeto como um ponto num espaco de m dimensdes. Nesse caso, a classificacao pode
ser vista como o problema de identificar estruturas desse espago, que sio regides com
alta densidade de objetos separadas por regides de baixa densidade. Na figura 2.1 temos
uma ilustra¢do de um problema em duas dimensdes com 2 dissimilaridade calculada pela
distancia euclidiana entre os pontos. Por sinal, nesses casos nao existe melhor “classifi-
cador” do que o olho humano. Infelizmente, para dimensdes maiores ou outros modos
de calcular as dissimilaridades, temos que recorrer a técnicas mais sofisticadas e menos

eficazes.

Figura 2.1: Uma classificagdo em duas dimensoes (N = 76, K = 4)

0 uso de técnicas sistematicas para classificagio de objetos, como ferramenta de pes-
quisa. tem uma historia interessante (Andberg [1]).

Apesar dessa idéia ter sido esbogada por alguns autores, principalmente bidlogos e
naturalistas, desde o século XVIII; a classificagio realmente floresceu, mais ou menos na
mesma época e de forma independente em diversas dreas de pesquisa, nas décadas de 50
e 60. O intercambio entre estas areas era limitado, consequentemente, mesmo a nomen-
clatura era particular a cada disciplina. Na biologia a classificagao ficou conhecida como
taxonomia numérica, em ciéncias socials como tipologia, em reconhecimento de padroes
e IA como um tipo de aprendizado sem supervisao, em linguistica como clumping, em
geografla como regionalizagao, em antropologia como serializagio. Isso resultou em fatos
curiosos. As mesmas idéias eram redescobertas seguidamente em diversos contextos. Por
outro lado, importantes resultados computacionais ficaram anos esquecidos em revistas
de biologia.
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A partir da década de 70, houve um esforco em catalogar e unificar a teoria acerca
dessas técnicas. Esse trabalho geralmente fol feito do ponto vista da estatistica. Nessa
época também descobriu-se que muitos outros tipos de problemas, nas mais diversas areas,
podem ser modelados como problemas de classificagao. Essas novas aplicagoes vao desde
projetos de circuitos VLSI a problemas tedricos em particdo de grafos.

Hoje, a classificagdo é uma disciplina bem estabelecida. com uma publicagéo especifica
(Journal of Classification).

Independente do contexto em que é usada a classificacio, cabe ressaltar aqui uma
diferenca fundamental entre dois tipos de aplicagdes. Chamaremos de tipo 1 a classi-
ficacao que é usada para se encontrar estruturas que possivelmente ou presumivelmente ja
existem entre os objetos, como geralmente acontece quando ela é usada como ferramenta,
de pesquisa. O exemplo 2.1 é uma aplicagao de tipo 1. Nas aplicagoes de tipo 2, a
classificagao € usada para impor uma certa estrutura aos objetos.

Exemplo 2.2 Um grupo de 140 elunos da Unicamp ird ao Maranhde para participar
do congresso da SBPC; em 3 ontbus de 50 lugares, cedidos pela reitoria. O organizador
da viagem, querendo minimizar os atritos decorrentes de j dias de convivéncia forcada
dentro dos onibus, resolveu fazer o sequinte:

- Distribuiy um questiondrio entre os 140 alunos; com perguntes como fumante/nio-
fumante, tipo de musica preferida; ete.

- Com base nas respostas, montou uma matriz com as dissimilaridades (de hdbitos ¢
“g0st0s”) enire cada par de alunos.

A partir dai, pode-se usar um método de classificacdo para separar os alunos em 3
classes, de modo que alunos com hdbitos parecidos figuerm no mesmo onibus e alunos com
habitos muito distintos em onibus diferenties. Entretanto. diferentemente do exemplo I,
aqui existe uma restrigdo: cada claesse pode ter no mdzimo 50 objetos.

Esse exemplo é uma aplicagao de tipo 2. O problema principal que o organizador da
viagem quer resolver, no é conhecer os tipos de habitos dos alunos (estruturas naturais);
mas saber como colocd-los nos 3 6nibus (uma estrutura imposta) da melhor maneira
possivel. Nada impede que a solugdo 6tima desse segundo problema, seja uma péssima
solugao para o primeiro.

Os autores da area muitas vezes nao explicitam a divisdo entre esses dois tipos de
classificacao. Nao estar atento a isso pode levar a escolha de métodos inadequados a uma
aplicacao e até induzir uma interpretagao equivocada dos resultados.

Pode parecer & primeira vista que a classificagao com restri¢des so € usada em aplica-
¢oes do tipo 2. O que nio é verdade. Numa aplicagao de tipo 1, uma restrigao pode
representar uma suposicdo sobre qual deve ser a verdadeira estrutura dos objetos, ou,
uma informagao adicional que queremos passar a0 método de classificagdo. Por exemplo,
consideremos a restricio que cada classe deve ter pelo menos 4 objetos. Pode ser que
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essa Testrigao represente a suposigao que as classes significativas néo sdo tdo pequenas.
Ou ainda, pode representar a informacéo adicional que uma falsa pequena classe pode
aparecer devido a ruidos nos dados e, portanto, deve ser desconsiderada.

Uma boa indicagao do tipo de uma certa aplicagdo: o valor de K geralmente é conhe-
cido em aplicacbes do tipo 2. Ao contrdrio, nas de tipo 1, inicialmente sempre ha duvidas
sobre o melhor valor para K.

Exemplo 2.8 (Bourjolly, Laporte e Rousseau [5]) No Canadd vigora o sistema de voto
distrital. Isso significa que o pais € particionado em K regides chamadas distritos, sendo
que cada distrito escolhe um deputado por eleicao majoritaria. A determinacdo dos dis-
iritos € refeita periodicamente por uma comissdo neutra da qual participam especialistas
em pesquisa operacional,

Um distrito € formado reunindo-se um certo nimero de unidades politicas menores
fizas, que para facilitar chamaremos de municipios.

Os municipios tém certes caracteristicas historicas, econémicas e culturais. A deter-
minagdo dos distritos € tratada como um problema de classificacdo, porque deseja-se que
08 municipios que compdem um disirito tenham uma certa homogeneidade de acordo com
essas caracteristicas.

Os distritos devem ter aprozimadamente o mesmo nimero de eleitores e ser geografi-
camente continuos.

Temos entdo uma restricao de conexidade que pode ser interpretada como: definido
o grafo H planar com um vértice para cada municipio e uma aresta entre cada par de
municipios que fazem divisa, cada distrito deve formar um componente conexo em H.
Esta é uma aplicaciao do tipo 2 com restricao de conexidade estrita, pois pela natureza
do problema os distritos obrigatoriamente devem ser continuos.

Exemplo 2.4 Uma companhia de petréleo estd pesquisando a composi¢io do subsolo pro-
fundo de uma certa regido da Amazénia. Essa regqido foi dividide num certo numero de
dreas menores e em cada uma delas foi feito um estudo sismico. Deseja-se classificar
as dreas de acordo com os dados desse estudo. O problema € que como esses dados sdo
inerentemente muito imprecisos e sujeitos a erros, difictilmente um método normal de clas-
sificacdo serd capaz de identificar as estruiuras corretas, mesmo que elas existam. Por
outro lado, sabe-se por experiéncia enterior, que dreas com composicdo semelhante tém
uma grande tendéncia de se agruparem em blocos conexos. Nesse caso, gostariamos de ter
um método que soubesse usar essa informagdo adicional, de forma a melhorar o qualidade
da classificagéo obtida.

Varios autores (os citados em Murtagh (28], Maravale e Simeone [27], Hansen et al.
[15]) usam métodos com restri¢io de conexidade estrita para tratar esse tipo de problema.
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Dessa forma, a restrigdo de conexidade serviria como um modo implicito de corrigir dis-
similaridades imprecisas, com ¢ objetivo de obter uma classificacdo mais correta e fiel a
realidade.

) importante notar que ndo apenas casos como o do exemplo 2.4, em que a dificuldade
de levantar os dados € extrema, levam a dissimilaridades pouco precisas. Isso acontece
na maioria dos casos reais, devido a toda a sorte de problemas praticos que ocorrem na
estimacao das dissimilaridades. Esses casos poderiam eventualmente se beneficiar do uso
de métodos que incorporem informagoes adicionais através de restrigdes de conexidade.

A questio que colocamos, € que em quase todas as aplicagdes, mesmo que seja razoavel
a suposicao de que as areas semelhantes costumam se agrupar em blocos conexos; é
pouco razoavel supor que elas obrigatoriamente devam se agrupar em um tinico bloco.
Assim, insistir no uso da conexidade estrita provavelmente ird levar a uma classificagao
que nao refletird as estruturas naturais, mas uma estrutura artificlalmente imposta, o que
é inaceitdvel numa aplicacdo de tipo 1, como a do exemplo 2.4.

Parece claro que seria muito interessante termos métodos que permitam a flexibilizagao
da restricao de conexidade. Ou seja, métodos que permitam que o usuario especifique,
através de parametros, o grau de conexidade desejado. Seria desejdvel que este pudesse
variar desde a conexidade estrita, nos casos em que se acredita haver fortissima tendéncia
dos objetos semelhantes de se agruparem em um tnico componente conexo; até uma co-
nexidade fraca, permitindo um nimero relativamente grande de componentes por classe,
quando se acredita haver apenas uma leve tendéncia dos objetos semelhantes a se agru-

paremn em componentes conexos.

Exemplo 2.5 Um pesquisador levantou dados socio-economicos sobre cada um dos 574
municipios do estado de Sdo Paulo. Usando um meétodo de classificagdo, ele achou uma
boa divisdo em 6 classes. Ele deseja apresentar seus resultados de forma sucinta num
mapa, de forma que municipios da mesma classe aparegcam com a mesma cor. 50 que o
mapa coloride dessa maneira ficou muito confuso ¢ de dificil interpretagdo, pois as cores
estavam fragmentadas em pequenos pedacos ¢ espalhadas por todo o mapa. Na verdade.
o pesquisador gostaria de ter uma partigdo mais “grossa’. ndo tdo precisa (alguns mu-
nicipios ndo estariam na classe mats correta), mas que permitisse localizar facilmenie as
classes no mapa, de forma a carecterizar claramente as grandes regiGes socio-econdmicas

do estado.

Em principio, esse problema poderia ser tratado usando-se um método com restrigao
de conexidade estrita, pois assim cada cor estaria separada em uma iinica regido continua
no mapa e a visualizagdo seria imediata. Mas provavelmente, a classificacdo assim obtida.
estaria muito longe de representar a realidade. Para isso, bastaria haver duas regides
do estado (ambas formadas por um ndmero significativo de municipios) geograficamente
distantes, mas com caracteristicas semelhantes.
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Aqui também seria possivel usar as restrigoes de conexidade flexibilizadas. Isso impli-
caria em que as regides pintadas com cada cor nio seriam necessariamente conexas. Mas
as restricdes forcariam que o mimero de componentes conexos de cada cor seja pequeno,
o que ainda permitiria uma boa visualizagao dos resultados. A vantagem é que flexibili-
zando a conexidade, temos muito mais liberdade para encontrar uma parti¢io mais fiel
a realidade. O usuario teria de testar diversos graus de conexidade, a fim de obter o

compromisso desejado entre a precisio da classificacio e a facilidade de visualizagéo.

Pretendemos criar métodos de classificagao com restri¢ao de conexidade, que incorpo-
rem mecanismos para a flexibilizacao dessa conexidade, conforme explicado acima. Temos
duas categorias de aplicagoes em mente:

e Aplicacdes de tipo 1 em que se pretende usar informacées adicionais de conexidade
com objetivo de obter uma classificacdo mais correta do que seria possivel apenas usando
dissimilaridades pouco precisas.

o Aplicagoes geograficas, também de tipo 1, em que se deseja obter uma classificagdo
mals grossa que possa ser facilmente visualizada num mapa, mas que ainda esteja fiel a
realidade.

Nada impede que uma aplicacdo use a conexidade para melhorar tanto a qualidade
quanto a visualizacdo da classificacdo.

Como o leitor ja reparou, as aplicacbes da classificagdo com restrigdes de conexidade,
estrita ou flexibilizada, costumam usar grafos H planares. pelo fato de H usualmente
estar associado a localizagio espacial dos objetos a serem classificados numa superficie.
Freqlientemente esses objetos sdo areas na superficie terrestre, mas podem tambeém ser
chips num circuito impresso, etc.

Um subcaso muito comum. ocorre quando H além de planar, é um grafo de grade. Ele
pode acontecer em aplicagdes semelhantes & descrita no exemplo 2.4, em que a localizagao
dos objetos na superficie foi feita de maneira sistemdtica e regular. Por outro lado.
aplicagdes semelhantes a do exemplo 2.5, em que os objetos foram posicionados de forma
mais cadtica. por forcas naturais ou histéricas, levam a grafos planares mais irregulares.

Um outro subcaso especial de grafo H relativamente comum, é o grafo de linha. '
Esse costuma ocorrer quando H esta associado a localizagao no tempo dos objetos, algo
freqiiente em aplicagdes em arqueologia, geologia, histéria e antropologia. Por sinal, esta
é a razao da classificacao ja ter sido chamada de “serializacdo” nessas disciplinas.

Exemplo 2.6 Fazendo-se uma escavagdo vertical num terreno sedimentar, sabe-se que
os sedimentos mais profundos sdo estritamente mats antigos do que os mais rasos. Por

10 nome grafo de linha é usual no contexto de classificag@o, por exemplo em Murtagh (1985) [28]. Esse
grafo corresponde a um caminho, ou seja, uma drvore nac-ramificada, como é habitualmente referenciado

em teoria de grafos.
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outro lado, a taxa em que a deposi¢do ocorreu pode fer sido extremamente variade ao
longo das eras, mas também sabe-se por erperiéncia anterior que costuma ocorrer em
“pacotes”, ou periodos curtos com grande deposi¢io, sequidos de periodos longos com
pouca deposicdo. Hd o problema de classificar as camadas da escavagdo de acordo com
os dados fosseis enconirados. Como camadas adjacentes tém alta chance de periencerem
ao mesmo pacote e portanto serem semelhantes, aplicar um método com restricées de
coneridede fleribilizadas sobre o grafo de linha definido pela seqiéncia de camadas, pode
ajudar a obter uma melhor classificagdo.

O valores usuals de K na classificagao de tipo 1, irrestrita ou com conexidade, sao

pequenos, quase sempre menores do que 10.

Pretendemos desenvolver métodos e algoritmos que se apliquem a um grafo H qualquer
e a um valor de K qualquer. Porém, em algumas partes dessa dissertacdo, comentaremos
também sobre esses trés casos particulares de H (grafo planar, grade ou linha). Além
disso, muitos dos algoritmos desenvolvidos podem nao ser eficientes para grandes valores
de K.

2.2 As Diferentes Definicoes de Método

Conforme dito no capitulo 1, um método de classifica¢io é um critério que nos permite
julgar a qualidade de uma dada partigdo. Dessa forma, um método especifica um problema
de otimizagdo, que pode ser resolvido, exata ou aproximadamente, por varios possiveis
algoritmos.

Entretanto, ndo podemos deixar de dizer que essa nossa definicéo é um tanto recente
e que ainda nao ¢ adotada por muitos dos autores atuais. Ela data do final da década
de 60, a partir dos trabalhos de Singleton e Kautz {1965} [38], Vinod (1969) [43] e Rao
(1971) 133)], que nao por coincidéncia foram os primeiros a usar técnicas de otimizacio
para resolver problemas de classificagao.

Tradicionalmente. um método é um algoritmo gue a partir de uma instancia de clas-
sificacdo, retorna uma K-particho. Naturalmente esse algoritmo é construido de modo
a gerar solugdes que satisfagam o que se considera intuitivamente como uma boa classi-
ficacio. Um método com restricao, seria um algoritmo que de alguma forma garanta que
essa partido ira satisfazer uma certa propriedade.

Em alguns casos € possivel estabelecer a equivaléncia entre as duas definigoes, mostrando-
se que o método-algoritmo sempre otimiza um certo critério. Mas na maioria dos casos.
que incluem varios dos métodos-algoritmos adotados com sucesso na pratica, nao é possivel
identificar o critério adotado. Na literatura € comum encontrar argumentos e justificativas
a favor desses métodos em formato matematico, mas nao ha caracterizacGes precisas das
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solugbes procuradas. Esses métodos-algoritmos s&o mais facilmente interpretados como
heuristicas para um ou mais critérios.

Nessa dissertacdo, a menos que indicado, usaremos apenas a definicao de método
como critério, mesmo porque os nossos meétodos devem ser especificados dessa forma para
poderem ser tratados por técnicas de otimizagdo combinatoria. Mas ndo temos diividas
de que essa defini¢do € conceitualmente superior, pois nos leva a explicitar claramente que
tipo de estruturas procuramos. E verdade que escolher um bom critério para uma certa
aplicacao nem sempre é uma tarefa facil, mas a longo prazo, € melhor aprender a fazer
essa escolha, do que confiar no critério subjetivo embutido num método-algoritmo.

Mas reconhecemos que os autores que trabalham com a idéia de métodos-algoritmos
tém um forte argumento: de que adianta definir métodos como problemas de otimizacao,
se estes ndo podem ser computacionalmente resolvidos em instincias reais ?

Essa objegao vem se tornando menos importante com o passar do tempo, devido ao
enorme progresso que vem acontecendo nas ultimas décadas, tanto nos computadores,
quanto nos algoritmos de otimizacdo. Hansen e Jaumard (19935) [16] listam os métodos-
critério mais utilizados e fazem comentarios sobre o estado-da-arte dos algoritmos para
resolver os problemas associados. Pode-se ver que. apesar de todo o progresso, alguns
desses problemas ainda permanecem desafiadores.

De qualquer forma, achamos que ainda é melhor usar um algoritmo aproximado para
resolver um problema bem definido; do que usar um método-algoritmo, que no fundo
também é uma heuristica, s0 que para um problema mal definido.

2.3 Caracteristicas dos Métodos

H& um grande nimero de métodos de classificagio. que podem ser mais ou menos ade-
quados a uma dada aplicagao. Algumas caracteristicas desses métodos devem ser levadas
em conta na escolha de um deles. Falarernos de tres delas. com o propdsito de apresentar
as caracteristicas que pretendemos que os nossos métodos satisfacam.

Viés - Muitos dos métodos possuem um vies estatistico, no sentido de que eles levam
a algumas familias de K-partigoes. numa freqiiéncia maior do que o normal (Kaufman e
Rousseeuw [22]). Todos 0s métodos tém algum viés. Mas. o que chamaremos de métodos
com viés s40 aqueles que apresentam esse comportamento de forma acentuada.

Para entendermos com mais profundidade a questao do viés, devemos nos perguntar:
qual é o formato esperado das classes naturais ou estruturas presentes nos dados 2?

?Essa discussdo em termos geomeétricos sé se aplica diretamente se usarmos a interpretagac da classi-
ficagdo como busca de regiGes densas num espago, mas em um sentide mais abstrato € valida em geral.
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Fssa é uma questao complicada, para a qual nao poderia existir uma tnica resposta,
mas depois de décadas de experiéncias concorda-se que, na maioria dos casos, as estru-
turas significativas que deveriam ser identificadas como uma classe sao aproximadamente
“esféricas” ou “elipsoidais” (Jain e Dubes [18]). Muitas vezes, na fase de construcio
das dissimilaridades, aplica-se aos dados uma operagdo de normalizagao, justamente para
tentar transformar estruturas elipsoidais em esféricas, pois estas sdo mails facilmente de-
tectavels.

Supondo que numa instancia todos os objetos estao distribuidos num certo nimero
dessas estruturas mais ou menos esféricas e estas estao bem separadas entre si, como por
exemplo na figura 2.1, temos um problema relativamente facil e qualquer método razoavel
deveria ser capaz de encontrar a parti¢do correta. S0 que isso raramente acontece. Nor-
malmente as estruturas estao parcialmente sobrepostas e existem alguns objetos bastante
isolados dos demais ( outliers). Temos um exemplo disso na figura 2.2, onde aparentemente
h4 uma sobreposicio parcial entre as duas classes da direita. Um bom método deveria ser
capaz de reconhecer essas condigbes e fazer uma classificacao semelhante (mesmo porque
nao é absolutamente clara a melhor maneira de classificar muitos dos objetos} a indicada.
Naturalmente, é possivel ndo haver estruturas significativas nos dados ou seja, os objetos
podem estar espalhados de uma forma mais ou menos aleatdria.

Figura 2.2: Uma instancia mais complicada {.N = 115, K = 4)

Quanto a distribui¢ao do niimero de objetos em cada classe, supondo que ha estruturas.
pouco se pode afirmar a respeito. Tanto pode ser equilibrada, quanto existirem algumas
razoavelmente maiores que as demais, embora nao seja comum haver classes significativas
excessivamente peqilenas. °

Feitas essas consideracées, podemos interpretar muitos dos métodos com viés, como
aqueles que buscam estruturas especiats, atipicas. Assim, como na maioria dos casos essas

3E recomendavel fazer uma analise & parte dos outliers. Eles freqientemente indicam erros grosseiros
na coleta dos dados ou fenémenos excepcionais.
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estruturas nao estdo presentes, 0 método nao vai conseguir achar as verdadeiras classes,
mas vai impor ou “forgar” a sua prépria estrutura sobre os dados. Isso val se refletir num
vies estatistico, pois essas estruturas especials vao aparecer com uma freqiiéncia muito
malor do que seria razoavel.

Por outro lado, se estamos conscientes de quais estruturas o método costuma encontrar
e elas sao compativeis com a estrutura que supomos estar presente nos dados; entio
nao somente o método € adequado, mas € até recomendavel. Um bom indicio de que
um método tem viés (e um viés por si s6): uma forte “preferéncia” por um tipo de
distribuicdo do mimero de objetos nas classes. Por exemplo, fazendo com que esse nimero
seja aproximadamente igual para todas as classes.

Entretanto, um método sé pode ser bom para aplicagdes de tipo 1 em geral, caso ele
tenha pouco viés. Isso quer dizer que o método, idealmente, deve procurar por classes
esféricas, mas deve poder reconhecer sobreposi¢oes parciais de classes e ainda ter alguma
flexibilidade para respeitar o tamanho das classes reais presentes nos dados.

Robustez ou Estabilidade - Alguns métodos sdo intrinsecamente instaveis, no sentido
de que uma pequena alteracio dos dados de entrada costuma levar a grandes alteragoes
na classificacdo. A robustez é sempre desejavel, mas é fundamental para um método ser
adequado a aplicagdes de tipo 1. Caso contrario, os ruidos, que inevitavelmente estardo
presentes na estimativa das dissimilaridades, podem fazer o método perder a estrutura
verdadeira presente nos dados, tornando-o pouco confidvel.

Na verdade, para qualquer método, sempre sera possivel construir instincias para
quais o método se mostra instavel. O que desejamos é que um método seja estavel quando
aplicado a instincias que contenham estruturas significativas.

Uma outra definigao mais ou menos equivalente desse conceito: suponha que um
método é aplicado a uma instincia que contenha estrutura significativa. Se o método
for estavel, provavelmente todas as boas solugdes aproximadas desse problema devem
ser parecidas com a solugdo Stima. Essa equivaléncia decorre do fato de que pequenas
mudancas nas dissimilaridades podem fazer uma dessas solu¢bes aproximadas passar a

ser a solucdo otima.

Tratabilidade Computacional - Existem alguns poucos métodos para os quais se
conhecem algoritmos exatos polinomiais. Infelizmente, estes ndo sdo considerados muito
bons para a maloria das aplicagoes.

Os melhores métodos disponiveis levam a problemas que foram demonstrados ser NP-
dificeis. Isto nao quer dizer que todos esses problemas sejam igualmente intratdveis.
Existem problemas NP-dificeis que costumam ter instancias que podem ser bem resolvidas
na pratica, e outros gue séo realmente intratéveis, a nao ser em instancias pequenas.

Uma regra interessante, comprovada empiricamente por diversos autores: as instancias
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que contém estruturas significativas sao bem mais facilmente resolvidas do que instincias
aleatérias de mesmo tamanho, que ndo contém estrutura. Esse bom comportamento é
particularmente verdadeiro em métodos estaveis, em conseqiéncia da prdopria defini¢ao
de estabilidade colocada acima.

Queremos propor métodos com pouco viés, robustos e computacionalmente trativeis
para instancias de tamanho razodvel.

2.4 Alguns Métodos de Classificagao Irrestrita e suas
Extensoes para Conexidade

Os métodos de classificacao com conexidade que aparecem na literatura costumam ser
definidos como uma extensio de algum método irrestrito ja bem estabelecido.

No caso de métodos-critério, isso é feito de modo direto: simplesmente temos o mesmo
critério com uma restricdo adicional. Naturalmente, outros algoritmos, exatos ou aproxi-
mados, devem ser apresentados para a resolucdo do novo e em geral mais dificil problema
computacional. J& quando se trabalha com métodos-algoritmos, a relagao entre o método
irrestrito e sua extensao é mais subjetiva. O que se faz, é tentar alterar o minimo possivel
o algoritmo original, mas de forma a garantir que as solugoes geradas satisfagam as novas
restri¢oes, na esperanca de preservar as supostas boas propriedades do método irrestrito.

Ao se estudar uma extensdo é importante conhecer um pouco das caracteristicas do
método irrestrito original, pois naturalmente ela “herda” parte dessas caracteristicas. Por
exemplo, se um meétodo é instavel, provavelmente suas extensoes também o serdo.

Comentarios, avaliagoes de resultados praticos, comparagdes € criticas aos métodos ir-
restritos podem facilmente ser encontrados na literatura. dado que estes sdo o matnstream
da disciplina e j& sao estudados ha muito tempo. Ha bem menos comentarios sobre os
métodos com conexidade, pois esse € um assunto mails recente e pouco explorado. Mur-
tagh (1985) [28] é a referéncia basica sobre os métodos conhecidos até aquele ano. Para
os criados posteriormente, temos apenas as indica¢bes dos proprios autores dos métodos.

2.4.1  Single-Linkage

O single-linkage é talvez o método mais simples de classificacdo. Foi proposto (Florek
et al. (1951), Sneath (1957), citados em Kaufman e Rousseeuw [22] ) como o seguinte
algoritmo:

1. Inicialmente associe cada um dos N objetos a uma classe.

2. Una as duas classes menos separadas. A separacao entre a classe A e a classe B ¢
definida como a menor dissimilaridade entre um objeto de A e outro de B.
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3. Repita o passo 2 até que o nimero de classes seja igual a K.

Existemn varios outros meétodos-algoritmos que usam a mesma estratégia: partir de
N classes e ir a cada passo unindo duas classes até que se tenha as K classes desejadas.
Eles sao conhecidos como métodos aglomerativos e s6 diferem entre si pela maneira
de escolher quais classes devem ser unidas a cada iteragio. (Passo 2).

O single-linkage foi introduzido como um método-algoritmo, mas ele tem uma definicao
equivalente como um critério: maximizar a separagao da particao, que é definida como
sendo a menor separacio entre duas classes dessa particio.

max min _min  dj;
P |CaePCpeP A#B |ieCa.jeCp

Apenas em 1969 (Gower e Ross, citado em Andberg [1]), percebeu-se que o single-
linkage é exatamente equivalente ao algoritmo de Kruskal (1956) para achar uma arvore
geradora de custo minimo! Isso é compreensivel quando se nota que o artigo de Sneath
foi publicado no Journal of Microbiology. Cada uma das K classes geradas podem ser
vistas como sendo um componente (uma arvore) da K-floresta de custo minimo que cobre
G (o grafo completo com custos nas arestas dados pelas dissimilaridades). As arestas
dessas arvores siao justamente as dissimilaridades minimas encontradas no passo 2. Se
especificarmos K = 1, teremos uma arvore de custo minimo.

Apesar de ter outras propriedades matematicas e computacionals interessantes e poder
ser implementado em ((/N?) {(acha-se uma arvore geradora de custe minimo T de G pelo
algoritmo de Prim e remove-se as K — 1 maiores arestas de T'), o single-linkage nao
é considerado um bom método pela maloria dos autores {Kaufman e Rousseeuw [22].
por exemplio). Uma minima sobreposi¢do ou mesmo aproximagido entre duas ou mais
estruturas esféricas significativas pode ser suficiente para fazer o método uni-las em uma
unica classe alongada, um grande vies, como 1lustrado na figura 2.3 (a separagao da
particio é indicada). Como conseqiiéncia. freqilentemente temos uma classificacdo com
quase todos os objetos em algumas poucas classes. O método também é bastante instavel.
por exemplo: adicionar um unico objeto a uma instancia pode fazer o single-linkage mudar
completamente uma classificacao.

Alguns trabalhos que estendem o single-linkage para restrigio de conexidade:

¢ Extensdo “miope” (Gordon (1974), Monestiez (1977), Fisher (1980), citados em
Murtagh {28]). Consiste em alterar o critério de aglomeragdo do algoritmo dado acima,
para unir as duas classes menos separadas, desde que essas classes sejam adjacentes em
H. Assim, garante-se por construgdo, que as classes finais sejam conexas. O “miope” é
um comentario de Murtagh, indicando o fato que o algoritmo toma suas decisbes com
base em poucas informagdes locais, o que freqiientemente leva a decisbes ruins. Esse
método-algoritmo tem como unica vantagem ser computacionalmente muito simples.
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Figura 2.3: Uma classificagdo pouco representativa do single-linkage (N = 37, K = 2)

s Mazimum Split Clustering Under Connectivity Constraints (Hansen et al. [15]).
Aqui temos a extensio direta do critério do single-linkage: Procura-se a K-particdo em
classes conexas que maximiza a separagdo, um problema NP-dificil [15].

Parece que este trabalho é o primeiro a propor um algoritmo exato, chamado de
CCMSC, especialmente construido para um método com restricio de conexidade. O
CCMSC usa algumas das fortes propriedades combinatérias do single-linkage que ainda
permanecem validas com a nova restrigao.

Proposicao 2.1 (Hubert (1973} [17]) O eritério da separagdo mdzima € invariante com
respeito a transformacdes mondtonas {que preservam a ordem) das dissimilaridades. Isso
quer dizer que o single-linkage, mesmo com restricoes adicionais, tem @ mesma solugdo
otima, antes e depois de uma tal transformacao.

Por essa propriedade, o CCMSC néo precisa trabalhar diretamente com os valores das
dissimilaridades, mas apenas com inteiros na faixa de 1 até no maximo N(N —1)/2, uma
simplificagdo muito ttil.

Proposigao 2.2 (Delatre ¢ Hansen (1980) [8]) Seje T uma drvore geradora de custo
minimo de G. A separacdo de uma parti¢do arbitrdria de G € sempre igual ao peso de
alguma aresta (dissimilaridade) em T.

Esse forte resultado implica que o valor da solu¢do 6tima estard dentro de um conjunto
S, facilmente computavel, com no méaximo N — 1 elementos.

De fato, o CCMSC procede pegando cada elemento s de S, em ordem decrescente, e
procurando por uma particao conexa com separagao exatamente s. Ixisten uma série
de outras propriedades, muito complexas para serem expostas aqui, que muitas vezes
permitem ao algoritmo verificar rapidamente que tal particao nao existe ou deduzir que
alguns conjuntos de objetos devemn necessariamente estar unidos na mesma classe numa
eventual particdo desse tipo. S6 que para decidir definitivamente essa questdo, muitas
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vezes € preciso resolver um set covering nada trivial. O CCMSC gasta a maior parte do
tempo nesses subprobiemas.

O CCMSC pode resolver em tempo razoavel instancias aleatérias com cerca de 150
objetos e instancias estruturadas com até 300 objetos, desde que o mimero desejado de
classes nao seja grande (maior do que 10). Esse desempenho modesto, principalmente se
considerarmos a presenca de tantas propriedades combinatdrias fortes, ilustra a dificuldade
introduzida pela conexidade. Ao se introduzir a conexidade em praticamente qualquer
outro método, ndo esperamos contar com esse tipo de propriedades.

Introduzir as restri¢des de conexidade flexibilizadas no single-linkage seria uma idéia
interessante. S6 que tal método nao atenderia aos nossos objetivos, sendo pouco adequado
para aplicacdes de tipo 1, devido as caracteristicas negativas jd acusadas no single-linkage
irrestrito: forte viés e instabilidade.

2.4.2 Complete-Linkage

O complete-linkage (McQuitty (1960), Sokal e Sneath (1963), citado em Kaufman e Rous-
seeuw [22]) foi definido come o algoritmo aglomerativo em que o passo 2 é:

2. Una duas classes de forma que a nova classe obtida tenha o minimo diametro. O
diametro de uma classe é a maxima dissimilaridade entre dois objetos dessa classe.

A solugdo gerada por esse algoritmo tem a propriedade de minimizar o didmetro da
particdo, que ¢ definido como o maximo didmetro entre duas de suas classes e portanto o
complete-linkage também € um critério.

max_ d;]]

min {max . ‘ ij
1€C4,76C9

P CqeP

O complete-linkage tem um viés “oposto” ao do single-linkage. O método costuma
separar as grandes estruturas esféricas em mais de uma classe. Isso se reflete numa
tendéncia a gerar classificagbes com aproximadamente o mesmo numero de objetos por
classe. Na figura abaixo temos um exemplo desse comportamento. Indicarmos o diametro
de cada classe. O método também € muito instavel. Pode ser implementado em O({N'?).

Extensoes algoritmicas miopes do complete-linkage foram experimentadas por Fisher
(1980) e Ferligoj (1982), citados em Murtagh [28].

2.4.3 Minima Variancia

O método da minima variancia, gue também é conhecido como método dos minimos erros
quadrados ou ainda minima inércia, foi introduzido por Singleton e Kautz (1965) [38].
Esse método usa diretamente como entrada uma tabela em que cada objeto é descrito
por m atributos. A varidncia de uma partigdo P é dada por:
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Figura 2.4: Uma classificagdo pouco representativa do complete-linkage (N = 38, K = 2)

K
Var(P) =Y 3 (deiye(cy)’

k=11eCy
onde d,(;)«c,) é a distancia euclidiana entre os pontos em m dimensdes correspondentes
aos atributos do objeto 7 e ao centroide da classe Cy, definido como:

o(Ci) = X, z(1)/ICk]

ieCy

O método da minima variancia esta relacionado a procedimentos estatisticos classicos
e é um dos métodos-critério mais utilizados na pratica.

As suas caracteristicas de viés e estabilidade sdo boas. pelo menos em comparacédo
com o single-linkage e o complete-linkage. Elas podem até ser provadas étimas sob certas
premissas, a saber: que os objetos das verdadeiras classes estao dispersos de acordo com
uma distribui¢ao normal e que essas classes estdo bem separadas entre si. Na verdade isso
nao quer dizer muito, pois praticamente qualquer método razoavel ira se sair bem nessas
condicoes.

Nos dltimos anos, tém surgido muitas criticas ao comportamento desse método em
instancias reais (Kaufman e Rousseeuw [22]), principalmente pelo fato de que a medida
quadratica presente no critério “amplifica” demais o efeito dos ruidos presentes nos da-
dos, causando instabilidade. * Essa medida quadrética também aumenta a tendéncia a
distribuir uniformemente o mimero de objetos por classes.

O problema computacional gerado ¢ NP-dificil. Os algoritmos exatos existentes costu-
marm resolver instancias com até 120 objetos, desde que as classes estejam razoavelmente
separadas. Mas algumas instancias complicadas bem menores ainda ndo podem ser resol-
vidas em tempo razoavel (Hansen e Jaumard [16}).

*Isso deve ser visto no contexto da critica ao tradicional uso da variancia nas técnicas estatisticas em
geral, feita recentemente pela chamada estatistica robusta. Por exemplo, Kariya e Sinha (1989) {21].
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Normalmente, usa-se na pratica heuristicas de construcio e busca local, com resultados
aceitaveis {Jain e Dubes [18]}. Essas heuristicas constroem uma parti¢io inicial e em
seguida tentam trocar um ou mais objetos de classe de modo a reduzir o custo da particao
corrente, até que se fique bloqueado num minimo local. Isso pode ser feito repetidas vezes,
com diferentes partigoes iniciais.

O problema da minima varidncia com restricdo de conexidade foi atacado por Scott
{(1971) e Lebart (1978) (citados em [27]) com técnicas semelhantes. Aqui, constréi-se
uma parti¢do conexa € s6 siao permitidas trocas de cbjetos que preservem a conexidade.
Infelizmente, o desempenho desses algoritmos € pouco satisfatério. Um dos problemas é
que, como a conexidade restringe fortemente o espac¢o de busca, rapidamente o algoritmo
pode ficar bloqueado.

Para construir uma heuristica de busca local que evita esse problema, chamada de
MIDAS, Maravale e Simeone (1990) [27], usam a seguinte propriedade:

Proposigao 2.8 Eziste uma drvore geradora T de H, tal que, para qualquer critério,
o problema com conezidade sobre H tem a mesma solugdo do problema com coneridade

sobre T'.

Encontrar essa arvore T ¢ equivalente a resolver o problema original sobre H, mas
essa proposicao pode ajudar a projetar outro tipo de heuristica de busca local. O MIDAS
constréi uma “boa” arvore inicial T' e resolve heuristicamente o problema, bem mais
facil, sobre T (o que fornece uma solugao factivel sobre H). Em seguida, T é modificada
localmente, obtendo-se uma nova arvore 7. Resolve-se novamente o problema sobre T’
e assim por diante. As modificacbes nas arvores sao feitas de maneira a reduzir o custo
das partigoes produzidas. Assim, pelo menos o problema do rapido bloqueio num minimo
local é evitado.

E dificil avaliar a qualidade do MIDAS dado que os autores nio conhecern as solucdes
dtimas das instancias de teste. Eles apenas comparam o MIDAS favoravelmente com as
outras heuristicas citadas acima.

Optamos por ndo trabalhar com a conexidade flexibilizada sobre a minima variincia
pelos seguinte motivos:

¢ O método sé se aplica ao caso particular em que os objetos sdo descritos por uma
tabela de atributos e as dissimilaridades sao as distancias euclidianas nessa tabela.

e As caracteristicas de viés e estabilidade ainda néo sdo boas o bastante para aplicacoes
de tipo 1 em geral.

¢ O problema computacional gerado ja é pouco tratdvel no caso irrestrito. As no-
vas restrigbes provavelmente o tornariam tao complicado, que seria invidvel pensar em

algoritmos exatos para instancias reais.
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2.4.4 K-Medoide

O método do K-medoide (Vinod {1969) [43], Rao (1971} {33]) se baseia na escolha de K
objetos dentre os N possiveis como representantes ou medoides das classes. Uma vez
escolhidos esses representantes, as classes ficam definidas associando cada um dos objetos
restantes ao representante com menor dissimilaridade. O método procura minimizar a
soma das dissimilaridades de cada objeto ao seu representante.

A classificagdo a partir de representantes, apesar de semelhante, tem duas potenciais
vantagens em relacao a baseada em centrdides. Primeiro, pode ser aplicada a qualquer
matriz de dissimilaridades. Além disso, o fato de os representantes serem objetos reais,
e nao uma média, pode ser util em varias aplicagoes. Por exemplo, quando se deseja
selecionar os K objetos mais “representativos” de uma grande colegdo de tamanho N,
para um estudo mais aprofundado.

O K-meddide é equivalente a um problema classico em otimizacao conhecido como
p-median, que é uma versao do problema genérico de localizagao de facilidades sem ca-
pacidade { Uncapacitated Facility Location). Por exemplo: existem N cidades e deve-se
decidir em quais delas instalar K fabricas de modo a minimizar o custo total do trans-
porte entre cada cidade e a fabrica mais préxima. O termo “sem capacidade” indica que
nao consideramos a existéncia de possiveis limites ao niimero de cidades que podem ser
atendidas por uma fabrica.

Temos a seguinte formulacdo em programagao linear inteira:

Dados: d;;: Dissimilaridade entre os objetos i e j
N: Numero de objetos
K: Numero de classes desejadas
Variaveis: s;; = 1 se o objeto ¢ estd associado ao representante 7, 0 c.c.

r; = 1 se o objeto j € um representante, 0 c.c.

Min 3 Z dijsi (1)

N

Sujeito a Z $i; =1 i=1,... N ()
i=1
8¢5 < t,7=1,....] A (3)
N
Lok @
=1
Sij,'f'j € {011} i.}.j:]_‘___:i\;' (5)

0O K-meddide tem um certo viés, pois pode associar mais de um representante para
uma unjca classe natural, se esta tiver um grande nimero de objetos. Acredita-se (Kauf-
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man e Rousseeuw [22]) que esse viés seja menor do que o da minima varincia, pelo fato
de se usar uma medida linear de dispersio e ndo quadratica. A estabilidade do método é
bastante satisfatoria.

O método do K-meddide define um problema NP-dificil. mas que costuma ser tratdvel
na pritica. O espago de solugdes é limitado a (g) possibilidades, o que ainda pode ser
um mimero muito grande, mas é bem menor que o nimero de possiveis K -particdes de N
objetos. O problema poderia ser resolvido por enumera¢io completa em tempo polinomial
para um K fixo. Mas é claro, temos o recurso de usar todas as técnicas do bem estudado
p-median. Com elas, instancias com alguns milhares de objetos ja foram resolvidas de
forma exata. Boas solucdes aproximadas podem ser rapidamente obtidas para instancias
ainda maiores.

As melhores técnicas estdo baseadas na formulagao {1-53) dada acima, que é uma for-
mulacao forte, no sentido de que o valor obtido ao se resolver a sua relaxagao linear
quase sempre esta muito proximo, ou até se iguala, a0 valor da solugdo inteira procurada.
Sé que nao é possivel resolver diretamente esses programas lineares (PLs), por exem-
plo pelo método simplex, quando as Instancias sao grandes. O numero quadratico de
varidveis e restricdes usadas, faz com que o fempo gasto seja excessivo. Procura-se entio
resolver variacdes desses PLs, através de algoritmos capazes de explorar as propriedades
particulares do problema.

Uma das abordagens mais bem sucedidas (Christofides e Beasley (1982) [6], Beasley
(1985) (3]) utiliza uma relaxagio lagrangeana, dualizando as restrigées (2).

N N N

Zp=Min 3 (dy— A)siy + 3N (6)
=1 j=1 =1

Sujeito a sy < 7y Li=1,...,N (7)

N
Z r; =K (8)
J=1
Para um vetor A fixo. o problema acima pode ser facilmente resolvido. Suponhamos
que r; = 1. Nesse caso também devem estar em 1 todos os s,; tais que di; — A; < 0. Seja
a; a soma desses valores negativos, ou seja, a contribuigdo a fungao objetivo de se fazer
r; = 1. Deve-se colocar em 1 os r; correspondentes aos A menores valores de a;.
Usa-se um procedimento de subgradiente para ajustar iterativamente os valores de A,
a fim de maximizar Zp. O limite dual ° obtido é exatamente igual ao valor da relaxagao
linear de (1-3).
Os r; escolhidos a cada iteragdo sdo usados para obter boas solugoes factiveis, sim-
plesmente associando-se cada objeto ao representante (objeto j com r;=1) mais préximo.

*Limites duais significam limites inferiores em problemas de minimizagdo e limites superiores em
maximizacdo. Limites primais tem um significado complementar.
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Eventualmente pode ser necessaria uma fase de branch-and-bound para fechar o gap entre
os limites duais e primais conhecidos.

Mas a técnica mais eficiente disponivel para o p-median (e portanto para o K-meddide)
é derivada de uma técnica que resolve o seguinte problema:

N N N
Min Z dissiy + Y it (9)
i=1 j=1 =1
A?
Sujeito a ZSU =1 i=1,...,.% (10)
=1
si; <7 ij=1,....N (11)
sijrs € 0,1} ii=1,....N (12)
Aqui, ao invés de terme 1 numero pré-determinado de representantes (e portanto
de classes), hd um custo fix  Hositivo de se fazer de j um representante. Esse problema

computacional as vezes é cli.- ..ado de simple facility location. O dual da relaxagédo linear
de (9-12) pode ser escrito como: .

N

Max > (13)
=1
N

Sujeitoa Y wy<f; j=1,...,N (14)
=1
vi—w,-jgd,-j i’jzl,...,j\'r (15)
w‘-jz(} i,j:l,...,f\; (16)

Para qualquer escolha factivel das varidveis duais v, fixar cada varidvel w;; no minimo
valor possivel, ira manter a factibilidade sem mudar o valor da funcao objetivo. Logo,
podemos assumir que w,; = max{0,?; ~ di;}. Fazendo essa substituigao, temos o seguinte
dual condensado apenas nas varidveis v.

j\.‘
Max > (17)

t=1

N
Sujeito a 3 max{0, s —dy;} < f; j=1,....,N (18)

=1
Erlenkotter {1978) [9] propds um procedimento heuristico chamado de DUALLOC
para obter rapidamente boas solucoes para esse dual. Basicamente, esse procedimento
aumenta uma variavel v; por vez até que ela seja bloqueada por alguma restrigio de (18).
Korkel (1989) [23} propds um melhoramento desse procedimento, de forma a permitir que
mais de um v; seja aumentado por vez. Dada uma solucio dual factivel, pode-se {para
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esse problema particular} obter boas solugées primais inteiras usando o teorema das folgas
complementares e arredondamentos. Pode ser necessdria uma fase de branch-and-bound.

Suponhamos que resolvemos um simple facility location com todos os valores de f;
jguais a um certo f e obtemos uma solugdo com K representantes. Podemos ter certeza
gue a solucdo obtida é a methor solugdo possivel com esse nimero de representantes e
portanto também ¢ a solucao do K-meddide para K classes. Dessa forma, pode-ge resolver
instancias do K-meddide ajustando-se o valor de f (por exemplo, por busca binaria) até
que se obtenha o numero de classes desejado. Como as técnicas descritas acima para o
simple facility location sdo muito eficientes, vale a pena fazer isso. A tnica dificuldade é
que é possivel ndo haver nenhum valor de f que leve a exatamente A classes, para alguns
valores de K. Mas isso s6 costuma ocorrer quando K é relativamente grande.

Ponderando-se as caracteristicas de viés, estabilidade e tratabilidade computacional
mostradas acima, podemos dizer que o K-meddide é um bom método para aplicagoes de
tipo 1 em geral. Ele ¢ especialmente recomendado em Kaufman e Rousseeuw [22]. ©

E importante ainda notar que o K-medéide pode facilmente ser convertido num
método muito parecido com a minima varidncia. Basta usar como dissimilaridade, a
distancia euclidiana entre os atributos dos objetos elevada ao quadrado. A tinica dife-
renca, ¢ que ao invés de uma medida de dispersao quadratica em relagao a um centréide,
teremos uma medida quadratica em relagao a um representante. E razoavel supor que.
pelo menos em instancias com estrutura, os centroides que seriam obtidos pela minima
variancia e os representantes obtidos pelo novo método, estejam proximos. Portanto, as
classificacoes dos dois métodos devem ser semelhantes.

Por essa observacao, nos parece natural usar a maior facilidade computacional do K-
meddide, para obter uma boa heuristica para a minima variancia. idéia que ainda nao
foi devidamente explorada na literatura. Essa heuristica teria uma boa propriedade: a
qualidade da aproximagao tenderia a melhorar com o aumento de N. pois haveria maior
chance de haver objetos muito préximos a cada um dos centrdides.

Nao conhecemos extensdes do K-meddide para a conexidade.

Decidimos trabalhar sobre métodos que estendem o K -medéide. incorporando a cone-
xidade flexibilizada, pelos seguintes motivos:

o Esperamos que as boas caracteristicas de viés e estabilidade do método irrestrito.
adequadas para aplicagbes do tipo 1 em geral, sejam mais ou menos preservadas nessas
extensoes.

o Como o problema computacional do método irrestrito é bem tratavel na pratica,

8 Aparentemente, esses autores ndo estavam a par das técnicas de otimizagdo mais modernas para
resolver o problema, pois apds o comentdric de que instancias de até 50 objetos podiam ser resolvidas
exatamente por branch-and-bound, é proposta uma heuristica de busca local para instancias de até 100
objetos. Isso ndo seria de estranhar, dada a interdisciplinaridade envolvida no estudo da classificagao.
Os autores que dominam o aspecto estatistico do problerna, geralmente nio sio especialistas também nos
aspectos computacionals e vice-versa.
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esperamos que, mesmo com a significativa complicagdo adicional introduzida pela co-
nexidade, ainda sejamos capazes de desenvolver algoritmos para instancias de tamanho
razoavel.

e Esses métodos podem ser facilmente convertidos em boas heuristicas para o cldssico
critério da minima varidncia.



Capitulo 3

Estendendo o K-Meddide para a
Conexidade Flexibilizada

3.1 O Uso de Duas etapas

A maneira usual de se estender um meétodo para incorporar a conexidade, é simplesmente
manter o critério irrestrito, mas agora sujeito a novas restri¢bes. Vejamos como isso ficaria
no nosso Caso.

Seja P = {C1,C4,....Ck} uma particio qualquer dos objetos. O representante da
classe k, r(k) ¢ definido como objeto contido em Cj que minimiza Sp = ¥ ;ec, dirgry- O
nosso objetivo é encontrar a partigdo factivel {que respeite a conexidade flexibilizada) que
minimize y_; Sk.

Anteriormente, nas formulagdes do K-meddide irrestrito, usamos implicitamente uma
propriedade altamente simplificadora: numa particdo 6tima. para qualquer objeto i € Cy,
d, -(x) deve ser menor ou igual a d, .+ para qualquer outra classe k'. O que implica que um
objeto sempre deve estar na mesma classe em que estiver o representante mais préximo.
Assim, as particbes que precisavam ser consideradas erarn unicamente determinadas pela
escolha dos K representantes (a menos de objetos equidistantes de dois representantes).

Com as novas restri¢des isso deixa de ser verdade. Agora temos que saber quais
objetos estio na mesma classe e, a partir dai, achar os representantes e avaliar o custo
de uma solucao. Uma possivel formulagao para esse problema, a partir da formulagio
do K-medoide irrestrito (Cap 2:(1-5)), € dada a seguir. Novas varidveis bindrias = sdo
introduzidas, sendo que z;; € igual a | se e somente se o objeto i € atribuldo a classe k.
Assim, dois objetos ¢ e 7 estao na mesma classe se e somente se T, = z;; = 1, para algum

k.

25
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N N

Min Z Z d"jb"fj (1)
i=1 3=1
N

Sujeitoa Y sy =1 i=1,....\ (2)
=1
85 < ry 3, 7=1,..... \Y (3)
N
_Z ry =K (4)

i=1
K
Y ory =1 i=1,....\ (5)
k=1

845 + T + Iyxt S 2 Z,j - 1, ..... ! ';
EE =1 K K4k (6)

N
_}:::,—kzl k=1,....K (7)
CF(z) ®)

CF(z) representa as restricoes de conexidade flexibilizadas que devem ser satisfeitas
pelo vetor z de atribuigdes. A restrigdes (5-6) garantem respectivamente que cada objeto
seja atribuido a exatamente uma classe e que um objeto atribuido & classe k se associe a
urn representante também atribuido a classe £, mesmo quando houver outro representante
mais préximo. Temos que garantir por (7) que havera pelo menos um objeto em cada
classe e conseqiientemente, exatamente um representante sera atribuido a cada classe.

Na verdade, no inicio do nosso trabalho decidimos nao trabalhar com esse tipo de
extensao direta. As razdes para essa decisao:

1. Supusemos na época, que os problemas computacionais gerados por essa extensao
direta seriam muito dificeis para serem tratados em instancias de tamanho razoavel
e que as técnicas que fazern o K-meddide irrestrito ser bem resolvido nio teriam

como ser adaptadas para esse caso.

Seria invidvel usar formulacoes semelhantes & mostrada acima. Em primeiro lugar.
restrigdes como (6) enfraquecem muito a relaxagao linear dessa formulagio. Haveria
forte tendéncia de obter solugoes z fracionarias. Temos também um nimero muito
grande de varidveis e restrigdes e aparentemente poucas propriedades estruturats
para explorar. H3 ainda uma simetria embutida nas varidveis z, pois uma mesma
solugao r pode ser representada de K'! maneiras diferentes, apenas permutando-se
os indices k. A simetria de uma formulacao pode comprometer definitivamente o
desempenho de um algoritmo de branch-and-bound. Todas essas complicacdes ja
aparecem antes mesmo de considerarmos as restri¢ées de conexidade. Nao sablamos
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como produzir uma formulacdo melhor, mais forte e razoavelmente compacta para

esse problema.

2. Na mesma época, tinhamos em mente apenas aplicagoes que usam conexidade fle-
xibilizada para facilitar a apresentagao dos resultados num mapa. Nesses casos,
supde-se que uma classificagao irrestrita seja a melhor possivel. Usa-se a conexidade
para se obter um compromisso entre a precisao da classificacio e a facilidade de
visualizacao. Nesse contexto, envolver as restricdes de conexidade na determinacao
dos representantes ndo seria conceitualmente correto. pois estes ndo seriam de fato
os objetos mais tipicos de uma classe.

Assim, decidimos trabalhar num método que introduz a conexidade flexibilizada como
uma segunda etapa, apos ter sido feita uma classificacdo inicial pelo K-meddide irrestrito.
Nessa classificagao irrestrita, encontramos os K representantes e os fixamos. Cada um
deles passa a identificar uma classe. Em seguida resolvemos o seguinte problema: achar
uma atribuicao de cada objeto a uma das classes que satisfaca a conexidade flexibilizada
e que minimize a soma das dissimilaridades de cada objeto ao representante fixo que
identifica a sua classe.

A figura 3.1 ilustra as duas etapas do processo. As setas entrando num objeto indicam
a qual representante ele estd associado. Em {A) temos a classificacio irrestrita da pri-
meira etapa. Cada objeto estd associado ao representante mais préximo. Em (B) temos
a classificacao da segunda etapa. Os representantes continuam os mesmos, pois foram
fixados. Mas 3 objetos mudaram de classe, a fim de satisfazer as restri¢des de conexidade
com minimo custo. Agora ja nio é verdade que cada objeto esteja associado ao repre-
sentante mais proximo. Nesse exemplo, um dos objetos a mudar de classe foi justamente
o representante da classe da esquerda. Isso nédo impede que esse representante continue
identificando a mesma classe e tenha outros objetos associados a ele. Na pratica, isso é
pouco comum. Os objetos com maior probabilidade de mudar de classe sao aqueles que

estao localizados perto da “fronteira” entre duas ou mais classes na classificacao original.

w ®

Figura 3.1: As classificacoes de cada etapa (N = 13 ,K = 2)

Agora, o leitor pode entender com mais clareza o mecanismo envolvido no uso dos
métodos com conexidade. Por exemplo, na aplicagao de corregao de dissimilaridades rui-
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dosas. Nesses casos, os ruidos podem fazer as estruturas corretas que supée-se existir
nos dados, mais dispersas, espalhadas, a ponto de se sobreporem e se confundirem par-
cialmente. Nesses casos, como mosirado na figura 2.2, os objetos localizados proximos a
fronteira entre duas ou mais classes. tém alta chance de serem mal classificados por um
método irrestrito. As informagoes adicionals dadas pela conexidade podem melhorar a
qualidade da classificacio desses objetos. Mas deve-se saber dosar o grau de conexidade.
O uso de uma restricio excessivamente exigente, como na maioria casos € a conexidade
estrita, pode forcar muitos objetos que estavam bem classificados a mudar de classe

A primeira etapa pode ser resolvida por qualguer uma das excelentes técnicas dis-
poniveis para o K-meddide irrestrito. A segunda etapa pode ser formulada da maneira
descrita abaixo. A partir de agora, di serd usado como abreviagdo de d;,(x), onde r(k) €
o representante que identifica a classe k.

K
> dizi (9)

)=

Min
=1 k=1
K
Sujeitoa Y za=1 i=1,...,N (10)
k=1
CF(z) (11)

Essa formulagao nao tem nenhum dos problemas apontados na formulagdo anterior:
tamanho excessivo, fraqueza e simetria. Notar que permutar os indices k¥ de uma solugao
r muda completamente o valor da funcao objetivo, pois os r(k) estao fixos. Resta tratar
as restricdes de conexidade, um problema nada trivial, mas ndo hé duavidas que dividir o
problema em duas etapas facilita em muito a resolucdo computacional.

Por outro lado, nas aplicagoes que usam a conexidade flexibilizada para corrigir dis-
similaridades imprecisas, essa divisio em duas etapas nao é completamente justificada.
Nesses casos, é possivel que melhores representantes pudessem ser escolhidos levando-se
em conta a conexidade desde o inicio, em uma Unica etapa. como acontece na extensao
direta.

Achamos muito provivel que a diferenca entre as classificagdes obtidas pela extensao
direta e pela divisdo em etapas, nao seja grande.

Essa observacido estd baseada no fato de que os objetos “centrais” de uma classe
(aqueles préximos aos representantes encontrados pelo K-medéide irrestrito), costumam
permanecer na mesma classe apos a introdugdo de novas restrigbes, mesmo que a nova
classificacdo fosse feita em uma inica etapa pela extenséo direta. Por outro lado, os obje-
tos com alta tendéncia a mudar de classe (novamente em relacdo a classificagdo irrestrita).
sa0 0s objetos periféricos préximos as fronteiras com outras classes. Mas nessas fronteiras,
o processo de mudanca é estatisticamente simétrico, tanto ha objetos entrando quanto
saindo de uma classe, embora os objetos que entram sempre estejam mais distantes do

representante irrestrito do que os que saem. Mas esses centros, que normalmente sdo os
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locais com maior concentragao de objetos funcionam como um “lastro” , de forma que
0s novos representantes que seriam encontrados pela extensio direta devemn continuar
proximos aos representantes do K-meddide irrestrito. !

Essa aproximacgao deveria funcionar particularmente bem se as instancias tiverem
estruturas significativas; um tamanho razoavel; e o grau de conexidade especificado nao
for alto. pois quanto mais estrita a restri¢do, maiores sao as mudangas de classe.

Seria interessante verificar experimentalmente até que ponto tudo isso € verdadeiro. A
dificuldade de fazer essa comparacdo é resolver exatamente o problema da extensio direta
em instancias de tamanho razoavel.

De qualquer maneira. deve ficar claro que: em aplicagées de correcio de dissimila-
ridade, os nossos métodos em duas etapas, mesmo se ambas as etapas forem resolvidas
exatamente, devem ser vistos como heuristicas para o método, possivelmente mais ade-

quado, da extensdo direta.

3.2 Conexidade Flexibilizada por Contagem de Com-

ponentes

Falta agora especificar quais sao as propriedades que devem ser satisfeitas por um vetor z
de atribuigoes, conforme a formulacdo (9-11), para completarmos a defini¢io da segunda
etapa dos nossos métodos com conexidade flexibilizada.

Conforme dito, queremos que um usuario do método possa controlar através de pardmetros
o grau de conexidade desejado. Esse controle sera feito através da contagem do nimero
de componentes induzidos pelo vetor de atribui¢es z. Um componente é um subgrafo
conexo maximal de H formado por vértices atribuidos 4 uma mesma classe.

Ha varias versdes do controle por contagem de componentes:

a) O usudrio usaria como pardmetro um vetor ¥ = (v,...,7K) para especificar o
numero maximo +; de componentes permitido por classe k. Diremos que uma
atribuicdo z € y-conexa quando ela respeitar essas restrigdes.

b) O usudrio especificaria apenas um numero 4, que indicaria o nimero maximo total
de componentes, ou seja a soma do numero de componentes em cada classe. Dessa
forma. algumas classes podem ter mais componentes, desde que outras tenham

menos.

1A analogia com o conceito fisico de centro de massa ¢ perfeita no critério quadratico da minima
variancia (por isso também chamado de minima inéreia). Felizmente, a linearidade do nosso critério
funciona a nosso favor, minimizando o efeito que as alteragdes ocorridas na periferia de uma classe
podem ter sobre o “meddide de massa”.
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c) Nao existiriam limites pré-estabelecidos ao numero de componentes, mas haveria um
custo fixo fi por um componente da classe k. Nesse caso teriamos uma formulagao
um pouco diferente do modelo dado em (9-11). Necessariamente teremos que ter
variavels adicionais, que contem o numero de componentes por classe, para que
possamos “cobrar” na funcao objetivo o termo f;.

Talvez as versoes (b) e principalmente a (c), sejam as mais interessantes para o uso
pratico em aplicagdes de tipo 1. Isso porque nesses casos . o método tem maior liberdade
para encontrar por si mesmo uma distribuicdo dos componentes por classe que respeite
as estruturas presentes nos dados. Por outro lado, na versio (&}, a menos que o usuario
escolha cuidadosamente os valores de v, (talvez por tentativa e erro), hd uma chance
maior de se forcar uma estrutura inexistente nos dados.

Entretanto, decidimos nos concentrar no estudo do problema gerado pela versao (a},
que chamamos de Problema da Atribuigio v-Conexa (PAgC), pelos seguintes mo-

tivos:

o Esse ¢ a versao mais “completa”. De fato, todos os algontmos que desenvolvemos
para essa versido podem facilmente ser adaptados para as versoes (b) e (c).

o Essa versdao é a que generaliza de modo imediato a idéia da conexidade estrita,
simplesmente fazendo-se todos 0s & ignais a 1. Dessa forma teremos um método
diretamente aplicivel nos casos em que a conexidade estrita € realmente desejada.
Além disso, podemos ter uma base de comparagao dos resultados computacionais por
nos ebtidos para esse caso estrito, com outros resultados encontrados na literatura.

O PAgC é um problema muito interessante por si sd. que naoc apenas serve como
segunda etapa no nosso método de classificagdo, mas surge naturalmente em outros con-
textos.

Exemplo 3.1 Um fazendeire decidiu plantar soja, milho ¢ feijdo pare a proxima safra.
A sua grande propriedade jd foi objeto de um estudo agronomico e existe um relatorio
que descreve dreas menores dentro da fazenda, de acordo com a composicao do solo,
topografia e umidade. A partir desses dados pode-se estimar o custo {ou o lucro esperado)
de se planiar uma certa cultura em cade uma dessas dreas. A primeira idéia € plantar
em cada drea, a cultura com minimo custo pare aquele drea, o que naturalmente leva
ao minimo custo fotal possivel. Mas fazendo-se isso, percebeu-se que as dreas plantadas
com a mesma cultura ficariam separadas em muitas partes isoladas entre si. Isso ndo
€ conveniente por vdrias razées logisticas. Por exemplo: o maquindrio agricola, que €
especifico a cada cultura, ficaria ocioso enguanto estivesse sendo transportado de uma
parie a outra. Nesse sentido, seria muito melhor atribuir culturas a dreas de forma que

cada uma das trés culluras estivessem unidas numa inica parie continua. Por outro
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lado, usar uma restrigdo tdo esirila faria o custo lotal crescer demais. Pensando-se
melhor percebeu-se que essa restrigdo ndo era absolutamente necessdria. Ndo haveria
problema em ter as culturas separadas, desde que em algumas poucas partes. Com essa
flexibilizagdo pode-se encontrar uma atribuicdo significativamente mais econdmica, sem

complicar demais a logistica.

Essa aplicagao leva exatamente ao PAgC, s6 que os dix nao sdo dissimilaridades, mas
os custos (ou lucros esperados) de se plantar a cultura & na area 7. No caso de se tra-
balhar com lucros, teremos um problema de maximizacgio, 0 que ndo muda a esséncia
do problema. As versdes (b) e (¢) da contagem de componentes também poderiam ser
aplicadas aqui.

Na aplicacdo 3.1, obter uma solugao com 0 componentes em uma classe é algo normal.
Isso indica que ndo vale a pena plantar alguma das culturas.

Ja quando o PAgC é usado como segunda etapa dos nossos métodos, € interessante
que ndo existam classes com 0 componentes, ou seja. que obtenhamos uma classificacao
em K classes € ndo menos. Nao nos preocupamos em colocar uma restricao adicional
desse tipo por simplicidade, pois é praticamente certo que ela sera naturalmente satisfeita
em instancias reais desse tipo. Mas nao haveria qualquer dificuldade em fazé-lo.



Capitulo 4

Problema da Atribuicao y-Conexa

4.1 Complexidade do Problema

Como mencionado no capitulo 2, as aplicagdes reais de classifica¢do freqlientemente levam
& instancias mais restritas, por exemplo, quando H é planar, uma grade ou uma linha,
ou ainda, quandoe K € pequeno. Procuramos estabelecer a complexidade também desses
casos particulares.

4.1.1 Casos NP-completos

A fim de provar a complexidade do caso geral, para deixar claro qual é exatamente o pro-
blema que estd sendo tratado e também para fixar a notacao usada nesse capitulo, vamos
expressar 0 PAgC formalmente. como um problema de decisdo. Note que uma atribuicio
de cada objeto a uma das classes pode ser vista como uma partigao P = {Cy,Cs,....Cx}
dos vértices de H. Uma partigao é factivel se os subgrafos induzidos por cada C tem no
maximo i componentes. Seja ¢(P) = f=1 >icc, dix o custo de uma tal particdo. Essa
particao é ordenada, ou seja. a ordem dos conjuntos que formam P é significativa: ordens
diferentes podem implicar em custos diferentes.

Problema da Atribuicio 4-Conexa (PAgC)

Instancia: Grafo H = (V, E}; inteiro positivo K, matriz D = (d;3) de dimensdo |V| x K
de racionals nao-negativos, vetor v = (y1,...,7k ) de inteiros positivos, racional positivo
c.

Questao: Existe uma partigao factivel P tal que ¢(P} <c¢?

Proposigao 4.1 PAgC é NP-completo.

Prova: O problema claramente pertence a classe NP. A fim de provar sua NP-completude,
mostraremos uma redugdo a partir da seguinte verséo do problema de Steiner em grafos:
Problema de Steiner com Peso nos Vértices (PSPV)

32
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Instancia: Grafo H' = (V' E’), subconjunto # C V’, racionais nio-negativos g; para
cada i € V'\ R; racional g.
Questao: Existe uma arvore T, contida em H’, que inclui todos os vértices de R com
custo ¢(7") = ¥ ;er\r ¢ DO Maximo ¢ 7

A versdo do problema de Steiner em grafos que geralmente aparece na literatura e
que é sabidamente NP-completo (problema ND12 em Garey e Johnson [12]), tem pesos
nao-negativos nas arestas. Para ver que o problema de Steiner permanece NP-completo
mesmo quando os pesos nao-negativos estdo nos vértices, basta subdividir cada aresta
{u,v) com um novo vértice w, que recebe o peso de (u,v). Os vértices originais do grafo
recebemn peso 0. Visto que PSPV é NP-completo, podemos prosseguir.

Faca H=H:K=2;dya=0VYieR;dy=q.,Vie V' \R do=q+1,Vie Re
dp=0Yic V\Rim=1n=|V]ec=q

Suponha que PSPV tem resposta “sim”. Defina uma particio P da seguinte maneira:
C; € o conjunto dos vértices em 7. C; é formado pelos vértices restantes. Como C, €
conexo, P € uma particio factivel. ¢(P) = ¢(T) < ¢ = . Logo, PAgC também tem
resposta “sim”. Agora suponha que PAgC tem resposta “sim”. Defina 7' como qualquer
arvore geradora do componente conexo C1. Como ¢(P) € ¢ =g < ¢+ 1, C} contém todos
os vértices de R, e T é uma arvore de Steiner factivel. ¢(7) = ¢(P) < ¢ = ¢, logo PSPV
também tem resposta “sim”. a

Essa prova mostra que o PAgC € NP-completo mesmo se K = 2. O mesmo raciocinio
pode ser usado para mostrar que o PAgC é NP-completo para qualquer valor fixo de
K >2

Além disso, como a prova preserva o grafo, o PAgC permanece NP-completo mesmo
quando H é restrito a ser um grafo planar, bipartido ou de grade. pois o0 PSPV também
permanece NP-completo nesses casos. Essa ultima afirmacao segue do fato de que o pro-
blema de Steiner com peso nas arestas ¢ NP-completo nesses casos [12]. A transformagéo
é a mesma dada acima para o caso geral. Como a subdivisdo das arestas preserva a pla-
naridade € a bipartigao, ela ¢ suficiente para esses dois casos. No caso do grafo de grade,
temos que adicionar alguns vértices e arestas ao grafo, a fim de restaurar a estrutura de
grade. Esses vértices adicionais recebem pesos altos para nao ocorerrem na solugdo 6tima.

4.1.2 Casos Polinomiais

Queremos mostrar que ¢ PAgC pode ser resolvido em tempo polinomial quando H €é uma
arvore. Para mostrar 1sso, primeiro tratamos o caso da linha, uma arvore especial, e a
versao com um limite v ao nimero total de componentes. A descri¢ao de um algoritmo
de programacao dinamica para esse caso segue:

ALGORITMO LINHA
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1. Definigoes e Inicializagao

Escolha um vértice f de grau 1. Chamaremos f de folha do grafo de linha. O outro
vértice r de grau 1 sera chamado de raiz. Para cada 1 € V|1 # r, p(?) {0 predecessor
de 1) é definido como o vértice adjacente a t que estd no caminho de r az. O sucessor
de u, é definido como s{u) = i se e somente se p(i) = u.

Para cada i € V, cada inteiro k entre | e K e cada inteiro c entre 1 e ¥; seja H(1, k, ¢}
o valor da solucao dtima do problema sobre o subgrafo enraizado em : formado pelo
caminho de ¢ até f, atribuindo ¢ a classe & e usando no maximo ¢ componentes.
Claramente, H( f, k., ¢) = dji para qualquer k e qualquer ¢.

2. Tteragoes

As solucbes H restantes sdo calculadas pela seguinte recursdo:

H(i, k,c) = dy+min[{H (s(i), k, ) JU{H(s(e), k', c—1) : VK £ k€ {1,... K}, se ¢ > 1}

3. Solugéo Otima

O valor da solugao 6tima do problema € dado por ming H(r, k, ).

A idéia intuitiva do algoritmo é usar o nimero de componentes disponiveis ¢, um
recurso escasso, da melhor maneira possivel. Sempre que se atribui o vértice i para uma
classe diferente da classe de s(i), “gasta-se” um componente. Mas sabendo-se todos os
valores de H(s(1), k, c) pode-se tomar essa decisao de maneira dtima.

O algoritmo tem complexidade O{|V}.K?.7), o que é polinomial sobre o tamanho da
instancia, pois esse tamanho cresce linearmente com K e + é limitado por |V|. Para adap-
tar esse algoritmo para o PAgC, temos que controlar o numero de componentes disponiveis
por classe. calculando valores da forma H{i.k,c;.....cx) . O algoritmo resultante tem
complexidade O{{V}. K% [Tz 7). o que é polinomial para um K fixo.

Agora generalizamos essa abordagem para o caso em que H € uma arvore.

ALGORITMO ARVORE

1. Defini¢des e Inicializagao

Escolha qualquer vértice para ser a raiz r. Todos ¢s vértices de grau 1 (com a
possivel excessao de r} serao chamados de folhas. A definicdo de predecessor e
sucessor continua a mesma, exceto que agora temos um conjunto S(z) dos sucessores
de um vértice i.

Para cada i € V, cada k € K e cada inteiro ¢ (1 < ¢ <), seja H(i, k,¢) o valor da
solucao otima do problema sobre a subarvore enraizada em ¢, atribuindo 7 a classe
k e usando no maximo ¢ componentes. H(f, k,c} = dj; para cada folha f.
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Para cada vertice u nao-raiz, definimos P(u, k.¢) como o valor da melhor solucao
do subproblema enraizado em u, mas dado que a classe de p(u) ja foi fixada em
e usando ¢ componentes a mais, nessa subarvore u (¢ varia entre 0 e v — 1 aqui).
Por essa definigdo, u pode ser atribuido a classe & sem “gastos” adicionais de com-
ponentes.

2. Iteracoes

P{u, k,c) é obtido pela expressao:
P(u, k,¢) = min[{H{u, k,c+ D)} U {H(u,k,c) :VE' #k e {1,...,K}, se c > 1}]
As solucdes H de um vértice nao-folha ¢ sao calculadas como:

Hi k, ¢) = di + min ST Plu,k,e,)
i) uesti) 4= ug (i)

3. Solucdo Otima

Como antes, o valor da solugao do problema ¢ dado por ming H{r, k, 7).

Aqui, para cada vértice ¢ com |S(i)] > 2 temos duas “decisdes™: a atribuigao de i
e como distribuir o numero de componentes disponiveis entre as subdrvores enraizadas
em 1. Assim, apos a escolha da classe de 7, temos um problema cldssico de alocacao de
recursos, que também pode ser resolvido otimamente por programagéo dinamica.,

Uma vez que os P(u, k,¢,) ja estejam calculados, resolver o subproblema de alocacio
para calcular H(i.k.c) custa Oc?.|5(:)}). Como temos um nimero polinomial desses
subproblemas, o algoritmo resultante ainda é polinomial para arvores. Na versao desse
algoritmo para o PAgC, o subproblema de calcular H{¢. k.cy,...,cx) € uma alocagdo de
multirecursos. que custa O], ¢;.15(i}|). Assim, o PAgC é polinomial, para um K fixo.
em arvores. Uma descricao detalhada do problema de alocagio de um ou mais recursos.
pode ser encontrada nos capitulos 1 e 2 de Bellman e Dreyfus [4].

E interessante notar que o PAgC em arvores é muito bem resolvido na pratica pelas
formulacdes que serao mostradas na proxima secao.

4.2 Formulagoes em Programacgao Inteira

O nosso objetivo é encontrar uma formulacao adequada para ser usada em um algoritmo
de branch-and-bound. Asrelaxacoes lineares dessas formulagdes fornecerao os limites duais
necessarios a esse tipo de algoritmo. Quanto mais fortes forem as formula¢des, melhores
serdo esses limites e menos nés da arvore de branch-and-bound terdo de ser explorados.
Por outro lado, geralmente as formulacées mais fortes levam a PLs com um mimero maior
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de varidveis e restrigdes, e portanto de resolugdo mais demorada. Em principio, sempre
devemos chegar a um compromisso entre a forca e a facilidade computacional de uma
formulagao. Mas, depois de muitos anos de experiencias praticas. sabe-se que, na maioria
dos casos, 6 vale a pena trabalhar com formulagoes fortes. mesmo que elas levem a PLs
mais dificeis { Nemhauser e Wolsey [30], por exemplo}.

Frequentemente, é possivel encontrar formulacdes fortes que utilizam um nimero muito
grande, até exponencial, de restrigdes. Isso nao € necessariamente um problema, desde que
estas possam ser separadas de modo eficiente, de preferéncia por algoritmos polinomiais
exatos. Esse tipo de formulagio pode ser incorporada numa variagido do algoritmo de
branch-and-bound conhecida por branch-and-cut.

Da mesma forma, as vezes é possivel encontrar formulacdes fortes que utilizam um
nimero muito grande de varidvels, que levam a algoritmos de branch-and-price. E ne-
cessario que essas variaveis possam ser apregadas (priced) de forma eficiente para que o
algoritmo funcione bem.

Nessa secao usamos as varidveis bindrias de atribuicao z, onde z; = 1 se e somente
se 0 vértice 7 estiver atribuido a classe k. As formulagées correspondentes tém a forma:

Min 3> duzi (1)

l'EKV k=1

Sujeito a Zfb“ik =1 VieV (2)
k=1
z é v-Conexo

As restrigoes {2) garantem que € uma atribuigdo valida, mas temos que encontrar
boas maneiras de forcar a y-conexidade.

4.2.1 Formulagoes para a Versao do Limite Total v

Assim como fizemos com os algoritmos de programacao dinamica da secao 4.1.2, comega-
remos falando dessa versao do problema. Novamente, queremos apresentar nossas idéias
primeiro nesse caso mails simples, e posteriormente estendé-las para o PAgC.

Seja CF C Ci, 0 n-ésimo componente conexo da classe k induzido por uma atribui¢do
x. C} pode ser representado alternativamente por uma das arvores geradoras do subgrafo
de H induzido por esse componente, juntamente com uma identificagdo da classe k. O
problema pode, entao, ser reduzido a particionar os vértices de f em menos de v arvores,
mas de modo que todos os vértices de uma dessas drvores estejam atribuidos 4 mesma
classe. Essa observagio leva imediatamente a seguinte formulagao:

Para cada aresta ¢ = (3,7) € F, ¢ para cada classe k. k = 1,..., K, definimos novas
k

variaveis binarias z¥. Uma varidvel z¥ = 1 se e somente se a aresta e pertence a uma

arvore da classe k.
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1 B2
-

} Ve=(i,j)€Eik=1,...,K (3)

A IA

Z 2|Vl -7 (4)

Z~§5|5|—1 VS CV,1<|S]< V] (5)

1 e€E(S)

ﬁ'M:i‘ I M?" rnNa—mNa-

As restrigdes {3) ligam as variaveis x e z e obrigam cada arvore a ser formada por
vértices da mesma classe. As restrigbes {5) impedem a existéncia de ciclos e agsim garan-
tem que z induz uma floresta, A restricao de cardinalidade (4) faz com que essa floresta
seja composta por no maximo + arvores. Temos entdo que {1-5), juntamente com as res-
trigbes de integralidade das varidveis z, € uma formulacdo completa para essa versdo do
problema. As restricdes de eliminacédo de ciclos (3), semelhantes aquelas freqiientemente
usadas no problema do caixeiro viajante, podem ser eficientemente separadas em tempo
polinomial [31].

Essa formulagao é fraca, mas pode ser bastante melhorada substituindo-se (5) por:

S A< Y oz VSOV, 1<|S|S|V Vde S k=1,....K (6)

c€E(S) i€ S\{d}

Essa é uma variagao das chamadas “restrigoes de eliminagio de ciclos generalizadas”,
as vezes usadas para formular algumas versées do problema de Steiner em grafos. O
problema de separagao correspondente pode ser resolvido em tempo polinomial (Lucena
e Beasley (1992) [24]).

A figura 4.1 é um exemplo de uma solugao fracionaria que respeita (1-5). mas é cortada
por (6). ' Nessa instancia A = 2 e v = 1, ou seja, numa solugdo inteira todos os vértices
devem estar em uma das duas classes. Vemos nessa figura que 3 25 = 7 e portanto (4)
é tespeitada. {3) também € respeitada. Mas existem duas desigualdades de (6) violadas.
Uma delas tem como § os trés vértices mais a esquerda, € o vértice mais a esquerda e
k = 1. A outra desigualdade violada estd no tridngulo superior. Adicionando-se (6),
nessa instancia particular com 4 = 1, teremos uma solugao inteira para qualquer fung¢io
objetivo.

Mas mesmo com a formulacao (1-4)(6) podemos ter solugdes fraciondrias. A figura 4.2
mostra uma tal solugao.

'Usamos as seguinties convengGes para apresentar graficamente as solugdes fraciondrias de algumas
instancias com K = 2; Um vértice 1 chelo representa z;; = 1 e um vazio r;» — 1. Vértices meio cheios
(cinza) representam z;; = 0.5 e z;3 = 0.5. Um valor na forma de fracac, préximo a uma aresta e,
representa z.. Ja um valor na forma decimal representa z2. As varidveis de aresta nic indicadas tém

valor 0.
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Figura 4.2: Solugao fracionaria de (1-4)(6) (K =2, v = 2).

4.2.2 Formulacao F1

Dadas as boas caracteristicas de (1-4)(6), gostariamos de estender essa formulacdo para
o PAgC.

Suponha que adicionamos K novos supervértices O;. um para cada classe. Cada
supervértice é ligado por novos arcos direcionados 0ii, indo de 0y para cada : € V.
Suponha que no méximo v; desses arcos possam estar ativos por supervértice 0. Os
vértices sobre os quais incidem um arco ativo sao chamados de raizes. Os superarcos
ativos também serao chamados de arcos raizes.

Queremos mandar K diferentes tipos de fluxos dos superveértices para os vértices em
V. Apenas o supervértice 0, pode fornecer (a quantidade necessaria de) unidades do
fluxo k. Os fluxos s6 podem entrar no grafo original por um arco ativo. Dentro desse
grafo, o fluxo & sé pode passar por arestas incidentes aos vértices atribuidos 4 classe k.
Para qualquer solucgdo inteira x, sempre existe um fluxo que respeite essas restrigoes e que
pode ser interpretado como uma partigac de H em arborescéncias (arvores direcionadas).
Cada arborescéncia estd enraizada num vértice raiz e contém os vértices que recebem fuxo
através dessa raiz. Como todos os vértices de uma arborescéncia devem obrigatoriamente
estar atribuidos a mesma classe, ¢ serd +-conexo.

Seja yq,; uma variavel binaria para cada novo arco, tal que yg,; = 1 se e somente se
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esse arco esta ativo. Seja A o conjunto de arcos obtidos pela troca de cada aresta (2, )
k
i7
arco (1,7) € A. ff representa a quantidade de fluxo k passando de i para j. Seja By um

em E por um par de arcos opostos (¢,7} e (j.2). Sejam f£ variaveis positivas para cada

limite superior ao niimero de vértices que podem vir a ser atribuidos a classe k. By pode
ser feito igual |V, se um limite melhor nao é conhecido.

o - Y ff-foitra=0 VieVik=1,. K (7)
{i.5)e (i) (4 (i)
Y Joui— Pt =0 k=1....,K (8)
iev iev

oS B Vi) e B k=1,...,K (9
1k3+ ;:—SB,&-:C_;}}; 31.;" E H I L ()
fgk,' S Bk.y{)k,’ Yie V'I_ k= 1,...,K (10)
> voui € k=1.....K (11)
i3

A formulagdo (1-2),(7-11), apesar de correta, é muito fraca. O limite dual fornecido
por sua relaxacdo linear esta proximo do limite trivial obtido atribuindo cada vértice 7 a
classe k com minimo d;x. A principal razdo para esse fraqueza é que o acoplamento das
varidvels z e y, com os fluxos f, feito pelas restricoes (9) e (10), é muito frouxo. Devido
ao grande coeficiente By, um pequeno valor fracionario de z; é suficiente para permitir a
passagem de muitas unidades de fluxo &k através do vértice : .

Uma pequena melhoria pode ser conseguida reduzindo-se esse coeficiente para [ By /2]
em (9). [sso € possivel, pols mesmo que numa solugao 6tima todos os possiveis By vértices
de uma classe estejam em um tUnico componente, fixando a raiz no “centro” do compo-
nente, obtemos uma solucao equivalente sem precisar passar muitas unidades de fluxo ‘-’;-
por algum arco. Fazendo-se uma anilise do grafo H de uma dada instdncia particular,
pode-se aplicar outros argumentos desse tipo para reduzir-se ainda mais esses coeficientes,

Como a relaxac¢ao linear dessa formulacdo pode ser resolvida muito rapidamente, de-
vido ao numero relativamente pequenc de restricoes e variavels e a estrutura de rede que
esta presente, € tentadora a idéia de obter uma formulacdo mais forte seguindo esse mo-
delo. Ha diversos tipos de raciocinios para fortalecer a formulacédo, aplicaveis quando, num
esquema de branch-and-bound, algumas das atribuigdes z ja estdo fixadas. Por exemplo,
suponha que 4 = 1 para alguma classe k. Se existe algum z; = 1, pode-se fixar yq,; =1
e eliminar do modelo todas as demais variaveis yo,; para j € V,j # 1. °

Experiéncias preliminares indicaram que essa abordagem até funciona bem para pe-
quenas instancias, mas falha em instdncias maiores. O problema € que o numero de nds
da arvore de branch-and-bound cresce muito rapidamente.

20 uso desse tipo de idéias, para fortalecer efou reduzir o tamanho de uma formulagio, antes de se
resclver a relaxac¢ao inicial, costuma ser chamada de pré-processamento. Jd quando ela ocorre dentro
do branch-and-bound, é conhecida come fixagao por lmplicagao logica
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A fim de obter uma formulagao mais {orte, especializamos os K fluxos em A.{V| tipos
de fluxo. Agora f% é um fluxo que vem do supervértice 0y, mas sé pode ser consumido
no vértice destino d. Um vértice d atribuido & classe k£ consome 1 unidade de fluxo f%*.
Agora, no maximo uma unidade de um certo fluxo passa por algum arco do grafo. Isso
permite um acoplamento muito mais justo das variaveis ¢ e ¥ com os fluxos f, o que nos

dé a formulagao (1-2},(12-17) .

S - 3 fF —f¥E tzp=0 VieVid=4k=1,...,K (12)
(F)E 6+ (1) (G)€8-(3)

SO - X =0 VieViVi#ieV;k=1,...,K (13)
{1.5) e6+[:) {4Ye (1)
o f —za =0 vdeV:k=1,...,K (14)
eV

dk 4k

+ j szk } .. . -

! Yiepye Ey2vdeVik=1,...,K (15

fdk+ ﬁk_l'jk ) ( )
FE& < yous VieVik=1,.. K (16)
Y voui < Tk k=1,....K (17)
124

Podemos melhorar ainda mais essa formulagao, se notarmos que para cada solugio
inteira r sempre existe um fluxo em que ha exatamente um arco da classe & com fluxo
nao-nulo entrando em cada vértice i atribuido & classe k., o que corresponde a uma arbo-
rescéncia. Introduzindo novas varidveis bindrias y%, V{(i,j) € A, k =1,..., K podemos

levar isso em consideracéo e reforgar a formulacio.

k kg,
yag_i_y_}:—x‘k } V(Q’J)GE,J{II,K (18)
T B
<yt V(i,j) € AVde Vi k=1, K (19)
z yj.l.-ﬁ-yok":ff,'k V?EII k_”lﬁ, (20)
(74)€6~ (2}

(1 2).(12-14) (16 20) é uma formulagao forte o suficiente para fornecer bons limites
K) ) de varidvels

e Testricoes. Nao é possivel resolver nem a relaxacao linear inicial dessa formulacao, para
qualquer instancia de tamanho razoavel. Felizmente, o teorema do fluxo maximo - corte
minimo nos fornece imediatamente uma formulagdo equivalente, substituindo os fluxos
por testrigdes de cortes orientados sobre as variaveis y. Mostramos aqui essa formulagao
completa, para facilidade de referéncia, a chamaremos de F1.



4.2. Formula¢ées em Programacao Inieira 41

) K
Min Z Z dz’k-’fik (])
i€V k=1
K
Sujeito a Z T =1 vieV (2)
k=1
kg gk < g
y¥+y£_$:k } V€=(3])EE1!€=11“1{ (3)
(F1) | Ui U S Tk
Zy{}kiS')’k k=1,... K (4)
2%
yfi-i-yokf:iik VieVik=1,..,K (5)
(1:0)€6 (i)
Yo i Y wa g YSCV.I<|S| S|V (6)
(33)€8-(S) €5
\ Vde S: k=1,...,K

A figura 4.3 mostra uma solugéo fraciondria de F1. Uma seta com uma das extremi-

dades soltas, entrando no vértice 7, representa um superarco raiz yg,;.

Figura 4.3: Solucdo fraciondria de F1 (K =2. 1 =1, 7. = 1}.

As restricdes (F1.6) tém o papel de substituir os fluxos f%. Seja H* = (VUV(0,), AU
A(0x. 1)) o grafo aumentado orientado, onde V(0x) é o conjunto de supervértices e A{0x,?)
é o conjunto dos arcos que emanam desses supervértices. As restrigdes (F'1.6) podem ser
separadas achando-se o corte minimo em H * que separa cada supervértice 0, de cada
vérticed € V. As capacidades de cada arco sdo dadas pelos valores correntes das varidveis
y correspondentes.

Assim, mesmo com um nimero exponencial de restrigdes, F1 pode ser embutida num
algoritmo de branch-and-cut. A for¢a de F1 sera comprovada empiricamente, mas temos
um resultado que nos permite comparar essa formulagdo com aquela apresentada para
a versdo do limite global v de componentes, (1-4}(6). F1 pode ser adaptada para essa
versao substituindo-se as restrigdes {¥1.4) por:

I .
! VR e e B
: B ETR TR
LT .

e e sy |
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i
YD o <y (FLA)

k=11ieV

Proposicéo 4.2 FI (adaptada para e versdo do limite global v) ¢ pelo menos tdo forte
quanto (1-4)(6).

Prova: Mostraremos que, dada uma solucao (z,y), possivelmente fracionaria, de F1,
podemos construir uma solucdo (z,z) de (1-4)(6).

Essa construcio é muito simples: fazemos z* = yf}-{-yf,—. VYe=(1,j)€ E; k=1,... K.
Resta agora verificar que (x, z) é factivel.

Como z respeita (F1.2), também respeitard (2), pois essas restri¢des sdo idénticas. Da
mesma forma, como y respeita (F1.3), z respeitara (3). Somando-se as K.|V| restricbes
(F1.5), e aplicando-se (F1.2) obtemos:

K
YW+ Y v =1V

(i,/)EE k=1 i€V keK

Essa expressao, juntamente com (F1.4') implica em

K
X 2 hi+ui) = V-,
(1.j)EE k=1
logo z respeita (4).
Seja S um subconjunto de V', tal que 1 < |S]| < |V{e ktalquel < k& < K. Somando-se
as | S| restrigdes (F1.5) correspondentes aos vértices em & obtemos:

k k k
YooWhtuIF 2 vt vou = )Tk
(1.1)EE(S) (1.5)€67(5) i€§ €8
Seja d um vértice qualquer em S. Subtraindo-se dessa expressao a restrigao de (F1.6)
correspondente ao conjunto S, ao vértice d e & classe k obtemos:

> (.Uz + yfﬁ) < Y ry,
(i.J)EE(S) 1€5\{d}
logo z respeita (6).
O

Essa proposicao mostra que realmente conseguimos estender (1-4)(6) para o PAgC,
embora ao custo de um aumento ne tamanho e na complexidade da formulacdo, pois
enquanto a primeira formulagio representava componentes por arvores diretamente no
grafo original H, em F1 eles sao representados por arborescéncias em H enraizadas nos
supervértices (.
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4.2.3 Formulagao F2

Os problemas encontrados no branch-and-cut sobre F1. que serio mostrados na secio 4.3,
nos motivaram a também trabalhar com um outro tipo de formulagio para o PAgC.

Seja L o conjunto dos vetores de incidéncia de todos o0s possiveis componentes conexos
de H, juntamente com uma “etiqueta” identificando a classe do componente. Isso significa
que para cada I € L, l; = 1 se e somente se o vértice : esta no componente [ e {|jyj.x = 1 se
e somente se { for um componente da classe k. Assim, { é um vetor de tamanho |V|+ K. O
custo de um componente [ da classe k € dado por ¢; = ¥;¢; dix. Podemos formular o PAgC
como o seguinte set-partitioning com restrigoes adicionais de cardinalidade. Chamaremos
essa formulagdo de F2.

( Min > aX (1)
lek
Sujeitoa Y LA =1 VieV (2)
(F2) ¢ leL
Slvigshi <% k=1,...,K (3)
leL
M€ {0,1} Viel (4)

O enorme nimero de variaveis dessa formulagao exige o uso de técnicas de geragao
de colunas. Com essas técnicas, podemos trabalhar com um pequeno nimero dessas
colunas por vez, gerando novas colunas, por um algoritmo de apregamento, sempre que
necessario. Para obter as solugdes inteiras buscadas, temos que embutir F2 num esquema
de branch-and-price. Falaremos em detalhes desse algoritmo na secao 4.4.

Por enquanto queremos mostrar o seguinte resultado:

Proposigao 4.3 F2 ¢ pelo menos tdo forte quanto F1

Prova: Apresentamos um procedimento para construir uma solugao factivel de F1, a
partir de uma solucio factivel de F2. Estas solugdes tém o mesmo valor da fungdo objetivo.

PROC (ENTRADA: A; SAIDA: (r,y))

T +— O

y — 0

Para cada I € L com A > 0 {
k «—— a classe de [;
Ache uma arborescéncia T' geradora de [ enraizada a partir de algum ¢ em I
Yo,i —— Yo.i + An
para cada arco (z,7) de T { yf; «— v + A1 }
para cada vértice : de T { zg «— T + A3 }
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Vamos verificar que esse procedimento produz uma solugao valida para F1. Por (F2.2)
garantimos que z respeita (F1.2). Como uma varidvel yf;- so € aumentada de A; unidades,
quando z; e T;; também sio aumentadas de A; unidades, (F1.3) sera satisfeita. (F2.3)
implica (F1.4). Como z s6 é aumentada junto com yo,; ou com algum yj;, (F1.5) é respei-
tada. (F1.6) segue do fato que z4 s0 é aumentada juntamente com um caminho (contido
em T} ligando 0, a i. Pela definicdo de ¢, o custo da solugdo permanece inalterado.

0

A técnica construtiva usada na demonstragao tem a vantagem de prover um procedi-
mento para converter as solugoes de F2 para a uma solugdo de F1, Nas se¢oes seguintes,
veremos varias situacgoes em que isso € desejavel. Por exemplo, suponha que temos uma
heuristica para gerar solugdes inteiras a partir de solugdes fracionéarias (x,y). Esse proce-
dimento pode ser incorporado ao branch-and-price sobre F2, simplesmente convertendo-se
as solugbes A correntes.

Mas vamos entender melhor a relagdo entre F1 e F2. Supondo que todos os +; sdo
iguais a 1, F2 pode ser vista como a reformulagdo obtida aplicando-se a decomposicao
Dantzig-Wolfe sobre F1, mantendo-se (F1.2) no problema mestre e dividindo-se as demais
restricbes em K subproblemas independentes, cada um correspondendo a uma classe.
Além disso, forcamos a integralidade dos subproblemas.

O poliedro em (z4, yx), possivelmente fracionario, correspondente ao subproblema da
classe k é o seguinte:

1 k4 oyk < g,
Grumgne b ve-gjes )
YST UL S T
Zyok:' <1 (2)
[T=2%
(Phs) s Y. yj—“- + Yo = Tik VieV {3)
(4i)€6- ()
Z y;‘FzyokrEfdk VSC V.]_<IS|SIV.I:V(£ES (4)
(31)es=(5) €S
| 0<a; < VieV {5)

Cada solucio z; inteira. tal que existe (z, yx) pertencente ao poliedro acima, corres-
ponde & uma coluna da classe K, pois essas solugOes inteiras definem um componente
conexo em H. A restricao (F2.2) corresponde a restrigao (F1.2} do problema mestre.
(F2.3) sdio as restrides de convexidade sobre cada um dos subproblemas.

Esse tipo de reformulagao, em que se faz uma decomposicéo e se forga a integralidade
em alguns dos subproblemas gerados, é conhecida como convexificagao parcial. Um
resultado de Geoffrion (1974) [13] garante que se o poliedro de algum desses subproblemas
nao for inteiro (que é o nosso caso), a reformulagio obtida serd estritamente mais forte,
ou seja, o limite dual obtido sera obrigatoriamente melhor em alguma instancia.
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Caso exista algum +; > 1, F2 ndo € exatamente a formulacao obtida pela convexi-
ficacdo parcial de I'l nos moldes acima, pois nesses casos. uma coluna da classe k seria
formada pelos vértices correspondentes a subgrafos de H formados por até v, componen-
tes. Em F2, mesmo quando v, > 1, as colunas da classe & representam subgrafos formados
por um tinico componente conexo. Isso significa que nesses casos, fizemos uma nova de-
composicdo do subproblema & em - subproblemas independentes. Mesmo assim, ao se
resolver esses subproblemas a integralidade estamos fazendo uma convexificacao parcial
de F1, e portanto o resultado de Geoflrion ainda se aplica {optamos por trabalthar sempre
com apenas um componente por coluna, a fim de facilitar a resolugao do subproblema de
aprecamento).

Na figura 4.4 observamos uma solugdo fracionaria de F2, equivalente a solucio fra-
cionaria de F1 mostrada na figura 4.3. As linhas fechadas pontilhadas indicam os dois
componentes formados por vértices da classe 1. As linhas fechadas cheias mostram os
dois componentes da classe 2. Todos esses componentes tém A; = 0.5. Isso quer dizer,
que nesse caso, a convexificagdo parcial ndo conseguiu melhorar o limite dual obtido.

Figura 4.4: Solugao fracionaria de F2 (K =2. 5y =1, 7, = 1).

Jé a figura 4.5, mostra uma solugao fracioniria de F1 que nao pode ser convertida
numa solucao equivalente de F2. Nesse caso, a convexificagdo parcial fard com que se
obtenha um limite dual melhor.

Esta claro que a formulacao F2 pode ser estritamente mais forte que F1. Entretanto,
para a nossa grande surpresa, em todas as dezenas de instancias de teste descritas na secao
4.3.3, o limite dual obtido ao se resolver a relaxacéo linear inicial de F2 fo: exatamente
igual ao limite obtido por F1 ! Ou seja, pelo menos com o tipo e com o tamanho de
instancias que utilizamos, F2 ndo costuma ser mais forte do que F1.

Podemos especular um pouco sobre as razoes desse comportamento:

a) O poliedro Pf, ji é uma boa aproximacdo ao poliedro inteiro dos subproblemas,
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Figura 4.5: Solugao fraciondria de F1 (K =2. 91 =1, v = 2).

pelo menos em instancias tipicas relativamente pequenas. Assim, na pratica pode
nao haver um ganho significativo em convexificar (integralizar) esse poliedro.

b} A formulagédo F1 ja é uma formulagao razoavelmente forte para o PAgC, que nao
deixa muito espago para melhorias, talvez justamente por conter as restrigdes de
P%,. A fraqueza de F1, que &s vezes leva a solugdes fraciondrias, estd relacionada
a uma indevida “mistura” (combinagao convexa) entre solucbes parciais inteiras de
cada classe (os (zk,ys) com zj inteiro). A figura 4.3 mosira uma dessas tipicas
solugoes fraciondrias. Assim, a introducdo de novas restrigdes envolvendo apenas
variaveis de uma mesma classe k (o equivalente a convexificar PY,), ndo costuma
melhorar a formulagao. Para haver melhoria, seriam necessarias restrigdes envol-

vendo variaveis de classes diferentes.

¢) As solugbes fraciondrias (zy,yx) de PX, tendem a deixar “buracos”, ou seja vértices 7
com z. fracionario, mais ou menos cercados por vértices j com ;% = 1. Mas (F1.2)
exige que esses buracos sejam “preenchidos”, sendo atribuidos fracionariamente ou-
tras classes. A figura 4.5 é um exemplo disso. Aqui. como v, = 2, pudemos usar as
raizes para conectar 0s vértices fracionarios da classe 2. Mas normalmente, as raizes
S0 um recursoc escasso que nao vale a pena ser desperdicado dessa maneira. Nessa
instancia, se fizermos v, = 1, F'1 sera equivalente a F'2, para quaisquer valores da

funcdo objetivo.

4.3 O Algoritmo de Branch-and-Cut sobre F1

4.3.1 Comentarios Gerais

Apesar de os subproblemas de separagio poderem ser resolvidos de forma eficiente, ha dois
gargalos que dificultam a rapida resolugdo de uma relaxagao linear de ¥1 e que portanto
comprometem a eficiéncia do Branch-and-Cut sobre F1.
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1. O tamanho dos PLs - O numero relativamente grande de variaveis e restricoes de
Fl leva a PLs um tanto quanto caros.

2. O nimero de iteragées - Separar (F1.6) pode demandar a solugdo de muitos
desses PLs. O problema é que para uma dada solugao z, que é o que realmente nos
interessa, correspondem inumeros possivels valores das variavels auxiliares y. Seja
F1? o PL formado pelas restrigoes (F'1.1-¥1.5) além de um subconjunto das desigual-
dade de (F1.6) ja separadas na iteragao p. Seja (z,y) uma solugao étima desse PL.
Suponha que adicionamos novas desigualdades violadas a formulagéo e resolvermnos
o novo PL F17*!, Freqiientemente, principalmente em instancias grandes, obtemos
uma solucao da forma (z,y’). Ou seja, essa iteragao nao causou melhoria da fungao
objetivo. As vezes, varias iteragdes sao necessarias para sairmos dessa solucao z.

Esse tipo de comportamento, quando a adigdo de desigualdades causa pouca melho-
ria na fungio objetivo, muito comum em algoritmos de branch-and-cut, é conhecido
como tailing-off. > Quando o tailing-off ocorre ao se adicionar novas classes de desi-
gualdades vilidas, ndo incluidas na formulagio bésica, alguns autores recomendam
suspender a separagao dessas classes de desigualdades e ir direto para o branching
(por exemplo, Padberg e Rinaldi (1991) [31]). S6 que isso ndo € possivel no nosso
caso, pois o tailing-off ocorre na adicio de desigualdades da propria formulacio,
necessarias para a obtengio de solugdes inteiras factiveis. Além disso, esse compor-
tamento pode ocorrer muito cedo, logo ao se resolver a relaxagéao inicial de F1.

Boa parte do trabalho feito para melhorar & eficiéncia do Branch-and-Cut sobre F1,
teve como objetivo reduzir o efeito desses dois gargalos.

Por exemplo, pode-se notar que as restrigdes (F1.3) poderiam ser retiradas de F1
sem enfraquecer a formulacdo. Usando a mesma argumentagdo usada na proposigao 4.2,
podemos ver que uma restricio de (F1.3) pode ser obtida a partir de (F1.5) e de uma
restrigio de (F1.6). As restrigdes (F1.3) na verdade sdo um caso particular de (6) (pagina
37). gquando |5| = 2.

Mas optamos por manter (F1.3) dentro da formulacdo, pois verificamos que essas
restrigdes reduzem significativamente o numero de 1teragoes necessarias para a resolugao
da relaxacao linear de F1. Nio seria conveniente manter as restricdes equivalentes de
(F1.6), pois o numero de coeficientes ndo-nulos nos PLs aumentaria muito. De qualquer
maneira, pode-se manter apenas algumas dessas restrigées dentro dos PLs, pois é muito
facil separar {F1.3).

30 nome “ieiling-off° vern do fato que esse efeito é comum quando jé se esta proximo da solugio do
subproblema de um né.
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4.3.2 Implementacao do Branch-and-Cut

Dado que temos a formulacdo F1 e sabemos como separar as restri¢des F1.6, é imediato
que ja temos um algoritmo de branch-and-cut para o PAgC. Isso é verdade. Sé que esse
algoritmo bdsico nem sempre val ter um bom desempenho pratico.

Inicialmente, construimos um prototipo que implementava um branch-and-cut basico,
a partir do zero, usando apenas o pacote CPLEX 3.0 [7] para a resolucdo de PLs. Esse
prototipo foi muito 1itil em nossas experiéncias, mas logo ficou claro que para a resolugao
de instancias maiores terfamos que melhorar esse algoritmo basico, incorporando uma
série de funcionalidades, que seriam de demorada e dificil codificagao.

Decidimos entao usar o pacote ABACUS (Thienel (1993) [41]), recentemente liberado
para uso académico. Esse pacote implementa muitas das fungdes comuns a algoritmos
de branch-and-cut e branch-and-price em geral. Usando esse pacote, podemos fazer ex-
periéncias com diversas variantes do algoritmo, apenas mudando um arquivo de confi-
guracdo. Por exemplo: podemos escolher entre algumas estratégias de branching, mudar
o mecanismo de gerenciamento dos programas lineares, ativar a fixacdo de varidveis por
custos reduzidos, etc. Dessa forma pode-se tentar encontrar uma configuragio mais ade-
quada ao problema em questao.

Mas mesmo com 0 ABACUS, ainda tivemos que escrever muito cddigo, pois a melhoria
obtida apenas ajustando-se o arquivo de configuragéo é limitada. As técnicas mais efetivas
para se melhorar um brench-and-cut sdo justamente as que exploram a estrutura particular
de um problema. Naturalmente essas técnicas devern ser implementadas pelo usuario do
pacote. Jinger, Reinelt e Thienel (1993) [20]; Ferreira e Wakabavashi (1996) [11]; Lucena
e Beasley (1996) [25] contém referéncias atualizadas sobre as técnicas mais utilizadas para
se melhorar o desempenho prético de um branch-and-cut.

Vamos descrever alguns pontos do algoritmo que implementamos:

Pré-Processamento

Para cada vértice 1, podemos eliminar da formulacdo uma (e apenas uma) varidvel de arco
raiz yo,:- Essa raiz deve corresponder a uma classe kMaz(z) tal que d; xprq2¢) é maximo,
ou seja, uma das classes mais desvantajosas para se atribuir i.

Seja (z,y) uma solugdo 6tima inteira qualquer. Sempre serd possivel encontrar uma
solugdo inteira {z’,y’) de mesmo custo, tal que nenhum vértice i seja raiz da classe
kMaz(1). Isso ndo quer dizer que numa solucdo 6tima nado possa haver vértices? atribuidos
a classe kMaz(i). Isso pode acontecer, desde que ¢ pertenca a um componente co-
nexo maior da classe kMaz(f). Pelo menos um dos vértices j desse componente terd
kMaz(j) # kMaz(i) e portanto podera funcionar como raiz desse componente.,

Esse pré-processamento reduz um pouco, tanto o tamanho dos PLs, quanto o numero
de iteragoes.
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Politica de Separagao

Esse é um ponto critico na eficiéncia do algoritmo. A questdo é: quantas e quais desi-
gualdades violadas de {F1.6) devem ser geradas a cada iteracdo 7 Incluir apenas uma
desigualdade por vez é muito pouco, pois o numero de iteragles torna-se enorme. Por
outro lado, pode haver um nimero exponencial de desigualdades (F1.6) violadas por uma
solugdo (z,y), pois podem existir muitos conjuntos S tal que 6 (S} é um corte minimo
separando dois vértices s e .

Colocar mais desigualdades aumenta o tamanho dos PLs, mas pode reduzir o mimero
de iteragbes. Depois de algumas experiéncias, optamos pelo seguinte compromisso:

Para cada : e cada k com z; > 0, achamos um corte minimo §7{S) entre 0y e ¢
passando por arcos com capacidade yx. Caso o valor desse corte seja menor que z,
adicionamos uma desigualdade correspondente a S, i e k. Observamos que é preferivel
adicionar o corte minimo “mais préximo” de 7, ou seja o correspondente a um conjunto
S (contendo 1) minimal.

Gerenciamento das Restrigoes nos PLs

Para evitar o crescimento excessivo no tamanho dos PLs. é possivel retirar as desigual-
dades de (F1.6) que ndo estao correntemente ativas, ou seja, satisfeitas na igualdade pela
solugao corrente. Ao se retirar uma desigualdade do PL hd duas opgbes: simplesmente
descartéd-la ou coloca-la num pool. O poolé uma estrutura de dados que armazena desigual-
dades. Ele deve permitir verificar se alguma dessas desigualdades voltou a ser violada, a
um baixo custo (em comparagio com o custo de se usar o algoritmo de separacio normal).

No nosso caso, as experiéncias mostraram que a remocgio das desigualdades inativas.
melhora um pouco o algoritmo. Na verdade, esperdvamos que a melhoria fosse maior.
Mas verificamos que, pelo menos com a politica de separacao descrita acima, uma grande
parte (80% em alguns casos) das desigualdades (F1.6) removidas, voltam a ser violadas
em alguma etapa do algoritmo.

Mesmo assim, dado que a separacio de (F1.6) € eficiente, verificamos que nao ha
vantagem significativa em se usar um pool.

Fixacao por Implicacao Légica

Sempre que no decorrer da execugao do algoritmo, existir uma varidvel z, fixada em 1,
(por branching, por custo reduzido ou por qualquer outro motivo}, pode-se fixar uma (e
apenas uma) raiz da classe k, fazendo-se yo,; = 1. Caso 4 = 1, pode-se fixar todas as
demais raizes da classe k em 0,

Essa fixacdo pode reduzir significativamente o tailing-off associado a separagdo de
(F1.6) em alguns dos nés da arvore de branch-and-bound, e portanto o numero de iteracoes
desses nos, principalmente no caso em que v = 1.
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Regra de Branching

Optamos por usar o tradicional branching sobre varidveis binarias. No caso, escolhemos
um z;; fracionario e geramos dois subproblemas, um com z;;x = 0 e outro com z; = 1.

Note que devido a restricdo (F1.2), fixar z;x = ! implica em fixar os demais z}, em
0. Isso pode levar a um desbalanceamento dos subproblemas, se A for grande. Nesse
caso, seria melhor dividir as classes em dois conjuntos A e B de forma a que 3¢ 4 zu seja
fracionario. Em um subproblema os z;; em A seriam fixados em 0. No outro subproblema
os em B seriam fixados em 0. Talvez por trabalharmos com um numero relativamente
pequeno de classes, é pouco comum encontrar vértices ¢ divididos em mais de duas classes
numa solugdo fracionaria. Dessa forma, optamos por fazer o branching simples sobre uma
Unica variavel z;x.

Quanto a escolha da varidvel de branching, comecamos usando o z;x com valor mais
proximo de 0.5.

Houve uma melhoria, dando-se preferéncia a varidveis da classe & que ainda nao ti-
vessern nenhum vértice fixado em 1 no nd corrente do branch-and-bound. Uma razdo
para isso, é que para cada classe com um vértice : fixado em 1, pode-se aplicar o pré-
processamento descrito acima. A escolha da variavel era feita ponderando-se esses dois

critérios.

Figura 4.6: Solugdo fraciondria antes do branching (K =2,y =1).

Uma nova melhoria foi obtida usando-se também um terceiro critério: da-se preferéncia
a variaveis correspondentes a vértices ¢ “atravessados por fluxos™ de mais de uma classe,
ou seja, com varidveis do tipo y!;- maiores do que 0. para diferentes k, na solugao corrente.
A figura 4.6 mostra uma solucdo fracionaria de ¥1. Os vértice rotulados de a ¢ b sao
atravessados por fluxos de mais de uma classe. O vértice rotulado de ¢ ndo. Nesse caso.
fazer o branching sobre a ou b leva a dois subproblemas com solugdo inteira, para qualquer
funcéo objetivo. O mesmo nédo é verdade ao se fazer o branching sobre ¢, como mostra a
figura 4.7.

Apds a secao 4.5, poderemos entender melhor porque esse critério costumar funcionar.
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0.5

Figura 4.7: Solugao fracionaria apds branching sobre ¢ (K =2, y = 1).

Heuristicas Primais

Um algoritmo de branch-and-bound necessita de limites primais, a fim de cortar os ramos
da arvore de branching que garantidamente ndo contém a solugdo otima. Esses limites
primais normalmente sdo dados pelas solugoes inteiras encontradas pelo proprio algoritme,
em alguns de seus subproblemas.

Entretanto, pode ocorrer que o algoritmo néo escolha a melhor ordem de exploragao
dos subproblemas, de forma que boas solugdes inteiras demorem a ser encontradas. Nesses
casos, pode-se perder muito tempo explorando-se ramos ruins.

Uma das maneiras de evitar esse comportamento, € tentar fornecer ao algoritmo bons
limites primais calculados por outros meios.

As tentativas de construir boas heuristicas primais que usem diretamente os dados que
definem uma instancia, o grafo H. os d; e 7, ndo foram muito bem sucedidas.

Um modelo de heuristica gulosa:

1. Para cada classe &k escolha ~. vértices ¢ com baixo d,; para serem as raizes dos
componentes. E conveniente evitar a concentragido de raizes da mesma classe na
mesma regido do grafo. Essa raizes serdo atribuidas a classe .

2. Seja D o conjunto de pares {:. k) formados por cada vértice ¢ ainda nao atribuido.
mas adjacente & um vértice j& atribuido a classe k. Encontre o par (7,k} em D com

menor d;; e atribua ¢ a classe k.
3. Repita o passo 2 até que todos os vertices ja estejam atribuidos.

Sem diivida é possivel melhorar essa heuristica, mas os resultados preliminares obtidos
nio nos encorajaram a trabalhar nesse sentido. Uma heuristica gulosa bem melhor foi
obtida a partir das solugbes fracionérias = de F1 obtidas em cada subproblema da arvore
de branching. Essa heuristica segue o modelo anterior, mas usa os dados mais “globais”
fornecidos pelas solugdes fracionarias de F1.

1. Seja C; um componente conexo maximal de H formado por vértices com z; = 1.
Escolha os 7 componentes (', com maior nimero de vértices. Esses componentes
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funcionarao como “raizes” da classe k. Todos os vértices dos componentes escolhidos
ja4 podem ser atribuidos a classe k.

2. Seja D o conjunto de pares (¢, k) formados por cada vértice 7 ainda nao atribuido,
mas adjacente & um vértice ja atribuido a classe k. Encontre o par (z,k) em D com
maior z;; e atribua 7 a classe k. Em caso de empate, escolhemos o par {7, k) que
maximize a soma dos yf;- + y;-‘” para os vértices j ainda nao atribuidos adjacentes a

1.

3. Repita o passo 2 até que todos os vértices ja estejam atribuidos.

Na majoria das instancias, essa heuristica de arredondamento das solucdes fracionarias
tem uma modesta influéncia no tempo de execugao. Mas ela tem um importante papel, fa-
zendo com que o algoritmo seja bem mais robusto, evitando a degradagao do desempenho

Nos piores casos.

4.3.3 Resultados Computacionais
A Geracido das Instancias de Teste

O principal ponto, que diferencia os tipos de instancias que geramos, € a relacio entre os
valores de d; e o grafo H.

s Instancias com Estrutura - Tentamos reproduzir a estrutura que espera-se en-
contrar ao se usar o PAgC como segunda etapa do nosso método de classificagao.
Aqui, sempre usamos como grafo H uma grade quadrada M x M. Cada um dos
M? = N objetos é associado a um vértice com “coordenadas” (X,Y); 1 € X <
M. 1 <Y < M, dentro da grade. Cada objeto é associado, também, a um conjunto
de 5 atributos. Trés deles sdo valores aleatdrios inteiros, obtidos de uma distribuigéo
uniforme no intervalo de 1 a M. Os outros dois, recebem os valores de X e de Y.
As dissimilaridades d;; entre cada par de objetos sao calculadas como a distancia

euclidiana (em 5 dimensdes) entre os atributos de 7 e de j.

Nesse momento, temos uma insténcia de classificagiao em que existe uma certa cor-
relagio entre a posi¢do dos objetos em H e as suas dissimilaridades. Resolvernos
esse problema de classificacdo pelo K-medodide, obtendo os K representantes. Agora
temos os d;; para o PAgC.

s Instancias Randémicas - Aqui, usamos um grafo H qualquer e para cada dy.
atribuimos um valor aleatdrio inteiro, retirado de uma distribuicao uniforme no
intervalo de 1 a 30. Nio ha portanto, a menor correlagdo entre os dix € o grafo H.
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Usamos aqui dois tipos de grafo: grades quadradas e grafos planares aleatdrios
gerados pela fung¢do random_planar_graph oferecida pela biblioteca LEDA (Niher e
Uhrig {29]).

Mesmo em outras aplicacdes do PAgC, que nio como segunda etapa do nosso método
(como a descrita na pagina 30), € bastante razoavel supor a existéncia de alguma cor-
relacio entre os os d;x € H. Mas optamos por trabalhar principalmente com as instancias

randomicas pelas seguintes razoes:

a) As instancias randémicas sdo bem mais dificeis e antecipam as dificuldades que vio
ocorrer em instancias grandes com estrutura. Por exemplo, um certo tipo de solugao
fracionaria que ja costuma aparecer em instancias randdmicas de 25 vértices, pode
s6 se manifestar em instancias com estrutura de mais de 70 vértices. £ muito mais
facil para nds, analisar manualmente (a fim de melhorar o algoritmo) esse tipo de
solugao num grafo pequeno.

b} Os algoritmos desenvolvidos sobre essas instancias dificeis, provavelmente serao mais
robustos e apliciveis a um PAgC qualquer. Por outro lado, um algoritmo desen-
volvido sobre instancias com um tipo particular de estrutura tenderia por “selecio
natural” a se especializar nesse tipo de estrutura.

Resultados Computacionais

Os testes foram realizados numa estagao de trabalho SPARC 1000 com o sistema SunOS
5.5.

Cada uma das tabelas abaixo mostra os resultados para um certo grupo de instancias,
caracterizadas pelo tipo de instancia, randomica ou com estrutura. e pelo grafo H usado.
Cada linha dessas tabelas mostra os resultados obtidos por um subgrupo de instancias de
mesmo tamanho, para diferentes valores de 4, (sempre todos os v séo iguais). Para cada
subgrupo e cada valor de 7, foram rodadas 5 instiancias diferentes. Tm é o tempo médio
de cpu, em segundos, dessas rodadas. Tmd € o tempo da instancia particular que obteve o
tempo mediano. Essa instancia mediana pode ser considerada a mais representativa dentre
as testadas. Assim fornecemos alguns dados adicionals sobre essa instancia particular,
Nés indica o niimero de nds de branch-and-bound da instancia mediana. Grandes valores
dessa coluna indicam que limite dual fornecido por F1 nao foi muito bom. PLs indica o
numero de PLs que tiveram que ser resolvidos. Grandes valores dessa coluna, em relacio
a Nos. indicam a ocorréncia de tailing-off.

O tempo de cpu de uma rodada foi limitado a 1800 segundos. Dessa forma, em alguns
casos, nao foi possivel calcular a média de tempo Tm. Mas pode ser possivel calcular a
mediana Tmd, caso a majoria das rodadas nao estoure o tempo.
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Tabela 4.1: Instancias randémicas, num grafo H de grade quadrado
Tm | Tmd [ Nés | PLs || Tm | Tmd [ Nés [ PLs [ Tm | Tmd | Nés [ PLs
25 13| 9 6 3 16 2 1 1 6 1 | 1 2
36 13 71 56 1 23 | 57 5 4 1 7 3 3 1 9
49 i 3 216 | 19 | 109 || 176 | 39 9 130 || 28 | 24 7 14
64 | 3 - - 285 | 150 | 17 | 39 || 35 | 67 7 23
Tabela 4.2: Instancias randdmicas, num grafo H obtido por random_planar_graph
Vil K =1 e =2 Y =3
Tm | Tmd [Nés [ PLs || Tm | Tmd [ Nés [PLs || Tm | Tmd | N6s | PLs
23 | 3 6 5) 1 12 2 1 3 13 i 1 1 2
36 [ 31 63| 66 | 21 | 83 7 6 3 | 15 3 2 1 6
49 | 34282 | 333 | 39 ]269 || 123 | 29 3 18 | 39 | 12 3 13
64 | 3 - - - 288 | 253 11 116 4| 99 82 13 33
Tabela 4.3: Instancias com estrutura, num grafc H de grade quadrado
Vi | K =1 e =2 e =3

Tm ‘ Tmd ‘ Nos | PLs

Tm ‘ Tmd ‘ Nés ‘ PLs

Tm ] Tmd [ Nos | PLs

T100]5 23] 148 [ 3 [30 Jisa ] 70 [ 1 [39 Jwos] 29 [ 1] 7 |
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Alguns comentarios sobre esses resultados:

s Claramente, os casos mais dificeis de ser resolvidos sdo quando os v sao iguals a 1.
Se o PAgC vier de uma aplicacdo de classificacio. essa seria a conexidade estrita.
Parece que a idéia de se flexibilizar a conexidade leva a problemas computacional-
mente mais faceis. Isso é intuitivo, pois quanto mals estrita for a conexidade, mais
teremos que forgar a classificagio para longe da solucdo do problema irrestrito {que
no PAgC é a solugdo, provavelmente nao-factivel, obtida ao se atribuir cada vértice

a classe mais barata).

e Os problemas com estrutura sao bem mais faceis de serem resolvidos do que os

aleatdrios. Isso ja era esperado.

e Os dois tipos de grafos usados, o de grade e os obtidos por random_planar_graph.
levam a problemas de dificuldade mais ou menos equivalente. Através de algu-
mas experiéncias ndo descritas aqui, descobrimos que as seguintes condigdes em H
facilitam o PAgC:

1. Grafos H muito esparsos. No caso extremo, temos a arvore. Nesses casos, F1l
é extremamente forte e resolve o problema rapidamente.

2. QGrafos H muito densos. Aqui, ha muitos caminhos conectando os vértices e a
solucao obtida pouco se afasta da solugao irrestrita.

3. Grafos H nao-planares. Parece que as conexdes entre vértices “distantes” que
podem existir nesses grafos, facilitam o problema.

4. Grafos H pouco regulares, ou seja, com alguns poucos vértices com elevado
grau e a maioria dos vértices com gran baixo (grau menor que 3}.

Grafos H com separadores. Um vértice v é separador se H — v é desconexo.

(W1

Os separadores. de certa forma, decompoéem naturalmente o problema em sub-
problemas menores.

Os grafos de grade quadrados e os grafos obtidos por random_planar_graph (pela
maneira que sao construidos) nio apresentam nenhuma dessas condigbes facilitado-

ras.

4.3.4 Uma Heuristica Baseada em F1

A principal causa do taiing-off relacionado a separagio de (F1.6), estd na grande mul-
tiplicidade de valores de y que podem corresponder a uma dada solugdo z. Observamos
entretanto, que essa multiplicidade e portanto o tailing-off, podia ser bastante reduzida.
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caso algumas das variaveis de raiz yo,; estivessem fixadas em 1. Alids, isso € feito durante
a fase de branching, na fixagao por implicacao logica descrita anteriormente.

Mas, suponhamos que resolvemos I'l desde o inicio, com todas raizes yq,; fixadas.
Para cada classe k, escolhemos v, raizes da classe & para serem fixadas em 1. As demaijs
raizes sao fixadas em 0. A solucdo desse novo problema. mais facil de ser resolvido, é uma
solugdo heuristica para o PAgC.

Nao ha muita chance de se obter solu¢des muito boas dessa forma, se as raizes forem
escolhidas ao acaso. Mas, em instancias com estrutura, é possivel identificar (manual-
mente ou com ajuda de algum procedimento) regides de H com predominéncia de alguma
classe k, ou seja, baixos valores relativos de di. Alids. quando o PAgC é aplicado a
classificacdo, conforme descrito no capitulo 3, é de se supor que tais regides existam. Essa
regides sao candidatas naturais para receberem uma raiz da classe k.

Essa heuristica funciona bem nesses casos, porque a escolha das raizes nao € critica.
Seja C7 o n-ésimo componente conexo da classe k na solugdo 6tima do PAgC. Qualquer
escolha de rafzes em que cada C} receba uma raiz da classe k levaré a esse ¢timo. Mesmo
se errarmos algumas dessas escolhas, ainda temos a chance de obter uma boa solugao
aproximada. Supondo que os valores de -y, sao fixos, a qualidade da aproximacéo tende a
crescer com o ntiimero de vértices em H, pois os C7 ficam maiores. Assim, essa heuristica
é particularmente interessante quando todos os 7 sdo 1 e |V{ é grande, que como vimos,
sa0 justamente os casos mais dificeis.

Fizemos experiéncias computacionais com uma maneira muito simples de escolher as
raizes: para cada classe £, o vértice ¢+ com minimo d,, serd a raiz da classe £ (Se a instancia
vier do problema de classificacéo, esse i sera o representante}. Os resulitados obtidos com
as mesmas instancias descritas na tabela 4.3 sdo mostrados a seguir. Esses resultados
sdo comparados com a resolucdo exata dessas instancias feita anteriormente. Todos os

tempos T sao em segundos de cpu.

Tabela 4.4: Instdncias com estrutura,|V|=100, K=3. =1, grafo H de grade quadrada

Heuristica Exato
Instancia § T { Sol. l Nos { Plsj T ’ Sol. ]Nés , PLs |

1 20 13920 3 6 148 | 3920 | 3 30
2 21 14025 | 1 3 66 | 4025 | 1 20
3 48 4156 | 1 11 |1 174 | 4156 | 1 38
4 196 | 3943 | 17 | 30 | 777 | 3943 | 21 | 125
5 39 | 4088 | 1 11 {102 | 4088 | 1 29

Em todos esses problemas grandes com estrutura, conseguimos obter uma solucéo
otima num tempo bastante reduzido. Com essa heuristica, pudemos até achar uma solugao
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para urma instancia com estrutura de 400 vértices e 5 classes, em 50 minutos. Ha indicios
de que essa solugao € otima, mas ndo conseguirmos provar isso num tempo razoavel.

E interessante notar que os limites duais obtidos com a fixacao das raizes nao sio
significativamente mais fortes do que aqueles obtidos normalmente por F1. Q ganho de
desempenho realmente se deve a reducao do tailing-off.

4.4 O Algoritmo de Branch-and-Price sobre F2

4.4.1 O Subproblema de Aprecamento

Devido ao numero exponencial de variaveis em F2, temos que usar uma abordagem de
geragio de colunas, para resolver sua relaxacao linear, O PL restrito a um pequeno con-
junto dessas variaveis, que estdo sendo correntemente consideradas é chamado de mes-
tre. Sejam ; e pr os valores correntes das variavels duais associadas as restrigoes (F2.2)
e (F2.3) respectivamente. O subproblema de aprecamento para cada classe k pode ser

€XPresso como:

Min Z(dik — )T — i (21)
icV
Sujeito a z € conexo (22)
z, € {0,1} Yie V, (23)
onde z; = 1 se e somente se o vértice ¢ pertence ao componente conexo. Quando a

solugdo otima de todos esses K subproblemas for igual a 0, sabemos que a solugao primal
do mestre é étima. Por outro lado, se algum desses problemas tiver uma solugéo negativa.,
podemos adicionar a correspondente coluna ao mestre e continuar a otimizagao.

O subproblema de apregamento equivale ao seguinte problema combinatdrio:
Subgrafo Conexo de Minimo Peso (SCMP): Dado um grafo G = (V. E) e pesos p;
para cada um dos vertices 1 € V| enconire um subgrafo conero S que minimize ¥ ;copi.

Se todos os pesos sao positivos ou negativos, o SCMP é trivial. Caso contrario, que-
remos selecionar um certo nimero de vértices com peso negativo e usar vértices positivos
apenas quando necessario para conecta-los. Vértices negativos adjacentes podem ser con-
traidos a um unico vértice com peso igual a soma dos seus pesos individuais, pois qual-
quer solucdo étima contera todos ou nenhum desses vértices. Apés todas essas possiveis
contragdes teremos um grafo com alguns vértices negativos, separados por um nimero,
geralmente maior, de vértices positivos. Essa estrutura pode ajudar a resolver o SCMP
na pratica.

Mas 0 SCMP é NP-completo, pois podemos fazer a seguinte reducéo a partir do PSPV
(descrito na pagina 32). Os vértices de V \ R mantém seus pesos originais ndo negativos.

Os vértices em K recebem um peso negativo, grande o suficiente para garantir que todos
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eles estejam numa solucao dtima. De fato, o SCMP € um problema muito parecido com
o PSPV.

4.4.2 Comentarios Gerais

Como temos apenas |V| 4+ K restricoes em F2 e trabalhamos com um pequeno numero
de colunas, os PLs mestre resultantes szo muito leves e rapidamente resolvidos. De fato,
essa foi a maior motivagdo para trabalharmos com essa formulagao. Mas ha dois gargalos
na resoluc¢io da relaxacio de F2, que devem ser minimizados:

1. Namero de Iteragoes - Depois de muitas experiéncias feitas com esquemas de
geracao de colunas em programacao linear (inteira ou nao), sabe-se que o numero
de iteragdes, envolvendo a resolugao de subproblemas de aprecamento e um PL, pode
ser muito grande até que se obtenha a otimalidade | por exemplo, em Vanderbeck
[42]). * O problema é agravado pelo fato de que. como as solugbes do problema
mestre costumam ser degeneradas, é possivel passar varias iteragoes adicionando-se
colunas de custo reduzido negativo, mas sem haver melhoria na fun¢io objetivo.
Esse tipo de tatling-off é particularmente comum gquando ja se esta muito préximo,
ou até na prépria solugao otima. Todos esses problemas podem acontecer no nosso
Branch-and-Price sobre F2.

2. O niimero de apregamentos exatos - Nao é necessario resolver o apregamento
de forma exata a maior parte do tempo, pois pode-se prosseguir com o algoritmo
adicionando-se ao mestre quaisquer colunas com custo reduzide negative. De fato,
no nosso caso, temos heuristicas muito boas para essa fun¢io. Mas, mais cedo
ou mais tarde, quando as heuristicas nao mais encontrarem tais colunas, teremos
que resolver os subproblemas de apregamento de forma exata. Apesar de o SCMP
ser NP-completo, é relativamente barato resolver exatamente alguns poucos desses
subproblemas. O problema € que, justamente quando )a se esté muijto proximo
da solugdo 6tima e as heuristicas podem nédo mails funcionar, costuma ocorrer um
tailing-off. Devemos criar mecanismos para evitar que o numero de aprecamentos
exatos cresca demais nesses pontos de tailing-off.

4.4.3 Implementacao do branch-and-price sobre F2

Também comecamos as nossas experiéncias com F2 em um protdtipo construido sobre o
CPLEX. Posteriormente, fo} feita uma reimplementacio no ABACUS.

4Alids, a decomposicao Dantzig-Woife foi introduzida como um artificio para resolver PLs grandes
demais para caberem na memoria, pois ¢ empiricamente comprovado gue, devido a esse alto ndmero de
iteragdes, normalmente é mais rapido resolver o PL original.



4.4. O Algoritmeo de Branch-and-Price sobre F2 59

Ja vimos que para fazer de um branch-and-cut um algoritmo eficiente para um pro-
blema em particular, podem ser necessarias uma série de aprimoramentos e adaptacoes do
algoritmo basico. Parece que num branch-and-price 1sso é ainda mais verdadeiro. No nosso
caso pelo menos, o algoritmo basico é pouco eficiente, mas alguns desses aprimoramentos
foram responsaveis por grandes ganhos de desempenho.

Talvez isso se deva ao fato desse tipo de algoritmo ainda nao ter sido tao intensamente
estudado quanto o branch-and-cut. A literatura € menor e menos conclusiva sobre o
que costuma funcionar e 0 que nao funciona. O implementador de um branch-and-price
particular, ainda tem que descobrir muitas coisas por conta propria, por tentativa e erro.
Duas das referéncias mais atualizadas sobre algoritmos de dranch-and-price em geral sao
Vanderbeck (1994) [42] e Barnhart et al. (1996} [2].

Vamos descrever alguns pontos do algoritmo que implementamos:

Inicializagao
Temos que inicializar o mestre com colunas suficientes para que este seja factivel, a fim

de obtermos os valores das variavels duais necessarios para comegar o apregamento. Ha
duas possiveis opgdes que aparecem na literatura:

¢ Montar uma base inicial com varidveis artificiais. Normalmente usa-se uma matriz
identidade. no nosso caso, |V| colunas com apenas um coeficiente 1, uma para cada
restrigio em (F2.2). Nao é preciso adicionar varidveis artificlais para as restrigoes
em (F2.3). pois as variaveis de folga jd servem para esse fim. As varidveis arti-
ficiais recebem um custo alto, e sio descartadas quando uma solugao factivel for

encontrada.

e Montar as colunas correspondentes a uma boa solugdo heuristica para o problema.
A idéia € tentar reduzir o nimero de iteragdes, partindo-se de uma solucao mais
proxima a solucdo otima. Alguns autores (e nds também) ja observaram que na
maloria dos casos 1580 nao costuma funcionar, pois o nimero de iteragoes pode até
aumentar. O problema é que essa boa solucao inteira costurna ser altamente de-
generada. Dessa forma, o algoritmo tende a ficar preso nessa solucido por bastante
tempo. Parece que quando partimos da base artificial, o algoritmo evita natural-
mente esses pontos de bloquelo, pelo menos até que se esteja muito proximo da

solugao otima.

Descobrimos que, pelo menos no nosso caso, vale a pena inicializar o mestre com
uma solugao heuristica, desde que também se incluam as varidveis artificiais. 56 que essas
variaveis devem receber o menor custo possivel. Seja a; a varidvel artificial correspondente
4 restricao 7 de {F2.2). Podemos colocar o custo de a; como mazid;; sem o risco dessa
variavel aparecer na solucao 6tima. Essas variaveis artificiais de baixo custo nao apenas
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reduzem o bloqueio nessa solugio heuristica (é verdade que essa solugido nao é muito boa,
veja pagina 51), como aceleram a convergéncia do processo como um todo. Vale a pena
manter as varigveis artificiais no mestre o tempo inteiro.

Para melhorar ainda mais esse efeito, pode-se até reduzir ainda mails o custo das
variaveis artificiais a;, por exemplo para o j-ésimo maior valor de d;. So que agora nao
é mais garantido que essas variavels nao aparegam na solu¢do otima. Assim, temos que
fazer um gerenciamento desses valores: sempre que tivermos indicios de que um certo a;
val aparecer no otimo, por exemplo quando as heuristicas naoc mais encontrarem colunas
de custo reduzido negativo, aumentamos o custo de a;. Deve-se escolher j de maneira que

isso aconteg¢a com pouca fregiiéncia.

Apregamento Exato

O problema de apregamento da classe k pode ser formulado da seguinte maneira:

([ Min Z(d”‘ - :T‘-)Ig‘ = Mk (1)
i€V
Yis Y5 ST } Ve = (i.
Yij T Y5 S5 2)
Yoi <1 (3
(F2.) 4 ;, ’ )
Y v+ yoi = VieV (4)
(sa3€6-(5)
yji+zyoi2$d VS CV. 1 <|S|<|V|:Vde S (5)
(74)€6(8) €3
\ z; € {0,1} vieV (6)

Esse problema, que corresponde a um subproblema de F1, pode ser resolvido por um
branch-and-cut muito similar ao apresentado em 4.3. E interessante manter as restrigoes
(F2,,.5) geradas para um subproblema da classe £ num pool pois quando um novo pro-
blema da classe k for ser resolvido, elas tém grande chance de estarem violadas. Isso
ocorre porque se trata do mesmo problema, apenas com custos ligeiramente diferentes.

Entretanto, conforme dito na secdo 4.2.3, verificamos experimentalmente que resolver
esses subproblemas & integralidade, na préatica ndo ajuda a melhorar os limites duais
obtidos. Dessa forma, esse trabalho de forgar a integralidade (a fase de branching) €
perdido.

Assim, acabamos optando por resolver apenas a relaxagao linear da formulagaoc acima.
Caso a solugio seja fracionaria, adicionamos ao mestre a correspondente coluna fra-
cionaria. Dessa forma, F2 sempre obterd exatamente os mesmos limites duais de F1,
pois néo teremos a convexificagdo parcial, mas uma decomposicao Dantzig-Wolfe “pura”.
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A resolucao exata dos subproblemas passa a ser polinomial. Mas como ela ainda é
relativamente custosa na pratica, deve-se usar esse procedimento de forma parcimoniosa.

Por curiosidade, resolvemos alguns problemas pequenos sem usar heuristicas, gerando
todas as colunas por esse procedimento exato fraciondrio. No inicio da otimizagio, é
relativamente comum a geragao de colunas fraciondrias. Porém, & medida que os valores
das variaveis duals convergem para o 6timo, essas passam a ser mais raras € niao mais
ocorremn quando estamos no étimo. As bases do mestre proximas a solugdo 6tima nao
contém colunas fraciondrias. Essa experiéncia suporta a explicagdo {c) (pagina 46} para o
fato de a convexificagao parcial ndo melhorar 2, pois mostra que em geral, a aproximagéao
ao poliedro inteiro dos subproblemas dada por P, nio é tio perfeita assim (explicacao
(a)). Mas parece que a ligacio entre os K subproblemas, feita por (F1.2}, leva a uma
estrutura de custos duais 7 6timos (shadow prices), que fazem os subproblemas terem
solucbes 1nteiras.

Apregamento Heuristico

Mesmo se for feita a simplificagio de nao resolver os subproblemas a integralidade, ainda
¢ muito caro resolver muitos desses problemas exatos. E essencial termos boas heuristicas
para resolver o SCMP correspondente a um apregamento.

HEUR{STICA DA CONTRAGAO DO CAMINHO MINIMO

1. Pré-processamento - Contrala todos os vértices nao-positivos adjacentes, até que
todos os vértices negativos estejam cercados por vértices positivos. O peso dos
vértices resultantes é a soma dos pesos dos vértices originais contraidos. Se o peso
p(u) de algum desses vértices u for menor que yy, a coluna correspondente a u ja
pode ser adicionada ao mestre.

2. FEscolha um vértice negativo #. Encontre um caminho de peso minimo, passando por
vértices positivos, entre u € os demals vértices negativos. Isso pode ser feito pelo al-
goritmo de Dijkstra. Seja p{uv) 0 peso estritamente positivo de um caminho minime
entre u e um certo vértice negativo v. Se p(u) + p(v) + p(uv) < min{p(u).p(v)}.
contraimos u, v e os vértices do caminho minimo, obtendo um novo vértice com
peso p(u) + p(v) + p(uv). Se esse peso for menor que jui, a coluna correspondente
pode ser adicionada ao mestre.

3. Repita o passo 2 até que nenhum par de vértices negativos possa ser contraido.

Essa heuristica mostrou-se razoavelmente boa para o nosso problema. Com ela, nor-
malmente é possivel obter colunas de custo reduzido negativo, sem resolver o aprecamento
exato, até que se esteja proximo a uma solugao Stima,

Entretanto, ha alguns problemas:
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e Em alguns casos a heuristica ndo funciona tdo bem e somos obrigados a resolver
muitos aprecamentos exatos.

e Como nao estamos colocando a cada iteracao as colunas com custo reduzido mais
negativo o nimero de iteragoes pode aumentar (em relagdo a sé usar as colunas

Gtimas).
e Essa heuristica € um pouco cara.

Gostariamos de ter outras heuristicas para complementar o trabalho desta. Mas nao
conseguimos obter novas heuristicas significativamente melhores do que essa, sem recorrer
a procedimentos computacionalmente pesados.

A solucdo para esse problema deve-se a seguinte observagdo: as colunas basicas do
mestre tem custo reduzido zero. Sera que nao é eficiente tentar modificar localmente
essas colunas para obter novas colunas de custo reduzido negativo ?

A resposta é sim. Por exemplo, pode-se facilmente verificar se a adi¢do de um vértice :
adjacente a uma coluna basica produz uma nova coluna factivel de custo reduzido negativo.
Da mesma forma, pode-se verificar se a remocao de algum vértice ¢ que ndo desconecte o
componente, produz uma nova coluna de custo reduzido negativo.

A introdugdo desse tipo de aprecamento heuristico representou uma grande melhoria
no branch-and-price. Agora é possivel se chegar numa solucdo muito préxima ao 6timo.
sem recorrer ao aprecamento exato. O mimero de iteractes também foi reduzido, pois
estamos introduzindo mais colunas por iteragdo. Tudo isso sem onerar significativamente
o apregamento,

Descobrimos posteriormente que Sol e Savelsbergh (1994) [40] j& usaram a mesma

idéia com sucesso.

Gerenciamento de Colunas

Optamos pelo seguinte esquemas

A cada iteracdo colocamos no mestre as colunas de custo reduzido negativo encontradas
pelos procedimentos de aprecamento acima descritos. Depois de resolver o novo PL.
retiramos todas as colunas que ficaram com custo reduzido positivo, com excegao das
artificials, que sao sempre mantidas. Nao vale a pena guardar as colunas removidas num

pool.

Resolvendo pelo Dual de F2

O dual da relaxagao linear de F2 pode ser escrito como:
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K
Max Y i~y yeis
k=1

eV
domi— e <a vie L
il
7 > 0 VieV

Esse PL pode ser resolvido de modo praticamente idéntico a0 que usamos para resolver
o primal. A tnica diferenga é que as solu¢bes geradas pelo aprecamento serdo traduzidas
em linhas e ndo colunas. Isso pode ser vantajoso ou nao, dependendo do esquema de
gerenciamento de cortes (colunas ou linhas) utilizado. Como o tempo de resolucao de um
PL depende mais do mimero de linhas que do mimero de colunas, teriamos uma vantagem
quando trabalhassemos com poucos cortes no mestre.

Mas, no nosso caso ha uma pequena vantagem que independe desse gerenciamento: as
colunas correspondentes as varidvels artificiais, e que sempre vao estar no mestre, podem
ser representadas como limites superiores das variaveis 7. Ou seja, essas variaveis nao
vao pesar no PL. O dual também € menos suscetivel a instabilidades numeéricas do que o
primal.

Algumas experiéncias comprovaram que, com o gerenclamento de cortes adotado, é
realmente melhor trabalhar com o dual. Mas a melhoria obtida é pequena, mesmo porque
a resolugdo de PLs nao € o gargalo do nosso algoritmo.

Nao fol possivel embutir a resolug¢éo pelo dual na implementacio sobre 0 ABACUS,
pois a versdo corrente desse sistema nao previu a possibilidade de se resolver um problema
de minimizagao, através de PLs de maximizagio.

Regra de Branching

Esse é um dos pontos mais criticos de um branch-and-price.

Fazer o branching sobre as variaveis A de I'2, teria graves inconvenientes. Em primeiro
lugar, os subproblemas gerados seriam altamente desbalanceados. Fixar A; = 1 realmente
reduz muito o espago de solugdes desse subproblema. Mas. dado o enorme nimero de
variaveis , fixar A; = 0, restringe muito pouco o espago de solucdes do outro subproblema.

Outro problema grave é que essa regra destruiria a estrutura dos subproblemas de
aprecamento. Ao fixar em 0 um componente [ da classe £, ndo apenas retiramos ! do
mestre, mas temos que garantir que o subproblema da classe k ndo volte a gerar a coluna
l. Mas agora, ! provavelmente sera uma coluna com custo reduzido negativo e tera forte
tendéncia a voltar a aparecer, tanto no aprecamento exato quanto heuristico. Assim,
temos que alterar a estrutura dos subproblemas, adicionando restri¢des para evitar que [
aparega. A medida que varios A; = 0 forem sendo fixados em 0, o aprecamento de colunas
vai ficando mais complicado.
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Um dos esquemas mais utilizados em algoritmos de branch-and-price {42, 2] € usar
a regra que Ryan e Foster (1981) [35] propuseram para o problema do set-partitioning
(no problema destes autores nio havia geragao de colunas). No nosso caso, essa regra
implicaria em gerar dois subproblemas; no primeiro deles. um certo vértice ¢ deve obriga-
toriamente estar no mesmo componente {e portanto na mesma classe) de um certo vértice
7, no segundo i e j devem estar em componentes diferentes. Naturalmente i e j devem
ser escolhidos de modo a cortar a solugdo fracionaria A corrente.

Essa regra sem duvida é mais balanceada. Mas ela complica os problemas de aprega-
mento. Nao € dificil forcar que dois vértices estejam no mesmo componente, seja no
aprecamento exato ou no heuristico. Basta contrair esses vértices a um unico vértice
e resolver o SCMP resultante normalmente. Isso até ajuda na reducdo do tamanho do
problema. Mas, por outro lado, forgar ¢ e j a estarem em componentes diferentes leva a
um SCMP com uma restricdo adicional, e portanto a um apregamento mais complicado.

Optamos por fazer o branching em cima das varidveis r de F1. Primeiro convertemos
a solucdo fraciondria A numa solugdo equivalente (z,y). Para fixar um zy fracionario
em 0, removemos do mestre todas as colunas da classe & que contem i. Para evitar que
essas colunas voltem, removemos ¢ do SCMP da classe k. O problema de aprecamento
resultante pode ser resolvido pelos mesmos procedimentos anteriores, sendo até um pouco
menor. Para fixar um z;; em 1, procedemos indiretamente, fixando todos os x4, k' # &
em 0.

Uma vantagem adicional dessa regra € que mantemos uma estreita relagdo com o
branch-and-cut sobre F1. Por exemplo, a escolha da varidvel de branching z;; pode usar
o mesmo procedimento usado em F1. O mesmo vale para & fixagdo por implicacio 16gica.
pois se Z;; estd fixo em 1, e 4, = 1, podemos restringir o subproblema da classe k a gerar
colunas que contenham 7. Essa fixacdo de um vértice simplifica a resolu¢do do SCMP. ?

A fixacdo por custo reduzido sobre as variaveis A nao deve ser usada, a fim de néo
destruir a estrutura do SCMP, pelos mesmos motivos que desaconselham o branching sobre
X. Mas, através dos z;;, essa fixacio pode ser implementada. Por exemplo, suponha que
z = 0. Resolvendo o aprecamento exato da classe k com a raiz ¢ fixa, calculamos o
minimo custo reduzido de uma coluna da classe k que contenha 7. Se esse custo, somado
ao valor da relaxacao linear de F2 corrente for maior do que a melhor solugdo inteira
conhecida, z; pode ser fixada em 0.

Branching Precoce

Via de regra, usando apenas colunas geradas heuristicamente, somos capazes de chegar
de modo relativamente rapido a uma solu¢io proxima a solugdo Stima do subproblema de

50 SCMP com uma raiz fixa é equivalente 3 versio do problema de Steiner com peso nos vértices
discutida no capitulo 6 de Magnanti e Wolsey (1994) [26]
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um né do branch-and-bound. Chamaremos essa solucio de solugao heuristica. Entre-
tanto, a partir da solugao heuristica, atingir a solu¢do dtima e principalmente, provar a
otimalidade, pode ser custoso. Isso ocorre, tanto pelo tailing-off, quanto pela necessidade
de usar o aprecamento exato algumas vezes.

Assim, sempre que apds a obtengdo da solugio heuristica, estivermos perdendo muito
tempo para achar a solucao étima de um no, optamos por fazer um branching precoce.
Verificamos experimentalmente, que caso a solug¢io 6tima de um nd seja inteira, na maioria
das vezes a solugdo heuristica coincidira com a dtima. Isso é equivalente a dizer que se a
solucdo heuristica for fracionaria, na maioria das vezes a solucao Stima também o serd.
Ou seja, provavelmente teriamos que fazer esse branching de qualquer maneira.

Mas ha uma outra razao para se querer achar a solugao otima do subproblema de um
no: a obtencdo de um limite dual valido para esse nd. Esse limite pode ser dtil p.
cortar esse nd, caso ele seja pior que o melhor limite primal conhecido para o problema
geral. Mas podemos obter um limite dual valido antes da otimalidade.

Seja Z., 0 valor da solugio corrente do mestre e sejam cr os valores correntes das
solugdo exatas dos K subproblemas de apregamento. O seguinte limite dual € vélido para
um subproblema de um noé (ver por exemplo, Vanderbeck [42]):

K
LD = Zcor + Z VECTE

k=1
Usando-se esse limite, é possivel em alguns casos cortar um ramo da arvore de bdranch-

gnd-bound sem necessariamente resolve-lo otimamente.

4.4.4 Resultados Computacionais

Vamos aos novos resultados computacionais, que podem ser comparados com os da pagina

53, pols as instancias sao as mesmas.

Tabela 4.5: Instancias randémicas, num grafo H de grade quadrado

UK P e T
Tm | Tmd ‘ Nos ‘ PLs {| Tm \ Tmd | Nos 1 PLs || Tm 1 Tmd LNC'JS 1 PLs

L

5 |3 15 ] 10 | 3 [ 60 [ 3 [ 2 [ 1 [ ] 2] 1 [1]2
3 | 3192 8 | 9 [205 13| 6 | 1 |46 | 7 | 4 | 1|23
19 [ 3 - 565 | 17 [334 |[135] 66 | 7 [ 99 [ o1 | 28 | 5 | 74
Tea {3 - | - [ - [ - (49147 [ 7 |18 12| 56 | 7 | 92
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Tabela 4.6: Instancias randémicas, num grafo H obtido por rendom_planar_graph
”/’1 K Y = 1 " = 2 =3
Tm | Tmd [ Nés [ PLs || Tm | Tmd | Nos | PLs || Tm | Tmd [ Nés | PLs
25 [ 3] 19 8 1 51 3 2 1 22 2 1 1 14
36 |3 [ 113 68 9 148 | 18 6 1 35 6 4 1 27
49 [ 30 - | 477 | 13 | 290 | 209 | 48 3 79l 43 | 22 3 60
64 {3 | - | - Jo- 381 ) 215 | 1t 1204 156 T3 7] 81
Tabela 4.7: Instancias com estrutura, num grafo H de grade quadrado
lvl K =1 e =2 M =3
Tm | Tmd [ Nés | PLs | Tm [ Tmd | Nés [ PLs || Tm | Tmd | Nés | PLs
1005 - ] 220 [ 3 |83 J310]109 | 1 [59 139] 36 | 1 |43 |

Comparando-se com os resultados do dranch-and-cut sobre F1, vé-se que o primeiro

algoritmo foi mais eficiente na maioria dos casos.

Alguns comentéarios adicionais:

e Nas instancias em que o limite dual obtido pela relaxacao inicial foi igual ou quase

igual ao otimo, o algoritmo se comportou bem e as vezes até foi melhor do que o

branch-and-cut. Mas quando isso nao acontece, o desempenho é prejudicado. O

problema é que para cada folha da arvore de branch-and-bound temos que resolver

no minimo K aprecamentos exatos, o que pode ser muito custoso.

O desempenho do algoritmo é mais instdvel do que o branch-end-cut sobre F1.

Algumas instancias sao rapidamente resolvidas, enquanto outras demoram muito.

Por sinal, uma leve mudan¢a em algum ponto do algoritmo, é capaz de alterar

bastante o tempo de cpu da mesma instincia. Isso se deve ao fato de que dependendo

da seqliéncia de bases do mestre, pode-se ou ndo evitar as bases mais degeneradas,

que sao pontos de tailing-off.

Observamos, que na resolucio da relaxa¢io inicial, mais ou menos metade do tempo é

sasta nas varias iteragoes heuristicas e metade nas raras iteragoes com apregamento exato,

J4 apds o branching, a convergéncia das iteragdes heuristicas é rapida, mas o tempo para

se provar a otimalidade do nd, que depende de aprecamento exato, pouco muda. O
resultado, é que quando hd muitos branchings, o tempo do algoritmo é dominado pelo

aprecamento exato.
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4.5 Reforcando as Formulagoes

Os testes computacionais feitos com os algoritmos de branch-and-bound sobre F1 e F2
mostram que os limites duais obtidos por essas formulagdes sao razoavelmente bons. Mas o
gap entre esse limite e o valor da solugao étima, as vezes ainda € grande, principalmente nas
instancias dificeis de maior tamanho. Queremos encontrar novas classes de desigualdades
validas para o PAgC, a fim de reforcar as formulagoes I'l e F'2 e reduzir esse gap.

4.5.1 Novas Classes de Desigualdades Fortes

Figura 4.8: Solugao fraciondriade F1 (K =2,y =1, v, =1 ).

Na figura 4.8 mostramos uma solucao fraciondria de F1. Os vértices a € b estdo atribuidos
3 classe 1 e ¢ e d & classe 2. Mas observando-se o grafo, nota-se que qualquer caminho
de a até b separa ¢ de d € vice-versa. OQu seja, nao existem dois caminhos disjuntos nos
vértices entre os pares de veértices (a,b) e (¢,d). Assim, como 1 = 2 = 1, a seguinte
desigualdade é valida para essa instancia:

Tay + Tt + T2 + Ta2 < 3 (24)

Adicionando-se essa desigualdade a F1, teremos, nessa instancia, solugdes inteiras para
qualquer valor da funcédo objetivo.

Definimos P, como o poliedro inteiro do PAgC para o caso em que todos os
sao iguais a 1, ou seja, o fecho convexo dos vetores binarios de atribuicdes r em cada
classe induz no maximo um componente conexo em H. Temos entdo a seguinte classe de
desigualdades validas para P,;:

Definicao 4.1 Sejam (s1,t1) € (s2,12) dots pares de veértices distintos pertencentes & H.
com a propriedade que ndo ezistem dois caminhos disjuntos nos vértices unindo s; a iy
€ sy aty. Sejam ki e ky duas classes distintas, kv e ky € {1,..., K}. Entdo a sequinte
desigualdade serd chamada de Desigualdade da Cruz:
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x.’i],kl +"rt;| kl +$sgk2 + xtgkg S 3

A desigualdade da cruz é claramente valida para P,,. O apéndice A contém um estudo
tedrico dessa classe de desigualdades, em que se mostra que a desigualdade da cruz define
uma faceta do poliedro P, em muitos casos importantes.

Introduziremos agora uma seqiiéncia de classes de desigualdades validas que generali-
zam a desigualdade da cruz.

Definigao 4.2 Sejam (s1,t1),(82,t2), ..., (84, 1q), ¢ pares de vértices distintos em H, com
a propriedade que ndo existem ¢ caminhos disjuntos nos vértices unindo sy aty, s; atly, ..
e s, aty, Seja @ o conjunto de inteiros {1,...,q}. Cada ¢ € @ identifica uma classe
distinta k;. Entdo a seguinte desigualdade serd chamada de Desigualdade da g-Cruz:

):(l‘sq ke F Tegk,) S 2.Q1 -1
geQ

A desigualdade da q-cruz é claramente valida para F., e generaliza a desigualdade da
cruz, pois essa € o o caso particular da 2-cruz.

Figura 4.9: Solucdo fraciondriade F1 (K =3, =1, 72=1,13=1).

A figura 4.9 mostra uma solugédo de F'1 que nio pode ser cortada por nenhuma desi-
gualdade da q-cruz. Aqui, K = 3 e o vértice rotulado de e (hachurado) estd atribuido a
classe 3. A seguinte desigualdade valida corta essa solugao:

Ta1 + 201+ T2+ Taz T3 <4 (25)
A validade de (25) segue do fato de nao existem dois caminhos unindo a abe ca d

em H — e.

Definicao 4.3 Seja R um subconjunto dos vértices de H. Sejam (s1,1), (s2,%2), ..., (3¢, 15 ),
q pares de vértices distintos em H — R, com a propriedade que ndo eristem ¢ caminhos
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disjuntos nos vertices em H — R unindo 81 a by, 52 aly, ..., e 55 at, Seja @ o conjunto
de inteiros {1,...,q}. Seja Q o conjunto de inteiros {g+1,...,K}. Cada g € QUQ
identifica uma classe distinta k,. Entdo a seguinte desigualdade serd chamada de Desi-
gualdade da g-Cruz em H — R:

S (Bogkg T Togk) + 0 2 Tik, $2]Q|+ R -1

geQ ‘IeRqea

Essa desigualdade é valida para P, e generaliza a q-cruz, pois esta € o caso particular
em que R é vazio.

A classe de desigualdades da q-Cruz em H — R tem a propriedade interessante de ser
definida apenas nas variaveis de atribuigao z. Isso implica que ela também pode ser adici-
onada de modo direto a formulacio F2, sem complicar os procedimentos de aprecamento.

Por exemplo, para adicionar a desigualdade da cruz z, + x5 + T2 + Za2 < 3 na
formulagao F2 da instancia da figura 4.8, introduzimos uma nova restricio. As colunas
da classe 1 (resp. 2) que contiverem os vértices a e b (resp. ¢ e d) terao coeficiente 2
nessa restricdo. As colunas da classe 1 {2) que contiverem apenas a ou b (¢ ou d) terdo
coeficiente 1. As colunas da classe 1 (2} que néo contiverem os vértices a e b (¢ e d) terdo
coeficiente 0. O lado direito da restricio continua sendo 3. Pode-se verificar que essa
restricao corta a solugao fracionaria mostrada na figura 4.4.

Apéds a adicao dessa nova restrigao, teremos uma nova varidvel dual v. O subpro-
blema de aprecamento da classe 1 (2) incluird novos termos v.z, + v.zp (v.z. + v.34).
Mas isso apenas muda a funcio objetivo dos subproblemas. Como os procedimentos de
apregamento que apresentamos se aplicam a uma fungao objetivo qualquer, nao haverd
nenhuma complicagdo adicional.

Agora vamos generalizar essas classes de designaldades para o PAgC geral, para quais-
quer valores de 7x. Seja P o poliedro formado pelo fecho convexo dos vetores (z,y), em
que 1 é inteiro e y-conexo, e (z,y) respeita as restrices de F1.

Definicao 4.4 Seja S um subconjunio dos vértices de H. Sejam (s1,t1). (S2,12), .. .. (84.14),
q pares de vértices distintos periencentes @ S, com a propriedade que nao existem ¢ cami-
nhos disjuntos nos veriices em S unindo sy a ty, 59 aty..... €84 aty. Seja & o conjunto
de inteiros {1,...,q}. Cada q € Q identifica uma classe distinta k,. Entdo a seguinte
desigualdade serd chamada de Desigualdade da g-Cruz Generalizada:

S (aghy + Tk) S 0 X YT+ Y v0,) Q- 1

gEQ g€ (Hi)E~(S) ES

Essa desigualdade é valida para P e generaliza a desigualdade da q-Cruz em H — R,
no seguinte sentido: suponha que todos os 7 sdo iguais a ! e que existe um vetor {z,y)
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respeitando F1, em que z viole uma desigualdade da q-Cruz em H — R. O vetor (z,y)
certamente também viola uma desigualdade da q-Cruz generalizada, com S = H — R.

Mas mesmo quando os v sao iguals a 1, essa nova classe de desigualdades pode ser
mais forte. Na figura 4.10 vemos uma solucdo fracionaria de F1 que respeita todas as
desigualdades da q-Cruz em f — R, para qualquer R, mas viola uma 2-Cruz generalizada,
com S = {a,b,c,d}. Adicionando-se essa desigualdade teremos uma solugao inteira para
qualquer funcdo objetivo.

Figura 4.10: Solugdo fraciondriade F1 (K =2, vy =1, =1 ).

4.5.2 Novos Subproblemas de Separacgao

O problema de separagao da desigualdade da q-cruz (e portanto de suas generalizagoes),
para um ¢ qualquer, é NP-completo, pois imediatamente pode ser feita uma redugdo a
partir do seguinte problema:

Problema dos Caminhos Conectantes Disjuntos

Insténcia: Grafo H = (V| E); colecao de ¢ pares de vértices disjuntos (s1,t1),...,
(swtq))-

Questao: Existem g caminhos disjuntos nos vértices, ligando cada par (s,,%,), 1 <1 < g
0

Esse problema é NP-completo, mesmo para grafos planares {(Garey e Johnson [12],
problema ND40).

Mas Shiloach (1980) [37] resolveu o caso g = 2. para um grafo H qualquer, em tempo
polinomial. Esse resultado foi considerado surpreendente. pois achar dois pares de cami-
nhos disjuntos nos vértices, em grafos direcionados, é NP-completo {Fortune, Hopcroft e
Wylie (1978), citado em [37]).

O algoritmo de Shiloach tem complexidade O(|V].
sigualdade da 2-cruz em tempo polinomial. Ndo implementamos a separagdo da 2-cruz

E|) e nos permite separar a de-

para o caso geral, pois o algoritmo de Shiloach que aparece no artigo € extremamente

complicado. O problema é dividido em dezenas de casos. que sdo tratados 1soladamente.

Vé-se que esse autor tinha como objetivo principal provar a polinomialidade do problema.
Mas o problema pode ser bem mais facilmente resolvido em grafos planares.
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Proposicao 4.4 Seja F uma face de um grafo planar H. Suponha que sy, s,, 1 e t;
aparecerem em F' nessa ordem ciclica. Fssa condi¢do € suficienle para afirmar que néo
existem dois caminhos disjuntos nos vertices ligando esses dois pares de vértices.

E imediato verificar que isso é verdadeiro. Se houverem trés caminhos disjuntos nos
vértices ligando os dois pares, a condicdo também é necessaria (Perl e Shiloach (1978)
[32]). Os demais casos planares também sao tratados em [32].

O nosso algoritmo de separacao da desigualdade da cruz para grafos planares, usa a
proposicao acima. Para cada face F de H geramos uma “string” de tamanho maximo
| F|.K contendo os valores de cada z;; > 0, na ordem em que os ¢ aparecem na face. Temos
agora o problema da identificacio eficiente de um padrao ciclico nessa string. Resolvemos
esse problema em O({F|.K?).

Recentemente, Robertson e Seymour [34] obtiveram o seguinte resultado: existe um
algoritmo polinomial de complexidade O(|V|.|El) que resolve o problema dos ¢ caminhos
disjuntos, num grafo qualquer, para qualquer ¢ fixo. ©® Esse resultado tem uma grande
importancia tedrica, mas nio fornece um algoritmo pratico para os casos em que ¢ > 3.
Mas existem boas heuristicas para se resolver esse problema quando ¢ > 3, principalmente
num grafo planar (Schrijver (1989) [36]). Essas heuristicas permitem determinar, em
grande parte das insténcias, se os ¢ caminhos disjuntos existem ou ndo (nas instancias
restantes, elas nao sdo capazes de fornecer uma resposta). Essas heuristicas poderiam ser
aproveitadas para a separacdo de desigualdades das classes que generalizam a desigualdade

da cruz.

4.5.3 Resultados Computacionais

Incorporamos ao branch-and-cut sobre F1l, o algoritmo de separacdo da desiguaidade da
cruz, para o caso em que H é planar, mencionado acima. Essa desigualdade s6 é valida
para o caso em que os v sa0 todos iguais & 1, mas como vimos, esse é justamente o
caso mais dificil. Todas as instdncias com que ja vinhamos trabalhando usam grafos H
planares.

Os resultados obtidos por esse branch-and-cut melhorado foram muito bous. E notéavel
que, mesmo esse subcaso tao particular da desigualdade da q-cruz generalizada, é capaz
de reforcar significativamente F1, Os limites duais obtidos foram bem melhorados, o que
causou uma reducio do nimero de nés de branch-and-bound, principalmente nas instincias
mais dificeis.

Mas descobrimos que essas desigualdades também servem para reduzir o tailing-off
relacionado & separagao de (F1.6). Como a separacao da cruz é bastante eficiente, podemos
executéd-la em todas as iteragbes, juntamente com a separagao de (F1.6), desde o inicio do

$A notagdo O esconde uma constante que cresce exponencialmente em fungdo de g.
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algoritmo. Achar uma desigualdade da cruz violada é uma garantia de que nao vai haver
tailing-off nessa iteragao, pois ela obriga a uma mudanca nas varidveis z.

Vamos aos novos resultados computacionais. Esses resultados podem ser comparados
com os da pagina 53, pois as instancias sdo as mesmas.

Tabela 4.8: Instidncias randomicas, num grafo H de grade quadrado

“ VI K] =1
‘ Tm ‘ Tmd | Nés | PLs
25 131 5 4 3 | 11 |
3 | 3 || 29 | 26 7 | 32
49 [ 37][2311 164 | 15 | 79
64 | 3 11 - [ 1341 ] 77 | 761 |

Tabela 4.9: Instincias randomicas, num grafo H obtido por random_planar_graph

Vi K e =1

Tm j Tmd ] Nés l PLs
2% (31 6 4 1 [ 14 |
3% | 3 || 41 | 31 9 | 29
49 [3 13051 73 3 1 34
64 13 - | 632 | 23 311_L

Tabela 4.10: Instancias com estrutura, num grafo H de grade quadrado

VI 1K M =1
Tm l Tmd ‘ Nds \ Pls

Tiofafaar 113 [ 1 |36 |




Capitulo 5

Conclusoes e Comentarios Finais

Nesse capitulo faremos alguns comentarios e conjecturas a partir dos resultados obtidos.

s A extensdo direta do nosso trabalho seria aplicar os nossos métodos e algoritmos a
problemas reais de classificagao com conexidade. S6 dessa forma, seria possivel ava-
liar se os métodos que propomos realmente funcionam bem em aplicacoes priticas.

Nio fazia parte da nossa proposta de trabalho fazer esse tipo de avaliagao pratica.
Isso poderia ser muito complicado. Um estudo sério desse tipo exige conhecimen-
tos solidos de estatistica, bem como conhecimentos particulares as aplicacbes em
questao.

¢ Comparagao branch-and-cut x branch-and-price

(s testes computacionais mostraram que mesmo com todos os melhoramentos feitos
no algoritmo de branch-and-price, este ainda ¢ menos eficiente do que o branch-and-
cut.

Achamos que o ponto chave que explica a desvantagem de F2 em relagdo a F'1, estd
no fato de F2 nido ser significativamente mais forte do que F1. Dessa forma, F2
praticamente se reduz a uma decomposicdo Dantzig-Wolfe de F1, uma técnica que
sabidamente pode nao ser eficiente. Além disso, um dos principais problemas da
formulacdo F1, o tailing-off, é transportado para o apregamento exato dos subproble-
mas. Dessa forma, ndo havia realmente muito espago para obtermos um algoritmo
majs eficiente.

Mas, esses mesmos testes, mostram que a diferenca de eficiéncia entre os dois algo-
ritmos nédo é tdo grande assim. Assim, nossas experiéncias de certa forma suportam
a idéia de que algoritmos de branch-and-price podem ser uma boa op¢do quando:

a) Resolver alguns poucos aprecamentos exatos € relativamente barato.

b) O aprecamento pode ser resolvido em grande parte do tempo por boas heuristicas.

73
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¢) A formulagdo com um grande numero de colunas é significativamente mais
forte do que outros tipes de formulacdo disponiveis.

A formulagao F2 n&o cumpre o item (c).

Mas, por esse raciocinio, o branch-and-price poderia ser uma excelente opcao, por
exemplo, para o problema mais complicado da extensao direta do K-meddide, des-
crito na secao 3.1. Nesse caso, as formulagdes disponiveis sobre as variaveis x,x sao
fracas, grandes e simétricas. Mas existe uma formulacdo bem mais forte para esse
problema, parecida com F2,

Aqui, uma coluna representaria um subgrafo separado em até -, componentes. O
custo da coluna ! seria dado por 3¢ d; -1y, onde r(I) é o representante da coluna, ou
seja 0 vértice que minimiza essa soma. O subproblema de apregamento exato seria
mais complicado que o de I'2, mas ainda relativamente tratdvel. Boas heuristicas
teriam que ser construidas para esse subproblema.

As heuristicas de aprecamento baseadas na busca local a partir das colunas basicas
do mestre foram as principais responsaveis pelo melhoramento do branch-and-price
sobre F2 em relagdo ao algoritmo bésico. Savelsbergh e Sol [40] j4 tinham verificado
que esse tipo de aprecamento pode ser muito wtil, em outra aplicacido do branch-
and-price.

O segundo malor responsave!l pela melhoria, foi 0 uso das variaveis artificiais de
baixo custo. Também foi muito importante o uso de heuristicas de arredondamento,
baseadas no valor corrente da solucdo do mestre {pagina 51).

Acreditamos que é possivel combinar essas idéias no seguinte contexto: quando
temos um problema que tem uma formulagio muito forte com um grande mimero
de colunas, mas que o aprecamento exato dessas colunas seja muito caro, realmente
intratavel em grandes instancias.

E possivel usar uma espécie de branch-and-price sem a resolugio exata dos aprega-
mentos como uma boa heuristica para esse problema. usando pesadamente heuristicas
de apre¢amento baseadas em busca local e manipulacées nos custos das varidveis
artificiais (aumentando progressivamente o valor dessas até que todas elas saiam das

hases do mestre).

Essa heuristica poderia ser interpretada como um tipo de algoritmo de busca local
moderna, como um simulated annealing ou um algoritmo genético, mas que ao invés
de se guiar pelos custos das varidvels, seria guiado pelas informacdes mais globais
dadas pelos custos reduzidos.

E claro que tudo isso ainda ndo passa de especulagdo, mas mesmo no nosso caso, em
que a formulacio F2 nio € tdo forte assim, ja verificamos que ao resolver o branch-
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and-price sem os aprecamentos exatos obtemos boas solugoes inteiras logo nos pri-
meiros nés da arvore de branch-and-bound. Essas solu¢des inteiras, nem sempre sio
as solugdes dos nds, mas a solugdes obtidas pela heuristica de arredondamento.

A adicio da desigualdade da cruz melhorou muito o nosso branch-and-cut sobre
F1. Isso mals uma vez mostra a importancia de se fortalecer uma formulagaa, ob-
tendo novas classes de desigualdades vélidas bem ajustadas ao problema particular
tratado.

Vale a pena comentar que em todas as solugoes fraciondrias obtidas por essa nova
formulacao, que tivemos a oportunidade de analisar manualmente, era evidente ..
presenca de desigualdades da q-cruz geperalizada violadas. E possivel que a imple-
mentacao de uma boa heuristica para esse caso geral, leve a uma grande melhoria

dos algoritmos que temos hoje.



Apéndice A

Um Estudo Poliédrico da
Desigualdade da Cruz

No capitulo 4, verificamos experimentalmente que a desigualdade da cruz reforc¢a signifi-
cativamente F1 ou F2. Nesse apéndice, pretendemos estudar a qualidade dessas desigual-
dades de uma forma tedrica.

Em algumas instancias pequenas, pudemos comprovar manualmente que a desigual-
dade da cruz era uma faceta de F.,,. Gostariamos de saber em que condigdes isso acontece.
Uma das maiores dificuldades para se responder esse tipo de questao, estd no fato de o
peoliedro P,, néo ter dimensao cheia.

Mas suponha que K = 2. Nesse caso, podemos substituir as 2.|V] variaveis z,; por
apenas |V| varidveis z}, por exemplo, usando a convencao que z, = 1 se e somente se
z;n1 = 1, e ' = 0 se e somente se x;2 = 1. Definimos P, como o poliedro simplificado do
PAgC para o caso em que todos os Jx sao iguais a 1 e A = 2, ou seja, o fecho convexo
dos vetores binarios z' em que os vértices em 1 e os vértices em 0 induzem no maximo

um componente conexo em H.
Proposicido A.1 Se H for conero e néo tiver separadores, Ps;, tem dimensido cheia.

Prova: O vetor 0 pertence a Py, Um vértice i é um separador de H se e somente
se H — ¢ ndo for conexo. Para cada vértice ¢ € H, o vetor de incidéncia x1} (o vetor
com ¢ =1 e todos os demais componentes em () esta em F;,m, desde que 7 nao seja um
separador de H. Temos entdo [V| + 1 vetores afim independentes em P,.,... O

Com a substituicdo de varidveis feita para definir Py, a desigualdade da cruz se torna:
! ' + !
T + Ty — Ts — Ty, <1
Chamaremos os vértices do conjunto E = {s,,%, 82,12}, ou seja, os vértices com

coeficiente ndo-nulo numa certa desigualdade da cruz, de vértices especiais. Queremos
descobrir em que condigoes essa desigualdade da cruz é uma faceta de Py,

76



77

Se H ndo for um grafo conexo, € trivial descrever Pyy,. Se H estiver dividido em
mals de 3 componentes conexos, P, € 0 poliedro vazio. Se H estiver dividido em dois
componentes conexos, Pym terd exatamente quatro solugdes inteiras. A desigualdade da
cruz nao é uma faceta de Py em nenhum desses casos.

Diremos que um subconjunto de vértices C C V de G = (V, E) é c-conexo em G
(complementarmente conexo em () se e somente se o subgrafo induzido por ' for conexo
e o subgrafo complementar induzido por V \ C também. Por facilidade de notagao, as
vezes diremos que um subgrafo de H € c-conexo, quando o conjunto de seus vértices for
c-conexo. As solucdes inteiras em Pym sio justamente os vetores de incidéncia de um
subgrafo c-conexo.

Lema A.1 Seja H um grafo conezo e sem separadores. Seja C um conjunto c-conezo
em H, tal que 0 < |C| < |V|. Seja £ um vértice em C. Entdo € possivel construir uma
seqiéncia encaizada de subconjunios de vértices de H, C =C1 2 Cy; D ... D Cg = {z}
tal que para cada i, 1 < i < |C|, C; € c-conezo em H.

Prova: C|o) = {z} é c-conexo, pois z nio é um separador de H. Suponhka que Cj,
1 <1t < |C|, é c-conexo em H. Vamos formar um C;,y c-conexo retirando um vértice
de C; diferente de z e adjacente a H \ ;. Os vértices com essas caracteristicas serdo
chamados de vertices candidatos. Como H ndo tem separadores, hi pelo menos um
vértice candidato. Vamos mostrar que pelo menos um dos vértices candidatos serve obter
um C;q c-conexo em H.

Seja vy um desses candidatos. Se C;—v, for conexo, vy sera o escolhido. Caso contrario,
C; — vy estd separado em j partes conexas Af,..., AL, j > 2. Como C; é conexo, existe
pelo menos uma aresta entre cada A} e v5. Como vp nao € um separador de H, existe
pelo menos uma aresta entre cada A; e H\ C;. Ajuste 2 notagao para que A seja um
componente que nao contém .

Seja vy um vértice em Al adjacente a H \ C;. Suponha que A] — v; estd separado em
j > 0 componentes, A}, ..., A% Como vy nao é separador de H, todos os componentes A’
estao conectados, ou a vy, ou a H \ C;. Se todos eles estdo conectados a vy (ou 7 = 0},
podemos escolher vy, pois C; —v; sera conexo. Caso contrario, existe algum componente,
digamos A?, nao ligado a vo, mas ligade a H \ C;.

Seja vy um vértice de A? adjacente a H \ (i, ...

Procedendo recursivamente dessa forma, obtemos uma seqliéncia v; de vértices candi-
datos contidos em conjuntos cada vez menores A}. Se os componentes de A} — v; estio
todos ligados a C; \ A}, v serd o escolhido, e Ciyy = C; — v; serd c-conexo em H. Na pior
das hipdteses, teremos que avancar até que Al = {v;}. O

Proposicdo A.2 Suponha que H € conexo € ndo lem vertices separadores. Entdo a

!

desigualdade da cruz 2/ 4z —x,, — 7;, <1 € uma faceta de Py,
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Prova: Seja a'z’ < a uma desigualdade que define uma faceta de P, nas condigoes

acima e suponha que

F=1{¢ R1V1| z' € Pym e 2'(s1+t1—s0—1) =1} C F. = {2' ¢ R'Vi| z' € Pym e a'z’ = a}

Iremos mostrar que a‘z < o é um multiplo escalar da desigualdade da cruz indicada,
e portanto, essa € uma faceta de Pgm.

Como H nao tem separadores, H — 5; e H — t; sdo conexos. Assim, os vetores de
incidéncia y {1} e x4} pertencem a F e portanto a F,. Logo, a,, = a;, = a.

O ponto critico da prova e que depende da analise de varios casos, é mostrar que
a, =0;Yv € V\ E. Por enquanto suponha que isso € verdade.

Como H nao tem separadores, H — s; e H — t; sao conexos. Assim, os vetores de
incidéncia x7=%2 e x¥~% pertencem a F e portanto & F,. Como a, =0, Yv € V\ E,
entdo a,, = a;, = —a. Isso mostra que a'z < a realmente é um multiplo escalar da
desigualdade da cruz indicada.

Subproposicdo A.2.1 ¢, =0;YveV\E.

Prova: Suponha que, para um certo v € V \ E, exista um componente c-conexo C, que
inclua v, inclua s; ou ¢; (mas nao ambos) e n&o inclua s; e 1,. O vetor de incidéncia x©
pertence a F e portanto a F,. Mas, pelo lema anterior, é possivel construir uma seqiéncia
encaixada de |C| vetores de incidéncia em F,, com Ciey = {81} ou Cj¢| = {t1}. Isso mostra
que a, = 0 para todos os |C|—1 vértices nio-especiais u em C, e em particular, que a,, = 0.
Iremos explorar essa técnica para mostrar que a subproposicao ¢ verdadeira.

Seja {5y um subgrafo c-conexo, contendo s, mas nao contendo nenhum dos outros
3 vértices especiais, maximal. Como {s;} é c-conexo. temos certeza que esse subgrafo
existe. Vamos mostrar que quase sempre existe um subgrafo Cy; c-conexo, contendo ¢,
e todos os vértices em H \ Cy;, mas sem conter s; e ;. Nesses casos, a subproposicdo
segue, pois (1 e Cy; cobrem todos os vértices nao especiais. No Unico caso em que nao é
possivel construir ;. mostraremos uma construgac alternativa para mostrar que todos

0s ay sao 0.
Caso 1: Existe um vértice ndo-especial v adjacente a Cy;.

Como C; é maximal, (H \ Cs)— v deve estar separado em j partes conexas Ay, ..., 4;,
j 2 2. Como H \ C, é conexo, existe pelo menos uma aresta entre cada A; e v. Como v
nao ¢ um separador de H, existe pelo menos uma aresta entre cada A; e Cy1. j nao pode
ser maior do que 3, porque haveria um componente conexo sem vértices especiais, ligado
a Cy1; e C,1 nao seria maximal. Se j = 3, terfamos um vértice especial em cada A;. Nesse
caso teriamos um caminho entre s; e t; passando por v, que nido cortaria um caminho
entre s; e t;, o que € proibido pela definicdo de desigualdade da cruz. Logo j =2 e s ¢
i, estio em A;s diferentes. Ajuste a notacdo para que s; e t; estejam em A, e ¢; esteja



em A, (por simetria, ainda € possivel trocar os nomes de s; com {;}. A figura A.l mostra
essa configuracdo. As elipses representam subgrafos conexos de H.

Figura A.1: Configuragido de H no caso 1

Vamos examinar com mais detalhes a situagao em A;.

Subsubproposicao A.2.1.1 i, ¢ adjacente a C.

Prova: Seja vy um vértice de A, adjacente a C,y. Se vy € t2, a subsubproposicao segue.
Senao, vy separa A; em j > | componentes conexos. Seja A% o componente que contém
t2. AZ nio pode estar ligado a v, pois gy ndo seria maximal. Logo, como v; nao é
separador de H, AZ estd ligado a Cy1. Seja v, um vértice de A% adjacente a (., ...
Procedendo recursivamente dessa forma, obtemos uma sequéncia v; de vértices adja-
centes a C,;, pertencentes a conjuntos cada vez menores A}, e que contém t5. Quando
v; for ¢, a subsubproposicdo segue. Na pior das hipoteses. teremos que avancar até que
1‘11‘2 = {U,‘}. g

t, separa A, em j > 0 componentes conexos. Como £, nao € um separador de H, todos
esses componentes estdo ligados a v ou a C;;. Afirmamos que todos eles estao ligados a
v, Isso € verdade, pois se existisse algum desses componentes ligados a C;; mas néo a v,
C,1 nao seria maximal. A figura A.2 mostra a configuracido detalhada de A;. As elipses
representam subgrafos conexos de As.

Agora vamos examinar a situagao em A;.

Subsubproposicio A.2.1.2 s; € adjacente a Cy;.
Prova:
Caso a: t; é adjacente a C,;.

i, separa A; em j > 1 componentes conexos. Seja A o componente que contém s,.
A? nao pode estar ligado a v, pois sendo terfamos um caminho entre s; e t; passando por
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° Csl

Figura A.2: Configuragao detalhada de A; no caso 1

v, que nado cortaria um caminho entre s; e t;. Como t; nao € separador, A? esta ligado a
Ca1-

Seja v, um vértice de A? adjacente a C,;. Se v = sa, a subsubproposicio segue.
Sendo, vy separa A} em j > 1 componentes conexos, todos ligados a Cyy, ...

Procedendo recursivamente dessa forma, obtemos uma seqiéncia v; de vértices adja-
centes a (y;, contidos em conjuntos cada vez menores A}, e que contém s». Quando v;
for s, a subsubproposi¢do segue. Na pior das hipoteses, teremos que avangar até que
Ay = {w}.

Caso b: #; nao é adjacente a C,;.

Seja v, um vértice de A; adjacente a (1. Se vy € 33, a subsubproposi¢do segue. Senao,

vy separa Ay em A%, j > 1 componentes conexos.

Subcaso b.1: s; e {3 estdo em componentes A? diferentes.

Seja A? o componente que contém sz. A? nao pode estar ligado a v, pois sendo
teriamos um caminho entre s; e {; passando por v, que nao cortaria um caminho entre
s; e 1, passando por v;. Como v, ndo é separador, A? estd ligado a C,;. Procedendo
recursivamente, a partir de A3, de forma similar ac caso a, vemos que s, € adjacente a
Car.

Subcaso b.2: s; €, estio no mesmo componente A2,

Seja A? o componente que contém s3 € 5. A? nao pode estar ligado a v, pois Cy néo
seria maximal. Com vy ndo é um separador, Af esta ligado a Cy.

Seja vo um vértice de A% adjacente a C;,. Se v, é 32 a subsubproposigao segue. Senao,
vy separa A} em j > 1 componentes conexos A}, Se s; e t; estio em componentes A2
diferentes. podemos aplicar um procedimento similar ao do subcaso b.1. Se eles estiverem
no mesmo componente A2, procedemos recursivamente nesse mesmo subcaso b.2. Na pior
das hipéteses teremos que avancar até que A} = {s;,4;}. Como t; ndo é adjacente a Cy;,
82 O sera. [

Visto que s € adjacente a (1, 52 separa A; em j > 1 componentes conexos. Como
sg ndo é um separador de H, todos esses componentes estdo conectados ou a v, ou a Cy.
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Afirmamos que todos eles estdo conectados a v. Se existisse algum desses componentes que
n&o contém t,, conectados a C;;, mas ndo a v, (s, ndo seria maximal. Se o componente que
contém t; estiver ligado a (s; mas nao a v, haveria um caminho entre s, e ¢; passando por
v, que ndo cortaria um caminho entre s; e ¢;. A figura A.3 abaixo mostra a configuracao
detalhada de H nesse caso.

Csl

(v)
©

Figura A.3: Configuragao detalhada de A; no caso 1

Definimos Cyy como (A3 U Az + v) — sy — 1. C = Cy € c-conexo e x© pertence a
F,. C = C, também é c-conexo e x© pertence a F,. Esses dois componentes cobrem
todos os vértices ndo-especiais. Aplicando-se ¢ lema, vemos que a,, = 0 ;Yo € V\ E e
subproposicdo segue.

Caso 2: Nao existe um vértice ndo-especial v adjacente a (.
Se todos os vértices nao-especiais estdo em C,; a subproposicdo segue. Caso contrério,
iremos construir um Cyy para “completar” O, de modo similar ao que fizemos no caso 1.
Como H nio tem separador, pelo menos 2 vértices especiais sao adjacentes a Cy;.

Subcaso 2.1: Todos os trés vértices especials 13, §3 € 15, sdo adjacentes a Cly.

(H\Cs1)—1t1— s9—ty deve estar separado em j partes conexas By, ..., B;, 7 > 1. Como
H nao tem separador, cada B, estd ligado a pelo menos dois vértices especiais. Mas B;
ndo pode estar ligado a s; € a ¢, pois haveria um caminho entre s, e t; passando por B;,
que nao cortaria um caminho entre s; e {;. Assim cada B; esta ligado a ;.

Definimos Cy como (B, U ...U B;) +t;. C = Cy é c-conexo e x© pertence a Fj.
Aplicando-se o lema, vemos que a, = 0 ;Vv € V\ E.

Subcaso 2.2: Existem dois vértice especiais adjacentes a Cy;.

Esses dois vértices devem ser s, e t5, pois senao haveria urn caminho entre s, e f;, que
nao cortaria um caminho entre s; e ;.

(H \ Cq1) — 82 — t, deve estar separado em j partes conexas B, ..., B;, j > 1. Seja B,
o componente que contém B;. Se j = 1, definimos Cy como By. Mas caso j > 1, ficamos
bloqueados na situagido mostrada na figura A 4.



Figura A.4: Situacao em que nao é possivel construir Cy; no subcaso 2.2

Evidentemente njo é possivel construir um Cy com as propriedades desejadas, que
juntamente com (', cubra todos os vértices nao-especiais. Mas, notamos que esse bloqueio
s6 pode acontecer se: (i} Nao existir um caminho entre s; e t; em H — s, — to; (i1) Existir
um caminho entre s, e ¢; em H — sy —¢; (0 caminho que passa por By).

Podemos, sem perda de generalidade, inverter os papéis dos pares (s1,%1) e (s2,12) e
repetir, desde o iniclo, todo o procedimento de prova feito até agora.

Isso é possivel, pois a desigualdade da cruz original em P, é simétrica. Ao fazer
a substituicio de variaveis para de definir Py, usamos uma convencdo que quebrou
arbitrariamente essa simetria. Mas nada nos impede de usarmos a convengio oposta e
ainda termos a mesma desigualdade. A inversao é apenas um truque para facilitar a prova.
Mesmo sem ela, seria possivel mostrar que todos os a, sao 0 nos componentes B;, j > 1
; manipulando subgrafos c-conexos que contém s, ¢; e, ou s; ou £; (mas ndo ambos). De
fato, apds a inversio, estaremos trabalhando com os subgrafos complementares a estes.

A figura abaixo dd um exemplo da inversao.

Figura A.5: Inversao dos pares (s1,¢1) € (s2,%2)

Com a inversdo, agora temos certeza que existe um caminho entre s, e t; em H—s2—t,.
Logo nao ficaremos bloqueados nesse subcaso 2.2 e a, =0;Vv € V\ E. =
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a

Esse resultado ja mostra que a desigualdade da cruz é uma faceta em grande parte
das instancias que ocorrem na pratica. Vamos agora caracterizar as condigdbes em que
a desigualdade da cruz é uma faceta de P, quando H é conexo mas tem separadores.
Vamos comegar com as condi¢es em que a desigualdade da cruz nao é faceta.

Proposigao A.3 Suponha que H € conexo e v é um separador de H. Se um dos com-

ponentes coneros de H — v ndo contém vértices especiais, entdo a desigualdade da cruz
: ' ' ’ - s .

T, + 2y —z, — T, <1 ndo € uma facele de P,

Prova: Seja u um vértice adjacente a v, num componente conexo A; de H — v que
nao contém veértices especiais. Afirmamos que a desigualdade da cruz € dominada pela
seguinte desigualdade valida:

! ! ! I ! J
T, +tT, —T, — T, +x,—1, <1 (1)

Mesmo se v for um vértice especial, a desigualdade ndo muda. Nesse caso, deve-se
somar 1 ao coeficiente original desse vértice.

Suponha que v ndo € sy ou f,. Nesse caso, em todo C' c-conexo tal que x© satisfaz
a desigualdade da cruz na igualdade, ¥ = x© e portanto x¢ também satisfaz (1) na
igualdade. Mas x*'\* satisfaz (1) na igualdade, mas nio satisfaz a desigualdade da cruz
na igualdade. Logo a desigualdade da cruz é dominada por {1}.

Se v for 55 ou 1s, o resultado segue por simetria, fazendo-se a inversio dos pares. O

Figura A.6: Solugao fraciondriade F1 (K =2, vy =1, 2 =1).

A figura A.6 mostira uma solucdo fracionaria de F1 que ndo é cortada por nenhuma
desigualdade da cruz, mas que é cortada pela seguinte faceta de P, .

Tor T 2Zp1 + Teo+ Tz + Teg <4 (2)

Fssa faceta pode ser obtida pelo lifting da desigualdade da cruz eavolvendo a, b, ce d

indicado na proposigio A.3.

Proposicao A.4 Suponha que H € conezo, v € um vértice especial e um separador de

H ¢ ndo estamos nas condigdes da proposi¢do anterior. Entdo a desigualdade da cruz
! ! o :

x, 4z, —xl, — 7, <1 ndo € uma faceta de Po,.
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Prova: Suponha que v é s (por simetria isso ¢ sempre possivel). Afirmamos que a
desigualdade da cruz é dominada pela seguinte desigualdade valida:

Tyt Ty —T, <1 (3)

Se s; e t; estiverem no mesmo componente conexo de A — v, como nio estamos nas
condi¢des da proposi¢do anterior, ¢, obrigatoriamente devera estar em outro componente
conexo de H —v. Mas nesse caso, haveria caminhos disjuntos entre esses pares de vértices.
Logo s; separa s; de ¢ e (3) é uma desigualdade valida.

Claramente, (3) domina a desigualdade da cruz. m]

Proposigao A.5 Suponha que que H € conezo, v € um separador de H que separa s
de t1 e sy de 13, e ndo estamos nas condi¢des das duas proposigies anteriores. Entdo a
!

desigualdade da cruz z, +z; —x\, —x;, <1 ndo € uma faceta de Py,

Prova: Afirmamos que a desigualdade da cruz € dominada pela seguinte desigualdade

vahda:

o+, -2, <1 (4)

Nas condic¢des da proposi¢io, em todo C c-conexo tal que x© satisfaz a desigualdade
da cruz na igualdade, x¢ = xS + xg e portanto xC também satisfaz (4) na igualdade.
Mas y#¥ satisfaz (4) na igualdade, mas nao satisfaz a desigualdade da cruz na igualdade.
Logo a desigualdade da cruz é dominada por (4). O

Com os trés resultados ja obtidos ateé agora para o caso de H conexo, mas com sepa-

radores, podemos afirmar o seguinte:

Proposicao A.6 Suponha que H € conezo e que a desigualdade da cruz x, + 2}, —z, —
z,, <1 € uma faceta de Pun,. Entdo nao hd separadores v que dividam H — v em mais

de 3 componenies coneros. Além disso, se v separa H — v em 2 componentes conexos, hd
3 veértices especiais em um dos dois componentes coneros de H — v,

Prova: Seja v um vértice separador de H. Pela proposigao A.4, sabemos que v nac é um
vértice especial. Pela proposicao A.3, sabemos que cada componente conexo de H — v
deve conter pelo menos um vértice especial. Pelas proposigdo A.5, vemos que H — v
nao pode estar separado em 4 ou mais componentes conexos. Se H — v estiver separado
em 3 componentes conexos, os vértices especials s; e #; (ou s; e ;) nao podem estar
10 Mesmo componente conexo, ou terfamos caminhos disjuntos entre os dois pares de
vértices. Assim, v separaria os dois pares de vértices, o que € proibido pela proposigao
A.5. A primeira afirmagao segue.

A segunda afirmacdo segue diretamente da proposicao A.5. O
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Um grafo H com separadores pode ser decomposto em componentes biconexos. Os
separadores sdo Justamente os “pontos de articulagdo” comuns a dois ou mais desses
componentes biconexos. Por essa razdo, os componentes biconexos sdo definidos como
um conjunto de arestas.

Suponha que todos os separadores v em H, dividem H — v em dois componentes
conexos. Construimos a arvore 7' da decomposi¢ao biconexa de H da seguinte forma: cada
né de T corresponde a um componente biconexo de H. As arestas de T correspondem
aos componentes biconexos de H com um vértice separador em comum.

Vamos agora mostrar as condigbes em que desigualdade da cruz é uma faceta de Py,
quando H é conexo, mas tem separadores. Antes de mais nada, precisamos saber a
dimensao do poliedro nessas condigoes.

Proposicdo A.7 Suponha que H € conexo e que todos os seus separadores v, dividem
H — v em dois componentes conexos. Entdo P, tem dimensdo cheie.

Prova: O vetor 0 estd em Pym. Para cada vértice i € H nio separador, o vetor com y !
estd em P -

Escotha um né da arvore T da decomposicio biconexa de H para ser a raiz R (R
corresponde a um conjunto de arestas em H). Seja v um vértice que separa H nos
componentes conexos A; e A;. Seja A; o componente que contém ou € adjacente as
arestas de R. O vetor de incidéncia y#2*" estd em Pyip,.

Temos entdo [V| 4+ 1 vetores afim independentes em Pir,. O

Proposicao A.8 Suponha que H ¢ um grafo conero. Suponha que para qualquer v se-
parador de H, as sequintes propriedades sgo verdadeiras: (i) v ndo € um vérlice especial;
(ii) todos os componenies coneros de H — v contém verlices especiais; (11i) v ndo separa
s; de ty € 8o de to. Entdo o desigualdade da cruz y, + z; —z,, — x;, <1 € uma faceta

de Piim .

Esboco de Prova: A prova completa que encontramos para esse caso € muito traba-
lhosa, mas as idéias sho basicamente as mesmas usadas na proposi¢ao A.2. Optamos por
apresentd-la de forma resumida.

Como na proposi¢io A.2, o objetivo € mostrar que qualquer faceta de P, da forma
a'z’ = a, que inclua a desigunaldade da cruz, é um muiltiplo escalar dessa desigualdade.
Ainda é verdade que a,, = a;, = . O passo critico, e que depende de uma analise de
varios casos, € mostrar que a, = 0 ;Vv € V \ E. Com esse resultado mostra-se que
Qg, = 4y, = —C.

Para mostrar que a, = 0 ;Yv € V \ E, temos que analisar a estrutura de H. Seja
T a arvore da decomposicdo biconexa de H. Os nds de T correspondemn a conjuntos de
arestas em T', mas também correspondem a conjuntos de vértices em H. A diferenca é que
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cada aresta pertence a exatamente um componente biconexo, mas os vértices separadores
pertencem a dois componentes biconexos. Mas, por (i}, todos os vértices especiais estio
associados a um unico componente biconexo. Assim, podemos falar sem ambiguidade no
componente biconexo que contém um certo vértice especial.

Por (i1}, sabemos que todas as folhas de T devem conter um vértice especial. Isso
mostra que T' é uma drvore com no maximo 4 folhas.

Caso 1: Existe um par, s; e i1, ou 8, e {z, no mesmo componente biconexo.

Suponha que s, e {3 estao no mesmo componente biconexo 4; de T'. T € uma drvore de
grau maximo 2, ou seja, uma linha. Além disso, 8; e t; estdo nos componentes biconexos
de grau 1 dessa arvore (é possivel que A, seja um componente biconexos de grau 1). .
figura A.7 abaixo mostra a configuragdo basica de H no caso 1. Aqui, os circulos grandes
representam os componentes biconexos € as intersecgdes entre eles representam os vértices

separadores.

Figura A.7: Possivel configuragdo de H no caso 1

Podemos usar técnicas semelhantes as da proposicio A.2 para construir seqiiéncias
encaixadas de conjuntos ¢-conexos, contendo $; ou ¢, mas ndo contendo s, e ¢y, de forma
a cobrir todos os vértices ndo especiais v. Dessa forma, mostra-se que ¢, = 0;Vv € V\E.
Caso 2: Nio estamos nas condigoes do caso 1, mas existem dois vértices especiais, no
mesmo componente biconexo.

Suponha que s; € 8; estao no mesmo componente biconexo A; de H. T também é uma
arvore de grau maximo 2, ou seja, uma linha. Além disso. t; e 5 estdo nos componentes

biconexos de grau 1 dessa arvore.

Figura A.8: Possivel configuragio de H no caso 2

Esse caso é um pouco mais complicado. Seja v o separador contido em A; que isola
t; dos demais vértices especiais. Podemos usar técnicas semelhantes as do caso 1 para
construir seqiiéncias encaixadas de conjuntos c-conexos, contendo sy ou ¢;, mas nio con-
tendo s e ty, cobrindo todos os vértices ndo especiais v contidos no componente conexo

de H — v que nao contém i,.
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Mas para os vértices ndo especiais do componente conexo de H v que contém fy, e
para v, temos que construir seqiéncias encaixadas de conjuntos c-conexos contendo s,
{1, e 83, mas nao contendo ;. Ao contrdrio do que acontece na proposigac A.2, aqui nao
adianta inverter os pares de vértices.

Caso 3: Cada vértice especial estd num componente biconexo distinto.

E possivel mostrar que nesse caso, H deve ter uma configuragao semelhante a da figura

A9,

®

Figura A.9: Possivel configuracao de H no caso 3

Nesse caso construimos as seqiéncias encaixadas de forma similar ao caso 2. D

A.1 Comentarios

& Nesse apéndice, estudamos as condigdes em que a desigualdade da cruz é uma fa-
ceta, para o caso K = 2. A dificuldade de estender esse estudo para um valor de K
qualquer, é trabalhar com um poliedro que nao ¢ de dimenséo cheia. E possivel que
essa dificuldade técnica possa ser contornada trabalhando-se diretamente com a de-
finicdo de faceta, ou seja, procurando-se achar dim(P,, } vetores afim independentes
em P,, que satisfacam a desigualdade da cruz na igualdade.

Conforme apresentando no capitulo 4, a desigualdade da cruz é apenas um caso
particular da desigualdade da g-cruz, que por sua vez € um caso particular da
desigualdade da q-cruz em H ~ R. Todas essas desigualdades sao validas para P, .
A dificuldade de estender o estudo que fizemos para essas classes € maior. Teriamos
que entender melhor as propriedades combinatdrias do problema, sob pena de termos
uma explosdo no nimero de casos a serem tratados.
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Mas, a classe de desigualdades mais interessante sio as desigualdades da g-cruz
generalizadas. Essa classe generaliza todas as classes anteriores para o PAgC com
valores quaisquer de ;. A dificuldade de estender o estudo que fizemos para essa
classe seria ainda maior, O problema é que essa classe é valida para o poliedro
aurnentado P, definido nas variavelis z e y.

De qualquer maneira, o fato de a desigualdade da cruz ser uma faceta de Py, na
grande maioria dos casos, é um argumento a favor da forca das demais classes de
desigualdades.

¢ A desigualdade da g-cruz generalizada nao apenas generaliza a desigualdade da cruz,
mas é mais forte do que esta. Na figura A.6 mostramos uma solucdo fracionaria que
podia ser cortada por uma desigualdade da cruz apds a aplicagdo do lifting indicado
na proposi¢do A.3. Essa mesma solugdo fraciondria pode ser cortada diretamente
por uma desigualdade da 2-cruz generalizada, o que dizer que essa desigualdade, de
certa forma, j& incorpora esse [lifting.
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