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Prefacio

O problema de casamento de pontos ja foi discutido em diversos trabalhos anteriores da
literatura: ha estndos de casamento aproximado entre conjuntos de mesma cardinalidade
assim como estudos de casamento exato entre conjuntos de cardinalidades diferentes.

O propodsito deste trabalho € o de estender um algoritmo polinonomial proposto em
[3] para casamento exato a um algoritmo também eficiente para casamento de conjuntos
de pontos com perturbagéo.

A abordagem utilizada aqui consiste de, através de demonstracoes construtivas por
indugio da existéncia de solugao para os problemas estudados, obter algoritmos eficien-
tes. Tais demonstracdes estabelecem a corretude destes algoritmos ao mesmo tempo em
que sugerem uma versao (inicialmente) recursiva deles.

Inicialmente, damos énfase ao estudo do caso de uma dimensao, por ser este a base
dos demais casos estudados. O problema para duas dimensées é resolvido em detalhe.
apresentando-se um algoritmo recursivo inspirado no algoritmo iterativo de [3] pois nos
parece assim mais claro e porque grandemente auxilia a subseqiiente exposi¢ao do caso
bi-dimensional com perturbacdo. Ja o algoritmo para dimensdes maiores, que ¢ uma
adaptacio relativamente simples e natural des procedimentos descritos para duas di-
mensdes, nao € explicitamente enunciado.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, nos deparamos com diferentes e interessan-
tes situacoes: um problema cuja solucdo pareceu inicialmente requerer solucao através de
programacao nao linear foi resolvido através da demonstracao de um teorema que apre-
senta a solucao otima {Teorema 9) calculédvel de maneira exata; para se determinar o va-
lor maximo da perturbacio permitida em duas dimensoes mediante certas restricoes., en-
contramos um algoritmo de complexidade O(n?), vencendo uma aparente necessidade de
consideragao de O(n®) triplas de pontos. Ademais, utilizando um resultado anterior, de-

monstramos que este algoritmo é 6timo.
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Capitulo 1

Introducao

Dados uma amostra e um padrao, desejamos saber se o padrdo estd presente na amos-
tra. Frequentemente estes objetos, padrao e amostra, sdo representados por conjuntos de
pontos, ou podem ser mapeados para tais conjuntos.

Considere, por exemplo, que temos a imagem de um conjunto de estrelas. Podemos
representar esta imagem como uma matriz bi-dimensional de valores inteiros que repre-
sentam diversos niveis de cinza, ou ainda, utilizando técnicas de processamento de ima-
gem, podemos transforma-la em um conjunto de pontos no plano, onde cada ponto repre-
senta uma estrela (figura 1.1). Pretendemos saber se um conjunto {padréo) P apresenta
um casamento em um conjunto {amostra) 5. No exemplo, apds mapear a constelacio e a
imagem para conjuntos de pontos, pretendemos verificar se o primeiro (padrao) esta pre-
sente no segundo (amostra) (figura 1.2}.

Um casamento eraio de P em S consiste de um par de fungdes f : P — S e
¢g:P— R?. onde f ¢ injetora e ¢ é uma composi¢cdo de rotacdo, translacdo e reflexao
tais que f(p) = &(p) para todo p € P (figura 1.3).

A principlo, para verificarmos se existe um casamento exato de P em §, terfamos que
tomar todos os subconjuntos de k = | P| elementos de S e verificar se existe alguma funcio
f bijetora de P neste subconjunto e uma combinagdo de rotagao, translacao e reflexao
de P em R? que satisfacam 4 condigio acima. O ntimero de subconjuntos de § com k
elementos € exponencial em k. Entao. se fossemos analisar todos os subconjuntos, gas-
tariamos tempo exponencial. Apresentamos um algoritmo que encontra, se existir, um
casamento exato de P em S em tempo polinomial em k e em n estando estes conjuntos
em uma ou duas dimensoes, adaptado do algoritmo apresentado em [3]. A alteracio em
relacao a esie € que o algoritmo aqui apresentado advém de uma prova por indugao e por
$er recursivo, nos parece mais claro.

Por outro lado, existem muitos casos em que hd uma perturbagio local, isto €, existe
uma pequena diferenca entre a posicao real de um ponto e a posigao obtida. Por menor
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Figura 1.1: Representacio de um conjunto de estrelas como um conjunto de pontos




Figura 1.2: Um conjunto de pontos padrao
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Figura 1.3: Uma composi¢ao de rotacio e translagao do conjunto P que leva a um casa-
mento em S
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que seja esta perturbacao, um casamento exato nao serd encontrado. Porém, gostariamos
de encontrar um casamento, mesmo tendo esta perturbagio.

O nosso objetivo é encontrar pares de pontos dados pelas fungoes f(p) e ¢(p) que es-
tejam relativamente préximos, mas néo necessariamente coincidentes.

O proposito deste trabalho é o de estender um algoritmo polinomial para casamento
exato a um algoritmo também eficiente para casos com perturbacio.

Uma caracteristica imprescindivel para que possamos utilizar o algoritmo de casa-
mento exato é que os conjuntos de pontos a serem casados devem ter a mesma ordem cir-
cular, isto é, a ordem em que um dado ponto “enxerga os demais” pontos do conjunto
deve ser mantida. Ou seja, os conjuntos f(P) e $(P) devem ter a mesma ordem circular,

O algoritmo do caso exato para uma dimensio é apresentado no segundo capitulo.
No terceiro capitulo, discutimos o problema com perturbacio em uma dimensio. No
quarto capitulo, descrevemos dois algoritmos para casamento com perturbacdo em uma
dimensao. A seguir, apresentamos os algoritmos para duas dimensoes: o caso exato, no
quinto capitulo, e o caso com perturbagao, no sexto capitulo. Depois disto, descrevemos
como obter um algoritmo para dimensoes arbitrarias no sétimo capitulo. Apresentamos,
entao, uma conclusae dos resultados obtidos.

1.1 Trabalhos Anteriores

Para o leitor interessado, citamos a seguir alguns dos principais trabalhos anteriores pre-
sentes na literatura que lidam com problemas de natureza semelhante aos problemas tra-
tados aqui. Nao é nosso objetivo resumi-los, mas apenas mencionar alguma caracteristica

de cada traballo.

¢ [3] apresenta um algoritmo polinomial de casamento de pontos em d-dimensaes, para
conjuntos de cardinalidades diferentes, porém sem considerar a existéncia de per-

turbacao;

s [2} apresenta alguns algoritmos e cotas inferiores de complexidade para o problema
de casamento de pontos em duas dimensdes, para conjuntos de mesma cardinal-
dade:

e em [8), considera-se a existéncia de um pequeno fator de tolerancia ( pré-estabelecido)
para encontrar conjuntos aprorimadamenie congruentes;

o [1] apresenta diversos algoritmos para o cilculo de transformacbes geométricas que
mapeam exata ou aproximadamente dois conjuntos de pontos;
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* o artigo [10] discorre sobre uma série de estruturas geométricas que podem ser uti-
lizadas para reconhecimento de padroes;

* o conceito de matriz-A é apresentado no artigo [6]. Este conceito é importante para
o célculo de arranjos de forma eficiente;

¢ uma nova estrutura € apresentada em [7) para resolver o problema da congruéncia
entre dois conjuntos de pontos:

® uma aplicagdo da utilizagdo de algoritmos heurfsticos para o reconhecimento de ca-
racteres numeéricos é apresentado em [9].



Capitulo 2

Casamento Exato em uma
Dimensao

2.1 Definicao do Problema

Neste capitulo, apresentamos um algoritmo para o problema de casamento exato em uma
dimensao. Este algoritmo serd produzido a partir da prova indutiva de que é possivel re-
solver o seguinte problema, estudado em [3]:

Casamento Exato em uma Dimensao

Instancia: Um conjunto P de k pontos em R (padrdo) e um conjunto S de n pontos em R

(amostra), com k < n.

Questao: Encontrar um casamento exato de P em S, ou mostrar que nic existe um.

2.2 Construgao de Solucao por Inducgao

Suponhamos que os conjuntos P e 5 estejam ordenados. A técnica que utilizaremos é a
prova por indugdo em k: dados os conjuntos P e § com k e n pontos respectivamente, to-
mamos, por hipdtese de indugao, que € possivel resolver o problema para sub-conjuntos
P'e 5 de tamanho & — 1 e n — 1 respectivamente e, entao, procuramos uma maneira de
casar o ultimo ponto de P. A hipotese de indu¢do que temos € a seguinte:

Hipétese: E possivel resolver o problema de Casamento Ezato de Pontos para um
conjunto P de k — 1 pontos e um conjunto S de n — 1 pontos.
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Considere um conjunto P com k > 1 pontos. Por hipétese de indugao, é possivel re-
solver o problema para os conjuntos P’ e 5, formados pelos £ — 1 e n — 1 primeiros pon-

tos, respectivamente.
Se nao existe casamento exato de P’ em &', podemos afirmar que nao existe casa-

mento exato de P em 5.

Existindo casamento exato de P’ em S', seja {my,...,m4_1} o conjunto de indices
que definem este casamento exato. Temos duas possibilidades: se existe um ponto de §
na posicao px + Sm, — P, podemos definir como my o indice deste ponto e afirmar que
o conjunto {my,...,my} representa um conjunto de indices que definem um casamento
exato de P em S. Se tal ponto ndo existe, ndo podemos tirar nenhuma conclusio sobre
o casamento exato, pois poderiamos ter um outro casamento exato de P’ em $5’ que per-
mitisse associar px a um ponto de S.

Neste caso, a aplicacio de indugdo simples requer que verifiquemos que nenhum dos
casamentos podem ser estendidos para a totalidade dos pontos do padrao. Portanto, nesse
caso, faz-se necessario computar todos os casamentos parciais. Assim, € natural explici-
tar na hipotese de indugéo que sejam encontrados todos os casamentos. Logo, é nao mais

dificil mostrar o seguinte resultado mais geral:

Proposicao 1 Dadoes um conjunto P de k pontos em R (padrdo) ¢ um conjunto S de n
pontos em R (amostra), com k < n, podemos encontrar todos os casamentos exatos de P

em S, ou mosirar que ndo existe um.

Demonstragao:

Por indugdo em k:

Base: Se £ = 1, basta tomar os n conjuntos dados por M; = {i}.

Hipdtese: Podemos determinar todos os conjuntos M que definem os casa-
mentos exatos de P’ em 8§/, onde P/ tem &k — 1 pontos, e 57, n — 1 pontos.

Prova: Se k > 1, por indugdo, é possivel resolver o problema para um con-
junto P’ de k — 1 pontos e um conjunto §' de n —1 pontos. Se néo existe casamento
exato de P’ em 5', podemos afirmar que nao existe um casamento exato de P em
5. Se existem casamentos exatos de P’ em §', para cada um destes, verificamos se
é possivel estendé-lo para um casamento exato de P em S. Para isto, devemos ve-
rificar se existe um ponto de 5 na posi¢do px + Sm, — p1, onde s, é o ponto que
estd sendo associado a p; por este casamento exato. Todos aqueles que forem ex-
tensiveis desta forma determinam casamentos exatos de P em 5.

Com iste, com uma aplicacio da hipétese de inducdo e uma varredura em S5,
conseguimos determinar todos os casamentos exatos possiveis para P em §. ¢
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W//
Figura 2.1: Ilustracao da execugao do algoritmo Casamento Ezato;

2.3 Algoritmo Recursivo para Casamento Exato em

uma Dimensao

Podemos, agora, escrever o algoritmo que verifica se existe um casamento exato de P em
S. Este algoritmo esta baseado na prova por indugio apresentada na se¢io anterior e
constitui-se basicamente da chamada de um procedimento recursivo Encontralndice que
determira os conjuntos de indices M. A figura 2.1 apresenta uma ilustragio da €Xecugio

deste algoritmo.
Algoritmo CasementoEzato, (P, S)

1. Ordene os conjuntos P e S, tal que p; < pjpjparal <i<k—1les; < $;41 para } €i <

n—1;

2. [Chama o procedimento recursivo que devolve o conjunto de fndices ]

Seja I' = Encontralndice (P, §):;

3. [Se o vonjunto for vazio, retorna falha ]
se I' = {}. entao retorne falla;

4. senao

4.1 [Podemos tomar qualquer conjunto retornado |
Seja M, eI

4.2 [Retorna o conjunto My |
retorne A,

procedimento Encontralndice (P = {p,,...,ps}, S = {s1,.+.,8a})
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1. [Caso base: retorna todos os indices de S como um casamento exato possivel |
se k = 1, entdo retorne {{1}.{2},...,{n}};

2. senao

2.1 [Obtém todos os casamentos exatos para k — 1 pontos ]
Seja T = Encontralndice ({p1s--spe—1} {51,y 801});
2.2 [Inicializa o valor de my ]
Seja my = k;
2.3 [Inicializa o valor do conjunto que ser4 retornado ]
Seja I' = {};
2.4 [ltera em cima de todos os valores retornados pela recursio ]
para cada {m,,...,my_} €T, faga
2.4.1 [Define o valor inicial de m; ]
Seja my; = max{mg, mp_1 + 1};
2.4.2 [Atualiza convenjentemente my ]
enquanto s, < pr+ s, —p; e my < nfaga my = my +1;
2.4.3 [O procedimento Casa verifica se os pontos Dk € S, €asam |
se iy < n e Casa Pk, $m,, Pi, Sm, ) €ntido

faca I =T"U {{my,...,ms} };

2.5 retorne I,

Temos que apresentar também o procedimento Casa:

procedimento Casa (p;, s;, p1, $m, )
retorne p; + &m, — p1 = §;.

A corretude do algoritmo CasamentoEzato; segue imediatamente da secio anterior.
Devemos observar que, para a determinacao de todos os casamentos, ao invés de ape-
nas um deles, bastaria retornarmos todo o conjunto I' e nio apenas um de seus elemen-

tos.

2.4 Analise de Complexidade do Algoritmo

A complexidade do algoritmo se resume a complexidade do procedimento Encontralndice.
Este procedimento € recursivo e apresenta em cada passo um lago que é executado tantas
vezes quantos forem os elementos do conjunto I Este conjunto tem, no maximo, cardi-
nalidade n — k + 1. Dentro deste laco, temos ainda um outro lago para determinar o va-
lor de my. Podemos analisar a complexidade deste laco interno da seguinte forma: o va-
lor de m; pode ser avangado para cada s; com I = k, .. .47 N0 MAXIMo UIna vez € nunca
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recua. Com isto, cada passo consome tempo proporcional a n — k + 1. Chegamos, entio

a seguinte relacao de recorréncia;
Tk)=Tn-1k-1)+n—-k+1)

com a qual concluimos que o procedimento Encontralndice possui complexidade O((n —
k+1)k). Assim, temos:

Teorema 2 O problema de casamento ezato de pontos em uma dimensdo de um con-
junto P de k elementos em um conjunio S de n elementos pode ser resolvido em tempo
O(nlogn + (n — k + 1)k).

2.5 O Problema de Casamento Exato em Dimensoes

Maiores

O algoritmo para casamento exato em uma dimensao visto na segao 2.3 pode ser adap-
tado para dimensdes maiores que um. Em uma dimenséo, temos o conceito de ordenacio
total dos pontos. Em dimensbes maiores, precisamos estender este conceito. Para isto,
usaremos o conceito de ordenagao circular dos pontos, que permite utilizar o algoritmo

aclma como base para um algoritmo para dimensdes maiores.



Capitulo 3

Casamento com Perturbacao em
uma Dimensao

3.1 Definicao do Problema

Neste capitulo, consideramos a existéncia de perturbacio local nos conjuntos de pontos
que nos leve a um casamento com perturbacio de P em S.

Sejam P um conjunto de & pontos em uma reta e S um conjunto de n pontos nesta
mesma reta com k < n . O nosso objetivo é encontrar um subconjunto de & pontos de
S, tal que, para cada ponto p de P, exista um ponto deste subconjunto relativamente
proximo de uma translagao de P.

Temos que formalizar o conceito de pontos relativamente préximos, que depende do
vinculo que queremos manter entre estes dois conjuntos. Sem este conceito, ndo existe ne-
nhum processo de busca sistematica de casamento com perturbacio. Nesse Cas0, Nao ve-
mos como evitar de ter que considerar C} subconjuntos de S. Se mantivermos a mesma
ordem. isto é. se s, < $m, quando estamos casando p; e Pj COM Sy, € 5y, Tespectiva-
mente e p; < p;. podemos adaptar o algoritmo de casamento exato para este caso.

Porém se requerermos apenas a manutencao da ordem. podemos ter situacao de casa-
mento onde os pontos casados estéo arbitrariamente distantes entre si. Por 1880, outra ca-
racteristica importante € a proximidade entre os pontos casados. Podemos alcancar isto,
impondo uma restricdo sobre a distincia entre eles. Ou seja, imponhamos que o ponto de
S que estd sendo casado com um ponto p; de P esteja dentro de um intervalo que inclua
#(p:) e que estes intervalos sejam disjuntos.

Como estamos tratando de perturbagoes locais, devemos permitir a liberdade de mo-
vimento em todos as diregoes, sem favorecer nenhuma delas. Desta forma, é natural que
escolhamos, para limitar a distincia entre os pontos casados, intervalos de mesma ampli-
tude e centrados em cada ponto de P.

12
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Figura 3.1: Um conjunto de pontos na reta e os respectivos intervalos

Sejam p; e piy1 pontos de P que formam um par mais préximo. Como queremos in-
tervalos de mesma amplitude e que preservem a ordem entre os pontos casados, pode-
mos tomar os intervalos como tendo raio no maximo d{p;, p;+1)/2. Chamemos de p esta

distancia:
. d(pt s Pi+1 )
P a2

Este valor é o méximo possivel de forma que dois pontos de S associados a dois pon-
tos de P nao estejam em ordem inversa.
A figura 3.1 apresenta um conjunto de pontos e os intervalos definidos pela regra

acima.

Definicao 1 Sejam P um conjunto com k pontos € S um conjunto com n > k pontos
na reta real. Dizemos que eriste um casamento com perturbagdo de P em S, se ezistem

fungoes f e ¢, tais que:
1. f seja injetora de P em S;
2. ¢ seja uma translacdo de P em R; e
3. f e ¢ satisfacam a sequinie relacdo:
d(f{p),¢(p)) < p,Vpe P,
onde p € definido pela relagio acima,

O valor de p pode ser calculado. fazendo-se uma ordenagao do conjunto P, seguida de
uma varredura. Isto pode ser feito em tempo O(nlogn). que ¢ Stimo.
Podemos agora enunciar o seguinte problema:

Casamento com Perturbacdo em Uma Dimenséo
Instancia: Um conjunto P de % pontos e um conjunto S de n pontos, com k < n.

Questao: Encontrar um casamento com perturbacio dos pontos de P em S, ou mostrar
que nao existe um.
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3.2 Determinagio de um Casamento com
Perturbagao em uma Dimensao

Estamos procurando uma translagio ¢ para o conjunto P, de tal forma que, para todo
ponto p € P, o intervalo centrado em ¢(p) de comprimento p contenha (pelo menos) um
ponto de S e estamos procurando f tal que d{f{p}, #(p)) < p, para todo p € P.

Suponha que tenhamos os conjuntos P e S ordenados. Procuremos esta translacao
casando o primeiro ponto p; € P com um ponto $m, € 5. Para que f(p,) seja s,,,, pode-
mos tomar ¢(p1) = $y,,. Seja T = 8m, — P1 0 deslocamento inicial.

Apesar de estarmos colocando p; exatamente sobre Sm;s t€mos a liberdade de realizar
a translagdo ¢(p,) dentro do intervalo: [s,, — p, 5m, + pl, se necessério, para encontrar
casamento para pontos subseqiientes a P1-

Inicialmente, os candidatos a se associarem a pi 530 os pontos de S que distam no
maximo 2p de p; 4 7. Sejam, entio: €, = —2p, g, = 2p, as amplitudes esquerda e direita
do intervalo de pontos que temos que analisar. Como veremos majs & frente, estes valo-
res poderdo se tornar diferentes um do outro em médulo. Estamos tomando estes valores
inicials para ¢, e €4 a fim de incorporar a liberdade que temos de associar o ponto p; ao
ponto s,,..

O cerne da busca por um casamento com perturbacao consiste em verificar se é possivel
encontrar compativelmente pontos de S nos intervalos [p; + 7 + €e, i + 7 + £4), para cada
2. Se ndo encontrarmos ponto algum de S em um destes intervalos, temos a garantia de
que nao temos um casamento, tal que o ponto p, seja associado a 8, . Deveremos, entao,
tentar encontrar um casamento, associando p, ao préximo ponto de S.

A compatibilidade a que nos referimos est4 relacionada ao fato de que Comegamos com
um intervalo de amplitude 4p, porém estamos procurando um casamento onde a distancia
entre 0os pontos casados seja 1o maximo p. _

Se encontramos pelo menos um ponto em cada um destes intervalos, podemos pros-
seguir, tentando encontrar par para o préximo ponto de P. 56 que, para isto, possivel-
mente teremos que atualizar os valores de e, e ¢y

Esta a,t,-ualizé.g.é.o € necessaria porque, se o ponto p:i e seu correspondente em S nao
forem coincidentes, apés fazer a translacao de 7 no conjunto P, teremos, possivelmente.
que limitar a regido onde estamos procurando pontos a serem associados. Para isto, te-
mos, a principio que considerar todos os pontos de S que estio neste intervalo. Se existe
algum ponto de S em [p; + 7 + e, pi + 7 + &4]. temos as seguintes sttuaches:

1. Se houver pelo menos um ponto de § no intervalo [pi+ 7+ ec,p + 7] e pelo menos

um ponto de S no intervalo [p; 4+ 7, p; + 7 + ¢4}, mantemos os mesmos valores para

Ec € £3.
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Figura 3.2: Uma situacao em que néo existe ponto no intervalo [p; + 7 + €., p; + 7

2. Se nao houver nenhum ponto de S no intervalo [p;+7+¢., p; +7], temos que atualizar
o valor de €, da seguinte forma: seja sﬁu o ponto de S no intervalo [p;+7, p; +7 + ¢4
mals proximo de p; + 7; atualize (ver figura 3.2):

te = maz{ee, s, — (pi + 1) — 2p}

Esta atualizagao € necessaria por que nao é possivel encontrarmos um casamento
que associe p; a sf,',‘_,. € p; a um ponto Sp,, 7 > t, tal que s, < p; — (an‘ — 20— m).
Portanto, devemos limitar o intervalo de busca a esquerda.

3. A atualizacdo de ¢4, no caso de haver pontos somente no intervalo [p; + 7 + €., p; +

7]. é analoga a 2.

Se conseguirmos manter os valores de ¢, € ¢4 de forma que o intervalo |[s,. ¢, per-
nianega nao-vazio até o ultimo ponto de P, podemos afirmar que temos um casamento
entre os dois conjuntos.

Néao sabemos, porem, precisar que subconjunto de pontos de S5 serd casado com P:
para isto, temos que fazer uma segunda varredura verificando quais pontos de § perma-
necem no intervalo [p; + 7 + €., p; + 7 + 4] para cada i. Temos a garantia de que, em
cada um destes intervalos. havera pelo menos um ponto de 5. Porém este intervalo pode
ter amplitude maior que 2p. Mas estamos procurando um casamento que associe pontos

de P e 5 cuja distancia maxima dos pontos associados seja p.
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Sabemos que, em cada um dos intervalos [p; + 7 + EesPi + T + €4, VYp; € P, existe um
ponto de S e que os valores de ¢, e &4 foram ajustados de forma tal que exista pelo me-
nos um ponto de S em qualquer intervalo de tamanho 2p contido inteiramente no inter-
valo [p; + 7+ €. — p,pi + 7 + £, + p], para cada i. Portanto, podemos tomar a translacio
como sendo:

Ed+ €e
2

Com esta varredura, podemos encontrar um ponto f(p;) que estd no intervalo [(p;) —

£, 8(p;) + p]. Com isto, encontramos um casamento com perturbagdo para P em S, pois

d(f{p:), ¢(pi)) < p, V2.

dlpiy=p+7+

3.3 Caracterizagao de Casamento com Perturbacao

em uma Dimensao

A seguir, apresentamos alguns lemas que nos auxiliardo a mostrar a corretude do algo-
ritmo para casamento com perturbacio em uma dimensio baseado nos conceitos apresen-
tados acima, a ser apresentado no préximo capitulo.

Lema 8 Uma vez que fizamos um ponto de S a ser casado com P € P, entdo um ponto
s € 5 pode ser casado com no mdrimo dois pontos de P.

Demonstracao:

Note, em primeiro lugar, que s pode se casar com dois pontos p;, e p;;y se
s = (pi + pi+1}/2+ 7 e d(pi, piy1) = 2p. Reciprocamente, provemos que s € § 56
pode se casar com dois pontos de P se ele for a média aritmética destes pontos. Se
§ pode se casar com os pontos p; e p;yq de P. temos que:

dis,p;+7)<p

d(s.pipy +7) < p.

Logo. s = {piy1 + pi)/2 + 7, pois sabemos que d(p;41.p;) 2 2p.¥5 = 1,. .. k-
1 (ver figura 3.3). ¢

Lema 4 Se fizramos a associagio do ponto py € P com um ponto sy, € S, entdo, para
cada p; € P\ {p1}. € suficiente analisar dois pontos de S para determinar com que ponio
de S p; serd associado. Estes pontos sdo o ponto Sm, de S que estd mais prézimo e ¢ es-
querda de p; + 7, € 0 ponto 5% de § que estd mais prozimo e ¢ direila de pi + 7. Reci-
procamente, tanto s, quanto .sﬁl‘_ podem fazer parte de um casamento com perturbacdo

de P em S.
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Figura 3.3: Uma situagao em que um ponto de S é a média aritmética de dois pontos ad-
jacentes de P
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Figura 3.4: Ilustragio do lema 3

Demonstracgao:

Provaremos por construgfio. Seja s, o ponto associado ao ponto p; por este ca-
samento e suponha que exista um outro ponto de 5, ' entre p; + 7 € s,,. (ver figura
3.4). Suponha, sem perda de generalidade, que s, < p; 4+ 7. Sendo um casamento,
temos que: d(p; + 7., 5m,) < p e d(pi+ T,6m,) < p. Como & estd entre p; + T € 5py,,
temos que d{p; + 7.5’} < p. Portanto, podemos substituir s,,, pelo ponto s’ na as-
sociacdo com p;. Podemos, dessa forma, tomar " = s;, . onde s5,. é o ponto entre
pi + T e 8y, mals proximo de p; + 7.

Sempre que temos um casamento com perturbagao de P em §, tal que o ponto
s de 5 sendo associado a um ponto p; € P nao seja o mais préximo e & esquerda de
p; + T ou 0 mais proximo e a direita de p; + 7, podemos encontrar outro casamento
com perturba¢do que substitul a associagao entre p; e s pela associagio entre p; e
um dos dois pontos citados acima.

Logo. basta analisar o ponto de 5 mais préximo de p; + 7 em cada uma das

rerdes: & d
diregdes: s, e &7 .

Reciprocamente, suponha que tenhamos o ponto s&, e .sfnl_ a uma distdncia me-
nor de 2p de p; + 7. Suponha que tenhamos, também, um ponto Smiy, de S na
posigao piy1 + 7 — 2p e que os demais pontos de § estejam a uma distincia de
pi+1 + 7 maior gue 2p (ver figura 3.5). Desta forma. o \inico ponto que poderia ser
associado a piy1, UmMa vez que associamos p; a Smy, € 0 ponto Sy, . Porém, para
isto, temos que associar ao ponto p; o ponto s, e tomar para ¢(p;) = p; + T — p.

Portanto, ele € o dnico que permite encontrar uma associagio para piy; inde-

pendente de p; + 7 estar ou nio mais proximo do ponto .sfm do que do ponto S €
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Capitulo 4

Algoritmos para Casamento com
Perturbacao em uma Dimensao

(Queremos apresentar um algoritmo que resolva o problema de casamento com perturbacao
em uma dimensao, produzindo um conjunto My = {m;,...,m;} de indices tal que os pa-
res (pi, Sm, ), 1 <2 < k formem um casamento com perturbagéo.

4.1 Construcao de Solugao por Inducao

Se k = 1, devemos novamente produzir todos os conjuntos de indices {{1},{2},...,{n}}].
Utilizemos novamente a técnica de inducao para resolver este problema. Dados os
conjuntos 5 e P com n e k pontos respectivamente. assumamos que seja possivel resol-
ver o problema para conjuntos de tamanho n e k — I respectivamente e entdo procuremos
uma maneira de casar o dltimo ponto de P. Da mesma forma que no caso exato, serd ne-
cessario reforcar a hipdtese de inducao. Baseando-se na hipotese de inducao que temos
para o caso exato, podemos escrever a seguinte hipétese: _

Hipétese: E possivel determinar todos os conjuntos Mi_1 que definem os casamen-
tox com perturbacdo possiveis de P’ em §', onde P’ tem k — 1 pontos € S tem n — 1 pon-
{os.

Tivemos que colocar na hipdtese de indugdo muito mals do que a determinacao de
um conjunto de indices. Por hipotese de indugdo, sabemos resolver o problema para um
conjunto P’ com k — 1 pontos. Para cada conjunto de indices {my,...,my_1} que te-
mos, devemos verificar se existe um ponto de S no intervalo {pr + 7 — p,pr + 7 + pJ, onde
T = 8m, —h €p=min{p; —p}/2.V1 £ i< k—1. Se houver, podemos definir como m;
o indice deste ponto e afirmar que {my,...,m;} define um casamento com perturbacao
valido de P em 5, e o conjunto de todos os indices sera obtido fazendo-se esta verificacio
em cada conjunto de indices que define um casamento com perturbacio de P’ em 5.

19
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Figura 4.2: Uma translagao do conjunto P que possibilitou encontrar um casamento

Se procedermos desta forma até o final e encontrarmos pelo menos um mapeamento,
podemos dizer que temos um casamento com perturbagao, onde a translagio que deve-
mos tomar é 7. Caso contrario, ndo podemos afirmar que ndo existe casamento com per-
turbagio de P em S. Isto por que quando fixamos o casamento de p; com s, , estamos
desperdicando perturbacdo, pois poderfamos tomar uma translacdo qualgquer no intervalo
[r — p, 7 + p] e teriamos ainda um casamento que associe p; a $p,. A figura 4.1 mostra
uma situagao em que nao encontramos um casamento pelo processo acima.

Porém, se considerassemos a liberdade que temos quando associamos py a S, pode-
mos encontrar um casamento na figura acima, como mostra a figura 4.2, na qual fez-se
uma translacdo do conjunto P que possibilitou o casamento de P em S.

A fim de incorporar esta perturbagao, dividamos o problema em duas partes: a
primeira parte consiste em determinar conjuntos de indices {my,...,m;} tais que seja
possivel definir um casamento que associe p; a0 ponto s,; ou a0 ponto s, _,. Na segunda
parte, iremos determinar com qual destes dois pontos € possivel realizar o casamento.
Como a segunda parte pode ser feita fazendo-se uma simples varredura no conjunto de

indices. concentremo-nios na seguinte questao:
Determinacao de um Conjunto de Indices que Defina um Casamento

Instancia: Um conjunto P = {p;.....px} de k pontos e um conjunte § = {s1,...,5,}
de 1 pontos, com i < n.

Questao: Existe um conjunto de indices M que determina um casamento que associe a p; ©
ponto S, Ot S.,,_1. (Note que s,,,_; € o ponto de .5 anterior a s,,,, e que m, —1 pode

ndo pertencer a A .)

Sejam A = {my,....my} o conjunto de indices que define um casamento com per-
turbagdo de P em S, e ¢, € ¢4, que me garantem que no intervalo [p; + 7 + ¢, pi + 7 + &4
existe pelo menos um ponto de 5. Chamemos de Wy esta tripla de valores (Mj,¢e.,£q).

Podemos enunciar a seguinte proposicao:
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Proposigac 5 Dados os conjuntos P com k elementos € 5 com n elementos, k < n,
€ possivel determinar todos os conjuntos W = {M,e.,c,} que definem os casamenios

possiveis de P em S.

Demonstragao:

Base: Se k = 1, devemos retornar os n conjuntos dados por ({i}, —2p,2p),1<
Tt < n.

Reforcemos, mais uma vez, a hipétese de indugdo:

Hipodtese: E possivel determinar todos os conjuntos W = {M, Ees 4} que defi-
nem os casamentos possiveis de P’ em §’, onde P’ tem & — 1 pontos e S5/ tem n — 1

pontos.

Passo: Se k > 1, por inducao, & possivel resolver o problema para k — 1 pontos
no conjunto P’ e n — 1 pontos no conjunto 5’. Se naoc existir casamento com per-
turbacdo de P’ em 5’ podemos afirmar que ndo existe casamento com perturbagao
de P e 5. Se existirem casamentos, obtemos uma colecao de tripias Wji_;. Para
cada conjunto Wy_;, devemos verificar se ¢ adequado para estender o casamento a
pi ou nao. Os que forem adequados, depois de fazer o ajuste de ¢, e ¢4 conveni-
entemente, formarao os conjuntos de valores que definem os casamentos com per-

turbagio de P em S.
Com isto, com uma aplicacio da hipdtese de indugado e uma varredura em S,

conseguimos determinar todos os casamentos com perturbacao possiveis para P com

& pontos.

4.2 Algoritmo Recursivo para Casamento com
Perturbacao em uma Dimensao

Podemos, agora. escrever o algoritmo que verifica se existe um casamento com per-
turbacao de P em S. Este algoritmo, conforme foi detalhado na seg¢do anterior, possui
duas partes: uma parte recursiva, para determinacao dos indices M, e outra que utiliza
este indices para produzir um casamento com perturbagao de F em S.

Algoritmo CasamentoComPerturbagdo, (P, S)
1. [Determina o tamanho do intervalo onde procuramos os pontos a serem casados ]

Determine o valor de p = minj<i<k—3{Pig1 — pi}/2:

2. [Chama o procedimento recursivo que devolve uma coleg¢do de conjuntos de indices que
defirem um casamento com perturbacao e os valores de £, e €4 para cada um destes ca-
samentos )

Sejal = Encontralndice (P, S, p)
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3. [Se o conjunto for vazio, retorna falha ]
se I' = {}, entao retorne falha;

4. senao

4.1 [Podemos tomar qualquer conjunto retornado |
Seja (M:'Eeu Ed) € I

4.2 [Chamemos o procedimento Busca para obter o casamento com perturbacio |
retorne Busca (M, f<ted),

procedimento Encontralndice (P = {p1,...,px}, S = {51,+..,5}, p)

1. [Caso base: retorne todos os indices de § como um casamento com perturbagio possivel

]
se k = 1, entao retorne {{{1},~2p,2p),({2},-2p,2p},...,({n}, =2p,2p0)};

2. senao

2.1 [Obtém todos os casamentos com perturbag¢do para k — 1 pontos ]
Seja I' = Encontralndice ({p1,...,pk—1}s {815 . s 8n-1}, P);
2.2 [Inicializa o conjunto a ser retornado |
Seja I' = {};
2.3 [Inicializa o valor de my |
Seja my; = k;
2.4 [Itera em cima de tedos os valores retornados pela recursio |
para cada ({my,...,mr_1},€c,6q) € I', faga
2.4.1 [Define o valor inicial de my |
Seja my; = max{my,mp_1 + 1}
2.4.2 [Atualiza convenientemente my |
enquanto s, < px + 81— py e my < n faga my = my 4+ 1;
2.4.3 {0 procedimento Case atualiza os valores de ¢, e g4 ]
se My, < 1 ou nidc Case {pr. M. 7, £, £4) entao

faca I = U {{meg. . .omp}hgegq) b

2.5 retorne I'.

O procedimento Casa verifica se 0 ponto s; ou s,_; esta dentro do intervalo {p; + 7 +
Se.Pi + T + £4] € atualiza os valores de €, e £3 convenientemente:
procedimento Casa (p;, 7, 7, €e, €d)

1. [Verifica se existe um ponto & esquerda ]
Defina ExisteEsquerda = s;_; € [p; 4 7+ ¢, pi + 7}
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2. [Verifica se existe um ponto a direita ]
Defina ExisteDireita = s; € [p; + 7,p: + 7 + €4] 3

3. [Se ndo existir nenhum ponto no intervalo, entdo retorne falha; |
se nio ExisteEsquerda e nio ExisteDireita, entdo retorne falha;

4, [Atualiza os limites do intervalo de busca ]
se nao ExisteEsquerda, entao atualize ¢, = max{c., —2p + d(s;,pi+ 7)};

5. se nao ExisteDireita, entdo atualize £y = min{ey,2p — d(p; + 7, 8;-1)};
fi. retorne successo.

O procedimento Busca determina o casamento com perturbagio de P em S depois
que temos o conjunto de indices {mi,ms,..., My} que indica que s,,, ou S,,,_, pode ser

casado com py:
procedimento Busce (M, ¢)
1. Faga i = 1;
2. enquanto : < k faga

2.1 [Se o ponto de 5 imediatamente & direita de p; + £ néo serve |
se d{&y,,,p; +€) > p entao
[Considere o ponto de § a esquerda de p; + ¢ ]

Faga m; := m; — 1;

2.2 Faga i:= i1+ 1;

3. retorne {m;|1 << k).

4.3 Analise de Complexidade do Algoritmo

O algoritmo é uma adaptagao do algoritmo do caso exato. As tinicas diferencas sio que
estamos retornando os valores de £, e £4 no procedimento Encontmfndice., o procedimento
(Casa possul uma ldgica mais complexa, porém continua sendo executado em tempo cons-
tante e, depois de chamar o procedimento Encontmfndice, estamos chamando o procedi-
mento Busca, que, por sua vez, tem complexidade (k). Podemos entao concluir que o

procedimento Encontralndice possui complexidade O((n — k + 1}k)

Teorema 6 O problema de casamento com perturbacdo de um conjunto P de k elementos
em um conjunio S de n elementos pode ser resolvido em tempo O(nlogn + (n —k+1)k).
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Figura 4.3: Hustracdo de uma configuragao de pontos de P e S que produziriam um ca-
samento se tentassemos generalizar o algoritmo acima

4.4 Generalizando para Dimensoes Maiores

Apesar de o algoritmo descrito acima encontrar um casamento com perturbagio para
qualquer instancia de uma dimensdo, ele nao pode ser adaptado para dimensdes maiores
pois envolveria o calculo da interseccdo de circulos de raio 2p que resulta numa lente que
poderia reportar casamento quando nao existe um.

Um exemplo é apresentado na figura 4.3. Nele. temos quatro pontos em cada um dos
conjuntos, € o algoritmo acima acusaria a presenca de um casamento, quando ele, na ver-
dade, nao existe. Pelo algoritmo acima, apés associar p; a s;, temos que limitar a regiao
de perturbagao. que passa a ser uma lente formada por dois arcos de circunferéncia. Ao
transladar esta regido para o ponto ps. verificamos que o ponto sz pode se casar com P3.
Ao fazer a segunda varredura para determinar o casamento, vemos que a unica trans-
formacao isomoérfica que casa os pontos p; e p; com $; € &, é uma transladando-se o con-
junto P de p, de forma que os pontos p; e p; fiquem a uma distincia p de s, e s,, respec-
tivamente. Porém esta transformacao faz com que ps figue a uma distincia maior que p
de ss.

Por isso. construamos um algoritmo semelhante e de mesma complexidade, que pode
ser adaptado para dimensies maiores.

No algoritmo acima, estamos trabalkando com um intervalo, onde procuramos pontos

é‘ ~- AR
i BN RUA CENTR..
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a serem casados com um dado ponto p;. Esta regiio tem inicialmente tamanho 4p e, a
medida que varremos os pontos de P, ela tende a diminuir, podendo chegar até ao tama-
nho 2p. Isto por que a atualizagio do intervalo de busca est4 sendo feita mediante a in-
terseccao do intervalo original 7 com um intervalo de tamanho 2p, centrado em um ponto
de I. Logo, a atualizacao de / nao pode produzir um intervalo de tamanho menor que
2p.

Quando esta regido chega ao tamanho 2p, nio temos mais liberdade para a escolha da
translagao do conjunto P. Prosseguimos com a varredura dos pontos de P, verificando se
no intervalo de tamanho 2p em torno de cada ponto de P temos pelo menos um ponto de
S.

O proximo algeritmo que propomos nio se baseia em um intervalo que se translada
pelos pontos de P, procurando pontos de S dentro deste intervalo. Ele se baseia no inter-
valo de liberdade que temos para transladar o conjunto P. Este intervalo inicia-se com
tamanho 2p e depois de transladd-lo para um ponto p;, procuramos pontos de § que es-
tejam dentro deste intervalo ou e uma distdncia mdzima p do mesmo, evitando assim o
problema de encontrarmos um casamento quando ele nio existe, levantado acima. Base-
ado no conjunto de pontos de 5 que estejam dentro deste intervalo, podemos atualiza-lo,
possivelmente diminuindo seu tamanho.

Ao final teremos um intervalo de comprimento maior ou igual a zero. A translacdo de
cada ponto de P, serd dada pela soma de 7 = s,,, — py com qualquer ponto, por exemplo
o ponto médio, do intervalo [ = [g, &4]:

et €
Bpi)=pi+7+°= 5 :

4.5 Outro Algoritmo Recursivo para Casamento
com Perturbagao em uma Dimensao

Para este algoritmo, temos um intervalo de busca I menor que o do algoritmo ante-
rior, Porém estamos procurando ndo sé pontos dentro deste intervalo, mas também pon-
tos que estejam a uma distancia maxima p do mesmo. Dado o conjunto de pontos candi-
datos a se casarem com um dado ponto p;, temos que atualizar o intervalo I. Para cada
ponto sp, de § nesta situagdo, podemos construir um intervalo, centrado em Sm, € de ta-
manho 2p. Como estamos interessados em casar o ponto p; com um destes pontos de § ,

a atualizagdo do intervalo [ = [e,, g4] serd dada por:

I = Iﬂ {U[Sm.- — 2 Sm, + P]}

onde a uniao ¢ tomada para todo sy, € [p; + 7 + €, — 2.0+ T+ €4+ pl.
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Estamos, entdo fazendo uma intersegio do intervalo I, de tamanho miximo 2p com a
uniao de vérios intervalos de tamanho 2. Com isto, iremos possivelmente diminuir o ta-
manho do intervalo 1.

A atualizacdo do intervalo I pode ser feita de uma maneira muito mais simples do
que calculando o intervalo dado pela unido de vérios intervalos e, finalmente, fazendo a
intersecdo com o intervalo original. Podemos encontrar pontos em trés posigoes validas:
pontos dentro do intervalo, pontos & esquerda do intervalo e pontos A direita do intervalo.

Temos os seguintes casos:
1. Se encontramos um ponto de S dentro do intervalo I, este permanece inalterado.

2. Se ndo temos nenhum ponto de S em [, temos as seguintes situacdes:
(a) Se temos pelo menos um ponto 3 esquerda e um ponto & direita do intervalo J

e a uma distdncia maxima de p dele, este também nio é alterado.

(b) Se temos apenas ponto de S A esquerda do intervalo a uma distancia méaxima
p, seja s; o ponto mais proximo de p; + 7. Entdo 7 é atualizado da seguinte

fornma:
I=1I0[s;—p,s;+p]

(c) Se temos apenas pontos de S & direita do intervalo a uma distancia maxima p
dele, a atualizacio € analoga.

(d) Se ndo temos nenhum ponto de S a ser casado com p;, podemos afirmar que
ndo existe nenhum casamento com perturbagdo de P em S que associe p; a

Sml -
Reescrevamos inicialmente o procedimento Casa:

procedimento Cuasa (p;, j, T, £,, £4)

1. [Verifica se existe ponto dentro do intervalo |
Defina FxistePontolnterior = s;_1 € {pi + 7+ e, pi + T ou s; € [pi+ T pi+ 7 + £4l;

2. se nao ExistePontolnterior
2.1 [Verifica se existe ponto & esquerda do intervalo ]
Defina ExisteEsquerda = 8,1 € [pi + 7 + €. ~ p, p; + 7];

2.2 [Verifica se existe ponto A direita do intervalo ]
Define ExisteDireita = s; € [p; + 7, pi + 7 + 24 + pJ;

2.3 se ExisteEsquerda enfio
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[Se existe apenas ponto & esquerda |
se nao ExisteDireita entdo
[Atualiza o valor de g, |
Atualize ¢4 = min{eq, d(s;—1 + p,pi + 7))}
2.4 senao
[Se ndo existe ponto algum |
se nao ExisteDireita entdo
retorne falha;
senao

[Atualiza o valor de ¢, ]
Atualize £, = maz{c., —d(p; + 7,3, — p)};

3. retorne successo.

Com relagdo aos demais procedimentos, eles permanecem iguais, exceto pela incia-
lizagdo dos valores de ¢, e ¢4 quando & = 1: ao invés de eles terem os valores —2p € 2p,
terao os valores —p e p respectivamente.

4.6 Andlise de Complexidade do Algoritmo

As mudangas que foram introduzidas ndo alteram a complexidade do algoritmo. Por-
tanto, o algoritmo continua tendo complexidade O(nlogn + (n — k + 1)k).



Capitulo 5

Casamento Exato em Duas
Dimensoes

5.1 Algumas Defini¢oes
Podemos estender o problema enunciado no capitulo 2 para duas dimensdes:

Casamento Exato em Duas Dimensoes

Instancia: Um conjunto P de k pontos em R? (padrdo) e um conjunto S de » pontos em

R*® (amostra), com k < n.

Questao: Encontrar um casamento exato de P em S, ou mostrar que nio existe um.

Quando estamos trabalhando em uma dimensio, temos uma ordenacio total dos pon-
tos. Trabalhando em dimensées maiores, temos que, de alguma forma, generalizar este
conceito. Em [4], os autores apresentam o conceito de ordenagdo circular:

Definigao 2 Dado wm conjunio de n pontos S = {s1,s3,...,5,} no plano, a ordem cir-
cular dos pontos de S\ {s:} ao redor de s; € definida da seguinte maneira: ordene os pon-
tos lexicograficamente por seus dngulos polares ao redor de s; no sentido anti-hordrio e

por suas distdncias a ;.

A partir desta definigdo, podemos construir um algoritmo para casamento exato de
padrdes de pontos em duas dimensdes. A grande vantagem do algoritmo de uma dimensio
é que pode ser facilmente adaptado para dimensdes maiores. O algoritmo para duas di-
mensoes € fortemente baseado no algoritmo para uma dimenséo, pois as listas circulares
obtidas da ordenacdo circular fazem com que possamos aplicar o algoritmo para uma di-
mensao a cada uma destas listas.

28



53.2. Algoritmo para Casamento FExato de Pontos em Duas Dimensédes 29

S é dito ordenado quando se tém as n listas circulares.

Utilizaremos as seguintes notacdes, definidas em [3]: a ordenagao circular dos pontos
S\ {s;} ao redor de s; serd denotada por S; = {s;1 = 8;,8;5,2,...,8in}

Também iremos utilizar a seguinte relagdo de ordem dos pontos de S: diremos que
8 <? 51 se, e somente se, s; precede s; na lista ordenada S, considerada comegando com
os elementos 8;1 = §; € 8,2 = Sh.

Sejam s;,, 8¢,, Si; € Puy» Pr,, Pi; pontos. Denotamos por <t(py,, pr,, p1;) 0 dngulo em py,
de pi, a p;, no sentido anti-hordrio. Além disso, se d(s;,,s:,) = d(py,, p1,), podemos escre-

VEer:

L. (phvpi'z:lpfa) ~ (31'113%'213%'3) se 4(?{1,})12‘, pfa) = 4(8;‘1,352,33‘3) €
d(Ph?Pls) = d(‘sfnsis);

2. (ph:pb:pt’a) ~ (Sils'siza'sia) 5¢ d(pfnpl'mpfs) < 4(3%’113*21353) ou
se q(pt'npfzapfs) = q(‘s".l ’ 3:‘973:'3) € d(phapfa) < d(sfnsia);

3. (P, Py 1) > (84, 84y, 845 ) CaSO contrario.
Podemos enunciar a seguinte proposigao:

Proposicao 7 Dados um conjunto P de k pontos em R? (padrdo) e um conjunto S de n
pontos em R? (amostra), com k < n, podemos encontrar todos os casamentos ezxatos de
P em 5, ou mostrar que ndo existe um.

A demonstragdo da proposicdo acima € similar a apresentada no capitulo 2, o que faz

com que possamos omiti-la aqui.

5.2 Algoritmo para Casamento Exato de Pontos em

Duas Dimensoes

Utilizando as defini¢des acima, podemos enunciar um algoritmo que funciona da seguinte
maneira: ordenamos P em torno do ponto p; e ordena-se S circularmente; ancorando o
ponto 7, de P em cada um dos pontos s; de S, percorremos a lista circular de pontos
ao redor de p; e de s;. Como foi dito acima, o algoritmo para duas dimenstes serd base-
ado no algoritmo para uma dimensao. No caso de uma dimensédo, temos uma lista (orde-
nada) dos pontos de P e outra dos pontos de S e fazemos uma varredura para verificar
se existe um casamento exato entre estas duas listas. No caso de duas dimensdes, temos
n listas circulares para S e precisamos verificar se alguma delas apresenta um casamento
exato com a lista circular de P em torno de p,. Para isto, o algoritmo de duas dimensdes
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contém um lago para percorrer as listas circulares S; de S. A partir disto, basta apenas
verificar se uma lista S; casa com a lista de P, de forma analoga ao que foi feito em uma
dimensdo, porém considerando S; como uma lista circular.

Se o conjunto P possuir apenas um ponto, a solugio do problema consiste em agso-
ciar este ponto a qualquer ponto de S. Portanto, consideremos que o conjunto P possua

pelo menos 2 pontos.
O algoritmo toma por base o algoritmo de casamento exato em uma dimensao e foi

desenvolvido a partir do fato de que sabemos é possivel resolver este problema quando
|P{ =2 e, por hipdtese de inducdo, para subconjuntos de P com & — 1 pontos.

AlgoritmoCasamentoFrato,

1. Ordene circularmente o conjunto § e ordene os pontos de P lexicograficamente POr COOI-
denadas polares (angulo, distancia) ao redor do ponto p;;

2. {Chama o procedimento que devolve o conjunto de indices ]
Seja I' = Encontraindice (P, §);

3. [Verifica se a resposta é um conjunto vazio ]

se I' # {}, entdo

4.1 [Podemos tomar qualquer conjunto |
Seja M e T;

4.2 [Retorna o conjunto My, |
retorne My;

4. sendo retorne {}.

Enunciemos agora o procedimento Encontralndice:

procedimento Encontralndice (P=A{p1,-.,0e}, S = {s1,82,...,5a})

1. [Caso base: retorna todos os indices de § como um casamento exato possivel |
se k = 2, entao retorne CasoBase (P, S);

2. senao

2.1 [Obtém todos os casamentos exatos para k — 1 pontos |
Seja I' = Encontrafndice ({p1,.. ., D1}, {1r. -, 50 });
2.2 [Inicializa o valor de my, que representa o valor do fndice na lista Sm, do ponto que
estd sendo associado a py |
Seja my = k;
2.8 [Inicializa o valor do conjunto que serd retornado |
Seja I = {};
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2.4 [Itera em cima de todos os valores retornados pela recursao |
para cada {mi,...,mp_1} €T, faga
2.4.1 [Define o valor inicial de my ]
Seja my = max{mg, mi_1 + 1}mod n;
2.4.2 [Atuvaliza convenientemente my |
enquanto (Sm, 1,8m, mg» Smy,me) < (P1,P2, Pk) € M < n faca
my = (mp + 1)mod n;
2.4.3 [Se os pontos pi e 5j,m, casam ]
se Casa (p1, P2, ks Smy1s Smy.mas Smy,m, ) €NLAO
[Adiciona-os & cole¢do de lista de indices ]
faga I" = T"U {{m1,...,ms}};

2.5 retorne I,

Finalmente, apresentamos os procedimentos Casa e CasoBase:

procedimento Casa (p, p2, pi, 81, 82, 55)

retorne (p1.p2, pi} ~ (81,92, 8;)-

procedimento CasoBase (P = {py,...,px}, 5 = {81,...,5})

1. [Inicializa a colecdo |
Seja T = {}

2. parai =1 até n faga

2.1 para j =2 até n faga
[Se os pontos py e pp casam com os pontos s;y € si, j respectivamente |
se Casa (pla P2y P2y 84,15 54,5+ Si,j) entao
[Adiciona-os & colecdo |
FacaI' =T'U {{3,j}};

5.3 Analise de Complexidade do Algoritmo

Essencialmente, a tnica diferenga que temos em termos de complexidade com relagio ao
caso de uma dimensao € que o caso base, que, em uma dimensao era computado em tempo
linear, em duas dimensoes leva tempo O(n?); além disso, na chamada recursiva, 2o invés
de retirar o ultimo ponto de S, passamos todo ele. No mais, os procedimentos Encon-
tralndice e Casa foram adaptados para trabalharem com pontos em duas dimensdes.

O primeiro passo toma tempo Q(n? + klog k). Para os demais passos, no pior caso, o
ponto p; pode ser ancorado em todos os pontos de S. Em cada caso, o valor de m; pode
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avangar para todos os n — ¢ tltimos indices de pontos de § no miximo uma vez e nio
volta atrds. Com isto, o procedimento Encontralndice consome tempo O(nk). Portanto,
o tempo total é dado por O(n® + klogk + nkn) = O(kn?).

Teorema 8 Dados um conjunto P de k pontos e em conjunto § de n > k pontos no
plano, o problema de Casamento Exato de Pontos em Duas Dimensdes pode ser resolvido

em tempo O(kn?).

Devemos observar que, com uma simples alteragio no algoritmo, retornando I' ao invés
de um de seus elementos, conseguiriamos produzir todos os casamentos e nio somente um

deles.



Capitulo 6

Casamento com Perturbacao em
Duas Dimensoes

6.1 Definicao de Casamento com Perturbagao em

Duas Dimensoes

A definicao de casamento com perturbacdo em duas dimensoes é similar & definicio dada
para uma dimensdo: queremos que os pontos a serem casados preservem a ordem {circu-
lar) e também mantenham a restrigio da distancia entre os pontos que estdo sendo casa-
dos. Porém em duas dimensdes, a funcio ¢ nio deve se restringir a uma translagio e re-
flexdo: ela é definida como um mapeamento isométrico de P, isto é, uma composicio de

translacao, rotacao e reflexio.

Novamente, a reflexdo pode ser considerada 3 parte: consideremos ¢ como sendo uma
combinacdo de translacdo e rotacdo. Se encontrarmos um casamento com perturbacio,
podemos parar; se ndo, executamos o algoritmo novamente para uma reflexio qualquer

de Pem S.

Definigao 3 Casamento com Perturbagao em Duas Dimensdes Sejam P um con-
junto de k pontos, S um conjunto de n pontos, com k < n em um plano ¢ p > 0. Dize-
mos que existe um casamento com perturbacdo p em duas dimensédes de P em S se exis-

tem fungdes
1. f injetore do conjunto P no conjunto S; e
2. ¢ combinacdo de transla¢do e rotagdo do conjunto P,

tais que estas duas funcdes satisfagam a sequinte relagdo:

d(f(p) d(p)) <p,Vpe P

33
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Temos, entdo o seguinte problemas:

Casamento com Perturbagio em Duas Dimensoes

Instancia: Um conjunto S de n pontos e um conjunto P de k pontos em R?, com k < n.

Questao: Encontrar um casamento com perturbaciao de P em 5 ou mostrar que nao existe

um.

6.2 Anélise do Problema

Facamos uma analise do algoritmo de uma dimensao para tentar estendé-lo para duas di-
mensoes. A adaptagao do algoritmo para casamento com perturba¢ao em duas dimensoes
a partir do algoritmo para casamento com perturba¢do em uma dimensdo nao € tdo sim-
ples como no caso da adaptagao do algoritmo para casamento exato em duas dimensdes
a partir do algoritmo exato em uma dimensao.

Neste caso, calculamos as ordenagoes circulares ao redor de cada ponto de S e orde-
namos circularmente o conjunto P ao redor do ponto p;. O algoritmo do caso exato as-
socia o ponto py a um ponto s; de S e utiliza o algoritmo do caso de uma dimensao, per-
correndo duas listas: a lista de ordenacdo circular dos pontos de P ao redor de p; e a lista
dos pontos de S ao redor de s;.

No caso de uma dimensao com perturbagao, encontramos um intervalo ao redor de
cada ponto de P e procuramos nele um ponto de S. Trabalhando no plano, coloquemos
uma regido ao redor de cada ponto de P e procuramos pontos de S nela ou que estejam
a uma distincia maxima p dela.

Fazendo uma analogia ao caso unidimensional, queremos dar igual liberdade de movi-
mento em todas as direcoes. Entdo, tomaremos, para esta regiao, circulos de mesmo raio.

6.3 Regiao de Perturbagao e de Casamento

Chamemos a regido gue sera colocada ao redor de cada ponto p; de P de regido de per-
turbacdo R;. Esta é a regido que determina a liberdade que temos para definir a fungio

Chamemos de regido de casamento a regido onde serdo procurados os pontos a serem
casados com um ponto de P. Chamemos de £; esta regido. Note que R; C L; e mais,
como queremos que a distancia entre os pontos casados seja, no maximo, p, £; sera a

regidao dos pontos que distam no maximo p de R;.
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Figura 6.1: Valor maximo permitido para p

6.4 Determinacao de um Raio , Conveniente

Estamos entdo procurando regides circulares e uniformes para cada um dos pontos. O
nosso objetivo é termos a maior liberdade possivel para determinar o casamento; para
isso, estamos procurando utilizar o maior valor de p possivel. Por outro lado, estamos
querendo adaptar o algoritmo exato para o caso com perturbagdo. Para isso, ndo pode-
mos tomar ¢ valor de g arbitrariamente grande: ele deve ser tal que a ordem circular dos
pontos seja mantida. Sejam C(p, p) o circulo centrado em p de raio p e, para um par de
pontos ¢ e s, chamemos de (¢, s) a reta que passa por eles € C(p, p1, p2) a coroa circular
centrada em p de raio menor p; € raio menor ps.

Teorema 9 O valor mdzimo permitido para o raio dos circulos de perturbacdo dos pon-
tos de P de modo que a ordem circular destes pontos seja mantida é:

,Vp,q,3 € P

» = min A2 réq,S))

onde 0s pontos p, g e s devem ser distintos entre si (ver figura 6.1).

Demonstragao:

Primeiramente, mostremos que este valor é vilido. Sejam p’ € C(p,p), ¢ €
C(q,p) e s’ € C(s,p). Para se alterar a ordem circular entre os pontos p, g e r, é
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Figura 6.2: [ustragdo do Teorema 9

necessirio que a reta r(g’,s’) intersecte o interior do circulo C(p, p). Mas, como es-
tamos tomando p < d(p, (g, s))/2, temos que qualquer ponto no interior do circulo
C{p, p) distara de p no maximo, metade da distancia d(p, r(q, s)). Isto segue do fato
de que, no pior caso, ¢/, ¢’ e 7' podem ser colineares, como ¢ mostrado na figura 6.2.

Portanto, as ordens circulares ndo serdo alteradas.

Provemos agora que este valor é maximo. Sejam P, § e 3 pontos de P tais que
p = d(P,7(§,5))/2 e seja a projegao p. de P perpendicularmente sobre 7(g,3). As-
suma, sem perda de generalidade que 7 estd do lado esquerdo da reta (g, 3).

Temos que d(P,p1) = 4(p, 7(§,5)) = 2p.

Se tomarmos os raios dos cfrculos como sendo p’ = p + &, com § > 0, teremos
pontos ¢ € C(g,p'), 8 € C(5,p') e p’ € C(P,p'), tais que p’ estd a direita da reta
r(q’, ') (ver figura 6.4), alterando a ordem original de p, 7 e 3. ¢

Temos entio wma forma simples de encontrar o raio p do circulo. Uma outra maneira
de calcular p é tomar metade da menor das alturas de todos os tridngulos formados por
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Figura 6.3: Situacdo em que a ordem circular nio é mantida
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vértices que sao pontos de P. A principio, para calcular o valor de p, teriamos que olhar
todas as triplas de pontos de P, o que gastaria tempo O(k%). No entanto, podemos de-

monstrar o seguinte:
Lema 10 O valor de p pode ser calculado em tempo O(k?).

Demonstracao:

Seja P = {pi = pi,1» Pi,.2s Pi,3 - .y Pik}  lista circular dos pontos de P ao redor
do p; € P.

Lema 11 A tripla de pontos que define p serd dado por um ponto p; e dois pontos
consecutivos na lista circular P;.

Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que a tripla que define p seja dado pelos pon-
tos pi, pj € Pk, de forma que p; e p; nao sejam consecutivos na lista F;,
pi e pi Ndo sejam consecutivos na lista Py e p; e p; néo consecutivos na
lista P.. Em particular, suponha que entre os pontos p; e pi, exista um
ponto pe na lista ;. Seja A(g1,42,¢3) a menor das alturas do tridngulo
definido pelos pontos g1, g2 € gz. O valor de A(p;, p;, pe) serd, evidente-
mente, menor que A{p;, pj, pi). Portanto, os pontos p;, p; € px nao po-
dem definir a menor das alturas dos tridngulos formados por vértices que

siao pontos de P. ¢

Usando o lema acima, para calcularmos o valor de p, basta percorrer todas as

k listas circulares P;, comparando as distancias entre os p;; as retas r(p;, pij+1) e

T(pi: Pij—1 ) <>

Além disso, podemos enunciar o seguinte resultado complementar:
Lema 12 O problema do cdlculo do valor de p possui cota inferior de Q(k?).

Demonstracao:
Em [3]. é apresentado o seguinte problema:

Instancia; Um conjunto P de k pontos.

Questdo: Determinar se os pontos de P contém degeneracdo afim, i1sto €, P contém
3 pontos colineares.

e apresenta-se uma demonstragdo de que a cota inferior para este problema ¢ de

Q(k?).
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Fagamos uma reducdo do problema acima ao problema de cilculo de p. A en-
trada dos dois problemas é 2 mesma. Se a sajda do problema de cdlculo de p for
0, podemos afirmar que os pontos contém degeneracio afim. Caso contrdrio, pode-
mos afirmar que eles nao contém, Portanto, em tempo O(k), podemos reduzir um
problema ao outro e afirmar que a cota inferior do problema acima pode ser trans-
ferida para o problema de cédlculo de p. &

6.5 Analise do Problema de Casamento com
Perturbacao em Duas Dimensoes

A dificuldade da adaptacao do algoritmo de casamento com perturbagao do caso de
uma dimensao para o caso de duas dimensdes se deve a perda de uma propriedade: no
caso de uma dimensdo, uma vez que associamos um ponto de S ao ponto p;, temos a ga-
rantia de que no maximo dois pontos de .S estarao associados a um ponto de P: o ponto
mais proximo e a esquerda de p; + 7 € o ponto mais proximo e a direita de p; + 7. No
caso de duas dimensoes, ndo temos esta garantia. Temos que considerar todos os pontos
que estao dentro do circulo de perturbacao ao redor de p;. Exceto por esta diferenga, po-
demos novamente usar o algoritmo de uma dimensio para construir o algoritmo de duas
dimensoes.

No caso de uma dimensao, iniciavamos os valores de €. e ¢ com —p e p, respectiva-
mente. No caso de duas dimensées, iniciaremos a regido de perturbacdo com um circulo
de raio p. O algoritmo de duas dimensoes esté baseado na colocagdo de uma regizo de
perturbagao R; em torno de cada ponto p; de P. Em cada uma desta regides estamos
procurando pontos de 5.

Uma outra dificuldade que temos para o casamento com perturbacio em duas di-
mensdes é que no caso exato o ponto s; associado a p; determinar a translacao, e o ponto
de S associado a p; determina a rotagao. No caso com perturbacdo, nao podemos deter-
minar a translacdo. nem tampouco a rotaciao com os dois primeiros pontos. Podemos de-
finir uma regiao de translacdo e um intervalo de rota¢io permitidos, porém nao podemos
determinar este valores.

A liberdade de translagido é resclvida tomando-se inicialmente a regiao de liberdade
como sendo um circulo de raio 2p. Quanto a hiberdade de rotagao que temos para reali-
zar o casamento, podemos soluciona-la, fazendo-se a interse¢do do circulo como um coroa
circular centrada em s,,, de raio menor d{(S,,,,$m-1) — p € raio mMaior d(8,m,, S,m, ) + p.

Para todo ponto de S que se casa com pp, devemos verificar se este casamento com
perturbacdo pode ser estendido aos demais pontos de P. No processo de extensio destes
casamentos, as regides de perturbagao devem ser atualizadas (semelhantemente & atuali-
zagdo de ¢, e €4 no caso de uma dimensdo}.
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A cada passo desta extensao, a regido de perturbagao pode sofrer encolkimento, dado
pela sua intersegdo com a unido dos circulos C(s; , p), onde os pontos s; sao os candida-
tos a casamento neste passo.

Prosseguindo desta maneira, iremos procurar pontos de S nas regides £;. Se chegar-
mos até 1 = k e existir um ponto de S dentro de £;, podemos afirmar que existe um ca-
samento com perturbacio de P em S, embora ndo possamos ainda determinar qual é este
casamento. Para determinar o casamento, temos que fazer uma outra varredura, deter-
minando que pontos de S estdao dentro da regido L, quando transladada a cada um dos
pontos de P. Podemos garantir que em cada uma destas regides havera um ponto de 5.

Portanto, determinaremos o casamento com perturbagao.

6.6 Representacao da Regiao de Perturbacgao

A regido de perturbagao ¢ inicialmente um circulo e, a cada passo, estamos atualizando
esta regido, considerando os pontos que caem dentro de dela, ou a uma distancia maxima
p dela. Esta atualizacio é dada pela interseccao da regiao atual com a unido de alguns
circulos de mesmo raio. Portanto, a regiao R; sera dada por:

k[ m;
R; = O(pi + TaPJ N C(Smwd(smeisml] = £ d(smﬂsﬂh) + P) n { C(Sf,j= P)}
i=3 s=1
Um aspecto que temos que ressaltar é o fato de que um ponto de S aparecera, no
méximo, uma vez nesta expressao. Isto por que como estamos pedindo a manutencgio da
ordem circular, cada ponte de S estard no méximo em uma regido de liberdade, quando
esta é colocada centrada em um ponto de P.
Se cada ponto de S estiver dentro da regiao de liberdade £ quando esta é colocada
em algum ponto de P, todos eles aparecerdao na expressao acima exatamente uma vez.
Ja que todos os circulos que definem a regiao de perturbacdo R; tém o mesmo raio,
basta-nos guardar o centro de cada circulo e o valor do raio menor da coroa circular. Re-
presentaremos a regiao R; através de uma colecéo de listas de pontos (ver figura 6.6). A
verificacio de que um ponto estd dentro de £; pode ser feita em tempo proporcional ao
tamanho da colecdo. No pior caso, gastaremos tempo proporcional a O(n), pois a fron-
teira de £, é formada por Q(n) arcos de circulos.
Utilizaremos indistintamente R para denotar a regiao de perturbagio ou sua repre-

sentagao de vetores.

6.7 Construcao de Solucao por Inducao

Solucionemos, mais uma vez, o problema de casamento em duas dimensdes com per-
turbacio, utilizando a técnica de indu¢éo. Se o conjunto P possui apenas um ponto, po-
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PONIc de 5 kendc

D Gssockade ap,

TOiOs Menones Gas Coroas clolicres

dafinidas pelos pontos de 5 condda-
Bawomramoompz
ALttt
vetor lornado
Nyu _y oo
ponto de § na egioc
Leunpeontode P
n
U__u U U

candidatas & s casorem com um panto de P

Figura 6.4: Representagao da regido R como uma lista de pontos

demos associa-lo a todos os pontos de S. Consideremos, portanto, que o conjunto P pos-
sul pelo menos 2 pontos.

Definamos ¥ como a composigao de translagao que leva p; em s,,, com a rotacio que
leva p; em 8m, m,. Dividamos o problema em duas partes. Na primeira, iremos determi-
nar uma colegio de pares de valores ({my,m,,...,mi}, R), onde os indices m;, 1 > 2 re-
presentam o indice do dltimo ponto de S; que pode ser associado a p;. Na segunda parte,
iremos fazer uma varredura para determinar que fndice em cada um destes conjuntos de-
termina um ponto que, associado a p;, define um casamento.

Temos que dividir o problema em duas partes para considerar a liberdade que temos
quando associamos um ponto de 5" a p;. Diremos que uma regido estd ancorada em um
ponto p; quando o transladamos, de forma que sua origem coincida com p;. Temos a se-

guinte questao:

Determinacao de um Conjunto de Indices que Definem um Casamento com

Perturbacao em Duas Dimensoes

Instancia: Um conjunto P de k pontos em H2 (padriao) e um conjunto S de n pontos em
R (amostra), com k < n.

Questao: Determinar uma colecdo de pares de conjuntos {({mi,m,,...,m;}, R), tais que
existe pelo menos um ponto de S em cada uma das regides £;, formada pelos pontos
que estdo a uma distdncia mixima p da regido R quando ancorada em U{p ).

Vamos escrever a seguinte proposicao:

Proposigio 13 E possivel determinar a colegio de pares de conjuntos descrita acima

para 0s conjuntos P ¢ S.
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Demonstracao:

Por inducéo em £:

Caso Base: Por estarmos trabalhando em duas dimensées, temos o seguinte
caso base: Se k = 2, devemos fornecer os pares de valores ({¢,7},{R}), para cada
um dos valores 1 <i<n, 1 <7< n1#j,sea seguinte inequacio for verdadeira:

[d(p1, p2) — d(si,8;)1 € 2p

Neste caso, a regido R serd formada pela uniio de todos os vetores s, — py, tal
que o ponto s; esteja dentro do circulo de raio 2p, centrado no ponto p.

Hipétese: Podemos determinar todas as duplas (M, R) que definem todos os
casamentos possiveis de P’ em S, onde P’ tem k — 1 pontos e § tem n pontos.

Passo: Se k > 2, pela hipdtese de indugéo, é possivel resolver o problema para
conjuntos P’ de k — 1 pontos e § de n pontos.

Se o conjunto obtido pela aplicagdo da hipStese de inducao for vazio, podemos
afirmar que ndo existe casamento com perturbacio de P em §. Se, com a aplicacio
da hipétese de indugdo aos k — 1 primeiros pontos de P e § obtivermos um con-
junto de duplas (A = {my,ma,...,mg_1},R), devemos procurar estender pelo me-
nos uma destas duplas para o dltimo ponto de P.

Para isto, basta verificar se existe algum ponto de 5 na regido R, ancorada em
U(pi) e atnalizar os conjuntos Af e R de forma a refletir os pontos que estio nesta
regido, caso haja algum. O algoritmo apresentado abaixe detalha a forma como es-

tes conjuntos serdo atualizados. ¢

6.8 Algoritmo para Casamento com Perturbacao

em Duas Dimensoes

O algoritmo para casamento com perturbacdo é baseado no algoritmo para casamento
exato. Utilizamos as notagoes abaixo, além daquelas apresentados para o casamento

exato:

1. (p1,p2,0i) SR, (SmyeSmy s Smym,) 5€ 0 PONtO Sy, . estiver dentro da regido de
liberdade L, _;, definida a partir da regiao R._,, quando esta é ancorada em ¥(p;) ;

2. (p1ap2-1i) Ry (Smy . Smymas Smygm;) S€ O PONLO Sm, ., €Stiver no cone definido pelo
dngulo < (W(p;).pt.p7). onde pf e p? sio os pontos de intersecao do circulo, cen-
trado em ¥(p;) de raio 2p e as (duas) retas que passam por ¥(p;) e tangenciam este

circulo. (ver figura 6.5).

_—
3. (8i,8;,8¢) — (p1, p2, pi) denota o vetor s, — W{py).
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Figura 6.5: Uma situagao em que (p1, p2,p1) =2, (8rmysSmy,mz» Smym; )

Usando as notagdes acima, podemos enunciar o algoritmo para casamento com per-
turbagao em duas dimensdes. O algoritmo é basicamente o mesmo do caso exato. A tnica
alteragio é que o procedimento Encontralndice retorna agora um conjunto de duplas de
valores (Mx, Ry ), onde My representa o conjunto de indices e Ry a regizo de perturbagio.

Algoritmo CasamentoComPerturbacéo,

1.

2.

Ordene circularmente os conjunto S e P;

[Determina o valor de p |
Seja p = Determinap (P);

|[Chama o procedimento que devolve o conjunto de indices ]
Seja ' = Encontralndice (P, S, p);

. [Verifica se a resposta é um conjunto vazio |

gse I' # {}. entao

4.1 {Podemos tomar qualquer conjunto ]
Seja (My,Rp)eT;

4.2 [Retorna o conjunto alterado M |
retorne Busca (M, Ry);

5. senao retorne ({}). [Um casamento com perturbacio nio foi encontrado.]

procedimento Encontralndice (P, S, p)
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1. [Caso base: verifica se cada dupla de pontos de 5 apresenta um casamento com p; e p; ]

se k = 2 entdo retorne CasoBase (P, §, p)

2. senao

2.1 [Obtém todos os casamentos para k — 1 pontos ]
Seja I' = Encontralndice ({p1,...,Pk—1, {81, s 8n-1}, );

2.2 [{Inicializa. o valor do conjunto que serd retornado ]
Seja I = {};

2.3 [Itera em todos os valores retornados pela recursao |
para cada ({my,mz,...,mk-1},Rs—1) € I faga

2.3.1 [Inicializa o valor de m |
Faga my = mp-1;

2.3.2 [O procedimento Casa verifica se 0s pontos px € s, casam ]
enquanto nio Casa (p1, P2, Pks Smys Smy,mas Smymy) €
((p12 P2 Pk) =< (8my+ Sma mgs Smymy)) TBGA

[Incrementa o valor de my |
Faca my = {mg + 1)mod n;
2.3.3 [Verifica se 0 ponto pi se casa Com Sm, ]
se Casa (p1, Pz, Pk Smyy Smy,may Smym,) €0ta0

[Inicializa o valor de R ]

Seja R = {(Smy, Smy,mzs Smymy) — (P1:D2, Pk )}

[Incrementa o valor de my]

Faca my = (my + 1)mod n;

[Enquanto o ponto s, se casa com pi |

enquanto (p1, P2. Pk) %, (Smy > Sm, . 5m, ) Taga

. |Acrescenta o vetor correspondente a regiao R |
Faga R =R U {(SmJ 1 8my,mg, Sml.m;.-) —{m, P2, Pk)]‘;

- [Incrementa o valor de my |
Faga my. = (my + 1)mod n;

[my passa a ser o indice do dltimo ponto de § que se casa com py |

Faga my = (m; — 1)mod n;

[Atualiza o conjunto I' ]

Faca I'' = TV U ({my,...,mx}, Rs1 U{R});

3. retorne I".

Finalmente, apresentamos os procedimentos Casa, Busce, Determinap e CasoBase:

procedimento Cusa (p1, py, Pis 81, 825 55, R}
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retorne (p;,p2, p:) = (81,52.5;)-

procedimento Busca ({my,ma....,my}, R={Rq,..., Rs})

1. [O ponto py é associado a Sy, |
[Procuramos um ponto a ser associado a p; ]

Seja £; = mg;
2. [Itera em £2 até encontrar um ponto que se case com pp, em relacio i regido R |

enquanto (ndo Ceasa (p1, P2, P2. Smy, Sme» St,,1)) faga

[Decrementa o valor de £3 ]
Faca {3 = ({2 — 1)mod n;

3. [Procuramos pontos de § que se casam com os demais pontos de P |
para ¢ =3 até k faca
[Itera procurando ponto de S que se case com p; |
enquanto (nao Casa {p1. P2, Pis Smys Smy.mys Smq,mi-o)) faca
[Decrementa o valor de m; |

m; = (m; — 1mod n:

4. [Retorna o conjunto de indices ]
retorne {my, ..., Mk}

procedimento Delerminap (P)
1. {Inicializa p com um valor suficientemente grande |
Seja p = d{p1.pa2):
2. [Para cada par de pontos (p;, pi;), faca |
para i = | até k facga
2.1 para j = 2 até k — 1 faga
2.1.1 [Verifica se a altura do tridngulo formado pelos pontos p;, p; ; € p;i j41 € menor

que p |
Faca p = min{p, d(p; ;. r(p:, Pij41)), A(Pi 541, 7(Pi, i 5)) )

2.2 [Realiza a mesma verificacdo para o primeiro e Gltimo pontos da lista F; |
Faga p = min{g, d(p; 2. 7( g pig) ) Apiges 7(Pis pi 2)) }s

3. retorne p/2.

procedimento CasoBase (P, S, p)
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1. [Inicializa a cole¢io de valores que definem um casamento |
Seja T = {};

9. [Itera em cada par de pontos (si, $;;) de 5]
para i = | até n faca

2.1 para j = 2 até n, faca
2.1.1 [Se s; e s;; casam com Py € Pz ]
se Casa (P1, P2, P2s 8iy Sij» Sijjs 1}) €ntéo
[Inicializa R com o vetor correspondente ]
Seja R = {(si, 50,5, 5i5) = (P, P2: P2)}3
[Inicializa o valor de £]
Seja { = (j — 1)mod n;
[Verifica se s, pode se casar também com p; ]
enquanto (p1, P2, P2) %, (8i; 8i,5, Si,e) €ntao
[Se s se casa com p; ]
se Casa (p1, Pz, P2 5is Sijjs Sifls {}) entao
[Adiciona-o & regidgo R |
Faga R = RU {d(si,:) — £}
[Decrementa o valor de £ ]
Faca { = ({ — 1)mod n;
[Faz o mesmo procedimento para os pontos seguintes a $; ; ]
Faca £ = (j+ 1)mod n
enquanto (p1, P2, P2) =, (8,8, si¢) entao
se (asa (P, P2, P2: Si» Sijs Sify 1)) entdo
Faca R = R U {(d(si,$:;) — o}
Faca £ = ({ + 1)mod =;
[Acrescenta R T ]
Faga I' = T U ({i,j},{R}:

3. retorne [

A corretude do algoritmo CasamentoComPerturbagdos segue imediatamente da segao

6.7.

Devemos observar que, para a obtencao de todos os casamentos, bastaria retornar to-
dos os elementos de T ao invés de apenas um, depois que cada um deles for devidamente

atualizado pelo procedimento Busca.



6.9. Andlise de Complexidade do Algoritmo 47

6.9 Anslise de Complexidade do Algoritmo

O algoritmo CasamentoCom Perturbagio, que enunciamos acima é basicamente uma mo-
dificagio do algeritmo CasamentoEzato,. A tnica alteragao existente em termos de com-
plexidade é no tempo de verificagio da relagdo ~g, que toma tempo proporcional ao
nimero de elementos da regido R. Antes, este teste era feito em tempo constante.

Os testes destas relagdes sao feitos no maximo O(kn?) vezes, e, uma vez que fixamos
o casamento de p; com um ponto Sm, € 5, Sm;, © candidato a casamento com p;, pode
assumir todos os demais valores, porém nunca volta atras (passo 2.4.1). Dal, a complexi-
dade é dada por O(kn?), devido s n possiveis associagbes de p; em S.

Com isso, estabelecemos:

Teorema 14 Dado um conjunto P de k pontos e um conjunto S de n > k pontos no
plano, o problema de Casamento com Perturbacio em duas dimensées pode ser resolvido

em tempo O(kn®).



Capitulo 7

Casamento de Pontos em
Dimensoes Maiores

7.1 Definicdo do Casamento com Perturbagao em

Dimensoes Maiores

Neste capitulo, descrevemos um algoritmo para casamento com perturbagdo em dimensées
maiores, através de uma generalizagdo natural do algoritmo para casamento com per-
turbacdo em duas dimensdes. Ndo apresentaremos o algoritmo para casamento exato
pois, primeiramente, tal algoritmo é apresentado em {3], e o algoritmo para casamento
com perturbagao em d dimensdes vai advir da generalizacdo do algoritmo para casamento
com perturbagio em duas dimensdes, e nao do algoritmo para o caso exato em d di-

mensoes.
O problema de casamento com perturbagao em d dimensoes pode ser generalizado

imediatamente da definicao 3 da secao 6.1, conforme se vé abaixo:

Definicio 4 Casamento com Perturbagao em d Dimensoes Sejam P um conjunto
de k ponios. S um conjunto de n > k pontos em RY € p > 0. Dizemos que eriste um ca-
“samento com perturbagio p em d dimensées de P em S se existem fungoes

1. f injetora do conjunto P no conjunto 5: €
2. ¢ combinacio de translagdo ¢ rotagdo do conjunto P,

tais que estas duas fungées satisfacam @ sequinte relagdo:

d(f(p),#(p)) < p,VpEP

48
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Casamento com Perturbagiao em d Dimensoes

Instancia: Um conjunto P de k pontos em R? (padrio) e um conjunto S de n pontos em
R? (amostra), com k > n.

Questio: Determinar uma colecio de pares de conjuntos ({my,mo,...,m}, R), tal que
existe pelo menos um ponto de S em cada uma das regioes formada pelos pontos que
estdio a uma distincia maxima p da regido R quando transladamos o conjunto P de
forma que 0s pontos p; € s,,, estejam coincidentes e rotacionamos este conjunto de
forma que o simplexo p;, pa, ..., Pk Seja congruente ao SIMPlEXo Sy, 8mys .. s Sy -

A seguir, usaremos algumas notagdes ja introduzidas na capitulo 6, sem explicitar sua
definicio, pois sua generalizagio de duas dimensoes para n dimensoes € imediata.

7.2 Determinacao de um Raio , Conveniente

Enunciamos alguns resultados que nos auxiliardo a descrever o algoritmo para casamento
com perturbagao em d dimensoes. Sejam p,¢; € P,2 = 1,...,d, B(p,p) a bola centrada
em p de raio p e < qi,...,¢s > o hiperplano definido pelos pontos ¢i,. .., 44, onde o con-
junto destes pontos tem indepéndencia afime p# ¢;,1=1,...,d.

Teorema 15 O valor mdzimo permitido para o raio das bolas de perturbagao dos pontos
de P de modo que a ordem circular destes pontos seja mantida é:

mind(p, < q,....q >)
9

Demonstragao:

Mostremos que este valor é vilido. Sejam p’ € B(p,p) e ¢; € B{q:,p). Para se
alterar a ordem circular entre os pontos p ¢ ¢;,¢ = 1,...,d, é necessario que o hi-
perplano < ¢i.....qq > intersecte o interior da bola B(p, p). Porém. como estamos
tomando p = d{p, < ¢1,...,44 >)/2, temos que gualguer ponto no interior da bola
B(p, p) distard de p no maximo d(p, < ¢1,..-,q4 >)/2. Isto segue do fato de que,
no pior caso, p’ pode estar contido no hiperplano < qf,...,q; >. Entio, as ordens
circulares nao serdo alteradas.

Provemos que este valor € maximo. Sejam p,¢@ € P,p # 4,7 = 1,...,d, tals
gue p = d(p,< G1,...,G4 >}/2 e seja p1 a projegdo de P perpendicularmente so-
bre < @1,...,37 >. Temos que d(p,p,) = d(P,< @,..., 04 >) = 2p. Assuma, sem
perda de generalidade que p esteja do lado esquerdo do hiperplano < @1,...,@ >.
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Se tormarmos os rajos das bolas como sendo p’ > p, teremos pontos p' € B(p, p),
g, € B(T,p) tais que p’ esteja & direita do hiperplano < g,...,q; >, alterando a
ordem original de pe ,i=1,...,d.

A principio, para calcular p, teriamos que olhar para todas as (d + 1)-tuplas de pon-
tos de P, o que gastaria tempo O(k®!). No entanto, nao € dificil ver que podem ser ge-
neralizados os lemas 10 e 11 da se¢io 6.4 de modo que temos uma maneira de calcular p
em tempo O(k%).

Seja P, = {p,"],pg,g,...,p;‘d_l,...,p,“k} a lista circular ao redor do hiperplano <

Pils- -y Pid-1 >. Omitiremos a prova do seguinte lema:

Lema 16 A (d+ 1)-tupla de pontos que define p ¢ dada por um ponto p; e d pontos con-

secutivos na lista circular P
Similarmente, é conseqiiéncia imediata de [5] o seguinte lema:
Lema 17 O problema do cdlculo de p em d dimensies possut cola inferior Q(k%).

Quanto a regido de perturbagdo, podemos representé-la da mesma maneira como fi-
zemos para duas dimensdes: uma colegdo de listas de vetores. A unica diferenca é que os
vetores tém d coordenadas, o que implica que a verificagio de que um ponto esta dentro

da regiao de casamento pode ser feita em tempo O(nd).

» 32 Analise do Problema de d DimensSoes

De maneira similar ao que foi feito de duas dimensdes, iniciaremos a regiao de perturbagao
com uma bola de raio p e, a cada passo iremos colocar esta regiao em torno de um ponto
de P, procurando pontos de S.

A translacdo do conjunto P é determinada pela associagao do ponto p; a um ponto
de 5. A associacao dos pontos pa....,ps com pontos de 5 determinam a rotacao do con-
junto P. Devemos verificar se o conjunto de associagoes feitas acima pode ser estendido
aos demais pontos de F. ‘

A cada passo, podemos encolher a regiao de perturbacio, mediante sua intersecao com
as bolas B(s;,, p), onde os pontos s;; sao os pontos de S interiores & regiao de perturbagao,
colocada no ponto p; € P.

Prosseguindo desta maneira, verificamos se encontramos pontos de S nas regides de
casamento. Se chegarmos até o ultimo ponto de P, podemos afirmar que existe um ca-
samento de P em S, embora nao possamos precisar que pontos definem este casamento.
Para isso, fazemos uma segunda varredura, determinando quais pontos candidatos real-

mente definem um casamento.
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7.4 Construcgao de Solugao por Inducgao

Iremos, mais uma vez, dividir o problema em duas partes: na primeira, determinaremos
uma colecio de pares de valores ({my,mz,...,mi}, R) onde m; para i > d representa o
ltimo ponto de S; candidato a se casar com p;. Na segunda parte, iremos fazer uma var-
redura para determinar que indice em cada um destes conjuntos determina um ponto a
ser associado a p;. Seja ¥ a composigao da translagao que leva p; a s;,, com a rotagao
que leva os pontos pa, ..., ps serem associados com 05 pontos Sy, ,mas- - - » Smy,my-

Temos o seguinte problema:

Determinacio de um Conjunto de Indices que Definem um Casamento com

Perturbacio em Duas Dimensoes

Instancia: Um conjunto P de k pontos em R? (padrio) e um conjunto S de n pontos em

R¢ (amostra), com k < n.

Questéo: Determinar uma colecdo de pares de conjuntos ({mq,maq,...,mc}, R), tais que
existe pelo menos um ponto de § em cada uma das regides £;, formada pelos pontos

que estdo a uma distdncia médxima p da regido R quando ancorada em U(py).

Vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposigao 18 E possivel determinar a cole¢do de pares de conjuntos descrita acima

para um conjunto P de k pontos e S de n pontos em R<.

Demonstragao:

Por indugao em £:

Caso Base: Como estamos trabalhando em d dimensdes, temos o seguinte
caso base: se k = d, devemos fornecer os pares de valores ({m1,mg,...,mg},{R}),
se O PONLO Sp,, dista, no maximo, 2p de p;, para todo 1 <4< d apds a translacao e
rotagao do conjunto P. Neste caso. a regido R serd formada pela intersecdo de di-
versas regides R, onde R; é formado pela uniao de todos os vetores m, tal que
o ponto s¢ esteja dentro do circulo de raio 2p, centrado no ponto p;.

Hipétese: Podemos determinar todas as duplas (M, R) que definem todos os
casamentos possiveis de P’ em S, onde P’ tem k — 1 pontos € § possui n pontos.

Passo: Se k > d, por inducao, sabemos resolver o problema para conjuntos P’
de & — 1 pontos e 5 de n pontos.

Se o conjunto obtido pela aplicacdo da hipdtese de indugdo for vazio, podemos
afirmar que nao existe casamento com perturbagio de P em §. Se com a aplicagio
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da hipdtese de indugio aos k ~ 1 primeiros pontos de P e n pontos de S obtiver-
mos um conjunto de duplas (M = {my,ma, ..., {Mmk-11,-..yMr-1,4~1}}, R), deve-
mos procurar estendé-lo para o dltimo ponto de P.

Para isto, para cada uma destas duplas, devemos verificar se existe algum ponto
de § na regifio R, colocada no ponto ¥(p;). Basta agora atualizar os conjuntos M
e R de forma a refletir os pontos que estdo nesta regiao. §

7.5 Algoritmo para Casamento com Perturbacao

em Dimensao d

O algoritmo para casamento com perturbagdo em dimensao d é semelhante ao algoritmo
para casamento com perturbacdo em duas dimensoes. As unicas diferencas na sua des-
cricdo sao a adaptagao das notagGes utilizadas para d-dimensdes e o caso base.

No caso de duas dimensodes, verificamos, no caso base, se cada dupla de pontos de §
apresenta um casamento com p; € po; temos, entdo, n(n—1) pares de pontos a serem con-
siderados. No caso de d dimensoes, temos que considerar todos os arranjos de d elemen-
tos dos pontos de S; temos n!/{n — d)! € O(n?) possibilidades.

Os procedimentos Encontmfndz‘ce, Cuasa, Busca e Determinap devem ser alterados a
fim de utilizarem os operadores <, ~x e =2, com d + 1 argumentos a sua esquerda e di-
reita.

A patural semelhanca do caso de duas dimensdes para d dimensées decorre do fato de
que do mesmo modo que em duas dimensdes consideramos a lista circular de P contra
cada um das n listas circulares de S, no caso de d dimensoes, faz-se 0 mesmo contra as
(df]) € O(n“") listas circulares de S.

Temos, entdo O(n?"!) possiveis candidatos obtidos pelo caso base. Para cada um de-
les, verifica-se, no maximo. kn vezes se um ponto estd dentro da regido de perturbacio.
Como gasta-se tempo J{nd) para se saber se um dado ponto esta nesta regido, podemos

estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 19 Dado um conjunio P de k pontos ¢ um conjunto S de n > k pontos em RE,
o problema de Casamento com Perturbag¢de em d dimensées pode ser resolvido em tempo

O(dkn?+).



Capitulo 8

Conclusao

8.1 Contribuicoes deste Trabalho

Embora o problema de casamento de pontos jé tenha sido estudado anteriormente, as
abordagens encontradas na literatura incluem basicamente duas formas: considerando-se
apenas o caso exato, com conjuntos de diferentes cardinalidades; considerando-se o caso
aproximado, com conjuntos de mesma cardinalidade.

Em [3], os autores apresentam algoritmos eficientes para resolver o problema exato em
uma, duas ou mais dimensoes.

No presente trabalho enfocamos a obtengao de solucdes para os problemas aqui estu-
dados através de construcio baseada em provas por indugao. A partir da demonstragao
de que ¢ possive] resolver cada problema, extraimos algoritmos para os casos exatos e com
perturbagao, cuja corretude advém diretamente da prova apresentada.

Em {2]. os autores estudam o caso de mapeamento isométrico entre dois conjuntos de
pontos de mesma cardinalidade, tal que a distancia entre os pontos que estao sendo as-
sociados seja menor que um valor ¢ dado e apresentam um algoritmo O{n®} que resolve
este problema.

Nesta tese, apresentamos um algoritmo O(kn®) para conjuntos de pontos em duas di-
mensoes (de cardinalidades k e n), e um algoritmo O(kn?*!) para pontos em dimensao d.
ambos para casamentos gue associem pontos a uma distancia menor que p, valor este de-
terminado pelo algoritmo.

Evidentemente, este resultado pode ser estendido para considerar associa¢des de pon-
tos a uma distancia menor ou igual a p. A eficiéncia do algoritmo é garantida pela ma-
putengao da ordem circular (que determina o valor de pj.

No capitulo 2, descrevemos um algoritmo para casamento exato de pontos em uma
dimensio de mesma complexidade do algoritmo apresentado em [3]. Este algoritmo pos-
sui complexidade O(nlogn +(n —k+1)k}. No capitulo 3, consideramos o caso com per-
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turbago e descrevemos um algoritmo eficiente, que possui a mesma complexidade do al-
goritmo do caso exato.

No capitulo 5, estudamos o problema de casamento exato em duas dimensdes e des-
crevemos um algoritmo O(nk?) para este problema, baseado no algoritmo apresentado em
[3].

No capitulo 6, passamos ao caso com perturbagio. Deparamo-nos com o problema do
cdlculo do valor do raio méximo de perturbagao (p) que preserve a ordem circular dos
pontos casados e verificamos que ele pode ser obtido, resolvendo-se um problema de mi-
nimizacéo (nio linear). Porém, apresentamos um lema que soluciona eficientemente este
problema de forma exata baseado em uma propriedade geométrica. Além disso, definimos
uma representagio para as regides de perturbacdo que nos permite determinar eficiente-
mente se um ponto esté na regiao de casamento {que envolve a regido de perturbagao).
Com isso, apresentamos um algoritmo de complexidade O(kn®) que resolve este problema
em duas dimensoes.

No capitulo 7, estendemos os algoritmos do caso de dimensdo 2 para dimensdes mai-
ores, de modo que em tempo O(kn**!) podemos resolver o problema de casamento com

perturbagao eficientemente em dimenssbes arbitrarias.

8.2 Tratamento de Escala

O tratamento de escala no caso de casamento exato é muito simples. Se estamos em duas
dimensdes, dado que os pontos py € sm, sdo associados, basta assumir que o ponto p, pode
se casar com qualquer ponto s; # $.,, € esta associa¢io nos produzird o fator de escala.

Porém, no caso com perturbagao, o tratamento nao é tao trivial. Embora possamos
utilizar o casamento do segundo par de pontos para determinar o fator de escala, nédo po-
demos simplesmente fazer uma escala do conjunto P de forma que, apés sua translacao e
rotagao, 0s pontos p; e s; fiquem coincidentes, por que seria necessario considerar também
escalas provenientes do casamento de p; com qualquer ponto s; que esteja estar dentro
da regiao de casamento colocada sobre p;.

Desta forma. terlamos um intervale de escalas permitidas, e os valores de €. e g4, 1o
caso de uma dimenséo e da regido de perturbagao R serao dependentes da escala tornada.
O tratamento de escala requer entio um tratamento bem mais complexo que o do caso

exato.

8.3 Determinacao de Melhor Casamento

Os algoritmos para casamento com perturbagéo apresentados aqui encontram wum casa-
mento de P em S. Com uma simples alteracio, € possivel determinar todos os casamen-
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tos. Porém, poderiamos estar interessados em determinar o melhor casamento. Para isto,
precisamos definir um critério que indique quando um casamento é melhor que outro. Por
exemplo, um dos critérios que se pode adotar é o seguinte: dizemos que um casamento
W; é melhor que outro casamento W; se a maior das distancias entre os pontos que estao
sendo associados em W; for menor que a major das distancias em W;.

Para determinar o melhor casamento segundo o critério acima, podemos fazer a se-
guinte alteragao: o procedimento Busca poderia devolver a maior distancia entre os pares
associados, além de atualizar convenientemente o conjunto. Chamamos, entao, este pro-
cedimento para todos os elementos de T e retornamos aquele que apresenta o menor va-

lor retornado pelo procedimento acima.
4 -
I uima questio também relevante de se estudar a de determinar um melhor casamento

utilizando outros critérios de qualidade de solugdo.




Bibliografia

[1]

2]

[5]

[6]

7]

H. Alt, K. Mehlhorn, H. Wagener, and E. Welzl. Congruence, similarity and symme-
tries of geometric objects. In Proc. 3rd Annu. ACM Sympos. Comput. Geom., pages

308-315, 1937.

E. M. Arkin, K. Kedem, J. S. B. Mitchell, J. Sprinzak, and M. Werman. Matching
points into noise regions: combinatorial bounds and algorithms. In Proc. 2nd ACM-
SIAM Sympos. Discrete Algorithms, pages 42-51, 1991.

P J]. de Rezende and D. T. Lee. Point set pattern matching in d-dimensions. Algo-
rithmica, 13:387-404, 1995.

H. Edelsbrunner, J. O’Rourke, and R. Seidel. Constructing arrangements of lines
and hyperplanes with applications. In Proc. 24th Annu. IEEE Sympos. Found. Com-

pul. Sci., pages 93-91, 1983.

3. Erickson and R. Seidel. Better lower bounds on detecting affine and spherical de-
generacies. In Proc. 34th Annu. IEEE Sympos. Found. Comput. Sci. (FOCS 93), pa-
ges 528-536, 1993.

J. E. Goodman and R. Pollack. Multidimensional sorting. SIAM J. Comput., pages
484-507, 1983.

P. ]. Heffernan. Generalized approximate algorithms for point set congruence. In
Proc. 3rd Workshop Algorithms Data Struct., volume 709 of Lecture Notes in Com-

puter Science, pages 373-384, 1993.

(8] S. Iwanowski. Linear time algorithms for testing approximate congruence in the

plane. Pre-print, 1988.

[9] S. Ray. A heuristic noise reduction algorithm applied to handwritten numeric cha-

racters. Pattcrn Recognition Letters, pages 9-12, 1988.

[10) G. T. Toussaint. Pattern recognition and geometrical complexity. In Proc. 5th IEEE

Internat. Conf. Pattern Recogn., pages 1324-1347, 1980.

56



