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“Mais vale a pena ter a alma dolonda
de tanto buscar do que té-la em paz
por haver renunciado a busca.”

“E melhor tentar e falhar

que preocupar-se e ver a vida passar.

E melhor tentar ainda em véo,

que sentar-se fazendo nada aié o final.
Eu prefiro na chuva caminhar,

que em dias tristes em casa me esconder.
Prefiro ser feliz, embora louco,

gue em conformidade viver.”

Martin Luther King



Resumo

Esta dissertagao da énfase a abordagem poliedral para a resolucdo exata do Pro-
blema da Cligue Maxima com Peso nas Arestas. Dado um grafo completo ndo-dingide
K, = {V,, E,}, onde {V,] = n, com um peso ¢; associado a cada aresta (i,7) € E,, e um
inteiro b, onde b < n; procuramos uma clique € em K, cuja soma dos pesos das arestas
em C seja mdximae [C] < b

Sao apresentadas e discutidas diferentes formulacbes de programacgio linear inteira
para o problema. Investigamos ainda a estrutura facial do poliedro associado ao pro-
blema realizando uma revisde bibliografica das desigualdades conhecidas e introduzindo
novas familias de facetas, '

Por iltimo, descrevemos os experimentos computacionais realizados com um algo-
ritmo branch-and-cut e corn uma metaheuristica, ambos propostos neste trabalho. As
majiores instincias resolvidas de forma exata para este problema na literatura referem-se
a grafos completos com no maximo 30 vértices. Neste trabalho, resolvemos exatamente
instincias para grafos com até 48 vértices e mostramos a for¢a computacional para as
novas desigualdades que introduzimos. .
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Abstract

Given a complete non-directed graph K, = {V,, E,.) on n nodes with weights on the
edges and an integer b < n, we look for a clique C in K, whose sum of the weights of
the edges in € is maximum and such that |C] < b. We discuss on different integer pro-
gramming formulations and investigate the facial structure of the polyhedron associated
to the problem. New families of facet defining nequalities are introduced.

Finally we describe our computational experiments with a branch-and-cut algorithm
and a metaheuristic that we have proposed. The largest instances that are solved exactly
in the literature refer to complete graphs with at most 30 nodes. In this work we solve
to optimnality instances for graphs with up to 48 nodes and we show the computational
strength of the new inequalities we have introduced.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas tem sido crescente o emprego de programagao linear na resolugao
de problemas provenientes do mundo real. Isto se deve ao fato de que tais problemas
praticos apresentam caracteristicas de problemas de ofimizacdo. Um problema de oti-
mizacio caracteriza-se por minimizar ou maximizar uma funcdo definida em um dominio.
Este dominio representa o conjunto de solugdes vidveis para o problema podendo ser infi-
nito on finito. Quando o dominio é finito o problema € denominado problema de olimizagdo
combinatoria,

De uma maneira genérica um problema de otimizacdo combinatdria pode ser definido
como abaixo (Jinger ef ol. [33]).

Froblema de otimizacio combinatéria. Dado um conjunte finito 7 de solugdes
vidveis, & uma fungdo objetive f : 7 — IR, deseja-se encontrar um elemento [* € 7,
tal que, fF{IMy =o{fll}: ] & I} onde o= max ov ¢ = min.

Urmna classe mals restritiva de problemas de otimizacado combinatonia pode ser visia
quando exigimos que a fungdo f: T — IR seja hnear. Tipicamente, para um problema
de otimizacic combinatdria cads instancia [ € um subconjunte de um conjunis finia §
e a fungao .ime.af ;‘" & Dbt'iQa atribuindo-se pesma a0s e}emefztm de S Ou se;a o valor

at.-ribuzd.os a esses eiemenma,

Para uma melhor compreensao do que foi dito acima, damos em seguida a definicio de
um problema de otimizacdo combinatéria com essa restricdo na funcio objetive {Jinger
et al. {33}

Problema de otimizagéo combinatéria linear. Seja § um conjunto finito, 7 um
conjunto finito de solucdes vidveis, tal que, T € 2° e ¢ : § — IR uma funcio. Para



b

cada conjunte F C S podemos definir of F'} = T cp ¢.. Deseja-se encontrar um conjunto
¢ 7, tal que, o{I") = ode(l): T € T}.

Apesar da restricdo imposta, veremos que diversos problemas interessantes podem ser
modelados como problemas de otimizagdo combinatdria linear. Por exemplo, o problema
do caixeiro viajante, o problema da drvore geradora minima, o problema da mochila e
varios outros. Em particular, podemos incluir a esta lista o problema que foi o objeto de
estudo desta dissertacao. o

Assim, um problema de otimizagdo combinatdria linear fica bem caracterizado pela
iripla {8,7,c}. Até o final desta dissertagao, usaremos ¢ termo problema de otimizagao
combinatdria ao invés de problema de otimizacdo combinatdria linear visto que o nosso
problema, bem como a maioria dos assuntos que iremos apresentar idam com esta res-
tricao imposta & fungéo objetivo,

Vimos que o processc de avaliacio da fungio objetivo se torna bem mais facil quando
realizamos & sua linearizacdo, porém surge uma pergunta: como obter o conjunto de
soluctes vidveis 77 Embora seja finito, a obtencao de uma descricao razoavel do conjunte
7 para os problemas de otimizagio combinatdria é impraticavel posto que seria necessario
a enumeracao de todas as solugdes viaveis do problema.

Essa dificuldade muitas vezes se reflete no projeto de algoritmos com tempo polinomial
para problemas de otimizacdo combinatéria. Tal aspecto despertou o interesse de virios
pesquisadores em estudar esses tipos de problemas sob um outro angulo, e assim tornar
possivel o desenvolvimento de algoritmos.

O crescente desenveolvimento de algoritmos para problemas de otimizacio combinatdria
favoreceu o surgimento da ares de Combinaténa Poliédrica. A Combinatdria Poliédrica
lida com a aplicacdo de vérios aspectos da Teoria Poliedral e sistemas lineares coni o intuite
de encontrar um sistemna de desigualdades lineares para descrigdo de poliedros associados
problemas combinatérios. Em seguida faremos uma breve descrigho do desenvolvimento
dessa area, divididos em periodos, baseados no trabalhoe de Pullevblank 431

{3 primeiro perfodo iniciou-se realmente em 1950 com 2 descoberta do algontmo sim-
plex para a programagho linear. Nesse periodo, constaiou-se gue varios problemas de
otimizacio combinatdriz, principalmente problemas de fluxos eny redes, poderiam ser for-
mulados como programas lineares inteiros e serem resolvidos stravés do algoritmo simplex,

O segundo periodo teve Inicio na metade da década de 60 com os trabalhos de Jack
Edmonds na resolucac do problema de emparelhamento em grafos, Ele obteve uma des-
cricdo linear completa, do conjunto de restrigbes associado ao problema. Essa descoberta
possibiliton o desenvolvimente de algoritmos com tempo polinomial para o problema de
emparelhamente em grafos, e incentivoun o estudo de outros problemas.

0 terceiro periodo iniciou-se em 1979 com o desenvolvimento do método elipsdide



1.1. Principais Objstivos 3

para programacao linear. O sucesso do métoedo elipsdide dependia da possibilidade de se
verificar se ou nio um dado ponto pertencia ao conjunto solugdo do sistema linear. Caso o
ponto ndo viesse a pertencer ac conjunto solugae, o método deveria ser capaz de produzir
umna desigualdade violada. Através dos trabathos de Grotschel, Lovisz e Schrijver [24, 25]
foi demonstrado gue problemas de otimizacdo sdo equivalentes a problemas de separagao,
ou seja se € possivel encontrar a selugio dtima de forma eficiente entio também & possivel
resolver eficientemente o problema de separacio. Isto provocou um nove impulso no
estudo de algoritmos de planos-de-corte cuja base é o estudo da Combinatéria Poliédrica.

Todos esses resultados permitiram a resolugao de Insténcias de médio e grande porte
para varios problemas combinatdrios dificeis. Estimulados pelo sucesso obtido na re-
solucao destes problemas, decidimos investigar a possibilidade de tratar o problema abor-
dado nesta dissertacio usando as técnicas de programacao linear inteira ¢ Combinatoria

Poliédrica.

1.1 Principais Objetivos

Cormno visto anteriormente. em Combinatdria Poliédrica certos problemas de otimizagao
combinatdria podem ser reduzidos a problemas de programacao linear sobre um poliedro
inteiro. No entanto, devide a complexidade inerente desses problemas combinatdrios,
em sua maloria problemas NP-dificeis, muitos deles ainda néo foram resolvidos de forma
satisfatoria.

Do ponto de vista da Combinatéria Poliédrica, procura-se atender a este objetivo
encontrando-se desigualdades validas que consigam melborar a descricao linear dada pelo
conjunto de desigualdades associado ao problema, e fazendo-se uso de alguma téenica
algoritmica adequada, possibilitar & geragao de novas solugbes vidveis.

Um dos objetivos principais comn esse trabalhio € resolver de forma exata, ou pelo
menos obter bons limitantes superiores, para o Problema da Clique Mixima com Peso
nas Arestas,

Seguinde a nomenclatura utiiizada por Garey e Johnson [21], o problema de decisac

* 4

definido abaixo caracteriza o Froblema da Clique Méxima com Peso nas Arestas:

Instancia: Seja K, = (1, E.} umn grafo complete ndo-dirigido, onde (V! = n, com um

peso ¢; associade a cada aresta {1,7) € E.. b um inteiro, onde 1 < b < n, e W um outro

nteiro.
Questdo: Existe uma clique C = (U, F) em Ky, tal que, [/} <be X, cpw. 2 W7

E bem conhecido na literatura que o tradicional Problema da Clique Maxima é NP-
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Completo (veja Garey e Johnson [21]}). Portanto, é possivel demonstrar, através de uma
reducao polinomial, que o Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas também é
NP-Completo.

A motivacio inicial para a resolucdo exata do Problema da Cligue Méaxima com Peso
nas Arestas, doravante denominado PCMPA, deve-se aos trabalthos realizados por Faigle e
Dijkhuizen [14]. Estes autores realizaram um estudo poliédrico do PCMPA. Neste estudo
eles propuseram uma formulagdo inteira tomando-se as arestas do grafo como varidveis
de decisdo e definiram novas classes de desigualdades validas. Além disso, empregaram
algoritmos de planos-de-corte para a resolucao do problema.

Sugerindo que este tipo de algoritmo nae era adequado para resolver o problema em
questdo, os sutores apontaram como possivel causa para isso, o fato de que a estrutura
facial do poliedro associade ao problema ainda era pouco conhecida,

Baseado nesses aspectos foi possivel entédo levantar dois pontos de pesquisa: um estudo
poliédrico mails aprofundado do Problema da Clique Méxima com Peso nas Arestas que
permitisse uma melhor caracterizacio da estrutura facial do poliedro através de novas
desigualdades lineares e o uso de uma outra técnica algoritmica que verificasse a qualidade
dessas designaldades.

Tendo em vista esses dois pontos, nds propomos um novo estudo do politopo associado
an Problems da Cligue Maxima com Peso nas Arestas no espago definido por vértices e
arestas, e o uso de algoritmos branch-end-cut como a técnica algoritmica a ser empregada
para 2 resolucdo do problema.

Como serd possive] constatar nos capitulos seguintes, o estudo poliédrico do Problema
da Cligue Maxima com Peso nas Arestas no espaco definido por vértices e arestas, e ¢
uso de algoritmos branch-and-cut possibilifou a resolucao de forma mais satisfatdria do
problema em questdo, mesmo para instdncias de tamanho moderado.

1.2 Organizagao da Dissertagéo

bsia dissertecac esta organizada em oito capitulos. Os {6picos a serem coberios em
cada win deles séo como descritos em seguida.

Neste primeiro capitulo, foram apresentados o problema que trataremos, os principais
objetivos deste trabalho, o que nos motivou para o seu desenvolvimento e a forma de
ahordagem empregada na resolucio do problema. No segundo capitule, apresentaremos
alguns conceitos preliminares provinientes da Teoria dos Grafos e Teoria Poliedral, bem
como formas de modelar problemas de otimizacdo combinatoria. Tals conceltos seréo
dteis para um melhor entendimento do trabalho.

No terceiro capitulo, apresentaremos trabalhos relacionados com o PCMPA. No quarto
capitulo, apresentaremos algumas técnicas algoritmicas utilizadas em programacgio linear
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inteira para a resolucao de problemas de otimizagdo combinatéria. Em particular, nos
detalheremos apenas hquelas que estao relacionadas com o nosso trabalho.

No quinte capttulo, serdo apresentados resultados sobre a estrutura poliedral do Pro-
blema da Clique Mdxima com Peso nas Arestas em ambos 0s modelos - espago definido por
arestas e o definido por vértices e arestas - bem como novas familias de facetas encontradas
neste trabalho,

No sexto capitulo, apresentaremos a descricdo e os resultados computacionais obtidos
com o emprego da metaheuristica GRASP na obtencao de limitantes inferiores. No sétimo
capitulo, descreveremos o algoritmo branch-and-cut e os resultados computaciopais obti-
dos com o emprego desta técnica na resolugdo do Problema da Cliqgue Maxima com Peso
nas Arestas.

No oitavo, e iltimo capitulo, serdo apresentadas as conclusdes desse trabalho e algumas
consideragbes finais que poderio levar a diregdes futuras do trabalho.

Finalizaremos este capitulo expondo algumas aplicacées praticas do Problema da Cli-

que Maxima com Pego nas Arestas.

1.3 Problema da Clique Maxima com Peso nas Ares-
tas: aplicacoes praticas

O Problema da Clique Méaxima com Peso nas Arestas possui vérias aplicacdes tipicas,
em especial, problemas que envolvam a selecdo e localizagho de facilidades e no projeto

de redes de telecomunicagoes.

1.3.1 Selecio e Localizacio de Facilidades

Véarios problemas da teoria de localizacdo lidam com a escolha de facilidades em uma
regizo. Nestes tipos de problemas deseja-se minimizar ou maximizar a distancia entre as
favilidades. ou entre as facilidades e os outros pontos localizados na regifo.

Quando se deseja munimizar o valor da funcdo objetive estames trabalhando com um
problema de localizacdo de facilidades desejdveis. Exemplos de facilidades neste caso
seriam: armazéns, hospitals, postos policiais, quartéis de hombelros, postos de saude. Os
trabalhos de Spéth [47, 48] retratam esses tipos de aplicagdes.

Entretanto, existem sitvagbes onde deseja-se marimizar a distdncia enire os pontos
em uma regifio que representam as facilidades, Tais problemas de Incalizagio sio denomi-
nados problemas de dispersio porque eles modelam situacoes nas quals a proximidade das
facilidades é indesejavel (veja Ravi ef al. [44]). Os exemplos de facilidades aqui seriam:
franchises de uma empresa, usinas nucleares, refinarias de petréleo e aterros sanitérios.
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1.3.2 Projeto de Redes de Telecomunicagoes

Uma outra aplicacio pratica do Problema da Cligne Maxima com Peso nas Arestas
surge no projeto de redes de telecomunicagdes (veja Park ef ol {42]). Uma rede de
telecomunicaces pode ser vista em dois niveis. O primeiro € composte por um conjunto
de nds, denominados nés hubs, que servem como pontos de concentracdo da demanda de
trafegos para comunicagio entre regides. O segundo nive] é composto por um ou dois nds
hubs e um conjunto de nés ordindrios. Portanto, podemos estabelecer que o trifego de
telecomunicagio entre duas regides pode ser transportado via nés hubs de cada subregiio.

(O problema no projeto de uma rede de telecomunicagdes consiste em encontrar um
clustering de pontos que minimize o trafego entre os clusters. Cada cluster {subregiio)
deve ainda satisfazer restricoes de conectividade, ou seja, se um ponto do cluster falhar
deve-se automaticamente selecionar wm né ordindrio que passara a ser hub. Além disso,
os pontos pertencentes a um mesmo cluster devem ser compativeis. A fase de formacio
dos clusters € resolvida modelando o problema como um PCMPA,



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo procuramos deixar claro alguns conceitos e notagbes que empregaremos
comumente no decorrer desta dissertacao. (s primeiros conceitos a serem apresentados sao
referentes & Teoria dos Grafos. Em seguida, apresentaremos alguns modelos de otimizacho
utilizados na resolucdo de problemas de otimizagdo. Por dltimo, daremos algumas nogdes

de termos presentes em Teoria Poliedral.

2.1 Definicoes em Teoria dos Grafos

As defini¢des apresentadas aqui foram compiladas de Ferreira ¢ Wakabayashi [20] (veja
também Bondy e Murty [4] e Bollobas [3]). Vale lembrar que os conceitos apresentados

sdo referentes a grafos nao-dirigidos.

Definicao 2.1 Um grafe & = [V.E)} consiste de wm conjunto findo ndo-vazio V de
elementos chamados vértices € um conjunto de pares ndo-ordenados de elementos distintos
de V, chamados arestas, isto €, E C {{u,v}ru,0 €V comu#£ v}l

Definicio 2.2 Se ¢ = {u v} € yma aresta dizemos gue e incide em ¥ ¢ v gue u ¢ v sdo

seus eXLTenos; € gue u £ ¥ $40 adjacentes.

Definigdo 2.3 Sejo v € V um vértice qualguer em (. O grav dp vériice v corresponde

a0 numero de arestgs incidenies em v.

Definicao 2.4 Sejam G = (V.E) e H = (W, F) dois grafos. Se VO W ¢ EC F entdo
(v € dito um subgrafo de H.

Definicdo 2.5 Se A C E entdo o subgrafo de G com conjunto de arestas E ¢ vértices
consistindo dos extremos das arestas E € o subgrefo gerado ou induzido por E. Se W C V,
entdo G = (W, E{W)) € o subgrafo gerado por W,

7
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Definigho 2.6 Seju G = (V, E) um grafo. Se para quaisquer dois vértices v,u € V, com
u # v, temos u ¢ v adjacenies entde G € completo. O grafe completo com n vértices €
denotade por K, = (V,,, E, }.

Definicao 2.7 Uma cligue C = (U, F} em um grafo G corresponde a um subgrafo com-
pleto de G,

Vale ressaltar que ao longo deste texto, uma clique C = (U, F') estarad sendo caracte-

rizada pelo seu conjunto de arestas F.

Definicao 2.8 U'm caminho em um grefo & = {V, E} é uma segiéncia ndo-vazia P =
{€1,89,..., e} de arestos, onde ; = (vi,v41) € B, e vi # vy para i # j. Um ciclo € um
caminho ¢nde vy = vy, com eq, 6 € P, ep = (Vio1,9%) € &1 = {21, 02]).

Definicdo 2.9 Um grafo € conexo se possul um caminho entre gquaisquer dois de seus
vértices; ceso conirdrio € desconexo.

Definigao 2.10 Seja G = (V, E} um grafo. Dizemos que H ¢ um componente de G s¢
H ¢ um subgrafo coneze mazimal em G.

Definigdo 2.11 Uma arvore T = (V, E(T)} € um grafo conezo zem ciclos.
Definicao 2.12 Uma floresta F' = (V. E{F)) € um grafo onde cada componente £ uma

droore.

2.2 Modelos de Otimizacao

Come vimos no capitulo anterior problemas de otimizacho combinatdria procuram
maximizar on minimizar uma funcdo. Devido a essa caracieristica, tais problemas podem
ser associados a dois modelos de otimizagde: programacdo linear e programacio linear
inteira. '

Um problema de programagdo linear pode ser definido como um problema de otimizar
uma funcao linear sobre uma regido viavel descrita por um conjunto de desigualdades e
igualdades lineares, Utilizando a notagdo matricial um problema de programacio linear
pode ser visto como (veja Junger et al. [33]).

Problema de programagéo linear. Dada uma matriz A € R!™™ ¢ 03 vetores ¢ € K™

e ¢ € ™, deseja-se encontrar um vetor z* € ", tal que, c2® = max {ez: Az < ¢}.



2.3. Definicées em Teoria Poliedral G

A funcho cx . R — IR ¢ denominada fun¢do objetizo e as desigualdades no sistema
Ar < g sao denominadas resirigées. Um problema de programacéo linear é também
denomindado programa linear (PL). Até o final deste capitulo nds assumiremos que a
funcao objetivo € para ser maximizada (note que maximizar ¢ € equivalente a minimizar
—cz}.

Problemas de programacgio linear podem ser resolvidos com a utilizacio de versdes do
algoritmo simplex que, emnbora sendo exponencial, se mostra bastante eficiente na pratica.

Alguns problernas podem ser formulados como PLs quando acrescentadas restri¢des
que forcam a integralidade, ou seja 2 € Z" ao invés de z € K", Tal problema é de-
nominado problema de programacde linear infeira. As solugdes vidvels em problemas de
programacao linear inteira correpondem a pontos cujas coordenadas sio inteiras e que
satisfazem as desigualdades lineares.

Se for exigido que apenas algumas varidveis assumam valores inteiros entao o problema
de programacao linear inteira é denominado problema de programacdo linear inteire mista.
No contrério, se todas as varidveis assumem valores inteiros temos um problema de pro-
gramagdo linear inteira pura.

Ne modelo de programacdo linear inteira quando as varidvels inteiras sio utilizadas
para representar relacées logicas os seus valores ficam restritos a 0-1. Assim nds obtemos
um problema de programacao linear inteira mista (pura} 0-1. Por exemplo, para um
problema gue possui um grafo G = (V) E) como estrutura poderfamos dizer que para
rada variavel associada a uma aresta e € E ela valerd 1 se a aresta e pertence a sohucio
e ) caso contréario.

Em geral, problemas de programacic linear inteira sio NP-dificeis. Os algoritmos
usados para resolver estes tipos de problemas sdo baseados na resolucio de relaxacbes
lineares. Uma relaxacio linear pode ser obtida quande substituimos as restrigdes de
integralidade por restrigdes do tipo 0 < 2 € 1 ou z € " em programacao linear inteira
{-1 & programacao lnear inleira pura, respectivamente, '

2.3 Definicoes em Teoria Poliedral

Nessa subsecdo apresentaremos alguns resultados basicos da Teoria Poliedral ne-
cessarios ao bom entendimento do texto. Estes resultados foram compilados de Nemhauser
e Waolsey [36] e Schrijver [43] {veja também Ferreira ¢ Wakabayashi {20]).

Nas definicGes que se seguem denotaremos por A uma matriz real de dimensao m % n
{A € B™") e por ¢ um vetor real de dimensao n (g € K"}

Definicfo 2.18 Um conjunto de pontos zt,2%,.,.,2F € R € linearmente independente
se a solugdo inica para S5, \e' =0 € X\ =0parai = 1,2,....k.

1=l
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Definigdo 2.14 Um conjunte de ponios xt 2% ... 2% € R* ¢ afim independente se g
solugdo unica para Ef‘:l hrt=1{¢ Zf-;l A= EN=0parai=1,2,.. . L

Definicio 2.15 Se¢ja § = {2},...,2%F} um conjunto de pontos em R™. A envoltéria con-
vexa de S, denotada por conv(5), € o conjunto de pontos dado por eonv(S) = {T5, \iz*:
E =L e8 heReAM>0Vi=12... k}

§=1

Definicao 2.16 ['m poliedro P C R™ € um conjunto de pontos que satisfaz wm nimero
finite de desigualdades hineares, isto, € P = {z € IR" : Az < ¢}.

Definigdo 2.17 Dado um poliedro P = {z € IR" : Ar < g}, o fecho inteiro de P,
denotade por P, consiste da envoltdria convezra dos vetores inteiros de P, isto £, P =

conv{{z € F:x € inteiro}).

Definicdo 2.18 Um peliedro F C IR" € dilo ser limitado se existem vetores £ e u € IR™,
tal que, { < x < u para tode x € P. Um poliedro limitado € denominado um politopo.

Definicao 2.19 A desigualdade wz < mo ¢ denominade uma desigualdade vélida para o
poliedro P C IR™ se ela é satisfeita por todos os pontos de P,

Definigdo 2.20 O superte de uma desigualdade w2 < 7y vdhde para o poliedro P C R*
¢ dado pelo conjunto de indices {7 € {1,2,....n} : 7; # ¢},

Definigfio 2.21 Um econjunto F C P = {z € " : Az < g} € uma face de P, s¢ somente
se, pare algum subsistema Az < ¢¥1 de Az < g néds temos F = frepP. Al = =1
Umag face F € dita ser propria se F # 8 ¢ F # P.

Definicho 2.22 Seje P= {2 £ " 1 Az < g} ev € P. Fnido v € um vértive de P, sc
somente 8¢, v ndo pode ser eserito come ume combinacde convera de vetores em P~ {x}.

Definicio 2,23 Um conjunto § C P possui dimensio d, denotado por dimiS) = d, sc o
ndmers marime de ponfos afim independenies em § €d + 1. Em particular, dim (T =

TE.

Befinigo 2.24 Seja F uma face propria de um poliedro P C ™. Entée F € uma
faceta, se somente se, dim/F} = dim(P} — 1.

Facetas sio de interesse especial em Combinatéria Poliédrica, pois cada faceta corres-
ponde a uma desigualdade distinta no sistema linear que define o poliedro P. O teorema
enunciado abaixo justifica esta importancia.
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Teorema 2.1 Dados A € R™ ", D ¢ R7" g ¢ R ¢ s € K. Sejo F o poliedro
descrito por {r € IJR™ 1 Az < q ¢ Dz = s}, onde Az < g ndo contém implicitamente uma
igualdade, ¢ D possut posto completo (isto €, nimero de colunas linearmente independente
em D ¢ dado por min{p,n}). Entdo essa descrigdo do poliedro € ndo-redundante (iste £
a remogde de uma desigualdade ou de uma igualdade resulle em um poliedro diferente de
P, se somente se, toda desigualdade em Az < g define uma faceta em P.

Ern algumas situagoes € possivel obter desigualdades validas mais fortes, ou até mesmo
facetas, a partir de faces de um poliedro P. Um processo comumente utilizado para
isso € o lifting. Antes de conceituarmos o que venha a ser um {iffing, vamos conceituar

desigualdades vilidas fortes,

Definigdo 2.25 Seja z € R, Dizemos que uma desigualdade vz < 4 domina ouira
desigualdade 7z < my, ou seja, v& < o € mals forte do que 7 < xy, se existir um & > 0,

tol que, ¥ 2 an € Yo S QFp.

Procuremos agora entender o significado de lifting. Considere a desigualdade valida
xz < mg com respeito ac poliedro P C R”, e Fi; -1 a face definida por essa desigualdade
em F. Considere ainda a existéncla de uma outra desigualdade 3z < J;, também valida
com respeito a P, que define a face F(g 5. Podemos dizer que a desigualdade 8z < f, €
um lifting da desigualdade 7z < g se as duas condigdes abaixo ocorrem:

Lo Flrmey © Flom)

2 dim (Flrary ) < dim (Fis.p0)) < dim (P}~ 1.

{laramente, se uma desigualdade define uma faceta para um polledre P entdo ela ndo

pode sofrer o processo de lifting.

Definicio 2.268 Sejo § = {1, ..., €} wm conjunie com n elemenios, ¢ I um subcenjunto
de §. O vetor de incidéncia de U € o veior XY € B, tal que, o i-ésima componenic de
XY ¢ dgual a [ see; € U, ¢ 0 caso contrdrio.

2.3.1 Caracterizagao de Facetas

Descreveremos aqui algumas técnicas comumente utilizadas na prova de que designal-
dades validas definem facetas para um dado poliedro.

Considere o poliedro P = {z € R" : Az < ¢,Dz = s}; onde A € B™*", D ¢ R**",
g€ B es & IR?; e rz < 7mp uma desigualdade vélida para P. Seja F a face definida por
rr < mgem F.
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Construcio direta

Nesta primeira técnica, deve-se mostrar inicialmente que existe z € P, tal que, 72 < 1y
(isto é, {r € P : 7z = mp} é uma face propria de P). Neste caso, pode-se dizer que
dim{F) < dim{P) — 1. Em seguida, procura-se por um conjunto de vetores S C P afim
independentes com cardinalidade igual a dim{F), e tal que, cada elemento de § satisfaz
a 7z = 7. Se for possivel encontrar este conjunto 5, a dimensao de F ¢ igual a dim{F}
— 1 e, entdo, 7z < 7y define uma faceta para F.

Verificacgo da maximalidade

A segunda técnica consiste em provar que a face F ndo estd contida em qualquer outra
face (marimalidade) de P.

Seja F = {z € P : wz = my}. Assuma que vz < 4 € uma desigualdade vélida
qualquer para P, tal que, F € {z € P : y2 = w}. Se vz < =4 pode ser expressc
como uma soma de uma combinagdo Hnear das equagdes em Dr = & e da designaldade
7z < 75 multiplicada por um escalar positivo entéo 7z < 7p € uma faceta para P, ou seja
{(v.70) = (Br + oD, Bry + as) para algum 8 € K] e o € .

A caracterizacao de facetas através da verificacio de maximalidade é o método mais
comumente utilizade por diversos autores em suas provas de desigualdades gue induzem
facetas. Nés também escolhiemos esse método para a caraterizacdo das novas familias de
facetas encontradas para politopo do Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas

nesse trabalho,



Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Nesie capitulo apresentaremos alguns problemas de otimizacao combinatdna que po-
dem ser caracterizados como uma generalizagdo ou uma especializacdo do Problema da
Cligue Maxima com Peso nag Arestas.

Dividiremos este estudo segundo duas formas de abordagem que podem ser emprega-
das na resolugdo de problemas de olimizagao combinatoria: heuristica e poliédrica.

3.1 Abordagem Heuristica

Uma heuristica é um algoritmo projetado para encontrar uma boa solucdo, mas para a
qual n&o se pode dar uma garantia da qualidade em relagdo & solugdo étima. As heuristicas
sho empregadas para encontrar solugbes razoaveis para problemas NP-diffceis.

Uma heuristica € unica, ou seia, 86 pode ser aplicada a um problema especifico. Dois
aspectos devem ser considerados no desenvolvimento de heuristicas: a rapidez e a es-
tratégia de obtencho das solucdes. Quando nos referimos a rapidez, exigimos da heuristica
que ela consiga produzir uma solugdo “satisfatona” em tempo polinomial na entrada do
problema, Ja as estratégias costumam ser classificadas como estratégias construtivas e de
melhoria {ou de busca loral). As heurfsiicas que descreveremos neste secdo fazem uso de
busca local

Spath 48] projetou duas heuristicas, Greedy First {G1} ¢ Greedy Al {GA), com o
intuito de resolver wn problema pritico: selecido de facilidades. Para isto ele mode-
lou ¢ problema de selecdo de facilidades come um problema em grafes que consistia en
encontrar uma cligue com uma dada cardinalidade, tal gue, ela apresentasse pesc minimo.

FProblema da clique com peso nas arestas e com uma dada cardinalidade. Seja

K, = {V,,E;) um grafo completo ndo-dirigido com pesos positivos ¢;; para cada aresta
(1,31 € E,, onde V.| = n, e b um inteiro também positive com 1 < & < n. Deseja-se

13
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encontrar um subconjunte C C V,. com IC}| = b, tal que, D{C) = z > ¢;; seja minimo.
ieC jeC

Este problema é um caso especial do Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas,

pois exige-se que a cardinalidade na clique seja ezalamente igual a b Uma vez que os

pesos associados as arestas sao todos eles positivos é possivel realizar o processo descrito

abaixo e resolver o problema de selecdo de facilidades como o PCMPA:

M = maz{cy com (1,J) € En};
,,M (= ;’VI *'2“1;

alterar os pesos atuals por &, = M —¢j;
a fungao objetivo passa a ser expressa agora por Z = mazy. iy

Ll - e

Logo, deduz-se que Z — M blb— 1372 ¢ igual a nun}’ ;.

As duas heuristicas se caracterizam por iniciarem a sua execug¢ao a partir de uma
solucdo inicial, e procurarem através de melhoramentos sucessivos {busca local) atingir
uma solucdo com peso minimo. Os methoramentos sucessivos sdo obtidos através de um
procedimento de perturbagio bastante simples: escolhe-se dois vértices quaisquer p e g,
tal que, p € C e ¢ ¢ (, e realiza-se uma troca entre os dois. Essa troca possibilita a
formacae de uma nova solugio expressa por {C'\ p} Uyg.

A diferenca basica entre as duas heuristicas é que enquanto a Greedy First atualiza
a solugio corrente a medida que se encontra uma solucdo melhor na sua vizinhanca, a
Greedy All realiza o processo de atualizacho somente apds todas as possiveis solugdes
vizinhas terem sido geradas e testadas.

Em seguida apresentamos uma breve discussio das heurfsticas.

3.1.1 Descricao da Heuristica Greedy All

A cada iteragio 1, consideram-se todas as b{n — b} possiveis trocas que podem ser rea-
o. Essas lrocas permitem gerar soiugdes vizinhas

i

lizadas pelo procedimento de perturbagd
da clique atual O Sejfam p € (T eg & ¢
chique C = {({C"\ p} Ugq) que apresenta o menor custo dentre todas as solugdes vizinhas a

vértices, tais que, o par < p,g > corresponde &

€ apds todas as trocas. Se o custo de € for inferior a0 custo de O, entio a chique atual
passa a ser (/171 = {7, atualiza-se o valor de D, e inicia-se a préxima iteracao t + 1. Por
outro lado, se o custo de € for maior do que o da clique atual, a heuristica GA pdra e
retorna a clique atual C* como solugio,



3.2. Abordagem Poliédrica 15

3.1.2 Descricao da Heuristica Greedy First

A cada iteracdo f os vértices do grafo sdo considerados estarem dispostos segundo
uma ordem lexicografica para eventuais trocas {consideraremos como ordem lexicografica,
a ordem dos ndices dos vértices no grafo, ou seja, 11 < vy < ... < v,). A exemplo da
heuristica GA sdo geradas solucbes vizinhas ¢ da clique atual (", POTém Sempre que a
chique ¢ possuir um custo menor do que a clique atual €7, U* é atualizada pela clique
C e D{C*) por D(C). Em seguida, continuamos com os procedimentos de pertubagao
em (' escolhendo o préximo vértice com maior indice em ' ainda ndo considerado para
eventuals trocas. Se ac final da iteragao I, apds realizarmos todas as trocas, obtivermos
alguma clique €' com custo menor do que o da cligue atual C* atualizamos C*F! = C,e
inicia-se a préxima iteragao t + 1. Em caso contririo, a execugdo de G1 é finalizada, e

retornamos a clique atual €' como solugac.

3.2 Abordagem Poliédrica

Nesta secac apresentamos uma pequena nogdo poliédrica de alguns problemas de
otimizacao combinatéria, e tragamos uma relacio deles com o POMPA. Através disto de-
monstraremos que as solugdes viaveis do PCMPA estdo contidas no conjunto de solugdes
vidveis destes problemas, e portanto as desigualdades validas definidas para aqueles
problemas poderdo ser empregadas no estudo da caracterizagio da estrutura facial do
POMPA, '

Iniciamos este estudo com problemas de particionamento de grafos, em seguida apre-
sentamog dois problemas quadraticos: o booleano e o da mochila.

3.2.1 Problemas de Particao em um Grafo

Um problema de particionamento de um grafo & = [V, £}, com peso associado as
arestas, consisie ern agrupar os vértices de V em blocos. tal que, ¢ somatério dos pesos
das arestas que ligam vértices em blocos distintos seja minimo.

Este problema ¢ conhecido ser NP-dificil (veja Garey e Johnson [21]) e, tanto mélodos
heuristicos quanto abordagem poliedrica ja foram empregados para a sua resolucéo. Em
particelar, nos deteremos na abordagem poliédrica.

Chopra e Rao [7. 8, 9] estudaram o problema de particionamento de um grafo e defi-

niram esse problema como abaixo

Problema de particionamente de um grafo. Dado um grafo conexo G = (V, ) com
pesos ¢, para toda aresta ¢ € E, pretende-se particionar o conjunto dos vértices V em
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r subconjuntos nao-vazios, tal que, 0 somatorio dos pesos das arestas com extremos em

blocos distintos (arestas de corte) seja minimo.

De acordo com a definigao anterior, pode-se deduzir que minimizar o somatéric dos
pesos das arestas de corte € equivalente a maximizar o somatorio dos pesos das arestas em
um mesmo bloco. Em seguida, enumeramos alguns casos do problema de particionamento
em grafos relatados por aqueles autores. Antes porém, vamos definir uma r-partigao.

Definigao 3.1 Considere que By represente um bloco de vértices. Diremos que T =
(B, By,..., B,) define wma r-particdo de conjunto de vertices V se

i) B; # ¢ para todo i = 1,2,....7;
() Bin By =0 paratodoi# j;
firi) Ui By = V.

De acorde com o tipo de restricdo que se impde quanto ac numero de subconjuntos, o
problema de particionamento em grafos pode apresentar algumas modificagtes. Considere

os casos abaixos, tal que, p seja um inteiro:

(a} deseja-se particionar o conjunfo de vértices V' em r subconjuntos, tal que, r < p;
{b) deseja-se particionar o conjunto de vértices V em r subconjuntos, tal que, r 2 m
(¢} deseja-se particionar o conjunto de vértices V' em exatamente r subconjuntos.

Chopra e Rao [8] deduziram algumas equivaléncias entre os problemas definidos em
{1}, {b) e (¢}, e apresentaram casos em que o problema de particionamento de um grafo
pode ser resolvido em tempo polinomial. Em particular, podemos estabelecer uma relagéo
entre o problema definido no item {¢) e o PCMPA:

Afirmacdo. 3ela K, = {V,. E.) un grafo completo nao-dirigido, O problema definido
em {c) pode ser visto como uma generalizagdo do PUMPA se estabelecermos que: o valor
de ré fixado em r = n — b+ 1, e adicionarmos a restricdo de que nenhum dos r blocos

pade conter mais do que & vértices.

A Figura 3.1 ilustra um exemple bastante simples que ird facilitar a compreensio da
relacio estabelecida acima. Deseja-se particionar um grafo completo K, = (V,, E,.} nio-
dirigido, com [V, = 7, tendo cada aresta ¢ € E, um peso ¢, = 1 associado. Pretendemos
encontrar uma clique com cardinalidade & = 4 e com peso maximo. Como dito anterior-
mente minimizar o somatorio das arestas de corte corresponde a maximizar o somatorio
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das arestas em um bloco. O conjunto de vértices V, foi particionado em quatro blocos,
como indicado na figura, sendo que trés blocos possuem cardinalidade igual a I ¢ o ultimo

cardinalidade igual a b.

Figura 3.1 Particionamento de um grafo completo em n — b+ 1 blocos.

O problema de particionamento de grafos foi estudado por vérios pesquisadores. Em
particular, citaremos neste trabalho apenas aqueles estudos que possuem alguma relagio
com ¢ Problema da Clique Méxima com Peso nas Arestas.

Particionamento em Cliques

O problema de particionamento de um grafo & = (V. £} em cliques foi estudado por
Grotschel e Wakabayashi [26, 27]. Estes avtores definiram o problerma come segue

Problema de particionamento em cliques. Um conjunto de arestas £ em um grafo
£ = (V.E} é dito ser um particionamento em cliqgues de G se existir uma partigéo
T = (B, By, ..., B} do conjunto de vértices V', tal que, & = U E{B,) com E(B;) =
{(t.u) 1t € Bieuw € B} e o subgrafo induzido por B, seja uma clique para tedo

p= 1,200,

Atribuindo-se pesos ¢, € J para toda aresta ¢ € £, o problema de particionamento
em cliques consiste em encontrar uma partigée & de G, tal que, 3~ . . seja minimo.

Consideremos agora o estudo peliédrico deste problema. Associado a cada conjunto
de arestas £ © F pode-se definir o seguinte vetor de incidéncia: X% ¢ iguala 1. se a
aresta ¢ € £; e X° ¢é igual a 0, em casc contrario. Grotschel e Wakabayashi propuseram
a seguinte formulagéo inteira para o problema de particionamento de um grafo em cliques.
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min ¥ i
[NRLS]
§.4.;
vy -y <1 VIpVE i< <k
yi; € {0,1} YViVi i < §

Pode-se verificar que uma solucdo inteira ((-1) desta formulacdo corresponde a uma
parti¢do em cliques em um grafo completo nao-dirigido K. Sendo assim, pode-se deduzir
que toda solugdo vidvel do PCMPA € uma solugao viavel do particionamento de um grafo
em cliques, uma vez gue uma solucdo do PCMPA corresponde 4 uma partigio do grafo
completo em (n — &) cliques com tamanho igual a 1 e uma tnica cligue com cardinalidade
igual a b,

O problerna de particionamento de grafos que mostraremos em seguida foi estudo por
Faigle et al. [16], e se aproxima um pouco mais do Problema da Clique Méxima com Peso
nas Arestas, pois restringe-se a cardinalidade maxima em cada bloco da partigdo.

Particionamento b-restrito

0 problema de particao estudade por Faigle ef al. [18] distingue daquele estudado por
(Grotschel ¢ Wakabavashi em dois aspectos: deseja-se maximizar o somatério dos pesos
das arestas em nm mesmo bloco, e impde-gse uma cardinalidade maxima para cada bloco.
Qs autores definiram o problema de particionamento brestrito de um grafo como sendo

Problema de particionamente brestrite. Dado um grafo G = (V. E} com pesos
¢, > 0 para cada aresta {1, 7} € E ¢ um inteiro b 2> 1, deseja-se encontrar uma particdo 7
do conjunio de vértices V), tal que, | B < b e o somatorio dos pesos das arestas de corte

seia minimo,

Caso o grafo ndo sejz completo associa-se ¢, = { para toda as arestas e ¢ £. Apesar de
terem definido o problema como sendo de minimizagao, os autores oplaram por maximizar
o somatorio das arestas em um mesmo bloco {devido a funcéo objetivo dos problemas
praticos que eles se propuseram a resolver ser de maximizagdol.

Considere a formulagio inteira abaixo proposta por Faigle ef al. para o problema
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max Z C:'jyij

LI
5.l
Yii Ty — i <1 ViVivk i < j < k
S+ Y g <b-1 ViV,
ig>i I
yi; €{6,1} YiVy i <]

onde y; = 1, se a aresta (1,7) € E néo pertence ao corte; e y;; = (3, em caso contririo.

Como pode-se observar gualquer solucdo inteira {0-1) define uma particdo em cliques
com no maximo b vértices, Portanto, o PCMPA é um caso especial deste problema, pois
para chegarmos a uma solugdo viavel do PCMPA basta acrescentarmos desigualdades que
impegam a formnagio de subcliques.

3.2.2 Problema Quadratico Booleano

Padberg [38] estudou o problema quadritico néo-restrito (-1 a partir do ponto de
vista poliddrico do problema quadritico booleans. O problema quadritico ndo-restrito
-1 pode ser definido come abaixo:

maz{cx +27Qx : x € {0,1}} {P1}
onde ¢ é um vetor de tamanho n e @ é uma matriz de tamanho n X n,
Através de um processo de linearizagao bastante simples, Padberg conseguiu transfor-
mar © programa guadratico (-1 anterior emn um problema de programacac linear inteira

-1. Considere novas varidvels y;; definidas para o problema, tais que, ¥y = 2;2; e sa
tisfagam as desigualdades abaixo

¥, L@ Vivii<j

vy < a3, WiVii<j
bz -y <1 Yivji< g

v, € {01}

v € 10,1}
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Com base nessas novas informacoes o preblema (P1} pode ser formulado como o se-

guinte programa linear {{-1}.

max or + Z Gis¥ij

T
s.4.:
Yij S Vivy i< g {I)
Yis ST Vivy i< {1
Tt -y <1 Yivy i <y {1}
y; € {0,1} Yivi i< g
z; € {0,1} Y1

O problema anterior é denominadoe problema gquadrdtico booleano. Através deste con-
junto de designaldades é possivel garantir que a formulagdo acima contém todas as solugdes
inteiras (-1} vidveis do problema de particionamentc em cliques. Isto porque cada desi-
gualdade y;; + ¥k — yie < 1 pode ser obtida pela soma das desigualdades {1}, (11} e (111},
Portanto, o PCMPA pode ser visto como uma versao linearizada do problema quadratico
booleano se ignorarmos a restrigdo de cardinalidade }, z; < b.

Qutras abordagens para o problema guadratico restrite (-1 podem ser encontradas
nos trabathos de Boros e Hammer [3] e De Simone [46].

3.2.3 Problema Quadratico da Mochila

Johnson ef al. [30] estudaram ¢ problema do min-cut clustering que é um problema de
particionamento em gralos {nac necessariamente compleio} com pequenas diferencas: o
acréscimo de uma desigualdade que limita a capacidade de cada bloco e pesos w; associado
a cada vértice 1 £ V.

Considere as seguintes varidgveis de decislio: zf = 1. se vértice 1 € By e 2f = 0, emn
caso contranio; ¥ = 1, se & aresta {4, 7) € F pertence ao bloca By e 1::; = {1, no cantrano.

Baseado nesse vetor de incidéncia Johnson et ¢l propuseram a seguinte formulagio

inteira para o man-cul clustering.
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K
max ), ) CyYs

k=11,71<]
g.a..

ygﬁzf Vivi i<y Vi=1,...K
yfjgmf Vovj i<y Yh=1,...,K
pfdbef -yl <1 ViVji<; Vhk=1,.. K
Z.’Ef:l Ye=1,2,...,K
Sab > Ve=1,2,....K
S wiaf < W Yk=1,2,....K (IV)
yf} ¢ {0,1} Vivj i<y VYk=1,...,K
zF € 10,1} Vi Vk=1,..., K

onde K é o maior numero de blocos em uma solucdo vidvel.

A desigualdade {IV) € denominada desigualdade da mochila e garante que a capacidade
em cada bloco nado exceda um certo valor inteiro W > 0. Johnson ef gl propuseram uma
forrmulagdo mais forte para o min-cut clustering baseado no processo de decomposicao
Dantizg-Wolf. Nessa decomposicio foi criado um problema mestre e um subproblema de
miimizacao para a geragio de colunas.

Parz o problema mestre foi proposta uma formulagao onde havia a necessidade da
geracio de blocos {clusiers) vidveis, ou seja, geracdo de colunas que correspondiam a
solugdes vidvels. Porém, devido ao grande nimerc de colunas que poderiam ser geradas
foi necessario a criagho de um subproblema, denominado probleme guadrdiico da mochila.
A formulagdo inteira para esse subproblema é composto pelas restrigbes yyy < 2,5, < 7, 2
Towry w W, pois desde gque ¢ 2 0 temos xy+ 7~y < 1 satisfeita na otimalidade. Com
isto soluges viavers para o problema do min-cuf clustering sdo obtidas. Fica evidente,
que se 3 unr; < W ofor eliminada da formulagao inteira proposta para o subproblema
de otimizacdo temos o problema quadrdtico booleano, e portanto, o PCMFA ¢ um caso
especial do problema quadratico da mochila.



Capitulo 4

Técnicas Algoritmicas em
Programacao Linear Inteira

No capitulo 2 fol mostrado que um problema de otimizacio combinatéria pode ser
formulado como um problema de programacao linear, 0 que torna possivel a obtencao de
uma descrigio linear parcial do politopo associado ao problema através de um conjunto
de desigualdades lineares. Além do mais, tendo em maos essas desigualdades podemos
utilizar técnicas algoritmicas comuns em programagéo linear na resolucio do problema.

Embora programacao linear inteira seja um problema pertencente & classe dos pro-
blemas NP-dificeis (veja Garey e Johnson [21}}, o crescente desenvolvimento de algorit-
mos empregados na resolugdo desses tipos de problemas possibilitou gue problemas de
otimizagio combinatdria, formulados como problemas de programacao hnear inteira, pu-
deszem ser resolvidos de forma satisfatéria.

Nesse capitulo, descreveremos algumas das técnicas algoritmicas comumente emprega-
das na resolugdo de problemas de programacéo linear inteira. As duas primeiras técnicas
saéo cldssicas: algoritmos cutfing-plones (planos-de-corte} e procedimentos branch-and-
bound. Enquanto que a terceira, algoritmos branch-and-cuf, # recente ¢ obtida a partir de

uma combinacio das téonicas tradicionals citadas,

4.1 Algoritmos de Planos-de-Corte

(s algoritmos de planos-de-corte foram introduzidos por Gomory na década de 50 para
a resolugao de problemas de programacio linear inteira mista ou pura. Em um algoritmo
de planos-de-corte, novas desiguldades sdo acrescidas iterativamente i relaxacio linear.
Tais desigualdades produzem uma relaxacao linear mais forte ¢ ao mesmo tempo nio
eliminam qualquer solugao inteira.

O principio de um algoritmo de planos-de-corte é baseado em um processo sistematico

22
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bastante simples. Considere a formulacdo inteira max {cz : ¢ € P, z € inteiro} para
um poliedro P, e um conjunto de desigualdades que sdo vélidas para todas as solugoes
inteiras. Resolvendo-se a relaxagdo linear do programa anterior suponha que 7* seja a
solugdo obtida. Se ¥ é um vetor de incidéncia vidvel entdo T é a solugdo Gtima inteira
para o problema de otimzacao combinatoria. Caso contrario, procura-se uma desigualdade
pertencente a uma classe de desigualdades véalidas conhecidas para o poliedro P que seja
violada por 7*, isto é, #T" > =y {embora 7z < 7y para todo r inteirs). Adiciona-se entio
a desigualdade violada ao programa linear e volta-se a resolver a nova relaxacdo. Esse
processo se repete alé que se encontre uma solugao étima inteira ou caso nao seja mais
possivel encontrar desigualdades validas violadas.

Este é o principio basico dos algoritmos de planos-de-cortes cujo nome € originario do
fato de que as novas desigualdades adicionadas a relaxagéo linear eliminam (cuf-off) a
solucio fraciondria obtida. Assim, um algenitime de planos-de-corte pode ser visto como
um procedimento para reescrever ou reformular o problema original de tal maneira que
o conjunto de solucdes inteiras seja preservado e a relaxacdo linear figue mais justa. On
seja, o acréscimo dos planos-de-corte procura trazer a relaxagho linear mais proxima da
envoltoria convexa formada pelas solugdes inteiras de F {fecho inteiro).

A Figura 4.1 ilustra o funcionamento de um algoritmo de planos-de-corte. Considere
que o problema é um problema de maximizagio. As linhas chelas representam desigualda-
des vilidas que descrevem o poliedro inicial {relaxacio linear), a seta indica a dire¢do da
funcao abjetivo, os circulos indicam pontos inteiros, os circulos cheios indicam solugdes
vidveis, e por ultimo, a linha tracejada representa uma desigualdade adicionada a re-
laxagéo linear que elimina a solugio fraciondria sem eliminar gualquer solucao viavel,

O e

Figura 4.1: Funcionamento de um algoritmo de planos-de-corte,

inketTiiet
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Note que o fato importante em algoritmos de planos-de-corte reside em termos um
métodoe apropriado para identificar aquelas desigualdades que sdo vélidas para o problema
original, mas violadas pela solugdo fracionaria atual. Assim, se conhecemos uma classe de
desigualdades vilidas, devemos ser capazes de verificar se uma desigualdade dessa classe
é violada, ou seja devemos resolver um problema de separacao. Nos detalharemos melhor
com problemas de separacio no final da secdo onde estabeleceremos uma relagio com
problemas de otimizacao.

Citaremos agora alguns tipos de planos-de-corte comumente utilizados quando traba-
lhamos com algoritmos de planos-de-corte.

4.1.1 Planos-de-Corte Gerais

Os planos-de-corte que apresentaremos aqul podernt ser aplicados a qualquer problema
de programacdo linear inteira pura ou mista, Como esses tipos de planos-de-corte nio
san especificos a um dado problema eles recebem o nome de planos-de-corte gerais ou de
proposito geral.

Gomory [22] introduziu os primeiros algoritmos de planos-de-corte. Naguele trabalho,
ele provou que o algeritmo termina apds um nimere finito de iteragdes e que ¢ programa
inteiro pode ser resolvido atraves da gera¢do de um nimero tambeém finito de planos-de-
corte.

Infelizmente, os planos-de-corte de Gormnory néo se mostraram eficazes em experimen-
tos praticos. Os planos-de-corte eram "{racos” e causavam instabilidade mimerica, e
apenas em problemas de pequeno porte era possivel atingir a otimalidade.

{Js planos-de-corte gerais sdo muitos limitados quando os utilizamos em problemas
de otimizacho combinatdria. Para esses tipos de problemas recomenda-se o emprego de
plancs-de-corte projetados de acordo com a estrutura do problera gue se desela resolver.
Na proxima subsegdo, abordaremos esses tipos de plancs-de-corte denominados planos.

de-corte facials.

4.1.2 Planos-de-Corte Faciais

(s planos-de-corte facials sio desigualdades validas definidoras de facetas para um
poliedre P. Como as facetas ndo sdo dominadas por quaisquer outras desigualdades
vélidas e ainda fornecem uma descricBo completa e nioredundante do poliedro, elas
podermn ser consideradas como sendo os melhores tipos de plano-de-corte.

Entretanto, dois aspectos devem ser considerados: néo é irivial encontrarmos desi-
gualdades vialidas definidoras de faceias, e segundo, mesmo que tenhamos uma classe
de desigualdades validas devemos ser capazes de projetar algoritmos de separacao para

encontra-las.
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A Figura 4.2 ilustra a idéia de um algoritmo de planos-de-corte baseado no uso de
facetas. A regido limitada pelas linhas mais fraca representa o fecho inteiro do poliedro
de um problema de maximizacio, e a limitada pelas linhas mais forte a relaxacio linear.
Na Figura 4.2(a) a solugdo fracionaria obtida na relaxacdo linear € cortada pela faceta
representada pela linha pontithada. Na Figura 4.2{b} mais uma vez a solugéo fracionaria
obtida na relaxagédo linear (fortalecida) € cortada por outra faceta. Embora nio tenhamos
na Figura 4.2(c) uma descrigdo completa do fecho inteiro do poliedro P, a solugdo obtida
pertence ao fecho inteiro, e portanto representa a solugao 6tima inteira para o problerna.

4.1.3 Problemas de Separacao e Otimizacao

Como pode-se verificar, o ponto crucial em algoritmos de planos-de-corte é a possi-
bilidade de identificarmos a cada iteragdo desigualdades que estejam sendo violadas. O
problema de gerar tais desigualdades violadas é denominado problema de separacio.

Grotschel, Lovasz e Schrijver [24, 25] estabeleceram uma relagao entre o problema de
separacio e o problema de otimizacdo, antes porém vamos definir cada um desses proble-

mas.

Problema de separago. Dado um ponto y € " e um poliedro P C R, devemos
decidir se y pertence ou ndo a P. Se y nac pertence a F, deve-se encontrar uma desigual-
dade 7z < 75 que é vilida para P e tal que =y > =g,

Problema de otimizacao. Dado um poliedro ¥ C " e um vetor ¢ € K", ou en-
contramos um z* € P, tal que maximize ¢r para tode z € P, ou concluimos que F ¢

vazic.

Teorema 4.1 (Grdtschel, Lovdsz ¢ Schrijrer) Para qualguer classe de poliedros, eriste
um algoritmo pelinomial pave o problema de separagdo, se e somente se, existe um algo-
ritmo de lempo também polinemial pare o probleme de otimizacdo.

A partir do teorema enunciade acima pode-se deduzir que (de Souza {13]):

1. se a envoltoria convexa de um pohedro P pode ser completamente descrita usando
samente designaldades validas, e o problema de programacao linear inteira é resol-
vido em tempo polinomial entio o problema de separagdo tambem € resolvido em
temrpo polinomial;

2. entretanto, se o problema é NP-dificil existirdo apenas algumas desigualdades vilidas
que poderdo ser geradas em tempo polinomial. No entanto, existirdo outras desi-
gualdades validas para as quais os problemas de separagao sao NP-dificeis.
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Figura 4.2: Funcionamento de um algoritmo de planos-de-corte faciais,
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Em {1) podemos deduzir que a solugdo fraciondria serd sempre cortada por alguma
desigualdade valida, j& em (2} pode-se deduzir que para algumas instancias do problema
de programacdo linear inteira o algoritmo de planos-de-corte sempre terminara com uma

solucao fraciondria.

4.2 Procedimentos Branch-and-Bound

Na secdo anterior observameos que algoritmos de planos-de-corte nem sempre conse-
guemn atingir uma solu¢do dtima inteira para um preblema de otimizagao combinatdria.
Nesse aspecto podemos empregar os procedimentos brench-and-bound. Para um melhor
entendimento dessa técnica sugere-se Ceria [6] ¢ Nemhauser € Wolsey [36].

Os procedimentos branch-and-bound realizam uma enumeracao implicita das solucbes
do problema de otimizagio combinatdria atraves de particionamento sucessivo do espace
de solucdes em diversos subespacos na tentativa de se resclver o problema original. Essa
forma recursiva de particionamento do problema pode ser visualizada como uma arvore
denominada arvore branch-gnd-bound, onde cada néd dessa drvore corresponderia a um
subproblema com o seu subespago definido.

Nas préximas linhas explicaremos de uma maneira geral o uso de procedimentos
branch-and-bound em programagio linear inteiral; antes, explicaremos a notagio que sera
utilizada. A varidvel Zyp denotard o valor da melhor solugio inteira conhecida no mo-
mento, Z%; o valer da relaxacdo linear obtida em cada subproblema i. e por Gltimo, P
denctard o conjunto de solugbes {inteiras) vidveis para o problema de otimizacao combi-
natdria a ser resolvido.

Suponha que se esteja resolvendo um problema de maximizagio. Seja { um né da
drvore dranch-and-bound. A cada nd 1 podemos associar um bound que representa um
limite para as solucdes viaveis do subespago correspondente a0 né 7. Esse limite é obtido

resolvendo-se a relaxagho linear BLY associado ao nd 1 e dada por:

Zop = max{cr € Py}

ande Py = {x € R} : Az < ¥},

Se o valor Z%; for menor do que Z;p, entdo a exploracio do né ¢ ¢ finalizada, pois
as chances de encontrarmos uma solucio vidvel com valor maior do que o valor Z;p nos
subespagos gerados a partir de 7 sao nulas. Caso o valor da solugéo étima Z%; seja inteiro,
entéo € possivel realizar duas operagdes: verificar se Z7p pode ser atualizado e em seguida
finalizar a exploragio sob o né {, pois encontramos uma solugio inteira vidvel para o
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problema em guestio, Em ambos os casos citados anteriormente o né 1 é considerado
estar maduro.

Por outro lado, se o valor Zg; for maior do que o valor Z;p, entdo é possivel realizar
um branching sob o né 1. Branching é um processo que permite gerar novos subproblemas.
Esse processo aumenta o nimero de desiguaidades da relaxagao linear gerado para cada
novo subproblema. Em particular, para um problema de programacio linear 0-1, o que
se estabelece é a criacho de um subproblema Fjp obtido quando fixamos uma variavel z;
ignal a 0, e um outro subproblema P quando a variavel z; recebe o valor 1.

O procedimento branch-and-bound finalizara quando todos ns nds da arvore branch-

and-bound estiverem maduros.

4.3 Algoritmos ancband-Cuté

Uma das técnicas recentes nos dltimos anos e comumente empregada na resolucio de
problemas de otimizagio combinatdria € o a.igorit;mé branch-and-cut., Nessa secio, expli-
caremos o principio de funcionamento de um algoritmo branch-and-cut e alguns aspectos
computacionais que podem ser utilizados quando projetamos algeritmos dessa patureza.

Em um algoritmo brench-end-cut além do uso de relaxages lineares em cada no da
arvore branch-and-bound, utihza-se também planos~c§e—corf-e especificos ac problema. Por-
tanto, um algoritmo branch-and-cut é constituido de uma fase com planos-de-corte dentro
do procedimento branch-and-bound. :

Os primeiros trabalhos que fizeram uso dessa técnica foram: Miliotis [35] que utilizou
pela primeira vez desigualdades validas e procedimentos branch-and-hound; Groischel et
al. |23} passaram a gerar automaticamente planos-de-corte definidoras de facetas em com-
binagéo com procedimentos branch-and-bound; e Padberg ¢ Rinaldi [39] que introduziram
a nomenclatura branch-and-cut € ¢ uso de planos- de corte nao apenas no 1o ralz, mas em
todos os nds da arvore. :

Descreveremos agora o principio de funcionamento de um algorimo branch-and-cul.
Considere que o problema a ser resolvido seja de maximizacio. Em uma iteragio tipica
do algoritmo nés estamos em um né ¢ da arvore é%&ﬁ..ch-a?z.d—é{:f-u..nd e P\ ={r e R}
Az < bel < z < 1} é o poliedro correspondente a relaxacdo linear BLY. Se %, é a
solugio obtida nessa relaxacio linear, e ela tem valor fracionédrio devemos entio tentar
resolver esse problema de separagho, ou seja PrOCUTar POr uMma desigualdade 7z < 7y que
corte fora a solugho fraciondria. Caso tenha sido possivel gerar uma desigualdade do tipo
rz < g, essa desigualdade serd adicionada ao sistexrﬁa de desigualdades que definem P, e
RL* sera resolvida novamente. Esse processo se repe!';e até que: ou F; possua valor inteiro,
ou a solugao para todo no i € menor do que o bound calculado, ou néo fol possivel encontrar
uma desigualdade vilida 7z < 7y, A regra de branching é aplicada nessa ditima situagio,
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enquanto que nas outras duas situagoes o né é considerado estar maduro e parte-se para
a selecdo de um nove né 1.

Durante a execucdo do algoritmo branch-and-cut pode ocorrer que o acréscimo de
planos-de-corte ndo traga qualquer aumento no valor da fungao objetivo ou este aumento
pade ser muito pequeno. Nesse caso, opta-se por realizar um branching mesmo que futuros
cortes possam set encontrados. Tal fenbmeno é conhecido como tailing-off e foi detectado
por Padberg e Rinaldi [39] em trabalhos com o problema do caixeiro viajante.

Algoritmos de branch-and-cut s6 passaram a obter sucesso quando se percebeu que
a eficiéncia da fase de planos-de-corte ¢ fortemente dependente da capacidade das desi-
gualdades validas utilizadas aproximarem a relaxa¢ioe linear do fecho inteire do poliedro
associado a um problema de otimizacio. 1sso fortaleceu o uso de desigualdades validas de-
finidoras de facetas uma vez que ja vimos que elas sdo obtidas de forma unica, e portanto
computbacionalmente interessantes.

Finalizaremos este capitulo apresentando alguns dos aspectos computacionais presen-
tes durante o projeto de um slgoritmo brench-and-cut.

4.3.1 Aspectos Computacionais

Para malores detalhes sobre os tépicos que serdo apresentados aqul sugere-se Ferreira
e Wakabayashi [20] e Junger ef ol {33]. Assuma que o problema gue estamos resolvendo

seja de maximizagao.

1. Limitantes. O calcule de bons limitantes é um fator preponderante, pois isso pode
diminuir o mimero de nés da arvore branch-and-bound e torna mais eficiente o pro-
cesso de busca nessa arvore. O limitante inferior inicial pode ser obtido através de
heuristicas que fornegam boas solucbes para o problema. Jé o limitante superior
inicial pode ser obtide através de uma relaxagdo linear inicial para o problema que
possua um numero de desigualdades ndo muito grande.

2. Seleciéo de varidveds. Quando um ndé ndo pode ser ratulado como madure devemos
selecionar uma varidvel e gerar novos descendentes na drvare branch-and-bound. €
processe escolhido para a seleqdo de uma variavel influencia de forma significativa
no tamanho da arvore branch-and-bound.

3. Selecéo de nos. A etapa de selecdo de nds pode ser vista como uma maneira de se
estabelecer uma ordem dos nés da arvore branch-and-bound ainda nio explorados. A
exemplo da selegdo de variaveis, a estratégia escolhida para a selegao do né influencia
no tamanho da drvore branch-and-bound.
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Rotinas de separecdo eficientes. O sucesso de um algoritmeo branch-and-cut esté
ligado a escolba de boas desigualdades vilidas que funcionardo como planos-de-
corte, uma vez que essas desigualdades irdo tornar a relaxacido linear mais justa
{proxima do fecho inteiro), e conseqiientemente a obtencdo de melhores limitantes
superiores. Porém, é necessario resolver o problema de separacio, ou seja, projetar
algoritmos eficientes. A eficiéncia aqui se refere no aspecto dos algoritmos serem
rapidos e, em boa parte da execugdo, encontrar planos-de-corte que eliminem a
solucio fraciondria obtida na relaxacéo linear.

Hemogdo e insergdo de desigunldedes. Durante o processo de inser¢io de novas
desigualdades deve-se procura estabelecer uma hierarquia entre as classes de desi-
gualdades validas e um nimero maximo de desigualdades que poderdo ser geradas
a cada iteracac da fase de planos-de-corte. Ja no processo de remogao procura-se
encontrar aquelas desigualdades que ndo estdo mais ativas em um nd da Arvore
branch-ond-bound. Porém, um cuidado deve ser tomado no processo de remocio,
pois urna desigualdade inativa em um né pode estar ativa em outro nd. Para isto,
sugere-se 4 implementagdo de um pool de desigualdades que armazenara as desigual-
dades inativas, a fim de que, ao se escolher um nove né, as desigualdades existentes
neste pool possam ser testadas e eventualmente reinseridas a relaxa¢io linear.

Heuristicas primazs. As solugdes fracionarias obtidas a partir da relaxacio linear
podem nos fornecer informagoes utéis na determinacdo de solucbes viaveis boas.
Ou seja, tendo em maos uma solucde fraciondria com algumas variaveis com valores
iguais & § ou 1, ou até mais préximos desses valores, é possivel projetar heuristicas de
melhoria, denominadas heurfsticas primais, baseadas nesses valores para a obtencio

de hons limitantes inferiores.

Fizqardo de varidveis. Dada uma solucdo fracionaria, é possivel em determinados
instantes, verificar se uma variavel pode ser incluida ou excluida da solugio étima.
Assim, poderfamos fixar o valor daquela varidvel em 0 ou 1. Atraves do processo de
fixacho de variaveis pode-se diminuir ¢ tamanho da relaxagho lingar o que propor-
cionara nm ganho significativo no desempenho do algoritmo branch-and-cuf.



Capitulo 5

Estudo Poliédrico do Problema da
Clique Maxima com Peso nas
Arestas

Um dos principais objetivos deste trabalho consiste em estudar e comparar diferentes
formulagdes do Problema da Cligue Maxima com Peso nas Arestas como um problema de
programacao linear inteira. Para isto, realizamos neste capitulo um estudo do politopo
associado aoc problema.

S&o apresentadas duas formulagoes inteiras, cada uma definida sob um modelo, ¢ as
familias de facetas conhecidas para os politopos associados a ambos os modelos. Em
seguida. sdo apresentadas novas familias de facetas que foram encontradas ao longo deste
trabalho,

5.1 Formulacoes de Programacgao Linear Inteira

Nesta segho apresentaremos duas formulagdes inteiras para o PCMPA e uma caracte-
rizacas parcial do politopo associado ao problema obtlida a partir destas formulacdes. A
primeira formulagao trabalha com as varidveis de decisio definidas apenas sobre as arestas
{modelo natural). J& & segunda, além das variavels naturais {arestas}, uiiliza-se também
das varidveis definidas sobre os vértices {modelo estendide).

5.1.1 Modelo Natural

Estamos considerando o estude do Problema da Clique Méxima com Pesc nas Arestas
do ponto de vista poliedral. Seja (K., ¢, b) uma instincia do problema, onde K, = (V,, E,.}
¢ um grafo completo nao-dirigido, com [V, | = n ¢ |Ey| = m = n{n —1}/2, ¢ é uma fungao

31
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que atribui peso a cada aresta e € E, e bindica a cardinalidade da clique procurada. Vale
lembrar que para o modelo em questdo ndo é permitido a presenga de cliques triviais,
ou seja assume-se b > 2. Considerando-se a instincia acima é possivel introduzirmos as

seguintes variaveis de dectsio

| 1 seaaresta {i,]) pertence a clique,
Vi = {} caso contrario.

0 politopo associado a0 Problema da Clique Méaxima com Peso nas Arestas, denotado
por PCN,, corresponde entdo a envoltéria convexa de todas as solugbes vidvels (inteiras)
para o problema. A principio, o Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas

poderia ser resolvido como

max{cy 1y € PCN,}.

Entretanto, para que seja possivel o uso de técnicas de programagdo linear inteira na
resolucdo do Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas, € preciso que tenhamos
uma descricio do PCUN, através de um conjunto de desigualdades lineares. Iniciamos
essa caracterizacio parcial do PO N, através da formulacdo inteira proposta por Faigle ef
al. {15]. Em seguida, apresentarernos outras desigualdades vélidas definidoras de facetas
para o PCN, que podem ser empregadas na obtengao de uma melhor caracterizagio deste
politopo.

Faigle et al [15] formularam o Problema da Cligue Médxima com Peso nas Arestas da

seguinte forma

(PL1}

max Z L4 H
INRLS

sujesto a
Yo+ ey S 1 kel i<y <k (1)
Yo 4+ Ukt ke~ Y~ Y S 1 Vg kbeV n <y <k <l {1
Syt SysSb-1 Vil (1)
Bgmi RA<

yi; € {0,1}™
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As desigualdades em (1) sdo denominadas desigualdades triangulares e estabelecem
que se as arestas {7,7) e {j, k) pertencem a clique entio a aresta (i, k) também deverd
pertencer. As desigualdades da classe {I) sdo suficientes para garantir que toda solugdo
inteira corresponde 4 uma particio do grafo em cliques {veja Grotschel e Wakabayashi
(27]). Entretanto, no problema que estamos estudando, uma solugdo vidvel é uma partigdo
do grafo onde somente uma clique de tamanho no méximo b é nde unitaria, ou em outras
palavras, s6 uma clique pode conter arestas. As desigualdades em ({11} evitam a formacio
de mais de duas cligues née unitarias na particdo. Estas desigualdades sdo denominadas
desigualdades Z. Por dltimo, as desigualdades em {I1I) estabelecem que a clique represen-
tada pele vetor de incidéncia {0-1) néo deve conter mais do que b— 1 arestas incidentes
em cada vértice. Tais desigualdades sio chamadas desigualdades grau.

Tomando-se a formulagio {PL1)} € possivel definir o politopo PCON, como sendo
PON, = conv {y € R™ : y satisfaz (I}, (11}, (III} ¢ y seja inteiro}. Vale ressaltar ainda
que, a formulacdo (PL1} possul um namero muito grande de desigualdades. Isto se deve
por que o mimero de desigualdades Z € O(n*).

Pode-se demonstrar que o politopo PC N, possui dimensao cheia. Antes porém, vamos
fazer algumas consideracdes que simplificam a prova desta afirmacio (veja Faigle [17]).
Para 2 < b < n, denotaremos C? como sendo a colecdo de todas as cliques com exatamente
b vértices, e C{h) o conjunto de todas as cliques com no miximo b vértices, isto é, C(b) =
CPUCPu... U Considere que C = (U, F) seja uma clique, com € € C(b), e que
XC g R™ corresponda ao vetor de incidéncia (0-1} defimide para €. O politopo PCN,
poderia ser definido como PCNy = conv {AY € R™: C € C(h)}.

Teorema 5.1 [Faigle [17]) A dimensdo do politope PC N, satisfaz

m-—1 seb=32

dimi PON G =
T 4 { m se F<h< n.

Prova:

Para b = 2, as desigualdades em {1)-(1lI} fazem com gue em qualguer solucao vidvel
exista exatamente uma aresta. Ou seja, o politope PLN; estd contido no hiperplanc
Tow; = 1, e portante, dim(PCN3) < m — 1. Para provar a igualdade basta observar que
todos os m vetores de incidéncia de cliques C? estdo em PC N, € sdo afins independenies.
Isto implica que dim{PC Ny} 2 m — 1 que, combinado com a desigualdade anterior, leva
a dim(PCN;)=m~ L

Para b > 3, basta notar que todos os vetores de incidéncia de cliques C? estdo em
PCN; e sho afins independentes. Além disso, o vetor de incidéncia de qualquer clique O
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também estd em PCN,, e pode-se mostrar facilmente que ele forma um conjunto afim
independente de tamanho m + 1 com os vetores de incidéncia de todas as cliques em (2
Logo, dim(PCNy) > m, mas come PCON; C B™, temos que dim(PCN,) = m.

3

Em seguida apresentamos uma formulacéo inteira para o PCMPA no modelo estendido
e o politopo obtido a partir desta formulagéo,

5.1.2 Modelo Estendido

0 novo politopo associado ao Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas esta
definido agora no espago que contém vértices ¢ arestas, A interpretagdo das varidveis de
decisdo y,; associadas as arestas continua a mesma, € a definicdo das novas varidveis de
decisae x; € A" para os vértices é a seguinte

I se o vértice ¢ pertence a clique.
@i = .
’ 0 casc contrario.

Um outro aspecto que deve ser levantado quando trabalhamos com este nove modelo
é o fato de passarmos a aceitar a existéncia de cliques triviais, ou seja 1 < & < n.
Conseqlientemente, isto acarretara uma alteragio na definicdo de C{b) que passara a ser
expresso por Ofb) = CYUC?UCU...UC", Assim, o politopo associado ao Problema da
Cligue Maxima com Peso pas Arestas no modelo estendido, denotado por PCE.. pode
ser definido come PCE, = conv {X° € B*™ : C € C(b)].

Uma caracterizacio inicial deste politope pode ser obtida através de uma formulacie
inteira proposta por Faigle ef al. [15]. A formulacéo de Faigle é descrita como se segue

(PL2)
max 3 Cili
AP
sujeito a
vy < Vi) e B i< (IV)
Yy STy V(i 7)€ En i< (V3
Titz; -y Sl ViL,i)e B i<y (VD
S pe- b=z <0 VieV, (VI

2&4(1)
¥ € {89 1}:11
z; € {0, 11"
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A primeira classe de desigualdades, representadas em {IV) e (V}, estabelecem que se
um vértice ndo pertence A clique entdo a aresta incidente nele também nio pertencers.
Por outro lado, as desigualdades em (V1) obrigam que uma aresta esteja na clique sempre
que as suas extrermidades estiverem na clique. A iltima classe, representada pelas desi-
gualdades em (VII}, estabelece que o nimero de arestas incidentes em um vértice deve
ser igual a zero se ¢ vértice ndo pertence a clique; e no maximo b — 1, caso contrario. As
desigualdades desta classe sao denominadas desigualdades estrelas.

A formulacdo inteira (PL2) serd a empregada por nds nos experimentos computacio-
nais. Ela apresenta da O{n + m) varidvels e da O(r?) desigualdades.

Uma outra formulagio inteira para o PCMPA, no modelo estendido, foi proposta por
Park ef al. [40]. Essa nova formulacdo utiliza-se das classes de desigualdades (IV}-{VII)

e de uma classe adicional descrita abaixo

a3y Ti— 3y Sala+1)/2 para todo a = 1,...,n—2  (VII}
£V, et by

As desigualdades em {VIH) sdo denominadas desigualdades cligue e estabelecem uma
relacdo entre ¢ nimern {ponderado) de vértices e o mimero de arestas de K, que podem
estar na clique. Esta classe de desigualdades serd exposta com mals clareza na secdo 5.3.

A exemplo do politopo PCUN, do modelo anterior, o politopo PCE, também possui

dirnensac cheia, O teorema abaixo enuncia este fato.

Teorema 5.2 A nova dimensdo de politope assveiado ao Problema da Cligue Mdrime
com Peso nas Arestas (POE,) safisfaz

e 2 ge b =1,
dim{ PO A = { L
' b tn+m se2<s<n

Prova:

Para b = 1, temos y;; = ( para toda aresta (i,j) € £,. Logo, dim(PCE;} < n.
Segue-se ainda gue, o vetor de incidéncia {0-1) de cligues com esta cardinalidade seria
definido por (1, isto é, seria constituide por elementos onde a posicio ¢ no vetor teria
valor igual a 1, e as outras posighes teriam entradas igunais a 0. E facil de verificar que os
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n elementos em {7 sio afins independentes. Assim, dem{PCE,) > n ~ 1. Além do mais,
desde que o vetor nulo pertence a PCE,, entéo dim{PCE;) 2 n — 1+ 1 > n. Portanto,
dim{PCEy} = n.

Para & > 2, o politope PCE, € definido pelas cliques do conjunte C(b}, e portanto
através dos vetores de incidéncia (0-1) de cligues em C*, C?% ..., C*. Sabendo-se que £ e
% s3o conjuntos afins independentes, pode-se facilmente verificar que C'UC? forma um
conjunto com n-+m vetores afins independentes. Como j4 existerm no minimo n+m vetores
afins independentes, entdo dim(PCE;) 2 n+ m — 1. Porém, como dito anteriormente o
vetor nulo pertence a PCE,. Logo, dim{PCE) > n+m—1+4+1 2 n+m Portanto,

PCE;, possui dimenséo chela, pois PCE, C IR™™.
3

Nas duas secdes seguintes sio apresentadas desigualdades definidoras de facetas para
ambos os politopos. Na segao 5.2, apresenta as desigualdades para o politope PCN,
enquanto que na secdo 3.3 aquelas definidas para o PCEL;.

Para as desigualdades j& conhecidas na literatura apresentaremos apenas as provas de
validade das mesmas com o intuito de tornar mais facil a compreensio destas desigualdades
para o leitor. J4 para as desigualdades encontradas neste trabalho serdo apresentadas as
provas de validade e faceta.

Durante a explicagéo das desigualdades, faremos uso do conceito de grafo suporte de
uma desigualdade. Entende-se por grafo suporte de uma desigualdade o subgrafo induzido
pelas arestas {e vértices} cujos coeficientes na desigualdade sdo nio-nulos. Serd adotada
ainda a seguinte convencéo na apresentacéo daquelas: '

s Modelo natural

1. hinha pontilhada indicard que o coeficiente da aresta ¢ negativo;

2. Bnha chela indicara gue o coeficiente da aresta € positivo.
e Modelo estendido

1. circulo com linba pontithada indicard que o coeficiente do vértice é negativo,

£

circulo hachurado indicara que ¢ coeficiente do vértice é nulo;
circulo com linha chela indicard que o coeficiente do vértice é positivo;

linha pontilhada indicard que o coeficiente da aresta é negativo;

linha cheia indicard que o coeficiente da aresta € positivo.
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5.2 Desigualdades Definidoras de Facetas para o PCN,

Nesta secdo, apresentaremos algumas desigualdades definidoras de facetas para o mo-
delo natural. A principio, nds iniciaremos com um survey das desigualdades conhecidas
na literatura, e em seguida, com as desigualdades obtidas no estudo da caracterizagio
facial do politopo FPOUN;.

5.2.1 Trabalhos Anteriores

Como o politopo PCNy C IR™ e possui dimensao chela para b > 3, entdo cada faceta do
PCN, é definida de forma tinica, a menos de uma multiplicagédo por um escalar positivo.
Apresentaremos em seguida algumas desigualdades encontradas na hiteratura que definem
facetas para o politopo PUN,.

Sejam 1,7, k, £, v e s vértices qualsquer em Vi,

Proposicdo 5.1 Se n > 4 entdo cada desigualdade trivial
yi; = 0O
define uma fuceta para o PCN,.
Proposicdo 5.2 Sen >3 e 3 < b < n entdo cada desigunaldade triangular
Yii + ik — Yk S 1
define uma feceta para o PCN.

Prova: A designaldade triangular nos diz que as arestas {1, j} e (J, &), com yy; = yu = 1.
nao podem estar na clique sem que a aresta {4, k} também esteja {y; = 1]. Portanto é
vélida, pots isto implica que o lado esquerdo da desigualdade vale no maximeo 1.

d

Proposicio 5.3 Sen >4 ¢4 <b < n entdo cada desigualdade 2
Yig + Yokt Yee — Yik — Uie S 1
define uma faceia pare o PON,.

Prova: A desigualdade Z ¢ trivialmente satisfeita se nenhuma, ou apenas uma das
arestas do conjunto {{¢,7).(7, &), (k, £}} estdo na clique. Para somente duas destas arestas
estarem na clique, elas devem ter um vértice em comum (caso contraric a outra tamhém
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estaria na clique). Suponha que (1,7} e (7, k) estejam na clique, mas (k,¢) ndo, ou seja
Y, = wk = 1 e ype = 0. Nesse caso, a desiguadade reduz-se ao caso da desigualdade
triangular yi; + y;x — Yix que deve ser menor ou igual a 1.

Resta apenas o casc em que as trés arestas (2,73, (7, £} e (k, £) estio na clique, mas neste
caso, as arestas (4, k) e {7, f) também devem estar na clique. Portanto, a desigualdade ¢
valida.

0

Proposi¢io 5.4 Sen > 5 ¢4 < b < n entdo cada desigualdade W
Yij + Uikt ¥ne + Yre — Yir = Ve — Yor S 1
define uma facetq para 0 PON,.

Prova: Para ver que a desigualdade é valida, devemos novamente nos concentrar sobre
as arestas com coeficientes positivos. Se nenhuma, ou apenas uma, ou todas estas arestas
estio na clique, a desigualdade é trivialmente valida. A presenca destas quatro arestas na
clique obriga as trés arestas com coeficientes negative a estarem na clique, e a desigualdade
se verifica. Por outro lado, se exatamente duas destas arestas estdo na clique entdo: ou
elas sdo consecutivas no caminho {{1,7), (7, £}, (k, £), (£, r}}, e neste caso as desigualdades
triangulares para {¢,7.k}. {7, k. €} e {k,{,r} garantem a validade, ou as arestas (1,7) e
{Z,r) estdo na cligue, 0 que obriga a aresta (7, ) a também estar, garantindo a validade
da desigualdade.

Para exatamente trés arestas no caminho {{, 7}, (5, k). {k, £}, {£,r)} estarem na clique,
estas devem ser: ow as trés primeiras ou as irés Witimas do caminho. Neste caso, as
desigualdades Z para {i.j,k.f} e {7k, £.7} garantem a validade de W, completando a

prova.
[

Proposicio 5.5 Sen 2 6 ¢4 < b < n entdo cada desigualdade S
Yig + Yik + Yur + Yrt -+ Yes = Mik — Y0 — Hir — Yt — Yis _{- i
define uma facete para o PCN,.

Prova: Considera-se as arestas no caminho {{1,7}.(5, k), {k,£),(£,r).(r,8}} que sdo
aquelas com coeficientes ndo-negativos na desigualdade. Novamente, a validade da de-
sigualdade 5 pode ser facilmente verificada se nenhuma, ou apenas uma, ou todas as
arestas do caminho estdo em §. No caso de haver exatamente duas arestas do caminho
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na clique, a validade pode ser verificada pelo fato de que para cada par de arestas do
caminho, existe uma aresta com coeficiente negativo na desigualdade cujos vértices estio
cada urn em uma aresta do par escolhido. Portanto, esta aresta deverd também estar na
cligue tornando o lado esquerdo da desigualdade menor ou igual a 1.

Havendo exatamente trés arestas da clique no caminho os seguintes casos podem ocor-
rer. As trés arestas s&o consecutivas e neste caso recai-se nos argumentos que provam
a validade da desigualdade Z. Duas arestas sdo consecutivas e estdo na extremidade do
caminho e a terceira aresta estd na outra extremidade do caminho. Isto faz com que trés
arestas de coeficientes negativos devam estar na clique, e a validade se verifica.

Resta o tltimo caso onde exatamente quatro arestas do caminho estdo na clique. Estas
arestas devem ser consecutivas e a validade fica provada pois os argumentos sdo os mesmos

que provam a validade da desigualdade W.
)

{) (@

Figura 5.1: {a) Desigualdade triangular. (b} Desigualdade Z. (¢} Desigualdade W, {d}
Desigualdade 5.

As desigualdades apresentadas acima foram propostas por Faigle e Dijkhuizen [14].
Comeo pode ser visto na Figura 3.1, as desigualdades das Propoesigdes (5.21-{5.5) tém seus
nomes devido a forma dos grafos suporte a elas associados.

Neste mesmo trabalho, Faigle e Dijkhuizen [14] propuseram a desigualdade 1-p-partigio.
Seja T C V, um subconjunto de vértices em K, tal que, [T| = p > 2, e i um vértice



5.2. Desigualdades Definidoras de Facetas para o FUN, 40

qualguer, tal que, 1 € V, — T. Considere ainda que E{T} denota o conjunto de arestas

em E, com ambos 08 pontos extremos em T.

Proposicao 5.6 Sen 2 3 ¢ 3 < b < n entdo cada desigualdade 1-p-particdo

Doyr— ¥ ¥ S

(T € E(T)
define uma faceta para o PON,.

Prova: Seja o ¢ numero de arestas ligando ¢ a vértices em 7 que pertencem a clique.
() mimero de arestas de E{T'} que pertencem a clique é expresso por oo — 1}/2. Com
isso, o lado esquerdo da desigualdade reduz-se a & — a{a — 1}/2 que pode ser facilmente

verificado ser menor ou igual a 1 para todo o inteiro nao-negativo.
0

-

_ Ox

Figura 5.2: Grafo suporte de ume desigualdade l-pparticio comp=3 e T = {}. k. {}. A
desigualdade I-p-particdo correspondente é wii + ¥ + Yir — Ve — Wik — ¥ = L

( grafo suporte de uma desigualdade 1-p-partico para p = 3 é mostrada na Figura 5.2,
E {aci] ohservar que para p = 2 a desigualdade 1-p-particko corresponde & desigualdade

triangular,

5.2.2 Facetas do POUN, Encontradas neste Trabalho

Os primeiros estudos computacionais realizados neste trabalho restringiram-se ao mo-
delo natural com varidveis somente sobre as arestas. Foi possivel constatar que mesmo
para instancias consideradas pequenas, por exemplon = 6eb=3en=Teb=3, 5
solugdo Stima obtida através da fomulagio (PL1)} poderia ser fraciondria.
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Na busca por desigualdades vilidas que cortassem estas solugbes fracionérias, obtidas
computacionalmente, realizamos estudos poliédricos que nos levaram 2 obtencdo de duas
classes de facetas para o politopo PC N, que acreditavamos serem desconhecidas. Enire-
tanto, em artigo bastante recente de Park ef al. [40] constatamos que as desigualdades
por nos obtidas se tornavam casos particulares das desigualdades apresentadas por aqueles
autores através de argumentos tedricos.

O artigo de Park ef al. {40] traz a prova deste resultado. No entanto, com o intuito de
explicar o que foi feito em nosso trabalho, apresentaremos os resultados obtidos seguidos
das respectivas provas.

Sejamn § e T dois subconjuntos distintos de vértices em K, tal que, § = {r,s} e
7l = peom 2 < p € n— 2 Considere ainda que F(S) represente o conjunto das
arestas com ambas as extremidades em S, e E{(S : T'} o conjunto das arestas com uma
extremidade em 5 e a outraem 7.

Para b > 4, considere a desigualdade 2-p-particdo dada por

Z He = Z Ye — zyrs <1 (5}.}

s€E($:T} e€B(T}

Proposicio 5.7 Sen >4 e b 2 4, a desiguadade 2-p-particio define uma faceta para o
pelitope PCNy.

Prova: {a)Validade. Seja £ uma clique vidvel ¢ X7 o vetor de incidéncia {0-1) associado
a (. Assuma que @, € @, ¢ numero de arestas ligando r e s, respectivamente, a vértices
de 7' tals que estas arestas estejam na clique €. Considere os casos abaixo.
{Case 1. Assuma que a aresta {r,s) possua enirada ignal a § em X ou seja yps = (L
Case 1.1. o, = § ou &, = . Suponha, sem perda de generalidade, que ¢, # { {com
o, = ). Neste caso. recai-se na prova de validade da desigualdade 1-p-particioc.
Case 1.2 a. = o, = . Tnvialmente € vilida, pois nenhuma aresta com coeficiente
positivo estard na clique.
Caso 2. Assuma agora que aresta {r, s} possua entrada igual 2 1 em &7, ou seja y,, = 1.
Com isso temos o, = o, = « onde a denota o nimero de vértices em T na clique.
Portanto, ¢ lado esquerdo da desigualdade resultaria em 2o — oo — 1}/2 — 2 que € meneor
ou igual a 1 para gqualquer ¢ inteiro nio-negative.
{b) Facetq. Considere a face F = {X° € PCN, : X satisfaz 2-p-particao na igualdade]},
e a desigualdade my < =p valida para PON, quedefineaface F, = {y € PONy : 7y = 7o},
com F € F,. Vamos provar que ny % 7y € um miltiplo escalar positivo da desigualdade
(5.1}, Assuma os seguintes casos abaixo.
Caso 1. C = {u,i} comu€i{rs}=SeieT.
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Desde que X'C € F tem-se que 7. = %o para toda aresta {u,i) € E{(5:T).
Caso 2. C={u,i,5}comu€ Sei,; €T, tal quei#.

Como XY € F segue-se que 7y + Ty + 7i; = #g. Sabendo-se que 7y = 7, = 7,
conclui-se que 7;; = -mq para toda aresta (i,7) € E{T).
Caso 3. C = {r,s,4,7} com 1,7 € T, tal que ¢ # J.

Como X° € F isto iraplica em Ty 4 Ts + Fpj + %5 + %ij + ¥y = 79, Sabendo-se que
Fo W Wpj = My = Ty = Wo, & partir do caso (1), e que 7y; = —mg, a partir do caso (2),
conclui-se que 7., = —2wrg.
Caso §. C={ui,z}comuc S={rshte€TezeV,~-(SUT).

Desde que X € F segue-se que 7y + Wi + 7y, = 7. Logo, 7y, + 7y, = 0 devido o
caso {1}
Caso 5. C={u,t,j,2}comu€ S={rshi,jelezeV, - (SUT).

Segue-se que X € F, logo my, + my + Tip -+ 7y + 75 + Ty = 7. Sabendo-se que
Ty + Tue = 0 € QUE Ty = Ty = —Wyj = Fg conclui-se que 75, = 0. Portanto, 7, = 0 a
partir do caso (4).
Caso 6. C={r,w,z}comi€Tew,ze V- {SUT)

Como AT € F, isto implica em T + My -+ Tyz + Tin + Fiz + Ty = To. Substituindo,

Ty = ey = Ry = %y, = 0 € 7 = 7o, segue-se que my,, = 0,
H

O grafo suporte de uma desigualdade (5.1) € mostrado na Figura 5.3(a).
A préxima classe de designaldades, chamada de 3-p-particéo, € uma extensio possivel
das desigualdades de l-p-particdo e 2-p-parti¢do para o caso em que |S} = 3. Suponha
novamente S e T dois subconjuntos de Vi, com S = {r ¢, z} e[ =peom2<p<n—-3.
A desigualdade 3-p-particdo é expressa por

Z e Z He — Q(yrs + Yrz + ysz) E 1 (5?}
I REN e £{T)

Proposicao 5.8 Sen > 5 ¢ b > 4, a desiguadade 3-p-particdo define ume facela para o
solitepe PO NG,

Prova: (a2} Validede. Seia O uma clique viavel e X o vetor de incidéncia {0-1) associado
a . Assuma que &, @; © @, o numero de arestas ligando r, s e 2z, respectivamente, aos
vértices de T tais que estas arestas estejam na clique. Apenas dois casos podem ocorrer.
(aso 1. Suponha gue apenas uma das arestas {r, s}, {r, 2} e (8, 2z) possua entrada igual
em A'C, ou seja yps + Yrz + Yur < L.

Com isto recai-se no caso da desigualdade 2-p-particao que ji se sabe ser valida.
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Caso 2. Assuma agora que tanto a aresta {r,s) como (r,z} e a aresta {s,z) possuam
entrada igual a 1 XC'} Ou $€18 Yrs = Urz = Ysz = L.

Neste caso tem-se que a, = &, = o, = @, onde & denota o nimero de vértices de 7 na
cligue. Logo, o lado esquerdo da desigualdade torna-se 3o — a{e ~ 1}/2 — 6 que sempre
¢ menor ou igual a 1 para ¢ inteiro ndo-negativo,

{b) Faceta. Analoga & prova da Proposicdo 5.7, considerado-se apenas que a face F seja
expressa por F = {y € PONy 1 ¥eps.1) Ve = Leel(r) Ye = 2(Yrs + Yro + Yo ) = 1}, € que

o par (r,s) € S devera ser substitufdo por qualquer par {k.1), com k,t € S.
0

O grafo suporte de uma desigualdade (5.2) é visto na Figura 53.3(b).

& _. @

Figura 5.3: (a) Grafo suporte de uma desigualdade 2-p-parti¢ho para p = 3 e § = {r, s}.
A desigualdade 2-p-particlo correspondente € Yis +Usr + Yor + Yis+ Yo+ Yies — Yi5 — Uik — Yk —
2¥.. © 1. {b) Grafo suporte de uma desigualdade 3-p-particho para p=2e 5 = {r s. k}.

A desigualdade 3-p-particio correspondente € Ui + Yio + Yik + Yir + Yin + Uik — Y — 2lre —
‘Ey?fe — 2'9&3 5 L

Na se¢do 5.3 mostraremos como Park ef ol [40] chegaram & uma classe mais geral de
desigualdades que incluem I-p-particdo, Z-p-particdo e dp-particio.
5.3 Desigualdades Definidoras de Facetas para o PCE;

Nesta seqdo, apresentaremos algumas desigualdades definidoras de facetas para o mo-
delo estendido, A exemplo da segao anterior, primeiro apresentamos um survey das desi-
gualdades ja conhecidas na literatura, e em seguida, as encontradas neste trabalho.
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5.3.1 Trabalhos Anteriores

Como foi dito no Capitulo 3, o Problema da Clique Maxima com Peso nas Arestas esta
intimamente relacionado ac Problema Quadratico Booleano. Este dltimo, foi estudado
em Padberg [38] onde vdrios resultados relativos ao politopo associado aquele problema
séo apresentados. Nio é surprecendente portanto, que varios destes resultados possam
ser estendidos para o problema que estamos estudando.

A partir de algumas desigualdades obtidas por Padberg para o Problema Quadratico
Booleano, Park ef al. [40] estabeleceram condigdes segundo as quais aquelas passam a
definir facetas para o PCE.

As Proposigdes 5.9, 5.10 e 5.11 a seguir fixam as condigbes, propostas por Park et
al., para que as desigualdades (IV)-(VIIl) definam facetas para o politopo PCE;. Vale
lembrar que apenas as provas de validade serdo apresentadas, para a prova de que as
desigualdades definem facetas veja o trabalho daqueles autores,

Proposicio 5.9 Seje n > 3. Pare quaisquer dois vériices distinios 1, § € V,,, as desi-

gualdades abaize
yt'j — &y g O (63)

€
Ttz Yy s (5.4)
definem facetas para o PCEy, se somente se, b > 3.

Prova: Demonstramos primeiro a validade da desigualdade y;; — 2; < 0. Considere que
o vértice 1 pertenca a clique, ou seja z; = 1. Neste caso, a aresta {4, 7} incidente no vértice
i pode ser igual a zero ou & 1. Para y; = 0 temos o lado esquerdo igual a —1. J4 para
y;; = 1 o lado esquerdo serd igual & zero. Portanto, a desigualdade mantém-se valida.
Assuma agora que o vértice ¢ nao pertenca a clique, ou seja, x; = 0. Para este caso, a
aresta {1,7) s6 poderd ser igual a zero. Clom isso, o lado esquerdo da desigualdade serd
igual a zero, e a desigualdade mantém-ce valida. :
Demonstramos agora a validade da desigualdade z. 4+, —y; < 1. Assuma, sem perda
de generalidade, que um dos vértices esteja na clique, ou seja z; = G e z; # 0. Neste caso,
a aresta (1,7} serd igual a zero devids z; = 0. Logo, o lado esquerdo da desigualdade
sera igual a 1. Segue-se que a designaldade € valida. Considere agora que z; = z; = 0}
Com isso y;; = 0, e portanto a desigualdade mantém-se valida. Por dltimo, facamos
z; = x; = 1. Isto implica em yy; = 1 e a validade da desigualdade.
0
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Proposicio 5.10 Para qualquer vértice i € V,, a desigualdade estrela

. Ye — (f? —_ 1)${ <0 (55)
e E({{T:Vn—{i})
define uma faceta pare o PCEy, se somente se, b<n ~ 1.

Prova: Considere que z; = 0. Neste caso o vértice ¢ ndo pertence a clique, e portanto
todas as arestas que incidem em ¢ ndo pertencem & clique, ou seja ¥ ». = 0. Segue-se que
a desigualdade é vilida. Assuma agora que o vértice i pertenca a clique, isto é, 2, = 1.
Para este caso temos ¥ ¥, < &— 1. Logo, o lado esquerdo da desigualdade serd no maximo

igual a zeroc. Portanto, a desigualdade mantém-se valida.
3

Proposigdo 5.11 Seja § C V, um subconjunte de vértices. Fara (S| > 3 el <o <
|51 — 2, a desigualdade

az-:c,-— Z ye < afa +1}/2 (5.6)

€S € E(S5)

define uma facete para o PO Ly, se somente se, S =1V, sua < b6-2.

Prova: A validade da desigualdade (5.6} pode ser verificada a partir dos seguin-
tes argumentos. Seja p o nimero de vértices na clique solucie. O lade esquerdo da
desigualdade torna-se op — p{p — 1)/2. Para que a desigualdade seja vidlida, € pre-
cise que ap — plp — 1}/2 — oo + 1}/2 seja menor ou igual a zero. Ou ainda, que
— U — 2o+ 1)p+ala+ 1} seja menor ou igual a zero para « inteiro com & 2> 0, Ocorre
que este polindmio tem raizes em ¢ e a + 1, portanto inteiras. Consegientemente, temos
gue — 17" —{2a+1jptafa+1)] < 0 para todo pinteiro, esempreque o € {1,2,...,n-2},

Logo, a desigualdade € valida.

[

Um caso especial da desigualdade {5.6), de interesse para este trabalbo, séo as chama-
das desigualdudes cligue-triangulares obtidas quando |5 = 3 e o = 1. O grafo suporte de
uma desigualdade clique-triangular é mostrado na Figura 5.4{a}.

Na Proposicio 5.12 abaixo, apresentamos as desigualdades conhecidas por desigualda-
des corte e as condigbes segundo as quais elas definem facetas para o politopo FPCE,.

Proposicio 5.12 Sejam 5 C V, e T ¢ Vo — 5 dois subconjuntos de vértices. Para
[Sl=s8>1¢[Tl=1t2>2 adesigualdade
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8 &)

Figura 5.4: (a} Grafo suporte de uma desigualdade cligue-triangular com 5 = {1, 7,k} e
o = 1. A desigualdade clique-triangular correspondente € oy +z; 4+ 2o — ¥y — vk — yyx < 1.
(b} Grafo suporte de uma desigualdade corte-triangular com § = {i} e T = {;,k}. A
desigualdade corte-triangular correspondente € ¥ + yax — ¥ — 2 < 0.

S Yem D Ye— . Ye— @ <O (5.7)

e€E($:T) € E(S) £ E{T) €S

define uma faceta para 0 PCEy, se somente se, [S]=1¢b>3 oulS|>2eb> 4,

Prova: Assuma que € seja uma clique vidvel qualquere que [C N8l =3¢ CNT] =1
Isto implica em 18 — §(3 — 1)/2 — {{(f — 1}/2 — § < 0, ou ainda fatorando-se o polindmio
anterior obtemos —3[f* — (25 4+ 1M+ 53+ 1)) <0eom 0 €3 <se0 <1 <t Come
—1i(F—5){f—3~1)] < 0 para qualquer §e { inteiras, segue-se que a desigualdade é vilida.

o

Quando [S] =1 e T} = 2 na Proposicéc 3.12 tem-se as chamadas desigualdades corte-
trigngulares que, como veremos adiante, tem uma enorme importanca do ponto de vista
computacional. O grafo suporte de uma destas desigualdades ¢ visto na Figura 5.4(b).

Antes de termos conhecimento do trabalho de Park ef al. {40], dois casos particulares
de desiguaidade (5.7) haviam sido obtidos por nds usande técnicas de Lffing. De certa
forma, estdvamos realizando o caminho inverso daguele feito por Park. No nosso caso,
estévamos lazendo Hfting do modelo natural para o modelo estendido. Ja Park ef al,
usando técnicas de projecio, obtiveram algumas facetas do modelo natural,

A titulo de exemplo, sobre como poderiam ser obtidas facetas do modelo estendido a
partir do modelo natural, mostraremos os [iftings realizados nas desigualdades triangular
e 2-2-partico, e que levam a desigualdades como as definidas na Proposigao (5.12) para
o modelo estendido.

Considere a desigualdade triangular ¥;; + vie — ¥ix < 1 € a face definida por ela em
PCE, expressa por F = {{z,y) € PCEy : yi; + v — ¥+ = 1}. Todos os pontos sobre
esta face satisfazem z; = 1 e, portanto F ndo pode definir uma faceta de PCE,. No
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entanto, existe um o € Ry, tal que a desigualdade ol — 2;) + vy vy —up <1 6
valida, e preferencialmente, definidora de faceta. Quando z; = 1 esta desigualdade recai
ne caso original, portanto devemos escolher & de forma gue a desigualdade seja vilida e
mails apertada possivel para quando z; = 0. Logo, se z; = 0, y;; = yiu = 0 o problema
resume-se a encontrar o maior valor de o tal que, z; = 0 e a < 1 + y;¢. Pode-se verificar
que o valor de a deve ser igual a 1, e a desigualdade torna-se yy; + yix — yjx — 2 < 0. Tal
desigualdade corresponde a desigualdade corte-triangular,

Assuma agora a designaldade 2-2-particio dada por yu + yie +¥se + 950 — ¥ij — 2y < 1
e a face F definida por ela em PCE,. Todas as cliques cujos vetores de incidéncia {0-
1} estdo em F contém o vértice k ou o vértice £, mas ndc ambos. Isto faz com que a
desigualdade 73 + 24 — yir < 1 da formulacio (PL2) sempre seja satisfeita com igualdade.
Desde que 74 + 2r — ¥y < 1 86 pode assumir valores 0 ou 1, como no caso anterior, o
problema é encontrar o maior valor de a, quando xx = z¢ = (. para que a desigualdade
all =T~ 2y +Yre) + ik + Yix + e+ Yae — Yi; — 29k < 1 se torpe vahida. Este valor é obtido
para @ = 1 e a desigualdade tornar-se yu + yiu + Yur + vie — ¥y — Yre — Tk — ¢ < 0 que
é uma desigualdade vilida. Tal desigualdade corresponde a desigualdade corte quando
fazemos (S} =2 ¢ [T} = 2.

Dando continuidade a apresentacio das desigualdades definidoras de facetas no PCEs,
a proxima desigualdade é originria do Problema do Subgrafo de Peso Méximo com res-
tricao de Capacidade estudado por Johnson ef ol [30]. Quando o grafo € completo e a
restri¢io de capacidade reduz-se & uma restricdo de cardinalidade, o problema tratado
por Johnson el o¢f. é exatamente o PCMPA.

Algumas das desigualdades propostas por Johnson ef ol foram generalizadas em de
Souza [13]. A Proposicao a seguir fol extrafda de Park ef al. [40] que mostraram que as
condigdes para uma desigualdade arvore definir uma faceta de PCE; eram mais brandas
do que aguelas propostas por Johnson ef @l
Proposigio 5.13 Seja T uma drvore no grafo Ky = (Vo Ey) com V(T representando

e

o conjunte de vértices em T. tal que, VTV = b+ 1. £ o conjunto de arestas E{T).

Considere ainda gue n > 3. Entao cada desiguaidade drvore

3owe— > di—1)2 50

6 BT} ieViT)

onde d; € o grau do vertice 1 na droore T, define uma faceta para o PC Ky, se somenie se,

b=n-—1ou T ndo £ uma estrela.

Prova:
Assuma que D seja um conjunto dependente (veja Johnson et al. [30]), isto é,

Siep&i > b Em particular, [D| = b+ 1. Considere que as arestas pertencenies a
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E(D)n E(T) induzem uma floresta F. Seja T = (V(T'), E(T)) um componente qualquer
da Horesta £, com V(’f} = S. Portanto, o componente T corresponde a uma arvore,

Para i € 3, seja 5(2) = {7 : {i,7) € E(T)} Como |S| = [D|, existe uma aresta
(i,5) € E(T) — E(T) com j € &, tal que, [6(j)] > 18(j)]. Desde que y, = 1, para
e € E(T), segue-se que

Y ve=E@)=V@-1=15-1.

e E(T)

Expressemos | S| — 1 como sendo 2(]5]| ~ 1) — |8] + 1. Cada aresta (i,) € E{T) é contada

duas vezes para cada vértice 1 € S, logo

S =184 1= R - 15+ 1

€S

218

Porém, como o grau de um vértice € expresso pelo nimero de arestas incidentes nele
menos 1, aplicando esta definicao para todo 1 € S obtemos

(S =180+ 1= 13080 - D] + L.

€8 €8

Sabendo-se que |8(7)| > Eé(})f

D38 = U]+ 1 < 32800 = 1) = 3_(1803)] — Dya,
i€§ ie§ : ies
pois z; = 1 para todo ¢ € g,
Adicionando-se estas designaldades para todo componente em £ mostra-se que a de-
sigualdade arvore € vilida para qualquer solugao {z.y} € PCE,.

Uma outra familia de facetas para o PCE, foi sugerida por Park ef al. {41] e pode ser
descrita da seguinte forma. Assuma que P seja um caminho no grafo K, com [ViPl] =
b+ 1, e Vo P} os vértices ndo extremos do caminho, isto €, o8 vértices com grau igual a
2 em P. Considere um conjunto K € V{P)}, tal que, K induz um subgrafo conexo em P
com (K| < b— 1, e o politopo definido abaixo

Py={8e R 3B < V(PN K|~ [K[+1, para todo K}

1ER
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Proposigao 5.14 Para b > 3, g destgualdade

N owe— Y xmi+ > By <0 (5.8)

ecE(P) IEVy(F) V(P

onde t € V, ~V(P), define uma faceta para o PCE,, se somente se, B € um ponto exiremo

QYE Pg

&1 (.2

Figura 5.5: (a) Grafo suporte de uma desigualdade caminho, A desigualdade correspon-
dente & yy2+ yaa 4 Yas -+ Yz — 2z — 23 — 24 < 0. {b) Grafo suporte de duas desigualdades
para-quedas. Em (b.1) a desigualdade correspondente é yyp + ya3 + yaa + a5 + Yos T Yag —
Fp— T3 — 24 < 0. Em (b.2) temos yio + 9oz + ¥aa + Yas + s — Yss — T3 — 23 — x4 < 0.

A desigualdade (5.8) é denominada desigualdade pdra-guedas. Alguns exemplos de
desigualdades de grafos suporte de desiguaidades péra-quedas sdo vistos na Figura 5.5,

U caso particular, interessante para o nosso trabalho, das desigualdades {5.8) so as
chamadas desigualdades de caminho, obtidas quando #; = 0 para tode 7 € K. Note que,
como } € Py, a desigualdade define faceta para PCE;,

5.3.2 Relacao entre Facetas dos Politopos PCN, e PCE,

Nessa subsec8o procuraremos tragar um paralelo entre o modelo natural e o modelo
estendido. Para isto mostraremos como desigualdades no modelo natural podem ser
obtidas a partir de desigualdades no modelo estendido, e sera possivel verificar que os
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bounds obtidos na formulagao inteira definida no modelo estendido sio melhores do que

os obtidos no modelo natural.

A Projecao de PCE, em PCN,

Estudos realizados por Park ¢f al. [40] possibilitaram a descoberta de novas familias de
facetas para o politopo associado ao Problema da Clique Mdxima com Peso nas Arestas

em ambos o5 modelos.
Nesta secdo, daremos uma breve descricdo dos resultados apresentados por Park ef al.

que permitirdo a obtencio de novas desiguladades para o PCMPA através de técnicas de

projecao aplicadas ao Problema Quadritico Booleano (veja Padberg [38]}).
Antes de prosseguirmos daremos algumas notagdes e definigbes que serdo vteis para a
compreensao desta secio. Seja ¥ um subconjunto arbitrario de IR™ ¢ o espago

Q={{z,y) e R : Az + By £d, 2 > 0.y € ¥}

onde A, B ¢ d séo matrizes m X n, m X m e m % 1, respectivamente, tal que @ # @, A
prejecde do poliedro @ dentro do espago ¥, denotada por Pr,{Q}), é definida como

Pr(Q)={ye R":(z,y) € Q, para algum z € R"}.

Nds estamos interessados em descrever o conjunte Pr () de uma maneira similar a
(3, isto € através de um conjunto de desigualdades lineares, e claro, com a condicéo y € &,

0 resultado abaixo define Pr {{J}

Teorema 5.3 {Balas ¢ Pulleyblonk [1]) Seje W = {w € B  wA = 0 ew » 0}
Se whow?, . w® sdo os raios exiremos de W, entdo Pr @) = {p € B™ : (v B <
whd para todo b = 1,2, sy € V. '

Tendo em mente este resultado, e as notagdes e definigdes apresentadas, retornemos
a questdo de projetar o politope PCE, no espago R™ (politopo PCN,). Seja ¢, um
conjunto de solugdes vidveis para o sistema de desigualdades lineares abaixo

Yy~ Y, ge—a:i S0 VICVo—{i}, com1<[S[<p VieV,. (5.9}

€8 c€E(S)
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Yoz~ Y w <l VSCV, coml<|S]<q (5.10)
€8 e E{5)

Y. 20 Veg E, (5.11)

Note que as desigualdades em (5.9) e (5.10) s3o casos especiais de desigualdades (5.7) e
(5.6}, respectivamente.
Vamos definir P, como sendo igual a Pr,(Q,.) e

Wy ={oc R, 8¢ R, b g~ 3. Bg=0, paratodoi € Vy}.

SCVa—{i} 1<ISI<r i€SCVn SISy

onde r =nd g (n—1Cres =31, nC
Em seguida caracterizamos o conjunto de raios extremos de W, ,.

Proposigio 5.15 Seja (¢, f} um raio de W, ,. Enido {o. 3} € um raio extremo, se so-

mente se, ele € equivalente a seguinte forma

fs = 1 paraalgum SCV,.1<|8]<g¢q;

Br = § caso contrario;
eys, = 1 paraalgum 5;CV, - {L1<iS<p Vige 5,
a;r = {0 caso contrario.

Prova: [Park ef ol [40]].

Portanto, usando o Teorema 5.3 nds obtemos

Corolario 8.1 Fo, = {y € Y © Fies Tores Uit = Lies LecE(S) ~ LoecE(s) Yo < 1L,VS €
V1< I8{<qgeS CV, - {ih1<|8]<p Vie S}

Mostraremos agora alguns casos especiais dos resultados acima. Primeiro considere
(12 que consiste das desigualdades {5.3) e (5.4). Note que (1 com a restri¢io de
cardinalidade da uma relaxacio linear para a formulacio estendida.
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Corolario 5.2 P ¢ o conjunto de solugGes vidueis para o sequinte sistema de desigual-

dades lneares

ye > 0 Yee E, (5.12)
ye < 1 Vee€ K, (5.13)
yik + ¥ip — y; S 1 para trés vértices distintos 4,7,k € V, {5.14}
vk + ¥e — Y <1 para quatro vértices distintos ¢, 1,k £ €V, (5.15}

A formulagio (J 2 requer n +m varidvels com O(n?) restricdes, e a formulagio P, ; requer
somente m varidveis mas O{n*) restrigdes.
Considere agora (3 5.

Coroldrio 5.3 P2 € ¢ conjunio de solugdes vidvers pare o sistema de desigualdades
lineares compostoe pelas desigualdades de (5.12)-{5.15) € por

Vie T Y+ U =i~y S 1 {5.16)
Vi, Lkl teomif e 4L 1FL1#k
Yik T Yt Y F You — Wiy Ykt~ Y S (5.17)
Vi Lk G tucomi#E i hAFLEAFLTF LT Hut#

Note que se fizermos k = ¢ em (5.17), a desigualdade corresponde a desigualdade Z.
Note também quese £ = tem (5.17}, a desigualdade nada mais é do que a designaldade W.
A formulacic @2z requer n+m variaveis com (J{n®) restrigées, enquanto que a formulagdo
P, 5 requer somente m varidveis, mas O{n") restrigdes.

Fica evidente entdo que se (Jy, conjuntamente com a restrigao de cardinalidade for
ustilizada como relaxagao linear. o limitante superior resultante da formulagio estendida
serd mais justo do que o obtido usando a formulacio natural com todas as desigualdades
triangulares, Z e W,

(s resultados acima séo suficientes para mostrar que a abordagem no modelo estendido
é superior a abordagem no modelo natural, uma vez gue com um numerc Inenor de
restrigdes o valor obiide na relaxagdo linear do modelo estendido é mais justo do que a
formulagfio no modelo natural que possui bem mais restrigdes.

Desigualdades Obtidas por Projegao

A primeira desigualdade descrita nesta secio é uma generalizacio das desigualdades
triangular e W. Essa familia de desigualdades pode ser obtida através da projegio das
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desigualdades clique e corte-triangular validas para o politopo do Problema Quadritico
Booleano. Sejam S e T; deis conjuntos disjuntos em Vi, com | S| > 1, e € Set(i) e u(i) €
T;. Entao a desigualdade

Z'(ya(i} + Yinlsy — Ye(idus)) Z Ye =

i€s € E{S)
¢ denominada desigueldade sunflower,
Park et al [41] conseguiram demonstrar que a desigualdade anterior pode ser obtida
através da adicdo das seguintes desigualdades

Exi'““ E e ﬁ }-7

) e E{5)
€

Uity + Yiws) — Petitny — & S0 Vige S

Isto facilmente atesta o fato de que a desigualdade sunflower é vilida para o PCN,,
De uma maneira geral, Park ef al. [40] definiram a designaldade suaflower como abaixo

S S wa-o, Y, ve— 2 v <1 (5.18)

{ESET, €5 e B(T0) eEE(S)

A desigualdade (3.18) pode ser obtida a partir do Corolario 5.1 quande fazemos p =
n—1eq=n A Proposicio abaixo estabelece que a desigualdade (5.18) define faceta

para ¢ politopo FON,.
Proposigio 5.16 Se b > 4 ¢ as condiges sdo satisfeitas

T, ¢ Vp,—8 ¥ie§,

Se Tl = 1 poradgumi€ S entéo T, 0T, YjeX
nT €1 Y3 eS8,

entdo a desigualdade sunflower define umae faceta para o PUN,,.

Prova:

Considere as desigualdades cortes obtidas para cada 1 € § ¢ o conjunto T;. Considere
ainda que a desigualdade clique obtida com o copjunto S e o = 1. Somando-se todas
estas desigualdades pode-se trivialmente ver que a desigualdade sunﬁvwer é valida para

0 PC%&
3
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Pode-se demonstrar que todas as desigualdades triangulares, Z, W e 1-p-particio sio
casos especiais da desigualdade sunflower. A Figura 5.6 mostra exemplos de desigualdades
sunflower. Em particular, na Figura 5.6{a) note que a desigualdade sunflower para [S] = 1
e |Ti] = 2 corresponde a desigualdade triangular, enquanto que se fizermos S = {i,5} e
(i} = |{T;] = 2, tal que, |T; N T;| = 1, obteremos a desigualdade W.

{2} )

Figura 5.6: {a} Grafo suporte de uma desigualdade sunflowerpara 8 = {1,j}, Ti = {r. £} e
T; = {r,s}. A desigualdade sunflower correspondente é g+ yir +upr + U0~ re~Yrs — 45 <
1. (b) Grafc suporte de uma desigualdade sunflower para 5§ = {4,j}, i = {r,s.1} e
T; = {t}. A desigualdade correspondente € y:, + ¥ + ¥it + Yjt — Yre — Yrt — Yot — %55 < 1.

Entretanto, Park ef al [40] deduziram que a desigualdade (5.18) nem sempre define
uma faceta para ¢ PON,.. Eles constataram que se 7, = T para todo 7 € 5, com
T C Vi, — 8, € possivel encontrar uma demgualdade que domuna a desigualdade (3.18).
Tal desigualdade é expressa em seguida

Soowe- ¥ ow-2 3% <l (5.19)
fEE{5:T} s€ E{5) e E{T}

A desigualdade acima ¢ denominada desigualdade 2-partigéo.

Proposicio 5.17 Se b > 4 e |S] > 3, a desigualdade 2-particio define ume foceta para
o politepo PCN,.



]
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Prova: Considere que ( seja uma clique qualquer e que IC 18] =3e |[CNT]={ Com
is50 obtemos 16— 5(§—1)/2—#(t—1) < 1. Ou ainda, f(i 5= M- 442320420 < L.
E facil demonstrar que para § =2ei=1led=2ei =2, a funcio f(1,3) atingi o valor

maximo, e portanto temos a validade.
O

Note que quando |7} = 1, a desigualdade {5.19) reduz-se & desigualdade 1-p-particéo.
Além disso, a desigualdade (5.19) engloba as desigualdades 2-p-particic e 3-p-partigdo
propostas por nds. Para isto basta fazermos [T = 2 e [T'| = 3, respectivamente.

A 1iltima familia de facetas proposta por Park ef al. [41] no modelo natural generaliza
as desigualdades Z. Essa familia de facetas, a exemplo das desigualdades sunflower, é ob-
tida a partir da prdjeg&o de desigualdades validas para o politapo do Problema Quadratico

Bocleano,
Sejam u e v € V, dois vértices, com u % v e § e T dois subconjuntos de vértices em

V.. Considere ainda que §0O T # §. Entdo a desigualdade abaixo

z ij + Zym z Ye — Z ye y'av g 1 (520}

sES teT cE€E{5} ee E{T)

é denominada desigualdade Z generalizada do tipo 1.

Proposicdo 5.18 Para b > 4, e desigualdade 7 generalizada do tipo 1 define uma facetn
para ¢ politepe PO N,.
Prova:

A desigualdade (5.20) pode ser obtida através da adicao das seguintes desigualdades

validas para o politopo PCE,

Ty 'J" Ly ™ yvv S 1_\

Z?}u&" Z Yo — Ty SO

3ES eE E{5}

£
Zyvt“ Z 'ya“IySG.
&7 ee E{T}

o gue facilmente atesta a validade da desigualdade Z generalizada do tipo 1.
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Figura 5.7 Grafo suporte de uma desigualdade 7 generalizada do tipo 1 para 5 = {7, 7, k}
eT = {j, k}. A desigualdade correspondente é ¥ +¥su+Yku U0+ Vi —Yi5 — Yk~ Yik =~ Yur <
1.

A Figura 5.7 mostra um exemplo de desigualdade {5.20). Note que se fizermos § =
{i,7} e T = {;} a desigualdade (5.20) nada mais € do que a desigualdade Z.

Um outre tipo de desigualdade Z generalizada ¢ a desigualdade Z generalizada do tipo
2. Sejar & V, um vértice qualquer, S C V, — {r} um subconjunto de vértices com 19} > 1,
e T; € Vo — {r} um cutre subconjunto de vértices para todo 1 € S. Assnma ainda que
7. 1 T; = @ para quaisquer dois vértices distintos 7, 7 € S. Seja U; = {r}1 UT.. Entéo a
desigualdade

et
o
]
ot
—_—

EIDIETED DD DI P

e 5 gET 15 e B{UN =6 E{ S}

-

£ denominada desigualdade Z generalizada do tipo 2.

A Figura 5.8 mostra um exemplo de desigualdade (5.21). Se fizermos 5 = {4,7},
T, = {£} é possivel obter a desigualdade Z a partir da desigualdade (521},

Proposicdo 5.19 Fara b > 4, ¢ desigualdade Z generalizada do tipo 2 define uma faceta
para ¢ politopo de PO N,.

Prova:
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Figura 5.8: Grafo suporte de uma desigualdade Z generalizada do tipo 2 para 5 = {1, k}
eT; = {{,s}. A desigualdade correspondente é y;e+ y,s + Yjr + ¥ir + Ybr — Yst — Yrt = Urs —
Yo — Yk — Wix S L

Novamante pode-se fazer uso da adi¢io de desigualdades vélidas para o politopo PCE,
para a obtencdo da desigualdade Z generalizada do tipo 2. Essas desigualdades estao

expressas abaixo

Yo ov- Y <0 VieS
e E(SU) € E(D,)

£

Zx‘i""’ Z y«:gi

eS eE B 5]

Fortanto, a desigualdade Z generalizada do tipo 2 ¢ vélida para o politopo FOUN,.
J

Nas secbes 5.2, 5.3.1 e 5.3.2 enumeramos algurmas familias de facetas para o Problema
da Clique Maxima com Peso nas Arestas parz ambos os modelos, Come jé mencionamaos,
algumas das famillas por nds propostas j& existiam na literatura, apesar de terem sido
obiidas de forma independente. Na prdxima secao. apresentarernos novas familias de
facetas por nds propostas para o Problema da Cligue Maxima com Peso nas Arestas no

modelo estendido e que acreditamos serem originais,

5.3.3 Novas Familias de Facetas

Nesta secio apresentaremos cinco novas familias de desigualdades vélidas no modelo
estendido que foram obtidas dos estudos realizados no politopo PCE, neste trabalho.
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Na oportunidade mostramos condi¢des necessarias para que estas designaldades sejam

definidoras de facetas.

A primeira desigualdade a ser apresentada é uma generalizacdo da desigualdade corte
e foi obtida por Padberg [38] com o emprego de argumentos de “simetria”. Esta desigual-
dade sob certas condigbes, como veremos em seguida, também ¢é uma desigualdade valida

para o politopo PCE,.

Lema 5.1 Sejam S C V, ¢ T CV, ~ S conjunios quaisquer de vértices , com |S] = s > 1
e |[T|=122 Parab>1 adesigualdade |s: t}-corte

Z Yo Z Ye— Z Yoot (s——t’)z;’:g«k {t—s— in < f sHt—s—1) {5.22)
€ E(8:T) e€E{T} «CE(S) €5 1€d
¢ vdlida para o politepo PCE,.

Prova: Considere que { > s e ( seja uma clique vidvel, Assuma ainda que [CN S| =35
e 0N Ti =1, tal que, 0 €< 5 < se 0 <f <4t Com isso, obtemos para a desigualdade

(5.02) 1§~ Hi—1}/2=3E~1)/2+ (s —1)3+ (t —s = 1){ < (t = 8)(t — s — 1)/2. Ou ainda,

1. ;

5[%5‘{2“ 4 2s -3+t —s— 1t~ (t—s}{t~s~1)] < O

i = . ,
m§{§2—2§~t-‘z(f-—s—1)t+32m§w2(s—f)s+(tms)(iw6~—l)] < 0

—5[52-2‘*;& Fem Ut — s = B4 2As—) - +{F~8}t—s-1) < 0

Pode-se fatorar o polinémio 8° 4+ #{~2{s —¢) — 1} + {# — 8){{ — 5 — 1} obtendo:

A
<

it =2t s~ 1+ (F+ (=) F+ {t—~ s~ 1))]

IA
o

[P -2 A2 =+ {F S EH s~ 1))

o P (2842t~ 2s - D+t -8} E+E—s—-1)) € 0 (523

Agora fatorando-se o polinémio em f do lado esquerdo de (5.23) tem-se:
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_§@~(§+twsnﬁﬁiﬁ+t—s~lm < 0

(f—5—t4+a)f—G—~t4+s+1) € 0 (5.24)

b |

De fato, como i ~§—t4sel~§~—1t-+s+ 1 sio mimeros inteiros consecutivos, o lado
esquerdo da desigualdade {5.24) é sempre meror ou igual a zero. Logo, a desigualdade

{5 ]-corte é valida.
0]

Antes de provarmos que a desigualdade [s : f]-corte ¢ definidora de faceta para o
PCE, caracterizemos as raizes da equacdo correspondente. Para isto, considere o lema

enunciado abaixo.

Lema 5.2 Seja C uma chigue vidvel e S CV, e T CV, ~ § dois subconjunios quaisquer
no grafo suporte de uma desigualdade do tipo {s : t]-corte, tal que, |S| = s ¢ |T| = ¢.
Considere ginda que § = {CN S| ef=|{CNT], com0<i<s e <<t

(1) Se t > s entio tomando-se £ = (t — s) + 3 ouf = (t — 8) + § ~ 1, obtém-se uma raiz
da desigualdade (5.22). Além disso, se 3= 0 el = (1 —s) tem-se uma ouira raiz de {5.92).

(2} Considere agora s > t, Fazendo-se § = (s~t+1)41 oud = (s—t+1)+1~1, obtém-se
uma raiz da desigualdade (5.22). Além do mais, se fizermos =0 e § = (58— 1+ 1) tem-se

wma oulrg raiz de {5.22).

Prova: A prova serd realizada apenas para o caso (1}, ou seja, quando ¢ > s. Porém ,
a mesma pode ser estendida quando s > 1. A prova consiste em demonstrar que o lado
esguerdo da designaldade {5.22) € igual ao lado direito guando substituimos os valores de
Fetlem (5.22).

Considere os casos abaixo:

(iY& =0e{={t—s). Substituinde em (5.22) obtemos

w%i‘(fwl)mfﬁsms—1)

w%(t—»s){twswl)+(tw~s){t~sml)



5.3, Desigualdades Definidoras de Facetas para o PCE, 60

1
. g(tmns)(ims-mi}

(ii) # = {t — s} + §. Substituindo em (5.22) obtemos

§(i+—s+§}—~%§(§»1)—%(t—-‘e«%é){t-—.&—i—g—-l)+§(3~t}+(t~*.sw~1)(2ms+§)

g E{fw.s)%*gz—-;-(i——s)(th*l)m %§(tws)+é—§2-é@(t-—-s——1}-{h(f—-s-l)(tms)-l—g{i——.s—-l')
: §?u%§?+%gﬁé(@-sxtmswzyw%§t+%§&~%§?-é§b+%§&+%§+(ﬁ~gm1thsypﬁ~@s_§

] %(i'ms)(i'w‘s“l)

(iiij 1 = {t - s} + 3 — 1. Substituindo em (5.22) obtemos

1
§(z‘.--s+§—-1}-%éﬁ—1)-~§(t-3+§-—lﬁ)(t-—s+§—1--1)+.§{5m!)*(imsmi}(tws%—é%i)
1 1 1 1 1 1 .
~§2-—§-%§2+ §‘§+ §(i-—s)(t-s—1)+é-(éwl)(é—s—l)- §§2+§+ iw-z-(tmsj{éml)

'.%@“ﬂ@_smm

it
1d

Temos agora condigbes de enunciar o teorema que caracteriza a desigualdade {2 : #)-
corte como definidora de faceia para o politopo PCE,.

Teorema 5.4 Seiam SC V., e T C Vi~ S, comSl=35>1¢|{T| =122, conjunios
quaisquer de vértices. Para b > 3 o designaldade {s : {]-corte define wmea facete pars o

politope PO E,.

Prova:

Assuma que § = {1,2,...,3}. Sela F a face expressa pela desigualdade {5.22} e
rx + 8y < ap uma desigualdade que define uma face para o politopo PCE;, tal que, F
C Firpy = {{a,y) € PCEy : w2z 4 By = ap}. Entlo, desde que F # (} poderemos concluir
que 4 desigualdade (5.22) define uma faceta para o pohtopo PCE;.

Durante a prova assuma que X' representa o vetor de incidéncia de uma solucio vidvel
e que a construgio de x“ segue o processo de encontrar as raizes da desigualdade {5.22)
eomo enunciado no Lema 5.2.
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Afirmagde 1. Fa, b} = ~a e fla,c) = paratodo e, b€ Sece T,

Prova. Considere que T C T, tal que, [T = t - s. Sejam a € S, b€ S~ {a} e
¢ € T — T vértices quaisquer. Sabendo-se que 2T e F, xTuial ¢ o xTultl ¢ F
obtemos, respectivamente, que

(e, BT = e (5.25)
(. BT + o+ Bla,T) =0 (5.26)
(7. T + m+B80.T) =0y (5.27)

Através de (5.25) e (5.26), e (5.25) e (5.27) € possivel deduzir que 7, + Bla,T)=0e
m + B{b, f’) 0. Com base nestes resultados, e sabende-se que yTviervlel ¢ F pode-se
concluir que 7. + Be, T) + Bla,¢) = 0. Além do mais, xTulerbiviel ¢ F, logo segue-se
que 7o + 7 + w4+ Bla, T+ B(6, T) + B(c. T) + Bla.b) + 3(a,c) + B(b.c) = 0. Portanto,
Ala, b+ 8(b,cy =10, ou ainda, Ble, b} = g5’(51 c).

Considere agora que T C T, tal que, ]TI =t-s5—~1 Sejama € S, c €T~ Te
de T —{TU{c}) vértices quaisquer, e AT ¢ 7, xTvel ¢ 7 e X7V ¢ F vetores de
incidéncia. £ possivel deduzir que 7. + B¢, T) = 0 e ny + 3({d, T) = {. Sabendo-se ainda
que xTerF, xToenis) ¢ F o yTolold) ¢ F, segue-se que 7, + Ba,T) + Bla,¢) =0 e
e d{a,T V+ Fa, d} = {, respectivamente. Portanto, com base nos resultados anteriores
temos que fF{a,¢) = fla,d) = «,. Aplicande este mesmo raciocinio para b ¢ S — {a}
obtemos #{b,c} = B(b,d} = . Portanto, desde que #a. b} = —3({b,c) temos Fa, b) =
~8la,c) = —o, e Bla,b) = ~8(b ¢} = —a, ou seja, fla. bl = ~a, = —~y = ~. Assim,
para todo ¢ € S temos a; = @, € portanto, Bla,c) = Blb.cl = a.

(dc.a)

A partir deste ponto considere que T C T seja um conjunto de vértices quarsquer, tal

que, ;T =13

Afirmagée 2. Bz, w} = 0 para todo z,w € V, - (S UTL
Prova, Seja T C 7' um conjunto de vértices, tal que, iff =f{-s,ez,wee ¥, ~(SUT)
vértices qualquer. E possivel deduzir que 7, + Az, T) =0 em, + Fluw, ]; = { desde
que / AT e F, XTis ¢ 7 o X1V} ¢ . Com base nestes resultados e sabendo-se que
27 ¢ F o XTI & F ohtemos Blz,w) = 0.

(de.a.)

Afirmagdo 3. Blu.z) = 0 e B(v,z) = 0 para todo u € §, para todo v € T — T e para todo
€V, —(SUT).
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Prova. Sejamu € S,v €T~ TezeV,— ~(SUTY) vértices quaisquer. Através dos vetores
de incidéncia XT e F, ¥Tull ¢ 7, e X0} ¢ 7 o ¥TUBVE) ¢ 7 4 possivel deduzir
que S{u,z} =
Conmderando agora os vetores de incidéncia X7 ¢ F, xTute} ¢ F, xlupptd ¢ Fe
xTufutaiuiel ¢ F, e sabendo-se que B{u, z} = 0, pode-se deduzir que #{v,z)} = 0.
(d.c.a.)

Afirmagdo {. 7, =@ para todo 2 € V, — (SUT).
Prova. Seja z € V, — (S U T} um vértice qualquer. Através dos vetores de incidéncia
XT ¢ F e XTV5} ¢ F pode-se deduzir que 7, = 0, pois A(2,7) = 0 com base nos

resultados acima.
(dea)

Afirmagdo 5. B{b,d) = —a para todo b,d € T
Prova. Sejam a € S, c € S ~{a}, b & T ~ (T U{b}) e d & T{b}). Através dos
vetores de incidéncia X7 ¢ F, xTutaiut) ¢ 7 o YTl ¢ ¢ possivel deduzir que
ma 47+ Bla, )+ B(b.T) + Bla,b) = 0 e w7 4 (e, F) + B, T) + Ble,d) = 0. Logo,
como X7 € F e XTIVl ¢ T 8(4,d) = Blb ¢} = e e fla,c) = 8(b,d) = ~
abtemos 3{b.d) = —

{d.ca)

Afirmacgdeo 6. 7, = afs — t) para todo 2 € 5.
Prova. Seja ¢ € S um vértice qualguer. Desde que x% e Fe xTol) € F é possfvel
deduzir que 7, + f{a,T) = 0. Como Bla.T) = —al(t — ), pode-se concluir que 7, =
alt — a).

{dea}

Afirmacds 7. 7. = af{t —s — 1} para todo ¢ € 7.
Prova., Sejama € Sec e T~ T vértices quaisquer. Através dos vetores de Incidéncia
AT e F o xTWel o Fe FTulaiiel ¢ F obtemos 7, + B{e,TV+ Bla.¢) = 0. Sabendo-se

que Ble, T) = —aft — 8) e Bla.c} = a. conclui-se que 7, = alt — s — 1),
{d.ca]

[l

Na verdade a desigualdade [s : t]-corte é um caso particular da desigualdade flor-do-sul
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i .
S o Y g Y e —ad mit ﬂzxf§§aﬂ (5.28)

ec E{5:7T} £ E{T) e E{8) el €T

parac—J=l,comaef e Z.
A seguir, daremos a prova de validade da desigualdade {5.28).

Lema 5.3 Sejem S C V., e T C V, — & dois subeonjuntos quaisquer de vértices, com
Slms>1ell|=122 Poarab>2lea—-F=1, comacefc Z adesigualdade
flor-do-sul € vdlida para o politopo PCE,.

Prova: Considere que ( seja uma clique vidvel, e |[CNS| = e [CNT| = {. Substituindo
em (5.28) obtemos
. i1y -1 W e 1
&t 5 5 as + i < 20:3
| S . .
»2—-[25%—§2+§-t2+tm2a§+2ﬁt-—cxﬁ] < 0

1 . .
, 5[_-?+t+2z(am1)+_2§z«—§9+5—2§ama(a-z}] < 0

1. = oy . .
;}{[—f?—}-t—kﬁ(&u1}+2.§'£-—(§2+.§(2a-~1}+a(a»-1)) < 0

Fatorando-se o polindmio §° + 20 — 1) + al{a ~ 1) obtemos

SP 4 i+ o~ 1)+ 2%~ (F+a)§+a-1)] < 0

4

Ll e+ -1~ Gt ojita-1)] £ 0 (5.29)

Agora fatorando-se o polinémio em f do lado esquerdo de {5.29) obtemos

sl -G +ai—(G+a-1)] < 0

o mgli-i—a)i-d-atl)] < 0 (5.30)
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Comot—§—aef—%—a+]1 sdo nlimeros inteiros consecutivos, o lado esquerdo da
desigualdade {5.30) € sempre menor ou igual a zero. Logo, a desigualdade flor-do-sul é
valida.

3

Enunciamos em seguida dois casos da desigualdade flor-do-sul que definem facetas
para o politope PCE;. Considere a desigualdade flor-do-sul

50— S m- Y o —23 a4 S (5.31)

e E(S:T) ecE{T} ecE(5} €S el

definida para @ = 2 e 5 = 1. A partir deste ponto faremos referéncia a desigualdade
{5.31) como sendo a desigualdade [2:1]-flor-do-sul.

Teorema 5.5 Sejam § C V,, e T C V.~ § dois subconguntos de vértices, com |S|= s> 1
e |T] =+t > 3. Parg b > 4, a designaldade {2:1]-flor-do-sul define uma faceta para o

politopo PCE;.

Prova:

Seja F a face expressa pela desigualdade (5.31) e 7z + Sy = ap uma desigualdade que
define uma face para o politopo PC Ey, tal que, F C Foom ={{z.y} € PCEy 72+ By =
ap}. Entao, como F # § poderemos concluir que a desigualdade {5.31} define uma faceta
para o politopo PCE, se wx + By < ap for miltiplo escalar ndo-negativo de (5.31).

Considere que X" represente o vetor de incidéncia da clique viavel .

Cass 1. Come XV} € F  para qualquer § € T, isto implica que 7; = ag.

Cuse & Como XYUH ¢ F, para qualquer 5,k € T, temos 7; + 74 + S = o Como
7; = % = g isto implica que f = —aq.

Caso 3. Como X¥A ¢ F para qualquer i € Se j,k € T, segue-se que 7, + 7 + 7 +
3 + Bix + Bik = op. Com base pos resultados anteriores podemos deduzir

+ B+ By =0 {5.32}

Case 4. Como X1k ¢ T para qualquer ¢ € S e 5,k € T, segue-se entio que
T+ wp + T 4w+ B+ B+ B + Bik + Bie + B = au. Pelos resultados anteriores,
obtemos By = ~Fi = as. Logo, fi; = B = op. Pode-se concluir ainda que 7; = —2ay
através de (5.32).

Caso 5. Como X3kt ¢ F para qualquer i,r € S e 7,k,£ € T, segue-se entio que
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Tt T+ 7e+ T+ 7+ B+ Bix + Bie + Bir + By + Bt + Bir + Bre + i + Brs = 2o, Sabendo-
€ quUe Ty = Wy = [y == Qg A = Wy = —2ay, 55;‘ = B = Bie = JBjr =B =pFx=0p¢€
Bk = Bi¢ = B = —mp, deduz-se que Fi; = —ap.

Caso 6. Como X% ¢ F, para qualquer 7,k € T ez € V, — (SUT), segue-se que
w; + 7k + 7 + Bix + Biz + Pre = ap. Isto imphcea em

T Biz + Bre = 0 (5.33)
Caso 7. Como AU € F, para qualquer j € T ez € ¥, — (§UT), obtemos

Substituindo {5.34) em (5.33) deduz-se que i, = 0. Portanto, §;; = 0. Com isto, 7, = 0
através de {5.34).

Caso 8. Como X152t ¢ F, para qualquer i € S, k€T ez € ¥, — (SUT), deduz-se
que T+ 7; 4 Th + To + ik + Bii + Biz + Bri + iz + Biz: = ap. Isto implica em B, = 0 com
base nos resultados anteriores.

Caso 9. Como X1kav} ¢ T nara qualqueri € 8, k€ Tez,w € V, —(SUT), isto
implica que 1y + 7+ T+ To+Tot Bt fjit Bia+ Biwt Bt Bro+ Brw + Biz + Biw+ Baw = 0.
Segue-se que J,, = 0 com base nos resultados anteriores.

Considere agora a desigualdade flor-do-sul obtida para @ =3 e A = 2.

o= Y - ye -3 i+ 25 <3 (5.35)

e E{8:TY e BT} e€E{S eSS €T

Denominaremos a desigualdade {5.33) como sendo a desigualdade [3:2]-flor-do-sul O
tearema abaixo menciona as condicbes nas guais esta desigualdade define faceta para o

politope PCE;.

Teorema 5.6 Considere que |Sl=s21elfl=1t24 Pargh>58 a=3¢e8=2 ¢
desigualdade [3:2]-flor-do-sul define uma faceta para 0 PCE;.

Prova: Seja F = {{e,y) € PUE : 2ieGE(ST) Ye — ZPEE{T1 Ye — 2uecE(S) Ye — 3 Loigs i+
2 ¥ er T = 3} uma face para PCE;. Suponha que exista uma des;gualdade 7+ 8y < ogp
valida para o politopo PCE,, tal que, cada ponto {z,y) € F satisfaca {7, 3}{z,y) = as.
Ou seja, a face Fir ) definida por ne + Fy < ap esta contida em F.

Considere que C seja uma clique vidvel e que XC represente o seu vetor de incidéncia.
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Caso 1. Como XVU*} para todo 7,k € T, segue-se que 7; + 74 + B = aq.

Case 2. Como XUH4% para tado 7, k, £ € T, segue-se que 7;+ 7y + 7o+ Bk + Fie+ Bie = ag.
Caso 5. Como X144 para todo 7,k £ € T e i € 5§, segue-se que m; + my + mp+ m; -+
Big + Bie + Bii + B + Brs + Pu = a0

Caso 4. Como A ladkd] para todo 7.k, f,u € T e1 € 5, segue-se que 7, + 7 + 75+ 7 +
Tu + Bie + Bie + Bis + Biu + Bre + Bri + Bru + Bie + Biu + Bue = a0

Como j, k,£ e u sio vértices quaisquer em T pode-se concluir que f; = B¢ = 8}, =
Bt = B = fue e 7y = 74 = 7 = 7, através dos casos acima. Com base nisso,
combinando os resultados dos casos {1} e (2} é possivel concluir que

Bik + 7 = ao/3 {5.36)

Portanto, substituindo a equagiio {5.36) em #; + 7 + B, = op obtemos 7 = 2ag/3.
Agora substituinde este valor em (5.36) tem-se fjp = —op/3.

E possivel deduzir ainda, a partir dos casos {1)-{4}, que 85 = Bu = Fr uma vez que

os vértices 5.k, £ € T e 1 € § s8o quaisquer. Através disto, e sabendo-se dos resultados

deduzidos anteriormente, pode-se concluir que By = ap/3 e 7y = —ap, para todo 1 € S e

para todou & T.
Em seguida, provaremos que f5; = [, = 7, = O para todo j € T, 2 &€ S e
z € Vo —{§UT). Para isso considere os casos abaixo.

Caso 5. Como X4*} para todo j.k,f € T ez € V, -~ (SUT), segue-se que 7, + m; +
7o+ Bk + Bir + Pes = o Sabendo-se que 7; = 7 = 2e0/3 € que i = —ap/3 obtemos

7o+ Byo 4 B =0 (5.97)

Cass 6. Como XVA4%} para tedo 1k f€ T ez eV, ~{(8U T, segue-se que 7; + 75 +
e+ 7,4+ Fin+ Biet By + Bre + Bre + ot = 0. Através de (5.37) e dos resultados anteriores
deduz-se que F,¢ = 7, = 0. Assim, 7, = 0§ 2 partir de {5.37).

Case 7. Como A1ik4 para todo + € 8, 1,k € T e 2 € V, — (&5 U T}, seguese que
Fid Tp AR T b Bip b e B+ By P Bt + B+ B+ S S o= 0o é
possivel deduzir que 3, = 0 a partir dos resultados anteriores.

Caso & Come XUIREL20) varg todo i€ S, k€T ez,w €V, — (S UT), segue-se que
Ti b Tp 4 g+ T+ 7o+ Fo + ik + Bie + Biz + Biw + Bi5 + B + Bre + Bii + Frw + Bu +
Bew + Bae + Foi + Bow + Brw = ag. Com base nos resultados anteriores pode-se deduzir que
Baw = 0.

Caso 9. Como X{Wkiel para todo 4,k 6, u € Tei,r € 5, segue-se que 7, + Ty + 7+ 1+
Tyt ot Bin+ Biet Bis+ Biw+ Bir + Bre+ Bri + Bru+ Bre + Bt + B+ Bir + Bus+ Bur + 8 = 000
Sabendo-se que Fi; = B = B = Biu = Brj = Bk = Bre = Bru = /3, Bix = By = B =
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Bt = Biy = B = —0p/3, i = 7, = —0p e x; = Fp = Fg = 7y = —200/3 pode-se concluir

que B = ““‘30/3‘
)

A proxima familia de facetas ¢ definida baseada nos trabalhos de de Souza [13] para
alguns problemas de particionamento em grafos, em particular o Problema de Cluster
Unico. No caso de grafos completos, um cluster se confunde com uma clique e os resultados
obtidos para o politopo daquele problema se aplicam diretamente ao PCE.

Como mencionado anteriormente, Johnson em et al. [30] também estudaram o Pro-
blema de Cluster Unico € propuseram a desigualdade drvore definida na Proposigdo 5.13.
de Souza [13] enunciou o lema seguinte que comprova a validade da desigualdade arvore
e caracteriza os pontos na face correspondente do politopo associado ao Problema de

Cluster Unico.

Lema 5.4 (de Souza [13]) Seja o grafo G = (V,E), T uma droore em & ¢ {2,y) vna
solugdo vidvel do Problema de Cluster Unico. Considere que A seja um subconjunto
de vértices em V definide como A = {v € V(T} : 2, = 1}. 8¢ c(A) € o ndmero de
componentes conectados induzidos por. AemT €6z sl A) € o conjunto das arestas de corte
em (V(T),T), entdo pode-se definir w( TY(z,y) = {:{ A) — oa(A)].

Prova: [de Souza [13]]
[

Claramente ¢ possivel observar que ¢{ A} é sempre menor ou igual a |é5{A}}, exceto no
caso em que 4 = V{T'}, pois neste caso temos ¢{A4) = 1 e |63{A) = 0. Com base nestes
resultados considere o lema enunciado abaixo.

Lema 5.5 Seja T uma drvore e V(T) C Vi, wm conjunto de vértices, tal que, |V(T)| = b.
Entdo para b > 1

f{'zy zye (d; ~ 1jz; < 1.
e E(T) z‘e-'i--’\i’f}

Prova: Considere o conjunto 4 C V,, tal que, 4 = {i € V(T) : z; = 1}, ¢(A) como
definido no Lema 5.4 ¢ é5(A) o conjunto das arestas de corte na arvore T. Sabendo-se
que w(TYz,y) = (4) - l62{ A}, assuma que {A] = b, logo [62(A4)] = O e fd) = 1,
pois 86 existe wm componente conexo com b vértices. lIsto implica que w(T Ha,y) = 1.
Assuma agora que JAl = k com 1 < k < b Segue-se que c(A) < |63(A)], € portanto
w(F)(z,y) = c(4) - 165(A) < 0.
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£

O lema acima demonstra que a desigualdade arvore original com b+ 1 vértices € faceta.
No entanto, se retirarmos um vértice esta designaldade deixa de ser valida, pois o lado
esquerdo passa a ser igual a 1. Entretanto, é possivel recuperarmos a validade. Para isto,
observemnos umma clique externa. Realizando um lifting nos componentes desta clique, e
lembrando que para um conjunto § €V, a desigualdade clique para o = 1 € dada por

SNay)=3_ 2~ 3 pe <1

5 e€E(S)

podemos definir a desigualdade drvore-cligue como abaixo.

Lema 5.6 Seju S C V, um conjunio de vértices, com 8] > 2, ¢ T C §~V, um conjunto
de vértices gue compoe uma drvere, com |V{T)| = & Para b > 2 a desigualdade drvore-

chique

w@)z.y)+ (@S)ey) = T we- X (di-Du+ (Ta- 3 p) <1 (338)

ec E(T} iev(F) i€S € E{5)
¢ vilida para 0 PCE,,

Prova: Por contradi¢io, assuma que a desigualdade (5.38) néo é vilida. Como w(’f)(xa v)
e w{5}{z,y) sbo quantidade inteiras menores ou iguals a 1, e a desigualdade nado &

valida, existe (I, 3;) £ PCEs, tal que, w(THE,§) =1 e u;(S)( gy = 1. Pelo Lema
54, w(T)(%,§) = 1, se somente se, todos os vértices de T estdo na clique. Como |T] = b,

isso implica &; = i} para todo 7 € V, — T, on seja, w{S){Z,§) tem que ser igual a zero,

contrariando a hipdtese.

Embora ndo tenha sido possivel encontrar as condigdes necessarias e suficientes para
que a desigualdade (5.38) defina uma faceta de PO E,, no teorema abaixo este resultado

& mostrado no case em gue 1 € um caminhe,

Teorema 5.7 Seja 5 T Vi, um subconjunto de véritices gquaisguer ¢ P C V, — § um
3

caminko, tal gue, |12 3 e [V(P) = b. Para b > 2 a desigualdade caminho-clique

Yoy Y di-Drn+ym- 3 Sl (5.39)
)

6 E{P) ieVip i€s ecE(8)

define uma faceta para o PCE,.
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Prova: Seja.F a face expressa pela desigualdade {5.39) e rz+ By < ag uma desigualdade
que define uma face para o politopo PCEy, tal que, F € Fi. 5 = {{z,y) € PCE; :
7z + Ay = ap}. Entdo, desde que F # @ poderemos concluir que a desigualdade {5.39)
define uma faceta para o politopo PCE,.

Como anteriormente mencionado assuma que XY representa o vetor de incidéncia de
uma cligue vidvel . Iniciemos a prova encontrando o valor dos coeficientes das variaveis
que pertencem ao suporte da desigualdade clique e daquelas que nao estio no suporte
da desigualdade {5.39), mas que se ligam a varidveis do suporte da desigualdade clique.
Considere o3 cagos abaixo.

Caso 1. Desde que A1 ¢ F para todo i € 5, segue-se que 1; = ag.

Caso 2. Desde que X1} € F para todo 1, € 5, segue-se que 7; + 7; + B;; = 0. Com os
resultados do caso (1) pode-se afirmar que §;; = ~ao.

Case 9. Desde que X%} ¢ F para todo 1 € Sez € V, — (SU P). Isto implica em
T+ %y + B, = ag. Portanto, m, + fi; = 0 desde que 7; = aq.

Caso 4. Desde que X197} € F para todo 1,5 € S ez € V, — (§U P). Isto implica
que m + 75+ 7, + By 4+ B + B, = . Como my = 7; = ag e B = —wp, obtemos
T. + Bis + B = 0. No entanto, 7, + 8, = 0 a partir do caso (3). Assim, Bj, =0e7, = 0.

Finalizada esta primeira parte da prova, demos Inicic a prova dos coeficientes das
varidvels que pertencem a0 suporte da desigualdade caminho e das que néo pertencem ao
suporte desta desigualdade, mas estdo ligadas a ela.

(‘aso 5. Desde que indt ¢ F paratodo i € Sewy € P. Isto implicaem m;+ 7, + F, =
an. Segue-se que 7y, + Bi, = 0

Caso 6. Desde que X891} ¢ Fparatodo i, € S eu; € P, segue-se que my, +7; + 7, +
A+ Hu, + 8 = oo Sabendo-se que ¢, +di,, = 0 pode-se deduzir que 5;,, = . Logo,
pelo caso (5] obtemos 7, = (. '

Case 7. Desde que Yt ¢ Fraratodoi € S,y € Pez eV, —{5UP). Isto
implica em 7, + 7+ 7, 4 Guye + By + B =, Comor, =7, = 8,2} =0 7, = g

e Ty, + P, = 0, obtemos 3, =0

Por simetria, podemos aplicar os casos {3)-(T) a0 vértice up. Isto permite deduzir

Hyy = {59%'!3,5 — iakub = {),

Caso 8 Desde que X1ue2) ¢ F para todo ¢t € & e uy, uy € P. Isto implica em
Ty + Fup + 7+ BFiyy + Bivg + Pugng = @0. Com base nos resultados anteriores oblemos

T + /3{4.17 -+ 51.&11{9 = (I -
Caso 9. Desde que Xi“2#d} ¢ F para todo 1,7 € S e uy,us € P. Isto implica em
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Ty + Fup + T+ 75 + By + Biny + By + Biuy + By + Py, = 0. Sabendo-se que
Fup + Bivg + Burus = 0, podemos deduzir que fj,, = 0, e 7y, + fuu, = 0 a partir do caso
(8).

Caso 1. Desde que Xt"v»243%} ¢ Fparatodo 4,7 € S,z € Vi, — (SU P} e uy uy € P,
SEEUE-SE QUE Ty + Moy + i + T + T+ By + By + Bowy + By + By + By + Bis + i +
Biz + Pugns = 0o ¥ possivel deduzir que By, = 0 uma vez que my, + dyq, = 0.

Mantendo-se os vértices 4,7 € S ez € V, —{SU P}, ao se aplicar os casos (8)-{10) aos

conjuntos {uy, o, %a}, {t1, Uy, Uay Ua), <.y {U1s g, Us, ..oy Upes, Uiz } Obtemos
g1
Zﬂu,up +7, =0 paratodop=23,...,6-3,0-2 (5.40)
[=31

e assim deduzir que B;, = fi, = 0 para todo p = 2,3.....6— 3,6~ 2. Através de

simetria, ou seja, aplicando-se os casos (8)-{10) aos conjuntos {up, vp-1}, {us, Upe1, Up2},
ooy {8g, Upeq, . . ., U, s} Obteriamos

b
z Buu, + 7y, =0 paratodop=5b-156~2,...,4,3 (5.41)
re=ptl
& Biuy = Bia, = 0 para todo p= b 1,8-2,...,4,3.
Com base nos resultados anteriores falta deduzirmos os coeficientes de 7y, Buu,,,
e das cordas do caminho F para todo p= 1,2,3,...,6— L

Case 11. Desde que Xlwwsil ¢ F para todo £ € § e uy,uy € P. Isto implica em
oy -+ Ty + Tt ,3251‘&1& -+ ﬁén; + ,‘3&'1;5 = Q. Segﬂe"s‘ﬁ que !{?u;ug, = {J.

Case 12, Desde que & {urmpne-ial ¢ F para todo i € 5 e uy, us, they € P, segue-se que
?‘?1&; “%'_ #ub + 7"&5;,_,1 "é_ ?ri "E” fg‘u},i + .31.512&‘5...1 + _6131?&@,- + rgub_lé 4_ ﬁ“b-lub Hé_ 5‘&@‘5 - &.{3‘ }'StO 1mpiif\&
em Buiu,, = O, pois Ty, + Bupu,, = O a partir da equagao {3.41}.

Caso 15 Desde gue P A T = para todo {1 € S e uy. s taer, ey £ P, segue-
3 qﬂﬁ 7?1:\1 + r'%g; _1— ?rub...g “;“ ??tib..z + y + gﬁiﬁh "1'_ 3&1 Hpan] + 31«‘1%»-2 Jr_ gﬁdl ”i_ -ﬁ‘t&gﬁ- —%" ﬁinh“} "L
ﬁﬁzb-e + ﬁ%aubua + .ﬁuéub—z + eguau:_ubuz - Q. Por (541) Tupy T ﬁwwzﬁ&—-a + ﬁﬂé:ﬁbmz =0, e
usando-se dos resultados anteriores obtemos #A,,,, , = 0.

Repetindo-se os casos (11)-(13) para os vértices {us_s, Us—a, ... ,uigﬁh.,..‘a@?u;z,}, e
fazendo-se uso da equagdo (5.41), obtemos Bu v,y = Fujue = ... = 'B“J“L-%;H ==
ﬁu;ug = G'

Considere agora os seguintes conjuntos Py = {uz, ua, ..., u} e P = {up, tpy,..., 1}
para todo { = 2,3,...,b—2eparatodo J = b,b—1,...,14+2 Aplicando a mesma seqiiéncia
dos casos {11)-{13), ou seja, {u1, vz, us}, {us, vz, s, o1}, o0y {21, U2, Us Upor, . .., Ug),
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com o auxilio das equagtes {5.40) e (5.41) obteremos fA,,., = O paratodor € Fies € P

com r F s
Com o emprego dos casos (11)-(13) aos elementos dos conjuntos Py e P: é possivel

deduzir que

“Tu,un = _515,-24,“ (542)

para todo r = 2.3,...,b—2 com o auxilio da equagdo {5.40). Por argumentos de simetria,
fazendo-se uso da equa¢do (5.41) obtemos

(5.43)

e ™ “:{?ura,.{.l
para todo r = 2 3.....b—1.
Com isso, através de {5.42} e (5.43) conclui-se que todos os 7; sdo ignais, bem como

todos 08 By, parat=2,3,...,6~ L

Caso 14. Desde que Kl meataan} € F ocom g, tig, ..., Uy, Uy € P Segue-se que
,ﬁui + )fTuQ + LI + ;T'”-b--ﬁ + ?r‘“b——wl + ?Tug, £ 611132 "‘}' ,51.112;3 + LI + 61131&5_,_,_1 + f3‘u1 LFTR + A + ,‘Buﬁ_‘?ub“i +
Buyoru = . Como Ty, = —By ., paratodor =2,3,...,6-2 e ZI;:,H Bupups; =0
para todo p=1,2,...,b— 2, pode-se concluir que fB,,4, = @ ¢ ainda que 7y, = —ay.

Portanto, a partir do caso {14) pode-se concluir 7; = ag € By, = —¢ para todo

i=2.3,....0— 1.
' -

Ainda trabalhando com a desigualdade drvore enunciada no Lema 3.5 é possivel reali-
zar um [iffing na desigualdade [s : t]-corte quande 2 < {7 < |5+ k,onde k= 1lou k= 2
e recuperarmos a validade daquels desigualdade. O lema abaixo enuncia este resultado.

Lema 5.7 Sejam S CV, « T C V, — 8 dois subconjuntos de vértices. Considere a drvore
T formada pelos vértices em V(T) C Vo —{(SUT). Parab> 2, (S| > 12 < |T1 < |8]+k,

a desigualdade drvore-corte

w(THz,y) + (DS, TH Z ye— 2 (di—1z +
e E(T) eV
E Ye = E Ye — Z ye-l-(s-wt)ng—F(tms—-l)in) < 1 (5.44)
€ E{5:T) € E(S) €E(T) c8 T

€ vdhida para o PCE;.
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Prova: Se [T|={5| ou |T]| = |5+ 1 entéo o lado direito da desigualdade [s : t}-corte é
igual zero, e portanto a desigualdade (5.44} € trivialmente valida devido o Lema 5.5, Se
nén, para [T} = |8} 4 2 assuma, por contradicdo que (5.44) nao ¢ valida. Assim, existe

m {%,4) € PCE,, tal que, w(T )(x y) =1 e (S, TYz,y) = 1. Porém, w(T)z,y) =1,
se sornente se, todos os vértices de T estdo na clique. Como |V(T)| = b, isso implica que

#; = 0 para todo 1 € V, — T, ou seja, WS, T} z,y) = 0, contrariando a hipdtese.
)

O teorema & seguir fornece uma condicdo necessiria para a desigualdade (5,44} definir
uma faceta de PCE,.

Teorema 5.8 Sejam S € V, e T C V., — 5 dois subconjuntos de vértices. Considere
o caminho P formado pelos vértices V(P} C V, — (SUT). Parab > 2, |S| > 1 ¢
IT| = [5|+2, a desigualdade caminho-corte define uma faceta para o PCE,.

Prova:

Seja F = {(w,y) € PCE, : }:e,gg( yYe Zggv{?)(di" Dzi+(Eeep(sa) e — Leer(s) Ve —
Yeep(ry Yo {8~ t) Liga @i+ (=8 —1) Tier @) = 1} uma face para PCE}. Suponha que
exista uma desigualdade 7z + Sy < oo valida para o politopo PCEy, tal que, cada ponto
{z,y) € F satisfaca {r, B}{(2.y} = ap. Ou seja, a face Fi, 5 definida por 7z + By < ap
esta contida em F.

Denotaremos por X o vetor de incidéncia de uma cligue vidvel. Em seguida, consi-
dere os casos abaixo. Iniciamos a prova demonstrando os coeficientes das varidveis que
pertencem ao suporte da desigualdade [s : t]-corte e das que néo estio no suporte da de-
sigualdade {5.44), mas estio ligadas a elementos no suporte da desigualdade [5 - t]-corte.
Case 1. Desde que X € F para todo j € T Segue-se que 7, = ny.

Caso 2. Desde que XU € F para todo 7,k € 7. Isto implica em ¥+ T+ Fa o= a.
Como 7, = 74 = ag, obtemos fFj; = —oy.

Caso 3. Desde que A4 € Fparatedo j € Tez €V, —~{§UT 0 P} Com isso obtemos
T+ T+ B = . Logo, como 15 = ag temos 7, + G = 0.

Caso 4. Desde que YU ¢ Fparatodo k€T ez € ¥, — (ST U P). Segue-se que
T+ Tk T+ Fip + By 4 Bre = g, Assim, 8 = (0, € a partir do caso (3} pode-se concluir

que m, = 0.
Caso 5. Desde que X198 € F para todo 1 € S e j,k € T. Segue-se que 7; + 7, + 7 +
By + Bix + Bix = ag. Como 7; = m = —Fi = g, obtemos 7y + F;; + G = 0.

Caso 6. Desde que Aok ¢ F para todo 1 € S e j.kf € T. Isto implica em
w4+ w o+ wk o+ we+ By + B + B + Bix + Bie + Bie = ag. Com base nos resultados
anteriores deduz-se que fi¢ = ag, € a partir do caso (5) que m; = —2aq.

Caso 7. Desde que X953 ¢ Fparatodoi € 5,5,k Tez e V, —{SUTUP).
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Segue-se que m;+ 75+ T + 1.+ By + Bue+ B+ Bie + 85 4+ Bre = o, Como 7y = —2ay,
mp= M= By = B = —Bik = ap e 1 = i = B, = 0, obtemos i, = 0.

Caso 8. Desde que X1W5 &} ¢ F para todo i,r € 8, j, k4 € T. Segue-se que
i+ Ry A 75 4w+ W0+ Bis + B + Bt + Bir + Bix + Bie + Bir + Bre + i + B = ap. Com
base nos resultados anteriores deduz-se que F, = —ao.

Concluida esta primeira parte, inicliemos agora a prova dos coeficientes das varidveis
que pertencem ao suporte da desigualdade caminho e daquelas que se ligam ao caminho.

Caso 9. Desde que X1} € F paratodo j € Tew; € P. Ito imphcaem 7, +7y, + 8,4, =
g, Segue-se que T, + Fn, = 0.

Caso 10, Desde que XYV} ¢ Fparatodo j € T, 2 €V, —(SUTUP)eu; € P. Isto
implica em 7, + 7; + 7. + Buys + Buy; + B2 = 0. Segue-se que 7y, + fuy; + Fu. = (.
Entretanto, do caso (9) 7y, + fj,, = 0, Logo, B,,, = 0.

Caso 11. Desde que A1**} ¢ F para todo j,k € T ¢ u; € P. Isto implica em
Tuy + 75 + Ti + Buyj + Buys + Bix = ¢p. Sabendo-se que 7, + fF;,, = 0 a partir do caso
{9}, obternos que By, =0 em,, =0.

Caso 12. Desde que X85} ¢ F para todo ¢ € §, para todo j k€ T ew, € P. Isto
implica em 7y, + 7 + 7 + T + Buyi + Buys + Bugs + By + Ba + Bie = 0p. Segue-se, com
base nos resultados anteriores, que #,,; = 0.

Usando a segiliéncia de casos {3)-(12) para o vértice u;, ao invés de u; ,obtemos 7, =
Bui = Byyr = Pup =0 paratodor € S, paratodo k€T ez € V, — (SUTUF).

Os casos seguintes irao permitir encontrar os coeficientes de %p, Jupupes s Fuyj © Bug
para tode p = 2,3,...,b~ 1, para todo 1 € 5 e para todo j € T e f,.., para todo

r=1,23%....b~2eparatodog=r+2r+3,...,b

Caso 13. Desde que XU®a} ¢ F para todo 57 € T e uy,us € P. Isto implica
e Ty, + Ty, + T+ By + Biuy + Fupe = 2p. Com os resultados anteriores obtemos
Fay + Biuy + Buyuy = 0.

Caso 14. Desde que XW0ume) ¢ F para todo j, & € T e up,uy € P. Isto implica em
Tuy + Fuy + 75 + T + Biuy + Brauy + Fing + Brwe + Bik + Buyue = 0. Sabendo-se que
Ty + Biny + Buywy, = 0 do caso {13}, podemos deduzir que By, = 0 € 7y, + Fuguy = 0.
Caso 15. Desde que XYk 1m) ¢ Foaratodoi € 8, jok € T e 1y, 1 € P, Segue-se que
Keq T + 73+ T+ T+ Bray + Biuy + Bbuy + Biny + Biug F Brag + 85 + Bin + Bie + Brgus = .
E possivel deduzir que 5, = 0 uma vez que Ty, + Buyu, = 0.

Caso 16, Desde que X1h#w#2} ¢ F para todo j, k€ T,z € V, ~(SUTUP) euy, uy € P,
Isto implica em @y, + oy + 75 + T + 72 + Bjus + Brws + Busz + Bing + Brup + Pouy + Bix +
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Bis + Bir + Buguy = . Segue-se que By, = 0 uma vez que 7, + By, = 0 do caso {14).

Aplicando os casos {13}-(16) aos conjuntos de vértices {u;, ug, us}, {1, w2, us, waly ..,
{t1,92,...,up3} Obtemos By = fBu; = Pu,. = O paratodoi € §, 7 € T ez €
Vi~ {(SUTuU P

p—-1

Zﬁnpm + 7., =0 paratodop=2,3,4,...,6-4,b-3. (5.45)
rael

Por simetria, € possivel deduzirmos

b
Y Buw b, =0 vparatodos=5b-3b-4,..,.34 {5.46}
r=s+1
para os conjuntos de vértices {uy, Up—1}, {8p, U, U2}, oo, {Us Upg, oo, Us, U]
Encontraremos agora os valores dos coeficientes das variavels que pertencem apenas
ap suporte da desigualdade caminho. Se fizermos § = § na desigualdade {5.44) esta
desigualdade torna-se idéntica a desigualdade caminho-clique, e portanto, os pontos afins
independentes de ambas serdo iguais. Logo, a deduglo do restante dos coeficientes pode
ser feita usando-se a mesma seqiiéncia de passos dos casos {11)-(14) do Tecrema 5.7

tomando-se apenas o cuidado de trocar 1 € S por y € T
0



Capitulo 6

Limitantes Inferiores

Em um algoritmo branch-end-cul, o cdlculo dos hmitantes inferiores e superiores é
muito importante e merece uma atenc@o especial. Para um problema de maximizagéo o
valor da relaxacio linear fortalecida pelos plancs-de-corte adicionados 4 formulacio inteira
{inicial) corresponde ao limitante superior. Ja o limitante inferior pode ser obtido através
de duas maneiras distintas: a primeira na fase de inicializacdo do algoritmo branch-and-cut
e a segunda durante a execugdo deste.

Neste capitulo, apresentaremos uma metaheuristica utilizada na fase de inicializagio
do algoritmo branch-and-cut para a obtencéo de bons limitantes inferiores (iniclais} para o
nosso problema. No préximo capitulo, iremes expor a segunds maneira de determinarmos
tais limitantes inferiores & pariir de informacdes fornecidas pela relaxagho linear,

6.1 Metaheuristica GRASP

No Capitule 3 vimos que a heuristica Greedy All proposta por Spith [48] pode ser
aplicado na resclugdo do PCMPA. Porém, os valores obtidos com esta heuristica, apesar
de serem expressivos, podem ser melthorados. Nesta secho, descrevemos o GHASP -
Greedy Rendomized Adaptive Search Procedure - proposte para o Problema da Clique
Méxima com Peso nas Arestas. A escolha desta metaheuristica deve-se 3 simplicidade da
implementagao ¢ de estarmos utilizando este método apenas para a obtengao de limitantes
inferiores.

Uma metaheuristica consiste de varias heuristicas de caréter genérico que se adaptam
facilmente as estruturas de arquiteturas paralelas e séo direcionadas a uma otimizagao
global de um problema, podendo conter diferentes procedimentos heurfsticos de busca
local em sua estrutura. Nas dlfimas décadas, surgiram vdrios procedimentos, enquadrados
cotno metaheuristicas, empregados na resolucdo de problemas de otimizacdo combinatdria,
Dentre elas, destacam-se: algoritmos genéticos, busca tabu, simulated annealing e, malis

78



6.1, Metaheurfstica GRASP 78

recentermnente, 4-Teams e GRASP,

U'm GRASP é um procedimento iterativo que combina varias propriedades favordveis
de outras heuristicas {Resende e Feo [18]). Mais especificamente, cada iteragao do GRASP
consiste de dois estigios: uma fase de construgdo da solucao e uma fase de busca local.
Em cada iteracao, uma selugao é encontrada e a melhor solugédo obtida dentre todas as
iteracOes é considerada a solu¢io final.

A Figura 6.1 apresenta um algoritmo genérico para o GRASP. No passo 1, temos a
leitura dos dados de entrada. Nos passos 2-6, temos o GHASP propriamente dito. No
passo 3, acorre a fase de construgdo da solugdo. No passo 4, € realizada a fase de busca
local. Por dliimo, no passo 5, temos a atuabizagdo da solugdo caso algum melhoramento
tenha sido obtido. O critério de parada comumente utilizado é estipular um ndimero

maximo de iteragdes.

Algoritmo GRASF()
imicio
1. lLeitura dos dados.
3. enquanto critéric de parada ndo for satisfeito faga
3. Construz wma schigho aleatdria baseada em um critério guloso.
4.  Realive vrna busca local.
&. Atualize 4 solugao.
&, fim~2nguanto

firmn

Figura 6.1: Algoritme informal para um GRASP penérico.

Na fase de construcho de uma solucdo, iniciamos com um conjunto vazio que iterati-
vamente recebe um elemento até formar uma solugdo vidvel. Em cada iteragio da fase de
consirucdo, dois aspectos sao analisados: a aleatoriedade e & adaptacdo. A aleatoriedade
se deve ao fato de que o proximo elemento a ser escolhido para compor a solugdo ndo serd
necessariamente o methor, segundo o critério guloso utilizado. Na verdade a escolha é
feita de forma aleatdria, a partir de uma lista, denominada Lista Restrita de Candidatos
(LRC), que contém os elementos candidatos. Por outro lado, a adaptatividade do pro-
cesso se mostra evidente & medida que se escolhe um elemento gue ird compor a solucio
inicial, pois os proximeos elementos a serem inseridos em LRC dependeréo dos ja incluidos
na solugdo inicial.

As solucbes obtidas na fase de construgdo do GRASP néo séo garantidas como étimos
locais considerando uma dada vizinhanca (uma solugdo s é dita ser localmente dtima se
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n&o existe uma solugho melhor na vizinhanga de s). Portanto, o emprego da segunda
fase do GRASP é feita, entdo, com o intuito de se melhorar a solucio obtida na fase de
construgdo. Um algoritmo de busca local seria utilizado para, sucessivamente, substituir
a solucdo atual por uma solugo methor, encontrada na vizinhanca da solugio atual. O
algoritmo terminaria guando nenhuma solugdo melhor fosse encontrada na vizinhanca da
solugdo atual ou apds algum outro critério de parada.

Em seguida, descrevemos com detalhes cada uma das fases para o GRASP proposte
ao PCMPA.

6.1.1 Fase de Construcao

Nz fase de construgao, iniciamos com uma solugio € = {s}. A escolha deste vértice s
pode ser feita de duas maneiras; gulosa ou aleatdria. Na escolha gulosa, o vértice s € V),
serd aquele que apresentar o malor somatédrio dos pesos das arestas incidentes pele. A
escolha aleatéria € bastante simples e consiste em escother wm vértice qualquer 5 € V.

Um outro aspecto que deve ser levantado nesta fase € a obtencdo de LRC. A cada
iteracio sdo escolhidos os J melhores vértices candidatos a comporem a solugdo. Este
valor # limita o tamanho de LRC e é denominado restrigdo de cardinalidade. A lista LRC
é obtida em duas etapas. Na primeira, realiza-se o seguinte célculo: soma: i= ¥ je0 ¢
para tode 1 ¢ C. Este calculo nos indicara quais vértices contribuem mais no peso da
clique atual caso venham a ser adicionados a clique atual. Na segunda etapa, utilizamos
o algoritmo Estatistica de Ordem (c.f. Cormen ei al. [10]) para obter 0s 7 primeiros
vértices cujas as somas sao as Malores sem a necessidade de ordend-las a cada iteracio, o
que demandaria um maior tempo computacional,

Por iiltimo, apds a obtencio de LRC, seleciopamos um vértice ¢ € LRC de forma
aleatoria, e realizamos o processo de adaptagdo, ou seja, ¥, = V, — {s}. Na Figura 6.2
temos o algoritmo informal para a fase de construcie descrita anteriormente. No passo
1, inicializamos a sohigdo (inicial} % Nos passos 2-4, escothemos o vértice inicial, de
forma gulosa, que ird compor % Nos passos 5-18, séo selecionados os outros vértices de
(2% Nos passos 6-12, sao calculadas as somas que irdo permitir a obtengdo de LRC. No
passo 13, seleciona-se os 3 melhores vértices que irdo compor LRC. Nos passos 14-15 o
vértice s é escolhido, de forma aleatdria, e adicionado a €. Nos passos 18-17, é realizado
o processo de adaptacio.

Vale ressaltar que, para o algoritmo informal da Figura 6.2, o passo 3 pode ser subs-
tituido por

5. Escolha um vértice s € V,, de forma aleatarin.
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Algoritms GRASP-PCMPA-CONSTRUG AQ()

entrada: um grafo completo Kn = {Vy,, By ) no-dirigide com pesas ¢,; associado a cada aresta
{i,1) € En, ¢ wm inteiro b > &
saida: solucao injeial 09,

infeio
1. =g
2. /7 eseolhs do wértice dnicigl */
3. Escolhia s € V, tal que, 0 somatdrio dos pescs das arestas incidentes srn s seja maximo.

4. C% = % uis)

enguanio ndo se atingin b cardinatidade & faga

i5

8. J¥ ronstrugdo do Hate LRC ¥/

7. paracadaj€ V. faga

&. Semals] = b

g para cada i £ OF faga

10, Sowali] 2= Somaljl + ¢y

11. fim-para

1z, fim-para

13, Selecione os 5 melhores vértices para compor LAC através do algoritme Estatistica de (rdem.
14, Escolhs wm vértice s £ LHC de forma aleatdria.
15, C% = 4% G s}

i8. S adaptagde *F

17 Vo= ¥y =~ {sh

18, fm-enguanin

fisn

Figura 6.2: Algoritmo informal para a fase de construcao do GRASP.
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Esta alteracdo possibilita a implementagio da segunda maneira (abordagem aleatéria) de
se obter uma solucio inicial na fase de construgao do GRASP.

6.1.2 Fase de Busca Local

Na fase de busca local, as solugbes vizinhas & solugdo obtida na fase de construgio
serdo geradas utilizando-se do mesmo principio de pertubagio empregado na heuristica
Greedy All. Os passos envolvidos nesta fase estdo apresentados no algoritmo informal da

Figura 6.3.

Algoritme GRASP-PCMPA-BUSCA-LOCALY)
entrada: uma solucio indcial ©°, um grafo complete K, = {Va. En} nde-dirigido com pesos
cy; associado & cada aresia (i, j) € Eq ¢ um inteiro & > 0.

safda: uma solughe O € N{CM},

infcio
1. Construa o conjunto EZ’“G =V, ~ 00,
3. Otime ;= Q.
3 paracadai:zm l até b fagas

4 paracada; = 1 atén—bfaga

5. Escotha um par de vértcies < p.q >, com p = C%f] 2 ¢ = Eﬁ{_}}
& se (H{{C" ~ {p})}u {g}} > Ctims)

7 entdo Dtimy = j{{c‘e ~ {ehudgh.

g, fndl o o

8, Fndd o= 1,

10, Aim-se

11, fime-pars
12. fim-para

13, O = (00 o {8 Pnd U} G L0 Ind?]),

Figura 6.3: Algoritmo informal para a fase de busca local do GRASP.

Na Figura 6.4 temos o GRASP propasto ao PCMPA. Na préxima secie apresentare-
mos os resultados computacionais obtidos com a execugdn da heuristica Greedy All e do
(GRASP para algumas instidncias do PCMPA testadas. '
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Algoritmoe GRASP-PCMPALL
enirada: um grafo completo Ky, = {V5, Ew) nio-dirigidc com pesos ¢,, associado a cads arests
{1,/ € E; e uxn inteiro b > .
safda: Limitante infericr,
inicio
1. snquanto ndmero de jteracbes ndo for atingido faga

2. GRASP-PCMPA-CONSTRUGAO{CY).

3. GRASP-PCMPA-BUSCA-LOCALCY K, 0).

4. se O apresents alguma melthoria com relagho a C°
B. entie atnalize o limitante inferior ipdeial.
6. fim-se
6. fim-enquanto
fim

Figura 6.4: Algoritmo informal para o GRASP proposto ac PCMPA.

6.2 Resultados Computacionais

Para investigarmos o desempenho da heuristica e da metaheuristica foram gerados
30 grafos completos K, = (V,, E,) de forma aleatoria. Este conjunto de instincias fol
dividido em 6 grupos conforme mostrado na Tabela 6.1 . A primeira coluna se refere an
grupo da instdncia, a segunda coluna indica o nimero de vértices, a terceira coluna o
numero de arestas, e a quarta, e dltima, coluna a cardinalidade da cligue.

Nés testamos a heuristica e a metaheuristica em dois casos. No primeiro caso os
pesos associzdos as arestas sdo todos positivos. No segundo caso, eles sho gerados para
assumirern valores positivos e negativos. A obtencio destes valores € feita através de um
processo semelhante ac descrito por Spath [48]: sejam k e w dois inteiros, com k > O e
w > {, e o; o peso associado a aresta (4, ) € E, expresso por

o 1< ¢y < [10%F1r¥] no caso de pesos positivos;
e 109 ekl <o < L10% ¥ no caso de pesos positivos e negativos;

onde r¥ ¢ a k-ésima poténcia de r, com r € ]0,1].

Os valores estipulados para ke w foram bk =1 a 5 e w = 2. Através dos valores de &
foi possivel obter 5 grafos por grupo. O critério de parada utilizado foi o mesmo tanto na
beuristica como na metaheuristica: ndmero maximo de iteragoes. Estabeleceu-se que esse
nirmerc maximo de iteracdes, denotado por NUM MAX ITER, fosse igual ao nimero de
arestas do grafo que estivesse sendo resolvide.
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(Grupo n m b
Grafo 1 40 780 20
Grafo [1 42 861 21
Grafo 1l 144 046 22
Grafe IV {45 950 22
Grafo V 46 1035 23
Grafo VI | 48 1128 24

Tabela 6.1; Instancias utilizadas como testes.

O critério utilizado para investigar o desempenho dos métodos foi 6 quéo distante esta
a methor solugho encontrada (valor obtido} por um dos métodos da solugao Stima {Stimo
inteiro} obtida nos experimentos descritos ne préximo capitulo. Este valor, denctado por
GAP, representard uma diferenga percentual e sera expresso por GAP = 100 x {étimo
inteiro - valor obtido} / étimo inteiro.

6.2.1 Pesos Positivos

Neste caso, os pesos associados as arestas assumem valores pertencentes ao intervalo
1< gy < 1000

Greedy All

A Tabela 6.2 mostra os resultados obtidos com o emprege da heuristica Greedy Al na
resolucdo das 30 instancias. A primeira coluna da tabela denota os grupos de insténcias.
A segunda e terceira colunas indicam os valores de k e w. respectivamente. A guarta
coluna, o valor obtido pars o limitante inferior e a guinta coluna, o valer do GAP.

Observando a Tabela 6.2, verifica-se que ndo fol possivel atingir o étimno inteiro em
nenhuma das insténcias. O menor valor obtido para o GAP foi observado para o grupo
de instancias Grafo V com & = | enquanto gue o maior GAP no grupo Grafo I para &

= 3,

GRASP

Os testes computacionais realizados com o GRASP foram divididos em dois experi-
mentos de acordo com o tipo de abordagem empregado para a escolha do vértice inicial,
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Grupo |k w | Limitante GAP
. 121 104266 4.65%
2 21 75403 8.55%

GrafoI |3 2| 64737 5.85%
(n=40) |4 2| 56633 6.83%
5 21 56048 7.38%

1 2} 115352  3.95%

2 2 83761 4.61%

Gralo 11 |3 2 71424 6.70%
(n=142) {4 2| 64399 7.32%
5 921 59901 10.97%

1 21 126524 1.33%

2 2 90374 7.06%

Grafo 11 {3 2 78305 7.52%
(n=44) |4 2| 67488  10.33%
5 21 63842 5.19%

1 27 129808  6.41%

2 21 96302 7.95%

Grafo IV {3 2 76784 7.20%
(n=45) |4 2 69812 9.92%
5 21 62050  10.80%

1 2] 137980 3.50%

2 21 99838 7.76%

Grafo V 13 2| 86864 B.43%
(n=46) 14 21 72004 8.45%
5 2 66371 8.37%

1 21 154560  541%

2 24 107242  7.13%

Grafo VI 13 2 RR564 8.38%
(n=48) |4 2| 80024 9.81%
5 2 73932 9.97%

Tabela £.2: Resultados obtidos com a heurifstica Greedy All para pesos positivos.

82
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No primeiro, a escolha do vértice inicial que ird compor a clique obtida na fase de cons-
trucio é feita de forma aleatoria. No segundo experimento, o vértice inicial é obtido
de forma gulosa. Em ambos os experimentos, utilizamos o mesmo nimero de itera¢des,
NUM_MAX.ITER, e o mesmo tamanho da lista LCR expresso por . Os valores de 7 fo-
ram estipulados em funcée do nimero de vértices. Os valores escolhidos foram # = 0.5 xn,
0.6xn, 0Txn 08 xneldxn

12 T L] ¥ L] T

H

16
No. da instancia
Figura 6.5: Comparacio entre 0s métodos empregados para pesos com valores positivos.

Foi possivel observar em ambos os experimentos que, para valores de Figual a 0.5 xn
e 0.6 x n, obtém-se valores expressivos para o limitante inferior na grande maioria das
instancias. Porém, para algumas outras insténcias, ainda seria melhor o emprego da
heuriztica Greedy Al No entanto, a partir de 3 = 0.7 x n, todos os valores encontirados
pela heuristica Greedy All foram superados pela metaheuristica GEASF (em ambos os
experimentos). A Figura 6.5 ilustra esta superioridade.

A Tabela 6.3 apresenta os resultados obtidos nos Experimentos | e 2 para = 0.9 x n.
Na tabela, a primeira coluna indica o grupo das instancias. A segunda e a terceira colunas,
os valores de k e w, respectivamente. A quarta e quinta colunas indicam, respectivamente,
o hmitante inferior e o GAP obtidos po Experimento 1. As duas dltimas colunas, ©
limitante inferior € 0 GAP para o Experimento 2.

No Experimento 1, foi possivel encontrar o 6timo inteirc em 17 das 30 instdncias
testadas. Portanto, o valor minimo obtido para o GAP foi de 0.00%, enquanto que
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Experimento 1 Experimento 2
{Aleatorio} {Guloso)
Grupo |k w Limitante GAP Limitante GAP
i 2 109346 0,00% 109346 0.00%
2 2 82451 0.00% 82451 0.00%
Grafol {3 2 67763 1.45% 68570 0.00%
(n=40) |4 2 60569 0.35% 60782 0.60%
5 2 59958 0.92% 60513 0.00%
1 2 119400 0.75% 119901 0.31%
2 2 86901 1.04% 87810 0.00%
Grafo 1 |3 2 76554 0.00% 76554 0.00%
(n=142) |4 2 69482 0.00% 69482 0.00%
5 2 67383 0.00% 67383 0.00%
12 136525 0.00% 136523 0.00%
2 2 896975 1.23% a8186 0.00%
Grafo IH1 |3 2 83660 1.20% 84675 8.00%
(n=44) |4 2 75274 0.00% TE2T4 0.00%
5 9 60540 0.00% 69540 0.00%
1 2 1386494 0.00% 138689 0.0036%
2 2 98321 0.00% 97909 0.33%
Grafo IV |3 2 82644 0.12% 82743 0.00%
(n=45) 14 2 77500 0.00% 77500 0.00%
5 2 69563 0.00% 69519 0.06%
12 142085 0.00% 142985 0.00%
2 2 108243 0.00% 108243 8.00%
Grafo V 13 2 94850 0.00%, 94859 0.00%
(n=46) 4 2 TREOT 0.18% 78747 0.00%
5 2 72290 0.19% 72375 0.08%
1 2 163088 0.19% 163507 0.00%
2 2 113130 2.03% 115350 0.10%
Grafo VI |3 2 96479 0.00% 96469 0.20%
(n=48) |4 2 8R197 0.60% 88108 0.70%
5 2 82117 0.00% 82117 0.00%

Tabela 6.3: Resultados obtidos com o GRASP para os pesos positivos.
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o méaximo foi de 2.03%. No Experimento 2 foi possivel atingir o étimo em 22 das 30
instancias, e 0 GAP diminui consideravelmente. Dessa forma, o valer minimo para o
GAP continuou em 0.00% e ¢ maximo diminui para 0.70%.

A Tabela 6.3 nos mosira que o GRASP empregado na forma gulosa consegue resolver
todas as instancias do grupo Grafo I e [1 de forma étima. Por outro lado, se utilizarmos
os dois experimentos conjuntamente para a determinagao do limitante inferior (inicial), é
possivel atingir o 6timo inteiro nos grupos Grafo I, [Tl e IV,

6.2.2 Pesos Positivos e Negativos

Neste caso, os pesos associados as arestas passam a pertencer ao intervalo —1000 <
¢;; < 1000. Na realizagao dos testes computacionais para este caso, utilizamos os mesmos
parametros do caso de pesos positivos, Ou seja, os valores atribuidos a NUM_MAX ITER
e 3 permaneceram os MesMos.

Greedy All

Foi possivel observar que a execugio da heurfstica Greedy All mais uma vez, nao
atingiu o 6timo inteiro em nerhuma da instancias testadas. Pelo contrério, os valores do
GAP s6é aumentaram, atingindo pontos que oscilam entre 10% e 35%, como pode ser visto
na Tabela 6.4,

GRASP

O desempenho da metaheurfstica se manteve estével neste caso. Continuou-se a en-
contrar o 6timo inteiro na grande maioria das instdncias testadas, como pode ser visto ha
Tabela 6.5 Um fato relevante € que a partir de A = 0.6 x n todos os valores encontrados
pela heuristica Greedy 4l para o lmitante inferior foram superados pela metaheuristica
GRASP em ambos os experimentos. Tal fato pode ser visualizado através do grafico

apresentado ne Figura 6.6,

Através dos resultados apresentados em ambos os casos, fica evidente a superioridade
do GRASP sobre a heuristica Greedy All na obtencao de limitantes inferiores (iniciais},
principalmente, quando trabalhamos com pesos cujos valores sejam positivos e negativos,
No priximo capitulo veremos como usar estes bons limitantes inferiores na tentativa de
methorar o desempenho do algoritmo branch-and-cut.
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Grupo | & w | Limitante GAP
12 60887 13.43%
2 2 36450 19.72%
Grafo 1 13 2 25865 24.13%
(n=40) |4 2| 20408  26.48%
5 2 22940 17.97%
i 2 72899 10.70%
2 2 37082 20.81%
Grafo IT {3 2 28722 21.711%
(n=42) {4 2| 27821  22.60%
5 2 24643  27.68%
1 2 83058 8.34%
2 2 48921 14.11%
Grafo 111 {3 2 33922 16.65%
(n=44) |4 2 24555 24.68%
5 21 22340  24.03%
1 2 87049  14.90%
7 2 42401 23.05%
Grafo IV {3 21 31193  2731%
(n=43) 4 2 23470 30.95%
5 2 23678 23.36%
1 2 84674 14.94%
2 2 47822 18.06%
GrafoV |3 2 33595 23.50%
(n=46) |4 2| 26973  18.18%
5 2 21145 31.76%
i 2 100496 11.44%
2 2 48656 21.23%
Grafo VI |3 2 34304 25.33%
(n=48) |4 2| 24010  34.94%
5 2 25894 17.41%

86

Tsbela 6.4: Resultados obtidos com a heuristica Greedy All para os pesos positivos e

negativos.
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Experimento 1 Experimento 2
{Aleatério) (Guloso)

Grupo |k w Lirmitante GAP Limitante GAP

1 2 70348 0.00% 70348 0.00%

2 2 44032 3.02% 45404 0.00%

Grafo I {3 2 30972 9.15% 34001 0.00%

(n=40) {4 2 27653 0.38% 27758 0.00%
5 2 27080 3.17% 27967 0.00%

1 2 80541 1.34% 81633 0.00%

2 2 45676 2.46% 46718 0.23%

Grafo I {3 2 36689 0.00% 36689 0.00%
(n=42) {4 2 35987 0.00% 35987 0.00%
5 2 35460 0.00% 35460 0.00%

1 2 80620 0.00% 90620 0.00%

2 2 56960 0.00% 56960 0.00%

Grafo 111 |3 2 40697 0.00% 40967 0.00%
(n=44) 14 2 32601 0.00% 31570 3.16%
5 2 28679 2.48%, 28407 (3.00%

1 2 102096 0.19% 102259 8.00%

2 2 54528 1.04% 55103 0.00%

Grafo IV 13 2 43914 0.00% 43914 0.06%
{n=45) 14 2 33980 0.08% 33517 1.39%
5 2 30994 0.00% 30729 0.79%

1 2 g8731 0.82% 98707 0.85%

2 2 58361 0.00% 57871 0.84%

Grafo V |3 2 43815 0.00% 43753 {.36%
(n=46) |4 2 32968 0.00% 32951 {.05%
5 2 31060 0.60% 31060 3.00%

12 113425 0.19% 113458 8.02%

2 2 60871 1.45% 61768 0.00%

Grafo VI |3 2 45941 6.00% 45041 (.00%
{(n=148) 14 2 36894 0.02% 36603 0.00%
5 2 30937 1.32% 31081 0.86%

Tabela 6.5: Resultados obtidos com o GRASF para os pesos positivos e negativos.
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Capitulo 7

Algoritmo Branch-and-Cut para o
Problema da Clique Maxima com
Peso nas Arestas

Neste capitulo descreveremos o algoritmo branch-end-cut implementado para o Pro-
blema da Clique Maxima com Peso nas Arestas. Esta técnica algoritmica é recente e
vem sendo aplicada nos dltimos anos na resolucie de alguns problemas de otimizacéo
combinatdria, como por exemplo, em problemas de escalonamento: Hoffman e Padberg
[28] e Akker et al. [49]; em problemas de classificagdo: Barboza [2]; em problemas da
Geometria Computacional: Nunes [37] e Meneses [12]; € e outros como: Jinger ef ol
[32], Padberg e Rinaldi {39], Jinger e Mutzel [31] e Ferreira ot al. {19].

0O “coracio” de um algoritino brench-and-cut estéd na geragio de planocs-de-corte es-
pecificos ao problema e na resolucio de relaxacdes lineares {PLs) em cada nodo da drvore
branch-and-cuf. Esta caracteristica traz como conseqiiéncia alguns aspectos técnicos que
tornam o projeto de um algoritmo branch-end-cut dificil. Alguns destes aspectos técnicos
4 foram mencionados no Capitulo 4 e serdo descritos agora de acorde com a imple-
mentacao realizada.

Iniciamos dande uma breve introdugdo sobre quais frameworks nosso algoritmo estd
baseado e levantamos alguns pontos que séo relevantes no desempenho de qualquer al-
goritmo branch-and-cuf. Apresentamos em seguida, a formulaglo inteira utilizada para
calcular os limitantes superiores, descrevemos a estrutura branch-and-bound empregada,
discutindo aspectos como: regras empregadas na selecdo de um nodo, estratégias de bran-
ching e procedimente de bounding, Salientamos ainda, o emprego de heuristicas primaisna
tentativa de se melhorar o valor do limitante inferior, e o processo de fixagdo de varidveis
a partir destes valores. Por titimo, relatamos diversas estratégias testadas para as rotinas
de separacio e os resultados computacionals obtidos.

&9
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7.1 Introducgao

0 algoritmo branch-and-cut implementado tem a sua estrutura baseada nos trabalhos
de Padberg e Rinaldi [39] para o caixeirc viajente simétrico, e Jinger ef al. [33] para
problemas de otimizagdo combinatoria.

Ao contrario de Padberg e Rinaldi {39} que tiveram que desenvolver um utn resolvedor
de PLs, nés fazemos uso do pacote CPLEX 3.0 Optimization [11]. Este pacote oferece
um conjunto de procedimentos disponiveis em uma biblioteca, Para gue fosse possivel o
uso destes procedimentos se fez necessirio o desenvolvimento de uma estrutura de dados
que fosse compativel com aqueles. Foram desenvolvidas ainda estruturas de dados que
representassem um grafo e uma drvore branch-and-cul,

Podemos mencionar quatro “gargalos”, enumerados por Padberg e Rinaldi [39], que
influenciam diretamente no desempenho de um algoritmo branch-and-cut. Sdo eles:

1. o sucesso no processe de eliminacdo de nés na drvore branch-and-cut depende
do valor da solucao inicial encontrada por algum procedimento heurfstico;

2. desenvolvimento de boas rotinas de separacio,

3. muito do tempo computacional envolvido em algoritmo branch-gnd-cut se deve
a resolu¢do de um PL, pois a cada nova ileracao possiveis novos planos-de-
cortes sao adiclionados ao PL o que gradativamente aumenta o seu tamanho,
Portanto, é conviniente estabelecer algumas estratégias que tornem eficiente o
uso do resalvedor de Pls;

4. o comportamento do algoritmo branch-and-cut € sensivel ao tipo de estraiégia
empregada na fase de branching.

Aliados a estes fatores podemi-se epumerar alguns ountros, come por exemplo: failing-

off e selecdo de nds.

7.2 Formulacio Inteira e Limitantes Superiores

Definimos dois tipos de limitantes superiores: um local € um global. O Lmitante
superior local corresponde ao valor obtido com a resolucde do conjunto de designaldades
- relaxacio linear - representado em cada né da arovre branch-and-cut. Por outro lado, o
Bmitante superior global corresponde ao méximo dos limitantes superiores locais, Nesta
secao, nos preccuparemos em descrever como obtemos o valor de um limitante superior
local. Na secao 7.3, mostraremos a maneira de calcular o limitante superior global.
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A escolba de uma formulagdo inteira que proporcionasse bons limitantes superiores
locais foi uma das primeiras preocupagbes que tivemos na resolucho do Problema da
Clique Maxima com Peso nas Arestas de forma exata.

Ne Capitulo 5 foram apresentadas duas formulagbes inteiras para o PCMPA, ambas
definidas no modelo estendido. A escolha desta ou daquela foi baseada em alguns critérios,
previamente estipulados, que permitissem nos indicar qual formulagio inteira seria a mais
apropriada: se a de Faigle et al. [15] (PL2) ou se a de Park et al. [41] (PL3).

Os critérios empregados para a escolha foram o valor obtido no lo. né da drvore
branch-and-bound e o tempo computacional envolvido. Com isso procuramos manter um
compromisso entre a qualidade da solucdo obtida no lo. nd através destas formulagdes e
o tempo computacional empregado.

As Tabelas 7.1 e 7.2 apresentam um quadro comparativo entre as formulagdes. As
quatro primeiras colunas caracterizam a instdncia, a quinta e a sexta colunas indicam o
valor no lo. nd e o tempo computacional obtidos na formulacio PL2, e por dltimo, a
sétima e oitava colunas fazem referéncia aos mesmos critérios 86 que para a formulacdo
PL3. Asinstancias utilizadas como testes foram geradas como descrito no capitulo anterior
e os tempos computacionais apresentadas, a partir dessa secdo, estardo todos expressos
em segundos e correspondem ao tempo de CPU,

n b & w PL2 PL3

lo. N6 Tempolseg) | lo. N6 Tempo(seg)
40 20 1 2| 138324.50 110.12 | 138324.50 104.18
46 20 3 2| 93539.00 33.90 | 93511.50 124.00
4 22 1 2| 167467.50 206.32 | 167467.50 240.85
44 22 2 213251975 88.70 | 132519.00 174.12
48 24 1 2| 20428100 210,08 | 204281.00 247,95
48 24 4 2 117206.08 146.43 | 117206.60 472.80

Tabela 7.1: Comparacio entre as formulacdo inteiras, PL2 e PL3, pars instincias com
pEsOs positivos.

Apesar de ambas as formulagdes possnirem o mesmo nimero de varidvels e O(n?)
restrigoes, a formulacio de Faigle ef al. consegue se sobressair em relagéo a formulacio de
Park et al., pois aquela representa o melhor compromisso entre o tempo computacional e
a qualidade do limitante superior local obtido.
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n b k w PL2 PL3
lo. N6 Tempoiseg) ] lo. N6  Tempo(seg)
40 20 1 2| 130495.50 15.25 | 128389.25 68.00
40 20 3 2| 61980.50 8.62 | 60309.50 47.42
44 22 1 2 |158592.00 34.63 | 156527.75 213.62
44 22 2 2 101244.50 14.78 | 98878.00 201.15
48 24 1 2 1198501.50 50.10 | 197028.75 192.88
8 9% 4 2| 6R8IB0 T TAST| 6504363 - —129.60 |

Tabela 7.2: Comparagao entre as formulacao inteiras, PL2 ¢ PL3, para instancias com
pesos positivos e negativos.

7.3 Estrutura Branch-and-Bound

A primeira parte implementada do algoritmo branch-end-cut foi o procedimento branch-
and-bound. Como visto no Capitulo 4, os principais aspectos de qualquer procedimento
branch-and-bound para um problema de otimizagio combinatéria sdo: estratégias de bran-
ching, selegio de nos e procedimentos de bounding.

Em seguida, descreveremos cada um destes aspectos € o que nos levou a escolba de
um ou outro fator para a nossa implementagao.

7.3.1 Selegao de Nés

Fin nossa arvore branch-and-cuf predominam dois tipos de nds: ativos e inatives. Um
né & considerado estar abfve se o processo de exploracdo nele ainda nio foi finalizado,
ou seja, o né ndo pode ser considerado como madure. Por outro lade, um nd é dito ser
inative caso ja tenha sido encerrado a sua exploracao.

0 processo de selecdo é realizado sob os nés ativos. Caso nio existam mais nés ativos
a melthor solugdo vidvel conhecida até o momento serd o étimo inteire. Do contrério, faze-
mos uso de uma estratégia de enumeracio para selecionar um p6. Trés sdo as estratégias
bem conhecidas na literatura: busca em profundidade {(depth-first search), busca em lar-
gura (breadth-first search) e busca do melhor limitante {best-firs! search). Em seguida
mencionamos o motivo da escotha da estratégia do melhor limitante.

Ambas as estratégias, busca em profundidade ¢ em largura, possuem uma desvanta-
gem crucial em relagio a estratégia do melhor limitante. Durante o processo de selegio
podemos ter a busca direcionada a partes da arvore branch-and-bound com limitantes
superiores locals ruins o que diretamente se refleteria no tempo computacional. Tal des-
vantagem foi comprovada por Jinger ef ol. [32] em experimentos para o caixeiro viajante
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simétrico. Uma outra desvantagem € conseqiiéncia da anterior: o processo de eliminacio
de nés seria prejudicado posto que temos valores considerados ruins para os limitantes
superiores locals,

Devido a isto, a estratégia do melhor imitante foi a escolhida. Nesta estratégia, oné a
ser escothido seria aquele considerado ¢ mails promissor. Para o PCMPA isto corresponde
a escolher o nd eujo valor do limitante superior local € o maximo dentre todos os nds
ativos. Na busca sdo visitados todos os nds ativos e, durante este procedimento, elimina-
se aqueles nds cujos hmitantes superiores locals sejam inferiores ao valor da melhor solucio

vidvel disponivel no momento.

7.3.2 Estratégias de Branching

Na avaliagdo de uma estratégia deve-se ter em mente que o objetivo € resolver o
problema de otimizacdo combinatdria com o menor numerc possivel de nés. Portanto,
pode-se afirmar que uma "boa” estratégia de branching seria aquela que gerasse poucos
sucessores em um ndé da arvore.

Durante o processo de branching seleciona-se uma variavel e dois novos nés sio criados
e adicionados a lista de nds ativos. No primeiro né criado a variavel escolhida receberd
valor 1 enquanto que no segundo o seu valor serd igual a 0. Antes de mencionarmos as
estratégias por nés testadas, considere o lemna abaixo.

Lema 7.1 A solugdo (z,9) € uma solugdo inteira pare o Problema da Cligue Mdzima
com Peso nas Arestas, se somente se, 2 também for inteira.

Prova:
Necesadria, Trivial,

Suficiente. A prova serd feita por contradigiio. Assuma que x é inteira, ou seja que

z; =0 ou 2; = 1 para todo 1 € V,,, e que 0 < yi; < 1. Considere que 1 e j sejam dois

vértices gquaisquer em V. Ao fazermos z; = £; = 0, ou i = 1 e z; = { sem perdas de

generalidades, obtemos yi; = 0, pois yi; < ¢y e yi; € ;. Por dltimeo, se considerarmos

z; = x; = 1 temos y;; = 1, pois z; + x; — y; < 1. Logo, para qualquer gue seja a aresta
(1,7} € E, ela assumird valores iguais a 0 ou 1 quando z for inteira.

|

Portanto, com base no Lema 7.1 acima o processe de branching pode ser realizado
apenas sobre as varidveis definidas para os vértices com garantias de que sempre encon-
traremos uma solugdo inteira ao final do branch-and-bound. Apresentaremos em seguida

as estratégias de branching testadas.
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{n b Estratégia 1 Estratégia 2
 [# Nés #LPs Tempofseg) | # Nos # LPs Tempo{seg}
5 7 14 9 1391 22 13 1.70
90 10| T4 4 1952 | 54 30 10.14
25 12 548 303 233151 618 312 241.44
30 15| 1284 885 1123.87 ¢ 1326 849 1706.92
32 161 2208 17486 4136.45 | 3412 1782 4368.53
38 19} 3990 3181 9338.21 | 5802 3033 8923.41 |
Tabela 7.3: Comparagéo entre as estratégias de branching para instancias com pesos
positivos.
n & Estratégia 1 Estratégia 2 ]
# Nos # LPs Tempo(segl | # Nos # LPs Tempo{seg)
15 7 1% 14 1.76 30 18 3.04
2 10 74 56 1541 94 69 17.00
25 121 T3 410 26887 1 326 372 297.88
30 151 1182 633 66,58 1 1466 152 1121.55
32 16| 4712 3243 6492.84 | 5014 2832 5538.06
38 19| 7276 6113 14436.80 | 0746 5725 13341 .40

Tabela 7.4: Comparagio entre as estratégias de branching para

positivos e negativos,

instancias com pesos
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Na primeira estratégia {Estratégia 1), a varidvel escolhida € aguela com valor mais
préximo de 0.5. Na outra estratégia {Estratégia 2), escolhe-se a varidvel cujo valor é o
mats préximo de 1.0.

As Tabelas 7.3 e 7.4 mostram a execugao, até a otimalidade, do procedimento branch-
and-bound com cada uma das estratégias acima. As duas primeiras colunas caracterizam
a instancia {geradas para k = 1 e w = 2). A terceira, quarta e quinta colunas indicam,
respectivamente, o ntmero de nds, PLs e o tempo computacional para a estratégia 1.
Analogamente, a sexta, sétima e citava colunas indicam estes mesmos resultados obtidos
para a estratégia 2.

Fica claro que a methor estratégia € a primeira, pois proporciona uma arvore cor

menos nds na maioria das instancias testadas,

7.3.3 Procedimento de Bounding

0 procedimento de bouding retorna um limitante superior global que corresponde ao
major valor dentre os limitantes superiores dos nds ativoes,

Caso a arvore branch-end-cut tenha apenas um nd, o néd raiz, o valor do limitante
superior global é dado pelo valor da relaxagao Linear corrente. Caso este valor seja igual ao
limitante inferior fornecido por umna solugo vidvel conhecida, o problema estard resolvido,

Por outre lado, se tivermos pelo menos dois nés ativos, o valor do limitante superior
global corresponde ao maior valor da relaxacio linear dentre todos os nds ativos.

7.4 Limitantes Inferiores

Come mencionado no capitulo anterior o cdlculo do limitante inferior pode ser feito de
duas formas. A primeira, que obtém o limitante inferior inicial, faz uso da metaheuristica
GRASP. A segunda, calcula o limitante inferior tendo por base informagdes fornecidas
pela relaxacio hnear.

Ka préxima secio nos detatharemos sobre esta segunda forma de calcular Hmitantes

inferiores.

7.5 Heuristicas Primais

Até o final desta secio descreveremos as heuristicas primais implementadas para o
PCMPA. Na secéo 7.7, descreveremos o processo de fixagao de varidveis a partir dos
valores encontrados para os limitantes inferiores.

A primeira heuristica primal implementada basea-se na escolha de b vértices de acordo
com o valor das varidveis correspondentes na relaxacao linear. A principio sio escolhidos



7.5, Heurfsticas Primais

os b primeiros vértices cujo valor na relaxagfo seja maior ou igual a 0.5. Em seguida,

calcula-se o peso da clique constituida por estes no limitante inferior.

Ja a segunda heuristica primal, seleciona os b primeiros vértices com maior valor na
relaxagio linear, Esta escolha é feita sem a necessidade de uma ordenacgio completa dos
valores dos vértices. Para tanto fazemos mals uma vez uso do algoritmo Estatistica de
Ordem {por exemplo Cormen et al. {10]}). Apds a sele¢io dos vértices verifica-se se houve

alguma melhoria no valer do limitante inferior.

n b Heuristica primal 1 Heuristica primal 2

# Nos # LPs Tempo(seg) | # Nbés # LPs  Tempo(seg)
15 7 12 g 1.48 10 9 1.47
20 10 74 40 12.98 74 40 11.55
25 12| 548 303 276,25 | 544 303 246.39
30 15| 1284 685 1123.29 | 1236 694 1073.35
32 16 2208 1746 3782.99 | 2208 1746 3991.38
38 19 3990 3181 10607.55 | 3990 3181 10071.86

Tahela 7.5: Comparagdo entre as heuristicas primais para instancias com pesos positivos.

n b Heuristica primal 1 Heuristica primal 2

# Nés # LPs Tempo(seg) | # Nos # LPs  Tempo{seg)
15 7 18 14 1.69 18 14 1.77
20 10 74 56 15.52 1 T4 36 14,78
25 12 T4 411 288.15 | 650 417 278.30
36 15 1192 653 879.02 | 1122 668 889.9¢0
32 16 4712 3243 6056.67 | 4618 3280 6409.50
38 10 7276 6113 14281.99 1 7276 6113 14846.43

Tabela 7.6: Comparacdo entre as heuristicas primais para instancias com pesos positivos

e negativos,

As Tabelas 7.5 e 7.6 mostram o desempenho de cada heuristica primal. As instincias
sho executadas até a otimalidade, e pode-se verificar que a segunda heuristica primal é
methor do que a primeira pelo fato de que ela consegue diminuir o nimero de nds da

arvore, ou guando néo pelo menos encontrar o mesmo valor.
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7.6 Tailing-off

A parte de geracho de planos-de-corte em um né é finalizada se apds Inlp PLs ndo
tivermos obtido um ganho de pelo menos p% no valor da relaxagéo linear com o acréscimo
dos planos-de-corte. O valor utilizado para Inlp é igual 3 30 e o de p% de 1077,

Quando o fendmeno de tailing-off é detectado o processo de branching é chamado logo

em seguida.

7.7 Fixacao de Varidveis

Como j4 mencionado o processo de fixacio de varidveis permite diminuir o tamanho
da relaxagho linear, Isto proporciona um ganho significativo no desempenho do algoritmo
branch-and-cutl.

Fscolhemos o processo de fixar varidveis através dos custos reduzidos uma vez que os
limitantes inferiores encontrados pela metaheuristica GRASP e a heuristica primal séo
bastante satisfatorios.

- A rotina de fixacio de variaveis por custo reduzido € chamada quando uma operacao de
branching esta para ser realizada. Durante o processo computacional, o valor do Himitante
inferior aumenta, e portanto, em algum ponto na computacdo o critério de fixacao poderd

ser satisfeito.

7.8 Rotinas de Separagao

0 processo de geracBo de planovs-de-corte € a parte mais importante de wmn algoritmo
branch-and-cul. A escotha dos planos-de-corte a serem utilizados, a definicdo da seqiiéncia
em que os diferentes tipos de planos-de-corte sdo gerados, a forma de armazeni-los e
o método empregado na implementacdo das rotinas de separagéo sio alguns dos mais
diversos aspectos envolvidos nesta fase.

A principio, faremos uma comparacdo entre os resultados obtidos com o emprego
de algoritmos exatos ou heuristicas na implemnentagac de rotinas de separagdo. Através
destes resultados, definimos diversas seqiiéncias de agruparmos os planos-de-corte.

7.8.1 Separacao Heuristica versus Separacao Exata

Como visto anteriormente, varias sdo as familias de facetas conhecidas na literatura
e que podem ser empregadas como planos-de-corte a0 PCMPA. Foram desenvolvidas
algumas rotinas de separacdo para: desigualdades corte, clique e drvore. Realizamos
ainda testes com todas as desigualdades encontradas neste trabalho,
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As desigualdades que por ventura venham a ser geradas sie armazenadas gradativa-
mente em uma estrutura de dados, para logo em seguida serem adicionadas ac PL. Todas
as desigualdades pertencentes ao PL atual s8o vistas globalmente por qualquer né ativo
da arvore branch-and-cut. Ou seja, ndo usamos uma politica para distinguir entre aque-
las designaldades que estfo ativas ou inativas no momento. Portanto, néo dispomos de
uma estrutura de dados auxiliar, no caso um pool, para a armazenagem das desigualdades
tornaram-se inativas em alguma iteracio do algoritmo.

Fica claro entéo, que se adotarmos esta politica de considerar que todas as desigualda-
des estio ativas no PL, muito embora sabendo que isto ndo seja sempre verdade, caimos
ern um aspecto indesejdvel em nossa implementacdo: um tempo computacional elevado
para resolver um PL.

Um dispositivo adicional utilizade para reduzir o tamanho do PL é identificar dentre
aquelas desigualdades violadas as mais promissoras, ou seja adotar um critério de guali-
dade que limitaria o mimero de novas desigualdades a serem adicionadas. Uma medida
razoavel para garantir a qualidade de um corte seria baseada no valor obtido a partir da
folga de uma desigualdade gerada. Quanto maior este valor, melhor serd o planc-de-corte.

Nio adotamos um criténio especifico para avaliar a qualidade de um plano-de-corte,
apenas estabelecernos um nimero méximo de planos-de-corte que podem ser gerados por
PL e uma seqiiéncia na geragao destes. Uma definigio desta sequéncia pode ser construida
baseada na utilizacio de planos-de-corte de uma mesma familia ou por planos-de-corte per-
tencentes a familias diferentes. Porém, a definicio desta seqiiéncia e do mimero maximo
de cortes por PL deve procurar obedecer ac compromisso entre resolver o PCMPA e o
tempo computacional empregado na sua resolugio.

Definidos guais os planos-de-corte que serao utilizados e a seqiiéncia para gera-los, resta
definir 0 método empregado para a implementagio das rotinas de separagdo. Dois sio os
metodos comumente utilizados: heuristico e exato. O primeiro, € empregado guando o
problema de separacio € NP-dificil, por exemplo no caso das desigualdades &rvores, Ja
o segundo, € apropriado a problemas de separagio que sejam polinomiais e que possuam
complexidade baixa, por exemplo desigualdades corte-triangular e clique-triangular.

A seguir damos um exemplo de geragdo de planos-de-corte e uma forma de agrapd-los
e de definir uma seqiéncia para a sua geracdo. A principio estabelecemos que o niimerc de
planos-de-corte a serem adicionados era ilimitado. Fez-se uso das desigualdades cortes com
(5] == 1 e |T| = 2 (desigualdades cortes-triangulares) e {5] = 2 e {T'] = 3 (desigualdades
cortes 2-3). Os graficos representado nas Figuras 7.1 e 7.2 mostram o desempenho das
heurfsticas projetadas para esies planos-de-corte. As heuristicas propostas séo ingénuas
e gulosas podendo gerar varias vezes uma mesma desigualdade. A complexidade inerente
a estas heuristicas é da O(n*} e O(n®) para as desigualdades cortes-triangulares e cortes
2-3, respectivamente.
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Pode-se observar que a desigualdade corte-triangular gasta menos tempo do que a 2-3,
sendo necessario menos planos-de-corte pata resolver as instancias. Tal fato se repete
quando implementamos as rotinas de separagio de forma exata. Com base nestes fatos
estabelecemos a primeira estratégia

Estratégia 1t geram-se todos os possiveis planos-de-cortes do tipo corte-triangular ¢
depois todos de tipo cortes 2-3.
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Figura 7.1: Desempenho dos métodos heuristicos projetadas para os planos-de-corte corte-
triangular e cortes 2-3 com relagdo a0 tempo computacional.

A Tabela 7.7 mostra os resultados com ¢ emprego desta estratégia para o método
heuristico e a Tabela 7.8 para o método exato. E possivel observar que através desta
nova seqiiéncia obtemos uma melhora significativa no tempo, no ndmero de planos-de-
corte gerados e no numero de PLs, a excecdo feita para a instancia n = 40 e b = 20.
Porém, come ¢ mimero de planos-de-corte a serem adicionados é limitade e o método
heuristico apresenta mais planos-de-corte do que 0 exato, pode-se supor gue as heuristicas
estejam gerando planos-de-corte repetidos por PL. Isto diretamente se refietiria no tempo

computacional. ‘
A segunda estratégia estabelecida procura diminuir o pimero de cortes por PL com o
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Figura 7.2: Desemnpenho dos métodos heurfsticos projetados para os planos-de-corte corte-
triangular e cortes 2-3 com relacdo ac namero de planos-de-corte gerados.

planos-de-corte
n b | #Nés #PLe #A #23 lo. N6 Otimo Tempo(seg)
3 150 0 $ 3643 858 64952 64959 266.64
32 16, 0 4 4272 B8 72BO4 72504 329.49
35 171 0 5 5604 1306 83482 83482 703.66
38 190 0 6 7396 2084 102959 1092259 2063.86
40 20 0 8 9410 3416 109346 109346 5634.88

Tabela 7.7: Desempenho dos métodos heurfsticos projetados para os planos-de-corte corte-
iriangular e cortes 2-3 segundo a estratégia 1.
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planos-de-corte
n b |#Nés #Pls #4A #23 lo. N6 Otimo Tempo(seg)
36 15| 0 2 1500 0 64052 64952 52.48
32 161 0 3 2266 904 72504 72504 304.48
3 17| 0 3 3460 40 83482 83482 294.25
38 19| 0 3 3734 66 102259 102259 378.08
40 20{ 0 9 4708 11292 109346 109346  10733.31

Tabela 7.8: Desempenho dos métodos exatos projetados para os planos-de-corte corte-
triangular e cortes 2-3 segundo a estratégia 1.

intuito de gue ocorram menos repeticdes quando trabalhamos com heuristicas:

Estratégia 2: conlinua-se primeiro a chamar a roting de separagdo para os cories-
triangulares € depois para os cortes 2-3, porém estabelece-se um ndmero mdrimo de
planocs-de-corte a serem gerados por PL, Este nimereo mdrimo, denotado per NUM.MAX,
¢ ezxpresso por {25 % [V, 1|/2].

Agora prevalece o métondo heurfstico que, no geral, apresentou um mimero de PLs e um
tempo computacional menor. Apesar desta vantagem da heuristica, pode-se observar que
os planos-de-corte encontrados pelo método exato s&o melhores uma vez que foi sempre
possivel atingir a otimalidade ainda no 1. no. As Tabelas 7.9 e 7.10 mostram estes fatos.

planos-de-corte
n b |#Nos #Pls #A #23 lo. N6& Ofimo Tempo(seg)
3 51 0 6 1875 1875 64952 64052 197.57
32 16| 0 7T 2400 2400 72504 72504 833,42
35 1710 8 3066 3066 83482 83482 2066.51
36 191 0 10 4275 4275 102258 102259 3825.70
0 201 2 54 6610 3188 109434 109346 7321.67

Tabela 7.9: Desempenho dos métodos heuristicos projetados para os planos-de-corte corte-
triangular e cortes 2-3 segundo a estratégia 2.

Sabendo-se entdo gue o importante é gerar corfes bons € em um ndmero ndo muito
grande, adotamos a nova politica para a geragio de planos-de-corte fazendo uso apenas
dos métodos exatos na implementagio das rotinas de separagdo para os planos-de-corte



7.8. Rotinas de Separagéo 102

planos-de-corte
n b |#Nés #Pls #4A #2383 1o Né& Otimo Tempo{seg)
30 15 0 8 2564 2626 64952 64952 764.63
32 18 0 T 2400 2400 712504 72504 750.08
35 17 0 9 3408 3504 83482 83482 2081.30
38 18 { 10 4275 4275 102239 102259 2372.50
40 20 0 21 5084 10000 109346 109346 18246.12 |

Tabela 7.10: Desempenho dos métodos exatos projetados para os planos-de-corte corte-
triangular € cortes 2-3 segundo a estratégia 2.

corte-triangular e cortes 2-3:

Estratégia 3: primeiro chama-se o rotina de separagdo correspondente a desigualdade
cortes-triangulares podendo-se gerar no mdzimo NUMMAX. Cuse o numero de cortes-
trigngulares gerados seja inferior a NUM_MAX/2 chama-se entdo a rotina de separagdo
pare os cortes 2-3 podendo-se gerar até NUM_MAX planos-de-corte deste tipo.

planos-de-corte
n b |#Nés #PLs #A4A #23 lo. N6 Otimo Tempo(seg)
3¢ 15 0 7 2256 {0 64952 64052 23524
32 16 G 8 2800 0 T2504 72504 343.60
35 17 0 9 3385 g 83482  R34RZ 644.89
38 19 0 10 4275 0 102259 102259 1008.54
40 20 0 50 5269 3900 100346 109346 8617.53

Tabela 7.11: Dasempenho dos métodos exatos projetados para os planos-de-corte corte-
triangalar ¢ cortes 2-3 segundo a estratégia 3.

Comparando-se que as Tabelas 7.9, 7.10 e 7.11 vé-se que a estratégia 3 ainda permite
resolver as intancias testadas no lo. nd, a exemplo da estratégia 2. Além disso, observa-se
que isto € atingido em um tempo computacional comparével e/ou mesmo inferier, aquele
obtido com a estratégia 2 em ambos 0s experimentos. No entanto, a instdncia n = 40 e

= 20 continua com um tempo computacional alto, apesar de encontrar o 6timo inteiro
ainda no lo. nd.

Os resultados das iitimas Tabelas, 7.9, 7.10 e 7.11, parecem indicar que a inclusio
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Figura 7.3: Desempenho dos métodos exatos projetados para os planos-de-corte corte-
triangular, cortes 1-3 e cortes 2-3 com relagéo ao tempo computacional,

dos planos-de-corte 2-3 tornam os PLs demasiadamente pesados aumentando considera-
velmente o tempo computacional. Optou-se entdo, por um novo tipo de plano-de-corte
que aprésentasse uma complexidade menor durante o seu processo de geracao € uma den-
sidade menor na matriz de desigualdades do PL. O escolhido foi o plano-de-corte cortes
1-3 que possui menos coeficientes ndo-nulos em comparacao aos cortes 2-3 e urna rotina de
separagao que pode ser implementada através de um algoritmo exato cuja complexidade
é da O(n?),

O grafico da Figara 7.3 moestra um comparativo da execugao dos planos- de-corte cortes
1-3 com os cortes-triangulares e cortes 2-3. Apesar de pare a instanclan =40 e b =20
nao se ter atingido a otimalidade, pois se restringiu o tempo de computacio para 54000
segundos, os cortes 1-3 produzidos se mostraram bem mais eficientes, nesta instancia, do
que o5 cortes 2-3. Com base nisto alteramos » estratégia 3 para:

Estratégia 4: ¢ nimero mdrimo de cortes a serem gerados pelos rotinas de separagdo
das desigualdades cortes-triangulares € cortes 1-3 continua sendo igual a NUM MAX |
porém para 06 cories 2-8 diminui para NUM_MAX/5. Alteramos também a segiéncia de
chamada das rotings. Primeiro chame-se a rotina dos desigualdades cortes-triangulares.
Caso sejam gerados menos do que NUM_MAX/2 planos-de-corie entdo chama-se a rotina
das desigualdades cortes 1-3. Caso, também, tenha-se gerado menos do que NUM_MAX/2
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planos-de-corte cortes 1-3 chamar-se-d a rotina de separagdo das desigualdades 2-8.

Tempo {seg)
:

[ -
BOOG | -
4000 - -
2000 : L L ‘

o 1 & &

2 a
No. de setraiegia

Figura 7.4: Desempenho de cada estratégia para a instancia n = 40 e b = 20.

0 grafico da Figura 7.4 mostra um resumo das estratégias empregadas, em particular,
para a instancia n = 40 ¢ b = 20, Cada ponto na curva representa o tempo computacional
gasto na resolucdo desta imstdncia segundo a estratégia adotada. Claramente, é possivel
observar que a estratégia 4 € a melhor.

Devido os resultados apresentados com o emprego da estratégia 4 optou-se por utilizar
métodos exatos, quando possivel na implementacdo das rotinas de separacao, € os valores
dos pardmetros testados para o nimero maximo de cortes.

7.8.2 [Estratégias para Inclusiao de Planos-de-Corte

Os resultados conhecidos na literatura sobre o PCMPA, Faigle e Dijkbuizen [14] ¢
Park et al. [40], relatam instdncias resolvidas através de branch-and-cut ou algoritmos
de planos-de-corte com no maximo 30 vértices. Testes realizados permitem afirmar que
instancias deste porte podem ser resolvidas em um tempo computacional razodvel através
do procedimento branch-and-bound.

Nesta se¢do, definiremos outras estratégias com o intuito de verificarmos ¢ quio boas
sho as desigualdades a serem empregadas na resolugio de instancias de maior porte. Além
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das desigualdades: corte-triangular {4}, cortes 1-3 {C1-3) e cortes 2.3 (C2-3); fez-se uso
das desigualdades: arvore (ARV), clique-triangular (CA), cortes 1-3 generalizado {C1-
3g), cortes 1-4 generalizado (Cl-4g), caminho clique-triangular {cClA), caminho corte-
triangular (cCrd) e [2:1]-flor-do-sul para {S] =1 e [T]| = 4 (FdS1-4).

As instincias utilizadas nos testes sdo as mesmas descritas no capitulo anterior para
ambos o8 casos: arestas com pesos positivos e com pesos positivos e negativos. Em
seguida, descrevemos as novas estratégias.

(s nossos testes iniciam com.a dltima estratégia da segdo anterior: estratépia 4. A
Tabela 7.12 apresenta os resultados obtidos com esta estratégia. Observe que os planos-
de-corte continuam se mostrando bastante eficazes em ambos os casos, visto que o dtimo
inteiro € atingido ainda no lo. nd da érvore branch-and-cul.

Pesos positivos

planos-de-corte
n b k|#NOs #Pls # A #C13 #0C23 1o. N6 Otimo Tempo(seg)
40 20 1 0 17 5289 3000 0 1699346 109346 3719.52
4 20 3 0 18 5075 2407 300 68759  68T59 4063.29
40 20 4 D 27T 5053 2323 1200 60782 60782 5419.51
44 22 1 0 15 6399 1630 0 136525 136525 3734.54
45 22 5 0 23 BO%O 3628 226 69563 69563 7873.28

Pesos positivos e negatives

planos-de-corte
n b k| #Nés #PLs #A #C1.3 #C23 lo. N6 Otimo Tempo(seg)
40 20 1 0 55 4044 4197 3800 70348 70348 23805.20
44 20 5 i 16 1596 2127 0 27967 27967 522.46
42 21 5 ¢ 8 2738 678 105 35460 35460 295.94
44 22 1 0 63 5604 6471 4510 80620 90620 47799.73 |
45 22 1 0 29 3987 6351 791 102295 102295 23572.92

Tabela 7.12: Resultados obtidos comt o emprego dos planos-de-corte pertencentes a es-
tratégia 4.

Nota-se ainda que para os pesos positivos so geradas menos desigualdades cortes 1-3
do gue as desigualdades corte-triangular, o que comprova que estas 1iltimas sdo bastante
uteis quando lidamos com pesos positivos. Por outro lado, os cortes 1-3 se mostram
mais importantes com pesos positives e negativos visto gue um numero maior destes sdo
encontrados se comparados aos corte-triangular,

A proxima estratégia faz uso das desigualdades: cortes-triangulares, cligues-triangulares
e arvores, Para as duas primeiras desigualdades as rotinas de separagio foram implemen-
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tadas de forma exata. Por outro lado, para as desigualdades arvore utilizou-se uma
heurfstica ingénua cuja complexidade é O(n?). A estratégia foi definida como:

estratégia 5: o numero mdzimo de planos-de-corte a serem gerados pelas rotinas de se-
paragdo das desigualdades cories-triangulares e cligues-triangulares € igual a NUM MAX,
e para 08 planos-de-corle drvore corresponderd a NUM_MAX/5. A segiéncia de cha-
mada das retinas €: primeiro chama-se a rotina des desigualdades cortes-triangulares,
Caso sejam gerados menos do que NUM_MAX/2 planos-de-corte entdo chama-se a ro-
tina das desigualdades cligues-triangulares. Caso, também, tenha-se gerado menos do que
NUM.MAX /2 planos-de-corte clique-triangulares chamar-se-d a roting de separagdo das
desigualdades drvore.

A Tabela 7.13 mostra os resultados obtidos com a estratégia 5. Observar-se que houve
wma redugao no tempo computacional e no nimero total de planos-de-corte gerados tanto
para o§ pesos positives como para os positivos e negativos. No entanto, os planos-de-corte
empregados nesta estratégia nao atingiram o étimo inteiro no lo. né da arvore branch-
and-cut. Para uma das instancias chegou-se & criar até 78 nds.

Pesos positivos

planos-de-corte
n b ki#Nés #PLs # A #COL # ARV lo. N6 Tempofseg)
40 20 1 6 20 5216 802 { 110437.83 . 2851.44
40 20 3 & 27 4862 293 1 £9901.67 2920.24
40 20 4 12 48 3033 360 3 61867.32 3917.87
44 22 1 4] i4 6328 634 i 136325 2439.72
45 22 5 8 28 8047 358 0 T0166.45 6702.60

Pesos positivos e negatives

planos-de-corte
n b ki #ENs #PLs #4 #C4A # ARV lo. N6 Tempofseg)
48 20 1 64 07 4082 1407 T4 76625.67 22335.44
4 20 35 { 7 1458 524 90 27967 162.77
42 21 & 8 g 2729 534 D 35460 285.00
44 22 1 78 122 5644 1554 T4 97368.92 3737173
45 22 1 10 30 8974 1254 44 105735.75 8717.98

Tabela 7.13: Hesultados obtidos com o emprego dos planos-de-corte pertencentes a es-
tratégia 5.

Na definicio da esiratégia 6 resolvemos utilizar desigualdades pertencentes a uma
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mesma familia. As desigualdades escolhidas foram: cortes-triangulares e cortes 1-3 e 1-4
generalizados. Para os trés tipos de desigualdades implementou-se rotinas de separacao

de forma exata.

estratégia 8: o mesmo numero mdzimo de planos-de-corte adotado para cada uma das
desigualdades da estratégia 5, ou sepja NUM_MAX para cortes-triangulares e cortes 1-3
generalizado, ¢ NUM_MAX/5 para 05 planvs-de-corie 1-4 generalizado. A seqiéncia de
chamada das rotinas de separacdo € cortes-trigngulares, cortes 1-3 e 1-4 generchzados
seguindo 0s mesmos critérios da estratégio 5 para a chamada.

Comparando-se as Tabelas 7.13 e 7.14 pode-se dizer que as desigualdades da estratégia
6§ descrevem melhor o PCFE, do que as desigualdades na estratégia 5. Isto pode ser
constatado observando-se que o nimero de nés criados na estratégia 6 é sempre menor do
que o nimero de nds na estratégia 5 ou comparando-ge o valor da solucio obtida no lo.
né.

A exemple do ocorrido na estratégia 4, os cortes-triangulares funcionam bem para
ambas as atribuices de pesos. J& os cortes 1-3 generalizados sdo mais eficientes quando
o8 pesos sao positivos e negativos.

Corn os resultados apresentados até o momento as desigualdades na estratégia 4 se
mostram bastante adequadas para © compromisso entre o tempo computacional e o valor

obtido no lo. nd.
A estratégia definida para as desigualdades caminho corte-triangular e caminho clique-

triangular seguiu os medelos das anteriores. As rotinas de separagio implementadas para
estas desigualdades basearam-se em heuristicas, no entanto ndo foram obtidos resultados
satisfatdrios com o emprego desta estratégia. A 1ltima estratégia testada utilizou as de-
sigualdades: cortes-triangulares e [2:1]-flor-do-sul.

estratégia 7: permiti-se gerar NUM MAX planos-de-corte para ambas as desiguldades.
A chemada das rotinas de separagdo € primeire a reling de separagie pare os cortes-
triangulares, e em seguida a retina dos planos-de-corte [2:1]-flor-do-sul ceso tenham sido
gerados menos do que NUM_MAX/2 cortes-triangulares.

A Tabela 7.15 relats os resultados obtidos com estes planos-de-corte. Voltou-se a obter
um ganho na qualidade da solugao gerada nos PLs com o acréscimo destes planos-de-
corte, pois agora todas as instdncias foram resolvidas no 1o. nd da drvore branch-and-cut.
Porém, deve-se chamar a atengio para um aumento no tempo computacional gasto na
resolucio das instancias. Provavelmente isto se deve ao nimero total de planos-de-corte
gerados que é maior do que e algumas outras estratégias tornando mais lenta a resolugio
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Pesos positivos

planos-de-corte
n b k|#N&s #Pls #A F#Cl-3g #Cl4g lo. N6 Tempo(seg)
40 20 1 0 17 5267 3000 0 109346 377123
44 20 3 g 16 4922 2451 H 68759 2881.20
40 20 4 2 22 5060 2597 155 60786.21 3154.60
44 22 1 i 15 6360 1650 H 136525 3942.37
45 22 3 2 27 8141 3687 164 69578.13 10775.66

Pesos positivos e negativos

planos-de-corte
n b k|#Nés #Pls # A #Cl-3g #Cldg lo. N6 Tempo(seg)
40 20 1 3 40 4046 4639 433 73004.21 12832.67
4 20 5 9 10 1588 2127 200 27967 489,44
42 21 5 i 8 2739 678 105 35460 287.34
44 22 1 8 44 5543 5763 497 93037.97 35065.61
45 22 1 2 25 5948 4590 83 102994.05 12784.62

Tabela 7.14: Resultados obtidos com o emprego dos planos-de-corte pertencentes a es-
iratégia B,

do Pls.

Os resultados indicam gue a estratégia B é a estratégia adequada se desejamos resolver
o PCMPA em um tempo computacional razoavel. J4 os resultados das estratégias 4, 6
e 7 indicam que 8s desigualdades usadas nestas estratégias descrevern melhor o politopo
na regifo onde se encontra a solugdo otima, fornecendo melhores limites superiores, sem
contudo provocar um aumento ne fempo computacional em relacio a estratégia b.

Assim se fosgsemos estabelecer uma ordem de chamada que fosse flexivel com o tipo de
pesos que se estivesse trabalhando o ideal para os pesos positivos seria: cortes-triangulares,
seguidos dos cortes C1-3, C1-3g e FdS1-4 em um mesmo nivel, e C2-3 e Cl-4g num nivel
abaixo. J& para os pesos positivos e negativos seria cortes-triangulares seguidos de FdS1-
4 (1-3g e C1-3 no nivel seguinte e depois Cl-4g e U2-3. No entanto, resolveu-se utilizar a
estratégia 4 para um grupo maior de instancias. A escolha desta estratégia se deve ao fato
dela apresentar um tempo computacional compardvel aos das estratégias 6 € 7, e atingir

o &timo inieiro zinda no lo. nd.
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Pesos positivos

planos-de-corte
n b k|#Nos #Pls # A #PFdSI-4 lo. N6 Tempo(seg)
40 20 1 0 19 3251 4000 109346 5616.77
46 20 3 0 18 . 4849 3500 68759 3336.02
40 20 4 0 20 5027 4500 60782 6483.45
44 22 1 0 14 6313 1100 136525 3826.79
45 22 5 0 22 8051 3941 60563 9276.42

Pesos positivos e negativos

planos-de-corte N
n b k| #Nos #PLs # A& # FdS1-4 lo. Né& Tempo(seg)
40 20 1 0 32 4034 11500 70348 23827.81
4 20 5 0 T 1546 1500 27967 214,15
42 21 b { 8 2726 1050 35460 614.59
44 22 1 0 36 5537 13730 90620 37290.87
45 22 1 0 27 5962 9008 102295 23465.26

Tabela 7.15: Resultados obtidos com o emprego dos planos-de-corte pertencentes a es-
tratégia 7.

7.9 Resultados Computacionais

As instdncias utilizadas s&0 as mesmas descritas no capitulo anterior. Apresentamos os
resultados obtidos com os procedimentes branch-and-bound e o algoritmo branch-and-cut
implementado.

Para a execugio do procedimento branch-and-bound utilizou-se o pacote CPLEX 3.0.
Estabeleceu-se um critério de parada para os procedimentos branch-and-bound. O critéric
escolthido foi o pumero maximo de nos na arvore branch-and-bound. Estipulou-se gue este

niimero seria igual a 20080

7.8.1 Pesos Positivos

{s resuitados obtidos com os procedimentos branch-and-bound, apresentados na Tabela
T.16, mostram que em 1{ das nstancias testadas € possivel atingir o 6timo inteiro antes do
limite maximo do ntmero de nds da arvore branch-and-bound. Porém, na grande maioria
das instancias o limite maximo é alcancado antes do étimo inteiro. Isto implicaria em mais
tempo computacional na resolucio destas instancias caso se desejasse resolver o problema.

Ja com o emprego do algoritmo branch-end-cut foi possivel atingir o étimo inteiro em
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todas as instancias ainda no lo. né. Vale ressaltar que o tempo computacional obtido
foi bem abaixo do tempo empregado nos procedimentos branch-and-bound inclusive para
a instancian = 48 e k = 2. A Tabela 7.17 apresenta os resultados do algoritmo branch-

and-cui.

7.9.2 Pesos Positivos e Negativos

0 mimero de instancias resolvidas pelo procedimento branch-and-bound que atingiram
a otimalidade aumentou para 13, porém a grande maloria das instanciss atinge o limite
do nimero de nds antes da otimalidade. A Tabela 7.18 apresenta os resultados.

O algoritmo branch-and-cut voltou a superar os resultados obtidos com os procediemn-
tos branch-and-bound. A excecdo de quatro instancias, em todas as outras fol possivel
atingir o otimo inteiro ainda no lo. né. Mesmo ndo atingindo o 6timo inteiro no lo. nd
naquelas instdncias fol necessario apenas a criacio de dois nds na arvore branch-and-cut
com valores bastante expressivos quando comparados ao 6timo inteiro. A Tabela 7.19
mostra os resultados do algoritmo branch-and-cut.

E possivel supor que diminuindo o némero de cortes por PL e com isso permitindo mais
branchings o tempo computacional empregado na estratégia ¢4 possa diminuir, on ainda
fazendo uso de uma combinagho das desigualdades nas estratégias 4, 6 e 7, de acordo com

o tipo dos pesos, possa-se alcangar o mesmo ohjetivo,
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Grupo |k w | #Nés  lo. N6  Solugho obtida Otimo Tempo{seg)
12 120000%7 138324.50 108945 109346 61057.12
2 21 9280  103779.00 82451 82451 9187.35
Grafol |3 2 13631 93539 68759 £8759 31695.57
(n=40) [ 4 2| 9473  82087.50 60782 60782 21606.12
5 21 1064  72624.50 60513 60513 2032.97
12 {20006 152204.50 119268 120208 107819.05
2 21920000} 118630 86778 87810 107704.03
Grafo 2 13 2 | 20000  102099.50 768554 76554 TA4R83.65
(n=42) 14 2| 1949  89265.50 69482 60482 6149.32
5 20 1920 85260.50 67383 £7383 0823.88
1 2200007 167467.50 136525 136525  119831.10
2 2192000007 132519.75 93507 98186 98044.45
Grafo 3 13 21 11420 111656.75 84675 R4675 44005.77
(n=44) {4 2] 16759 100877 75274 75274 69759.23
5 2] 2013 89575.50 69540 69540 11782.10
12 20000%)  172833.42 138693 138664  122279.40
22 1900000 13404844 94201 98321 101369.13
Grafod |3 212000000 111690.75 82500 82743 84360.07
(n=45) | 4 2 ]200000 102653.44 77500 77500 77999.10
5 2120000 0B0DI1.64 68095 £9563 Q209677
1 2 ] 20000%  182888.75 133766 142985 13140583
g 92 | 200000 146127 105876 108243 120581.58
Grafo 5 |3 2 [ 200000 125376.25 93015 94859 108268.07
(n =46y 14 2 200001 109317 77348 TR747 113628.40
= 92 loppoel™ 9955825 70774 72431 96343.12
12 2000007 204281 151602 163397  165514.98
202 120000 15046450 107034 115471 138605.73
Grafo 8 |3 2 | 20000%  131673.50 4741 GGEEB 154289.60
(n=48) |4 2| 18484 117206 RETIR 88728 GTRET.02
5 21 10404 106870.50 82117 82117 5TTES.TH

{*}: niimero maximo de nés na arvore branch-and-bound atingindo.

Tabela 7.16: Resultados obtides com o emprego do procedimento branch-and-bound em
instancias com pesos positivos.
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[ planos-de-corte
Grupe | & w|#Nos #PLs # A # Cl-3 # C23 lo. N6 Tempo(seg)
i 21 © 17 528G 3000 0 100346 3719.52
2 2] 0 9 4000  © 0 82451 821,52
Grafo1 |3 2] 0 18 5075 2407 300 68730 4063.20
(n=40) |4 2| 0 97 5053 2523 1200 60782 5419.51
5 21 0 8 3500 0 0 60513 817.41
1 2] © 32 6149 4484 1260 120299 1367936
2 2] 0 37 5419 4971 1785 87810 15819.71
Grafo2 |3 2] 0 31 5470 2903 1575 - 76554 11298.95
(n=42) |4 2| 0 115021 0 0 69482 1666.13
5 20 0 9 4200 0 0 76383 823.63
1 2] 0 15 6399 1650 0 136525 373454
2 21 0 31 6346 4628 1210 98186 15532.74
Grafo3 {3 2] 0 14 6814 530 0 84675 2839.20
(r=44)14 2| 0 16 6591 1650 0 75274 3584.06
5 021 0 12 5703 550 0 69540 2389.17
i 20 60 7597 6065 4068 138604  39880.1%
2 2] 0 42 7543 6086 2034 98321 30618.41
Grafed |3 2| 0 43 6814 4103 2712 82743 75514.16
(n=43} 14 2! 0 2 7367 3101 0 TI500 6401.01
5 20 0 23 8090 3628 226 69563 787328
1 21 0 57 8645 7324 3450 142085 4120529
2 2] 0 38712 5160 1495 108243 20712.60 |
Grafo 5 13 2| 0 16 7575 1150 0 94859 2773.16
(n=46)14 2] 0 % 8750 3880 345 78747 13901.590
! ts5 2] 0 76 8581 3708 805 72431 14504.89
T T 270 30 9665 7520 0 163397 2536450 |
2 2] 0 105 9168 8783 9000 115471 10334514
| Gralo 6 13 2 0O B4 8606 6435 4680 96666 5177151
(n=48114 2| 0 17 8402 1200 0 88728 3920.33
5 2] o 16 9000 0 0 82117 3487.15

Tabela 7.17: Resultados obtidos com o emprego do algoritmo branch-and-cut em

instancias com pesos posibivos.
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Grupo |k w | # Noés  lo. N6 Solucdo obtida Otimo Tempo(seg)
12 1200000 130495.50 63488 70348 41111.52
2 21 33 75922.50 45404 45404 4045.58
Grafol |3 2 6849 6198050 34091 34001 5205.990
(n=40) |4 2] 2379  49639.50 27758 27THR 1939.38
5 21 500 44493 27967 27967 439.58
1 27 20000%) 144528 70704 81633 44681.47
2 2 120000 87871 46828 46828 28045.73
Grafo 2 13 2| 4258  65501.50 36689 36680 4801.35
(n=42) 14 2| 563 55223 35987 35987 762.02
5 2 455 52775 35460 33460 585.23
12 12000017 158392 52442 90620 67374.03
g 2 1 W0000%  101244.50 53737 56960 35709.13
Grafo 3 |3 2| 6958 72423 40697 40697 977R.32
(n=44y14 2| 7138 6066850 32601 32601 6203.73
5 21 35282 52705 26407 29407 5303.72
12 ] 20000™  169461.35 90591 102295 86194.68
2 2 1200000 103330.08 36095 55103 38568.02
Grafod |3 2] 3318 73499 43914 43914 6678.07
(n=45) |4 2 120000 103330.09 36095 33990 35729.90
5 21 11878  58428.50 30074 30974 14703.38
12 120000 174883.25 85308 90550 §0151.27
2 2 12000000 110057.50 44302 58361 40722.13
Grafo 53 13 2 ] 2000007 83123.50 43507 43015 30276.18
(n=46) |4 2 | 200007 64688.50 32951 32968 29002.88
5 2| 6505 57443 31000 31000 7225.50
12 [ 2000600 198301.50 61276 113478 12049585
2 2 200000t 121501.50 41421 B1768 54876.77
Grafo 6 13 2 1200067  83855.50 45941 45941 30545.90
{n=48) 14 2| 18228 6828150 36903 36903 0174.18
5 2| 10965  61257.50 31351 31351 14420.33

{*}: nimero méximo de nds na arvore branch-end-boynd atingindo.

113

Tabela 7.18: Resultados obtidos com ¢ emprego do procedimento branch-and-bound em
Instancias com pesos positivos € negativos.
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planos-de-corte

Grupo |k w |{# Nés #PLs # A #C1-3 #C2-3 lo N6 Tempo (seg)
1 2 0 85 4044 4197 3800 70348 23803.20
2 2 { 13 2233 4000 { 45404 2316.46
Grafol |3 2 D i1 2280 3000 0 34091 922.72
(n=40) {4 2 2 34 245 5212 1281 27772.52 4767.64
5 2 §! 10 1596 2127 0 27967 522.46
1 2 4 61 4799 5054 4410 81633 38285.58
2 2 ¢ 28 35406 4683 1260 46825 5873.03
Grafo 2 13 2 ! i1 2664 2625 { 36685 1067.87
(n=42)|4 2] 0 5 1586 525 0 35987 54.99
5 2 {1 8 27349 678 105 35460 245.94
i 2 { 63 5604 6471 4510 90620 47799.73
2 2 0 13 3439 3300 0 56960 4360.G4
Grafo 3 13 2 8 12 3250 2750 f 40067 1255.87
(n=44) |4 2 2 44 2415 5893 2698 32711.25 13740.63
5 2 a 13 2507 4400 0 29407 122807
1 2 g 29 5987 6341 791 102295 23572.92
2 2 a 30 4014 4B05 1582 55103 9190.72
Grafo 4 |3 2 g # 26837 1104 ) 43914 58280
{n=45) 1 4 2 g 27T 2727 6374 1243 33990 HURG.38
5 2 { 32 3364 6564 1685 30874 10820.77
12 { 40 6093 TR0 1840 89550 36453.30
2 2 0 21 3873 4683 575 58361 6003.70
Grafo 5 13 2 it 27 3303 6588 1265 43915 9112.73
(n=46) (4 2| 2 52 3433 6851 3438 33054.06  28122.14
5 2 { i3 3413 3450 0 31000 1400.60

1 2 g 29 TH2T 8368 8520 113478 124615.3%

2 2 i 62 170 6187 B280 61768 §5361.93
Grafo6 |3 2 0 1T 4107 6000 0 45941 521458
(n=48) 4 2 { 11 3160 2444 120 36403 145462
| 5 21 2 33 665 8387 1440  31404.64 11199.81

Tabela 7.19: Resultados obtides com o emprege do algoritmo branch-and-cuf em
instancias com pesos positivos e negativos.



Capitulo 8

Conclusoes e Consideracgoes Finais

Os estudos realizados por Faigle e Dijkhuizen [14] para o PCMPA no modelo natural
néo foram suficientes para se obter uma boa caracterizacéo parcial do poliedro associado
ao problema. Isto ficou evidente no esforgo empregado na implementagio de um algoritmo
de planos-de-corte que obteve valores poucos expressivos para os limitantes, e 80 conseguiu
resolver instancias de pegueno porte do problema.

Os autores tentaram explicar este “fracasso”™ na abordagem empregada na resolugio do
PCMPA com duas suposigdes. A primeirafoi de que 0 emprego de algoritmos de planos-de-
corte depende muito do tipo de problema que se deseja resolver, e neste sentido o PCMPA
podia ser considerado “intratdvel” através deste tipo de algoritmo, mesmo para instancias
de pequeno porte. A segunda explicagdo apontava para um estudo poliédrico mals apro-
fundado do PCMPA, para que fossem encontradas outras familias de desigualdades que
ao serern adicionadas & formulacio, pudessem melhorar o desempenho do algoritmo.

Com o objetivo de melhorar os resultados obtidos em Faigle e Dijkhuizen [14], Faigle et
al, [15] resolveram estudar o poliedro associado a0 PCMPA usando um modelo estendido.
Para isto os autores definiram formulagdes inteiras para o PCMPA neste modelo. A
exemplo de Park ef al. [40], os resultados obtidos com este nove modelo se mostraram
bem mais satisfatorios.

Neste trabatho nds aprofundamos ¢ estude da estrutura facial do poliedro associado
ao PCMPA taunto no modelo natural quanto ne modelo estendido. O objetivo final deste
estudo era a obtenc3o de planos-de-corte que permitissem resolver computacionalmente
instancias de maior porte do que aquelas encontradas na literatura. Nas se¢des seguin-
tes nés enumeramos as principais confribuigtes deste trabalho e fazemos sugestdes para
diregbes futuras de pesquisa.
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8.1 Contribuicoes

Nosso estudo da caracterizagio poliédrica do PCMPA foi iniciado ainda no modelo
natural,

Foi possivel encontrarmos, através de solugoes fraciondrias, desigualdades pertencentes
a famflia 2-p-particio; e através de liffings realizados em desigualdades do modelo natural
desigualdades pertencentes a familia desigualdade corte,

Porém, todas estas desigualdades encontradas, de forma independente, j4 tinham sido
propostas por Park ef al. [40]. No entanto, dando continuidade ao estudo poliédrico do
PCMPA, e mais uma vez através de solugdes fracionarias e liftings, encontramos novas
desigualdades. Tais desigualdades foram:

¢ desigualdades vélidas

— desigualdade flor-do-sul;
—~ desigualdade drvore-clique;

~ desigualdade arvore-corte.
¢ desigualdades definidoras de facetas

— desigualdade [s:f]-corte;

— desigualdade flor-dosd como=2e f=1;
— desigunaldade flor-do-sul coma=3e f=2;
— desigualdade caminho-clique;

— desigualdade caminho-corte.

As maiores instincias do PCMPA resolvidas de forma exata na literatura sdo para
grafos completos com até 30 vértices. Para instancias deste porte, os nossos resultados
indicam que um simples procedimento de brench-and-bound j4 pode ser usado para resolver
o PCMPA em tempo aceitdvel. No entanto, para instdncias com mais de 40 vértices o
uso de um algoritmo dranch-and-cut comega a ser realmente vantajoso.

Fazendo uso de um algoritmo branch-and-cul, implementado neste trabalho, foi possivel
verificar a qualidade das novas desigualdades quando resolvemos, de forma exata, instancias
para grafos completos com até 48 vértices.

Isto comprova a qualidade das designaldades encontradas no modelo estendido uma
vez que elas caracterizam melhor o politopo associado ac PCMPA, ou pelo menos a regizo
onde esta o étimo inteiro,
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8.2 Direcoes Futuras

Gostarfamos de deixar algumas direcOes futuras de pesquisa para a implementacio
do algoritmo branch-and-cut e para o estudo poliédrico do PCMPA. Do ponto de vista
computacional poder-se-ia pensar no uso de um poel de desigualdades que diretamente
apresenta duas vantagens com o seu emprego. A primeira gue tornaria o PL mais enxuto,
pois seriam retiradas do PL aquelas desigualdades que ndo estivessem ativas no momento.
A segunda corresponderia a uma forma mals rapida de separagdo, pois as desigualdades
mativas que sdo violadas pela solucdo fraciondria atual podem ser recuperadas a partir
do pool e reintegradas ao PL.

Nao resta ditvidas de que a caracterizacio poliédrica do PCMPA € um dos fatores
prepoderantes ao bom funcionamento de um algoritmo branch-and-cut. Alguns pontos
gue podem ser seguidos neste aspecto sdo:

s generalizacio das desigualdades arvore-clique e drvore-corte: encontrar condigdes
necessarias para que ambas as desigualdades sejam definidoras de facetas para qual-
quer arvere, € ndo apenas no casoe de caminhos;

s generalizagdo da desigualdade flor-do-sul: mais uma vez procurar condigdes ne-
cessarias para que a desigualdade flor-do-sul defina facetas para guaisquer valores

de o e A,

Além disso, o processamento paralelo desponta como uma das tendéncias em pro-
gramacio inteira [veja Johnson ef af. [29] e Jinger e Stormer [34]) e seria interessante
verificar o desempenho do algoritmo branch-and-cul em arquiteturas paralelas.

A dltima direcdo futura € proposta tanto na teoria quanto na pratica. Ao invés de usar
a técnica branch-and-eut sugere-se utihzar a técnica geracic de colunas conjuniamente
com planos-de-corte. Isto se deve a dois pontos: o primeiro porque no trabalhos de
Johnson ef al. [30] os antores afirmam que € possivel resolver o subproblema de otimizagao
do min-cut cluslering com geragio de colunas; e o segundo aspecto por causa da qualidade
dos nossos planos-de-corte. Um trabalbho semelhante, fazendo uso destas duas técnicas,

foi desenvolvido por Akker ef af. [50] para um problema de scheduling de uma dnica

maquina.,
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