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Resumo

Problemas de natureza geométrica sao encontrados em diversas areas e, portanto, a analise
dos mesmos sob uma 6tica algoritmica é imprescindivel. Nao obstante um amplo trata-
mento de problemas na geometria euclidiana, relativamente poucos estudos foram feitos
em outras geometrias.

Em particular, tomando-se como retas sobre o plano as curvas de uma familia F que
satisfacam um pequeno conjunto de propriedades, pode-se definir uma geometria de cur-
vas, denotada por Gz, a qual foi inicialmente estudada, sob o ponto de vista algoritmico,
por Harada [Har00].

Nesta dissertacao, estudamos caracteristicas de familias de curvas que podem for-
mar uma geometria Gz, e sobre ela, primitivas e algoritmos para solucoes de problemas.
Desenvolvemos ainda um visualizador grafico, denominado GFViewer, através do qual é
possivel aprimorar a intuicao quanto a forma de construgoes geométricas, como G r-retas,
Gr-segmentos, Gr-poligonos, Gr-bissetores, Gr-circunferéncias, etc. Esse visualizador foi
utilizado para testarmos a implementacao de alguns algoritmos geométricos sobre certas
instancias de Gr.

Com a caracterizacao de algumas familias de curvas, foi possivel construir novos exem-
plos dessas geometrias. Além disso, na andlise dos problemas formulados, verificamos ser
plausivel a adaptacao de algoritmos existentes no caso euclidiano, devido a correlacao
entre as duas geometrias, de diversas primitivas e predicados.
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Abstract

Problems of geometric nature are found in many areas, so their study under an algorithmic
point of view is indispensable. Even though a vast literature exists on problems for the
Fuclidian geometry, relatively little has been done on other geometries.

In particular, if one takes as lines on the plane the curves of a family F that meet a
small set of conditions, one may define a geometry of curves, denoted by Gr, which was
first studied, under an algorithmic approach, by Harada [Har00].

In this dissertation, we identify characteristics of families of curves that may form a
Gr geometry, over which we study primitives and algorithms for the solution of geome-
tric problems. We also developed a graphical visualizer, known as GFViewer, through
which it is possible to improve the intuition towards the understanding of Gz-lines, Gr-
segments, Gr-poligons, Gz-bissectors, Gz-circles, etc. This visualizer was used to test the
implementation of a few geometric algorithms over certain instances of Gr.

With the characterization of some families of curves, it was possible to build new
examples of these geometries. Furthermore, in the analysis of the problems studied, we
perceived that it is plausible to adapt algorithms that deal with the euclidian case, due
to the correlation between the two geometries, of several primitives and predicates.
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Capitulo 1

Introducao

Restringindo-se a historia da Geometria Computacional ao periodo apés o advento do
computador, ja que de outro modo deveriamos voltar a Euclides cujas demonstragoes
eram, de fato, algoritmos, podemos dizer que seu estudo teve inicio na tese de doutorado
de Michael Shamos em meados da década de 70.

Entretanto, no que diz respeito a aplicacoes, é facil perceber que problemas geométricos
aparecem por toda parte. Focando-se especialmente nas ciéncias, ha aplicagoes em arque-
ologia (re-arranjos de fragmentos), astronomia (identificagdo automatica de constelagdes),
biologia (identificacao de clusters em culturas), cristalografia, fisica, geologia (simulagao
de superficies de lengdis subterraneos), projetos de circuitos (wiring), localizagao de fa-
cilidades, quimica (visualizagdo de modelos moleculares), robética (otimizagao de ca-
minhos), etc. E claro que na propria area de computacao, diretamente ou em suas
aplicagoes, a freqiiéncia com que ocorre a necessidade de algoritmos eficientes para pro-
blemas geométricos é ainda mais notavel, especialmente em computacao grafica, proces-
samento de imagens, reconhecimento de padroes, VLSI, etc.

Geometria computacional é, portanto, a area de computacao e de geometria em que
se estudam propriedades e técnicas de projeto de algoritmos com o objetivo de se obter
solucoes eficientes para problemas de natureza geométrica, assim como o estabelecimento
de quotas inferiores para esses problemas.

Nos cerca de 30 anos em que esta area vem se desenvolvendo, seu destaque como
campo fundamental de estudo foi crescendo e hoje ja ha pelo menos seis revistas cientificas
exclusivamente dedicadas a publicacao de trabalhos nessa area e cerca de dez congressos
internacionais integralmente de geometria computacional ou com pelo menos uma trilha
em teoria ou aplicacoes do tema, além de diversos workshops regionais.

A tese de Shamos [ShaT78] assim como seus trabalhos iniciais com Hoey [SH75, SH76] e,
posteriormente, o livro cldssico de Preparata e Shamos [PS85], trataram de modo exclusivo
a geometria euclidiana.



Na década de 80 surgiram alguns artigos em métricas nao euclidianas como Lq e Ly,
— por suas aplicagdes a projeto de circuitos — como trabalhos de Lee [Lee80], Mitchell
[Mit87], Rezende et al [dRLW89], Wu et al [WWSW87], dentre outros. Estes foram segui-
dos mais tarde por trabalhos em métricas de multiplas dire¢oes fixas (Rawlings [Raw87],
Wood [RW91] nos anos 80 e, mais recentemente, Harada [Har00]) e por estudos de proble-
mas sob métricas com pesos (Aurenhammer [Aur87|, Mitchell e Papadimitriou [MP91],
Pinto e Rezende [PdR00], e Guerra [Gue98]). Além destes trabalhos, houve avango no es-
tudo de técnicas para abordagem de problemas definidos sobre o plano projetivo orientado
(Stolfi [Sto91] e, mais recentemente, Gon et al [dRG96], Pinto et al [PAR00], Westrupp
et al [dRW99] e Oliveira, Selmi Dei e Rezende [OdRS05]).

Contudo, pouco se fez no estudo de geometrias nao euclidianas sobre espacos hi-
perbélicos, elipticos e sobre geometrias de curvas sobre o plano cartesiano.

Em sua tese de doutorado, Harada [Har00] tomou os trabalhos de Peixoto [Peid9] e
Drandell [Dra52] onde sao definidas geometrias de curvas sobre o plano — que consistem
em uma generalizacao da geometria euclidiana em duas dimensoes — e formulou alguns
problemas computacionais cujas solucoes eficientes Harada apresenta em sua tese.

Se F é uma familia de curvas que satisfaz as propriedades descritas por Drandell
[Drab2], denota-se por Gr a geometria de curvas correspondente. Em Gr as retas sao as
curvas da familia F e os pontos sao os de R2.

Nesta dissertacao, sao estudados outros problemas geométricos sobre a geometria G,
assim como uma caracterizagao de algumas familias de curvas que podem formar uma
geometria Gr e o comportamento dos predicados e primitivas geométricas sobre essa
geometria. Além disso, para facilitar a percepcao do comportamento das curvas dessa
geometria, foi desenvolvido um visualizador, denominado GFViewer.

No capitulo 2 ¢ feita, primeiramente, uma introducao a geometria Gr. A seguir é apre-
sentada uma caracterizacao de algumas familias de curvas que satisfazem as condigoes
necessarias para se formar uma geometria Gr. Neste capitulo, também é feita uma
andlise, baseada na geometria Gz, dos predicados e primitivas recorrentes em algorit-
mos geométricos. Por fim, sao dadas algumas definicoes necessarias para a apresentacao
dos algoritmos propostos no capitulo seguinte.

O capitulo 3 mostra diversos problemas geométricos, para cada um dos quais é apre-
sentado um ou mais tratamentos propostos para a geometria euclidiana e, entao, sao
propostos algoritmos para a solucao dos mesmos sobre Gr.

O capitulo 4 apresenta o visualizador GFViewer. Sao mostradas suas principais funci-
onalidadese e sua interface, além de uma breve discussao sobre algumas decisdes impor-
tantes do projeto.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes deste trabalho e discutidos possiveis ex-
tensoes do mesmo. Além destes capitulos, esta dissertacdao ainda contém trés apéndices.



No apéndice A ¢é apresentada uma discussao sobre como cada fator que define a geometria
Gr influencia a analise de complexidade de algoritmos para problemas geométricos sobre
a mesma. O apéndice B discute a dificuldade do cédlculo de distancias sobre uma geo-
metria Gz. Por fim, o apéndice C contém uma tabela de simbolos que sao usados nesta
dissertacao.



Capitulo 2

A Geometria Gr

Neste capitulo, faremos uma introdugao a geometria G, primeiramente tratada algoritmi-
camente por Harada [Har00], que obteve resultados computacionais no estudos de alguns
problemas nessa geometria.

Na secao 2.1, sera feita a descricao da geometria e a apresentacao do conceito de
convexidade sobre a mesma. Na secao 2.2, sao caracterizadas familias de curvas que
podem formar uma geometria Gr. A segao 2.3 mostra algumas defini¢oes de relagoes de
precedéncia essenciais para o funcionamento de alguns algoritmos sobre a G». Por fim, sao
discutidas a existéncia e a verificagao de predicados e primitivas bésicas para algoritmos
geométricos na geometria G, na secao 2.4.

2.1 Geometria Gr e Gr-convexidade

Esta secao apresenta a definicao da geometria G, assim como o conceito de convexidade
sobre a mesma.

A geometria G pode ser caracterizada através de uma familia de curvas, a qual
Drandell [Dra52] estudou como uma extensdao do trabalho de Peixoto [Pei49]. Antes
de mais nada, considere o plano R? estendido por um ponto no infinito, o qual pode,
assim, ser identificado com a esfera de Riemann, aqui denotada por R2. Por projecao
estereografica, podemos considerar que o ponto no infinito corresponde ao pdlo norte de
R? (figura 2.1).

Seja F uma familia de curvas diferenciaveis por partes na esfera de Riemann, que
satisfaga as seguintes propriedades:

1. Toda curva C' € F é uma curva de Jordan! que passa pelo pélo norte da esfera de
Riemann.

'Uma curva de Jordan é uma curva fechada simples
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Figura 2.1: Projegao estereografica de R? em na esfera de Riemann (R?). Um ponto (u, v)
em R? é mapeado em um ponto (x,y, z) na esfera. O ponto p, pélo norte da esfera, é o
ponto no infinito.

2. Dados dois pontos quaisquer no plano, existe apenas uma curva em F que passa
por eles.

3. Existe um limitante superior para o numero de partes diferencidveis das curvas de

F.

A partir do item 2 podemos inferir facilmente que, dadas duas curvas distintas, elas
podem se interceptar em apenas um ponto. Caso contrario, teriamos duas curvas distintas
passando pelos mesmos dois pontos, que seriam os pontos de intersecao.

E 6bvio que as retas da geometria euclidiana satisfazem a essas condigoes.

Um exemplo nao trivial de uma familia de curvas que satisfaz essas condigoes sao as
curvas descritas pelas funcoes f(z) = ax? + bz + ¢ para um valor de a fixo, juntamente
com as retas verticais, como ilustrado na figura 2.2.

Definicao 2.1.1 Uma geometria Gr € formada pelo conjunto de pontos de R? e por um
conjunto de curvas F que satisfaca as trés condi¢oes acima e possui as mesmas regras de
incidéncia da geometria euclidiana.

Serao utilizados os termos Gr-reta para se referir a uma curva de F, Gr-segmento para
designar um arco de uma Gz-reta com seus extremos em R2, e Gr-semi-reta ou Gr-raio
para designar um arco de uma Ggr-reta que possua um de seus extremos no pélo norte
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Figura 2.2: Exemplo de uma familia de curvas F. Pardbolas com uma mesma abertura
(f(x) = ax?® + bz + ¢ com a fixo) e retas verticais.

de R%. Pontos sobre uma Gr-reta sao ditos Gr-colineares. A notagao dr(py,p2) repre-
senta a distancia entre os pontos p; e py na geometria Gz, que é dada pelo comprimento
do Gr-segmento p1ps. Denomina-se Gr-circunferéncia ou Gr-circulo o lugar geométrico
dos pontos p de R? localizados a uma distancia constante dx(p,c) de um ponto fixo c,
denominado centro da Gz-circunferéncia.

A partir da definicao da geometria G, Harada definiu o conceito de convexidade como:

Definigao 2.1.2 [Har00] Um conjunto de R* é Gr-convexo se a intersecio de qualquer
Gr-reta com o mesmo € conezxa (ou vazia).

Essa definicao é uma generalizacao da definicao de convexidade da geometria eucli-
diana, uma vez que se tomarmos como familia de curvas F as retas euclidianas, Gr ¢é a
geometria euclidiana.

No contexto desta nova geometria, Harada desenvolveu algoritmos para a construcao
da envoltoria convexa e do diagrama de Voronoi abstrato para um conjunto de pontos na
geometria Gr.

2.2 Caracterizacao das Familias de Curvas F

Nesta secao, sera feita uma anélise sobre familias de curvas que podem satisfazer as trés
condicoes que definem uma geometria Gr. De agora em diante, um conjunto de curvas
que satisfaca as condigoes serd denominada simplesmente de familia F.

Vamos examinar primeiro o exemplo da familia de curvas descritas pelas funcoes
f(x) = ax® + bx + ¢ para um valor de a fixo, juntamente com as retas verticais, dado na
secao anterior. As parabolas, as verticais e as translagoes delas sao curvas que satisfazem
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a primeira e terceira condicoes exigidas pela definicao 2.1.1. Assim, para provarmos que
esta familia de curvas forma uma geometria G precisamos mostrar que, dados dois pontos
quaisquer no plano, existird apenas uma curva da familia passando por eles. O sistema
para acharmos a pardbola que passa por dois pontos p; = (p1.x,p1.y) € p2 = (p2.2, P2.y)
de R? ¢ dado por:

a*xpr.x?+bxpr.r+c=p.y N b*pi.x+c=p.y—a*p.v?
a* Po.x2 + b * po.x + ¢ = pa.y b* po.T + ¢ = Po.yy — @ * Py.1?

Como vemos, este sistema pode ter zero (se p;.x = p2.x e p1.y # p2.y), uma ou
infinitas solugoes (se p1.x = po.x € p1.y = po2.y). No primeiro caso, p; e ps estdao numa
mesma vertical e, portanto, existe apenas uma curva da familia que passa por eles (a reta
x = p1.xz). No segundo caso a unica parabola que passa por eles é dada pela solugao do
sistema. No terceiro caso, p; = ps, portanto, a segunda condi¢ao também ¢é satisfeita, e
fica provado que estas curvas formam as retas de uma geometria Gr.

Podemos observar que, uma vez escolhida uma familia de parabolas com o mesmo
coeficiente do termo de segundo grau e as retas verticais, qualquer rotacao de todas essas
por um mesmo angulo 6, também nos leva a uma familia de curvas vélida, como ilustrado
na figura 2.3. E interessante notar que, neste caso, temos curvas que nao sao graficos de

fungoes.

Figura 2.3: Outro exemplo da familia de curvas F. Parabolas com uma mesma abertura
e retas verticais, todas rotacionadas por um mesmo angulo 6.

Ainda no exemplo das parabolas, podemos notar que todas as curvas que compoem
a familia sao translagoes arbitrarias de duas curvas iniciais: uma parabola de equacao
ax? = 0 e a reta x = 0. Dizemos entdo, que estas sao as curvas geradoras desta familia.
Através de diferentes curvas geradoras podemos obter iniimeras familias F.

Definicao 2.2.1 Um conjunto de curvas é chamado conjunto gerador se suas curvas dao
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origem a uma familia F por translacoes arbitrdrias. Neste caso, as curvas do conjunto
sao chamadas curvas geradoras.

Na secao 2.2.1, analisaremos possiveis conjuntos geradores e suas caracteristicas. Ja
na segao 2.2.2 serao analisados os casos das familias F nao obtidas a partir de geradoras.

2.2.1 Familias 7 Formadas Através de Conjuntos Geradores

Como as curvas geradoras podem ser transladadas em qualquer dire¢ao, por todo o plano,
algumas restrigoes podem ser identificadas em suas formas, como nos mostra os teoremas
22.1e222.

Teorema 2.2.1 Para que uma curva OO 0ssa ser uma curva geradora, um dos meios-
)
planos de CO deve ser euclidianamente convezo.

Prova: Por contradicao, sejam H; e Hy os dois meios-planos de Cj, e suponha que
ambos nao sejam euclidianamente convexos. Sejam p; e p, dois pontos em H; tais
que o segmento P1p; nao esta inteiramente contido em H;. Estes pontos existem,
pois H; nao é euclidianamente convexo. Seja pjo um ponto em pips que estd em
H,. Da mesma forma, sejam p3 e py dois pontos em H, tais que o segmento psps
nao estd inteiramente contido em H,. Seja p3, um ponto em p3ps que estd em H,
[figura 2.4(a)]. Se transladarmos Cj no sentido do vetor piapss criaremos curvas com
duas intersegoes com Cp, como a curva C, mostrada na figura 2.4(b), o que viola as

condigoes de uma familia F. [ ]
Hy
D3 P4
Co
D12 P34
D1 b2
H,

Figura 2.4: Ilustracao do teorema 2.2.1. (a) Curva Cj com dois meios planos euclidiana-
mente nao convexos. (b) A translagao Cj de Cy gera duas intersegoes com C.
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Teorema 2.2.2 Para que uma curva Cy possa ser uma curva geradora, se qualquer parte
de Cy for um segmento de reta euclidiano, entdio Cy so pode ser a reta euclidiana que
contém aquele segmento.

Prova: Suponha que () tenha uma parte que seja um segmento de reta euclidiana.
Seja p um ponto num extremo desse segmento [figura 2.5 (a)]. Se transladarmos a
curva Cy na direcao do segmento de reta incidente em p, chegaremos a uma outra
curva Cj cujo segmento euclidiano intersecta o da curva Cp em um intervalo de
comprimento positivo [figura 2.5 (b)]. Neste caso, Cy e C{, tém mais de um ponto
de intersecao, e, portanto, Cy nao pode ser uma curva geradora. [

Co Co c

p

(a) (b)

Figura 2.5: Iustragdo do teorema 2.2.2. (a) Uma parte da curva Cy. O ponto p estd no
extremo de um segmento de reta euclidiano. (b) C{ é uma translacao de Cy na diregao
do segmento de reta euclidiano contido em Cj.

Os dois teoremas anteriores nos mostram condigdes necessarias para uma curva ser ge-
radora. Passemos, agora, a analisar como escolher uma familia de geradoras de forma que
estas gerem uma familia F. A seguir, serao discutidas curvas geradoras diferenciaveis, e,
logo apds, serao caracterizadas curvas nao-diferenciaveis que possam formar um conjunto
gerador.

Curvas Geradoras Diferenciaveis Um conjunto de curvas diferenciaveis, para ser
gerador, precisa que suas curvas possam ser transladadas arbitrariamente pelo plano,
gerando assim uma familia de curvas F que satisfaca as trés condi¢oes que definem uma
geometria Gr. Como estamos interessados apenas em curvas geradoras diferenciaveis,
qualquer conjunto delas e suas translacoes vao atender a terceira condi¢ao. Além disso, é
facil observar que uma translacao em R? de uma curva C passa pelo pélo norte de R? se,
e somente se, C' também passa pelo pélo norte. Portanto, podemos escolher para formar
um conjunto gerador apenas curvas que sejam curvas de Jordan e passem pelo pélo norte
de R2%. Desta forma, a primeira condicao estard sempre satisfeita. Convém ressaltar que,
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como estamos procurando curvas geradoras, qualquer candidata tem que satisfazer os
teoremas 2.2.1 e 2.2.2.

Seja S um conjunto de curvas candidatas a formarem um conjunto gerador, do qual,
qualquer curva satisfaz todas as condigoes mencionadas no paragrafo anterior. Para pro-
varmos que S é um conjunto gerador, precisamos mostrar que, dados dois pontos p; e po
quaisquer em R?, sempre vai existir uma sé translacao de uma tinica curva em S passando
por pi € pa.

Seja [ a reta euclidiana que passa por p; e ps, e « a inclinagao de [. Considere uma
curva C' € S tenha um ponto ¢ no qual a derivada de C' seja . Vamos mostrar que existe
uma unica translacao de C' que passa por p; e ps.

Se C' for a reta euclidiana de inclinagao «, é ébvio que existe uma translacao de C' que
coincide com [ e, portanto, passa por p; e py. Assim, vamos nos concentrar no caso onde
C nao é uma reta euclidiana.

E facil perceber que, como C possui um de seus meios planos euclidianamente convexo,
pelo teorema 2.2.1, existe uma paralela a [ que intercepta C' em dois pontos ¢; e g2 (uma
perturbagao da paralela a [ em torno de g gera tal reta, como ilustrado em 2.6). Vamos
observar o que ocorre com os pontos ¢; e ¢ quando movemos esta paralela na direcao
ortogonal a ela, no sentido que a afasta de q.

O segmento g1qz esta contido no meio plano convexo definido por C'. Como os dois
bragos de C' que partem de ¢ vao para o infinito (ja que C passa pelo pdlo norte de R?),
e C satisfaz os teoremas 2.2.1 e 2.2.2, entao ¢q; e ¢2 s6 podem se afastar um do outro.
Se nao se afastassem, entao poderiam permanecer a mesma distancia, o que violaria o
teorema 2.2.2, ou se aproximariam, o que faria com que C' nao chegasse ao polo norte de
R? ou violasse 2.2.1.

Como a variacao da distancia entre ¢; e g9 € estritamente crescente, existe uma paralela
a | onde a distancia entre ¢; e g € maior que entre p; e ps. Assim, pela continuidade
de C podemos afirmar que existe uma unica paralela a [ onde a distancia entre ¢; e ¢ é
exatamente igual a distancia entre p; e ps. Com isso, C pode ser transladada de forma a
passar por py € ps.

Neste caso, dizemos que C cobre o angulo «, pois qualquer outro par de pontos,
cuja reta euclidiana passando por eles tenha inclinagao a, também tera uma tnica curva,
translacao de C, passando por eles. Obviamente, nao podemos ter mais nenhuma outra
curva no conjunto S cobrindo «, pois senao teriamos duas Gr-retas distintas, cada uma
criada a partir da translacao de uma geradora, passando por p; e po. Com base nesta
afirmacao, chegamos a uma condicao suficiente para que um conjunto de curvas seja um
conjunto gerador:

Teorema 2.2.3 Dado um conjunto de curvas diferencidveis, que sejam curvas de Jordan
e passem pelo pélo norte de R?, e que satisfacam os teoremas 2.2.1 e 2.2.2, este dard
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Figura 2.6: Uma perturbacao da paralela a [ em torno de ¢ gera uma reta que intercepta
C em dois pontos g1 e ¢g. A seta indica a direcdo na qual a paralela serd movida.

origem a uma familia F se suas curvas cobrirem de forma univoca todo o intervalo de
angulos entre [0, ).

Prova: Como provado anteriormente, o fato das curvas serem curvas de Jordan
diferencidveis passando pelo pélo norte de R? garante que as condicoes 1 e 3 para se
formar uma geometria G serao satisfeitas. Além disso, dados dois pontos quaisquer
em R? a reta euclidiana que passa por eles tem inclinacao entre [0, 7). Como as
curvas do conjunto cobrem de forma univoca o intervalo [0, 7), entao sempre existe
uma unica translacao de uma curva no conjunto passando por quaisquer dois pontos
no plano. Com isso, a segunda condi¢ao também fica satisfeita e o conjunto de curva
da origem a uma familia F. [ ]

No exemplo das pardabolas, vemos que cada parabola, independente da abertura, cobre
o intervalo de pontos dispostos formando retas com inclinagdo em [0,7/2) U (7/2, 7).
Assim, os tnicos pares de pontos que nao sao cobertos, sao aqueles numa mesma vertical

2 e uma vertical z = 0 formam

(inclinagao 7/2). Portanto, uma pardbola de fungao y = ax
um conjunto gerador.
Através da observacao da necessidade de cobertura de um intervalo de inclinagdes por

um conjunto de curvas geradoras, chegamos ao teorema 2.2.4.

Teorema 2.2.4 Pelo menos uma reta euclidiana deve estar presente em cada conjunto
gerador.

Prova: O intervalo [0,7) a ser coberto por todas as curvas geradoras é um intervalo
semi-aberto. Cada curva que nao seja uma reta euclidiana e passe pelo poélo norte
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de R? cobre um intervalo aberto, pois esta nao pode conter nenhum segmento de
reta euclidiana. Qualquer unidao de intervalos abertos é ainda um intervalo aberto.
Assim, para cobrir o intervalo semi-aberto, precisamos de pelo menos uma reta
euclidiana no conjunto gerador. [ ]

Vemos que, no caso onde rotacionamos as parabolas e a reta vertical por um mesmo
angulo 6, a tinica modificacao que estamos fazendo é trocar o intervalo de cobertura de
cada uma das duas geradoras.

Com base nessas idéias, chegamos a outros exemplos de familias de curvas que satis-
fazem as trés condicoes que definem uma geometria Gr. Entre eles podemos citar:

1. e Curva dada pela funcdo f(z) = a/x para x > 0 e a constante;
e Reta f(x) = bx para b € |0, 00);
e Reta x = 0. (figura 2.7)

2. e Curva dada pela fungao f(x) = a/x para z > 0 e a constante;
e Curva dada pela fungao f(x) = —b/x para = < 0 e b constante;
e Reta f(x) = 0;

Reta x = 0. (figura 2.8)

3. e Qualquer rotacao das geradoras anteriores, todas por um mesmo angulo.
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2=

Figura 2.7: Conjunto gerador formado pela curva dada pela fungao f(x) = a/z parax > 0
e a constante, pela reta f(r) = bx para b € [0,00) e pela reta z = 0.

Figura 2.8: Conjunto gerador formado pela curva dada pela fungao f(x) = a/z parax > 0
e a constante, curva dada pela funcao f(z) = —b/z para x < 0 e b constante, pela reta
f(z) =0 e pela reta z = 0.
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Agora passemos a analisar o comportamento de curvas geradoras quando permitimos
pontos de nao diferenciabilidade nas mesmas.

Curvas Geradoras Nao Diferenciaveis Aqui, serao analisadas conjuntos geradores
que possuam curvas nao diferencidveis.

Assim como no caso das curvas diferenciaveis, para que um conjunto S de curvas seja
gerador, as translagoes arbitrarias de suas curvas pelo plano devem formar uma familia
F. Como ja argumentado no caso das curvas diferenciaveis, as curvas candidatas devem
ser curvas de Jordan que passem pelo pélo norte de R?, caso contrario, nao podem ser
geradoras. Além disso, o numero de partes diferenciaveis nas curvas de S deve ter um
limitante, para que este satisfaca a terceira condicao. Apesar da nao diferenciabilidade
das curvas, os teoremas 2.2.1 e 2.2.2 continuam sendo condigOes necessarias para que
qualquer curva candidata possa fazer parte de um conjunto gerador.

Para verificarmos que a segunda condicao da geometria Gr é satisfeita, voltemos a
analise feita no caso das curvas diferenciaveis. Naquele caso, partimos de um ponto ¢
numa curva C' € S, e tinhamos que a derivada de C' em ¢ era igual a inclinagao «
da reta euclidiana [ que passava por p; e ps. No caso das curvas contendo pontos nao
diferenciaveis, nao podemos tomar o ponto g como o ponto em C' cuja derivada seja igual
a inclinacao a da reta euclidiana passando pelos pontos p; e ps, uma vez que esse ponto
q pode nao existir. Porém, é facil observar que todos os argumentos usados no caso
anterior sao validos se tomarmos ¢ como o ponto pelo qual passa uma reta de suporte de
C' de inclinagao igual a « (como ilustrado na figura 2.9). Como C atende as condigdes
apresentadas no paragrafo anterior, pelos mesmos argumentos apresentados no caso das
curvas diferencidveis, podemos dizer que C' cobre o angulo a. Portanto, chegamos ao
seguinte teorema, que é mais abrangente que o teorema 2.2.3:

Teorema 2.2.5 Dado um conjunto de curvas que sejam curvas de Jordan e passem pelo
polo norte de R?, que satisfacam os teoremas 2.2.1 e 2.2.2, e onde existe um limitante
para o numero de partes diferencidveis das curvas do conjunto, este dard origem a uma

familia F se suas curvas cobrirem de forma univoca todo o intervalo de angulos entre
0, 7).

Portanto, qualquer conjunto de curvas que satisfaca o teorema 2.2.5 pode ser usado
como um conjunto gerador de uma familia de curvas F.
Passemos agora ao caso das familia F que nao sao obtidas de curvas geradoras.
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Figura 2.9: A curva C' nao diferenciavel cobre o angulo o mesmo sem ter pontos de
derivada com estes valores.

2.2.2 Familias F Arbitrarias

O teorema 2.2.5 nos mostra uma condicao suficiente para que formemos uma familia F,
porém, esta nao é a unica forma fazé-lo.

Considere o plano R? e todas as retas euclidianas contidas nele. A figura 2.10 ilustra
uma parte deste plano, com algumas retas verticais e horizontais, mostrado em quatro
visoes.

Agora, causemos uma deformacao no plano, como se o mesmo fosse colocado sobre
uma esfera e tomasse o formato do topo da mesma, como ilustrado na figura 2.11.

Uma reta euclidiana no plano, quando deformada gera uma curva em R3. Considere a
projecao vertical, paralela ao eixo z, de cada uma das curvas geradas no espaco, formadas
pelas deformacoes das retas euclidianas, sobre R%. Um pedaco deste plano, formado pelos
pontos de R? e por algumas destas projecoes, pode ser visto na visao superior da figura
2.11. A geometria formada é uma geometria Gr. Isto pode ser verificado pois, uma vez que
toda curva ¢ formada através de uma deformagao das retas euclidianas, estas satisfazem as
condigoes um e trés da geometria G, faltando apenas a verificagao da segunda condigao.

Considere os pontos p;’ e po’ em R?, distorcoes de dois pontos p; e ps no plano original.
A distorcao da reta euclidiana que passava por p; e ps passa por p;’ e po/, assim existe
uma curva que passa por p;’ e po’. Suponha que esta curva nao seja unica. Entao existem
duas curvas diferentes passando por pi’ e po’, que sao originadas por duas retas diferentes
que passavam por p; e ps, o que é um absurdo. Portanto, dados dois pontos quaisquer no
plano, vai existir apenas uma curva passando por eles, completando a prova de que temos
uma geometria Gr.

E fcil notar que, para gerarmos a superficie que dara origem as curvas da geome-
tria, podemos ter inimeras e diferentes distor¢oes no plano original. Cada uma em uma
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posicao, e com diametros diferentes. Isto pode fazer com que tenhamos Gr-retas que
possuam os dois Gr-meios-planos nao euclidianamente convexos. Pode-se perceber que
uma tal geometria nao advém de familias geradas por translagoes de curvas.

Como os exemplos de geometrias G nao se restringem aos casos formados por conjun-
tos geradores, podemos ter, nesta dissertacao, ilustracoes que violam os teoremas validos
apenas para as familias formadas através de geradoras. Por outro lado, as ilustragoes
estarao sempre de acordo com as propriedades que definem a geometria Gr.

Figura 2.10: Pedaco de R? em quatro visoes. No sentido hordrio: superior, perspectiva,
lateral e frente.
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Figura 2.11: Pedaco de R? distorcido por uma esfera em quatro visoes. No sentido horario:
superior, perspectiva, lateral e frente.
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D2

(S

P1

Figura 2.12: O ponto p; precede p, em ¢ com relacao a q.

2.3 Relacoes de Precedéncia

Nesta secao, serao definidas algumas relacoes de precedéncia na geometria Gr. KEssas
relagoes sao utilizadas por diversos algoritmos apresentados nesta dissertacgao.

2.3.1 Precedéncia entre Pontos sobre uma Gr-reta

Seja p1p2 0 Gr-segmento de reta que liga p; a pe, mas nao contém o ponto no infinito.

Definigao 2.3.1 [Har00] Seja ¢ uma Gr-reta e sejam py e py dois pontos distintos de R?
em (. Considere um terceiro ponto q € R? tal que q € pip2 e ¢ € . Dizemos que p,
precede py em £ com relagao a q se py € qpa; em caso contrdrio, dizemos que p; sucede po
em £ com relacdo a q. Denotamos o primeiro caso por py <f1 po € 0 sequndo por po <f; D1

(figura 2.12).

2.3.2 Precedéncia entre Gr-retas

Nas definicoes a seguir, considere P um subconjunto de R2.

Definigao 2.3.2 [Har00] Seja ¢ uma Gg-reta. Dizemos que ¢ é uma Gr-reta de suporte
de P se P estd contido na unido de ¢ com um de seus Gr-semi-planos e, além disso,
contém pelo menos um ponto de P.

Proposigao 2.3.1 (adaptado de [Dra52]) Seja py um ponto fora do casco Gr-convezo de
P. Entao, existem exatamente duas Gr-retas passando por py que sao Gr-retas de suporte

de P.

Definigao 2.3.3 [Har00] Seja py um ponto fora do casco Gg-convezo de P. Sejam {y e Uy
Gr-retas de suporte de P passando por py e sejam Hy e Hy 0s Gr-semi-planos limitados
por {1 e Uy, respectivamente, que contém P. A intersecao Hi N Hy € denominada regiao
de interesse relativa ao ponto py (figura 2.13).
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Regiao de interesse

Figura 2.13: Regiao de interesse relativa ao ponto py.

A partir do conceito de regiao de interesse pode-se definir uma relagdo entre pontos
situados dentro de uma mesma regiao deste tipo.

Definigao 2.3.4 [Har00] Seja py um ponto fora do casco Gz-convero de P e sejam py e
pe dois pontos distintos de P. Seja Bz(po, p) uma Gg-circunferéncia com centro em py e
raio p > 0. Escolha um ponto p. sobre OBz (po, p) (fronteira de Bx(po, p)) fora da regido
de interesse relativa a po. Dizemos que py estd a esquerda (direita) de ps com relagdo
a po se encontrarmos o Gr-segmento popy antes (depois) do Gr-segmento pops quando
caminhamos sobre OBz (po, p) em sentido hordrio a partir de p. (figura 2.14). Denotamos
por p1 FEp, D2 (P2 FEpo P1) quando py estd a esquerda (direita) de pa com relagao a po.

Definigao 2.3.5 [Har00] Seja py um ponto fora do casco Gr-convexo de P. Dizemos
que um ponto p € P estd a esquerda (direita) de uma Gr-reta £ que passa por py e que
intercepta o interior de sua regido de interesse se, para qualquer ponto q € € pertencente
a regido de interesse com relagao a py, tivermos que p =p, ¢ (¢ F=p, P)-

Definicao 2.3.6 Seja pg um ponto fora do casco Gr-convexo de P. Sejam {1 e by Gr-retas
passando por po e pela regiao de interesse relativa a py. Dizemos que {1 estd a esquerda
(direita) de ¢y se qualquer ponto p € ¢ e pertencente a regiao de interesse com relagao a
po esta a esquerda (direita) de £5.
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Figura 2.14: O ponto p; esté a esquerda do ponto p, com relagao a py.

As definigoes 2.3.4, 2.3.5 e 2.3.6 sao utilizadas pelos algoritmos propostos nas secoes
3.2.2,3.32e3.6.2.

2.4 Predicados e Primitivas

Ao observarmos os algoritmos para os diversos problemas geométricos existentes, vemos
que determinados predicados e primitivas sao recorrentes em muitos deles. Entre esses
predicados podemos citar: incidéncia de ponto em reta, orientacao de pontos e pertinéncia
de ponto a um circulo. Quanto as primititivas, podemos citar a distancia entre dois pontos
e a precedéncia entre pontos.

Dado um algoritmo desenvolvido para um problema definido em uma determinada
geometria, é possivel identificar quais predicados e primitivas sao necessarios para sua
corretude e podemos adaptar o algoritmo para o problema em uma outra geometria,
desde que esses predicados e primitivas possam ser avaliados nessa outra geometria.

Nesta se¢ao, faremos uma caracterizacao de alguns predicados e algumas primitivas
que podem ser avaliados na geometria Gr.

e Distancia entre pontos

Temos da definicao da geometria G que dados dois pontos, existe apenas uma Gr-
reta que passa por eles. Assim, a distancia entre pontos pode ser definida como
o comprimento do Gr-segmento que passa por eles e que nao passa pelo ponto do
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infinito. Esta distancia pode ser calculada por uma integral de linha sobre a Gr-
reta dada. A notagao dr(pi,p2) representa a distancia entre os pontos p; e ps na
geometria Gr, como apresentada no capitulo 2.

e Precedéncia entre pontos
A decisao de precedéncia entre pontos deve ser feita com relagao a um referencial.

Um primeiro referencial pode ser um terceiro ponto em R? colinear aos dois pontos
dados. Neste caso, podemos definir a precedéncia entre pontos como descrito na
definicao 2.3.1.

Podemos também definir a precedéncia entre pontos dentro da regiao de interesse
de um conjunto de pontos, como apresentado na defini¢ao 2.3.4.

e Precedéncia de ponto com relagao a reta

A precedéncia de ponto com relagao a reta pode ser definida dentro de uma regiao
de interesse, como apresentado na definigao 2.3.5.

e Precedéncia entre retas

A precedéncia entre retas pode ser definida dentro de uma regiao de interesse, como
apresentado na definicao 2.3.6.

e Orientagao de pontos (CW ou CCW)

Dado um trio de pontos (p1,ps,ps), a decisdo sobre a orientagdo dos mesmos nos
indica a posicao de cada um deles com relacao a Gr-reta que passa pelos outros
dois.

Para decidirmos sobre a orientagao dos pontos precisamos olhar para a Gr-reta
orientada ¢ que vai de p; a ps. Se p3 estd localizado no Gr-meio-plano a direita
de ¢ entao dizemos que os pontos estdo orientados no sentido horario (CW). Caso
contrario, os pontos estao orientados no sentido anti-hordrio (CCW) e, se ps € ¢,
dizemos que os trés pontos sao Gr-colineares.

Porém, a partir da equacao que define uma Gr-reta nao podemos concluir qual sua
orientacao, isto é, nao sabemos diferenciar a Gr-reta que vai de p; a py da Gr-reta
que vai de py a p;.

Seja ¢ a Gr-reta que contém p; e py. Considere uma Gz-circunferéncia Bz (py, p)
centrada em p; e de raio p > 0 (figura 2.15). Agora, considere o percurso no sentido
anti-horario feito sobre Bx(py, p), a partir do ponto ¢ de intersegao de Bx(py, p) com
p1p2. Se encontrarmos o segmento pyps antes de cruzarmos £, dizemos que os pontos
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Figura 2.15: Pontos p;, ps € ps com orientagao positiva. O ponto ¢ é Bx(q,p) Npip2. O
percurso € feito a partir de ¢ no sentido anti-horario.

P1, P2, p3 tém orientagao positiva (CCW), caso contréario, tém orientagao negativa
(CW).

Nesta dissertagao, a orientagao de um trio de pontos (p1, ps, p3) serd representada
por A(plap27p3)‘

Incidéncia de ponto em reta

Dada a fungao paramétrica f(t) = (z(t),y(t)),t € [0,1] que define uma Gr-reta ¢,
podemos decidir se um ponto p esta sobre a mesma verificando se existe um valor
de t no intervalo [0, 1] que satisfaca a equacao (p.z,p.y) = (z(t), y(t)).

Intersecao de segmentos

O teste de intersecao entre uma Gr-reta e um Gr-segmento é necessario em varios
algoritmos. Encontrar o ponto de intersecao pode nao ser uma tarefa trivial, pois
depende da complexidade da familia F escolhida na formacao da geometria. Por
outro lado, podemos decidir se um Gz-segmento intercepta uma G-reta utilizando o
teste de orientacao dos extremos do Gr-segmento com relacao a dois pontos perten-
centes a Gr-reta. O Gr-segmento intercepta a Gr-reta se, e somente se, um de seus
extremos esta do lado direito da Gr-reta e o outro extremo esta do lado esquerdo.
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Caso um dos extremos do Gr-segmento pertenca a Gr-reta, a intersecao também
ocorre.

Para decidirmos sobre a intersecao entre dois Gr-segmentos s, e So, podemos utilizar
o teste de intersecao de Gr-segmento com Gr-reta. Porém, aqui precisamos testar
cada Gr-segmento com a Gr-reta que contém o outro. Assim, s; intercepta s, se, e
somente se, s; intercepta a Gr-reta que contém s, e S, também intercepta a Gr-reta
que contém Sj.

e In Circle

Outro predicado recorrente em algoritmos geométricos é a verificacao da pertinéncia
de um ponto ¢ em um circulo formado por outros trés pontos p;, ps € p3 nao
colineares. Porém, as propriedades que definem a geometria G nao sao suficientes
para garantir que temos um unico ponto equidistante de py, po € p3, que caracteriza
o centro do circulo passando por eles.

Algumas familias de curvas que atendem as propriedades exigidas para definir uma
geometria G garantem a unicidade do centro do circulo, como no caso das parabolas
de mesma abertura junto com as retas verticais, ou a prépria geometria euclidiana.
Nestes casos, este predicado pode ser avaliado corretamente. Porém, sua avaliagao
depende da resolucao de um sistema para encontrarmos o centro do circulo. Isso,
por sua vez, depende da complexidade da familia de curvas F escolhida. Através
da solugao desse sistema podemos encontrar facilmente o tamanho do raio e, assim,
tomar uma decisao se ¢ estd ou nao contido no circulo.

Portanto, a verificacao desse predicado esta diretamente ligada a complexidade da
familia de curvas F escolhida.

e Ordenacao circular de pontos

A ordenacao de pontos é uma ferramenta bastante recorrente em algoritmos de
varredura.

Na geometria Gr é possivel fazermos a ordenacao de pontos de um conjunto P com
relagao a um ponto py fora da envoltéria convexa de P. Neste caso, utilizamos a
precedencia de pontos dentro da regiao de interesse definida por py para definirmos
uma ordenagao circular dos pontos de P em torno de py.



Capitulo 3

Problemas

Neste capitulo sao apresentados diversos problemas de natureza geométrica, com solugoes
bem conhecidas na geometria euclidiana. Em cada um deles ¢ discutida uma ou mais
solucoes aplicadas na geometria euclidiana e, entao, sao propostos algoritmos para os
problemas sobre a geometria Gr.

A secao 3.1 discute o problema da localizagao de pontos em relagao a poligonos. Sao
estudados os casos onde a entrada é um poligono simples, convexo ou estrelado. Na secao
3.2, sao propostos dois algoritmos para o problema de intersecao de poligonos convexos
sobre a geometria Gr. Ja a segao 3.3 trata do problema de simplicidade de poligonos. Os
problemas de saparabilidade de conjuntos e separabilidade de poligonos sao analisados
nas segoes 3.4.1 e 3.4.2, respectivamente. A se¢ao 3.5 descreve um algoritmo incremental
para construcao do casco convexo de um conjunto de pontos, que foi implementado no
visualizador GFViewer, mostrado no capitulo 4. Na secao 3.6, é apresentada uma solucao
eficiente para o problema da construcao do casco convexo de um poligono simples. Por
fim, a secao 3.7 analisa como encontrar o nicleo de um poligono simples.

Um algoritmo proposto para um problema geométrico sobre a geometria G deve
funcionar independentemente da familia de curvas F escolhida na formacao da mesma.
Porém, na maioria dos casos, a escolha da familia influencia na eficiéncia do algoritmo de-
senvolvido. Como discutido no apéndice A, as caracteristicas da familia de curvas F pode
adicionar constantes multiplicativas a complexidade dos algoritmos aqui apresentados,
porém, a complexidade assintética nao deve ser alterada.

Na andlise dos problemas, a nao ser quando especificado o contrario, consideramos que
um poligono em R? é formado por seu interior e sua fronteira. Além disso, seus vértices
sao dados no sentido anti-horario, isto é, dada uma aresta orientada do vértice ¢ para o
vértice ¢+ 1, o poligono sempre esta contido no meio-plano fechado a esquerda da mesma.
Em todas as operacoes de soma e subtragao feitas nos indices dos vértices dos poligonos
o resultado é tomado mod n, onde n é o numero de vértices do poligono com vértices

24
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Vo, U1y -+, Un—1-

3.1 Localizacao em um Poligono Simples
O problema da localizacao de ponto com relagao a um poligono simples é definido como:

Problema 1 Dado um poligono simples P com n vértices e um ponto p, determinar se
p € interno a P.

A secao 3.1.1 apresenta um algoritmo para este problema sobre a geometria Gz. Nas
segoes 3.1.2 e 3.1.3 sao discutidos os casos onde temos poligonos convexos ou estrelados
na entrada, respectivamente. Nestes casos, podemos utilizar estas caracteristicas para
obtermos algoritmos mais eficientes.

3.1.1 Poligono Simples

Geometria Euclidiana No caso euclidiano, este problema pode ser resolvido em tempo
O(n), onde n é o numero de vértices de P. Um algoritmo que atinge essa taxa utiliza o
fato de um poligono ser uma curva de Jordan fechada, e assim, dividir o plano em duas
regioes disjuntas, o interior (regiao limitada) e o exterior (regiao ilimitada).

Tomando [ como a reta horizontal que passa por p, se [ nao intercepta nenhuma aresta
de P, entao p esta no seu exterior. Portanto, podemos nos concentrar no caso em que [
intercepta P. Observando primeiramente o caso onde [ nao passa por nenhum vértice de
P, caminhando sobre [ de x = —oo em direcao a p, se atravessarmos uma aresta de P,
entao estaremos entrando no mesmo; a partir dai, se atravessarmos outra aresta, voltamos
para o exterior de P. Portanto, se nimero de intersecoes entre [ e P a esquerda de p é
impar, p estd contido no poligono, caso contrario p esta no exterior de P (figura 3.1).

P
]

P

Figura 3.1: Localizacao de ponto em poligono simples. Como existem 3 intersegoes entre
leP dex=—oc0 ap,péinterno.
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Considerando o caso onde [ passa exatamente sobre algum vértice de P, se imagi-
narmos uma rotacao infinitesimal em [ a contagem do nimero de intersecoes de [ com a
fronteira de P serd corrigida; assim, uma interse¢ao em um vértice sera levada a nenhuma
interse¢ao, uma intersecao ou duas intersegdes com arestas de P (figura 3.2) [PS85].

NV AN

Figura 3.2: Casos onde [ passa por vértices de P. Uma rotagao infinitesimal de [ corrige
a contagem das intersecoes de [ com a fronteira de P.

Geometria Gr Considere o Gz-poligono Pr e o ponto p dados como entrada do pro-
blema. Como estamos em uma geometria de curvas, nao podemos escolher uma reta
horizontal passando por p, uma vez que essa reta, por nao fazer parte da geometria, pode
ter mais de uma intersecao com uma Gg-aresta. Porém, ao invés disso, podemos analisar
a Gr-semi-reta 7 que parte de p e passa por algum dos vértices de Pr. Como no caso
euclidiano, através de um percurso sobre 7 do infinito até p, podemos contar o numero
de intersecoes de 7 com a fronteira de Pr. Se esse ntmero for par ou impar, podemos
decidir se p é externo ou interno a P, exatamente como no caso euclidiano (figura 3.3).
Porém, temos que saber se uma intersecao deve ou nao ser considerada caso ela ocorra
em um vértice.

=

Vo

Figura 3.3: Localizagao de ponto em Gr-poligono simples. A Gr-semi-reta 7 parte de p e
passa por .

Se 7 passa por um vértice de Pr, mas nao contém nenhuma das arestas incidentes
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neste vértice, entao esta intersecao deve ser contada se os vértices v;_1 e v;11 estiverem em
G r-semi-planos distintos com relacao a reta que contém 7. Caso T contenha uma aresta
de vértices v; e v;11, a intersecao deve ser contada se os vértices v;_1 € v; 1o estiverem
em Gr-semi-planos distintos com relacao a reta que contém 7. Vamos considerar que
nao temos trés vértices Gr-colineares, ja que podemos eliminar estes casos com um pré-
processamento de tempo O(n).

Como o algoritmo testa a intersecao de cada aresta com 7, uma intersecao que ocorra
num vértice e deva ser contada sera contada duas vezes, uma para cada aresta que nela
incidem. Assim, sempre que a intersecao ocorrer num vértice e este for contado, devemos
marca-lo como tal.

Para identificar se dois pontos estao em lados opostos de uma G z-reta podemos utilizar
a primitiva de orientacao de pontos. Se os pontos tiverem a mesma orientacao, com relacao
a dois pontos da Gr-reta, estao no mesmo Gr-meio-plano. Caso contrario, estao em Gz-
meios-planos opostos. Assim, o algoritmo 1 determina se um ponto estd no interior ou no
exterior de um Gz-poligono.

A complexidade do algoritmo 1 é determinada pela complexidade do lago da linha 4.
Como vemos, o lago percorre cada uma das arestas de Pr. Assim, o algoritmo é executado
em tempo O(n).

3.1.2 Poligono Convexo

Geometria Euclidiana Sendo P um poligono convexo, temos que qualquer segmento
entre dois pontos internos a P esta totalmente contido em P. Usando essa propriedade
podemos ver que, dado um ponto ¢ interno a P (por exemplo, o baricentro de um triangulo
formado por quaisquer trés vértices de P), os vértices de P estarao em ordem circular
em sua volta. Assim, os segmentos que ligam ¢ aos vértices de P dividem-no em fatias.
Construido um vetor comos vértices de P, podemos, através de uma busca binaria, saber
em que fatia da divisao se encontra p, e, observando a posi¢ao de p com relacao a tinica
aresta que corta essa fatia, decidir se p é interno ou externo (figura 3.4). Assim, a decisao
sobre a localizacdo de um ponto em um poligono pode ser feita em tempo O(logn),
gastando-se tempo O(n) de pré-processamento e O(n) de armazenamento.

Geometria Gr Para encontrarmos um algoritmo eficiente na geometria G, podemos
tentar encontrar propriedades que nos permitam adaptar o algoritmo euclidiano. Os
teoremas seguintes nos ajudam nesse sentido.

Teorema 3.1.1 Dado um ponto q interno a um Gg-poligono convexo Pr, o Gr-segmento
que liga q a qualquer um dos vértices de Px estd contido em Pr.
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Algoritmo 1 Algoritmo de localizacao de ponto em poligono simples

1: procedimento Gz-LOCALIZAGAO(gf-poligono  Pxlvg, V1, ..., Un_1,€0, €1, -+, €n_1],
ponto p)
2: int ¢ «— 0;
3: Gr-semireta 7 < puy
4: para todo ¢; € Gr-arestas de Pr faga
5: se ¢; intercepta 7 entao
6: qg—TrnNe;
7 se (q ¢ vértice de Pr) entao
8: i—1i+1
9: senao
10: seja v; o vértice sobre ¢
11: se se v; ainda nao foi contado entao
12: se 7 contém a aresta m entao
13: se (vj_2 e vj41 estdo em lados opostos da reta que contém 7)
entao
14: 1+—1+1
15: fim se
16: senao se 7 contém a aresta 1@1 entao
17: se (vj_1 e vj;2 estdo em lados opostos da reta que contém T7)
entao
18: 1—1+1
19: fim se
20: senao se (vj_1 e v;41 estao em lados opostos da reta que contém 7)
entao
21: 1—1+1
22: fim se
23: marque v; como contado
24: fim se
25: fim se
26: fim se
27: fim para
28: se i é impar entao
29: retorne p é interno
30: senao
31: retorne p é externo

32: fim se
33: fim procedimento
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Figura 3.4: Localizacao de ponto em poligono convexo.

Prova: Segue-se da definigao de conjunto Gz-convexo. ]

Proposicao 3.1.1 Dado um ponto q interno a um Gz-poligono convexo Pr, dois Gr-
segmentos que partem de q e chegam a dois vértices distintos nao se cruzam.

Prova: Como os vértices de Px sao pontos distintos, duas Gz-retas que passam por
eles sao distintas, nao podendo se cruzar em outro ponto além de q. [ ]

Portanto, os Gr-segmentos que partem de ¢ e passam pelos vértices de Pr mantém
uma relacao de ordem circular em torno de g. Agora, precisamos achar um ponto ¢,
interno ao poligono poligono Pr para que este seja usado para gerar os Gr-segmentos
partindo dele até os vértices de Pr, que irao dividir o poligonos em fatias. A proxima
proposicao nos ajuda a encontrar este ponto.

Proposicao 3.1.2 Dados um Gg-triangulo e os pontos médios de seus lados. Escolhidos
dois vértices quaisquer e calculada a intersecao q das Gr-retas que ligam cada um destes
vértices ao ponto médio do lado oposto a eles, entdo q € interno ao triangulo (figura 3.5).

Prova: Um Gz-segmento s que liga um vértice v; de um triangulo ao ponto médio do
lado oposto a v; nao possui intersecao com as arestas que contém v;, pois como os
Gr-segmentos se encontram em v; nao podem se encontrar em outro ponto. Como
s também sé pode ter uma intersecao com a aresta oposta a v;, entao o segmento s
estd totalmente contido no interior do triangulo. O ponto de encontro de dois G-
segmentos contidos em um triangulo tem que estar contido no interior do triangulo.
[ ]

Como o poligono P é convexo, pelo teorema 3.1.1, as arestas de um triangulo formado
por quaisquer trés de seus vértices tem que estar totalmente contidas em Pz, e portanto
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U1
mia
ma3
(%) U3

Figura 3.5: O ponto ¢, interno ao triangulo, é a intersecao do Gr-segmento que parte de
vy e chega a mgy3 com o Gr-segmento que parte de vs e chega a mqs.

o triangulo também estara contido em Pr. Entao, pela proposi¢ao 3.1.2 podemos achar
um ponto interno ao poligono através de um triangulo formado por quaisquer trés de seus
vértices.

Agora, precisamos de uma forma de fazermos a busca bindria para sabermos em qual
“fatia” do poligono estd o ponto p. Para isso, podemos observar a fronteira 0B(q, p) da
bola com centro em ¢ raio p > 0 e sua intersecao com as Gx-retas que partem de ¢q. Essas
intersecoes manterao a ordem circular encontrada, e, observando entre quais intersegoes
se encontra a intersecao do segmento que liga ¢ a p, saberemos em qual fatia p esta.

Por fim, precisamos comparar a posi¢ao de p com a aresta que corta esta fatia. Como
a fatia formada por v;qu; 1 é convexa, a aresta m a divide em duas regioes convexas.
Assim, para sabermos se p é interno ou externo a Pz basta testarmos a orientacao do
trio de pontos (v;, vi1,p). Se a orientagao for negativa, p é externo. Caso contrario, p é
interno.

Assim, chegamos ao algoritmo 2 para o problema de localizacao de pontos em poligonos

convexos.

Algoritmo 2 Algoritmo de localizacao de ponto em poligono convexo
1: procedimento Gr-LOCALIZAGAO(Gz-poligono convexo Pglvg, vy, . .., Up_1], ponto p)
2: Encontre um ponto ¢ interno a qualquer Gg-triangulo formado por 3 vértices
distintos de Pg.
3 Com uma busca binaria descubra em qual fatia, definida por v; e v;11, p esta.
4 se A(v;,vi11,p) < 0 entao
5 retorne p é externo
6: senao
7
8
9

retorne p é interno
: fim se
: fim procedimento




3.2. Intersecao de Poligonos Convexos 31

Como vemos, a complexidade do algoritmo 2 é dominada pela linha 3. Construida
a estrutura conveniente, uma busca bindria pode ser feita em tempo O(logn). Essa
construgdo toma tempo e espago O(n) de pré-processamento. Feito isso, o algoritmo é
executado em tempo O(logn).

3.1.3 Poligono Estrelado

Definicao 3.1.1 Dado um poligono simples P, dizemos que P € estrelado se existe pelo
menos um ponto p no seu interior tal que, para qualquer ponto g na borda de P, o segmento
pq estd inteiramente contido em P. O lugar geométrico dos pontos com essa propriedade
€ chamado ntcleo de P.

Se tivermos um ponto ¢ no nticleo do poligono, poderemos decidir se um dado ponto p é
interno ou externo ao poligono de modo analogo ao caso de poligonos convexos, utilizando
g como o ponto que, ligado aos vértices do poligono, gera as fatias para a busca binaria.
Como o nicleo de um poligono pode ser encontrado em tempo O(n) no caso euclidiano,
o problema da localizagdo pode ser resolvido em tempo O(logn) com um tempo O(n) de
pré-processamento.

Na secao 3.7 é proposto um algoritmo linear para encontrar o ntucleo de um Gz-
poligono. Com isso, o problema de localizagao de pontos em Gr-poligonos estrelados
pode ser resolvido de modo andlogo ao caso de Gr-poligonos convexos, com tempo e
espaco O(n) de pré-processamento e tempo O(logn) de consulta.

3.2 Intersecao de Poligonos Convexos
O problema da intersecao de poligonos convexos pode ser definido como:

Problema 2 Dados dois poligonos converos P e Q com n e m vértices, respectivamente,
encontrar a intersecao entre P e Q.

Na secao 3.2.1 serao apresentados dois algoritmos existentes para o problema no caso
euclidiano. A seguir, na secao 3.2.2, sdo propostos dois algoritmos para a geometria Gr.

3.2.1 Geometria Euclidiana

Teorema 3.2.1 A intersecao de dois poligonos convexos P e Q, com m e n lados, res-
pectivamente, possut no maximo m + n lados.

Prova: A intersecao dos poligonos € a intersecao dos m+n meios-planos determinados
por suas arestas. ]
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E facil observar que a fronteira de P N Q é formada por vértices dos dois poligonos e
por vértices que sao intersegoes de arestas dos dois poligonos. Assim, um algoritmo direto
para encontrarmos a intersecao seria percorrer a borda de P e, para cada aresta, calcular
sua intersecao com as arestas de @, mantendo a relagao dos vértices e intersecoes visitados
que formam a intersegao. Esse algoritmo tem complexidade O(mn) pois cada aresta de
P precisa ser comparada com cada aresta de Q para determinar se elas se interceptam.
Porém, este algoritmo é pouco eficiente. A seguir sao apresentados dois algoritmos de
complexidade O(m + n).

Algoritmo de Shamos e Hoey

Uma possivel abordagem para achar a intersecao de poligonos convexos ¢é dividir o plano
em regioes, tal que seja facil calcular a intersecao dos poligonos em cada uma delas.

Shamos e Hoey [SH76| se basearam nesse fato e propuseram a parti¢ao do plano por
retas verticais passando por cada vértice de P e Q. Em cada “fatia” do plano criada,
a intersecao da mesma com um poligono convexo é um trapézio ou um triangulo (como
ilustrado na figura 3.6). A intersecao de dois quadrildteros dentro de uma mesma fatia
pode ser calculada em tempo constante. Assim, podemos percorrer todas as fatias unindo
as intersecgoes calculadas em cada uma delas. Como os poligonos tém juntos m-+n vértices,
criando no méximo O(m + n) fatias, o algoritmo faz a intersegdo dos poligonos em tempo
O(m +n).

Figura 3.6: Algoritmo de Shamos e Hoey. O plano ¢é fatiado por retas verticais.

Algoritmo de O’Rourke, Chien, Olson e Naddor

Uma segunda abordagem, proposta por O’Rourke, Chien, Olson e Naddor [OCONS82], faz
uso diretamente do fato de que a fronteira da intersecao é formada por uma seqiiéncia de
vértices dos poligonos e pontos de intersecao de suas arestas. Se uma parte de PN Q é
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formada por uma seqiiéncia de vértices de, por exemplo, P, entao Q passa por fora dessa
seqliéncia de vértices, formando uma orelha (figura 3.7). Essas orelhas podem ser bem
caracterizadas através de um ponto inicial p; e um ponto final ps, que sao pontos onde as
bordas dos poligonos se interceptam. Denominamos cadeia interna da orelha a cadeia de
arestas que pertence a PN Q entre p; e py. Da mesma forma, a cadeia de arestas que nao
pertence a P N Q entre p; e py é denominada cadeia externa da orelha.

Figura 3.7: Algoritmo de O’Rourke, Chien, Olson e Naddor. As areas sombreadas sao as
areas que queremos eliminar para ficarmos com P N Q. Em pontilhado é mostrada uma
orelha.

Através de um mecanismo para percorrer os vértices dos poligonos, podemos achar os
pontos iniciais e finais das orelhas, decidindo qual poligono contém a cadeia de vértices
interna e qual contém a externa. Com essa informagcao, podemos excluir as cadeias inde-
sejadas, aparando as orelhas e chegando a P N Q.

O mecanismo buscado se baseia no posicionamento relativo de uma aresta em P e
uma aresta em Q. Suponha que estamos percorrendo os poligonos no sentido anti-horario
e sejam eép e eg as duas arestas em P e Q respectivamente, as quais analisaremos quanto
a posicao (note que agora estamos direcionando as arestas). O algoritmo avanca ép ou
€o garantindo que sempre encontremos uma intersegao entre as arestas de P e Q.

Sejam p o ponto final da aresta ep e g o ponto final da aresta eg. Se €g vai em
direcao a reta que contém ep, mas nao a cruza, entao queremos avangar eg de forma a
nos aproximar de uma possivel intersecao com €ép. Essa é a idéia principal do mecanismo
de percurso dos vértices.
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Considerando H(ep) o meio-plano fechado a esquerda da aresta ep podemos tomar a
decis@o de qual aresta avangar observando o valor de ép X €g e se H(ép) contém ¢ ou nao.
A tabela 3.1 nos mostra todas as regras de avanco das arestas (veja [OCONS82]).

ep X eg | Condicao de meio-plano | Quem avanca
>0 qc H(ép) ep
>0 q ¢ Hep) o
<0 pE H(ég) €o
<0 p ¢ H(eg) eép

Tabela 3.1: Regras para decidirmos qual aresta avangar.

Se tanto ep quanto €g forem em diregao uma a outra, podemos avancar qualquer uma
delas. Se nenhuma delas for em direcao a outra, devemos avancar aquela que nao esté no
meio-plano fechado a esquerda da outra, ou as duas se nenhuma satisfizer essa condicao.
Como o algoritmo percorre cada fronteira dos poligonos passando de aresta em aresta em
tempo constante, o algoritmo tem complexidade O(m + n). Uma implementacdo desse
algoritmo estd descrita em [O’R94].

3.2.2 Geometria G

Passemos agora ao problema sobre a geometria Gr. Aqui, serao apresentados dois algorit-
mos para o problema de intersecao de Gz-poligonos convexos, ambos com complexidade
O(m 4+ n), onde m e n sdo o nimero de arestas dos Gz-poligonos de entrada.

Algoritmo de Shamos e Hoey

Quando tentamos aplicar o algoritmo proposto por Shamos e Hoey sobre a geometria
Gr vemos que a divisao do plano por retas verticais nao é mais factivel, uma vez que,
dependendo da escolha da familia F, essa divisao pode gerar regioes nao Gr-convexas. A
proposicao a seguir nos ajuda a encontrar uma particao do plano em regioes G r-convexas.

Proposicao 3.2.1 Gr-raios partindo de um ponto p dividem o plano em regioes Gr-
convexas.

Prova:  Se alguma das regides formadas nao fosse Gr-convexa, deveria existir uma
Gr-reta cuja intersegao com essa regiao fosse nao conexa. Como a fronteira da regiao
sao Gr-raios, se a intersecao nao fosse conexa, terfamos duas intersegoes entre duas
Gr-retas, o que é impossivel pela definicao da geometria. [ ]
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Consideremos, entao, o particionamento do plano através de Gr-raios que partem de
um ponto fora da envoltoria Gr-convexa de um Gzr-poligono Pz e passam pelos vértices
de Pg (figura 3.8). Harada [Har00] propos um algoritmo linear para encontrar um ponto
fora da envoltéria Gr-convexa de um Gz-poligono.

Proposicao 3.2.2 Sejam um ponto py externo a um Gg-poligono convexo Pg, e dois
vértices v1 e vy de Pr, com pg, v1 € v9 nao Gr-colineares. FEntao, os dois Gr-segmentos
que partem de p e chegam v, e vy, mantém uma relagcao de ordem circular em torno de

DPo-

Prova: Uma vez que v; e v9 sao pontos distintos e nao simultaneamente G z-colineares
com py, duas Gr-retas, uma que passa por py e vy e outra passando por py e vy Sao
distintas. Além disso, por cada dois pontos passa apenas uma Gr-reta, entao, dadas
duas Gr-retas, elas se cruzam em apenas um ponto. Ja que as Gx-retas que contém
Pol1 € Polz se cruzam em py, elas ndo podem se cruzar em outro ponto, mantendo
uma relac¢do de ordem circular em torno de pq (figura 3.8). [

(%1
V2
U3

Us

Po

Figura 3.8: Gz-raios partindo de py e passando pelos vértices de Px criando uma particao
de R? em regioes Gr-convexas.

Sejam Pr e Qx os Gr-poligonos convexos dados na entrada do problema de intersecao.
Baseado na proposicao 3.2.2 sera descrito um algoritmo linear no nimero de vértices de
cada poligono para encontrar os dois vértices extremos de Pr e Qr. Sendo py um ponto
fora de Pr, um vértice extremo é tal que, dada a Gr-reta £ passando por ele e por pg, Pr
esta totalmente contido em um dos Gr-meios-planos definidos por ¢. Esse algoritmo foi
primeiramente proposto por Harada [Har00].
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Sejam P o conjunto formado pelos vértices de Pr e Qr, e £, uma Gr-reta que separa
P de py (figura 3.9). Queremos, com auxilio de py e £,, “fatiar” Pr e Qr com Gr-raios
partindo de py e passando por cada um de seus vértices. A Gr-reta £, serd importante
para conhecermos quais Gz-raios limitam tais fatias, e em qual ordem essas fatias ocorrem.
Primeiramente vamos descrever como criar as fatias somente sobre Pr. As fatias sobre
Qr podem ser criadas de modo analogo.

Po

Figura 3.9: Os pontos p; e ps sao os pontos extremos de Py.

Seja P o conjunto de todas as intersegoes de /¢, com todas as Gr-retas passando por
po € por vértices de Pr. Seja py’ um ponto em £, fora da area de interesse. Defina p; e
po da seguinte maneira:

pp=pep :p—<ff;°, q, para todo g € P,
p2:p€P1:q<if)9 p, para todo g € P;

Ou seja, p; e po sao, respectivamente, o ponto de P; mais préximo e mais distante de
po’ (figura 3.9). Seja p; (py) um ponto de P na Gr-reta €y, (€p,p,) tal que:

epo ,P1
po’
Lpg,pa
po’

pi=p€lppepEP:ip= q, para todo g € P e q € {p, p,

pr=pE€ELlpp,epEP:qg= p, para todo g € P e q € (), p,

Isto €, o ponto p; € o vértice de Pz mais proximo a p; sobre £, ,,,. J& pr € o ponto mais
distante de py sobre ¢, ,, (figura 3.9). Como demonstrado em [Har00], as retas £, ,, €
Cpypo 520 retas de suporte de Py, e, portanto, os pontos p; € py sao os pontos extremos de
Pr. Qualquer intersecao entre Gz-raios partindo de py e passando por vértice de Pr com
a reta £, pela proposicao 3.2.2, s6 pode estar entre p; e py. Assim, p; e py delimitam
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o inicio e o fim das fatias de Pr. Agora, passaremos a analisar as caracteristicas das
intersecoes de uma fatia com Pr.

Proposicao 3.2.3 [Har00] A intersecao de conjuntos Gr-convexos € um conjunto Gr-
CONVETO.

Decorre desta proposicao que a intersecao de uma das fatias do plano com Pr é ainda
um Gz-poligono convexo. Além disso, é facil observar (como mostrado na figura 3.8) que
essa regiao é formada por dois segmentos de Gr-arestas de Pz limitados entre os Gz-raios
que formam a particao, e por um ou dois segmentos destes Gr-raios, sendo um Ggz-
poligono convexo com 3 ou 4 lados. Porém, precisamos de um modo de conhecermos cada
vértice que forma cada um desses poligonos, para que possamos obter as suas intersecoes
posteriormente.

Como assumido no inicio, os vértices dos Gz-poligonos de entrada sao dados no sentido
anti-horéario. Dados os pontos extremos de Pz encontrados, vemos que estes dividem Pr
em duas cadeias ordenadas de vértices, uma que vai de p; a py e outra que vai de py a p;.
Olhando para os pontos de P; sobre a Gz-reta £, descritos anteriormente, cada uma das
cadeias gera uma seqiiéncia de intersecoes ordenadas em um sentido, uma de p; a ps e
outra de py a p;. Através da intercalacao da seqiiéncia de intersecoes da primeira cadeia,
com o inverso da segunda, temos uma seqiiéncia ordenada de intersecoes sobre £,, de p;
a pg. De forma andloga, podemos achar as intersecoes geradas por Gr-raios partindo de
po € passando pelos vértices de Qr sobre £,,,. Como as duas seqiliéncias estao ordenadas,
é possivel fazer a intercalacao em tempo linear.

Através de um percurso de p; a p; podemos identificar as intersecoes dos G z-raios par-
tindo de pg com as Gr-arestas dos dois Gr-poligonos. Como argumentado anteriormente,
a intersecao da regiao entre dois desses Gr-raios e qualquer um dos dois Gr-poligonos
forma um Gz-poligono convexo de 3 ou 4 lados.

Como em cada fatia temos no maximo dois desses Gr-poligonos, sendo um gerado por
Pr e outro por Qr, podemos, comparando a distancia de seus vértices ao ponto pg, achar
a intersecao entre os dois Gr-poligonos em uma fatia em tempo constante.

Por fim, com um novo percurso de p; a p, sobre /,,,, analisando cada fatia gerada pelos
Gr-raios que passam pelos vértices de Pr e Q, e fazendo a unidao das intersecoes dos
poligonos em cada fatia, chegamos a Pr N Q.

Prova de Corretude

De acordo com a proposicao 3.2.2 é possivel dividir qualquer Gz-poligono convexo em
fatias formadas por Gz-raios que partem de um ponto fora do Gr-poligono e passam pelos
vértices do mesmo. Essas fatias mantém uma relagdo de ordem circular em torno do
ponto usado para gerd-las, o que possibilita um percurso em ordem. Como mostrado na
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proposicao 3.2.3 e argumentado a seguir, a intersecao do Gz-poligono com cada uma das
fatias é um Gz-poligono convexo formado por 3 ou 4 lados.

Portanto, para qualquer instancia de entrada, sempre é possivel gerar as fatias, definir
a intersecao de cada uma delas com os Gr-poligonos dados, calcular a intersecao dentro
de cada uma das fatias e fazer a uniao das intersecoes resultantes. Como a particao inicial
nao elimina nenhuma parte dos poligonos de entrada, a uniao das intersecoes finais é

Pr0Qr.

Analise de Complexidade

A primeira parte do algoritmo para encontrar a intersecao de Gz-poligonos convexos
exige que se encontre um ponto p, fora da envoltéria convexa de ambos Gz-poligonos. O
teorema 3.2.2 nos garante que isto pode ser feito em tempo O(m + n).

Teorema 3.2.2 [Har00] Um ponto fora da envoltoria Gr-convera de um conjunto de n
pontos pode ser encontrado em tempo linear.

Podemos encontrar a Gz-reta £,, que separa p, dos Gz-poligonos e encontrar cada
intersecao de ¢p, com as Gr-retas que ligam py aos vértices dos Gr-poligonos em tempo
O(m 4+ n). Nessa mesma ordem de tempo, podemos encontrar os pontos pi, pa, p; € py.

A préxima etapa exige que encontremos sobre £, a seqiiéncia ordenada de intersecoes
entre p; e po. Como os vértices dos dois Gr-poligonos sao dados em ordem circular, s6
precisamos fazer a uniao de duas cadeias de vértices ordenadas. Isso também pode ser
feito em tempo O(m + n).

A parte menos intuitiva do algoritmo é encontrar as intersegoes das G z-retas que ligam
po aos vértices v; dos Gr-poligonos com as G r-arestas dos mesmos. Para evitar testar cada
Gr-aresta com cada Gr-reta, pois isso tomaria tempo Q((m + n)?), considere a Gz-reta
que contém pyv; e sua intersegao p,, com pipy (figura 3.10). Como os Gz-poligonos sao

convexos, a intersecao p,,,, da Gz-reta que contém pyv;;1 com pyps ndo pode estar contida
em p1p,,. Por isso, dada uma seqiiéncia do tipo {pu,, Duyys Pogss - - - » Dugns Poiia } SODTE P12,
sabemos que as Gr-retas que contém os Gr-segmentos m, com j € [1,n] interceptam
a Gr-aresta 0;U;11. Assim, através de apenas um percurso sobre pips podemos encontrar
todas as fatias do plano em tempo O(m + n).

Encontradas as fatias e os pontos que limitam cada parte dos Gz-poligonos no seu
interior, podemos achar as intersecoes nas fatias, levando tempo constante em cada uma.
Por fim, percorrendo cada fatia a partir de p; até ps podemos juntar todas as intersecoes
encontradas, formando a intersec¢ao final em tempo O(m + n).
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Figura 3.10: Os Gr-segmentos m, com j € [1,n] interceptam a Gr-aresta U;v;41.

Algoritmo de O’Rourke, Chien, Olson e Naddor

A estrutura geral do algoritmo proposta em [OCONS82|, mostrada no algoritmo 3, pode
ser mantida na geometria Gr. Entretanto, a decisao de qual aresta avancar nao pode ser
feita da mesma maneira, como discutiremos a seguir.

Quando tratamos problemas na geometria euclidiana, o produto vetorial é uma ferra-
menta importante. Com ele, podemos calcular facilmente areas de figuras como triangulos
ou trapézios, ou mesmo o volume de um paralelepipedo. Mas, muitas vezes, saber apenas
a magnitude do produto vetorial ja é suficiente para podermos tomar decisdes em nossos
algoritmos. Um exemplo surge no algoritmo apresentado em [OCONS82] para encontrar
a intersecao de poligonos convexos. Nele, uma decisao precisa ser tomada a partir da
informacao do posicionamento relativo de dois vetores. Isto é, dados dois vetores v e ¥,
precisamos saber se ¥; vai em direcao a reta que contém v, U vai em direcao a reta que
contém v; ou nenhuma das duas situagoes (nesse caso, os vetores sao paralelos).

Essa informagao, que é obtida através do produto vetorial dos dois vetores, junto com
a posicao do ponto final do vetor, nos possibilita decidir qual vetor avancar no algoritmo
de O’Rourke et al.

Quando passamos para a geometria Gz, por esta ser uma geometria de curvas, nao
faz sentido pensarmos no produto vetorial entre dois segmentos de Ggr-retas. Assim,
precisamos de um outro método para sabermos se um Gr-segmento vai em direcao a
outro, para saber sobre qual Gr-aresta devemos avancar.
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Algoritmo 3 Algoritmo para calcular a intersecao de Gz-poligonos convexos.

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

. procedimento INTERSEGAO-DE-POLIGONOS-CONVEXOS(Px, Qr)
k111,571
repita
se pi_1p; € q/]j{q/] se interceptam entao
imprima a intersecao
atualize a informacao de qual poligono contém a cadeia interna
fim se
AVANCE (* i ou j é incrementado *)
k—k+1
até k =2(m +n)
se (nenhuma intersegao foi encontrada) entao
se (p; € Qr) entao
retorne Pr (* pois Pr C QF *)

senao
se (¢; € Pr) entao
retorne QF (* pois Qr C Pr ¥)
senao
retorne PrN Qr = ()
fim se
fim se

fim se
: fim procedimento
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Dados os pontos inicial p; e final ps de um Gzr-segmento orientado s e uma Gr-reta
/1, queremos saber se s vai em direcao a f;. Isso pode ser verificado através da relacao de
precedéncia entre os pontos p; e ps € o ponto de intersecao p de /1 com a Gr-reta £ que
contém s. O Gr-segmento s vai em direcao a ¢ se, e somente se, ps <£ﬁ .

O algoritmo 4 nos mostra qual aresta avancar na linha 8 do algoritmo 3.

Algoritmo 4 Algoritmo de O’Rourke et al. para encontrar a intersecao de poligonos
CONVEXOS.
. procedimento AVANCE(Gz-aresta de Pz[p;_1pi], Gr-aresta de Qr[q;_1¢;])

—_

2: se p;_1p; vai em direcao a g;_1q; e g;—1¢; vai em dire¢ao a p;_;p; entao
3: i< i+ 1 (* alternativamente, poderiamos avangar j *)
4: sendo se p;_1p; vai em direcio a m entao

5: se p; contém a cadeia interna, imprima p;

6: i—i+1

7: senao se m vai em direcdo a p;_1p; entao

8: se ¢; contém a cadeia interna, imprima g;

9: je—7+1

10: senao

11 se p; esta a direita de m entao

12: se p; contém a cadeia interna, imprima p;

13: i—i+1

14: senao

15: se ¢; contém a cadeia interna, imprima g;

16: j—j+1

17: fim se

18: fim se

19: fim procedimento

O algoritmo 3 imprime na saida apenas as intersecoes encontradas entre os Gr-poligo-
nos. Essas intersecoes sao exatamente os pontos iniciais e finais das orelhas procuradas.
A definicao de orelha é analoga ao caso euclidiano, como descrito na se¢ao 3.2.1. Porém,
quando identificada uma orelha é necesséario saber também qual dos Gz-poligonos possui
a cadeia interna da mesma, pois a cadeia de Gr-arestas deste poligono, na orelha, faz
parte da intersecao procurada, e deve ser mostrada na saida também.

Supondo que uma intersecao entre as G r-arestas m e m foi encontrada e sendo
H(€) o Gr-meio-plano fechado a esquerda de €, p; pertence a cadeia interna se, e somente
se, p; € H(m) Do mesmo modo, g; pertence a cadeia interna se, e somente se,
q € H (m) Uma vez encontrado o poligono que possui a cadeia interna, a cada nova
intersecao entre duas G r-arestas, este passara a conter a cadeia externa da proxima orelha.
Note que o caso onde a interse¢cao ocorre sobre um vértice de um dos Gr-poligonos pode
fazer com que essa inversao nao ocorra, nos obrigando a fazer uma nova verificagao para
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saber qual dos poligonos possui a cadeia interna da proxima orelha. A cadeia interna da
orelha é impressa pelo algoritmo 4.

Prova de Corretude

Dados dois vértices pertencentes a uma mesma orelha, através da escolha de qual
vértice avangar no algoritmo AVANCE, temos a garantia de que a intersegao final da orelha
serd encontrada, uma vez que nunca ¢ feito o avanco de uma aresta que pode conter tal
intersecao. Isso garante que, achados dois vértices p; e ¢; pertencentes a uma mesma
orelha, todas as orelhas sao encontradas sucessivamente.

Para completar a prova, é preciso mostrar que, se Pr e Qr se interceptam, entao o
algoritmo encontra uma intersecao, mesmo comecando com p; e ¢; em orelhas diferentes.
. _ 7’ . ~

Seja p;_1pi, a aresta corrente de Pz, uma aresta que contém uma interse¢ao com

. , _ z .
alguma aresta de Qr (figura 3.11). Seja £, a Gr-reta que contém p;_1p;. E facil perceber
—~— . . ~ - —~—— , , . -~

que, se gj_1g; vai em direcao a ¢, entao g;_iq; serd avancada até que uma intersegao
seja encontrada. Isso ocorre pois mesmo que a aresta cruze a reta, ela continuara sendo

\ . . _ /7 . ~ _
avancada por g; estar a direita de p;_1p; [figura 3.11(a)]. Porém, a situacdo onde ¢;_1q;
nao vai em direcao a ¢, deve ser analisada com mais cuidado. Antes da andlise deste caso,
é importante lembrar que as interse¢oes ocorrem sempre aos pares (no caso de apenas

uma intersegao, esta pode ser considerada ponto inicial e final de uma orelha).

Pr
t \ tp

\

gj-1

4a;

OF

(a) (b)

Figura 3.11: Tlustragao da prova de corretude do algoritmo para encontrar a intersecao de
dois Gz-poligonos. (a) ¢j_1¢; ¢ avancada até que v seja encontrado. (b) p;,_1p; é avangada
até que v seja encontrado.



3.3. Teste de Simplicidade 43

. P —_— —_— —_ T —— ~ ~ —_— ,

Seja {4 a Gr-reta que contém g;_1q;. Se p;_1p; € ¢j—1q; sao paralelas, entao ¢;_1q; serad

. . ~ —_—~—— ~ . . ~ —_—— ,

avancada até ir em direcao a p;_1p;, e entao caimos no caso anterior. Senao, p;_1p; sera

avangada até cruzar a reta ¢, duas vezes ou mudar de dire¢ao e nao ir mais em direcao
—_ — . —_ — .

a {,. Em ambos os casos, temos p; € H(g;_1¢;), € assim, como agora nem p;_1p; vai em
. ~ —_ 7’ . z 7’ 14
direcao a g;j_1g; e nem o contrério, p; ¢ avangada até achar o comeco da orelha que contém
¢; [figura 3.11(b)]. Neste ponto, caimos no caso inicial, e AVANCE alcanca a intersecao

final desta orelha.
Portanto, uma intersecao é encontrada depois de m + n passos. Apds estes passos, a
fronteira de pelo menos um dos poligonos foi inteiramente visitada. Mais m + n passos

sao suficientes para encontrarmos a fronteira de Pr N Q.

Analise de Complexidade

O complexidade do algoritmo proposto é dada pelo laco entre as linhas 3 e 10. No
pseudo-c6digo proposto, este lago é percorrido exatamente 2(m + n) vezes. Porém, numa
implementacgao mais cuidadosa, é possivel termina-lo assim que a primeira interse¢ao en-
contrada entre os dois poligonos seja novamente visitada. Desta forma, para determinadas
instancias, é possivel encontrar a intersecao realizando m + n passagens no lago.

Como o procedimento AVANCE é realizado em tempo constante, o algoritmo realiza
2(m + n) iteragdes no pior caso, tendo complexidade O(m + n).

3.3 Teste de Simplicidade

Nesta se¢ao, analisaremos o seguinte problema:

Problema 3 Dada uma seqiiéncia de n pontos que definem um poligono no plano, de-
terminar se este poligono € simples, isto €, determinar se algum par dos n segmentos de
reta que ligam pontos consecutivos da sequencia se intercepta em pontos que nao sejam
0s vértices.

Como ¢é facil observar, esse problema pode ser reduzido ao problema de intersecao de
segmentos. Na secao 3.3.1 serd discutida uma solucao para o caso euclidiano, e, na segao
3.3.2 sera proposto um algoritmo para o problema na geometria Gr.

3.3.1 Geometria Euclidiana

O problema da intersegao de segmentos pode ser resolvido trivalmente em tempo O(n?),
fazendo-se a verificacao de interse¢ao para cada par de segmentos. Entretanto, esse algo-
ritmo nao atinge a otimalidade, j& que uma quota inferior do mesmo é Q(nlogn) ([PS85]).



3.3. Teste de Simplicidade 44

Bentley e Ottmann [BO79] propuseram um algoritmo de complexidade O((n+k) logn)
para a solucao do problema, onde k é o niimero de intersecoes encontradas. E importante
observar que o valor de k pode ser da ordem de n?, o que levaria a termos um algoritmo
O(n*logn). Porém, como o poligono tem n vértices e estamos interessados apenas no
problema de decisao, isto é, saber se existem dois segmentos que se interceptam, sem ser
nos préprios vértices, o algoritmo pode parar ao encontrar a primeira intersecao, termi-
nando em tempo 6timo. Abaixo, faremos uma breve descricao do algoritmo original de
Bentley e Ottmann, isto é, o algoritmo que encontra todas as intersecoes. Posteriormente,
no algoritmo para a geometria G iremos nos ater a versao de decisao do mesmo.

Algoritmo de Bentley e Ottmann

O algoritmo faz uma varredura planar por uma reta vertical, da esquerda para direita.
A propriedade fundamental para a corretude do algoritmo é que, se dois segmentos se
interceptam, entao em algum momento suas intersecoes com a reta de varredura serao
adjacentes, como mostrado na figura 3.12.
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Figura 3.12: Reta de varredura no ponto z. Os segmentos 5; e Sy se interceptam e suas
intersecoes com a reta de varredura ficam adjacentes.

Para compararmos o posicionamento das intersecoes e dizermos que estas sao adja-
centes, ¢ preciso definir a seguinte relagao >,. Dizemos que dois segmentos 5; e 5y sao
comparaveis em x se a reta vertical na abcissa x intercepta s; e S5. Neste caso, dize-
mos que §; >, 53 se a intersecao de 57 com a vertical possui uma ordenada maior que a
intersecao da vertical com S,. Na figura 3.12, 57 >, Ss.

E importante observar que, com a movimentacao da reta vertical, a ordem dos seg-
mentos com relacao a >, pode mudar em treés situacoes:
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e O extremo esquerdo de um novo segmento é encontrado. Neste caso, o segmento
tem que ser inserido na ordenacao.

e O extremo direito de um segmento é encontrado, portanto, ele nao é mais comparavel
aos outros e deve ser retirado da ordenacao.

e A intersecao de dois segmentos é encontrada, e sua ordem é invertida.

Assim, esses sao os trés eventos a serem tratados pela varredura.

A relacao de ordem >, dos segmentos interceptados pela reta de varredura descreve o
status da mesma num dado momento. Para mantermos esse status consistente, precisamos
que as seguintes operagoes possam ser realizadas eficientemente (em tempo O(logn)) na
estrutura £ que armazena o status da reta.

e INSERE(S, £) Insere o segmento 5 na relagdo de ordem em L.
e EXCLUI(s, £) Exclui o segmento 5 de L.
e ACIMAC(S, £) Retorna o segmento imediatamente superior a § na ordem L.

e ABAIXO(S, £) Retorna o segmento imediatamente inferior a 5 em L.

Uma estrutura que admite estas operacoes é conhecida como dicionario, e as operacoes
acima podem ser realizadas em tempo logaritmico no seu tamanho.

Além do status da reta de varredura, também ¢é necessario manter uma a fila de
eventos a serem tratados durante a varredura. Esses eventos sao formados pelos extremos
dos segmentos, que sao inseridos na fila no inicio do processo, e pelas intersecoes entre os
segmentos, que sao detectadas durante a varredura e também alteram o status da reta de
varredura.

Assim, precisamos que a fila de eventos seja armazenada em uma estrutura que pos-
sibilite as seguintes operagoes em tempo O(logn):

e MIN(&) Determina o menor elemento em € e o exclui.

e INSERE(z, £) Insere a abcissa « na ordem mantida por £.

e MEMBRO(z, £) Determina se a abcissa x estd em .

A estrutura £ pode ser uma arvore de busca balanceada, que suporta as trés operagoes
em tempo logaritmico no seu tamanho.

O algoritmo comega com a ordenagao dos extremos dos segmentos em relacao a r e a y
e a inser¢ao dos mesmos na fila de eventos. Enquanto a varredura é feita, o status da reta
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de varredura é atualizado a cada evento, com a inser¢ao, remogao ou a troca de elementos
na estrutura que armazena o status. Além disso, cada vez que o status é atualizado, é
feita a verificacao se ha intersecao entre dois segmentos que se tornem adjacentes na reta
de varredura. Se uma nova interse¢ao for detectada, esta é reportada e inserida na fila
de eventos. Ao término do tratamento de todos os eventos da fila, todas as intersecoes
foram reportadas.

Passemos agora a versao de decisao deste problema sobre a geometria Gr.

3.3.2 Geometria G

Ao passarmos para a geometria Gz, temos que fazer mudancas no tratamento da varre-
dura, pois uma reta vertical pode nao fazer parte da geometria, possuindo mais de uma
intersecao com um Gr-segmento, o que faria com que a varredura nao funcionasse.

Além disso, para usarmos o mesmo algoritmo, conseguindo a mesma eficiéncia, temos
que ter estruturas de dados capazes de fazer as mesmas operacoes do caso euclidiano na
mesma ordem de tempo.

Primeiramente, seja pp um ponto fora da envoltéria convexa dos vértices do poligono
de entrada. Sejam Bx(po, p) a Gr-bola de raio p > 0 centrada em py e ¢ um ponto sobre
Bz(po, p) fora da regido de interesse com rela¢ao a pg, conforme mostrado na figura 3.13.

Figura 3.13: Estruturas para varredura circular em torno de py.

Caminhando sobre Br(pg,p) a partir de ¢ no sentido horario podemos fazer uma
varredura circular, onde a reta de varredura é o Gz-raio que parte de py e passa pelo
ponto que gerou o evento, seja ele um extremo de Gr-segmento ou uma intersecao entre
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Po

Figura 3.14: Dois Gr-segmentos que se interceptem, como s; e s3 devem ter suas in-
tersecoes com o Gr-raio de varredura adjacentes em algum momento.

dois Gr-segmentos. Como ja provado em 3.2.2, esses Gr-raios partindo de py e passando
pelos pontos mantém uma relagao de ordem circular em torno de py, o que garante que
os eventos serao tratados na ordem correta.

Agora, precisamos redefinir uma relacao de ordem semelhante a >, de forma que esta
seja efetiva na geometria Gr.

Podemos considerar uma varredura por uma reta vertical, no caso euclidiano, como
uma varredura circular em torno de um ponto de coordenada y = —oo. Assim, a com-
paracao entre as ordenadas de dois pontos de mesma abcissa pode ser interpretada como
a comparacao relativa da distancia dos pontos ao ponto em torno do qual estamos fazendo
a varredura. Assim, podemos definir a relacao >, como:

Dado o ponto pg descrito acima e um Gr-raio 7 partindo de pgy e interceptando dois
Gr-segmentos s; e So, dizemos que s; >, So se a distancia entre s; e py for maior que a
distancia de s, a po.

Vemos aqui que o operador relacional >, , como no caso euclidiano, mantém a ordem
total dos segmentos ao longo da varredura em torno de py. Os eventos de extremos de
segmentos inserem e retiram elementos na ordem criada, mas nao mudam a ordem de dois
elementos ja comparados. A ordem dos segmentos com relacao ao raio partindo de pg s6
¢ alterada nos mesmos trés eventos do caso euclidiano.

Vemos na figura 3.14 que, como $; e $3 se interceptam, suas intercecoes com o G r-raio
de varredura no momento 75 sdo adjacentes. Se isso nao ocorresse, deveriamos ter um
outro segmento (como Sy) interceptando os dois primeiros no mesmo ponto de 57 N 3.
Mas, neste caso, num ponto antes de s;MS,MNS3, 51 seria adjacente a Sg, € S9 seria adjacente
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a S3. Portanto, com o operador >,, dois segmentos que possuam uma intersecao terao
suas intersecoes com 7 adjacentes em algum momento, como no caso euclidiano.

Através das mesmas estruturas de dados £ e £ utilizadas no caso euclidiano e do
operador >, temos as operagoes necessarias, na mesma ordem de tempo, para o algoritmo.
funcione também na Gr. Assim, o algoritmo 5 resolve o problema da simplicidade de
poligonos no caso da geometria G em tempo O(nlogn).

3.4 Separabilidade

Nesta secao, serao analisados os problemas de separabilidade de conjuntos e de poligonos.

3.4.1 Separabilidade de Conjuntos

O problema da separabilidade de conjuntos tem grande utilidade em areas como es-
tatistica, reconhecimento de padroes e na area de otimizacao combinatéria, para a re-
solucao de problemas de programacao inteira.

Definicao 3.4.1 Dados dois conjuntos de pontos Py e Py, com m e n pontos respectiva-
mente, eles sao separaveis se existe uma reta l tal que todos os pontos de Py estao em um
lado de | e todos os pontos de Py estao do outro lado.

Assim, podemos definir o problema da separabilidade como:

Problema 4 Dados dois conjuntos de pontos, determinar se eles sao separdveis.

Na secao 3.4.1 serao discutidas solugoes existentes para o problemas no caso euclidiano
e na secao 3.4.1 sera proposto um algoritmo na geometria Gr.

Geometria Euclidiana

O principal critério para a decisao sobre a separabilidade de dois conjuntos de pontos é
dado pelo teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.1 [SW70] Dois conjuntos de pontos sao linearmente separdveis se, e so-
mente se, SEUS Cascos CONVET0s Nao se interceptam.

Por este teorema, vemos que construindo o casco convexo dos conjuntos e calculando
suas intersegoes, podemos decidir sobre a separabilidade dos conjuntos. Como os cascos
convexos podem ser construidos em tempo O((m + n)log(m+n)) ([PS85]) e a intersegao
dos mesmos pode ser calculada em tempo O(m + n), podemos decidir se dois conjuntos
sao separdveis em tempo O((m + n)log(m + n)).
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Algoritmo 5 Algoritmo para verificagao da simplicidade de poligonos.

1: procedimento TESTE-DE-SIMPLICIDADE-DE-POLIGONO(Pr)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

Ache um ponto pg fora da envoltéria convexa de P e a distancia de cada vértice
de Pr a po;
Faca a ordenacgao circular dos vértices de Pz em torno de py e em relacao as
distancias dos pontos a pg e insira-os numa arvore de busca balanceada &;
Fila Q «— ()
enquanto £ # () faga
p <— MIN(E)
se p é um extremo esquerdo de uma Gr-aresta entao
S «— Gr-aresta do qual p é extremo esquerdo;
INSERE(s, £);
s1 < ACIMA(s, £);
So — ABAIXO(s, L);
se (s intercepta s) entao Q « (s1,5);
se (s intercepta s) entao Q « (5, 52);
senao se p é um extremo direito de uma Gr-aresta entao
S «— Gr-aresta do qual p é extremo direito;
s1 < ACIMA(s, £);
S «+— ABAIXO(s, £);
se §; intercepta S, a direita de p entao
Q — (31, 32);
fim se
EXCLUI(s, £);
fim se
enquanto Q # () faga
(5,%) — Q
se (s,5') nao é um vértice entao
retorne “Nao é um poligono simples”
fim se
fim enquanto
fim enquanto
retorne “E um poligono simples”

31: fim procedimento
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Porém, para o caso euclidiano, como mostrado em [PS85], o problema da separabili-
dade de conjuntos pode ainda ser encarado como um problema de programacao linear, e
pode ser resolvido em tempo étimo O(m + n).

Geometria Gr

Analisando o problema na geometria G vemos que o teorema 3.4.1 ainda se aplica, como
provado abaixo.

Teorema 3.4.2 Dois conjuntos de pontos Py e Py sao linearmente separdveis numa ge-
ometria Gr se, e somente se, seus Gr-cascos converos nao se interceptam.

Prova: = Se os Gr-cascos convexos se interceptassem, entao pelo menos um ponto p
do Gz-casco convexo de P; estaria no Gr-casco convexo de P,. Como p pertence ao
G r-casco convexo de P, é impossivel separa-lo de P, com uma Gr-reta.

< Suponha que os conjuntos nao sejam separaveis, isto ¢, nao existe nenhuma G z-
reta que deixe os pontos de P, e P, em lados opostos. Portanto, qualquer G z-reta que
deixe todos os pontos de P, em um de seus lados possui pontos de P, neste mesmo
lado (caso contrario, ela seria uma separadora). Isso vale também para qualquer G x-
reta de suporte de P;. Como dada qualquer Gz-reta de suporte de P; temos sempre
um ponto de P, no mesmo Gr-meio-plano que P;, entao temos, obrigatoriamente,
um ponto de P, interno ao casco convexo de P;. Logo, os Gr-cascos convexos se
interceptam.

Logo, construindo os cascos convexos e determinando sua interse¢ao, podemos decidir
se dois conjuntos de pontos sao separaveis por uma Gr-reta. Neste caso, o algoritmo
tem a mesma eficiéncia do algoritmo equivalente para o caso euclidiano, passando a ser
afetado apenas por uma constante k£ dependente dos métodos numéricos para a obtencao
de intersecoes entre Gz-retas.

Entretanto, este algoritmo nao atinge a otimalidade. Permanece aberta a questao
de se tratar o problema de forma semelhante a formulagao do caso euclidiano como um
problema de programacao linear.

3.4.2 Separabilidade de Poligonos

Como afirmado no teorema 3.4.1, dois conjuntos sao separaveis se, e somente se, seus
cascos convexos sao disjuntos. Esse teorema é utilizado também para a decisao da sepa-
rabilidade de poligonos. O problema da separabilidade de poligonos é definido como:
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Problema 5 Dados dois poligonos simples P e Q com n e m vértices respectivamente,
determinar se eles sao separdveis (definicdo 3.4.1).

Na secao 3.4.2 o problema sera discutido na geometria euclidiana. A secao 3.4.2
apresenta um algoritmo para o problema na geometria Gr.

Geometria Euclidiana

Através da construcao do casco convexo de dois conjuntos de pontos e a verificacao da
intersegdo dos mesmos, temos um algoritmo O((m + n)log(m + n)) para a resolucao da
separabilidade de conjuntos. O fator logaritmico na complexidade do algoritmo surge
no passo de construcao do casco convexo, o que nao pode ser feito em tempo inferior a
Q(nlogn).

Porém, se os pontos dados formam um poligono simples, podemos encontrar algoritmos
melhores. Para a construcao do casco convexo de poligonos simples, existem algoritmos de
complexidade O(n), o que nos leva diretamente a um algoritmo O(m+n) para o problema
da separabilidade de poligonos simples.

Temos que lembrar também que, no caso euclidiano, o problema da separabilidade de
poligonos também pode ser resolvido em tempo O(m + n) por programagao linear.

Geometria Gr

O problema de separabilidade de conjuntos pode ser resolvido em tempo O((m+n) log(m+
n)) na geometria Gz (segao 3.4.1).

No caso da entrada ser formada por poligonos simples, podemos fazer uso desse conhe-
cimento para chegarmos a um algoritmo mais eficiente. Sera mostrado na secao 3.6.2 que
o casco convexo de um Gr-poligono simples pode ser construido em tempo O(n). Além
disso, como mostrado na segao 3.2.2 a intersecao entre dois Gz-poligonos convexos pode
ser feita em tempo O(m + n). Portanto, na geometria Gr também podemos resolver a
separabilidade de poligonos simples em tempo O(m + n).

3.5 Casco Convexo Incremental

A envoltoria Gr-convexa ou casco Gr-convexo de um conjunto de pontos foi definida por
Harada:

Definigao 3.5.1 (Harada [Har00]) A envoltoria Gg-conveza ou casco Gg-convero de um
conjunto de pontos em R? é o menor conjunto Gr-convexo que o contém. Onde “menor”
€ determinado pela relacao de ordem parcial induzida pela relacao “C7.
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Com base nessa definicao, Harada propos dois algoritmos para a construcao do casco
Gr-convexo de um conjunto de n pontos [Har00]. Ambos visam obter uma boa eficiéncia
na construgao do casco Gg-convexo, sendo um com complexidade O(nlogn) e outro
O(nlogh), onde h é o nimero de pontos no casco convexo construido. Porém, essa
énfase na busca por uma melhor eficiecia faz com que estes algoritmos tenham detalhes
que dificultam a implementagao dos mesmos. Assim, descrevemos aqui um algoritmo
incremental para a construcao do casco Gr-convexo de um conjunto de pontos, o qual im-
plementamos no visualizador da geometria Gz (veja capitulo 4). Primeiro, serd descrito
o funcionamento do algoritmo na geometria euclidiana e, depois, serd apresentada uma
versao para a geometria Gr.

3.5.1 Geometria Euclidiana

Para facilitar a descricao do algoritmo, vamos supor que nenhum trio dos n pontos de
entrada sejam colineares. O algoritmo incremental para a construgao do casco convexo
tem como base a construcao do casco convexo de trés pontos, que é o triangulo formado
por eles. A partir deste, incluimos os demais pontos, um a um, sempre montando o casco
convexo do novo conjunto. O pseudo-cédigo apresentado no algoritmo 6 é adaptado de
[dRS94]. Nele, A(py,p2, p3) representa a orientacao dos pontos py, ps € ps.

Algoritmo 6 Algoritmo incremental para construcao do casco convexo de n pontos.

1: procedimento CASCO-CONVEXO-INCREMENTAL(conjunto P de n pontos no plano)
2 se |P| = 3 entao

3 se A(p1,p2,p3) > 0 entao

4 Retorne (p1, p2, ps)

5: senao

6 Retorne (pa2, p1, p3)

7 fim se

8 fim se

9: Escolha um ponto p € P e faga P’ — P — {p}
10: Conv(P') = CASCO-CONVEXO-INCREMENTAL(P’)
11: se p € Conv(P’) entao
12: Retorne Conv(P’)
13: senao
14: Forme o Conv(P) estendendo Conv(P’) de forma que p seja um de seus vértices
15: Retorne Conv(P)
16: fim se

17: fim procedimento

O passo da linha 14 é feito através da construcao de duas pontes, que sao as duas
retas de suporte do casco convexo de Conv(P’) passando por p. Encontradas as pontes e



3.5. Casco Convexo Incremental 53

os vértices p; e pp, de Conv(P’) que as formam, a cadeia de arestas (p;, pi+1, - - -, Pr_1,Pn)
deve ser eliminada e substituida por (p;, p, pr) (figura 3.15).

Figura 3.15: Para inserir o ponto p no Conv(P’), p; é o ponto p; e py é o ponto p,. A
cadeia (p17p27p37p4) ¢ substituida por (p17p7p4)‘

Para acharmos p;, fazemos uma busca pelos n pontos de forma a encontrar os dois
pontos onde os trios (p, pi—1,pi) € (p, pi, Piv1) tém orientagoes opostas. Esses sao os dois
pontos que pertencem as retas de suporte de C'onv(P’) passando por p. Agora, se ob-
servarmos as orientagoes de (p, p;, pi+1) para esses dois pontos, podemos ver que, se essa
orientacao for positiva, entao p; é py, caso contrario, p; é p;. Como mostrado em [dRS94],
esse algoritmo tem complexidade O(n?).

3.5.2 Geometria G

Observando o algoritmo anterior, vemos que todos os passos do mesmo podem ser feitos
através da verificacao da orientacao de pontos, que pode ser resolvida também na geome-
tria Gz, como mostrado na secao 2.4. Além disso, temos a utilizacdo do caso base de trés
pontos que na geometria G é o Gr-triangulo formado por eles.

Vemos que quando o ponto p escolhido na linha 9 é interno a Conv(P’), o algoritmo
retorna o préprio Conv(P’), o que é correto também na Gr. J& para o caso em que
p & Conv(P'), p é incluido no Gr-casco convexo anterior e, com isso, todos os pontos
internos ao novo Gg-casco convexo sao eliminados. Isto pode ser verificado pois os pon-
tos (pi+1,--.,pn—1) estdo sempre a esquerda da Gr-reta que passa por p e p, com essa
orientacao, e a direita da Gz-reta que passa por p e p;, com essa orientagao.

Por fim, vemos que o passo da linha 14 exige apenas um percurso na fronteira de
Conv(P'), tomando tempo O(n). Portanto, como no caso euclidiano, o algoritmo continua
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tendo complexidade O(n?). A figura 3.16 ilustra um caso similar ao mostrado na figura
3.15, porém, numa geometria G ao invés da euclidiana.

Figura 3.16: Caso andlogo ao mostrado na figura 3.15, mas para uma geometria G. Para
inserir o ponto p no Conv(P’), p; é o ponto p; e ps é o ponto p,. A cadeia (p1, p2, P3,P4)
é substituida por (p1,p, ps)-

3.6 Casco Convexo de um Poligono Simples

Sempre que uma restrigao é feita na formulagao de um problema, vale a pena questionar
se isso possibilita uma melhora nos algoritmos existentes para aquele problema.

A construcgao do casco convexo de um poligono simples é um dos problemas em que
se vé claramente uma restricao na entrada. Dado um conjunto de pontos, sempre é
possivel interpretéd-lo como um poligono, tomando uma seqiiéncia qualquer dos pontos e
adicionando arestas entre dois pontos consecutivos. Entretanto, isso nao garante que o
poligono gerado seja simples, podendo ter intersecao entre as arestas. O fato de sabermos
que o poligono de entrada ¢ simples possibilitou, no caso euclidiano, o desenvolvimento de
algoritmos cuja complexidade é menor que a quota inferior de Q(nlogn) conhecida para
o problema sem restrigoes.

A seguir, apresentaremos um algoritmo O(n) para a construgao do casco convexo de
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um poligono simples P no caso euclidiano e, posteriormente, serd proposto um algoritmo
de mesma complexidade para um Gz-poligono simples Px na geometria Gr.

3.6.1 Geometria Euclidiana

O algoritmo apresentado a seguir é descrito por Preparata e Shamos [PS85], sendo uma
variacao do algoritmo proposto por D. T. Lee [Lee83].

Seja vy o vértice mais a esquerda de um poligono simples P e seja (v1,vs,...,v,) 08
seus vértices ordenados (com vy seguindo v,). Assuma que seus vértices sdo dados no
sentido horario (figura 3.17) e seja o v, o vértice mais a direita. Claramente vy e vy,
fazem parte do casco convexo de P. Além disso, esses vértices dividem a cadeia total
em duas partes, a superior, que vai de v; a v,, e outra, inferior, que vai de v,, a v;.
Vamos explicitar aqui como construir o casco da cadeia que vai de v; a v,,, também
chamado de casco superior. O casco inferior, pertencente a cadeia que vai de v,, a v;
pode ser construido de maneira analoga. Queremos, entao, encontrar a subseqiiéncia

(q1,92,---,qr), cOM V1 = q1 € G = VU, de (vy,v9,...,0,) que forme o casco superior.
Cada aresta q;q;r1 (i = 1,...,7 — 1) pode ser vista como uma “tampa” do “bolso” Kj,
onde o bolso K; é uma subcadeia de (vy, vy, ..., v,,), cujo primeiro vértice é ¢; e o ultimo
€ qit1-

Figura 3.17: Construcao do casco convexo superior de um poligono simples.

O algoritmo faz um percurso por (vy,...,v,) achando a tampa de cada bolso. O
principal evento na execucao do algoritmo é a identificacao de um vértice ¢; que forma
uma tampa com o ultimo vértice ¢;_; encontrado (de agora em diante, ¢; serd chamado
de vértice de evento). Convém destacar que cada vértice de evento nao pertence neces-
sariamente ao casco convexo, mas ¢ um candidato a tal. Vamos observar agora, como



3.6. Casco Convexo de um Poligono Simples 56

o algoritmo passa de um vértice de evento para o proximo, o que define o passo para
avancar a construgao do casco convexo.

Suponha que a fronteira ja tenha sido visitada de v; a vs (s < m) e que vy = ¢; é um
vértice de evento. Essa situacao é mostrada na figura 3.18, onde o bolso K;_; foi fechado
pela tampa §;_1¢;. A caminhada continua pelos vértices posteriores a v,. Chamamos de u
o vértice que precede g; na fronteira de P. Podemos identificar duas situacoes de acordo
com o posicionamento de u com relagao ao segmento orientado q,q;.

Tampa

qi = Vs

Bolso K;_;

Figura 3.18: Um bolso e sua tampa.

Figura 3.19: Regioes onde o vértice v, que segue o vértice ¢; pode estar (dependendo da
posicao de u com rela¢do a G,q;).

1. u estd a direita de q,q;. Neste caso, podemos identificar trés regioes bem definidas,
rotuladas (D, @ e @) na figura 3.19 (a). As regides sao formadas pela reta passando
por q;_1 € q;, o raio obtido pela extensao do segmento g;u na dire¢ao de u e o pedaco
da fronteira de P correspondente ao bolso K;_;.



3.6. Casco Convexo de um Poligono Simples 57

2. u estd a esquerda de G,q;. Neste caso, temos uma regiao a mais, rotulada @ na
figura 3.19 (b).

Sendo v o vértice seguinte a ¢; na fronteira de P, vemos que v deve estar em uma
das regioes identificadas anteriormente. Se v estiver localizado em @) ou @) ele é um
vértice de evento, o que nao ocorre se ele estiver em (D) ou @). Veremos cada um dos casos
detalhadamente:

1. v € regigdo ) Neste caso, a fronteira de P entra no bolso K; ;. Entao, deve-se
percorrer os vértices até encontrarmos o primeiro vértice w que esteja fora do bolso,
isto é, na regiao @ [figura 3.20 (a)]. Como P é um poligono simples, para que nao
haja intersecao entre as arestas de P e para que P possa ser fechado, um caminho
de arestas que entra pela tampa do bolso K;_; deve sair pela mesma, logo w existe
e deve ser tratado como pertencente a regiao @ (item 2).

()

Figura 3.20: Quatro situagoes possiveis quando se percorre a fronteira de P apds o evento
4qi-
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2. v € regiago @ O vértice v é um vértice de evento. A reta de suporte de v para a
cadeia (q1, 42, -..,qi—1) deve ser encontrada observando os vértices a partir de ¢;_1
até ¢;. Supondo que ¢; seja o vértice que define a reta de suporte procurada, com
J < i, entao os vértices ¢;41,...,q; devem ser descartados e v se torna g;4; [figura
3.20 (b)]. Podemos afirmar que o vértice v faz parte do casco convexo construido
até o momento (sendo assim um ponto de evento), ja que é externo ao casco convexo
construido pelo tultimo vértice de evento encontrado (g1, ..., q:).

3. v € regigo @) O vértice v é um vértice de evento e se torna ¢; 1. De fato, v tem que
ser externo ao casco convexo atual (qi,...,q;, q,) [figura 3.20 (c)]. Além disso, pela
construcao da regiao (3), v tem que estar a direita da reta que vai de ¢;_1 a g;.

4. v € regiao @ A fronteira de P entra no casco convexo do poligono. Como no caso 1,
temos que seguir o caminho dos vértices até encontrar um que seja externo a regiao
@ ou coincida com ¢,. No segundo caso, o procedimento é encerrado. No primeiro
caso, o caminho dos vértices deve cruzar q;q, obrigatoriamente, ja que ¢, é o vértice
mais a direita de P. O vértice que estamos procurando pode estar na regiao @) (e
tratado como no item 3) ou na @ (e tratado como no item 2) [figura 3.20 (d)].

O algoritmo 7 implementa os casos mostrados acima. Nele, @ é uma fila contendo
os vértices (v1,...,v,) e S é uma pilha para a seqiiéncia (qo, g1, q2, - - - ), onde go é um
vértice sentinela com mesma abcissa que v; = ¢; e menor ordenada. A escolha do ponto
qo ¢ feita de forma que sua insercao no casco convexo superior de P nao altere o mesmo.
De fato, vemos que o casco convexo superior de P é formado por um segmento de reta

que vai do ponto y = —oo até ¢, seguido dos segmentos (q1,qs,.-.,q,), €, por fim, do
segmento que vai de ¢, ao ponto y = —oo. Portanto, qualquer ponto tomado no segmento
que vai de y = —oo até ¢; nao altera o casco convexo superior. Como mencionado

anteriormente, u é o vértice que precede g; na fronteira de P e v é vértice que esta sendo
visitado. Dada a tripla ordenada de vértices (v, u,w), dizemos que ela tem orienta¢do
negativa se w esta a direita da reta direcionada que vai de v a u, caso contrario, dizemos
que tem orientacdo positiva. Além disso, S <+ v denota a operacao de insercao de v em
S, v « desenfilera(Q) significa que v recebe o primeiro elemento de Q e este é removido
da mesma, v « desempilha(S) significa v recebe o elemento que estd no topo da pilha S
e este é desempilhado, e topo(S) é dltimo elemento que foi inserido em S.

Como mostrado por Preparata e Shamos [PS85], esse algoritmo constréi o casco con-
vexo de um poligono simples em tempo 6timo O(n).
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Algoritmo 7 Algoritmo para construcao do casco convexo de um poligono simples.

1: procedimento CASCO-CONVEXO-SUPERIOR-DE-POL{GONO-SIMPLES(P)

2 Q «— (vg, ..., Un);

3 S < qo;

4: S —vy;

5: q1 < topo(S)

6 qr < Unm

7 enquanto Q # () faga

8 v «— desenfilera(Q)

9 se (g;_1¢;v) tem orientagao negativa /* regices (D, @), @ */ entao
10: se (ug;v) tem orientagao negativa /* regices 3), @ */ entao
11: se (¢-q;v) tem orientagao negativa /* regido @) */ entao
12: S —;

13: senao

14: /* regiao @ */

15: q < desenfilera(Q)

16: enquanto (g esta a esquerda de M) faca
17: q < desenfilera(Q)

18: fim enquanto

19: fim se

20: senao

21: /* regiao @ */

22: q < desenfilera(Q)

23: enquanto (g estd a esquerda de M) faca
24: q < desenfilera(Q)

25: fim enquanto

26: fim se

27: senao

28: /* regiao @ */

29: enquanto ((g;_1q;v) tem orientagao positiva) faga
30: q; < desempilha(S)

31: fim enquanto

32: S —v;

33: fim se

34: fim enquanto

35: fim procedimento
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3.6.2 Geometria G

Um Gz-poligono simples na geometria Gz, que é formado por Gr-segmentos de curvas
que nao se interceptam exceto nos vértices, é também uma curva de Jordan. Com, e isso,
analogo ao caso euclidiano, podemos procurar dois pontos extremos do Gz-poligono Pr
de entrada e construir os Gr-cascos convexos superior e inferior de Pz encontrando as
tampas para os bolsos do Gr-poligono. Veremos cada passo mais detalhadamente.
Primeiramente, podemos encontrar um ponto py fora de Pz, e os pontos p; e py de Pg
da mesma forma que foi feito na segao 3.2.2, em tempo O(n). Esses dois pontos dividem
o poligono de entrada em duas cadeias de vértices, uma que vai de p; a py, e outra de py

a Pj.
Teorema 3.6.1 Os pontos p; e py fazem parte do Gr-casco convexo de Pr.

Prova: Sera apresentada a prova de que p; pertence ao Gr-casco convexo de Px, sendo
analoga a prova para py. Por construgao, p; é o vértice mais a esquerda de P com
relagdo a py (onde o termo esquerda é utilizado como mostrado na definigao 2.3.4).
Por absurdo, suponha que p; nao faz parte do Gr-casco convexo de Pr. Assim,
deve existir uma Gr-aresta do Gr-casco convexo que passa pelo Gr-meio-plano a
esquerda da Gr-reta ¢ que passa por py e p; e é orientada neste sentido, deixando
p; no interior do Gr-casco. Como nao existe vértice a esquerda de p; com relagao
a pp, se existir tal aresta, ela terda duas interse¢oes com ¢, o que é um absurdo pela
construcao da geometria. Portanto, p; esta no casco convexo de Pr. [ ]

Assim, os pontos p; e py fazem o papel dos pontos vy e v,,, respectivamente, do caso
euclidiano.

Observando os possiveis casos de posicionamento dos vértices de evento no caso eu-
clidiano, vemos que o tratamento de cada caso faz uso apenas da primitiva de orientacao
de pontos, decidindo de que lado um vértice estd com relacao a uma Gr-reta orientada
formada por outros dois pontos. Como mostrado na secao 2.4, a orientagao de pontos
também pode ser verificada na geometria Gr. Além disso, a escolha dos casos onde o
ponto de evento pode estar posicionado faz uso do fato do poligono de entrada ser uma
curva de Jordan, o que também ¢é verdadeiro para um Gz-poligono. Portanto, o algoritmo
7 continua valido para um Gz-poligono na entrada, exceto pelo ponto ¢y utilizado como
sentinela no inicio do algoritmo.

No caso da geometria Gr, assim como no euclidiano, gg deve ser um ponto que preceda
v1 no Ggr-casco convexo superior e, quando inserido na sequéncia de vértices do Gz-
casco convexo, nao altere sua forma. O Gr-casco convexo superior procurado é formado
pela seqiiéncia de pontos (po, 1,92, - - -, qr). Assim, qualquer ponto no Gr-segmento pyv;
pode ser inserido na seqiiéncia de vértices do Gr-casco convexo sem altera-lo, servindo de
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sentinela. Portanto, o ponto gg pode ser qualquer ponto sobre o segmento pov;, exceto os
extremos.

Como o processamento da fila Q é feito de forma que cada vértice seja aceito (linhas
12 e 32) ou descartado (linha 17 ou 24), ele toma tempo O(m). Além disso, cada vértice
excluido de § no loop da linha 29 nao volta a ser empilhado. Portanto, o algoritmo ¢é
executado em tempo linear.

Assim, na geometria Gz também podemos construir o casco convexo de um poligono
simples em tempo O(n).

3.7 Nicleo de Poligono Simples

Como visto anteriormente, saber se um poligono é estrelado e conhecer seu nicleo (de-
finigao 3.1.1) pode ser um pré-processamento vantajoso para que possamos responder
sobre a inclusao de pontos nesse poligono.

Neste capitulo serd tratado o problema da construcao do ntcleo de um poligono sim-
ples.

Problema 6 Dado um poligono simples P com n vértices, determinar se P é estrelado
e, se o for, identificar seu nicleo.

O poligono de entrada P sera descrito pela seqiiéncia de vértices vg, vy, ..., v,_1 de
sua fronteira dados no sentido anti-horario, com n > 4. Com isso, é facil ver que o
nicleo de P é formado pela intersecao de todos os meios-planos a esquerda de todas
arestas de P. Podemos representar P por uma lista circular de vértices e arestas como
V9E1V1€3 . . . €5_1Un_1€0V0, Onde €; = U;_10;. A mesma representacao também sera utilizada
para o problema na geometria G, onde teremos um Gr-poligono Pr na entrada e as G-
arestas serao representadas como ¢; = m .

Além disso, um vértice v; é chamado refiexo se v; 1 esta a direita da reta que contém
a aresta e; e direcionada como €;. Um vértice é chamado convexo no caso contrario. Esta
mesma nomenclatura sera utilizada para a geometria Gr. Se o ntcleo de P, denotado
K(P), nao for vazio, sera representado na saida como a seqiiéncia de vértices e arestas do
poligono K (P).

Primeiro serd apresentado um algoritmo proposto por Lee e Preparata [LP79] para o
caso euclidiano e, posteriormente, sera mostrado um algoritmo para a geometria Gr.

3.7.1 Geometria Euclidiana

O algoritmo percorre os vértices de P e constréi uma seqiiéncia de poligonos convexos
Ki,Ksa,...,K,_1, que podem ser limitados ou ilimitados. Cada poligono KC; é a interse¢ao
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dos meios-planos a esquerda das arestas direcionadas €y, €1, ..., €. Isso implica que
Kn1=K(P)eque £y DKy D--- D K,;. Esta ultima implica¢do faz com que exista um
r > 1 tal que K; seja limitado ou ilimitado se ¢ < r ou ¢ > r, respectivamente.

Para facilitar a notacao, se p; e p;11 sao pontos pertencentes a reta que contém a
aresta € de P, entao p;ep;+1 denota o segmento entre p; e p;1; com a mesma direcao de e.
Quando o poligono K; for ilimitado, duas de suas arestas sao raios, e Aep denota o raio
terminando no ponto p e direcionado como €, enquanto peA denota o raio que parte de p
e val para o infinito orientado como e.

Durante a execucao do algoritmo, a fronteira de K; é mantida como uma lista du-
plamente ligada de vértices e arestas intercaladas. Esta lista sera linear ou circular,
dependendo se K; ¢ ilimitado ou limitado, respectivamente. No primeiro caso, o primeiro
e o ultimo elementos da lista serao chamados de cabeca e cauda respectivamente.

Entre os vértices de IC; distinguiremos dois deles, ¢;" e ¢;”, definidos a seguir. Considere
as duas retas de suporte de KC; passando pelo vértice v; de P. Sejam 7 e 77 os dois raios
sobre essas linhas, partindo de v; e contendo os pontos de suporte, de forma que o raio 7
deixa KC; no meio-plano a sua direita e 77 deixa IC; no meio-plano a sua esquerda (figura
3.21). O vértice ¢; é o ponto comum a 7} e K; mais afastado de v;; ¢;” é definido de
maneira analoga. Estes dois vértices sao essenciais para a construgao de ;11 a partir de
IKCi.

Figura 3.21: Ilustracao da definicao de ¢’ e ¢;”.

Se P nao tem angulos reflexos, entao P ¢é convexo e trivialmente K (P) = P. Considere
os vértices de P renomeados de forma que vy seja um vértice reflexo, e os demais sejam
nomeados vy, vs, ..., v,_1 a partir dele. Passemos a descri¢ao do algoritmo.

Passo inicial K; é a intersecao dos meios-planos a esquerda das arestas €g e €y, isto é,
K1 «— AejvgeoA (figura 3.22). ¢ < ponto no infinito de A€yvg; ¢;” < ponto no
infinito de vgepA.
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(%1

Ky

Figura 3.22: Poligono K;.

Passo geral Aqui precisamos separar alguns casos. Sejam v; o vértice de P que estd
sendo visitado, e wy,ws, ... os vértices de KC;, dados no sentido anti-horario.

1. Vértice v; € reflexo. [figura 3.23(a, b)]

Figura 3.23: Passo geral quando v; é reflexo.

(a) ¢} estd sobre ou a direita de A€;11v;4;. [figura 3.23(a)] - Percorremos
a fronteira de K; no sentido anti-horéario a partir ¢, até encontrarmos a
aresta unica w;_jw; de KC; que intercepta A€;;1v;41, ou alcancamos ¢/’
sem encontrar tal aresta. No segundo caso, o algoritmo termina (K (P) =
(). No primeiro caso, sao realizadas as seguintes agoes:

i. Encontramos a intersecao w’ de w;_q1wy; € A€ 10;41.
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ii. Percorremos a fronteira de KC; no sentido horario a partir de ¢ até
atingirmos uma aresta w;_jw; interceptando A€;,,v;,1 num ponto
w” (é garantido que isto ocorra se K; for limitado) ou (quando
KC; é ilimitado) alcangamos a cabega da lista sem encontrar tal
aresta. No primeiro caso, sendo K; = aws...w;_1 (onde o e [
sao seqiiéncias de vértices e arestas alternados), fazemos K;11 «—
aw”e; 1w B; no segundo caso (I; é ilimitado) precisamos testar se
KCiy1 € limitado ou ilimitado. Para isso, percorremos a fronteira de
KC; no sentido anti-horario a partir de w; a procura de uma aresta
W,_1w, que intercepte A€;1v;,1 em um ponto w”. Se encontrarmos
tal ponto, entao sendo K; = yw;_dw,n fazemos K; 1 «+— dw"e; w’
e a lista se torna circular. Caso cheguemos a cauda sem encontrar
o ponto w”, entao IC; 11 «+ A€; w3 também é ilimitado.

A escolha de ¢;,, ¢ feita da seguinte maneira: se A€;;1v;41 tem apenas

uma intersecao com K;, entdo ¢;,, « (ponto no infinito de A€;1v;11);

sendo ¢j,, «+ w”. Para determinarmos ¢}, ,, percorremos K; no sentido
anti-horario a partir de ¢/ até que um vértice w,, de K; tal que w, 1, esteja
a esquerda de v, 1U; 1w, A seja encontrado, ou a lista de KC; termine sem
que tal vértice seja encontrado. No primeiro caso, g;,; + w,; no segundo

(que s6 pode ocorrer quando K; for ilimitado) ¢, ; « ¢/

/

q; estd a esquerda de Ae; vy 1. [figura 3.23(b)] - Neste caso, KC;11 «— K;,
mas ¢; e ¢; precisam ser atualizados. Para determinar ¢;_,, percorremos
IC; no sentido anti-horério a partir de ¢} até que encontremos um vértice
w; de IC; tal que w1 esteja a direita de v, 10, 1w A; entao, fazemos
¢i.1 < w. A determinacao de ¢, ; é feita como no caso 1(a).

2. Vértice v; é convezo. [figura 3.24(a, b)]

(a)

q/ estd sobre ou a direita de vie; 1 A. [figura 3.24(a)] - Percorremos a
fronteira de K; no sentido horario a partir ¢/ até encontrarmos a aresta
unica w;_jwy de K; que intercepta v;€;41 A, ou alcangamos ¢; sem encon-
trar tal aresta. No segundo caso, o algoritmo termina (K (P) = ). No
primeiro caso, sao realizadas as seguintes agoes:

i. Encontramos a intersecao w’ de w;_qw; e v;€;41A.
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Figura 3.24: Passo geral quando v; é convexo.

ii. Percorremos a fronteira de K; no sentido anti-horario a partir
de ¢/ até atingirmos uma aresta wW,_jw, interceptando v;€; ;1A
num ponto w” (é garantido que isto ocorra se K; for limitado) ou
(quando KC; é ilimitado) alcangamos a cauda da lista sem encontrar
tal aresta. No primeiro caso, sendo K; = aw; ... w,_ 10, fazemos
Kiv1 «— aw'e;1w”[3; no segundo caso (K; é ilimitado) precisa-
mos testar se IC; 11 € limitado ou ilimitado. Para isso, percorremos
a fronteira de K; no sentido horario a partir de w;_; a procura
de uma aresta (wr,lwr) que intercepte v;€;.1A em um ponto w”.
Se encontrarmos tal ponto, entao sendo IC; = yw,_10w;n fazemos
Kiy1 «— dw'e;qw” e a lista se torna circular. Caso cheguemos a
cabeca sem encontrar o ponto w”, entao KC; ;1 «— aw'e; 1A também
é ilimitado.

A escolha de ¢, e ¢/, depende da posicao de v;41 com relacdo ao raio
vieir 1\ e se v;e;11 A tem uma ou duas intersegoes com ;. Os dois casos

sao distinguidos a seguir:

i. v;e;1 A intercepta KC; em w' e w”. Se vy € [v€;41w'] entdo ¢,
é selecionado como no caso 1(b). Sendo ¢/, «— w'. Se v €
[vi€;11w"] entao ¢}, «— w”. Sendo, ¢/, é selecionado como no
caso 1(a), exceto que percorremos K1 no sentido anti-horario a
partir de w”.
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ii. v;€;41 A intercepta KC; em w'. Se viy1 € [vi€i4w'] entdo ¢, é
selecionado como no caso 1(b). Sendo, ¢;,, < w'. ¢/, < ponto
no infinito de v;e; 1 A.

(b) ¢/ estd a esquerda de vie; 1 A. [figura 3.24(b)] - Neste caso, ;11 «—
Ki. ¢;,, é determinado como em 1(b). Se K; é limitado, entao ¢/, é

: . X " "
determinado como em 1(a); senao, ¢/, < ¢ .

Como provado por Lee e Preparata em [LP79], este algoritmo determina corretamente
o nucleo de um poligono simples. Porém, para alguns poligonos, o algoritmo executa
em tempo O(n?). Uma instancia onde isto ocorre pode ser vista na figura 3.25. Para
evitarmos estes casos e garantir a complexidade O(n) é preciso fazer uma nova verifica¢ao
no poligono de entrada.

Figura 3.25: Instancia onde o algoritmo termina em tempo ©(n?). O poligono K, /s, com
n lados, é mostrado pela drea hachurada. O algoritmo dé n/12 voltas ao redor de K/,
antes de alcangar o vértice v,/341, onde é descoberto que K(P) = 0.

Considere as duas retas de suporte de K; passando pelo vértice vy de P. Sejam 7’ e
0
7" os dois raios destas retas que partem de vy e contém os pontos de suporte, e de forma
que o raio 7' deixe KC; no meio-plano a sua direita e 7" deixe K; a sua esquerda (figura
3.26). Sejam também § o segmento entre vy e o ponto de suporte mais afastado de vy
sobre 7', e (7')* o raio complementar de 7. 3" e (¥”)* sao definidos analogamente.
Assim, como provado por Lee e Preparata, temos o seguinte teorema:
) Y

Teorema 3.7.1 [LP79] Se Kiy1 # 0 e €41 intercepta 3" ou (T')*, com viy1 na regiao
convexa delimitada por (7')* e 7" (drea hachurada na figura 3.26); entao K(P) = (.
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A prova completa do teorema sera omitida por sua complexidade, mas ela se baseia no
fato de que, se €;1; intercepta 7" ou (7')*, com v; 41 na regido convexa delimitada por (7)*
e 7" entao ou €;41 separa K; ;1 de vy [figura 3.26(a)] ou vy e suas arestas separam ;1 de

um ponto u sobre €;,1 [figura 3.26(b)], o que, em ambos os casos, implica K(P) = 0.

Figura 3.26: Ilustracao da prova do teorema 3.7.1.

Através da verificagao indicada pelo teorema 3.7.1 o algoritmo para assim que a fron-
teira de P der uma volta e meia em torno de seu nicleo, como no caso da figura 3.25,
evitando o tempo O(n?). Os exemplos gerais que sao evitados com a verificacao das
condigoes do teorema sao mostrados na figura 3.27.

Assim, o passo geral do algoritmo deve ser modificado, adicionando-se as seguintes
operacoes: (1) antes de determinar KC; 1, ¢}, € ¢/, 1: se € intercepta 5" ou (7')*, com v;41
na regiao convexa delimitada por (7')* e 7", entao termine o algoritmo com K(P) = ().
(2) nos casos 1(a) e 2(a), depois de determinados ki1, ¢, e ¢,, denote por p' e p” os
pontos de suporte em 7’ e 7", respectivamente. Inicialmente, como Ky é AejvgegA, p' e
p” s@0 os pontos no infinito em Aejvg e vgeg/\, respectivamente. Se na obtencao de K;;1 a
partir e KC;, os vértices p’ e/ou p” forem apagados, o vértice apagado deve ser atualizados
da seguinte maneira: (i) v; € reflexo: p' — w', p" «— w"” se vy estd a esquerda de A€; 1v;11
ep «— w' p" «— w caso contrario. (ii) v; € convexo: p' — w",p" — W' se vy estd a
esquerda de vie; 1A e p' «— w',p” «— w” caso contrdrio. Note que os pontos w’ e w” sao
construidos como em 1(a) e 2(a), e, se w” ndo existir, seu lugar é tomado pelo ponto no
infinito no raio sendo considerado.
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Figura 3.27: Exemplos onde a construcao do ntcleo para apés detectada a nao satisfagao
das condigoes do teorema 3.7.1

Para analisarmos a complexidade deste algoritmo, precisamos analisar dois agoes sepa-
radas. A primeira é o calculo da intersecao de H; 1 com /C; e a segunda sao as atualizagoes
de q;,q;,p" e p".

Na primeira agao, para o caso 1(a), quando o algoritmo nao termina, visitamos um
numero a; de vértices na fronteira de K; antes de encontrarmos w’ e w”. O processo entao
remove (a; —2) arestas de IC; (aquelas entre w’ e w”). Como cada aresta de IC; é colinear a
uma aresta de P, temos que »_(a; —2) < n. portanto, o niimero total de vértices visitados
Y a; é O(n). O mesmo argumento é utilizado para o caso 2(a).

Na segunda agao, podemos observar que ¢, e ¢/ sempre avangam sobre a fronteira de
IC; para que possamos achar ¢;,, e g;, ;. Considere o nimero de arestas visitadas durante
o avanco de um dos vértices. Como cada aresta de IC; corresponde a uma aresta de P, se
cada aresta de KC; for visitada mais de duas vezes, teremos dado mais de duas voltas sobre
a fronteira de P. Por outro lado, a verificacao adicional colocada a partir do teorema
3.7.1 nos garante que esse avango para sempre que a fronteira de P der mais de uma
volta e meia em torno de si mesmo. Assim, a visita dos vértices da fronteira de KC; para a
atualizacao de ¢, e ¢/’ também é O(n). Por fim, a atualizagao de p’ e p” é feita diretamente
quando encontramos w’ e w”, o que faz com que o algoritmo seja linear no nimero de
vértices do poligono de entrada.

Passemos agora a analise desse algoritmo sobre a geometria Gr.
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3.7.2 Geometria G

Como os vértices do Gr-poligono de entrada Pr sao dados no sentido anti-horério, isto
é, seu interior esta sempre a esquerda de qualquer Gr-aresta, o nucleo de Pr é dado pela
intersecao dos Gr-meios-planos a esquerda de suas Gr-arestas.

Além disso, através da definicao de vértice convexo e reflexo dadas no comeco desta
secao, podemos caracterizar um Gz-poligono convexo:

Proposicao 3.7.1 Um Gr-poligono € Gr-convexo se, e somente se, nao possui vértices
reflexos.

Prova: < Por absurdo, suponha que o Gz-poligono nao possua vértices reflexos
e seja nao Gr-convexo. Assim, deve existir uma Gr-reta £ cuja intersecao com o
Gr-poligono é nao-conexa. Entao, ¢ deve atravessar o Gz-poligono, sair por uma
Gr-aresta € qualquer, e depois passar pelo mesmo novamente [figura 3.28(a)]. Porém,
como o Gr-poligono nao possui vértices reflexos, todo seu interior esta no Gz-meio-
plano a esquerda da Gr-reta que contém €. Assim, para que ¢ possa passar pelo
Gr-poligono novamente, esta tem que atravessar a Gz-reta que contém e. Como /¢
ja intercepta e, isso nao pode acontecer pela definicdo da geometria. Portanto, o
Gr-poligono tem que ser Gr-convexo.

(a) (b)

Figura 3.28: Pr é Gr-convexo se, e somente se, nao possui vértices reflexos.
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= Suponha que o Gz-poligono possua um vértice reflexo, com v;y; a direita da
Gr-reta que contém e v;_1v; [figura 3.28(b)]. Seja £ a Gr-reta que passa por v;,_; e
por v;11. Como v; estd a esquerda de ¢ (orientada de v;_; para v;;1), o triangulo
v;_1V;41v; nao intercepta o interior do Gr-poligono. Logo, o Gr-segmento vml
liga dois pontos do Gr-poligono mas nao esta contido nele. Portanto, o poligono
nao pode ser Gr-convexo. [ ]

Com a proposicao 3.7.1, vemos que, como no caso euclidiano, se Px nao tiver vértices
reflexos, entdao K (Pr) = Pr.

O algoritmo proposto por Lee e Preparata para o caso euclidiano apresentado ante-
riormente faz, no passo geral, a intersecao dos meios-planos a esquerda de cada aresta
e; com o poligono K;_;. Para isso, elimina de I;_; a sua intersecao com o meio plano
a direita da reta que passa por €; através do uso da orientacao de trios de pontos e do
calculo de intersegoes. Como na geometria G o niicleo de um Gz-poligono também é dado
pela intersecao dos Gr-meios-planos a esquerda das Gr-retas que contém as Gr-arestas, e
conseguimos resolver as duas primitivas basicas, podemos fazer uso do mesmo algoritmo
também nesta geometria.

Assim, o passo inicial também pode ser tomado como a intersecao dos Gr-meios planos
definidos pelas Gr-retas que contém ey e e; e orientadas como tais. Ja no passo geral,
podemos calcular ;1 e os pontos ¢, ¢/, p" e p” de forma anéloga ao caso euclidiano, mas
utilizando as primitivas da Gr.

Seja H; o Gr-meio-plano a esquerda da Gr-reta que contém ¢; e orientada como tal.

Teorema 3.7.2 O Gr-poligono IC;11, construido conforme o algoritmo mostrado na se¢ao
anterior, sobre uma geometria Gr, € a intersecao de Ho, Hy, ..., Hiy1, parai =0,1,... n—
2.

Prova: Por inducao finita fraca.

Caso base: K; é, por definicao, a intersecao de Hy e Hy, dado no passo inicial do
algoritmo.

Hipotese de inducao: K; = HoNHi N ---NH,;.

Passo da indugao: Em todos os casos contemplados no passo geral do algoritmo,
fazemos a intersecao de K; com H;.1, logo, pela hipétese de indugao, ;1 = Hy N
Hi e N Hisr

Assim, o teorema 3.7.2 garante que o algoritmo dado na secao anterior contréi o
nicleo K(Pz) na geometria Gr. Como as unicas modificagoes feitas no algoritmo sao na
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resolucao das primitivas de orientacao de trios de pontos e do calculo de intersegoes, sua
complexidade fica alterada apenas pelas constantes multiplicativas discutidas no apéndice
A, sendo sua complexidade assintética a mesma do caso euclidiano.



Capitulo 4

Visualizador da Geometria G r

Neste capitulo sera descrito o software GFViewer, que é um visualizador de figuras geo-
métricas para a geometria Gz, desenvolvido como parte deste trabalho.

Por lidarmos todos os dias com nogoes geométricas euclidianas, é normal surgirem
dificuldades para se passar a pensar na Gr. A fim de aumentarmos a nossa intuigao,
entendermos melhor o comportamento das figuras geométricas e algoritmos aplicados as
mesmas, na geometria Gr, desenvolvemos um visualizador para essa geometria, o qual
permite a construcao de figuras, interacao com as mesmas e a execucao de algoritmos.

A secao 4.1 apresenta o abiente de desenvolvimento e execucao do aplicativo. Na secao
4.2 sao mostrados os objetos geométricos presentes no GFViewer. As funcionalidades do
software e sua interface sao discutidas na secao 4.3. Por tultimo, nas secoes 4.4 e 4.5 sao
mostradas, respectivamente, as familias de Gr-retas e os algoritmos implementados no
programa, bem como alguns detalhes desta implementagao.

4.1 Ambiente

O GFViewer é uma aplicacao desenvolvida em C++4, podendo ser compilado tanto para
Linux quanto para Microsoft Windows. O software faz uso da biblioteca grafica OpenGL
para a visualizacao das figuras geométricas na tela. Para a criagao de janelas e a interface
com o usuario, foi utilizado o framework para desenvolvimento de aplicacoes Qt. Sua
caracteristica de desenvolvimento de aplicagoes multi-plataforma tornou possivel fazer um
visualizador que independe do sistema operacional, desde que haja a a disponibilidade do
framework Qt e de OpenGL. A figura 4.1 mostra a janela do visualizador GFViewer.

72
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" . GFViewer &

Algoritmos

. S /GON o B B OQ reset | x2 S ‘---‘ - -u\4+-‘+-§:-‘:!ear

Figura 4.1: Interface do visualizador GFViewer.

4.2 Objetos Geométricos

O GFViewer prové a criagao e manipulacao de uma série de objetos geométricos basicos,
que por sua vez servem de entrada para a execucao de algoritmos. A natureza de cada
um dos objetos esta bem definida pela especificacao da geometria G, porém, sua forma
geométrica depende da Gr-reta escolhida. Os objetos presentes no visualizador sao:

e Ponto - um ponto em R?, definido por um par de coordenadas (z,y).
e Gr-reta - uma Gr-reta definida por dois pontos.

e Gr-segmento - um Gr-segmento ligando dois pontos.

Gr-poligono - uma sequéncia de vértices, interligados por Gr-segmentos.

Gr-circulo - um Gr-circulo é definido por um centro ¢ e um ponto p em sua borda,
consistindo-se do lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de c a distancia d(c, p)*.

Gr-bissetor - um Gr-bissetor é definido por dois pontos p; e ps, consistindo-se do
lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de p; e po, segundo a distancia dr.

Como vemos, apenas os pontos nao dependem do tipo de Gx-reta escolhida, ficando o
formato de todos os outros objetos dependentes da escolha.

Weja secao 2.1
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4.3 Funcionalidades

Nesta se¢ao serao mostradas as principais funcionalidades do GFViewer. A interface do
GFViewer permite a criacao e manipulacao dos objetos basicos, assim como a interacao
entre eles. A interacdo com o visualizador é feita em diferentes modos, como os de
criacao, delecao, movimentacao e selecao. Cada um desses modos sera detalhado nas
subsegoes seguintes. Para entrar no modo de criacao, é preciso selecionar um botao na
barra mostrada na figura 4.2. Ja os demais modos sao acionados pelos botoes mostrados
na figura 4.3.

Create Toolbar

Clz/GAN

Figura 4.2: Barra de ferramentas para criacao de pontos, Gr-segmentos, Gr-retas, Gz-
poligonos, Gr-circulos e Gr-bissetores.

]
TELETE - e

Figura 4.3: Barra de ferramentas para selecao dos modos de delegao, selecao e movi-
mentagao.

Além desses, ainda pode-se interagir com a posicao de visualizacao do plano através
da barra de ferramenta de visualizacao, mostrada na figura 4.4. O primeiro botao desta
barra permite a habilitacao e desabilitacao das linhas de grade no plano, para facilitar
a localizacao dos pontos e objetos. O segundo botao permite a movimentacao lateral
(pan) do ponto de visdo do plano, que é feita através do clique e arraste do mouse.
Quando selecionado o modo de zoom, indicado pelo terceiro botao, ao clicarmos na tela
e arrastarmos o mouse para cima ou para baixo a proximidade do ponto de visualizacao
com o plano é alterada. Porém, o zoom pode ser alterado em qualquer outro modo através
do botao de rolagem (scroll) do mouse. Por fim, o botao reset retorna o ponto de visao do
plano para o valor inicial, cancelando qualquer alteracao de zoom e pan feitas até aquele
momento.
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Figura 4.4: Barra de ferramentas para ajustes de visualizacao.

4.3.1 Modo de Criacao de Objetos

Através da selecao de um dos botoes da barra mostrada na figura 4.2, entra-se no modo
de criacao de novos objetos. Quando na criagao de uma Gr-reta, Gr-segmento, Gz-
poligono, Gr-circulo ou Gr-bissetor, se clicarmos em cima de um ponto ja existente, aquele
ponto ¢ utilizado para a criacao do novo objeto. Desta forma, varios objetos podem ficar
dependentes de um mesmo ponto. Isso faz com que a movimentacao ou delecao desse
ponto cause mudancas em todos objetos que dependam dele.

4.3.2 Modo de Delegao de Objetos

Selecionando o botao de delegao na barra de ferramentas é possivel destruir qualquer
objecto criado anteriormente. Uma vez neste modo, ao clicarmos sobre um ponto, o
mesmo ¢é apagado, junto com todos outros objetos que foram construidos a partir dele.
No caso de um poligono, a exclusao de um ponto leva a exclusao do vértice correspondente
aquele ponto, com a destruicao de duas arestas e a construgao de uma nova.

Se o clique dado nao acertar nenhum ponto, entao é feito o teste para saber se algum
objeto foi clicado. Neste caso, todos os objetos que foram clicados sao apagados. E
importante salientar que a remocao de um objeto nao implica na remog¢ao dos pontos que
o criaram, uma vez que estes pontos podem pertencer a outros objetos.

4.3.3 Modo de Selecao de Objetos

O modo de selecao de objetos nos permite escolher quais objetos serao utilizados como
entrada para a execucao de algoritmos. Toda vez que um algoritmo ¢é escolhido para ser
executado, o programa testa para saber se os objetos selecionados satisfazem a entrada
daquele algoritmo. Caso isso nao seja satisfeito, o algoritmo nao tem como ser executado.
Um ponto selecionado tem o seu tamanho aumentado. Os demais objetos tém sua linha
tornada mais espessa quando selecionados.

A selecao de objetos faz com que seu estado seja negado, assim, se selecionarmos
um objeto que nao estava selecionado, este passa a estar, e vice-versa, tornando facil a
deselecao de um objeto.
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Pode-se selecionar objetos de duas maneiras. A primeira delas é através de um clique
do mouse. Se clicarmos sobre um ponto, o mesmo é selecionado. Se nao acertarmos
nenhum ponto, entao é testado para ver se o clique acertou algum outro objeto, que passa
a ser selecionado.

O segundo método é através de um retangulo de selecao, criado quando o mouse é
clicado e arrastado neste modo. Todos os pontos dentro do retangulo de selecao sao
selecionados. Sao selecionados também todos os objetos cujos pontos utilizados em sua
criacao também estao dentro do retangulo.

4.3.4 Modo de Movimentacao de Objetos

O modo de movimentacao permite tanto o deslocamento como também o redimensiona-
mento de objetos. Isto é possivel, pois ao movermos um ponto, todas os objetos que
foram criados a partir dele também sao alterados. Neste modo é possivel movimentar
o ponto, modificando os objetos que o contém, ou simplesmente transladar um objeto.
E importante notar que a translagao de um objeto causa a translacao dos pontos que o
formaram, podendo levar ao redimensionamento ou translacao de outros objetos.

4.4 Gr-retas

Como descrito do capitulo 2, a geometria G é baseada em uma familia de curvas escolhida
de forma que esta satisfaca as trés condicoes basicas apresentadas. Além disso, também no
capitulo 2, é feita uma introducao sobre a escolha de curvas baseada em curvas geradoras.

No GFViewer foram implementadas quatro diferentes familias de curvas, podendo estas
serem selecionadar a partir do menu mostrado na figura 4.5.

Figura 4.5: Gr-retas existentes no visualizador.

A primeira opcao, mostrada como “z”. faz com que as retas criadas sejam lineares
) b )

tornando o visualizador um ambiente que trata a geometria euclidiana. A segunda opgao,

a “x?” escolhe as Gr-retas como pardbolas com derivada segunda constante e positiva,

junto com as retas verticais. J4 a opcao “—x?” é a familia de parabolas com derivada
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segunda também constante, mas negativa, junto com as retas verticais. A tltima opcao,
“1/27, é a familia de Gr-retas formadas pelas seguintes geradoras:

e Curva formada pela fungao f(x) = a/x para z > 0 e com a constante;
e Retas f(x) = bz para b € [0, 00);

e Reta x = 0.

o+ ++

Figura 4.6: Barra de ferramentas utilizada para alterar os valores das constantes multi-
plicativas da familia de curvas, gerando novas geometrias.

E importante notar que, na verdade, numa mesma opcao dentre z2?, —22 ou 1 /x temos
infinitas opgoes de familias de curvas, porque o programa permite variar o valor da segunda
derivada nos dois primeiros casos e o valor da constante a no terceiro caso. Cada mudanca
nesses valores gera uma outra geometria Gr. Os valores sao alterados a partir da barra
de ferramentas mostrada na figura 4.6. Nesta barra, os botoes ++4 e 4+ aumentam os
valores das constantes em 50% e 10% respectivamente. J& os botoes —— e — diminuem
as constantes pelos mesmos fatores dos casos anteriores. O botao “0” retorna o valor da
constante multiplicativa daquela familia de curvas para o valor inicial. A figura 4.7 mostra
um conjunto de objetos geométricos gerados a partir dos mesmos pontos em diferentes
geometrias.

4.4.1 Implementacao de Novas Gr-retas

O desenvolvimendo do visualizador foi projetado de forma a facilitar a adicao de novas G £-
retas. Cada tipo de Gr-reta é representada por uma classe que estende a classe abstrata
GFLine. Esta classe possui os métodos virtuais necessarios para a manipulacao correta
daquela Gr-reta pelo programa. Na figura 4.8 é mostrado um pequeno diagrama de classes
para as Gr-retas ja implementadas.

Considerando r um objeto de uma classe que estenda GFLine, e que, portanto, con-
tenha dois pontos pl e p2, podemos destacar os seguintes métodos herdados da classe
GFLine:

bool hasPoint(CPoint p) - este método deve retornar true se o ponto p pertence a r.
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GFViewer

Algoritmos

*_GFViewer

Algoritmos
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Figura 4.7: Objetos geométricos criados a partir do mesmo conjunto de pontos em dife-
rentes geometrias. No sentido hordrio: x, 2% —z? e 1/x.

virtual bool hasPointInSegment (CPoint p) - este método deve retornar true se o
segmento entre os pontos pl e p2 contém o ponto p.

double distance(CPoint g1, CPoint g2) - este método implementa a primitiva de
distancia definida sobre r, entre q1 e g2 na geometria. O apéndice B discute a
dificuldade em se calcular distancias na geometria Gr.

int orientation(CPoint p3) - este método resolve a primitiva de orientagao entre
trés pontos. O método devolve —1 se o trio de pontos (pl, p2, p3) tem orientagao
negativa, +1 se o pontos tém orientagao positiva e 0 se eles forem Gz-colineares.

bool intersectRaySegment(GFLine *1) - este método verifica se o Gz-raio que parte
de p1 para p2 intercepta o Gr-segmento formado pelos pontos usados na construgao
da Gr-reta 1.

Como vemos, através destes métodos abstratos, a classe GFLine requer que qualquer
Gr-reta criada implemente as primitivas basicas necessarias para o funcionamento dos
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GFLine
+m_selected: boolean
+m_pl: CPoint
+m_p2: CPoint

+hasPoint (p:CPoint): bool
+hasPointInSegment (p:CPoint): bool
+distance (pl:CPoint,p2:CPoint): double
+orientation(p3:CPoint): int
+intersectLineSegment (1:GFLine *): bool
+intersectRaySegment (1:GFLine *): bool
+createlLineSegmentDisplayList(): void
+drawLineSegment () : void
+createlLineDisplayList(): void
+drawLine () : void

+Imprime(): void

+plusPlus () : void

+plus(): void

+zero(): void

+minus () : void

+minusMinus () : void

T

Linear Quadratica NegQuadratica Inversa

Figura 4.8: Diagrama de classes para representacao de Gg-retas. As classes Linear,

Quadratica, NegQuadratica e Inversa sao as implementagoes das familias de curvas

z, 2% —1? e 1/x respectivamente.

algoritmos e do resto do programa. Ja as primitivas que independam do tipo de Gr-reta
implementada, como por exemplo a verificagao de intersecao entre Gr-reta e Gr-segmento,
que é feita através da verificacao de duas orientacoes, sao implementadas pela classe base.

4.5 Algoritmos

Além da criacao e manipulacao de objetos, foi também inserido no GFViewer um ambiente
para a execucao de algoritmos. Os algoritmos a serem executados devem ser selecionados
no menu principal do programa, como mostrado na figura 4.9. Uma vez selecionados os
algoritmos, o programa tenta executda-los a cada movimentacgao de objetos ou modificacao
no conjunto de objetos selecionados. Se ao tentar ser executado, os objetos selecionados
nao provem as entradas necessarias para o algoritmo, a execugao nao acontece.

Dois algoritmos foram implementados no GFViewer, o de localizacao de pontos em
um Gr-poligono simples, discutido na secao 3.1.1 e o de construgao de Gr-casco convexo
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incremental, descrito na secao 3.5.22.

“_GFviewer B

|Algoritmos |

[ttt P& [re] ) o[ e
Casco Convexo Incremental —_— e e —

“_GFviewer B

|Algoritmos |

Localizagao de Ponto % @] ﬂ @{ ‘-'x, ;: [:H:“EHT_HE; iE
[v Casco Convexo Incremental — > S

Figura 4.9: Um exemplo da execucao dos algoritmos. Na figura superior, o pequeno
circulo preto em volta do ponto indica que este é interno ao Gz-poligono selecionado (em

azul). Na segunda figura, o poligono preto é o casco Gz-convexo do conjunto de pontos
selecionado.

2Esses algoritmos foram implementados com a colaboracio de Fldvio Ivan da Silva.
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4.5.1 Implementacao de Novos Algoritmos

A estrutura utilizada no desenvolvimento do programa visou também tornar o mais sim-
ples possivel a inclusao, futuramente, de novos algoritmos. Assim, foi desenvolvida uma
classe Algorithms que faz o gerenciamento de todos algoritmos e a interface dos mesmos
com o resto da aplicacao. Esta classe é responsavel pela criacao e pelo gerenciamento dos
objetos que representam cada algoritmo existente no programa. Cada algoritmo deve ser
implementado como uma classe que estende a classe abstrata Algorithm, mostrada na
figura 4.10. Essa classe obriga que uma classe que represente um algoritmo, e portanto a
estenda, implemente duas funcoes:

Algorithm

+execute ()
+buildDisplayList ()

1

IncrementalConvexHuIIl Pointinclusion
| |

Figura 4.10: Diagrama de classes para a implementacgao de algoritmos. Cada nova classe,
com um novo algoritmo deve estender a classe Algorithm.

long execute(GFState *s) - este ¢ o método responsavel por executar o algoritmo.
Antes dele ser executado, as entradas do mesmo ja devem estar disponiveis para o
objeto instanciado da classe que estende Algorithm. Uma vez executado o algo-
ritmo, o resultado do mesmo também fica armazenado no mesmo objeto, aguardando
que o método buildDisplayList() seja executado para criar uma saida para o usudrio.

void buildDisplayList () - este método cria uma resposta do algoritmo para o usuédrio.
A display list aqui criada é chamada na fungao de renderizagao da aplicacao. Assim,
de acordo com o resultado obtido pela funcao execute, esta funcao cria uma nova
saida. Por exemplo, ela pode criar o desenho do casco Gr-convexo dos pontos, ou
um circulo em volta de um ponto indicando que este é interno a um Gz-poligono.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho foi feito um estudo da geometria G sobre diferentes aspectos. Primeira-
mente, fizemos a caracterizagao de algumas familias de curvas que satisfazem as condigoes
bésicas para se formar uma geometria Gz, como as familias de curvas F formadas a partir
de um conjunto gerador e as familias geradas a partir de distor¢oes do plano euclidiano.

Estudamos também predicados e primitivas recorrentes em problemas sobre essa ge-
ometria. Neste estudo, pudemos observar que predicados como o de orientacao de trés
pontos, intersegao entre Gr-reta e Gr-segmento e intersecao entre dois Gr-segmentos sao
muito tuteis para adaptagao de diversos algoritmos da geometria euclidiana para a geome-
tria Gr. Outros predicados precisam de uma adaptagao para que possam ser resolvidos
na Gr, como os predicados de precedéncia, que necessitam de um referencial. Porém,
alguns predicados e primitivas nao puderam ser utilizados do mesmo modo que na geo-
metria euclidiana, como a distancia entre duas retas paralelas. Outro predicado que nao
¢ diretamente adaptavel a partir da geometria euclidiana é o de pertinéncia de um ponto
em um Gr-circulo formado por outros trés pontos.

O estudo dos predicados e primitivas facilitou a andlise de diversos problemas geo-
métricos na Gr. Na maioria dos problemas analisados, foi possivel propor algoritmos de
complexidade equivalente a dos ja conhecidos para o caso euclidiano. A tabela 5.1 mostra
os resultados obtidos para os problemas estudados.

Ademais, foi desenvolvido o visualizador GFViwer que facilitou o entendimento e a
nossa percepcao de conceitos como o de Gr-convexidade e regices de interesse. O visua-
lizador também permitiu observarmos na pratica a resolucao das primitivas e predicados
analisados na secao 2.4 e a execucao de algoritmos na geometria Gr.
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Problema Secao | Geometria | Geometria Gr Quota
Euclidiana inferior

Localizagdo de ponto em | 3.1.1 | O(n) O(n) Q(n)

poligono simples

Localizacao de ponto em | 3.1.2 | O(logn) O(logn) Q(logn)

poligono convexo

Localizagdo de ponto em | 3.1.3 | O(logn) O(logn) Q(logn)

poligono estrelado

Intersegao de poligonos | 3.2 | O(m+n) O(m + n) Q(n+m)

CONVEXOS

Teste de simplicidade 3.3 | O(nlogn) O(nlogn) Q(nlogn)

Separabilidade de conjun- | 3.4.1 | O(m +n) O((m-+n)log(m+n)) | Q(m+n)
tos

Separabilidade de poligo- | 3.4.2 | O(m + n) O(m+n) Q(m+n)
nos

Casco convexo (incremen- | 3.5 | O(n?) O(n?) Q(nlogn)
tal)

Casco convexo de poligono | 3.6 | O(n) O(n) Q(n)
simples

Ncleo de poligono 3.7 | O(n) O(n) Q(n)

Tabela 5.1: Complexidade dos algoritmos para os problemas estudados nesta dissertacao.
As quotas inferiores apresentadas sao relativas aos problemas na geometria euclidiana.

5.1 Trabalhos Futuros

Esta dissertacao abordou um pequeno conjunto de problemas na geometria G e, na mai-
oria deles, foram propostos algoritmos de mesma complexidade assintética que os algorit-
mos conhecidos no caso euclidiano. No caso do problema da separabilidade de conjuntos,
visto na se¢ao 3.4.1, a nado transferéncia direta dos passos exigidos pelo algoritmo O(n)
de Megiddo [Meg83| para resolucao de problemas de programagao linear fez com que a
eficiencia do caso euclidiano nao fosse atingida. Assim, um trabalho em aberto é o estudo
do problema de programagcao nao-linear, restrito a uma geometria de curvas, como a Gr.

Além disso, muitos outros problemas sao interessantes sobre a geometria G, devendo
ser estudados. Entre eles, podemos destacar os que envolvem a nocao de distancia, como
o problema do diametro de um conjunto de pontos, maior circulo vazio ou menor circulo
envolvente. Outra questao relevante que pode ser estudada na geometria Gr é a idéia
de dualidade entre ponto e reta utilizada para resolver diversos problemas na geometria
euclidiana, como os problemas: colinearidade de pontos, ordenacao circular de pontos,
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triangulo de menor area ou vizinho mais préximo para retas.

Através do estudo desses problemas pode-se estender a lista de predicados geométricos
e a forma de resolvé-los sobre a Gr.

Por fim, o visualizador GFViewer pode ter suas funcionalidades ampliadas com a adi¢ao
novos algoritmos, novas familias de curvas ou ainda ter sua interface melhorada com o
acréscimo de novos objetos geométricos, como Ggr-raios. A possibilidade de se colocar
rotulos para identificacao de objetos, ou ainda um ambiente para execucao passo a passo
dos algoritmos sao também funcionalidades interessantes para o uso do visualizador no
ensino de geometria computacional.



Apeéendice A
Sobre as Analises de Complexidade

Como definido no capitulo 2, tratamos nessa dissertacao de uma geometria, denotada
Gr, baseada em uma familia de curvas F escolhida de forma que satisfaca as seguintes
propriedades:

1. Toda curva C' € F é uma curva de Jordan que passa pelo pélo norte da esfera de
Riemann.

2. Dados dois pontos quaisquer no plano, existe apenas uma curva em JF que passa
por eles.

3. Existe um limitante superior para o nimero de partes diferencidveis das curvas de

F.

Podemos observar que essas trés propriedades nada dizem sobre a complexidade das
funcoes que descrevem as curvas de F. Dependendo dessa complexidade, podemos ter di-
ficuldades em solucionar primitivas resolvidas trivialmente na geometria euclidiana, como
o célculo da intersecao entre retas e o calculo da distancia entre pontos.

Assim, a andlise de complexidade de algoritmos que usem o calculo da interse¢ao entre
retas ou o calculo da distancia entre pontos sera afetada pela dificuldade da resolucao
dessas primitivas.

Além das fungoes que descrevem a familia de curvas F, um outro fator que influi na
andlise de complexidade de algoritmos para a geometria G é o nimero de partes dife-
renciaveis da familia de curvas escolhida, como as familias de curvas construidas conforme
indicado na secao 2.2.

A seguir, serd feita uma breve andlise de como cada um dos trés pontos citados influ-
encia a andlise de complexidade dos algoritmos na geometria Gr.
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A.1 Intersecao entre Gr-retas

Decorre trivialmente do item 2 que duas Gr-retas distintas podem ter no maximo um
ponto de intersecao. Nao havendo intersecao, dizemos que as retas sao paralelas. A
dificuldade em se determinar o ponto de intersecao, ou saber que ele nao existe, depende
da familia de curvas F escolhida. Se as funcoes que representam suas partes diferenciaveis
sao descritas por polinomios de até quarto grau, podemos determinar a intersecao através
da resolugao de uma equacgao. Porém, para casos de fungoes nao polinomiais, ou ainda
polinomios de grau maior que quatro, onde é impossivel determinar a solucao algébrica
por um numero finito de adigoes, subtracoes, multiplicacoes, divisoes ou radiciagoes, pode
ser necessario o uso de um método numérico para determinar o ponto de intersecao.

Assim, sempre que um passo de um algoritmo na Gr necessitar encontrar a intersecao
entre duas Gr-retas, na sua analise de complexidade devemos levar em conta uma cons-
tante dependente de um eventual método numérico utilizado para o calculo da intersecao,
além de termos a exatidao da resposta dependente desse método.

A.2 Distancia entre Pontos

A distancia entre dois pontos é uma noc¢ao essencial para o desenvolvimento de algoritmos
para problemas geométricos de proximidade.

Dados dois pontos p e q, seja pg o Gr-segmento que liga p a ¢ e que nao passa pelo
ponto do infinito. A distancia entre p e ¢ é definida como o comprimento de pgq.

Como cada segmento diferencidvel de curvas de F pode ser representado como uma
curva parametrizada, achar a distacia entre dois pontos envolve um calculo de uma ou
mais integrais de linha sobre os segmentos em questao. Tal calculo, dependendo da
complexidade das curvas de F, pode necessitar um método numérico para a solucao
da integral. O uso de um método numérico faz com que a complexidade do calculo
de distancia dependa da precisao desejada na solucao. Isso acrescenta um novo fator
constante a andlise de complexidade de algoritmos que exijam o cédlculo de distancia, e
faz com que a exatidao da resposta dependa do método.

A.3 Numero de Partes Diferenciaveis de Curvas de

f’

O numero de pontos nao diferenciaveis das curvas de uma familia F tem influéncia direta
no tempo necessario para achar tanto a intersecao entre duas G -retas como também para
calcular distancias entre pontos.
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No primeiro caso, dadas duas Gr-retas /1 e £, com multiplas partes diferenciaveis, a
intersecao entre elas pode ocorrer entre qualquer uma das partes de ¢; e qualquer uma
das partes de f5. Se conhecermos apenas as funcoes parametrizadas que representam cada
parte diferenciavel das Gr-retas, saber se duas partes se interceptam implica na resolucao
de um sistema de equagoes. Portanto, saber se alguma das partes de ¢, intercepta £5 toma
um tempo que depende do ntimero de partes diferencidveis de ¢;. Assim, a complexidade
de um método para o céalculo de intersecoes entre curvas de F depende do nuimero de
partes diferenciaveis das mesmas.

Ja no calculo de distancia entre dois pontos é facil perceber que, caso a Gz-reta que
passa por eles possua mais de uma parte diferenciavel no Gz-segmento que os liga, serd
necessario calcular a integral de linha de cada parte separadamente. Assim, o tempo
para o calculo da distancia entre dois pontos depende diretamente do niimero de partes
diferenciaveis no Gr-segmento que os liga, e da dificuldade do célculo da integral de linha
de cada uma dessas partes.



Apeéendice B
Distancia entre Pontos

O calculo de distancia sobre a geometria G depende do tipo de curvas que formam aquela
geometria. Para isso, precisamos calcular a integral de linha sobre a curva que passa pelos
dois pontos, entre os quais queremos saber a distancia.

A fim de ilustrar a dificuldade em se implementar essa primitiva, este apéndice mostra
o cédlculo para o acharmos a distancia entre pontos na familia de curvas “z?” e “—2?”,
que sdo as curvas descritas pelas funcgoes f(x) = ax?® + bz + ¢ para um valor fixo de
a # 0, juntamente com as retas verticais. A distancia é dada pelo comprimento do Gz-
segmento de reta L(to,t;) que os une. Obviamente, caso os pontos estejam sobre uma
mesma vertical, a distancia calculada é a diferenca das ordenadas.

Podemos parametrizar a funcao que define as retas nao verticais da geometria, com:

t) =

(
y(t) = at2+bt+c
f@) = (), y(t))

O comprimento de arco L(tg,t;) sobre uma curva parametrizada f : I — R? regular,

X

a partir de uma origem ty € I é dado por:

L(to, t1) :/1|f’(t)|dt,t1 el

to

onde |f'(t)| = /(2'(t))2 + (y/(t))%. A norma da derivada de f(t) ¢ dada por:

(t)] = /12 + (2at + b)? = V4a2t2 + dabt + b* + 1

Eo comprimento do arco é:

t1
L(to, t1) = / V4a2t? + dabt + b2 + 1dt
to
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Substituindo A = 2a, B = 4ab e C = b? + 1 na expressao acima chegamos a:

t1
L(to, t1) = / VA22 + Bt + Cdt
to

Completando os quadrados:

A%? + Bt + C = A? (t2+ (i;)) +C
B\’ B?
=4 (“@) (C‘m)

T d =t+ —
omando u +2A2

BQ
A%t + Bt = A%u? + -
L Bt4+C (c / AQ)
Mas:
B2 16a2b> _

_ 2 _
C‘E_(b +1) 16a2

Assim, a equagao B.1 se reduz a:

L(to, t1) /\/A2t2+Bt+Cdt /\/A2u2 1du

|A|/ \/u2+ﬁdu

B B
2A2 =t + Az Fazendo k = ﬁ

uy
L(to,tl) = |A|/ V u2 —|— k;du
U

onde ug = tg + —=

Resolvendo a integral:

89

(B.1)

ul k ul
L(to,t1) = \A|/ Vu? + kdu = |A] [(E\/u2 +k+ —ln’u—l— Vu? —i—k’)]
uo

— 1Al (( \/m+ In

k
u1+\/u1+k:‘> ( 0+k+2ln

e
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Esta foi a féormula utilizada no programa GFViewer para o cdlculo de distancia das

@29 «“ 29 T}

curvas “x*” e “—z*”. A familia “x” é a propria geometria euclidiana, onde a distancia
entre dois pontos é dada por:

d(p1,p2) = V(pr.x — pa.0)2 + (pr.y — p2.y)?

Ja a familia “1/2” é formada por algumas retas euclidianas, cujas distancias sao cal-
culadas como acima, e curvas que tém equacao:

fla)= —+e

Onde a é constante para todas as curvas. Parametrizando a funcao:

x(t) = t
y(t) = H+c
() = (z(t),y@))

Entao, a norma da derivada da funcao é dada por:

R e R

Portanto, o comprimento procurado é:

t1 t1 a2
Liot) = [ 1f@laner= [ ie S
to to (t - b)

Como esta tltima integral nao possui anti-derivada simples, foi implementada uma
aproximagcao por segmentos de retas para a distancia entre dois pontos nesta familia.




Apéndice C

Tabela de Simbolos

a,b,c nimeros reais

[ aresta

€ G r-aresta

1,7 indices

[ reta

¢ Gr-reta

k auxiliar para indices, cardinalidade de conjuntos
ou constante

m,n cardinalidade de conjunto

D ponto

p.x abcissa do ponto p

Dy ordenada do ponto p

P.7Z altura do ponto p

q auxiliar para ponto

pq segmento de reta euclidiana entre p e ¢

Dq Gr-segmento de reta entre p e ¢

T semi-reta

T g r-semi-reta

s segmento de reta

s Gr-segmento de reta

v vértice

u, W auxiliares para vértice

U vetor

x coordenada no eixo das abcissas

Y coordenada no eixo das ordenadas

a, B angulos
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=

dB(p, p)
d<p1; pz)
Bx(p,p)
OBx(p, p)
dr(p1,p2)

A(p17p27p3>
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raio de uma circunferéncia

curva

meio plano fechado a esquerda de v
nicleo do poligono P

conjunto de retas

conjunto de pontos

conjunto de curvas

conjunto dos reais

plano

espaco

pilha (estrutura de dados)

fila (estrutura de dados)

fila de prioridade (estrutura de dados)
dicionario (estrutura de dados)

familia de curvas

geometria

G r-semi-plano

poligonos

Gr-poligonos

esfera de Riemman

bola euclidiana com centro em p e raio p > 0
fronteira de B(p, p)

distancia euclidiana entre p; e po

bola da Gz com centro em p e raio p > 0
fronteira de Bx(p, p)

distancia entre p; e p na geometria G, dada pelo
comprimento de arco do Gr-segmento p;ps
orientacao do trio de pontos (p1, p2,ps)
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