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“Be not too tame neither, but let your

own discretion be your tutor: suit the action to
the word, the word to the action; with this
special observance, that you o’erstep not the
modesty of nature: for anything so overdone is
from the purpose of playing, whose end, both
at the first and now, was and 1s, to hold, as
‘twere, the mirror up to nature; to show virtue
her own feature, scorn her own image, and the
very age and body of the time his form and

pressure.”

“Thou, nature, art my goddess; to thy laws

My services are bound.”

William Shakespeare
“Hamlet, Prince of Denmark”

William Shakespeare
“King Lear”



Resumo

Esta dissertagdo descreve o projeto e a implementacao de um sistema de animagao para
corpos eldsticos. O movimento dos corpos ¢é simulado através da integracdo numérica de
um sistema de equacgdes diferenciais, que obedece as leis da mecanica newtoniana. Nés
empregamos a equagao de Lagrange para formular essas equacoes em termos de fun¢des
escalares de energia, sobre coordenadas generalizadas.

Cada corpo é modelado como uma regido tridimensional de um meio material continuo.
A deformacao de um fragmento do material da origem a forcas internas de elasticidade,
que resistern a deformacao. Calculamos estas forcas através de uma fungio que mede a
energia eldstica acumulada no corpo, especialmente projetada para impedir compressdes a
volume zero. O atrito entre particulas vizinhas no interior do corpo, quando elas estao em
movimento relativo, d& origem a forcas internas de viscosidade. Estas forgas sao calculadas
através de uma fungdo que mede a poténcia dissipada pelas mesmas.

Os corpos elasticos sdo aproximados por malhas irregulares de fragmentos tetraédricos
colados entre si. Cada tetraedro possui massa constante e propriedades materiais unifor-
mes, com deformacoes restritas a transformagoes afins de sua forma de repouso. Assim, as
coordenadas cartesianas dos vértices dos tetraedros determinam completamente a forma
e posicao de cada corpo.

Restrigoes genéricas, escritas como equagOes algébricas sobre as coordenadas dos vértices
e o tempo, podem ser impostas ao movimento dos objetos. O sistema calcula automatica-
mente as forcas de reagdo necessarias para manter essas restrigoes satisfeitas ao longo do
tempo.

Pode-se também impor certas condi¢ées sobre as coordenadas (como impenetrabili-
dade) que, em contraste com as restri¢oes, nao geram forcas quando satisfeitas. Quando
a evolucdo dindmica do sistema alcanga um estado onde uma das condigdes estd para
ser violada, a integracdo € temporariamente suspensa, até que as equagdes de movimento
sejam ajustadas. Feito isto, a integracdo recomega, com todas as condigles satisfeitas.

Descrevemos técnicas gerais para detetar a ocorréncia de tais eventos, com énfase na
detecao eficiente de colisbes. Quando uma colisdo ocorre, uma mola tempordria é fixada
aos pontos de contato, aplicando uma forca de separacao que se opde a interpenetracgio.
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Abstract

This dissertation describes the design and implementation of an animation system for
elastic bodies. The bodies’ motion is simulated through the numerical integration of a
differential equation system, according to the laws of Newtonian mechanics. We employ
the Lagrange’s equation to formulate these equations in terms of scalar energy functions,
over generalized coordinates.

Each body is modelled as a tridimensional region of a continuous material medium.
The deformation of a fragment of the material gives rise to internal elasticity forces, which
resist the deformation. We compute these forces from a function that measures the elastic
energy stored in the body, specially devised to prevent compressions to volume zero. The
friction between neighbouring particles in the body’s interior, when they are in relative
motion, gives rise to internal viscosity forces. These forces are computed from a function
that measures the power dissipated by them.

Elastic bodies are approximated by irregular lattices of tetrahedral fragments glued
among themselves. Each tetrahedron possesses constant mass and uniform material pro-
perties, with deformations restricted to affine transformations of its rest shape. So, the
Cartesian coordinates of its vertices completely determine the shape and position of each
body.

Generic constraints, written as algebraic equations over the vertex coordinates and
time, can be imposed to the motion of the objects. The system automatically computes
the reaction forces needed to maintain these constraints satisfied over time.

It’s also possible to impose certain conditions over the coordinates (like impenetra-
bility), which, unlike the constraints, don’t generate forces when satisfied. When the
dynamic system’s evolution reaches a state where one of the conditions is to became vio-
lated, the integration is temporarilly suspended, until the equations of motion are fixed.
This done, integration is resumed, with all the conditions satisfied.

We describe general techniques to detect the occurence of such events, with emphasis
on the efficient detection of collisions. When a collision happens, a spring is attached to
the contact points, applying a separation force that opposes interpenetration.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Animacgao por computador

A animagao por computador visa automatizar parcial ou totalmente as atividades en-
volvidas na producao de animagobes graficas, para fins educacionais, de entretenimento,
cientificos, de engenharia, etc. Um problema central nesta area € o controle do movimento
dos objetos e personagens.

1.1.1 Animacao cinematica

Uma técnica primitiva de animagao por computador é a animagdo procedural, que consiste
na criagao e uso de procedimentos que especificam a evolug¢do no tempo dos objetos e suas
caracteristicas. Tais procedimentos geram o movimento a partir de férmulas ou algoritmos
arbitrarios escolhidos pelo animador.

Outra técnica, atualmente usada em praticamente todos os sistemas comerciais de
animagao, é a interpola¢do de quadros-chave, na qual o animador especifica a posicao dos
objetos em alguns quadros da animacdo, e o sistema gera os quadros intermediarios a
partir daqueles por meio de uma regra de interpolagdo.

Estas duas técnicas de animagdo cinemdtica oferecem grande flexibilidade no controle
do movimento, porém requerem do animador muita habilidade e experiéncia para produzir
movimentos realistas de objetos ou personagens mais complexos.

1.1.2 Animacgao dinamica

Em resposta a esse problema, a técnica de antmagdo dindmica, baseada em leis fisicas,
surgiu como uma alternativa para a produgao de animagdes complexas com alto grau de
realismo. Nesta abordagem, o movimento dos objetos é determinado pela simulacao das
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leis da dindmica — que é a secao da mecanica newtoniana que descreve o movimento de
um sistema de particulas a partir das forcas aplicadas as mesmas.

Na animagdo dinamica, os objetos da cena possuem certas propriedades fisicas tais
como massa, elasticidade e coeficientes de atrito, e o seu movimento é determinado pelas
forgas que agem sobre os mesmos. Algumas dessas forgas surgem da propria natureza dos
objetos, como por exemplo as forcas internas de elasticidade e viscosidade. Outras sao
forgas externas, como a gravidade, forcas aplicadas por motores, musculos, etc. Além disso,
quando hd contato ou colisdo entre dois objetos, surgem forcas de reagdo que impedem
que eles se interpenetrem:.

Para propositos de animagao, é importante que o movimento simulado dos objetos
possa ser controlado, de modo a atingir os efeitos desejados pelo animador. Em um sis-
tema dinamico, tal controle pode ser obtido de maneira fisicamente consistente através
de forgas, que podem ser calculadas diretamente ou por meio de restrigdes formais im-
postas ao movimento dos objetos. Em particular, é possivel controlar cinematicamente o
movimento. Por exemplo, suponha que o animador especifica completamente a trajetéria
desejada para um objeto em um certo intervalo de tempo: em geral é possivel calcular, sob
certas condigoes, forgas externas que atuam sobre esse objeto ao longo daquele intervalo,
obrigando-o a seguir a trajetoria especificada.

Muitos resultados computacionais estimulantes foram obtidos na drea de animacgao
dinadmica. Apesar disso, os sistemas desse tipo sdo ainda utilizados em carater experi-
mental, ou para efeitos especificos em certas cenas. Esta situacido deve-se em parte ao
alto custo da animagao dinamica, tanto do ponto de vista do seu projeto e implementacao
quanto do custo computacional envolvido em seu uso. Na pratica, tais sistemas nao podem
ser usados interativamente, pelo menos para modelos razoavelmente complexos.

1.2 Descricao do trabalho

Nesta dissertacao descrevemos o projeto e a implementacao de um sistema de animacgao
dinamica, especializado para objetos deformaveis eldsticos e visco-elasticos. O trabalho
enfatiza a modelagem fisica dos materiais elasticos, e a detecdo eficiente de colisdes entre
objetos complexos e deform4veis.

1.2.1 Determinacao do movimento

Na mecanica newtoniana, os objetos materiais sdo constituidos de particulas de tamanho
desprezivel e massa finita, e seu movimento é completamente especificado através da des-
cri¢do do movimento dessas particulas. Neste trabalho, vamos supor que a posigio, a ve-
locidade e a aceleragao de cada particula, bem como as forcas atuando sobre as particulas,
podem ser descritas por coordenadas cartesianas em um sistema inercial de referéncia.
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E invidvel modelar o movimento de cada particula num objeto macroscépico, mas
felizmente, em objetos sdélidos as posi¢oes de todas as particulas podem ser determinadas
com precisao suficiente a partir de um conjunto pequeno de parametros — as coordenadas
generalizadas do sistema. Por exemplo, a posi¢do e a orientagido de um corpo rigido ideal
podem ser determinadas por apenas seis parametros.

Dado tal conjunto de coordenadas, pode-se montar um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias de segunda ordem, que descreve a evolugao das coordenadas ao longo do tempo.
Em cada instante, os valores das coordenadas e das velocidades generalizadas (derivadas
primeiras das coordenadas), juntamente com os valores das forgas externas que agem
sobre as particulas, permitem calcular as aceleragdes generalizadas (derivadas segundas
das coordenadas) nesse instante. Conhecidas as aceleragdes em uma seqliéncia discreta de
instantes, pode-se calcular as posi¢oes dos objetos nesses instantes através de um método
numeérico para integragdo de equagoes diferenciais.

A formulacdo de Lagrange da mecanica de Newton fornece uma receita conveniente
para produzir as equagoes diferenciais de movimento, desde que a energia cinética dos
objetos possa ser escrita como uma funcao das coordenadas e velocidades generalizadas, e
que todas as forcas presentes no sistema possam ser escritas como fun¢oes das coordenadas
e velocidades generalizadas e do tempo. A partir destas fungdes, a equacao de Lagrange
permite-nos escrever as equagoes de movimento.

Forcas que dependem apenas das posi¢oes correntes das particulas podem, em geral,
ser calculadas através de uma funcao de energia potencial, escrita em termos das coor-
denadas generalizadas apenas. Algumas forcas dissipativas (que dependem das posigdes
e velocidades correntes das particulas) podem ser calculadas através de uma funcio que
dd a cada instante a taxa de dissipagdo da energia cinética (ou a poténcia dissipada) do
sistema, escrita em termos das coordenadas e velocidades generalizadas. Qutras forcas
(tais como gravidade, forgas de contato, etc.) podem geralmente ser escritas como fungdes
arbitrarias das coordenadas e velocidades generalizadas e do tempo.

1.2.2 Restricoes de movimento

Em um sistema dindmico, os objetos muitas vezes tém seu movimento restrito, ou seja,
nem todas as posi¢Oes ou velocidades que as particulas poderiam eventualmente atingir sdo
permitidas. Por exemplo, uma particula de um corpo pode ser fixada a uma dada posigao
no espago, ou ser restrita a se mover sobre uma determinada superficie; dois corpos po-
dem ser conectados por uma articulagio, etc. Cada um destes exemplos pode ser expresso
matematicamente através de uma ou mais equagdes algébricas sobre as coordenadas car-
tesianas das particulas, e portanto como uma ou mais equagOes sobre as coordenadas
generalizadas do sistema. Por exemplo, se uma particula tem coordenadas cartesianas z,
y e z, podemos expressar a restri¢io de que ela esta presa a uma esfera de raio r centrada
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na origem através da equagio da esfera z° + y? + 2% = r2.

Essa formulagao pode ser facilmente generalizada para permitir equagdes que envolvem
explicitamente o tempo. Tais restricdes permitem incorporar o controle cinematico do
movimento na animacgao dinamica, através de equagdes que especificam as trajetérias das
particulas como fungoes do tempo.

A equacgdo de Lagrange usualmente pressupde que as coordenadas generalizadas sao in-
dependentes. Entretanto, na presenga de restrigdes de movimento expressas explicitamente
através de equacoes adicionais, as coordenadas generalizadas nao sdo mais independentes.
Em alguns casos, é possivel encontrar uma descri¢do das posigdes das particulas do sistema
em termos de um conjunto menor de coordenadas generalizadas independentes, na qual as
restricdes sdo automaticamente satisfeitas. Entretanto, para muitos sistemas de interesse
pratico pode ser dificil ou mesmo impossivel encontrar esse conjunto minimo de coorde-
nadas. Portanto, um sistema pratico de animacdo dinamica deve ser capaz de trabalhar
com coordenadas generalizadas nao independentes. Para tanto, ele precisa utilizar forgas
especialmente calculadas para impedir (ou minimizar) a violagdo das restrigdes, ao longo
de toda a evolucao do sistema. O sistema de animagao descrito neste trabalho é capaz
de calcular tais forcas, para uma ampla classe de restrigées de movimento expressas por
equagoes sobre as coordenadas generalizadas e o tempo.

Uma abordagem para calcular essas forgas consiste em introduzir uma “mola virtual”
para cada equagao de restrigdo, que penaliza a sua violagao em qualquer instante. Outra
consiste em calcular forgas que produzem as aceleragdes generalizadas exatamente ne-
cessarias para impedir que restrigoes satisfeitas sejam violadas. Esta, que emprega um
método de multiplicadores de Lagrange, é mais precisa e eficiente que aquela, embora seja
mais dificil de implementar. Em nosso sistema de animagao, implementamos a segunda
abordagem.

1.2.3 Fisica de corpos elasticos

Nos corpos sélidos, em geral as particulas mantém suas relagbes de vizinhanca ao longo
do tempo. Isto nos permite idealizar um corpo sélido, constituido de um numero finito de
particulas, como uma regido de um meio material continuo. A cada ponto (ou particula)
do interior dessa regido, nds associamos grandezas fisicas tais como densidade de massa e
coeficientes de elasticidade e viscosidade.

Um corpo elastico é caracterizado pela propriedade de que cada fragmento infinitesimal
do material que o constitui (e em muitos casos o corpo inteiro) possui uma forma natural
de repouso que se manifesta quando n3o ha forcas externas agindo sobre o fragmento.
Quando o fragmento ndo esta na forma de repouso, surgem forgas internas de elasticidade
que tentam reconduzi-lo a essa forma. N&o consideramos neste trabalho materiais que
ndo retornam a forma de repouso quando as forcas externas sido removidas, tais como os
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corpos plasticos ou os que podem sofrer fraturas.

Num corpo viscoelastico, além das forcas internas de elasticidade, o material possui
uma viscosidade interna. Enquanto se deforma tal corpo, o movimento relativo entre as
suas particulas da origem a forgas de atrito, que resistem a esse movimento. Na auséncia
de forgas externas, essas forcas dissipativas internas amortecem as vibracdes do corpo,
transformando parte da energia cinética das particulas em calor.

Dentre os varios tipos de materiais elasticos, restringimo-nos aos que sao isotrépicos.
Informalmente, um pedago de material elastico é isotrépico se as forcas elasticas, que
surgem em resposta a sua deformagédo, ndo dependem da orientagdo do material em relacio
a diregdo da deformagao.

Para corpos elasticos isotropicos sujeitos a pequenas deformagoes, a lei de Hooke nos
diz que podemos modelar com boa precisdo as propriedades eldsticas do material através
de dois coeficientes para cada particula. Nesse caso, a densidade de energia potencial
de deformacdo em um ponto do material pode ser escrita como a soma de um termo
volumétrico e um termo de -forma, cada um multiplicado pelo respectivo coeficiente de
elasticidade. No modelo de Hooke, tais termos sdo fun¢oes quadraticas nas variagoes de
volume e forma, respectivamente, em relacao ao volume e forma de repouso na vizinhanga
de cada ponto. Deste modo, para pequenas deformagdes as forgas elasticas dependem
linearmente das medidas de deformacao.

Para deformagdes grandes, entretanto, a lei de Hooke néo vale e a relagdo entre de-
formacao e forga elastica pode ser infinitamente complexa. No nosso sistema escolhemos
arbitrariamente um modelo nao linear para essas forcas, no qual a densidade de energia
potencial de deformagao é escrita como a soma de dois termos similares aos utilizados
no modelo de Hooke. Além disso, multiplicamos esses termos por coeficientes tais que a
densidade de energia coincide com o modelo de Hooke, quando as deformacdes sdo peque-
nas. Uma caracteristica importante do nosso modelo é que a densidade de energia em um
fragmento do material tende para infinito quando o volume do fragmento se aproxima de
zero. Isto impede que uma for¢a externa finita seja capaz de comprimir o fragmento a um
volume nulo ou negativo.

Consideragoes analogas valem para as forgas de viscosidade, que dependem da de-
formagio e do escoamento (mudanca da deformacdo ao longo do tempo) do material.
Para deformacdes pequenas e escoamento lento, as for¢as de viscosidade para a maio-
ria dos materiais sdo determinadas em termos de dois pardmetros: um relacionado com
variagao de volume, e outro com escoamento a volume constante. No nosso sistema, utili-
zamos um modelo no linear simples para estas forgas, que da resultados realistas quando
o escoamento € lento.
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1.2.4 Discretizagao dos corpos

Neste trabalho utilizamos uma representagdo dos objetos por elementos finitos. Cada
corpo ¢ particionado num nimero finito de regides (elementos) de forma tetraédrica.

Neste modelo, a posigdo de uma determinada particula de um tetraedro é sempre
uma combinacdo linear fixa das posicoes dos quatro vértices desse tetraedro. Assim, as
coordenadas cartesianas dos vértices de um tetraedro sdo suficientes para descrever as
coordenadas de todas as suas particulas. Como conseqliéncia, a velocidade e a aceleragao
de uma particula qualquer de um tetraedro é uma combinacao linear das velocidades e
aceleragbes, respectivamente, dos vértices do tetraedro. Os coeficientes da combinagao
linear associada a uma particula do tetraedro sio iguais as suas coordenadas baricéntricas
em relagio a esse tetraedro, as quals ndo variam no tempo e sdo utilizadas como “rétulos”
para identificar a particula.

Note que a regra de interpolagao acima implica que a deformacao do tetraedro deve
ser descrita por uma transformacdo afim dos seus quatro vértices, ou seja, a funcdo que
mapeia um tetraedro para outro depende linearmente das posigoes dos quatro vértices de
cada um dos dois tetraedros.

A densidade de massa e os coeficientes de elasticidade e viscosidade sdo constantes no
interior de cada tetraedro, em nosso modelo. Em consequéncia, a densidade de energia
potencial de deformagdo e a poténcia dissipada pela forcas internas de viscosidade sao
também constantes no interior de cada tetraedro.

Utilizamos as coordenadas cartesianas das particulas que estdo nos vértices dos te-
traedros como coordenadas generalizadas na equagao de Lagrange. Note que um vértice
pode ser partilhado por varios tetraedros. Assim, numa discretizag@o que tem n, vértices
distintos, teremos 3n, coordenadas generalizadas e 3n, velocidades generalizadas (que sao
as velocidades lineares dos vértices distintos).

1.2.5 Detecao e tratamento de colisoes

No decorrer da evolugdo dinamica do sistema podem ocorrer certos eventos que requerem
uma mudan¢a nas equagbes de movimento e/ou uma mudan¢a instantanea nos valores
das velocidades generalizadas. O principal tipo de evento que pode ocorrer sdo as colisoes
entre corpos. Outros podem ser, por exemplo, a quebra de contato entre dois corpos, e a
remocao ou adicdo de uma restri¢ao de movimento.

A detecgio de colisdes exige cuidados especiais, devido ao grande nimero de combinagoes
de elementos de superficie. Especificamente, se n é o nimero de elementos de superficie
(vértices, faces e arestas), hd O(n?) possiveis pares desses elementos que podem entrar em
colisdo. Assim, a fim de reduzir o nimero de pares a testar, utilizamos um algoritmo que
seleciona os pares que tém alguma chance de colisdo. Esse algoritmo se vale da coeréncia
temporal inerente a um sistema dindmico, que é devida ao movimento continuo e, na
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maior parte do tempo, suave que os corpos apresentam. O resultado pratico do uso desse
algoritmo € que a complexidade da detecdo de colisdes se torna quase linear em n, em vez
de quadratica.

Em nossa implementagdo, quando detetamos uma colisdo entre dois objetos, introdu-
zimos uma mola virtual entre os pontos em contato. A forga dessas molas tende a reduzir
a distancia entre aqueles pontos quando héa interpenetragdo. A mola é retirada t3o logo
0s corpos comecem a se afastar.

1.3 Trabalho prévio na area

A literatura técnica na area de simulagao dindmica para computagio grafica, especialmente
para corpos deformaveis, é relativamente pequena. Por outro lado, a maioria dos artigos
nao é de facil digestao, devido ao elevado nivel matematico que pressupdem.

Os trabalhos pioneiros nessa area [WB85, AG85] limitaram-se ao movimento de corpos
rigidos articulados, sem abordar os problemas de controle de movimento e de impedir
a interpenetracdo entre os corpos. Um dos primeiros sistemas completos de animacao
de corpos rigidos, capaz de lidar com articulagées, restri¢oes de movimento e colisdes, é
descrito por Cremer e Stewart [CS89]. Os trabalhos produzidos no Brasil a que tivemos
acesso foram os de Nedel [Ned93], Rodrigues e Magalhaes [Ra93], Musse e Laschuk [ML94],
e Horta e Wu [HW95].

1.3.1 Modelagem de corpos deformaveis

Corpos deforméaveis, em especial elasticos, foram abordados por Terzopoulos e outros [TPBF87,
TW88, TF88], Platt e Barr [PB88], Pentland e Williams [PW89], Witkin e Welch [WW90],
e Metaxas e Terzopoulos [MT92].

Uma primeira abordagem para a modelagem de corpos deformaveis consiste em sele-
cionar um certo nimero de pontos no interior de um corpo, concentrando em cada um a
massa do material em sua vizinhanca, e ligar pontos vizinhos por dispositivos como molas
e amortecedores, que modelam as for¢as internas de deformacao. Embora tal abordagem
seja capaz de produzir resultados razodveis a um custo computacional relativamente baixo,
ela ndo é satisfatoria como um modelo definitivo. Em particular, é dificil modelar as forcas
internas que surgem em resposta a um cisalhamento do material, e ainda mais dificil im-
pedir que um vértice situado no “interior” de um corpo seja deslocado (por exemplo, pela
acao de uma forga externa) até atravessar a “superficie” do mesmo.

Uma abordagem diferente consiste em calcular as forgas elasticas no interior de um
corpo deformado a partir de uma fungdo de energia potencial de deformagao, que mede a
quantidade desse tipo de energia que um corpo armazena quando o mesmo esta deformado.

-0 trabalho de Terzopoulos e outros [TPBF87] exemplifica esta abordagem. Inicialmente
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escolhe-se uma grade regular de particulas na forma de repouso do corpo. A deformagio na
vizinhanga de cada particula é calculada a partir das posi¢ées das particulas vizinhas, pelo
método de diferencas finitas. As forcas elasticas sdo obtidas calculando-se as derivadas de
uma fungio de energia elastica que é quadratica nas distancias entre os vértices vizinhos.

Outra maneira de implementar a abordagem de energias de deformagio é através do
meétodo dos elementos finitos, que pode ser visto como uma generalizagao das diferencas
finitas para grades irregulares de particulas. Este método foi empregado por Platt e
Barr [PB88], que — assim como nés fazemos nesta dissertagdo — modelaram corpos
elasticos isotrépicos utilizando elementos finitos sujeitos a transformagées afins. A ener-
gia potencial de deformagao é calculada a partir de um tensor métrico que descreve a
deformagdo de um fragmento do material em relagdo a sua forma de repouso. Eles cal-
culam também forcas de viscosidade interna que resistem a mudangas no tensor métrico.
Entretanto, no modelo de Platt e Barr as forcas elasticas sio lineares nos componentes
do tensor métrico, permitindo que um fragmento possa ser comprimido a volume zero ou
negativo por uma forca finita. Além disso, eles ndo separam a medida da deformacéo
de cada fragmento nas duas componentes de mudanga uniforme de volume e mudanga de
forma a volume constante, como nés fazemos, e portanto nao conseguem modelar a mesma
variedade de materiais.

Para modelar deformagoes com precisao aceitavel, a abordagem baseada em elemen-
tos finitos pode exigir um nimero muito grande de elementos, o que eleva bastante o
custo da simulagdo. Para evitar este problema, Pentland e Williams [PW89] e Witkin e
Welch [WW90] propuseram modelos alternativos de deformagdes com nimero reduzido de
graus de liberdade. No modelo de Witkin e Welch, por exemplo, a forma de um corpo
deve ser descrita por uma tinica transformagao polinomial de R® para R3, aplicada & sua
forma natural. As abordagens que restringem o numero de graus de liberdade dos corpos
tém a vantagem de serem mais faceis de resolver por métodos numéricos, mas dificultam
consideravelmente a modelagem e simulagao de formas geométricas arbitrarias.

1.3.2 Restrigée’s de movimento

O uso de restri¢ées para controle de movimento e montagem de estruturas de objetos
rigidos aparece em vérios artigos [IC87, WK88, BB88, PB88, WGW90].

Metaxas e Terzopoulos [MT92] descrevem restri¢des gerais sobre a posi¢io e forma de
corpos deformadveis, descrevendo em particular um método de estabilizagdo de vinculos
(que ndés também utilizamos) para dirigir o sistema a estados que satisfazem restrigdes
inicialmente ndo satisfeitas.

Em um artigo recente, Baraff [Bar96] descreve uma técnica para otimizar o calculo de
forgas de reacao associadas a restrigdes.
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1.3.3 Contatos entre corpos

Uma das primeiras abordagens dos problemas de detecao e tratamento de colisdes entre
corpos rigidos e/ou deformaveis foi a de Moore e Wilhelms [MW88]. Métodos recentes para
a detegao eficiente de colisbes entre corpos rigidos foram descritos por Lin e outros [LM94,
PML95]. Métodos para o tratamento de colisGes e contatos entre corpos, incluindo atrito,
foram desenvolvidos por Hahn [Hah88], Baraff [Bar89, Bar91l, BW92, Bar93, Bar9%4] e
Mirtich e Canny [MC94].

No tratamento de contatos entre corpos, Baraff segue uma abordagem exata, utilizando
uma combinagdo de equagles e inequagdes sobre as aceleragées dos objetos e as forcas de
contato para calcular as for¢as (em contatos de repouso, deslizamento, rolamento e colisdo)
exatamente necessarias para impedir qualquer interpenetragio.

A abordagem de Mirtich e Canny é menos precisa, modelando todos os tipos de contato
por séries de impulsos instantaneos, separados por periodos finitos de tempo, e aplicados
a um par de pontos de contato por vez. Segundo os autores, esses impulsos sdo capazes
de modelar corretamente as forcas de atrito estatico e dinamico, sem que o numero de
impulsos necessarios seja excessivamente elevado.

1.4 Organizagao da dissertacao

O capitulo 2 desenvolve as equagoes de movimento para um sistema dinamico geral, deri-
vadas a partir da equagdo de Lagrange.

O capitulo 3 descreve o tratamento de restri¢ées de movimento, e mostra como calcular
as forgas de reagao correspondentes pelo método dos multiplicadores de Lagrange.

No capitulo 4 descrevemos corpos elasticos como meios continuos, derivando férmulas
para a energia cinética, a energia potencial elastica e a poténcia dissipada em um corpo
elastico ou viscoeldstico. O significado fisico dos coeficientes de elasticidade e de viscosi-
dade, para pequenas deformacdes, é explicado neste capitulo.

No capitulo 5 descrevemos a modelagem por elementos finitos adotada para represen-
tar os corpos elasticos, com elementos tetraédricos sujeitos a deformacoes lineares, e as
férmulas para calculo dos tensores de deformacao e energia cinética dos objetos.

No capitulo 6, descrevemos os detalhes algoritmicos do célculo das aceleracdes, das
forcas internas e de reacio, e da integragdo numérica das equagdes de movimento.

O capitulo 7 trata da detegdo e tratamento de eventos discretos, em particular a detecao
eficiente de colisdes. Nele descrevemos uma abordagem original para a detecdo geral de
eventos discretos. Para impedir interpenetracdo, descrevemos o uso de molas nos pontos
de contato.

O capitulo 8 descreve sucintamente a estrutura geral do sistema de animacao imple-
mentado, a funcionalidade das bibliotecas e programas codificados, e o formato dos varios
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arquivos de modelo.

No capitulo 9 apresentamos varias animacoes, exibindo quadros selecionados de cada
uma e os respectivos graficos de energia, junto a dados estatisticos de tempo computacional
despendido, nimero de elementos finitos utilizados, etc.

O capitulo 10 apresenta nossas conclusdes e indica alguns possiveis tépicos de pesquisa
para a extensdo dos resultados.

1.5 Notagao

Todo ponto u do R", para n > 2, serd interpretado como um vetor coluna em férmulas
matriciais, exceto quando utilizarmos a notagao u™. Denotamos por [uy,us,. .., u,] o vetor
u, cujos elementos (ou componentes) escalares sdo uy,uz, ..., Uy.

Sejam u e v vetores. Vamos denotar o médulo de u por |u] e o produto escalar de u e
v por u-v. O produto u- u serd também indicado por u?. Se A é uma matriz quadrada
de componentes reais, indicaremos o elemento de A na linha 7 e na coluna j por A;j, e o
determinante de A por |A].

Seja f : D — R™ uma funcao tal que D CR™ em,n > 1. A imagem de f sera indicada
por f(D). A composigao de duas funcées g: A — Be f:(C — D tal que g(A) CC éa
funcao fog: A — D, tal que (fog)(z) = f(g(z)) para todo = € A.

No contexto da complexidade de algoritmos, a notacdo O(f(n)) se refere ao compor-
tamento da quantidade em estudo quando o tamanho n do problema tende a infinito.
No contexto de analise diferencial, porém, a notacao O{f(z)) descreve o comportamento

quando a variavel z tende a zero.



Capitulo 2

Fisica do movimento

“A mecdnica de um sistema € determinade quando sua energia potencial € dada
como fung¢do de sua configuragdo. Ora, se as forgas atuantes forem de tal tipo que
possam garantir a manutengdo de certas caracteristicas de ordem da configuragdo
do sistema, torna-se possivel descrever a configuragcdo com suficiente precisdo com

um numero relativamente pequeno de varidveis de configuracéo q-; a energia
potencial € considerada apenas na medida em que € dependente dessas varidveis.”
Albert Einstein

2.1 Sistemas dinamicos

Na mecéanica de Newton, um sistema dindmico consiste em um conjunto finito de particulas
materiais de diametro desprezivel e massa constante, com posicao e velocidade definidas
no espago R®. O movimento das particulas ao longo do tempo é determinado pelas forgas
internas, que as proprias particulas exercem umas sobre as outras, e pelas for¢as externas,
exercidas sobre as particulas por agentes que nao pertencem ao sistema.

2.1.1 Grandezas

Uma grandeza, em um dado sistema dinamico, é uma fun¢io que associa a cada instante
o valor de alguma propriedade numérica desse sistema. Usaremos letras italicas (z) para
grandezas escalares, e negrito (x) para grandezas vetoriais. Note que cada componente de
uma grandeza vetorial x = [z1,...,Zn], para m > 1, é uma grandeza escalar. Exemplos
de grandezas sdo a posigao e a velocidade de uma particula, a densidade de massa em cada
ponto de um meio material continuo, a forga de atrito entre dois corpos, a energia cinética
do sistema, etc.

11
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Denotaremos as derivadas primeira e segunda (em relagao ao tempo) de uma grandeza
escalar ¢ por Z e I, respectivamente. No caso de grandezas vetoriais x, a operagao de
derivagdo se aplica a cada uma de suas componentes. Por exemplo, se x € R® é a posicao
de uma particula, x € a sua velocidade e X a sua aceleragao.

2.1.2 Configuracao e estado do sistema

A configura¢do de um sistema dindmico em um dado instante é o conjunto das posigoes
de todas as suas particulas nesse instante. O estado do sistema em um dado instante, por
sua vez, é o conjunto das posi¢oes e das velocidades das particulas nesse mesmo instante.

Considere um sistema dinamico constituido de p particulas. Um grau de liberdade
desse sistema é uma maneira, unica e independente das demais, pela qual se pode alterar
a sua configuragdo. Para um sistema dinamico irrestrito, isto é, um no qual é possivel
alterar a posigdo de uma particula qualquer independentemente das demais, ha 3p graus
de liberdade.

Na pratica, seria caro demais descrever diretamente o movimento de cada particula,
pois o seu numero € excessivamente alto nos sistemas de interesse. Felizmente, em sis-
temas nos quais os objetos materiais sdo corpos sélidos, a grande maioria dos graus de
liberdade tem pouquissima ou nenhuma influéncia nos movimentos observados dos cor-
pos. Por exemplo, um corpo altamente rigido — como uma barra de ago — movimenta-se
sem mudar perceptivelmente sua forma e tamanho. Na verdade, as particulas da barra
possuem sempre um pequeno movimento relativo, mas que é imperceptivel sem uma ob-
servagao muito cuidadosa. Portanto, podemos idealizar a barra de ago como um corpo
absolutamente rigido, isto é, um corpo no qual a distancia entre qualquer par de particulas
é fixa. Em outras palavras, em tais corpos os movimentos relativos entre as particulas sdo
negligiveis.

Desse modo, em muitas situagdes praticas podemos considerar apenas um nimero re-
duzido de graus de liberdade significativos, que sdo suficientes para descrever com precisao
aceitdvel a configuragdo do sistema em qualquer instante. No caso da barra de aco, todas
as configuragdes macroscopicas possiveis podem ser atingidas por meio de seis movimentos
independentes no sistema inercial de coordenadas: uma rotagdo em torno de cada um dos
trés eixos, seguida de uma translagio ao longo de cada um dos mesmos.

Assim, dado um sistema dindmico com um ndmero reduzido de graus de liberdade
significativos, vamos trabalhar sempre com uma aproximacao da sua configuracio e do
seu estado em qualquer instante. Contudo, para facilitar a linguagem, diremos a partir
daqui que essas aproximagoes sdo a propria configuragio e o proprio estado do sistema.
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2.1.3 Coordenadas generalizadas

Uma vez determinados os graus de liberdade considerados relevantes para um dado sistema
dinamico, precisamos estabelecer um conjunto ndo redundante de parametros independen-
tes que permitam expressar matematicamente a configuracdo do sistema. Idealmente, a
quantidade de tais parametros deve ser igual ao numero de graus de liberdade relevantes.
No exemplo da barra de aco descrito acima, os seis graus de liberdade relevantes podem
ser parametrizados, por exemplo, através das trés coordenadas cartesianas do centro de
gravidade da barra, e dos trés angulos de Euler [Sym82] que descrevem a orientagio de
um sistema de coordenadas fixado & barra em relagdo ao sistema inercial.

Suponha que a configuragdo do sistema dinamico pode ser completamente especificada
por um vetor q = [qi, ..., ¢,| de grandezas independentes e nao redundantes (ou seja, para
toda configuragio possivel do sistema, existe um unico vetor de configuragao q, e o conjunto
das configuragbes possiveis nao pode ser descrito, sem perda de precisao, por um nimero
menor de coordenadas generalizadas). Nesse caso, as velocidades das particulas podem
ser calculadas a partir de q e do vetor q = [¢1. ..., ¢.] das respectivas derivadas primeiras
dos elementos de q. Os n parametros ¢; sao as coordenadas generalizadas do sistema, e
suas respectivas derivadas primeiras ¢; sao as velocidades generalizadas do sistema. As
derivadas segundas §; dessas grandezas, por sua vez, sdo as aceleracoes generalizadas do
sistema.

A fim de simplificar a linguagem, vamos confundir a configuragao do sistema com o
préprio vetor g, e o estado do sistema com o préprio par ordenado (q,q). No restante
desta dissertacao, sempre que considerarmos um sistema dinamico, n indicara o nimero
de coordenadas generalizadas do mesmo.

2.2 Forga e energia

2.2.1 Forgas generalizadas

Seja p o numero de particulas em um sistema dindmico e [ = 3p. Por definigdo, as
coordenadas cartesianas z1, xa, ..., z; das particulas podem ser calculadas em todo instante
t a partir das coordenadas generalizadas ¢y, g2, . . ., ¢, através de funcées x1, x2,..., x: tals
que z;(t) = x;j(q1(t),...,¢a(t)), para j =1,...,1L

Seja f; uma forca agindo sobre a coordenada cartesiana z;, para j = 1,...,{. O
trabalho total realizado pelas forcas f; em um deslocamento ¢; de cada coordenada z;,
supondo forcas constantes durante esse deslocamento, é

!
T=>3 fié
1=1
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Em termos de coordenadas generalizadas, o deslocamento §; é dado por

onde 6; é um deslocamento da coordenada generalizada ¢;. Podemos entao reescrever o
trabalho realizado como

onde cada coeficiente f; é dado por

Z fj 0(11

7=1

A grandeza f; é a for¢a generalizada que age sobre a coordenada ¢;. Note que o significado
de uma forga generalizada f; depende do significado das coordenadas generalizadas g;, que
é em principio arbitrario.

2.2.2 Energia cinética

A energia cinética do sistema é a soma das energias cinéticas de todas as suas particulas,
e portanto pode ser descrita como uma fungdo A de q e q.

2.2.3 Energia potencial e forcas conservativas

Muitos sistemas dinamicos apresentam um processo fisico que armazena uma certa quan-
tidade de energia potencial e,, resultante de interages entre as particulas que dependem
apenas das suas posicoes relativas em um dado instante. Essa energia pode, em principio,
ser convertida em energia cinética e influir no movimento. Uma vez que a grandeza e, de-
pende apenas das posi¢oes das particulas, o seu valor em qualquer instante pode ser deter-
minado através de uma fungédo P das coordenadas generalizadas q, tal que e,(¢) = P(q(t))
em cada instante ¢.

A energia potencial e, induz forgas generalizadas ff (as for¢as conservativas internas)
que, na auséncia de outras forgas, conservam a soma das energias cinética e potencial do
sistema (K 4 P). Estas forcas sdo calculadas como

f5(q) = —%m)

paraz=1,...,n.
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2.2.4 Poténcia dissipada e forgas dissipativas

Em geral os sistemas dinamicos apresentam também um processo fisico que dissipa parte
de sua energia cinética, devido ao atrito entre as particulas. A energia dissipada é na
verdade convertida em energia térmica, isto é, movimentos microscopicos e desordenados
das particulas; entretanto, a energia cinética desses movimentos ndo pode ser normalmente
reconvertida em energia cinética macroscépica, e portanto podemos considera-la perdida.

O atrito provém de interacoes entre as particulas que dependem das suas velocidades
relativas, além de dependerem das posicoes relativas entre as mesmas. Assim, a quantidade
de energia dissipada por unidade de tempo (ou poténcia dissipada) pode ser medida por
uma funcio W de q e §. Essa perda de energia induz forgas generalizadas f{ (as for¢as
dissipativas internas), tais que

W(q,q) = ~f%(q,4) - 4

onde f%(q, ) = [f{(q,4),--, fi(a. 4)].
Neste trabalho, restringimos W a fungdes que sao quadraticas nas velocidades genera-

lizadas §. Ou seja, W é da forma

. T -
e ey 4 AQ)q
W(q,q = 159
onde A é uma matriz simétrica que depende apenas das coordenadas generalizadas q.

Portanto, as forgas dissipativas internas sao calculadas como

W
fad =12 qq

2 0¢:
para ¢ = 1,...,n. Note que estas forcas, embora lineares em ¢, podem ser ndo lineares

em q.

2.2.5 Conservacao da energia

Por definicdo, a energia mecanica do sistema em um dado instante é a soma de sua energia
cinética e sua energia potencial nesse instante, ou seja, K + P.

Na auséncia de forcas externas, a energia mecanica do sistema permanece constante
enquanto a poténcia dissipada W for nula. Se W é nao nula durante um certo intervalo
de tempo, a quantidade de energia é continuamente reduzida ao longo desse intervalo.
A energia do sistema ao final de um dado intervalo de tempo é a soma da sua energia
no inicio desse intervalo com o trabalho realizado durante o mesmo por quaisquer forgas
externas atuantes no sistema, menos a integral de W sobre esse intervalo.
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2.3 As equacoes de movimento

2.3.1 A equacgao de Lagrange

Formalmente, o movimento das particulas de um sistema dinamico, a partir de um dado
estado inicial, pode ser obtido como a solugdo de um sistema de equagdes diferenciais,
expressas nas coordenadas e velocidades generalizadas do sistema.

Essas equagdes diferenciais podem ser obtidas da equagdo de Lagrange [Sym82, Gol80]:

oK LUK o LW P |

i
onde ff é uma forga generalizada externa que atua sobre a coordenada ¢;, dada por uma
fungio arbitraria do estado do sistema e do tempo. Esta é basicamente a lei fundamental
da dinamica, “a forga total sobre uma particula é igual ao produto da sua massa pela sua
aceleracdo instantanea”, reformulada em termos de coordenadas e forgas generalizadas.

Por conveniéncia, vamos considerar como forgas internas do sistema apenas as forcas
f£ e fd, para as quais temos as funcdes escalares P e W. Todas as demais categorias
de forgas serdo consideradas “forgas externas”, seja porque elas se originam de processos
fisicos externos ao préprio sistema, como a forca de gravidade resultante de um campo
gravitacional dado, seja porque é mais conveniente calcula-las como termos das fungoes
f&, como no caso das forgas de contato entre corpos. (A forga de gravidade, em particular,
poderia ser considerada como interna, desde que fosse calculada através de uma fungao de
energia potencial gravitacional adicionada a P.)

O primeiro termo do lado esquerdo de (2.1) pode ser expandido na forma

0¢; Z 1 04;04 Z

d OA ) z 521\ 4 i 021& )
dt ( ) i=1 QLaCIJ qj
na qual surgem as aceleracoes generalizadas §;.

Em geral, se as coordenadas cartesianas das particulas podem ser descritas como
funcoes lineares nas coordenadas generalizadas ¢;, o segundo termo de (2.1) é nulo, porque
entdo as velocidades cartesianas das particulas (e portanto também a energia cinética)
dependem apenas das velocidades generalizadas ¢;.

As forgas ditas “ficticias”, como a forga centrifuga e a forga de Coriolis [Sym82, Gol80],
surgem quando as coordenadas cartesianas das particulas sio fungdes nao-lineares das
coordenadas generalizadas do sistema.

O terceiro termo da equagao de Lagrange da os valores das forgas dissipativas internas
f2, induzidas por uma fungdo W de poténcia dissipada, ao passo que o quarto termo dé
os valores das forgas conservativas internas ff, induzidas por uma fungdo P de energia

potencial.
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2.3.2 Formulacao matricial

Podemos reformular o sistema de equagdes diferenciais (2.1) em termos matriciais, na
forma de um sistema linear nas aceleragdes generalizadas § = [§1, ¢z, - - - , Gn]-
Para tanto, definimos a matriz de massa generalizada M, dada por

0*K

Mi; = ——— ,'
J aqiaqj(qq)

paraz,j=1,...,n.
Os outros termos na equagao (2.1) sdo forcas. Para eles, definimos os vetores ff, f4, f¢ e
fe de forgas generalizadas ficticias, dissipativas, conservativas e externas, respectivamente:

oK L
fir = 508 -2 55(04
70, D~ 2 54 @D
10W
d - _ 7
. oP
fi "%(Q)
para i = 1,...,n. Definimos também o vetor de for¢as diretas f como a soma das demais

forgas, ou seja:

f=f+fd4fe4fe

Podemos entao escrever

Mg = f (2.2)

Note que esta equagao representa um sistema de equagoes diferenciais ordinarias aco-
pladas, de segunda ordem. Dados os valores de q e q em um instante ¢, e conhecidas as
forcas externas f® nesse instante, essa equacdo nos permite calcular os valores das ace-
leragbes generalizadas q em t. Essa equagdo pode também ser integrada numericamente
para determinar a evolugdo do estado (q,q) ao longo do tempo.



Capitulo 3

Restricoes de movimento

No capitulo anterior, supomos que as coordenadas generalizadas sdo sempre independentes
e nao redundantes. Esta suposi¢ao ¢ valida quando as configuragdes que podem ser des-
critas através do vetor ¢ sdo atingiveis pelas particulas do sistema, dado tempo e energia
suficientes. Por exemplo, para um sistema com uma tunica particula u movendo-se sem
restri¢des no espago, as coordenadas cartesianas [z,v,z] de u representam um conjunto
possivel de coordenadas generalizadas independentes e ndo redundantes.

Em contraste, se nem todas as configuracoes representadas por vetores q podem ser
atingidas pelo sistema, entao nao podemos, em principio, dizer que as configuracoes que
podem ser atingidas pelo sistema ndo podem ser descritas por um ndmero menor de co-
ordenadas generalizadas. Por exemplo, se a particula u esta restrita a um plano 7, entao
as coordenadas [z, ¥, z] ndo sao independentes, existindo porém um conjunto de duas co-
ordenadas generalizadas, relativas a um sistema cartesiano fixo no plano 7, que descreve
completamente as posi¢oes da particula u sobre aquele plano. Por outro lado, seria im-
possivel descrever a posigdo da particula u com uma sé coordenada generalizada (a menos
que houvesse outra restrigdo sobre o movimento da mesma). Portanto, neste sistema hd
exatamente dois graus de liberdade observaveis.

Como demonstra o exemplo acima, as vezes € possivel modelar restricbes sobre o mo-
vimento do sistema simplesmente escolhendo-se um conjunto apropriado de coordenadas
generalizadas independentes cujo ndmero € igual ao nimero de graus de liberdade do
sistema. Entretanto, em sistemas com restrigdes mais complexas pode ser impraticavel
ou mesmo impossivel encontrar um conjunto independente de coordenadas. Por exemplo,
considere um sistema com uma unica particula restrita a superficie de uma esfera. Embora
o conjunto de posigdes dessa particula em R> seja bidimensional, nao é possivel especificar
a sua posigao sobre a esfera com apenas duas coordenadas, de maneira dnica e continua.

Portanto, em geral temos de permitir um conjunto dependente de coordenadas gene-
ralizadas, no sentido de que nem todo vetor q corresponde a uma configuragao atingivel
pelo sistema.

18
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3.1 Modelagem de coordenadas dependentes

Neste capitulo, nos restringimos a sistemas onde as dependéncias entre as coordenadas
generalizadas podem ser descritas por equagdes algébricas sobre q, q, § e ¢, como a equacio
do plano ou da esfera nos exemplos acima. Especificamente, uma restricio de movimento
é descrita por uma ou mais equagbes da forma H(q,q,§,t) = 0, onde H é uma funcio
algébrica escalar. Cada equagéo deste tipo é dita um vinculo do sistema.!

No contexto de animagdo dindmica, tais restrigdes podem ser utilizadas para muitos
fins. Por exemplo, pode-se usa-las para fixar uma particula a uma posi¢ido, curva ou
superficie no espaco, estabelecer articulages entre dois corpos, e assim por diante.

3.1.1 Vinculos holondomicos

Na pratica, as restricdes de movimento mais comuns podem ser definidas através de
vinculos que dependem de q e ¢t apenas. Tais vinculos sao ditos holonémicos. Diremos
que uma restri¢gdo é holonémica se seus vinculos forem holondémicos.

Em alguns casos particulares, um vinculo que depende de ¢ ou g pode ser reduzido a um
vinculo holonémico por integracdo analitica. Por exemplo, para manter uma velocidade
generalizada ¢; constante, usariamos o vinculo

(ji -V = 0
Esta equacao pode ser integrada em ¢, produzindo o vinculo holonémico equivalente
g—c—v(t—t) =0

onde ¢ é o valor de ¢; no instante ;.

No caso geral, entretanto, isto nao é possivel. Por exemplo, considere a restri¢ao que
obriga a velocidade v = [v;, vy, v.] de uma particula u a ter médulo constante. O vinculo
néo holondmico que descreve esta restrigio é v2 4 v 4+ v2 — ¢? = 0, onde ¢ é o médulo
da velocidade inicial de u. Note que esta particula podera percorrer qualquer trajetoria
em R3 sem violar a restricao, e portanto este vinculo nao pode ser reescrito como uma

restricdo envolvendo q e ¢ apenas.

3.1.2 Espaco de configuragoes

O espago de configuragées de um sistema dindmico é o conjunto de todos os possiveis
vetores q de configuracdo do sistema, que satisfazem ou ndo as restriges impostas ao

1Em textos de Fisica, o termo “vinculo” usualmente refere-se a uma condi¢ao expressa por uma equagao
ou uma inequagio; vamos, entretanto, utilizar este termo para nos referir tao somente a condiges expressas
por equagoes.
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mesmo; ou seja, € o proprio espago R”. Uma configuragao é vdlida quando ela satisfaz a
todos os vinculos. A evolugdo do sistema ao longo do tempo é uma trajetdria nesse espaco,
que inclui apenas configuragoes validas.

Um vinculo holonémico H(q,t) = 0 determina, para cada instante ¢, uma superficie
(n — 1)-dimensional no espago das configuragdes q. De modo geral, o vinculo elimina
um grau de liberdade do sistema, obrigando a configuragao q a permanecer sobre aquela
superficie em cada instante.

No caso do vinculo nido depender do tempo, essa superficie de vinculo contém obriga-
toriamente a trajetdria do sistema. A figura (3.1) ilustra a trajetéria do sistema sobre a
superficie de um vinculo H(q) = 0 no espaco de configuracbes para n = 3.

q;

H(qy Uy q3)=0

q,

Figura 3.1: Trajetdria sobre uma superficie de vinculo no R?

No caso de um sistema com dois ou mais vinculos, a trajetéria permanece sobre a
superficie de cada vinculo. Portanto, o espaco de configuragoes validas é a intersegdo de
todas as superficies de vinculo.

3.2 Modelagem das restrigoes

Num sistema com restri¢oes, além das forcas internas e externas que descrevemos no
capitulo anterior (as forgas diretas), deve haver forcas adicionais cuja unica fungao é manter
as restri¢des. Para que um vinculo seja satisfeito, o processo fisico que da origem ao mesmo
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deve aplicar uma forga generalizada no sistema. Por exemplo, no caso de duas particulas
de posigoes u e v ligadas por uma barra rigida de comprimento L, a manuten¢ao do vinculo
|u — v| = L exige que a barra aplique forgas centripetas nas particulas. A forga sobre um
vinculo que é responsavel por manté-lo satisfeito é dita a sua for¢a de vinculo.

Um exemplo de for¢a de vinculo sdo as forgas que agem sobre um corpo fixado a
uma superficie rigida, impedindo a separagdo nos pontos de contato. Outro exemplo sdo
as forcas que, num corpo articulado por jungbes mecanicas, mantém as diferentes partes
conectadas. Ainda outro exemplo sdo as tensoes internas em um corpo rigido, que mantém

fixas as distancias entre particulas vizinhas.

3.2.1 Meétodo das forcas de penalidade

Uma maneira simples de obrigar a trajetoéria calculada do sistema a respeitar aproximada-
mente as restrigoes é substituir cada vinculo H(q,t) = 0 por uma for¢a de penalidade que,
quando o vinculo ndo esta satisfeito, tenta reduzir a violagdo do mesmo. Esta abordagem
é simples, mas tem o defeito inerente de permitir pequenas violagdes das restrigdes.

A forga de penalidade fP que substitui um vinculo H(q,t) = 0 pode ser definida como
a for¢ca de uma mola imaginaria que liga a configuracao corrente do sistema ao ponto mais
préximo na superficie do vinculo — veja a figura (3.2).

H(q, 4,4)=0

q,

Figura 3.2: Uma “mola” para um vinculo nao satisfeito
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A energia potencial de deformagéo dessa mola pode ser calculada como K H(q(t),t)?/2,
onde K é uma constante positiva. Assim, a for¢a de penalidade sobre cada coordenada g;
é calculada como

OH
f(a(t),t) = =K H(q(t), )aq (a(t),t)
para ¢ = 1,...,n. Para configuragbes suficientemente préximas da superficie de vinculo,

esta forga é proporcional a distancia da superficie, e dirigida perpendicularmente em
direcdo & mesma.

Usualmente, as forcas de penalidade sido intuitivas e faceis de calcular. Porém, em
certas situacdes em que ha forgas externas ou internas muito intensas ou velocidades
muito altas, a constante K deve ser também muito alta, para que a forca de penalidade
sobre um dado vinculo consiga manter a violagao do mesmo (o valor de H) abaixo de um
valor maximo aceitavel. Nesse caso, a intensidade das forgas de penalidade tende a variar
muito rapidamente com variacoes pequenas de g, tornando as equagdes de movimento do
sistema “rigidas” (stiff), o que causa grandes dificuldades em sua integracido numérica. Na
pratica, a integracao de tais equagoes diferenciais pode se tornar instavel, impossibilitando

completamente a simulagao correta do movimento.

3.2.2 Forma diferencial dos vinculos

Em nosso simulador, implementamos os vinculos de maneira mais precisa incorporando
as restrigoes ao proprio sistema de equagoes diferenciais de movimento. Ou seja, a cada
passo da integragao, calcula-se as aceleracoes q de modo a nao violar nenhum dos vinculos
nos instantes seguintes.

Para esta analise convém definir a grandeza h(t) = H(q(t),q(t),q(t),t), para todo
instante t. A fungao h ¢é dita o desvio da trajetéria do sistema em relagdo ao vinculo
H(q,q4,q9,t) = 0. Portanto, o vinculo H(q,q,q,t) = 0 estd satisfeito ao longo de um
intervalo de tempo I = [¢t,, 4] se e somente se h(t) = 0 para todo ¢t € I.

No caso de vinculos H(q,q,q,t) = 0 que dependem explicitamente de §, basta adi-
cionar a equacdo de cada vinculo ao sistema de equacdes (2.1), desde que a funcio H
seja estritamente linear nas aceleracoes generalizadas ¢;. Nesse caso, pode-se reescrever a
equacgao de vinculo na forma

H Cy - s
a— q,q,t)Qi =H (qvq’t)

onde H* coleta os termos de H que ndo dependem de q.

No caso de um vinculo H(q,q,t) = 0 que depende explicitamente de q mas nao de q,
para obter uma equagdo sobre ¢ temos que derivar o desvio h correspondente em relagao
ao tempo. Se h(t,) = 0 no instante inicial ¢, do intervalo I, é necessario e suficiente manter
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h(t) = 0 para todo t € I, para que o vinculo seja satisfeito ao longo de /. Uma vez que

n

Z

oH OH
3 3 7t "'i e, 7'at
q,t q+z}:;8qzqq )i+ —5(a,4,1)

basta acrescentar ao sistema de equagdes de movimento a equagao

; ZZ(% Q,t)Gi = —; Z—Z(q, q,t) ¢ — %Ij(q, q,t)

No caso mais comum de um vinculo holonémico H(q,t) = 0, precisamos derivar a
condigdo h(t) = 0 duas vezes para obter uma equagéo envolvendo §. Suponha que A(t,) =
0e iz(ta) = 0 no instante inicial ¢,. Para que os vinculos continuem satisfeitos até o
instante final ¢;, é necessario e suficiente que a derivada segunda h de cada funcao de
desvio h seja nula ao longo de I.

A derivada primeira do desvio h é dada por

Wt = 3 9 (4, 1) + (a1

1=1 ql
e a sua derivada segunda por

~ 02H 82H . aH
2 ] ¢ :

2

aatjj(q,t) (3.1)

=1 j=1 t

Portanto, no calculo das aceleragoes q através das equagoes de movimento (2.1), temos

que levar em conta a equagao

02 2
- (Z GRS ig{t(q,t)> gi — aaf( b (32)

=1 \j=1

"8H
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Nas derivagdes acima, estamos supondo implicitamente que as fun¢oes H tém todas as

derivadas necessarias. Um tratamento mais rigoroso fugiria ao escopo desta dissertagao.

3.2.3 Estabilizacao de vinculos

A anélise de vinculos holonémicos na segido (3.2.2) seria precisa se o estado inicial do
sistema fosse valido (isto &, se h(t) = 0 e A(t) = 0 para todo vinculo no instante inicial), e
se a integracdo das equagdes de movimento fosse exata. Na pratica, entretanto, ndo basta
tentar garantir A(t) = 0. Se o vinculo est4 violado num instante ¢, isto &, h(t) # 0 ou
h(t) # 0, a condigio A(t) = 0 vai na verdade preservar ou aumentar essa violagao.

Podemos, contudo, obrigar essas violagbes a diminuir com o tempo, substituindo a
equacéao diferencial h(t) = 0 pela equagio

h(t) + 26 h(t) + E2R(t) =0 (3.3)
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onde £ é uma constante positiva.

Para justificar esta férmula, imaginemos que h(t) é o deslocamento de uma “mola”
em R™ que liga a configuragao corrente do sistema a uma configuracéo sobre a superficie
do vinculo H(q,t) = 0 (como ilustra a figura (3.2)). A equagéo diferencial (3.3) possui a
solugao

h(t) = (A+ B(t —to)) e ¢(7%)

com A = h(to) € B = h(to) + € h(to), que é tnica [BD94]. A constante & é a freqiiéncia
natural de oscilacio da mola. O termo em h(t) acrescenta um “amortecedor” a essa mola,
que leva o valor de h a cair o mais rapidamente possivel em direcido ao zero, sem jamais
ultrapassd-lo, evitando assim que o sistema passe a oscilar indefinidamente em torno da
superficie de vinculo.

Expandindo a equacao (3.3), obtemos novas restri¢oes sobre as aceleragoes ¢;, em subs-
tituigao as equagoes (3.2):

n n n 2

> S i = - ( ()5 + 25 )+25%§(q,t>) i

=1

\ (3.4)
0*H
—& H(q,t) - 26— ¢
£ H(q,t) éat(q,) S (@ a,t)
De maneira analoga, vinculos que dependem de ¢ mas néo de q podem ser estabilizados
obrigando-se o desvio h a satisfazer h(t) + £A(f) = 0, cuja solugdo é uma exponencial
decrescente h(t) = h(ty) e (710,

3.3 A diregao das forgas de vinculo

A diferenca entre a abordagem diferencial e a modelagem de vinculos por forgas de pena-
lidade (segao (3.2.1)), é que no primeiro caso a férmula (3.4) impde uma restrigdo direta
as aceleracdes q de modo a satisfazer o vinculo; enquanto que, na outra solucao, o desvio
gera apenas mais uma forga sobre o sistema, que pode nao ser suficiente para manter o
vinculo satisfeito.

Na abordagem exata, a magnitude da forga de vinculo ndo é conhecida a priori. Ela
também nao pode ser calculada isoladamente, pois depende das forgas nos outros vinculos
do sistema. Entretanto, para muitos tipos de vinculos H(q,t) = 0, a for¢a associada tem
direcdo conhecida d. Nesse caso, a forga de vinculo f correspondente tem a forma Ad,
onde A é um parametro escalar a ser determinado.

Nas duas abordagens, as aceleragdes § sdo calculadas a partir das forgas totais. No
método aproximado, entretanto, a forga de penalidade é calculada apenas do estado (q, q),
enquanto que no método exato (com ou sem estabilizacdo), a forga de vinculo é calculada
levando em conta as equagdes que restringem as aceleragdes q, de modo que o valor
resultante de q, calculado a partir das forgas, satisfaga exatamente essas equacées.
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No que segue, vamos denotar por k£ o nimero de vinculos do sistema. Os parametros
A1y ..., Ak, que dao a intensidade de cada forga de vinculo fY = A; d;, sdo conhecidos como
multiplicadores de Lagrange.

Em principio, a for¢a de vinculo associada a uma equagdo H(q,q,§,t) = 0 depende
do processo fisico envolvido e pode ter qualquer direcdo que ndo seja tangente a su-
perficie desse vinculo. Muitas vezes, a direcao d da forga de vinculo f¥ pode ser deduzida
considerando-se a taxa de trabalho realizado pela mesma, que é sempre f¥ - g = A(d - q).
Em particular, se o processo fisico é conservativo (ou seja, ndo acrescenta nem remove
energia util do sistema), pode-se concluir que a dire¢ido d é ortogonal & velocidade §. Nas
secOes seguintes, vamos determinar a diregdo d para alguns dos casos mais comuns na

pratica.

3.3.1 Vinculos sem atrito

Um caso simples e muito comum é o de um vinculo holonémico H(q,t) = 0 cujo processo
fisico é insensivel a movimentos do sistema nas diregbes tangentes a superficie do vinculo.

Neste caso, a diregao d da forga é normal aquela superficie. Isto é,

oH OH oH
d=|=—(q,t),—(q.t),...,—(q.,t
aql(q )an(q ) aqn(q )

Note que, numa trajetéria onde o vinculo é respeitado, devemos ter A(t) = 0 para todo ¢.

Uma vez que
. . OH . OH . OH
h(t) = ; a_q,-(q’t)‘fi +o (@) =d-q+—-(q.t)

segue-se que
d-& = OH (0,1)
q - at q)
Portanto, a poténcia W realizada pela for¢a de vinculo num instante ¢ é

oOH
W=-A —a_t(qv t)

O exemplo classico é o de uma particula de posi¢do q = [z, y, 2] que desliza sem atrito
numa superficie (possivelmente mével) H(q,t) = 0. A forga de contato f, que mantém a
particula sobre a superficie, é sempre perpendicular & mesma, isto é,

0H 0H 0H
f=2A (a—x(q, t), a_y(q’ t)’ _a_z'(qat))

Veja a figura (3.3).
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X

Figura 3.3: Forga de vinculo associada & equacao H(q,t) =0 no R?

3.3.2 Vinculos com atrito

Outro caso comum € o de vinculos com atrito, onde, além da for¢a de vinculo normal a
superficie do vinculo, existe uma componente tangencial que depende da velocidade q, e
se opde a mesma (de modo que o trabalho realizado pela forca é negativo).

Por exemplo, considere uma particula « de posi¢do p que esta restrita a uma superficie
fixa S. Seja v a particula de S que esta em contato com v num dado instante. Se
a superficie ndo for completamente lisa, uma forca de atrito dinadmico f* que reduz a
energia cinética do sistema ira surgir, na direcdo oposta a da velocidade relativa v entre
as particulas u e v. No modelo de Coulomb para o atrito entre superficies secas, a forga

de atrito dinamico é v
= —ulfl

onde p é um coeficiente de atrito dinamico relacionado aos dois pontos de contato, e f* é
a forca normal de contato, que é ortogonal a S no ponto correspondente a v.

Uma vez que a forca tangencial depende da for¢a normal e pode influenciar indireta-
mente esta ultima, as duas precisam ser calculadas simultaneamente.
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3.3.3 Vinculos sobre as velocidades

Para um vinculo néo holonémico H(q,q,t) = 0 que depende de § (mas ndo de q), a forca
de vinculo f¥ pode ser definida como

parat=1,...,n.

3.3.4 Formulacao matricial

As equacdoes de movimento com vinculos podem ser reescritas em notagdo compacta,
definindo-se as matrizes k x n J e D e o vetor ®¥ como
0H,

Jj o = b’;(q,f)
J

n

b= Z(,n

=1

H; oH .
0t )+ 26 _az(qat)) q:

‘ZJ"' Za

H, 0*H
~€Hi(a, ) - 250‘( - Sta)

Dy = —(d);

parai,j=1,...,nel=1,..., k. Asequacdes de movimento (2.1) e (3.4) equivalem entao
ao seguinte sistema de equacOes em n + k incognitas:

HEAINE &

onde A = [Aq, ..., A] é o vetor dos multiplicadores de Lagrange.



Capitulo 4
Fisica do material

“A mecdnica dos chamados metios continuos se caracteriza pela ficgdo de que a
densidade e a velocidade da matéria dependem, de maneira continua, das
coordenadas e do tempo, e que a parte das interacées ndao explicitamente dadas
pode ser considerada como forgas de superficie (forcas de pressdo) que mais uma
vez sdo fungdes continuas da localizagdo.”

Albert Finstein

4.1 Modelo continuo

Num corpo solido, as particulas vizinhas do material normalmente permanecem préximas
quando o corpo se move. Se a distancia entre as particulas varia com o tempo, a ponto
de mudar macroscopicamente a forma ou o tamanho do corpo, dizemos que o material é
deformduvel.

Seja U o conjunto (finito) de particulas de um sistema dinamico. No caso de corpos
sélidos, onde o nimero de particulas é astrondmico, convém aproximar o conjunto U por
uma regido continua U do R® (como se tivéssemos preenchido os espagos vazios entre as
particulas com uma infinidade de novas particulas). Note que esta aproximacdo nio seria
aplicavel a um meio gasoso ou liquido, onde as relacoes de vizinhanga entre as particulas
podem variar consideravelmente ao longo do tempo.

Neste trabalho, vamos supor que U é compacto e tridimensional. (Um conjunto U C R®
é tridimensional se toda vizinhanca de todo ponto u € U tem um ponto interior, isto é,
um ponto cuja vizinhanca é uma bola aberta; e compacto se ele é topologicamente fechado
e tem diametro finito.) Note que o conjunto U pode ser desconexo; nesse caso, cada
componente conexa corresponde a um objeto isolado do sistema.

28
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4.1.1 Configuracgao e estado

No capitulo 2, definimos a configuragio do sistema como sendo uma funcéo injetora f :
U — R® que d4 a posigio no espago f(u) = [fo(u), fy(u), f-(u)] de cada particula u =
[, uy,uz] € U.

No modelo continuo, por sua vez, a configuracdo do sistema é definida como uma
fungdo f : U — R®, que d4 a posicdo de cada particula u € U. Vamos exigir que f seja
continua em U, e injetora no interior U de U. Esta tltima condi¢do (conhecida como a
propriedade de impenetrabilidade da matéria) significa que duas particulas em U* nunca
assumerm a mesma posigao no espago ao mesmo tempo. Note que, ao excluir os pontos da
fronteira de U, nesta condi¢do, estamos permitindo que dois pontos distintos na superficie
dos objetos se toquem. Observe ainda que cada bola aberta em U é mapeada por uma
configuragio f para uma bola aberta em R?, e portanto a imagem f(U) de f é também um
conjunto compacto e tridimensional.

A configuracdo de referéncia do sistema é a fungdo identidade sobre U. As coordenadas
[z, Uy, u;] de uma particula em v € U sao ditas as coordenadas de referéncia de u.

Analogamente ao caso discreto, redefinimos o estado do sistema como um par de
funcdes f e f de U para R®, tais que para toda particula u € U, f(u) = [fo(u), fy(u), f2(u)]
é a posicao de u e f(u) = [f(u), fy(u), f-(v)] é a velocidade de u.

Definimos também a trajetdria do sistema como uma fungao f : U x R — R3 tal que
para todo u € U, f(u,t) = [f.(u,1), fy(u,?), f.(u,t)] é a posicdo da particula u no instante
t.

4.1.2 Densidade de massa

No modelo discreto, cada particula tem massa definida e invariavel. Quando passamos
para o modelo continuo, precisamos substituir o conceito de massa de cada particula pelo
conceito de densidade de massa em cada ponto no interior de U.

Seja u um ponto de Ut e R um subconjunto tridimensional de Ut que contém u.
Por definigdo, a densidade de massa p(u) no ponto u é o limite da massa contida em R
dividida pelo volume de R, quando o diametro de R tende a zero. Vamos supor que esse
limite existe para quase todo ponto u € U™T; ou seja, que o conjunto de pontos onde ele
nao existe tem volume zero. Mais ainda, vamos supor que a parte de U onde p ndo esta
definida tem massa total nula. Com essas suposi¢oes, podemos dizer que a massa m de
uma regido R C U é dada por m = [ p(u) du.
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4.1.3 Energia cinética

A energia cinética K do sistema para um estado (f, f) é dada por
- p(u) r 2
K = / — .
=15 f(u)® du (4.1)

Observe que esta féormula implica K > 0, e que K = 0 somente quando f(u) = 0 para
todou € U.

4.1.4 Energia elastica

Em geral, todo fragmento infinitesimal de material deformavel possui uma forma natural de
repouso, na qual ele permanece indefinidamente na auséncia de forgas externas. Para levar
o fragmento a uma forma que nao é de repouso, é necessario aplicar for¢cas as particulas,
realizando trabalho positivo, ou seja, aumentando a energia do sistema. Nos materiais
ditos eldsticos, se a deformacao for feita suficientemente devagar, a energia investida nessa
transformagao pode ser recuperada mais tarde na forma de energia mecanica. As forgas
internas que surgem como reacgdo a deformacao sao ditas for¢as de elasticidade, e a energia
acumulada é a energia eldstica (ou energia potencial de deformagdo).

4.1.5 Forgas de viscosidade

Quando a velocidade de deformacao do fragmento nao € desprezivel, o movimento relativo
entre as particulas dd origem a forgas internas de atrito ou for¢as de viscosidade, que se
opéem a esse movimento. O trabalho realizado por essas forgas é convertido em calor, e
portanto pode ser considerado perdido do ponto de vista da simulagdo mecanica.

No restante deste capitulo veremos como calcular as forcas de elasticidade e viscosidade,
a partir das propriedades do material e das variagdes relativas de posicdo e velocidade entre
particulas vizinhas em um meio continuo.

4.2 Calculo das forgas de elasticidade

4.2.1 Deformacgao local

Vamos supor que a fun¢io de configuragdo f é analitica (em particular, infinitamente dife-
renciavel com derivadas parciais finitas) em quase todo ponto de Ut (ou seja, o conjunto
dos pontos de U* em que f néo é analitica tem volume zero). Indicaremos o subconjunto
de U* no qual f é diferencidvel por U — que é também o conjunto onde a densidade p é
definida.
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Esta suposigdo nao é correta na escala atémica, pois num corpo sélido real, cada dtomo
oscila rapida e incessantemente em torno de uma posigao de equilibrio. Entretanto, como
a amplitude dessa oscilagao é desprezivel do ponto de vista mecanico, podemos identificar
a posicdo de cada particula com sua posigdo de equilibrio.

Se f é analitica no ponto u € U*, a posi¢do na configuracio f de uma particula u + 6,
para um vetor § = [6;,6,,8.] € R®, é dada por

fu+6) = f(u) + Jg(u) § + O(|6]%)

onde Jg é a matriz jacobiana de f, definida em todo ponto u € U como

[ afr afr aff ]
0%(“) 6uy(u) auz(u)
0 0 3]
) = | G2 G G
afz afz afz
A aur(u) auy(u) [‘)uz(u) i

Dizemos que a matriz Jg(u) descreve em primeira ordem a configuragdo do material nas
vizinhangas da particula u.

Pode-se demonstrar que, se R é uma regiao tridimensional de U, entao o determinante
|Jg(u)|, para um ponto u no interior de R, é o limite da razao entre o volume de f(R) e
o volume de R, quando o didmetro de R tende a zero. Como materiais reais ndo podem
ser comprimidos para volume zero, o determinante |J¢(u)| é sempre diferente de zero, ou
seja, a matriz Jg nunca é singular.

4.2.2 Configuragao de repouso

Uma configura¢do de repouso para um ponto u € Ut é uma configuragéo q, : U — R® na
qual existe um fragmento tridimensional do material que contém u e esta em repouso.

Note que a configuragdo de repouso depende em geral do ponto u considerado, pois
um corpo macroscépico pode nio possuir uma unica configuracdo que seja de repouso
para todos os pontos de U. Por exemplo, considere um corpo elastico de forma cilindrica,
que inicialmente estd em repouso. Se esse corpo for dobrado em forma de anel e suas
extremidades forem “coladas”, a configuracao resultante armazenara uma certa quantidade
de energia eldstica, embora o corpo seja incapaz de retornar a forma cilindrica.

No restante deste capitulo, q, denota uma configuracao do sistema que é de repouso
para uma dada particula u € U™, enquanto que p denota a configuragdo do sistema em
um dado instante, dita a configurag¢do corrente.
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4.2.3 Densidade de energia elastica

Seja R um subconjunto tridimensional de U* que contém a particula v € U*t. Por
defini¢ao, a densidade de energia elastica ¢(u) no ponto u é o limite da quantidade de
energia elastica contida em R dividida pelo volume de repouso de R, quando o diametro
de R tende a zero. Vamos supor que esse limite existe para quase todo ponto u € Ut e
que a energia elastica armazenada no subconjunto de U onde ¢ nao esta definida é nula.

Portanto, a energia elastica ep armazenada numa regido R C U, para uma dada
configuragao f, é

ep = / u) |Jq. (u)| du

Note o fator |Jq,(u)|, necessario para converter o volume de repouso (usado na definicao
de @) para o volume na configuracio de referéncia (usado na integracdo). Para todo
u € U, este determinante existe e é tinico, independentemente de quantas configuragdes
de repouso q, diferentes existam para a particula w.

Comprova-se experimentalmente que, para a grande mailoria dos materiais, a densi-
dade de energia ¢ no ponto u depende apenas das diferengas de primeira ordem entre as
configuragoes g, e p nas vizinhangas de w. Formalmente, ¢(u) depende apenas da matriz
jacobiana C(u) da composigao (p o q;')(u), que mapeia o material na vizinhanca de u
da configuracao de repouso q, para a configuragao corrente p. As derivadas parciais de
ordem mais alta das func¢bes p e q, nao tém influéncia perceptivel sobre ¢. A matriz C,
dita o tensor de deformagdo (de p em relacao a q,), é dada por

C(u) = Jp(u) Jg, ()

para todo ponto u € Ut no qual p e q, sdo analiticas. (Note que a inversa q! existe em
U™ pela hipdtese da impenetrabilidade.)

4.2.4 Invariancia rotacional

Note que o tensor C, assim como a densidade de energia elastica ¢, nao é afetado por
uma translacdo do material na configuracio corrente p. Entretanto, o tensor C é sensivel
a rotacdes rigidas do material, que ndo alteram as posigoes relativas entre as particulas, e
que portanto nao deveriam afetar a densidade ¢.

Para eliminar o efeito de rotacoes rigidas, podemos usar o teorema da decomposi¢ao
dos valores singulares [GL83]. Ele diz que qualquer matriz C € R**3 pode ser decomposta
num produto da forma

C = RDS (4.2)

onde R e S s3o matrizes de rotacio e D é uma matriz diagonal dnica, a menos de per-
mutagao dos elementos da diagonal.
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Em particular, o tensor de deformacdo C(u) = R(u)D(u)S(u) equivale a uma rotagao
inicial S(u) do material em torno da particula u, seguida de uma compressao ou expansio
D(u) ao longo dos eixos de coordenadas, e uma rotagéo final R(u).

Portanto, a densidade de energia eldstica ¢, para materiais elasticos em geral, deve
depender do produto DS, mas nao do fator R, que nada mais faz do que orientar o
material de acordo com a configuracao corrente p. Além disso, ¢ deve ter um valor
minimo (zero) quando D for a identidade.

Uma maneira pratica de eliminar o efeito da rotacdo rigida R, que nao requer o calculo
direto da decomposicdo (4.2), é calcular o tensor métrico

T=C'C=S"DDS

que é uma matriz simétrica. O nome desta matriz vem da seguinte propriedade: se
8 = qu(u) — q.(v) é o deslocamento entre a particula u e uma particula v, na configuragéo
de repouso qu, entdo o deslocamento ¢ = p(u) — p(v) entre elas na configuracao corrente
pé

e = C(u)d + O(|6]?)

e o quadrado da distancia entre as mesmas é
lef> = 6T CT(u)C(w)8 + O(|6]°) = 6T T(w)8 + O(|6%)

Note que, como era de esperar, o tensor T é afetado por qualquer mudanga no vetor 4,
mas permanece constante para mudancas no vetor € que nio alteram a distancia |e].

4.2.5 Materiais isotrépicos

Neste trabalho, vamos modelar apenas materiais elasticos isotropicos. cujas propriedades
mecanicas sao idénticas em todas as direcoes. Em outras palavras, a energia elastica devida
a uma deformacdo nio depende da orientagao do material em relacao a diregdo em que
a deformacao ocorre. Por exemplo, um pedaco de borracha comum pode ser deformado
tao facilmente numa direcdo do material quanto em outra. Em contraste, um pedago
de madeira geralmente exibe um comportamento nio isotrépico, sendo mais facilmente
esticado na direcio transversal as suas fibras do que na direcao das mesmas.

Num material isotrépico, a densidade de energia elastica ¢ nao deve ser afetada por
uma rotacdo do material em torno da particula u na configuracio de repouso q,, ou seja,
#(u) deve ser independente da matriz de rotagdo S(u), que orienta o material na vizinhanga
de u de acordo com a configuragdo de repouso q,.

Portanto, ¢ deve ser expressa como uma fungido ®(oy,0,,03) dos elementos diagonais
da matriz D (que sdo os valores singulares do tensor C). Mais do que isso, ® deve ser
stmétrica, isto é, independente da ordem das variaveis oy, o9, 0.
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Porém, nao vamos definir ¢ diretamente a partir dos valores singulares oy, 02, 03, pois
nao queremos realizar aquela decomposi¢do explicitamente. Vamos, em vez disso, nos
utilizar do fato de que toda fungdo simétrica em trés varidveis pode ser reescrita como
outra fungdo, em trés combinacoes simétricas independentes daquelas trés variaveis.

4.2.6 O polinémio caracteristico

O polinémio

x(A) = |T = Al

onde I é a matriz identidade de dimensdo 3 x 3 € A é um escalar a ser determinado, é dito
o polinémio caracteristico da matriz T. Este polinémio pode ser escrito na forma

YA =2 —TAZ+ZA—A

onde I', ¥ e A sdo combinagoes simétricas independentes das raizes A, A2, A3 da equagdo
x(A) = 0. Verifica-se facilmente que

A = /\1/\2/\3
' = M+M4+A
o= M+ A+ oA

As raizes Aj, Ay, A3 sdo denominadas os auto-valores de T. E fécil verificar também que
os auto-valores de T = CTC sao iguais aos quadrados dos valores singulares o,, 0y, 73 da
matriz C.

Portanto, a funcdo ®, para um material isotrépico, pode ser definida a partir dos
coeficientes A, I' e ¥, que podem ser calculados a partir de T como

A = |T|
r T+ T2+ I (4.3)
L o= T +T + T3

onde T(?) denota a matriz de cofatores de T. Pode-se também calcular estes coeficientes
a partir do tensor C, pelas férmulas

A = [
I = ¥;(Cy)?
2 221(02(12))2

onde C’i(f) sao os cofatores de C.
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4.2.7 Analise para pequenas deformacoes

Antes de escolhermos uma expressao para a funcdo ® que seja adequada a deformacoes
grandes, vamos estudar o caso mais simples de deformagbes pequenas, para materiais
isotrépicos.

Numa deformagao pequena, o valor singular o; é préximo de 1, para 7z = 1,2,3. Para
esta analise, vamos definir a funcdo ®*(e1, €2, €3) = O(1 + €1,1 + €2,1 + €3).

Note que a funcao ®*, contrariamente a fun¢do ®, ndo possui termos constantes nem
lineares, pois ela tem um minimo absoluto, zero, para ¢ = ¢, = €3 = 0. Portanto,
a expansao em série de Taylor da fungdo ®*, quando €, €z, €3 sdo proximos de zero, é
dominada pelos termos de segundo grau. Ou seja, para deformagdes pequenas a fungao
homogénea e simétrica ®* é aproximadamente quadratica em ey, €, €3.

Demonstra-se que o conjunto H3 das funcdes quadraticas homogéneas e simétricas de

trés variaveis tem dimensao dois. Ou seja, podemos escrever
@*(617 €2, 63) ~ Q(U) f*(617 €2, 63) + /B(u) g*(ela €2, 63) (44)

onde F* e G* sao quaisquer duas fungdes linearmente independentes de H3, e a(u), B(u)
sao coeficientes reais nao negativos, que dependem das propriedades elasticas do material

nas vizinhangas da particula u.

4.2.8 Modbdulos de elasticidade

Do ponto de vista fisico, é conveniente tomar como base de H3 as fungdes

(1 + € + €3)°

Fro= :

g- =

5.2 | .2
2+ e+ €2 — €160 — €163 — €263
3 2

Os coeficientes a(u) e B(u) na férmula (4.4) sdo os mddulos de elasticidade do material
no ponto u. Suas unidades de medida sao forga por unidade de area (tensdo), ou de modo
equivalente, energia por unidade de volume (densidade de energia).

Para compreender o significado fisico destes coeficientes, vamos considerar as seguintes
deformagdes particulares. Seja B C U um fragmento pequeno do material tal que as pro-
priedades eldsticas no seu interior sdo aproximadamente uniformes, e q uma configuragao
de repouso para R. Se aplicamos uma pressao uniforme p sobre a superficie de R, o frag-
mento sofre uma contragdo uniforme (sem variacdo de forma), do volume V para o volume

V — 6V. Veja a figura (4.1).
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Figura 4.1: Compressao uniforme de um fragmento ctubico do material

Para deformacgoes pequenas, a variagdo relativa de volume §V/V' é aproximadamente
proporcional a pressao p. Nesse caso, demonstra-se que o trabalho realizado nessa de-
formacdo é aproximadamente 1/2péV. Logo, a densidade de energia dentro do fragmento

R comprimido é

1 6V
~ —p — 4.5
Por outro lado, o tensor de deformacao correspondente a esta contragao é
I+¢e¢ 0 0
C= 0 1+4+e€¢ O

0 0 1+e€

onde 1 4+ ¢ = (1 — 6§V/V)}3, e portanto

— 2
e=—z3+0 ((6v/v)?)
Para esta deformacgao temos
. B _ 16V :
o= Sk =s () +0(EVIvY) (4.6)
. 23e? — 3¢?
g = 3 2 0 (4.7)
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Comparando (4.5) com (4.8), concluimos que o coeficiente a(u), conhecido como mddulo
volumeétrico, é

— P
aW}‘&Ewmqv)

A equagdo (4.7) mostra que o termo G* é praticamente nulo para pequenas expansdes ou

contragdes uniformes, que mudam o volume sem afetar a forma.

Suponha agora que o fragmento R tem forma cibica na configuragédo de repouso q, com
altura h e faces de drea A. Se aplicarmos forgas paralelas e opostas f e —f sobre duas faces
opostas desse fragmento, elas sofrem um deslocamento relativo s — veja a figura (4.2).

/f

Figura 4.2: Cisalhamento de um fragmento ctubico do material

Novamente, a deformacao é proporcional a for¢a. Portanto, o trabalho realizado é
aproximadamente |f]|s/2, do que concluimos que a densidade de energia no fragmento
deformado €

_ fls
OR ST (4.9)
Esta deformacdo (conhecida como cisalhamento) é descrita pelo tensor de deformagao
1 0 s/h
C={01 0
0 0 1
Verifica-se que os valores singulares desta matriz sdo 1 + €1,1 + €2,1 + €3, onde
€1 = 0
— S 2
€ = ——E+O ((s/h) )
_ 3 2
€3 = ﬁ-i-O ((s/h) )
Para esta deformacgao, temos
F* =0 (4.10)

o = 5(5) o em) (411
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Portanto, a férmula (4.4) reduz-se a

Bu) (s)?
o*(u) ~ 2L <~) 4.12
()~ 22 (2 (¢12)
Comparando (4.9) com (4.12), concluimos que, para pequenos cisalhamentos, o coeficiente
B(u), conhecido como mdédulo de rigidez, é

. |flA

) =1m a5
As equagobes (4.10) e (4.11) mostram que o termo F~, contrariamente a G*, é praticamente
insensivel a pequenos cisalhamentos do material, que mudam a forma sem afetar o volume.
Finalmente, vale notar que um terceiro tipo de deformacao, um alongamento numa
diregdo e uma contragao numa direcdo ortogonal (que muda a forma sem alterar o vo-
lume) pode ser também obtido através de uma rotagdo em torno de u na configuracao
de repouso q, seguida de um cisalhamento e uma rota¢do na configuracao corrente p.
Portanto, qualquer deformacao pequena do material pode ser decomposta nessas trés de-
formacoes, basicas dentre as quais as de contragdo/expansao uniforme e cisalhamento sao

independentes.

4.2.9 Densidade de energia para grandes deformacgoes

A férmula (4.4) da densidade de energia para pequenas deformacgdes permite que forcas
finitas comprimam o volume de um fragmento do material para zero ou negativo. Para
evitar que isso ocorra em nosso modelo, vamos exigir que a fungao ®, que mede a densidade
de energia ¢ para deformacdes arbitrarias, tenda a infinito quando o volume do fragmento
tende a zero.

Por simplicidade, decidimos formular a funcao ® de maneira semelhante a fungao @~
para deformacdes pequenas, isto é, como uma soma de dois termos:

®(0y,02,03) = a(u) F(o1,02,03) + B(u) G(o1,02,03))

onde oy, 0q, 03 sdo os valores singulares de C(u); F, G sdo fungbes nao negativas que medem
respectivamente a mudanga de volume e a mudanga de forma do material nas vizinhangas
de cada particula u, em relagdo a uma configuracao de repouso qu; e a, 3 sdo os médulos
de elasticidade para pequenas deformagdes, descritos na segio (4.2.8).

Especificamente, escolhemos as fungdes

1
f = G(A2+ZE——2)

G = b(F2—3Z)
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onde a e b sdo constantes. Note que F depende apenas da mudanga de volume, para
deformagoes de qualquer magnitude, enquanto que G depende apenas da mudanga de
forma, permanecendo constante quando somente o volume varia.

Para um fragmento do material que estd em repouso, temos C = I, e portanto A =1,
I'=3,Y=3¢e® =0, como era esperado.

Comparando as func¢des F e G com as funcdes F* e G*, pode-se verificar que para

2
F =~ 16 (6—V>

pequenas deformacgdes

v

g

&
W
TN
>
~—

[ 3]

Portanto, precisamos escolher ¢ = 1/32 e b = 1/6, para que ® seja equivalente a ®*,
quando as deformacoes forem suficientemente pequenas.

Resumindo, no nosso modelo a densidade de energia elastica ¢ é calculada através da
fungao

(AT, ) = 9-?5;—‘) (874 5 ~2) + W (r2 - 33) (4.13)

onde A, ' e ¥ séo calculados a partir do tensor métrico T(u), pelas formulas (4.3).

4.2.10 Exemplos

Para esclarecer o comportamento de ® em deformacgdes grandes, vamos considerar trés
deformacoes diferentes num material com o = 8 = 1.
O tensor de deformacao

st3 0 0
Cl(b) = 0 s/ 0
0 0 /3

descreve uma mudanga de volume por um fator s, sem mudanca de forma. A figura (4.3)
mostra a densidade de energia elastica ® (que, no caso, contém apenas o termo F) em
fungao do pardmetro s:
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Figura 4.3: A densidade de energia ® para deformagao de expansao ou contragao
uniforme C’'(s)

A figura (4.3) evidencia que o primeiro termo de ® é simétrico em relacdo a expansoes
e compressdes do volume de repouso por um mesmo fator. Por exemplo, este termo da o
mesmo valor se o volume de repouso for dobrado ou reduzido a metade.

O tensor
s 0 O
C'(s)=01 0
0 0 1/s

descreve uma mudanca de forma que deixa o volume inalterado, ou mais especificamente,
um alongamento na dire¢do  por um fator s, e uma contracao na dire¢do z por um fator
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1/s. A figura (4.4) mostra a densidade de energia ® (que neste caso se reduz ao termo G)
em fungao de s:

Figura 4.4: A densidade de energia ® para deformagao a volume constante C”(s)

Outra mudanca de forma a volume constante, especificamente um cisalhamento no
plano zOy por um angulo arctan s, é descrita pelo tensor

0
CIII(S) — 0
1

O »
O = O

A figura (4.5) mostra a densidade ® (que neste caso também se reduz ao termo G) em
fungdo do parametro s:
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Figura 4.5: A densidade de energia ® para cisalhamento C"'(s)

Note que o segundo termo de ® também exibe simetria. Por exemplo, se um fragmento
do material na configuragdo de repouso aumenta de 2 numa direcdo e reduz de 1/2 numa
diregdo ortogonal, a energia é a mesma da situagdo em que ele se reduz de 1/2 na primeira
direcdo e aumenta de 2 na segunda — veja a figura (4.4). O mesmo ocorre para um
cisalhamento de s ou de —s, como demonstra a figura (4.5).

4.3 Calculo das forgas de viscosidade

Como vimos no capitulo 2, as forgas internas de viscosidade, que dependem das velocidades
relativas entre particulas préximas, sdo calculadas a partir de uma funcio W(q, q), que
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mede a poténcia dissipada por essas forgas num dado instante.

Denotaremos por w(u) a energia dissipada pelas forcas de viscosidade nas vizinhancas
da particula u, por unidade de volume de repouso e por unidade de tempo, ou seja, w é a
densidade de poténcia dissipada. Portanto, a poténcia 2(¢) dissipada numa regido R C U,
num instante ¢, é Q(t) = fpw(u)|Jq.]du. Por sua vez, a energia total dissipada pelas
forgas de viscosidade interna num intervalo I = [t,, ¢ é [/ Q(¢)dt.

4.3.1 Campo de velocidades

Para uma particula v € U e um vetor § € R, a velocidade da particula v + § num estado
(f,f)é

flu+6) =1f(u) + Jp(u)é + 0(16]%)
onde J; é a matriz jacobiana do campo de velocidades f', isto €,

r

0f:, . Ofs, | Ofe
8%(“) auy(u) 8'ztz(u)
of af, af,
Jp(u) = —éll:i(u) -(,)—Lfl—;(u) ai(u)
df. of- df.
) GE) G

para todo v € U. Dizemos que a matriz J; descreve em primeira ordem o campo de
velocidades das particulas, nas vizinhangas de cada particula u. Note que J; também
pode ser escrita como

d .
d_tJf = Jr

4.3.2 Tensor de escoamento

Comprova-se experimentalmente que, para a grande maioria dos materiais, as forgas de
viscosidade dependem apenas das diferengas de primeira ordem entre as velocidades das
particulas vizinhas; ou seja, da matriz C(u) = Ji(u), onde

. d -1
r_—cﬁ(poqu )

e portanto C(u) = £C(u). Uma vez que a configuracdo de repouso q, nao depende do
tempo, a matriz C pode ser escrita como

Clu) = Ip(u) Jg, (qu(w))

Dizemos que C é o tensor de escoamento do material.
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4.3.3 Invariancia sob rotacao

As forgas de viscosidade nao s&o afetadas por movimentos rigidos do material (translagdes e
rotagdes na configuragido corrente). Portanto, elas dependem apenas da derivada temporal
do tensor métrico T = CT C:

. d . .

T= dt(CTC) =C'C+C'C
Note que T, assim como T, é uma matriz simétrica. Pode-se verificar que, se § é o

deslocamento entre as particulas u e v na configuracdo de repouso q,, entao
§TT6 =2¢"e

onde € é o deslocamento entre u e v na configuracao corrente p, e € é a velocidade relativa

entre u e v.

4.3.4 Viscosidade em materiais isotrépicos

Num material isotrépico, as forcas de viscosidade nao sao afetadas por uma mudanca de
coordenadas na configuracao de referéncia, ou seja, sao as mesmas para Te S‘ITS, onde
S é uma matriz de rotagao arbitraria (que ndo varia com o tempo).

Portanto, a poténcia dissipada pelas forcas de viscosidade é dada por uma fungao
Q(&1, &2, &3) dos auto-valores 1, €2, €3 da matriz T.

4.3.5 Analise para escoamento lento

A densidade de poténcia dissipada w(u) deve ser minima (zero) quando T é nula, e
simétrica nos trés auto-valores de T. Portanto, para deformagcdes graduais (HTH pequeno,
ou seja, escoamento lento), §) deve ser uma fungao quadratica, homogénea e simétrica dos
trés auto-valores. Assim como no caso da densidade de energia elastica para pequenas
deformagdes, concluimos que §2 é uma combinagdo de dois termos:

Q1,82,€3) = m(u) H™ (€, €2, &) + m2(u) T (&1, 62, €3)

onde H* e J* sio fungdes independentes quaisquer de H3, e n;(u), n2(u) sdo coeficientes
reais ndo negativos, que dependem da viscosidade do material nas vizinhancas da particula
u.

4.3.6 Mobdulos de viscosidade

Do ponto de vista fisico, é conveniente tomar

(b1+ &+ &)°
2

H*
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2+ 8 +88 b~ 66— 68)
3 2

JT =

Com esta escolha, uma analise semelhante & da secao (4.2.8) mostra que 7; mede a
resisténcia do material a escoamentos lentos de expansao ou contragao uniforme, enquanto
que 7, mede a resisténcia a escoamentos lentos de cisalhamento. Estes coeficientes sdo
conhecidos como os mdédulos de viscosidade do material.

4.3.7 Foérmula para escoamentos gerais

No nosso simulador, adotamos a férmula

O(IL, =) = "lg“) (%) + 2’?3@ (m? - 32) (4.14)

onde II, = sdo calculados a partir de T(u) como

II = Tn +T22+T33

TP+ 13 + 1785

—



Capitulo 5

Modelo geométrico

Ao aproximar o conjunto discreto de particulas U por uma regido deformével U do R3,
obtemos um ndmero infinito de graus de liberdade. A fim de descrever a configuracao
do sistema com um ndmero finito de coordenadas generalizadas, utilizamos o metodo dos
elementos finitos [Bur87], aproximando o conjunto U por uma colagem de fragmentos de
geometria simples — os elementos finitos. A deformacao de cada elemento é restrita de
modo que sua configuracdo possa ser descrita por um numero fixo e pequeno de coorde-
nadas.

5.1 O elemento tetraédrico

Neste trabalho, utilizamos um s6 tipo de elemento finito, o tetraedro, e permitimos apenas
deformacoes afins de cada tetraedro. Deste modo, cada elemento mantém sempre sua

forma tetraédrica.

5.1.1 Geometria de um elemento

Um elemento genérico T consiste de um conjunto de particulas, que na sua configuragdo de
referéncia r preenchem um tetraedro de vértices u; = [0,0,0], u2 = {1,0,0], u3 = [0,1,0] e
uy = [0,0,1], com densidade uniforme. A esse elemento estd associada uma configuragao
(fixa) de repouso q num sistema de coordenadas préprio, bem como uma configuragido
corrente p, definida em cada instante durante a simulacao.

Vamos sempre numerar os vértices de um tetraedro de maneira que os vértices u;, Uz, U3
sao vistos em ordem anti-horaria por um observador postado no vértice uy. Veja a fi-

gura (5.1).

46
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Y

Figura 5.1: Um tetraedro com vértices em numeragdo positiva

5.1.2 Coordenadas baricéntricas

Cada particula de um elemento 7" pode ser identificada unicamente pelas suas coordenadas
baricéntricas oy, as, a3, oy, onde [ay, a3, ay] sdo as suas coordenadas na configuragao de
referéncia, e a; = 1 — a3 — a3 — ay. Note que cada particula u do tetraedro possui uma
quadrupla unica de coordenadas baricéntricas, e que essas coordenadas nao variam no

tempo. Note também que 0 < a;, 0y, 03,04 < 1.

Se f é uma configuracao do tetraedro 7', e f;,...,fs sao as posigoes em f dos vértices
uy,...,uy de T, respectivamente, entdo a posigao f(u) de uma particula u € T é
f(u) = Ollfl + a2f~2 + Q3f3 + (14f4 (51)
Derivando-se a formula (5.1) obtemos férmulas que permitem calcular a velocidade v(u)
e a aceleragdo a(u) de cada particula u a partir das velocidades vy,..., vy e aceleragoes
ay,...,ay dos vértices do tetraedro que contém u:
v(u) = V] + ayve + azvsy + a4 vy (52)

a(u) = qpa; + apaz + azasz + auay

5.1.3 Deformacao de um elemento

Se f; = [z;,v:,2:], para i = 1,...,4, sdo as coordenadas do vértice u; do tetraedro T na
configuragio f, entdo a equagdo (5.1) pode ser escrita na forma matricial

f(u) =fi + Mu
onde M é a matriz
Tp—2T; T3—T1 T4— 2T

M=|y—y1 ¥3—y1 Va—U0n
Z9— 21 23—21 24— 2)
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Ou seja, M € a parte linear da transformacao afim que leva o tetraedro 7' da configuragio
de referéncia r para a configuragao f. Verifica-se que o determinante de M é positivo,
dado que ¢ seis vezes o volume de 7' na configuragao f. Portanto, a inversa de M existe e
mapeia as particulas de T" na configuragdo f de volta para a configuracio de referéncia r.

Vamos denotar por A e B as matrizes M correspondentes a levar o tetraedro T de r
para q, e de r para p, respectivamente. A matriz que corresponde a levar T da configuragio
de repouso q para a configuracao corrente p é portanto

C=BA"!

A figura (5.2) ilustra os mapeamentos entre as configuragdes de referéncia, de repouso e

corrente de um tetraedro 7.

Configuracao
de repouso

Y
5

(/
L7

Configuracao

de referencia B-! Configuracao

corrente

Figura 5.2: Mapeamento entre as configuragbes de um tetraedro

5.1.4 Propriedades materiais dos elementos

Em nosso modelo, as propriedades materiais (densidade de massa, médulos de elasticidade
e de viscosidade) sao uniformes no interior de cada tetraedro, mas podem mudar de um
para outro.

Note que a densidade de um tetraedro varia quando seu volume muda, mas a sua massa
permanece constante. Se m é a massa (fixa) de um tetraedro e V' o seu volume em uma
configuracdo qualquer, a sua densidade p nessa mesma configuracdo é dada por p = m/V.
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Outros parametros associados a cada tetraedro sao o médulo volumétrico e, 0 médulo
de rigidez 83, o primeiro médulo de viscosidade n; e o segundo mddulo de viscosidade 7,
(veja as segdes (4.2.8) e (4.3.4)). Subentende-se que estes parametros podem variar de um
tetraedro para outro, mas sdo constantes dentro de cada tetraedro.

5.2 Corpos complexos

Qualquer objeto poliédrico fechado pode ser modelado por um nimero finito de tetraedros.
Por exemplo, a figura (5.3) mostra um modelo de elementos finitos para um corpo em forma
de cubo, constituido de seis tetraedros.

Figura 5.3: Um cubo feito de seis tetraedros

Dois tetraedros T} e T, podem estar colados por uma face, por uma aresta ou por um
vértice. Em qualquer configuragdo do sistema, entretanto, os tetraedros 7; e 75 possuem
interiores disjuntos. Note que cada subconjunto conexo de tetraedros do modelo constitui
um corpo isolado, e que todo corpo construido por uma unido arbitraria de tetraedros
apresenta forma poliédrica, com superficie triangularizada. Note também que se unimos
dois corpos apenas por uma aresta temos uma dobradiga, e se o fazemos por um vértice
apenas, temos uma articulagdo universal ou esférica.

O conjunto de vértices do modelo consiste de todos os vértices de todos os elementos;
porém, quando dois ou mais vértices de elementos sdo colados entre si, eles contam como
um unico vértice do modelo. Da mesma forma, definimos o conjunto de arestas do modelo.
Por exemplo, o modelo da figura (5.3) tem 8 vértices e 19 arestas. Note que dois vértices do
modelo sdo unidos por uma aresta se e somente se pertencerem a um mesmo elemento. No
que segue, usaremos n,, n, € n; para denotar os numeros de vértices, arestas e elementos
(tetraedros) do modelo.
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5.2.1 Definicao das coordenadas generalizadas

A geometria de cada corpo na configuragao corrente é inteiramente determinada pelas
coordenadas correntes dos vértices dos seus tetraedros. Portanto, as coordenadas genera-
lizadas do sistema sdo as coordenadas cartesianas dos vértices do modelo.

O estado do sistema é descrito pelo vetor q = [g1,...,¢,] de coordenadas cartesianas
dos vértices, onde n = 3n, é o numero total de coordenadas generalizadas, e pelo vetor q =
[¢1,-. ., ¢n] de velocidades lineares dos vértices. Cada tripla [g;, ¢j+1, ¢j+2] de coordenadas
tal que 7 mod 3 = 1 equivale as coordenadas cartesianas de um vértice do modelo r; =
(:,v:, 2], onde ¢ = fé—], analogamente, para cada vértice de velocidade linear v; = dr;/dt,
existe uma tdnica tripla [¢;, 4;+1,4;+2] de velocidades generalizadas.

5.3 Energia e poténcia dissipada

A energia cinética ' e a energia potencial P do sistema, assim como a poténcia W
dissipada pelas forcas internas de viscosidade, sao simplesmente a soma dessas grandezas
para cada elemento do modelo. Note que uma configuragao f : U — R? do sistema nao
é diferenciavel nos pontos que pertencem as faces dos tetraedros. Portanto, a densidade
de massa p, a densidade de energia elastica ¢, e a densidade de poténcia dissipada w nao
sao definidas nesses pontos. Entretanto, o conjunto total desses pontos tem volume zero,
e como dissemos no capitulo 4, tem massa e energia nulas.

5.3.1 Energia cinética de um elemento

A energia cinética K de um tetraedro T' de massa m pode ser calculada como

1 1—&4 1—03—{14 p 9
K =/ / / ~v*dog das doy
o Jo 0 2

onde v é a velocidade no estado corrente de uma particula do tetraedro com coordena-
das baricéntricas [as, s, c4], € p = 6m é a densidade do tetraedro na configuragio de

referéncia. Pela férmula (5.2), temos que

1 l—oy l-a3—a
K= 3m/ / / 4(alvl + aava + azva + agvy)? dag das day
o Jo 0

onde vy,..., Vv, sdo as velocidades correntes dos vértices de T. Integrando, esta formula

se reduz a

L_ Mmoo 2 2 2
K —%(VI+V2+V3+V4+V1'V2+V1'V3+V1'V4+V2'V3+V2'V4+V3'V4)
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5.3.2 Energia elastica de um elemento

Sejam A, I' e ¥ os invariantes de rotacdo dentro de um tetraedro 7', calculados a partir
do tensor de deformacdo C (veja a se¢do (4.2)). Estes invariantes, e portanto a densidade
de energia elastica ®, sdo constantes no interior de T'.

Calculamos a energia elastica P do tetraedro multiplicando seu volume de repouso V°
pelo valor da densidade de energia elastica no seu interior, dada pela férmula (4.13):

P=V° -‘3‘-<A2+—L—2)+é(rg—3z)] (5.4)

32 A? 6

5.3.3 Poténcia dissipada em um elemento

A matriz T, para um dado estado do sistema, é uniforme no interior de cada tetraedro T'.
Portanto, as quantidades IT e =, bem como a densidade de poténcia dissipada {2, calculada
através da formula (4.14), sdo as mesmas em todos os pontos do interior de 7'. Calculamos
a poténcia dissipada no interior do tetraedro 7' como

W=V [’;i (m?) + 3;’— (2 - 35)] (5.5)

onde V é o volume de T no estado corrente.



Capitulo 6

Simulacao do movimento

Tipicamente, sistemas interessantes de simular apresentam algumas dezenas ou centenas
de tetraedros viscoelasticos, sujeitos a gravidade, colisdes e restrigdes holonémicas sim-
ples. Neste capitulo, descrevemos as ferramentas numéricas que adotamos para simular o
movimentos de tais sistemas, exceto pelos algoritmos de detecido e tratamento de colisdes
e outros eventos discretos, deixados para o capitulo seguinte.

Como vimos no capitulo 3, o sistema de equagées de movimento de um sistema dinamico
em sua forma mais completa pode ser formulado matricialmente como

M D" )[g] [f

J o Al v (6.1)

Para calcular a evolucao do sistema ao longo do tempo € necessirio, em primeiro
lugar, resolver o sistema linear acima em ¢ e A, para o estado inicial do sistema. Em
seguida, é preciso integrar a equagao M = f — DT A, para obtermos um novo estado num
instante posterior. Se um evento discreto (por exemplo, uma colisdo) é detetado entre
estes dois estados, o ultimo deles deve ser descartado, e um novo estado deve ser calculado
no instante do evento. Todo evento requer um tratamento especifico, que na maioria das
vezes causa uma mudanca nas equagoes de movimento. Uma vez obtido um novo estado
valido para o sistema, todo o processo é repetido. Dada a complexidade do modelo, nédo
deve surpreender o fato de que cada iteragao deste processo de simulagdo envolve um custo
computacional significativo, da ordem de milhoes de instrucdes aritméticas elementares.

6.1 Fase de pré-processamento

Em nosso modelo de elementos finitos, a massa de cada tetraedro é invariavel no tempo e
a energia cinética do sistema é uma funcdo quadrética nas velocidades ¢;, e independente
das coordenadas ¢;. Em conseqliéncia, a matriz de massa M é constante, o que nos permite
calcula-la uma unica vez, antes de dar inicio a simulagdo propriamente dita. Mais ainda,

52
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calculamos uma fatoragdo de M, visando facilitar a resolugao do sistema linear (6.1) no
decorrer da simulagao.

Exceto por M, todas as matrizes e vetores em (6.1), incluindo as varias forgas indi-
viduais que compodem f, variam ao longo do tempo e portanto precisam ser calculadas
repetidas vezes durante a simula¢do. Em particular, as matrizes J e D e o vetor ¥ tém
de ser calculados diretamente para cada novo estado do sistema, conforme descrito no
capitulo 3.

6.1.1 CaAlculo da matriz de massa

Na secdo (2.3.2), vimos que os elementos de M sao dados por

a?lf
Mij = zr
9q:94;
para todo 7,7 = 1,...,n. A matriz M é simétrica, uma vez que

K K
9¢:0¢;  9¢;04;

Seja K| a energia cinética do [-ésimo tetraedro do modelo, para { = 1,...,n,. Partindo
de uma matriz M inicialmente nula, nés calculamos os elementos A;; tais que ¢ > j
somando separadamente as contribui¢bes de cada tetraedro, ou seja, para cada tetraedro
T; calculamos as doze derivadas de A em relacao as coordenadas dos quatro vértices do
mesmo, € as somamos aos devidos elementos de M.

Pode-se verificar que M é uma matriz de blocos 3 x 3, onde cada bloco corresponde
a um par ordenado (u,v) de vértices do modelo, para 1 < uw,v < n,. Para cada par
(u,v), se u é igual a v ou se ha uma aresta entre os vértices distintos u e v, entdo o
bloco correspondente a esse par é uma matriz diagonal, e os trés elementos da diagonal
sao positivos e iguais entre si; caso contrario, se nao ha nenhuma aresta entre os vértices
distintos u e v, o bloco € uma matriz nula. Assim, cada bloco ndo nulo de M corresponde
a um vértice ou a uma aresta do modelo, e vice-versa. Um vértice v produz um bloco
nao nulo centrado na diagonal principal de M, cujos elementos nao nulos sao M;; tais que
i € {3u—2,3u —1,3u}. Uma aresta entre os vértices distintos u e v produz dois blocos
nao nulos fora da diagonal principal de M, cujos elementos ndo nulos sdo M;; e M;; tais
quet = 3u—r, 7 =3v—rer € {0,1,2}. Num bloco de vértice, cada elemento da
diagonal é um décimo da soma das massas dos tetraedros incidentes ao vértice, enquanto
que num bloco de aresta cada elemento da diagonal é um vigésimo da soma das massas
dos tetraedros incidentes a aresta.

Note que o nimero de elementos ndo nulos em M é exatamente 3n,+6n,, para qualquer
modelo de tetraedros. Em modelos praticos, o nimero de arestas usualmente é linear no
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numero de vértices. Em tais casos, a matriz M é esparsa, e portanto o espago necessario
para armazena-la é linear no tamanho do modelo, se armazenarmos apenas os elementos
nao nulos — como fazemos em nossa implementagao.

A titulo de exemplo, a matriz de massa para um corpo constituido de um tnico tetra-
edro de massa m €

[ 2
0
002 001 001 001

N O
o O
—
- o
<o O
—
—_
o
—_
—
o

10 020 0 0 1

0 0 0 0 2 0 0 1 0 01
M= 55

100 100 2 00 00

6.1.2 Fatoracao da matriz de massa
Podemos escrever a energia cinética A’ como

oT .
K= q Mg
2

Pela definicao de energia cinética temos que /' > 0 para todo ¢ ndo nulo, o que significa
que a matriz M é positivo-definida. O fato de M ser simétrica e positivo-definida nos
permite aplicar o método de Choleski [BF89] para fatord-la na forma

M = LDL"

onde L é uma matriz triangular inferior de diagonal unitdria e D é uma matriz diagonal
cujos elementos na diagonal sdo todos positivos. Para resolver um sistema Mx = y basta
resolver os seguintes sistemas lineares:

Lv =y
Du
L™x = u

i
<

(6.2)
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onde u e v sao vetores temporarios. O primeiro sistema linear é resolvido por uma subs-
tituicdo para frente, o segundo € trivial e o terceiro é resolvido por uma substitui¢ao para
tras.

Quando M é esparsa, verifica-se na maioria das vezes que a matriz L também € esparsa,
embora menos do que M. Em nossos testes, observamos que para matrizes de massa de
bom tamanho (de 300 a 1000 linhas), o nimero de elementos ndo nulos em M néo chega
a 3% do seu numero total de elementos. Quando essas matrizes sdo fatoradas, o nimero
de elementos ndo nulos no fator L ndo chega a 7% de seu tamanho total.

O numero de novos elementos ndo nulos em L depende das relagbes de vizinhanca
entre os tetraedros do modelo, e da ordem das linhas e colunas de M. Existe sempre uma
permutacdo das linhas e colunas de M que minimiza esse numero, e ha varias técnicas
na literatura especializada para encontrar eficientemente uma permutacao suficientemente
proxima da étima [Pis84]. Em nosso sistema n&o nos preocupamos em realizar essa oti-

mizagao.

6.2 Calculo das forcgas diretas

Como vimos no capitulo 2, o vetor de forcas diretas f sobre os vértices do modelo é dado
pela soma de quatro componentes: f = ff +f44+£°+f¢ sendo que as forgas externas f¢ sio
dadas pelo usuério ou calculados pelo préprio sistema, como no caso das forcas de gravi-
dade. No nosso modelo, as forcas ficticias ff sio sempre nulas, porque a energia cinética
K é independente de q. As forcas internas conservativas f¢ e dissipativas f¢, que em nosso
sistema correspondem as forcas elasticas e as forgas de viscosidade, respectivamente, sdo
calculadas pelo sistema de animacgao para cada estado obtido durante a simulacgao.

6.2.1 Calculo das forgas externas

Seja T um tetraedro cujos vértices possuem posigdes pi, ..., Py na configuragdo corrente.
Seja p = a1p; + a2p2 + azps + aypy a posicdo de uma particula u do tetraedro T,
onde ay,..., 04 sdo as coordenadas baricéntricas dessa particula em relacdo aos vértices
de T. Dada uma forga f, € R® sobre essa particula, calculamos as forcas generalizadas
equivalentes f; = [f7, f¥, f?], sobre os quatro vértices de T, como f; = o;f,, para i =
1,...,4 (veja a se¢do 2.2.1).

Seja fr € R® uma forga externa distribuida uniformemente sobre todas as particulas do
tetraedro T'. Pode-se verificar que a forca generalizada equivalente sobre os vértices de T'
éf; = ifT, para ¢ = 1,...,4. Por exemplo, suponha que f7 = m g ¢ a for¢a da gravidade
sobre T, onde m é a massa de T e g € R® é a aceleragio (constante) da gravidade em
coordenadas cartesianas. Neste caso, as forcas generalizadas sobre os vértices de T sao
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f, = % m g. Note que a forga total da gravidade sobre um vértice é a soma das contribuigoes

devidas a cada tetraedro incidente a esse mesmo vértice.

6.2.2 Calculo das forgas elasticas

As forgas de elasticidade f¢ sdo calculadas de maneira eficiente através da aplicagao sis-
teméatica da regra da cadeia [BS83] as derivadas da energia elastica P; de cada tetraedro
T; do modelo, para j =1,...,n,.

Para cada coordenada generalizada g¢;, a correspondente forca de elasticidade ff é o
oposto da soma das derivadas Z—}:f(q), para os tetraedros T; que apresentam a coordenada
¢; num dos quatro vértices. Para obter as doze derivadas de P; associadas ao tetraedro
T;, primeiro calculamos os tensores de deformagao B e C e as medidas de deformacao A,
[' e ¥ de Tj, e entdo aplicamos a formula a seguir para cada coordenada ¢; presente em
um dos vértices desse tetraedro:

or; OP; OA 0P, OI'  0P; 90X \ 0T | 0C;s | 0By,
a—q; - Z {[<8A 8Tu or 8Tk, 2 aTkI) OC”J an} 0(1,»

k,l,r,su,v

onde Ty sio os elementos do tensor métrico T = CTC.
As derivadas de P; em relagao a A, I' e ¥, de acordo com a féormula (5.4), sao

oF; _ ol (A_L)

oA T 916 A3
an 05
— = V'’=T
or 73
?_ji = _V,Oé
0ox 72
e destes ultimos em relacao a T} sao
A 2)
— = T
aTkl kil
or 1 sek=1
OTu ~ |0 sek#1
ox . Tiu+Too+Ts3—Ty sek=1
aTkl N —le se k‘ 75 {

Note que, pelo fato da matriz T ser simétrica, ha apenas seis derivadas independentes de
A, T e £ em relacao a T. As derivadas de T em relagdo a C sdo dadas por

T | Cu se s =k + Crp ses=1
0C,s 0 ses#k 0 ses#l
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As derivadas de C em relagao a B sdo constantes para cada tetraedro:

ICrs | (A7Y)ys ser=u
0By, 0 ser#u

A matriz B ¢é linear nas coordenadas ¢; dos vértices de T, e portanto cada uma de suas
derivadas (que vale 0, 1 ou -1) é conhecida de anteméo.

Na verdade, basta calcular apenas 9 das 12 derivadas JP;/0q;, uma vez que a soma das
forcas internas de elasticidade em cada tetraedro é nula. A for¢a no quarto vértice é igual
e oposta a soma das forgas nos outros trés. O mesmo se aplica as derivadas dW;/0¢;, que
déao as forcas internas de viscosidade.

6.2.3 Calculo das forcas de viscosidade

A for¢a interna de viscosidade em um vértice, assim como para a forca de elasticidade, é
dada pela soma das contribuigoes de todos os tetraedros incidentes a esse vértice. Mais
precisamente, para cada velocidade generalizada ¢;, a correspondente forga de viscosidade
f& é o oposto da metade da soma das derivadas %}(q,d), para os tetraedros 7; que
apresentam a coordenada ¢; num dos quatro vértices.

Suponha que as forcas de elasticidade ja foram calculadas. Calculamos entao as ma-
trizes B, Ce T, e os valores de Il e =, para cada tetraedro. Para cada velocidade ¢;

associada a um vértice do tetraedro T; calculamos:

5 {[(aw;an awyaz) anq ais}an

oW,
- klrs,u,v aH aTkl aE aTk[ aérs aBuu 5(]1

9q;

Pela férmula (5.5), temos que
oW 4
OHJ =V <Th + g%) 11
aLV]
0=

= —2Vim,

oIl {1 sek =1

8T, 0 sek#l
0= _ {T11+T22+T33—Tk1 se k=1
0T ~Ty sek#1

Pode-se verificar facilmente as seguintes igualdades:

AT 0Ty
9C,s  0Cy,
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aC’rs _ aC'rs
0B,, OB
8B _ 9Bu
0 g

que permitem reaproveitar boa parte das contas efetuadas no célculo das forgas de elasti-

cidade.

6.3 Calculo das forgas de vinculo

6.3.1 Restricoes simples

Vamos considerar nesta secao apenas o caso de um vértice restrito a se mover num plano
paralelo a um dos planos 2Oy, yOz ou zOz, da maneira que foi implementado em nosso
sistema de animagao. A restricao que permite obter esse efeito é expressa como ¢; — ¢ = 0,
onde ¢; é uma coordenada cartesiana de um vértice, e ¢ é o valor dessa coordenada no
estado inicial. Supondo-se que ¢; seja nula no estado inicial, esta restricio pode ser escrita
como ¢; = 0. Note que se restringirmos desta maneira as trés coordenadas de um vértice,
ele ficard fixo a uma posigao no espago; alias, esta é de longe a restricdo mais util que
conhecemos.

Tratamos cada restri¢do do tipo ¢; — ¢ = 0 através de alteragdes simples no sistema
de equagoes (6.1). Na fase de pré-processamento, transformamos a matriz de massa M
em uma matriz M*, atribuindo o valor 0 (zero) a todos os elementos da z-ésima linha
e da i-ésima coluna de M, exceto ao elemento M;;, ao qual atribuimos o valor 1 (um).
Durante a simulagao, atribuimos um 0 (zero) ao i-ésimo elemento do vetor de forgas f e
entdo calculamos as forcas de vinculo f¥ = —DTA, utilizando a matriz M*. Feito isto,
calculamos as aceleragdes q resolvendo o sistema M*q = f~, onde f* é a soma dos vetores
f e f¥, com o seu i-ésimo elemento zerado.

Pode-se mostrar que as alteracdes em M preservam a sua simetria, bem como o fato
dela ser positivo-definida. A restricdo mais geral de um vértice preso a um plano ou a
uma reta arbitrarios poderia ser tratada de forma similar [Pis84].

6.3.2 Restrigoes holonémicas gerais

Para restri¢des gerais, precisamos resolver o sistema linear (6.1). Embora esse sistema
possa ser resolvido simultaneamente nas aceleragées q e nos multiplicadores de Lagrange
A, é mais eficiente resolvé-lo separadamente em q e em A, devido & disponibilidade de
uma fatoracio pré-calculada de M.
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Para tanto, reescrevemos (6.1) na forma

JM™IDTA = JM-f —
Mg = f-DTX
de onde calculamos primeiro A e depois §.
Em nossa implementagao, todos os k vinculos no sistema séo do tipo Hi(q,t) = 0. A
matriz J, para cada novo estado calculado pelo integrador, é inicialmente preenchida com

zeros. Em seguida, para cada equagdo de vinculo Hi(q,t) = 0, para [ = 1,...,k, atribui-se
a Jj; o valor de %—qf(q,t), para as coordenfdas g; presentes na funcio H,.

6.3.3 Resolucao do sistema linear

Dado o sistema linear IM!DTA = IM~f — ), utilizamos a seguinte seqiiéncia de passos
para resolve-lo em A:

1. Resolver ME = J7 em relacao a E.

Q]

. Calcular b —« ETf — )
3. Calcular A —E™DT
4. Resolver AX = b em relagdo a A.

O sistema linear no passo 1 é resolvido aplicando-se os passos (6.2) para cada um dos
k pares de colunas das matrizes J7 e E. O sistema linear no passo 4 é resolvido por um
método de eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial. Uma vez obtido A, calculamos
as forcas de vinculo —DTA e as somamos ao vetor f.

Nao implementamos forcas de vinculo com atrito, de modo que a direcao d; de cada
forca de vinculo é dada por

0H,
d = —I(q,t
para [ = 1,...,k. Portanto, a matriz D € igual a matriz J, e as forcas de vinculo séo

=JTA.

Como a matriz M™! é simétrica e positivo-definida (pois M assim é), sabemos que a
matriz JM™1J7, além de simétrica, é positivo-semi-definida, ou seja, AT IM™1IJTA > 0,
para qualquer vetor A. O passo 4 é entdo resolvido de maneira mais eficiente por uma
eliminacdo de Gauss sem pivoteamento. Note porém que, quando os vetores d; tém outras
diregdes, a matriz JM DT nio ¢ simétrica e nem positivo-semi-definida, em geral.
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6.3.4 Situacoes nao determinadas

Sejam A = JM™!DT e b = JM~'f — 4. O sistema linear AX = b tem uma tnica solugio
se e somente se a matriz A é ndo-singular. Caso contrario, o vetor b determina se nao ha
nenhuma solugdo ou se ha infinitas solugdes.

Para ver como essas situagbes podem ocorrer, tomemos um exemplo. Suponha que uma
particula u de posigao corrente p € restrita a permanecer na superficie de duas esferas de
raio unitario, a primeira com centro em [—1,0,0] e a segunda em [1,0,0], e que no estado
inicial do sistema essa particula esta na origem, e portanto no ponto unico de intersecao
das duas esferas. A matriz A nesta situagéo é singular. As duas forgas de vinculo (em R?)
sobre a particula, enquanto ela permanecer na posi¢ao inicial, terdo dire¢des dadas pelos
vetores d; = (1,0,0] e d2 = [~1,0,0]. Se a velocidade inicial da particula é nula e uma
forga externa f, = [v,0, 0] age sobre ela, com ¥ # 0, entdo qualquer combinacao A;d; +A2d,
das duas forgas de vinculo, tal que A} — Ay = —~, serd capaz de manter satisfeitos os dois
vinculos. Porém, se a velocidade inicial da particula tem uma componente tangencial
as duas esferas, ou se uma forga externa com uma componente tangencial age sobre ela,
nao ha nenhuma combinagao de forcas de vinculo que impega que ao menos um dos dois
vinculos se torne nao satisfeito num instante imediatamente posterior.

Para que A seja nao-singular, é necessario que as forgas de vinculo, ou alternativamente
as linhas das matrizes J e D, sejam linearmente independentes — em outros termos, que o
posto de J e de D seja igual ao nimero de vinculos £&. Em nosso sistema, nés simplesmente
paramos a simulagdo se porventura a matriz A torna-se singular. Felizmente, devido ao
fato de lidarmos com corpos elasticos, essa situacdo sé ocorre quando os vinculos sao

claramente conflitantes.

6.3.5 Tipos de restricoes implementadas

Sejam p; = [z, i, 2:], para i = 1,...,4, as posi¢bes correntes dos vértices de um tetraedro
T, dados no sentido convencionado. Seja p = [z, ¥, z] a posigdo corrente de um vértice do
modelo. A nossa implementagdo permite especificar os tipos de restricées de movimento

descritos a seguir.

Vértice restrito a um plano: Para restringir um vértice a um plano fixo utilizamos o

vinculo
ar+by+cz+d=0

onde a, b, c e d sao os coeficientes do plano.

Vértice restrito a uma superficie quadrica: Para restringir um vértice a se mover
sobre uma superficie quadrica genérica, basta utilizar a equacido da quadrica desejada
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sobre as coordenadas do vértice, ou seja,
az? +by* +c? +dzytexzz+ fyz+gr+hy+iz+j7=0

onde a,...,7 sdo os coeficientes da superficie quadrica. Por exemplo, para restringir um
vértice a uma esfera de centro ¢ = [¢;, ¢, ¢;] e raio r utilizamos o vinculo

(z-e)+(y—c) +(z-c) =r" =0

Vértice preso a um ponto na superficie de um corpo: Sejam p;, p2 € p3 as posi¢oes
correntes dos vértices de uma face exposta F, que pertence a um tetraedro diferente do
tetraedro que contém o vértice de posicao p. Seja g = a1p1 + a2p2 + (1 — a1 — az)ps 2
posicao de uma particula nessa face, onde a; e ay sdo coordenadas baricéntricas validas
dessa particula em relacao a F. Restringimos as particulas em p e q a terem a mesma
posicao através de trés vinculos:

T -z — oty — (1 —a; —az)zs = 0
y—apn —yr — (1l —ap —ap)ys = 0
Z — (121 — Q29 — (1 — Q — CY2)23 = 0

Note que esta restri¢ao permite prender um vértice a outro, um vértice a uma aresta, e
um vértice a uma face.

Tetraedro incompressivel: Um tetraedro cujo volume nao pode variar € obtido através
do vinculo
T2 —T1 Y2 —Y1 22— 21
1
5 T3—2; Ys—y1 23—z |~ Vo=0
T4—T1 Ya—Y1 24— 2

onde V; é o volume de repouso do tetraedro.

Tetraedro rigido: Num tetraedro rigido, a distancia entre cada par de seus quatro
vértices ndo varia. Portanto, sdo necessarios os seis vinculos

4

p2—pil’ =01 = 0
ps—pi* -8 = 0
pa—pifP =15 = 0
ps—p2l* =15 = 0
Ps—p2ff =08 = 0
$ Ips — psl® — 3 0
onde l,...,ls sdo as distancias entre os vértices correspondentes do tetraedro na confi-

guracao de repouso.
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Restricao cinematica com trajetéria de Hermite: Esta restricdo permite ao ani-
mador especificar que um vértice sai de um ponto u = [ug,uy,u,] no instante t,, com
velocidade inicial 4 = [t, Uy, %,], € chega no ponto v = [v,, vy, v,] com velocidade final
V = [0z, ¥y, ;] no instante ¢,. Para obter este comportamento, utilizamos polinédmios de
Hermite [FvDFH90] para definir a trajetéria do vértice (veja a figura (6.1)):

z(t) = az(t—1)° +b.(t —t)? +co(t —to) + do
y(t) = ay(t - ta)3 + by(t - ta)2 + cy(t - ta) + dy
z(t) = a,(t—t)P+b.(t —t.) +ec.(t—t.) + d,

Esta curva interpola os pontos extremos u e v, e suas tangentes em ¢, e ¢, igualam as
derivadas u e v. Os coeficientes do polinémio de z sdo dados abaixo:

2(uy — vy) Up + U
a; =

(ty — t,)3 (ty — ts)?

vy —ug) 20Uy + 0
b, = -~

(tb - ta)2 ty — ta
C; = Uy
dy = u,

Os coeficientes para y e z sao analogos. Finalmente, temos os trés seguintes vinculos:

r—z(t) = 0
y—yt) =0
z—2(t) = 0

X

Figura 6.1: Trajetéria definida por uma restrigdo cinematica
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6.4 Integracao do sistema de equacoes

As trajetdrias “reais” (ou exatas) das particulas em um dado sistema dindmico sio aque-
las que satisfazem exatamente as equagoes diferenciais de movimento do sistema. Uma
aproximagado para tais trajetorias pode ser calculada através de um método numérico.
A escolha de um método especifico impde um limite superior ao grau de precisdo dessa
aproximagao, e um limite inferior ao custo computacional incorrido em sua obtencao.

Para propésitos de animagao, as posi¢oes e velocidades dos objetos ndo precisam ser
calculadas com precisao muito alta, pois o efeito visual de tais imprecisées é pratica-
mente imperceptivel. Precisamos entretanto de um método razoavelmente preciso devido
a grande complexidade do modelo, que inclui varios tipos de forgas, com componentes nao
lineares. Com métodos pouco precisos, a trajetoria do sistema no espago de configuragoes
provavelmente logo se afastaria permanentemente da trajetoria exata, ndo conseguindo
manter o valor da energia mecanica do sistema e/ou o desvio das restri¢cées de movimento
dentro de tolerancias numéricas aceitaveis.

Em linhas gerais, um algoritmo de integracao numeérica comeca com um estado inicial
em um instante arbitrario tg, e calcula uma sequéncia de estados em instantes sucessivos
to < t; <ty < ... < ty, para algum m. Um passo da integragao consiste em calcular
um novo estado a partir de um ou mais estados imediatamente anteriores. Para fins de
animacao, € necessario que esta seqiéncia de instantes contenha os instantes dos quadros
da animacdo, que sdo estados separados por intervalos fixos de tempo.

6.4.1 Integracao numérica adaptativa

Os algoritmos de integracao mais eficientes sdo adaptativos: eles ajustam automaticamente
o tamanho 7 do intervalo de tempo entre dois estados consecutivos, de modo a manter
uma estimativa da diferenca entre as trajetorias exata e aproximada abaixo de uma dada
tolerancia. Esse ajuste é feito de acordo com alguma medida local da “dificuldade” de
integragdo no passo corrente. Quando as forgas variam suavemente, o algoritmo pode uti-
lizar um intervalo de tempo maior. Por outro lado, quando as forgas variam rapidamente,
ele deve adotar um intervalo menor. Quando 7 tende a zero, a diferenca estimada entre
as trajetdrias exata e aproximada também tende a zero. Entretanto, quanto menor o ta-
manho desse intervalo, maior serd o efeito cumulativo dos erros de arredondamento, que
crescem exponencialmente no nimero de passos.

Na prética, o tamanho 7 do passo deve ser restrito a uma faixa [Tmin, Tmax]. O limite
inferior 7o;, € necessario para evitar que o algoritmo de integracdo tenha de fazer um
numero excessivo de passos entre dois quadros da animagao, e para reduzir a chance de que
os erros de arredondamento se tornem significativos. O limite superior 7.« evidentemente
deve ser menor ou igual ao intervalo entre quadros da animacgao; mas pode ser ainda menor
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caso as fungoes sendo integradas tenham irregularidades que possam ser nao detetaveis

nessa escala.

6.4.2 Eventos discretos

O passo de integracdo numeérica que leva o estado do sistema de um instante ¢; para um
instante posterior t; + 7 é baseado em duas suposi¢bes: em primeiro lugar, as equagdes
de movimento ndo mudam nesse passo ou em qualquer outro; em segundo, as derivadas
temporais de primeira e segunda ordem das coordenadas sdo fungoes continuas no intervalo
(t;,t; + 7), embora nao precisem ser continuas nos instantes ¢; e ¢; + 7. Entretanto, em
certos sistemas dindmicos, tais como os que descrevemos neste trabalho, é possivel que
uma dessas suposi¢oes, ou ambas, nao sejam validas em um dado passo de integracéo.

Como veremos, certos eventos especiais podem ocorrer em instantes arbitrarios entre
dois estados consecutivos. Um evento discreto € um acontecimento significativo para a
simulacdo que ocorre em um instante t., além do qual a integragao nao pode continuar
normalmente. Em termos gerais, € preciso integrar as equacoes de movimento até ¢.,
realizar alguma mudanca especifica nas equagdes de movimento e/ou no estado do sistema
em t., € entdo continuar integrando a partir de ¢.. No capitulo 7 veremos como detetar
esses eventos, e como trata-los de modo a continuar a integracao.

6.4.3 Algoritmo de simulacao

O algoritmo de simulagao utilizado em nosso sistema integra a equagdo diferencial u =
F(u,t), com u = (q,q), em um intervalo de tempo I = [t,,t;], detetando e tratando
quaisquer eventos discretos encontrados nesse intervalo.

Algoritmo 1 (Simula) Recebe fungdo F', instante inicial t,, instante final ty, estado ini-
cial u, = (qq,q,), tolerdncia de erro €, incremento mdrimo de tempo Tmax € incremento

minimo de tempo Timin.

t—t,
u— u,
T ¢ Tmin
enquanto ? < ¢,
(W', E) « Integra(u,t, r, F)
se E>¢c¢ e T > Ty entéo (1)
7 « NovoIncremento(F, €, Tmin, Tmax)
senao
t. «— DetetaEvento(u,u’, ¢, ¢+ 7)
se t. = NenhumEvento entao
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te—t+4+rT1
u—u
T + NovoIncremento(F, €, Tmin, Tmax)
senao
se T > Tmin entao (2)
Te — te— 1
h «— 0.001xmin(7., 7 — 7) (3)
7 — maX(Tmin, MIN(T — Tin, Te — £)) (4)
senao
te «— min(t + 7, max(t + Tmin/2, t.)) (5)
Te— 1. —1
(u’, E) « Integra(u,t, r, F)
t— i,
u«~ u’
significante «— TrataEvento(u/, ¢.)
se significante entao
T Tmin
senao

7 « NovoIncremento(E, €, Tmin: Tmax)

O procedimento (nao iterativo) Integra calcula a partir do estado u = (q,q) no
instante { um novo estado u’ = (q’,q’) para um instante ' = ¢ + 7, e uma estimativa
E do erro numérico envolvido nesse calculo. Quando esse erro é excessivo, o simulador
(na linha (1) acima) repete a integragao com um incremento de tempo menor, desde que
7 ainda possa ser diminuido. Se 7 tiver atingido o valor minimo 7, o valor de E é
desconsiderado, e a simulagao avanca para o estado u’.

O procedimento DetetaEvento devolve o instante ¢, do primeiro evento ocorrido no
intervalo [t, ¢+ 7|, ou a constante NenhumEvento, se ndo houverem eventos nesse intervalo.

Quando o algoritmo chega a linha (2), ele sabe que pode haver um evento no intervalo
I = [t,t+ 7], num instante préximo a t.. Neste ponto, entretanto, é preciso levar em conta
que a precisio da estimativa t. é inversamente proporcional ao tamanho 7 do intervalo I,
e & distancia de ¢, aos extremos desse intervalo (o valor k calculado na linha (3) mede a
precisdo de t, segundo este ltimo critério). Se o integrador simplesmente caminhasse até
t., quando 7 é grande ou quando ¢, estd proximo ao instante médio de I, verificaria muitas
vezes que a posic¢ao prevista do evento mudou para algum instante um pouco anterior a t..
Portanto, o passo de integragdo € repetido para um intervalo definitivamente menor que
te — t, até que 7 finalmente atinja o valor minimo 7mi,. O minimo calculado na linha (4)
serve para garantir a convergéncia de 7 até Tmin num numero finito de passos.
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Quando 7 atinge Tmi, 0 algoritmo supde que o instante ¢, é suficientemente preciso,
integra até esse instante e trata o evento. O ajuste de ¢, feito na linha (5) visa garantir que
o integrador avance pelo menos de Tmin/2, a fim de prevenir lentiddo excessiva na presenca
de muitos eventos.

O valor de retorno do procedimento TrataEvento diz se o evento que foi tratado em ¢,
é ou ndo significativo para a simulacdo, isto é, se houve ou ndo uma mudanca no sistema de
equacdes ou uma alteragio descontinua no estado do sistema. Excluindo-se a gravacdo de
novos quadros, todos os eventos detetaveis em nosso sistema de animagao (colisdo, quebra
de contato, etc.), sdo significativos neste sentido.

A fungao F fornecida ao simulador produz u = (¢, q’) a partir de u = (q, q), copiando
q para ¢ e calculando ¢ através do procedimento CalculaAceleragdes, que realiza o
calculo das aceleragbes ¢ a partir das forgas diretas f e de vinculo f¥, resolvendo um
sistema linear M@ = f + f¥ da maneira que descrevemos na secio (6.1.2).

Note que os procedimentos CalculaAceleragdes, DetetaEvento e TrataEvento de-
pendem do problema especifico de simulagao, ao passo que os procedimentos Integra e
NovoIncremento dependem apenas do método especifico de integragao.

6.4.4 Meétodo de integracao de Runge-Kutta-Fehlberg

Em nosso sistema de animacéo, utilizamos o método de integracao numérica de Runge-
Kutta-Fehlberg [BF89], que é uma variante adaptativa do conhecido método de Runge-
Kutta de 42 ordem. Os procedimentos Integra e NovoIncremento que implementam esse
método sao descritos abaixo.

Algoritmo 2 (Integra) Recebe vetor u de varidveis de estado, instante t do estado,
incremento de tempo T e fung¢do F' que fornece 0 a partir de u e t. Devolve novo estado
u’ e estimativa de erro E.

vy — F(u,t)

u — u+7(c2vi)

vy — F(u',t + so7)

u — u+ 7(c13v1 + c23v2)

vy — F(u',t + s37)

u’ — u+ 7(c14v1 + c24V2 + €31V3)

vy — F(u',t + s47)

u —u+ 7(cr1sVy + c25Va + C35Va + CasVy)
vs «— F(u',t + s57)

u’ — u+ 7(c16v1 + 26V + €36V + CugVa + C56Vs)
ve — F(u',t + s67)

u —u+7(div; + dsvs + dyvy + dsvs)
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V — e1Vy + €3Va+ e4Vy + €5Vs + €5V
E «— max|v;]
retorna (u’, £)

Algoritmo 3 (NovoIncremento) Recebe estimativa de erro E, tolerancia €, incremento
MINIMO Trin € tncremento mdrimo Tmax. Devolve novo incremento de tempo 7.

6 — 2%
T~ 671
T +— max(min(7’, Tmax), Tmin)
retorna 7

Os valores das constantes utilizadas no algoritmo de integragdo sido dadas na tabela

. . ~ _1
abaixo. Note que as constantes sj, para 7 = 2,...,6, sdo dadas por s; = Y72 ¢;;.

C12
1/4
€13 €23
3/32 9/32
€14 Ca4 C34
1932/2197 | -7200/2197 | 7296/2197
Cis Ca5 €35 Cq5
439/216 -8 3680/513 -845/4104
Cis Cog Cas C46 Cs6
-8/27 2 1 -3544/2565 1859/4104 | -11/40
(11 d3 d4 d5
25/216 -1408/2565 2197/4104 -1/5
€1 €3 €4 €5 (2
1/360 -128/4275 | -2197/75240 1/50 | 2/55
S2 53 Sy Ss3 Sg
1/4 3/8 12/13 1/2
Tabela 6.1: Valores das constantes do algoritmo de integragao




Capitulo 7

Eventos discretos

Um evento discreto é um acontecimento definido em um instante arbitrdrio ao longo da
evolugdo do sistema, e que requer um tratamento especifico. No intervalo de tempo entre
dois estados consecutivos, a evolucdo do sistema prossegue normalmente, ao longo da
trajetoria determinada pelas equagbes diferenciais de movimento. Para certos eventos, o
tratamento consiste em uma mudanca instantanea no estado do sistema e/ou uma mudanga
naquelas equacodes diferenciais. Para outros, ele consiste em uma operagdo arbitraria, tal
como a gravagao de um novo quadro da animacao, que nao afeta o estado do sistema ou
as equacoes de movimento. Alguns eventos podem ocorrer em instantes predeterminados
da simulagdo (a gravagdo de quadros, por exemplo), enquanto que outros sao gerados
internamente quando o estado do sistema ou as for¢as de vinculo atingem certos valores

(por exemplo, quando dois corpos colidem).

7.1 Caracterizagao de eventos discretos

O estado estendido de um sistema dinamico, em um instante ¢, € o conjunto dos valores
das suas coordenadas generalizadas q, velocidades generalizadas ¢, e multiplicadores de

Lagrange A, em t.

7.1.1 Regimes de integracao

Um regime é um conjunto R de estados estendidos (q, ¢, A) no qual a evolugdo do sistema
é continua e determinada por um tnico sistema de equacdes diferenciais. O conjunto de
estados validos do sistema é a unido de todos os seus regimes.

Vamos considerar apenas regimes que podem ser definidos por um predicado B de m
argumentos binarios by, ..., by, cujos valores (0 para falso e 1 para verdadeiro) sdo dados

68
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por
1 se Giq,q,A,t) >0

b, = 0 se G,'(q, q,A,t) <0 (71)
indefinido se Gi(q,q4,A,t) =0

parai = 1,...,m, onde G; é uma fungao escalar continua do estado estendido e do tempo.

Dizemos que um estado estendido é valido se e somente se B = 1.

Por exemplo, para um sistema de uma particula de posi¢do p = [z,y, z] que é restrita
a permanecer entre dois planos paralelos z =0 e z — 10 = 0, ou seja, (2 > 0) A (2 < 10), o
conjunto de estados validos é constituido de um unico regime R, definido pelo predicado
B = b, A by, com Gy(z,y,2) =z e Gy(z,y,2) = —z + 10.

Note que o vetor A é determinado pelo estado (q, q), pelo tempo ¢ e pelas forcas exter-
nas f¢. Portanto, poderiamos em principio substituir A por f° nas fungdes G;. Entretanto,
na pratica certas fungbes (&; proveém de processos fisicos que dependem diretamente das
forcas de vinculo f¥ (e portanto do vetor A), e ndo das forcas externas f¢. Contudo, note
que se desejassemos definir eventos diretamente relacionados as forgas externas, teriamos
que incluir o vetor ¢ explicitamente nas funcoes GG;. Em nosso modelo, optamos por deixar
de fora tais eventos.

Para uma dada trajetéria do sistema no espaco de estados validos, definimos a folga
de cada condigdo Gi(q,q, A,t) > 0 como uma funcao do tempo g; tal que

g:(t) = Gi(a(t), (), A(1), 1)

para todo instante ¢ ao longo dessa trajetoria. Se (; é razoavelmente bem.comportada e
¢:(t) suficientemente pequeno, este valor é uma medida da menor distancia entre o estado
estendido do sistema no instante ¢t e um estado estendido no qual G; é nula.

7.1.2 Detecao de eventos discretos

Enquanto o estado do sistema se encontra no interior do regime corrente R, o predicado B
vale 1. O préximo evento discreto ocorre quando a trajetéria do sistema atinge a fronteira
de R, isto é, B deixa de ser 1. Nesse instante, um dos argumentos b; deve mudar de valor,
passando de 0 ou 1 para indefinido; ou seja, uma funcdo de folga ¢; deve se tornar nula.
Note que nem toda transicao em algum b; implica uma transicao em B; por exemplo, se
B =b;Vb;eb; =1, 0 valor de b; é irrelevante para B, enquanto b; permanecer inalterado.

Dado um estado valido no instante ¢, e um estado possivelmente ndo valido no instante
ty > t,, queremos determinar se existe um instante no intervalo de tempo I = (¢,,%] no
qual o estado estendido do sistema deixa de ser valido; e, em caso afirmativo, queremos
determinar o primeiro instante . no qual esse evento ocorre. Note que nao basta verificar
se o estado estendido em t, é valido: precisamos também verificar se nao existe nenhum
estado estendido nio valido em um instante intermediario a ¢, e t;.
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7.1.3 Eventos simultaneos

A rigor, é possivel que duas folgas g; e g; se anulem no mesmo instante. Na prética,
porém, devido a falta de exatidao no cédlculo dos estados estendidos através de métodos
numéricos, nao é possivel determinar corretamente qual desses dois eventos ocorre primeiro
ou se sdo realmente simultaneos, e muito menos trata-los de maneira correta, mesmo que
os ordenassemos segundo algum critério.

Felizmente, para muitos sistemas de interesse prédtico, a ocorréncia de eventos si-
multaneos é extremamente improvavel, de modo que podemos ignorar essa possibilidade.
Portanto, em nosso modelo vamos supor que ha exatamente uma funcao de folga g; que se
torna nula no instante de ocorréncia de um evento discreto. Em particular, vamos ignorar
a possibilidade de ocorrerem colisdes simultaneas entre dois pares de pontos de superficie.

7.1.4 Folgas irrestritas

Para estimar o instante em que ocorre o primeiro evento discreto num dado intervalo
I = (t., 1), adotamos uma aproximacao polinomial para cada fungdo de folga g¢;, nesse
intervalo. Na pratica, é necessario utilizar polinémios de graus diferentes para cada fungao
g;, dependendo de quanta informagao temos sobre suas derivadas.

Dizemos que uma folga g¢; é irrestrita se a fungao G; depende diretamente de q ou de
A. Em geral, as aceleragoes generalizadas q no instante ¢, s6 podem ser determinadas com
seguranga se a trajetéria do sistema de ¢, até ¢, for conhecida. Além disso, as derivadas
temporais dos multiplicadores A nao podem ser determinadas, em geral, a menos que as
derivadas temporais das forgas externas possam ser calculadas. Em conseqliéncia destas
limitagdes, a derivada primeira de ¢; nao pode ser calculada quando G; depende de q ou de
A. Portanto, precisamos adotar uma aproximacao linear para fungdes de folga irrestritas.

Por hipdtese, g; € positiva em t,. Supondo-se que g; € linear em I, ela se torna nula
neste intervalo somente se g;(t5) € negativo ou nulo. Neste caso, calculamos o instante

aproximado t. em que g; se anula como
ty —t,

9:0ts) = 9:(22) (7.2)

te =to — gi(ta)

7.1.5 Folgas geométricas

Dizemos que uma folga g; é geométrica se a funcao G; nao depende de q nem de A, mas
apenas de q e/ou t. Devido a disponibilidade das velocidades generalizadas g em ¢, e t3,
podemos calcular a derivada g¢; nesses dois instantes, como

i) = Gta(0),0)- 40 + a0,
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para t = t, et = t;. Portanto, podemos adotar uma aproximacio polinomial de grau
superior a 1 para fungoes de folga geométricas.

Especificamente, aproximamos tal funcdo g; por um polinémio interpolador de Her-
mite [FVDFH90] P sobre ¢, de terceiro grau e definido no intervalo I, que interpola g; em
t, e tp, e cuja derivada primeira iguala ¢; nesses dois instantes.

Seja u = (¢t —t,)/(ts — ts). O polinémio de Hermite pode ser escrito na forma de
Bernstein-Bézier P(u) = P, By(u) + P, Ba(u) + P3; Bs(u) + Py B4(u), onde

() = (L-wp

By (u 3u(l —u)?
(u) = 3u*(1—u)
(u)

g

3

U = U

sao as fungoes da base de Bernstein. Os coeficientes P, ..., Py sdao calculados como

P o= f/i(ta)

ty — t,
P = P+ d

9i(ta)
tb - ta

Py = Py— 3 !}i(tb)
Py = g(ty)

Esta representacao tem a propriedade de que todo valor P(u) para u no intervalo U =
[0,1] é uma combinagao linear convexa dos coeficientes Py, ..., Py. Assim, se estes quatro
coeficientes sdo todos positivos ou todos negativos, pode-se concluir que todos os valores
de P em U sdo positivos ou negativos, respectivamente, e portanto nao ha raiz neste
intervalo.

Quando este teste falha, nés aplicamos um algoritmo de subdivisio binaria [FvDFH90]
sobre cada polindémio P para procurar as suas raizes em U. A cada passo, o intervalo
U é dividido ao meio, sendo calculado um polinémio L na metade esquerda de U e um
polindmio R na metade direita de U. Denotamos os coeficientes de L por Ly, L, L3, Ly, €
os de R por Ry, R2, Rs, R4. Estes coeficientes sdo calculados através do seguinte algoritmo:

Ly « P
1\/[4——’2—%——%
o o PP

2
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R, « B3 —;— M
L4 — ———————L3 _; R2
Rl — L4
R4 — P4

Em seguida, o algoritmo de busca é repetido recursivamente para cada metade do intervalo
corrente, comegando pela metade esquerda. Quando a condigao

(1P + Py — 2P| < €) A (|Py + Py — 2P5| < €)

se verifica para um dado € pequeno, nés encerramos a busca recursiva, aproximando P no
intervalo corrente por uma reta. Neste momento, se P; e Py tém sinais opostos, calculamos
a raiz aproximada u. através da equacao

P
PR -P

Ue =

7.2 Detecao de colisoes

Uma colisdo ocorre quando dois pontos de superficie distintos entram em contato. No
nosso modelo, a superficie de cada corpo consiste das faces erpostas dos seus tetraedros,
isto é, aquelas que néo sdo compartilhadas por dois tetraedros diferentes. Os vértices e
arestas das faces expostas também fazem parte da superficie do corpo. Classificamos cada
elemento (vértice, aresta, ou face) de um tetraedro em um dado corpo como ezxterno ou de
superficie, se o mesmo pertence a superficie do corpo, ou como interno, em caso contrario.

Dentre todas as possiveis combinacdes em pares de elementos de superficie (vértice-
vértice, vértice-face, aresta-face, etc.), vamos supor que apenas os pares vértice-face e
aresta-aresta tém probabilidade ndo nula de entrar em colisdo em um instante qualquer.
Além disso, vamos supor também que colisées miiltiplas simultaneas, ou seja, dois ou mais
pares vértice-face ou aresta-aresta colidindo no mesmo instante, tém probabilidade nula
de ocorréncia. Estas suposi¢oes sao justificadas pelo fato de que qualquer perturbagio
infinitesimal nos valores das coordenadas dos vértices ou nos calculos numéricos, elimina
as colisbes indesejadas ou as substitui por uma tnica colisdo vértice-face ou aresta-aresta,
com probabilidade 1.

Assim, em uma dada colisdo ha exatamente quatro vértices uy, ..., uy envolvidos, cujas
coordenadas cartesianas na configuracdo corrente sdo p; = [z;,¥:, 2:], para i = 1,2,3,4.

7.2.1 Colisao vértice-face

Uma colisdo do vértice uy contra a face F = (uy, uz,u3) ocorre em um dado intervalo
I = (t,,t5] se e somente se em algum instante t. € I a trajetéria de uy cruza um ponto
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interior de F, passando do lado externo para o lado interno de F.

Uma condigao suficiente para que o vértice uy nio colida com a face F no intervalo |
é que ele permanega do mesmo lado do plano = de F, ao longo de I. Seja n um vetor
ortogonal ao plano 7, dado por

n = (pz —p1) x (Ps — P1)

Vamos supor a partir daqui, sem perda de generalidade, que a ordem dos vértices uy, uq, us
é tal que n aponta para o lado externo de F. Portanto, se a fun¢ido G; dada por

Gi(q) =n-(ps— p1)

é tal que G1(q) > 0(b1) ou G1(q) < 0(—b;) para toda configuragido q ao longo de I, entédo
o par vértice-face (uq4, F) ndo colide nesse intervalo.

Se a folga ¢; associada a fungdo (; se torna nula em um instante ¢, € I, é preciso
verificar se nesse instante o vértice uy esta no interior de F. Para tanto, vamos considerar
os planos 7y, m; e w3 perpendiculares ao plano 7 de F e que contém as arestas A; = (uq, us),
A; = (uy,u3) e A3 = (uy,uz), respectivamente. Se uy estd no interior do prisma definido
por estes trés planos no instante t., entdo sabemos que esse vértice estd no interior da face
F nesse instante. (Outra forma de realizar este teste seria usar os planos das outras trés
faces do tetraedro que possui a face externa F.) Seja n; um vetor ortogonal ao plano 7,
que aponta para o lado do vértice u;, para ¢t = 1,2,3. Veja a figura (7.1).

Figura 7.1: Modelo geométrico para detegao de uma colisio vértice-face
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Calculamos estes trés vetores como

n = nx (P3 - Pz)
n, = nx (P1 - Pa)
ny = nx (Pz - Pl)

Assim, outras trés condicOes suficientes para que o vértice uy nao colida com a face F ao
longo de I, séo descritas pelas condigdes G2(q) > 0 (b2), Ga(q) > 0 (b3) e G4(q) > 0 (b4),
onde as fun¢des G2, G5 € G4 sdo dadas por

Ga(q) = ni-(p2—p4)
Gs(q) n; - (p1 — pa)
Gy(q) = n3-(p1—py)

para toda configuracao q ao longo de 1.

Em nosso modelo, cada corpo possui sempre uma superficie fechada. No instante
t,, nés supomos que cada vértice esta no lado externo de cada uma dessas superficies.
Portanto, nao precisamos nos preocupar com a possibilidade de um vértice cruzar uma
superficie de dentro para fora, pois esse vértice deveria primeiro atravessar a superficie de
fora para dentro.

Em conclusao, definimos o predicado B para cada par vértice-face como B = b, V b, V
b3V by. Sejam ¢y, ..., g4 as folgas associadas as fungées G, . .., Gy, respectivamente. Uma
colisao entre o vértice uy e a face F ocorre em um instante ¢. se e somente se

aifte) = 0
g2(t:) < 0
g3(te) < O
gs(t) < 0

Note que néo estamos interessados nos instantes em que o vértice uy cruza o plano da face
F em um ponto fora da mesma, isto €, b; se torna indefinido quando b,, b3 ou by nio sdo
todos iguais a 0. Também nado estamos interessados nos instantes em que by, b3 e by se

tornam indefinidos.

7.2.2 Colisao aresta-aresta

Para um par aresta-aresta, uma colisao ocorre num instante ¢, se e somente se a reta que
contém uma das arestas intercepta a reta que contém a outra num ponto interior a ambas
as arestas.

Sejam A; = (u,uz) e Ay = (usz, uy) duas arestas que ndo possuem vértices em comum
e pertencem a tetraedros diferentes. Suponha que as retas de A; e A; se interceptam
num instante t. € [. Para verificar se a intersecao ocorre no interior de cada aresta,
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utilizamos um plano 7, que contém A; e um plano 7, que contém A;. As arestas A; e Ay
tém um ponto interior comum se e somente se A; cruza m; e Ay cruza m;. Para garantir
que nenhum dos planos 7, e m; passa pelos quatro vértices uy,...,us, vamos encontrar
dois pontos adicionais, um para cada aresta, que nunca ficam coplanares a esses quatro
vértices.

Sejam Ty = (uy,us,v1,v2) € T2 = (us, ug, v3,v4) dois tetraedros que contém as arestas
A; e A,, respectivamente, onde vy, v2 € v3, v4 530 0s Vértices complementares aos vértices de
A; e A; nesses dois tetraedros. Denotamos as posigdes desses vértices por pj, p; € pPs, Pi,
respectivamente. Sejam

! + !
m, = P : P,
! 7
m, P3 ';‘ Py

Veja a figura (7.2). Os planos 7 e 7, sdo, portanto, os planos que passam por py, p2, m;
e por ps, P4, My, respectivamente.

Figura 7.2: Modelo geométrico para detegdo de uma colisdo aresta-aresta

A reta que contém A; intercepta a que contém A, quando os vértices uy,...,us se
tornam coplanares. Assim, definimos a fun¢do Gy como

1 =1 51 =

1 zo y2 22

G =
1(q) 1 25 ys 2
1 x4 ys 24

Sejam n; e n, vetores ortogonais aos planos m; e w9, respectivamente:

n; = (p2—pi1)x(m;—py)
n; = (ps—ps)x (mz—ps)
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Escrevemos entao

Ga(a) = ni-(ps—p1)
Gs(q) = ni-(ps—p1)
Gs(q) = nz-(p1—ps
Gs(q) = n2-(p2—Pps)
Seja b; a condi¢do Gi(q) > 0, para t = 1,...,5. Pode-se verificar que, partindo de um

estado sem interpenetragdo de corpos, a regido de estados validos R para cada par aresta-
aresta € descrita pelo predicado

B = (baAbs)V (—ba A—bs)V (by Abs)V (—by A —bs)
V(by A by A =b3 A by A —bs)
V(=by A =by A by A by A bs)
V(b2 A =b3 A by A bs)
V(=by A by A by A —bs)

Sejam g1, ..., gs as folgas associadas as fungbes Gy, ..., G5, respectivamente. Uma colisdo
aresta-aresta ocorre em um instante ¢, se e somente se exatamente um dos dois seguintes

grupos de condigdes se verifica:

;

gi(te) = 0 gi(te) = 0
gt;) > 0 g@2(te) < 0
g3(t;) < 0 ou g3(te) > 0 (7.3)
g4(t;) > O ga(t.) < O
gs(t;) < 0 gs(t.) > 0

7.3 Aceleragao da detecgao de colisoes

A detecdo de colisoes é uma das principais dificuldades computacionais na simulacio de
um sistema dindmico. Em nosso caso, a dificuldade é ainda maior pelo fato de que a
geometria dos corpos varia ao longo da simulacao. Em decorréncia, ndo podemos utilizar
(pelo menos sem adaptacio) os métodos mais eficientes de detecdo de colisbes disponiveis
na literatura da 4rea, que sdo orientados para corpos rigidos [Bar90, LM94, PML95].

Se m é o numero total de elementos geométricos que podem entrar em colisdo, em
um dado modelo, entdo a cada instante hd ©(m?) possiveis colisdes. Ponamgi, Mano-
cha e Lin [PML95] descrevem um método eficiente de detegao de colisGes entre pares de
corpos rigidos, cuja primeira etapa consiste em reduzir o numero de pares que precisam
ser testados, selecionando apenas aqueles pares que tém alguma chance de colisdo em um
dado intervalo de tempo. Nesta segdo nés descrevemos um algoritmo, baseado nessa pri-
meira etapa, que é capaz de reduzir significativamente o numero de pares vértice-face e
aresta-aresta a testar em cada passo da simulagao. Como veremos, o tempo de pior caso
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desse algoritmo é O(m?), mas seu tempo de execugdo médio na grande maioria dos casos
praticos é aproximadamente linear em m.

A idéia basica do método de Ponamgi, Manocha e Lin é utilizar a coeréncia temporal
inerente ao sistema dindmico: de um estado do sistema para o préximo, as posi¢oes dos
vértices mudam pouco, em relagdo ao tamanho dos objetos. Assim, se dois elementos
de superficie estavam préximos/afastados no estado anterior, em comparagio & distancia
média entre elementos, € bastante provavel que continuem préximos/afastados no estado
seguinte.

7.3.1 Estrutura geral do algoritmo

Na nossa implementacao, o algoritmo de detecdo de colisoes usa certas estruturas de dados
auxiliares descritas mais adiante. Essas estruturas permitem localizar rapidamente um
conjunto pequeno de pares de elementos que estdo suficientemente proximos para permitir
sua colisio. Os testes geométricos de colisdo vértice-face e aresta-aresta (descritos na
secao (7.2)) sdo aplicados apenas a estes pares. A cada passo da simulagdo, o algoritmo
faz modificacdes locais nestas estruturas para refletir o movimento dos objetos entre os

dois ultimos estados calculados.

7.3.2 Cailxas envoltoérias

Dado um intervalo I = [t,,t;] entre dois estados consecutivos do sistema, calculamos uma
caiza envoltéria, de faces paralelas aos planos cartesianos, para cada vértice externo, aresta
externa e face externa do modelo. O tamanho de cada caixa é o minimo necessirio para
conter as trajetérias aproximadas das particulas do elemento de superficie (vértice, aresta
ou face) ao longo do intervalo I.

A caixa que envolve a trajetéria de um vértice é obtida diretamente dos coeficientes
de Bernstein-Bézier para os trés polinémios de Hermite que aproximam as coordenadas z,
y e z desse vértice no intervalo I — veja a secdo (7.1.5). A caixa de uma aresta, por sua
vez, é a menor caixa que contém as caixas dos seus dois vértices, e a caixa de uma face é
a menor caixa que contém a caixa de uma aresta da face e a caixa do terceiro vértice da

face.

7.3.3 Listas de intervalos

Para cada eixo cartesiano Oz, Oy, Oz, nés mantemos uma lista de ertremos de intervalos
(L=, LY, L*), sendo que cada intervalo é a projecdo de uma caixa envoltdria sobre um dos
trés eixos. Cada lista é mantida em ordem nao decrescente das coordenadas dos extremos
“esquerdo” e “direito” dos seus intervalos.
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Sejam e; € e; dois elementos de superficie distintos de um dado modelo, e B; e B; suas
respectivas caixas envoltérias, para um dado intervalo I. O par de elementos (e;, €;) pode
colidir em um instante t. € I somente se B; e B; tém intersegao nao nula em /. Verifica-se
que um par de caixas tem intersecdao nao nula se e somente se a projecao de uma caixa
sobre cada eixo intercepta a projecdo da outra caixa no mesmo €eixo.

7.3.4 Tabelas de intersecao

A fim de registrar se duas caixas se interceptam ou n&o, utilizamos trés tabelas de bits
57 SY e S% uma para cada eixo, com um bit para cada par de elementos de superficie.
Sejam P e Py os intervalos de projegao sobre o eixo Oz das caixas envoltérias de dois
elementos de superficie ¢; e ¢;, respectivamente. O valor de S é 0 quando a intersecao
entre os intervalos P7 e P ¢é nula, e 1 quando a intersegdo é nao nula. As tabelas S¥ e

T

5% sdo analogas.

7.3.5 Tabela de relevancia

Utilizamos também uma quarta tabela de bits, a tabela de relevancia R, que registra os
pares de elementos de superficie cuja colisao em um dado intervalo I é possivel e permitida.
Em nossa formulagao, R;; é 0 quando o par (e;,e;) € composto de dois vértices, duas
faces, um vértice e uma aresta, ou uma aresta e uma face. Além disso, R;; é 0 quando os
elementos e; e e; pertencem ao mesmo tetraedro ou possuem um vértice em comum. Nos
demais casos, R;; é 1.

Esta tabela é calculada numa fase de pré-processamento, sendo esporadicamente alte-
rada ao longo da simulagdo — veja a segdo (7.4).

7.3.6 Conjunto de candidatos

Finalmente, o algoritmo mantém um conjunto de candidatos C, que consiste de todos
os pares vértice-face e aresta-aresta cujas caixas envoltérias se interceptam num dado

intervalo I.

7.3.7 Algoritmo detalhado

Inicialmente, as listas L®, LY e L* estdo arbitrariamente ordenadas, as tabelas S%, S¥ e S~
estdo inteiramente nulas (por hipdtese supomos que no instante inicial da simulagao nao
ha interpenetragdo entre corpos), e o conjunto C esta vazio.

Para cada novo intervalo I = [t,, %], o algoritmo recebe como entrada: as listas L,
LY e L*, as tabelas 5%, 5Y, 5% e R, e o conjunto de candidatos C, utilizados no intervalo
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anterior, mais os estados do sistema nos instantes ¢, e ¢,. Em seguida, o algoritmo atualiza
o conjunto de candidatos e testa os pares resultantes, como descrito a seguir.

1. Recalcula as caixas envoltdrias dos vértices, das arestas e das faces, para o novo
intervalo 1.

2. Reordena as listas de extremos de intervalos por insercdo simples. Durante a or-
denacao da lista L®, sempre que dois extremos pertencentes a um par de intervalos
(P?, PF) trocam de lugar, o valor de S7; € atualizado. Se apés a atualizagdo de S
tem-se que Sf; = S}, = S;; = 1 (ou seja, as caixas envoltérias B; e B; dos elementos
e; € e; se sobrepdem nos trés eixos), o par (B;, B;) é adicionado ao conjunto de
candidatos C. Operagdes similares sao realizadas durante a ordenagdo das listas LY

e L*.

3. Para cada par candidato (B, B;) € C, se as caixas B; e B; ndo se sobrepbem em
algum eixo, esse par é eliminado do conjunto. Caso contrario, o teste de colisdo
apropriado é aplicado as trajetérias dos elementos de superficie e;, e, no intervalo I.

7.3.8 Analise do algoritmo acelerado

Seja m o nimero total de vértices externos, arestas externas e faces externas de um dado
modelo. O tempo para recalcular as caixas envoltérias (passo 1 na se¢ao anterior) é O(m).
O exame do conjunto de candidatos (passo 3) leva, no pior caso, tempo ©(m?), mas nos
casos praticos o conjunto C' tem tamanho médio O(m). Na etapa de ordenagido das listas
de extremos de intervalos (passo 2), o tempo de execugdo é O(m + p), onde p é o nimero
de trocas realizadas na reordenagao das trés listas.

No pior caso, p = ©(m?); em média, entretanto, é muito menor. Seja v a velocidade
média dos elementos de superficie ao longo do intervalo de tempo I = [t,t + 7] entre
dois estados consecutivos, e D o diametro médio da cena em I. Supondo que as arestas
de superficie tém comprimentos uniformes, e as faces triangulares sao aproximadamente
equildteras, podemos concluir que o numero esperado p de trocas em [ é

TV
p€eO <———m2>
D
Supondo agora que o deslocamento médio 7 v dos elementos é comparavel ao seu tamanho

médio D/m, concluimos que p € O(m).

7.3.9 Reducgao das tabelas

Quanto ao espago ocupado pelas tabelas de bits, podemos tirar proveito do fato de que
somente os pares vértice-face e aresta-aresta sdo permitidos. Sejam m,, m, e m; os
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ndmeros de vértices, arestas e faces externas do modelo, respectivamente. Temos entdo um
méximo de m,my pares vértice-face relevantes, e um maximo de m,(m,—1)/2 pares aresta-
aresta relevantes. Para reduzir o espago de armazenamento, nés efetivamente utilizamos
dois grupos de quatro tabelas, um para os pares vértice-face € outro para os pares aresta-
aresta.

Note que cada uma das quatro tabelas dos pares aresta-aresta é simétrica, e todos os
elementos da diagonal principal de cada tabela sdo nulos.

7.4 Molas de contato

Sempre que uma colisdo € detetada entre dois elementos de superficie e;, e;, nds fixamos
uma mola aos dois pontos de contato e deixamos de considerar, para efeitos de detecao de
colisdo, o par (e;, e;) nos passos seguintes da simulagdo (atribuindo 0 & R;; na tabela de
relevancia R), até que a mola seja eliminada (quando entdo fazemos R;; = 1). Enquanto
ha interpenetracao, essa mola aplica uma forga de igual intensidade e dire¢oes contrarias
aqueles dois pontos, resistindo ao aumento da distancia entre os mesmos. Quando a

interpenetracao cessa, a mola é removida.

7.4.1 A forga da mola

A forga f™ de cada mola é dada por
™ = k(b — a)

onde a,b sdo as posi¢oes dos pontos de contato num dado estado, e £ é a constante da
mola, dada por um valor especificado pelo usuario no inicio da simulagao para todas as
possivels molas de contato.

7.4.2 Colocacao da mola

Sejam u, ug, u3, Uy 08 quatro vértices envolvidos em uma colisdo, cujas posi¢des no instante
t. da colisdo sao pi, P2, P3, P4, respectivamente. Para um contato entre vértice e face, uy
é o vértice (de posi¢do a) e F = (uy,uz,u3) é a face, e ny, n,, nz sdo calculados conforme
descrito na segdo (7.2.1). Calculamos as coordenadas baricéntricas de b = a;p; + asps +
a3p3 em relagdo a F como

n - (b-py)
n, - (pz — p1)
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n; - (b —pi1)

o =
2 n;- (p2 - Pl)

Q3 = l—al—ag

Quando a colisdo ocorre, nds retiramos todos os pares vértice-face que possuem o vértice
uy4 da detecio de colisdes (efetivamente, zerando a ¢-ésima linha da tabela R).

Para um contato entre aresta e aresta, a é a posi¢do de uma particula na aresta
A; = (u1,us2) e b é a posicdo de uma particula na aresta Ay = (u3,u4). As coordenadas
baricéntricas de a = a;p; + a2p; em relagdo a A; e de b = azps + ayp4 em relagao a A,

sao dadas por

(P2 —a) - (p2 — p1)

« =
' (P2—p1)'(P2—P1)
Gy = 1-— (03]
_ (ps—=Db)-(ps—p3)
Q3 =
(P+—p3) - (P+ — P3)
ay = 11— a3

7.4.3 Retirada da mola

A mola entre um vértice v; e uma face f; é retirada quando v; retorna para o lado positivo
da face f;; mais precisamente, quando a folga g; atinge um valor positivo e pequeno e.

A mola entre duas arestas a; e a; € retirada quando a folga ¢; correspondente (o
determinante dos quatro vértices de a; e a;) atinge o valor é¢, onde € é uma constante
positiva pequena, e § é o sinal de g; imediatamente antes da colisdo:

+1 segi(t.)>0
5 =
—1 segi(t;) <0

7.5 Eventos relacionados a vinculos

A nossa implementagcao permite associar a cada vinculo H(q,¢) = 0 um intervalo de tempo
I = [t,,ts] ao longo do qual o vinculo tem efeito: no instante £, o vinculo é incluido no
sistema de equagdes, e no instante ¢, é removido.

Note que a inclusdo ao sistema de um vinculo do tipo H(q,t) = 0 requer alteragdes
triviais no sistema de equagdes de movimento (3.5): basta adicionar uma linha & matriz J
e um elemento aos vetores ¥ e A. Para remover o vinculo do sistema de equagdes, basta
eliminar a devida linha de J e os devidos elementos de 7 e A.
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Um outro exemplo interessante, mas nao implementado em nosso sistema, é o seguinte:
suponha que a magnitude da forca

=250
associada ao vinculo H(q,t) = 0 é limitada a um dado intervalo, através da condigao
If¥] < fmax onde fmax é uma constante positiva. Tal mecanismo permitiria simular a
quebra de articulagdes entre corpos. Em particular, seria possivel simular fraturas num
corpo elastico modelando-o como um conjunto de tetraedros unidos explicitamente por
vinculos quebraveis.



Capitulo 8

Implementacao

O sistema de animacao de corpos elasticos que implementamos consiste de aproxima-
damente 10000 linhas de cddigo na linguagem Modula-3 [Nel91], e 1300 linhas na lin-
guagem C++ [ES93], distribuidas em varios programas e bibliotecas. Os programas em
C++ utilizam também a biblioteca grafica OpenGL [NDW94|, e rodam atualmente apenas
em estagdes Silicon Graphics Indigo®. Os programas em Modula-3 rodam tanto em
Silicon Graphics quanto em estagdes Sun, sob Solaris 5.5.

8.1 Estrutura do sistema de animacgao

A produgdo de uma animacdo com nosso sistema consiste de trés grandes etapas: a mode-
lagem, a simulagdo e a visualizagdo. A comunicacdo entre estas etapas se da através de sete
diferentes tipos de arquivos de texto, identificados por nomes com um sufixo de dois carac-
teres: estados (.st), tetraedros (.tp), texturas (.tx), superficie (.su), restrigdes (.co),
luzes (.11) e energias (.en). A figura (8.1) mostra a estrutura do sistema de animacao, in-
dicando cada programa com suas respectivas entradas e saidas, de acordo com as seguintes

convencoes:
“progr
] e e
nome , PIOg ; XX 'XX i
] . M [}
(_biblio. : nome / nome :
programa programa programa arquivo gerado arquivo escrito
do sistema do sistema do usudrio pelo sistema pelo usuario
com rotinas com rotinas
do usudrio do sistema

83
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tp .St .CO .Su X
tetraedros estado inicia restrigdes superficie texturas

simulador

. forgas e
! restrigdes

.St
quadros
I
- e
calculador
de energia conversor
Nt =) I
cTT e TTrooToooo
en | i . ' .inc \ .pov
1 [ .
energias +luzes ' ambiente cenas
visualizador visualizador ador
de energia de quadros de raios

.ppm .tga, .ppm
cla imagens imagens

Figura 8.1: Estrutura do sistema de animacao

Exceto pelo tragador de raios (marcado com um asterisco), todos os programas foram
implementados por nds.
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8.2 Modelagem

Na etapa de modelagem o usudrio constréi o modelo do sistema dindmico que serd si-
mulado. Esse modelo contém a topologia dos corpos e as configuracoes de repouso dos
tetraedros, as propriedades fisicas dos corpos e de suas superficies, as texturas das su-
perficies, algumas restri¢ées holondmicas, e o estado inicial do sistema.

8.2.1 Biblioteca de modelagem

O nosso sistema de animacao suporta esta etapa através de uma biblioteca de modelagem
(em Modula-3) que possui uma variedade de ferramentas encapsuladas em diversas classes
de objetos e em outros mddulos. Para criar os arquivos que descrevem um modelo, o
usuario deve escrever um moédulo principal que chama os procedimentos nessa biblioteca
para criar o modelo, realizar operagdes de transformagao sobre o mesmo, e entdo grava-lo
em um conjunto de arquivos.

Especificamente, a biblioteca contém procedimentos para: 1) criar blocos, esferas,
cilindros, toros, e outros corpos elasticos simples; 2) realizar operagdes topoldgicas, como
a uniao de dois corpos e a remocao de tetraedros selecionados de um corpo; 3) definir o
estado inicial de um corpo, através de operagoes de translagao, rotacdo, escala e ajuste das
velocidades linear e/ou angular; 4) atribuir propriedades mecanicas e dpticas a superficie
de cada corpo; e 5) ler e escrever os arquivos de modelo.

8.2.2 Outros programas

H4 ainda um programa gerador de superficie (surf) que gera um arquivo de superficie a
partir de um arquivo de tetraedros, um programa coloridor (coloring) que calcula uma
3-coloragdo aproximada das faces de um corpo, e outros.

8.3 Simulacgao

Nesta etapa é realizada a simulagao da evolugdo no tempo do sistema dinamico, sendo os
resultados guardados para posterior visualizago.

O programa simulador (sim) lé os arquivos de estado inicial (.st), de tetraedros (.tp),
de superficie (.su) e de restrigdes (.co), monta as equagdes de movimento e roda a si-
mulagéo, escrevendo os quadros em um arquivo de estados. Possui varios pardmetros de
linha de comando, tais quais: os instantes inicial e final da simulacdo, o erro numérico
maximo que pode ser tolerado, os intervalos maximo e minimo entre estados, o médulo da
aceleragdo da gravidade, o numero de quadros por segundo a serem salvos, e outros.
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8.3.1 Biblioteca de simulacgao

O simulador utiliza algumas ferramentas de uso geral, coletadas em uma biblioteca de si-
mulagido (escrita em Modula-3). Em nossa implementacdo, essa biblioteca contém: 1)
um simulador dinamico que utiliza o método de integracdo de Runge-Kutta-Fehlberg
para equagdes diferenciais de 22 ordem; 2) armazenamento e manipulagdo de matrizes
simétricas esparsas; 3) fatoracdo de Choleski para matrizes simétricas positivo-definidas;
4) resolugao de sistemas lineares utilizando fatoragdo de Choleski; 5) eliminagio de Gauss;

e outras utilidades diversas.

8.3.2 Forgas externas e vinculos

O simulador permite ao usudrio especificar a forga da gravidade através de parametros
da linha de comando. Se o sistema dinamico a ser simulado inclui forgas externas (além
da gravidade) e/ou restri¢gées de movimento (que nao vértices fixos, especificados através
de um arquivo .co), as classes de objetos que as descrevem devem ser instanciadas no
médulo principal do programa simulador, escrito (em Modula-3) pelo usuario.

A nossa implementacao inclui uma biblioteca de restrigoes, que implementa varias res-
tricoes holondmicas, tais como: tetraedro rigido, tetraedro incompressivel, vértice limitado
a superficie quadrica, juncao entre dois tetraedros, e vértice arrastado ao longo de uma
trajetéria de Hermite (vide capitulo 6). Para utilizar outras forgas externas ou restricdes,
o usudrio terd também de escrever o c4digo que as implementa. Note que quando o sistema
dinamico nao inclui forgas externas nem restri¢oes, o usuario nao precisa escrever nenhum
cédigo.

8.4 Visualizagao

O sistema inclui trés ferramentas para a visualizagao dos resultados da simulagdo: um
visualizador de quadros (show3d), um conversor para tragado de raios (convert), e um
visualizador de energia (showen). Os dois visualizadores sdo os unicos programas do
sistema escritos em C++.

8.4.1 Visualizador de quadros

O visualizador de quadros 1é um arquivo de texturas (.tx), um arquivo de superficie ( . su),
um arquivo de luzes (.11), e um arquivo com os estados (. st) correspondentes aos quadros
da animacdo. O programa exibe interativamente a sequéncia de quadros, utilizando os
recursos graficos de uma estacdo Silicon Graphics através da interface fornecida pela
biblioteca OpenGL. O programa show3d possui varios comandos acionados por teclado e
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mouse para movimento da camara e outras facilidades. Na linha de comando, o usudrio
fornece parametros como resolucao horizontal e vertical, posicao inicial da camara, etc.

8.4.2 Conversor para tragado de raios

O conversor (convert) 1é um arquivo de estados, um arquivo de texturas e um arquivo de
superficie e converte a descrigao de cada quadro em um arquivo de cena (.pov) no formato
do programa de tragado de raios POV-Ray 2.2, que gera imagens de melhor qualidade,
incluindo sombras, reflexdes, etc.

8.4.3 Graficos de energia

O visualizador de energia (showen) lé um arquivo de energias (.en) e desenha gréficos
sobrepostos de tempo x energia. O arquivo de energias é produzido por um programa
calculador de energia (energy), que lé um arquivo de tetraedros (.tp) e um arquivo de

estados.

8.5 Formatoé de arquivos

As secOes seguintes descrevem o formato dos varios tipos de arquivo. Para melhorar a
legibilidade e facilitar o controle de versoes, todos eles comegam com um cabegalho da
forma “begin tipo format of (aa-mm-dd)”, e terminam com um rodapé da forma “end
tipo”, onde tipo é o nome do tipo do arquivo e aa-mm-dd é a data (ano-més-dia) da versao
do formato.

8.5.1 Arquivo de estados

Este tipo de arquivo (.st) é usado para o estado inicial do sistema, mas também para
a saida do simulador, de modo que pode conter varios estados. Seu formato consiste de
um ou mais dos grupos begin state ... end state abaixo, separados por zero ou mais
linhas em branco:

begin state (format of aa-mm-dd)
vertices = n
t =1

t: Pz Py Pz Uz Uy VU;

end state
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onde n € o numero de vértices, t é o instante do estado em segundos, ¢ = 0,...,n — 1
é o numero de um vértice, p = [p;,py, p.] é a posigdo do vértice e v = [v;,vy,v,] é sua
velocidade.

8.5.2 Arquivo de tetraedros

Este arquivo (.tp) contém a lista de tetraedros que formam os corpos elasticos de um sis-
tema. Para cada tetraedro sao dados os quatro vértices que o identificam, sua configuragao
de repouso e suas propriedades materiais.

begin topology (format of aa-mm-dd)
tetrahedrons = m

1t a1y aiz diz ay Gz G23 azy 3z 4ss
P1 P2 D3 P4
poa B m oM

end topology

onde m é o numero de tetraedros, 1 = 0,...,m — 1 é o namero de um tetraedro, os a;;
sao os elementos de uma matriz A (3 x 3) que descreve a forma de repouso do tetraedro,
Pi,.--,Pps s30 0s numeros dos vértices do tetraedro, referentes a numeragao utilizada no
arquivo de estados, e p, o, 3,11 € 12 sdo a densidade do tetraedro, os mddulos de elastici-
dade (volumétrico e de rigidez), e os coeficientes de viscosidade (volumétrico e de forma),
respectivamente.

8.5.3 Arquivo de texturas

Cada textura em um arquivo deste tipo (.tx) é descrita por um certo conjunto de valores
que definem as propriedades 6pticas de uma superficie, sendo que a cada face da superficie
de um corpo € atribuida uma textura. A implementacdo corrente suporta apenas uma
textura uniforme para cada face externa do modelo.

begin textures (format of aa-mm-dd)
textures = ny

ap ag ap dR dG dB SR SGg SB tR t(; tB 'iT‘p

end textures
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onde n; é o numero de texturas, a,d,s e t referem-se as intensidades (R, e B corres-
pondem aos componentes vermelho, verde e azul) de luz ambiente, difusa, especular e
transmissiva, respectivamente, ir € o indice de refragdo e p é o expoente especular para o
modelo de iluminagao de Phong. A numeragao das texturas segue a ordem das linhas do
arquivo de texturas, comegando com zero para a primeira textura.

8.5.4 Arquivo de superficie

Neste tipo de arquivo (.su), sdo descritas as faces externas do modelo.

begin surface (format of aa-mm-dd)
faces = ny

abctrp e

end surface

onde ny ¢ o numero de faces, a,b e ¢ sdo os numeros dos vértices da face em ordem
anti-hordria, tz € o niumero da textura a ser utilizada na visualizacao da face, e i, g €
e sao os coeficientes de atrito estatico, atrito dinamico e restituicao, respectivamente. A
numeracao das faces € implicita, comecando com zero para a primeira face no arquivo.

8.5.5 Arquivo de restrigoes simples

Este arquivo ( .co) permite especificar vértices fixos do modelo, que sao um caso particular
de restricao holonoémica.

begin constraints (format of aa-mm-dd)

constraints = n,

end constraints

onde n. € o nimero de restrigdes e p é o nimero de um vértice.

8.5.6 Arquivo de luzes

Este arquivo (.11) é escrito pelo préprio usuério, e fornece as fontes pontuais de luz que
podem ser utilizadas para a visualizagdo de uma animagao.
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begin lights (format of aa-mm-dd)
lights = ny

tyzw RGB

end lights
onde n; é o nimero de luzes, p = [z,y, z, w] sdo as coordenadas homogéneas da fonte de
luz (pontual) e R,G e B dao a cor da luz emitida pela fonte.
8.5.7 Arquivo de energias

O arquivo de energias (.en) contém, para cada estado em um dado arquivo de estados,
uma linha com os valores de algumas quantidades fisicas.

begin energies (format of aa-mm-dd)
states = s

tKPGW
end energies

onde s é o nimero de estados, t é o instante de um estado e i, P,G e W sao os valores
da energia cinética, energia potencial eldstica, energia potencial gravitacional e poténcia
dissipada pelas forcas de viscosidade interna, respectivamente, todos referentes ao estado
do sistema no instante t.



Capitulo 9

Animacoes de exemplo

As animacgoes apresentadas neste capitulo tentam demonstrar a maioria das técnicas descri-
tas nesta dissertacéo, e que foram implementadas no sistema de animagao. Cada animacéao
é acompanhada de uma tabela com os parametros relevantes e o tempo de processamento,
e de uma seqiiéncia selecionada de quadros, que deve ser lida na ordem usual de leitura.

Todas as animagoes foram simuladas utilizando um processador numa Sparc 1000,
sendo gerados 30 quadros por segundo para cada uma.

Para estas animacdes mostramos também graficos da energia do sistema em fungao do
tempo, calculada nos estados correspondentes aos quadros. Os graficos mostrados sio os
de energia cinética ('), energia potencial elastica (P), energia potencial gravitacional (G,
em relagao a um nivel de referéncia dependente da animagao), energia total dissipada desde
o instante inicial (D), energia til (U = N + P + (), e energia total (T' = U + D). Note
que esta tltima curva, quando ndo ha forgas externas além da gravidade, nem restri¢oes
holonémicas dependentes do tempo, deveria ser uma reta horizontal. Entretanto, nds nao
contabilizamos a energia potencial das molas de contato.

A secao final sumariza e compara os dados das animagoes apresentadas.

9.1 Toro caindo com vértice preso

Na animacao torus, um toro inicialmente em repouso, com um vértice interno fixo, é
largado no espago para cair sob a acao da gravidade. O toro se deforma & medida que
cal, acabando por ficar balancando pendurado no vértice fixo. A orientacao inicial do toro
é assimétrica em relacgido a diregdo da forca de gravidade, de modo a evitar deformagdes
simétricas.

Em nenhum momento o toro colide com si mesmo. Por isso, a simulagao foi realizada
com a detegao de colisdes desativada. Ao realizarmos a mesma simulacao com a detegao
de colisoes ativada, verificamos que o tempo real aumentou aproximadamente 50%.
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9.1. Toro caindo com vértice preso

Densidade (p) 1 g/cm?
Médulo volumétrico () 220000 dyna/cm?
Médulo de rigidez (3) 160000 dyna/cm?
Coef. de viscosidade volumétrico (1) | 30 joule/s
Coef. de viscosidade laminar (n;) 20 joule/s
Numero de tetraedros 480
Numero de vértices do modelo 180
Numero de vértices fixos 1
Nimero de vértices externos 160
Numero de arestas externas 480
Numero de faces externas 320
Numeros de pares a testar 0

fAceleragéo da gravidade J 980 cm/s? J
Tempo simulado ;10 s
Tempo real (hh:mm:ss) 03:36:11
Razao tempo real/tempo simulado 1297

Tabela 9.1: Parametros e tempo de processamento da animacao torus



9.1. Toro caindo com vértice preso

Figura 9.1: Quadros selecionados da animagio torus
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Figura 9.2: Graficos de energia para a animacao torus

9.2 Cama elastica

Na animacao elast, dois objetos deformaveis (um cubo e uma bola, sendo esta tltima
aproximada por um icosaedro) caem sobre uma cama elastica, modelada como um bloco
de 8 x 8 x 2 blocos elementares. Os vértices nos cantos da cama sdo fixos. Observe que
no terceiro quadro, o cubo esta caindo de cima da cama, desaparecendo da cena a partir
do quadro seguinte.
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Objeto

cubo

Densidade (p)

2 g/cm®

Médulo volumétrico (o)

20000 dyna/cm?

Médulo de rigidez (8)

20000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (n;) | 16 joule/s
Coef. de viscosidade laminar (1) 16 joule/s
Objeto bola
Densidade (p) 2 g/cnd

Médulo volumétrico ()

10000 dyna/cm?

Médulo de rigidez (3)

10000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (7;) | 40 joule/s
Coef. de viscosidade laminar (72) 40 joule/s
Objeto cama
Densidade (p) 0,8 g/cm®

Médulo volumétrico ()

100000 dyna/cm?

Médulo de rigidez (3)

80000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (n;) | 8 joule/s
Coef. de viscosidade laminar (72) 6 joule/s
Numero de tetraedros 836
Numero de vértices do modelo 283
Numero de vértices fixos 12
Numero de vértices externos 232
Numero de arestas externas 678
Numero de faces externas 452
Numeros de pares a testar 329339
Aceleragao da gravidade 400 cm/s?
Tempo simulado 10 s
Tempo real (hh:mm:ss) 19:08:28
Razdo tempo real/tempo simulado 6891

Tabela 9.2: Parametros e tempo de processamento da animacao elast



Cama eldstica

Figura 9.3: Quadros selecionados da animagao
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Figura 9.4: Curvas de energia para a animacao elast

9.3 Alga cinematica

A cena da animacgao loop € constituida de trés corpos: um cilindro na vertical, no lado
esquerdo da cena, com as duas extremidades fixas, um outro cilindro na vertical, no lado
direito, com a extremidade inferior fixa, e um toro inicialmente na horizontal, em torno
do primeiro cilindro. As velocidades iniciais (no instante to = 0) de todos os vértices sio
nulas. Uma restrigdo cinematica é aplicada a um vértice interno do toro para que ele seja
levado de sua posi¢do inicial (entre os dois cilindros) até uma posi¢do mais a direita e
acima, porém ainda entre os cilindros. Quando o vértice chega a essa posi¢ao, no instante
t; = 1,5s, uma segunda restricao cinematica entra em agdo, levando-o acima do segundo
cilindro. A partir desta posigdo, atingida no instante t; = 3s, uma terceira e tltima
restrigdo cinematica comega a arrastar o vértice para a direita e para baixo, até o instante
t3 = 5s. O objetivo do animador era prender o toro em volta dos dois cilindros, mas
esse objetivo foi frustrado pela deformagao do segundo cilindro, terminando o toro por se
soltar do primeiro cilindro e sair da cena. O restante do toro acompanha passivamente o
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vértice arrastado, esticando-se enquanto é segurado pelo cilindro da esquerda. Os cilindros
também sao deformados a medida que colidem com o toro.

Objeto

cilindro da esquerda

Densidade (p)

3 g/cm®

Médulo volumétrico ()

10000 dyna/cm?

Médulo de rigidez (8)

9000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (1) | 10 joule/s

Coef. de viscosidade laminar (7,) 10 joule/s

Objeto cilindro da direita
Densidade (p) 1,5 g/cm®

Médulo volumétrico ()

40000 dyna/cm?

Médulo de rigidez (3)

25000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (1) | 4 joule/s
Coef. de viscosidade laminar (1,) 4 joule/s
Objeto toro
Densidade (p) 3 g/cm®

Médulo volumétrico ()

8000 dyna/cm?

Médulo de rigidez ()

8000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico (7;)

20 joule/s

Coef. de viscosidade laminar (73)

20 joule/s

Numero de tetraedros 906
Numero de vértices do modelo 353
Numero de vértices fixos 34
Numero de vértices externos 321
Numero de arestas externas 945
Nimero de faces externas 630
Numeros de pares a testar 639101
LAceleragéo da gravidade | 0 cm/s?
Tempo simulado 15 s
Tempo real (hh:mm:ss) 36:32:14
Razdo tempo real/tempo simulado 8769

Tabela 9.3: Parametros e tempo de processamento da animacgdo loop
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Figura 9.5: Quadros selecionados da animagao loop
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Figura 9.6: Graficos de energia para a animagao loop

9.4 Boneco
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A animagao gizmo mostra um boneco com quatro “pernas”, que cai sobre um piso rigido
e fixo (modelado como um tetraedro grande com os quatro vértices fixados). O modelo
do boneco foi construido a partir de uma esfera e quatro cilindros, que foram colados a
esfera. Como se pode observar nos graficos de energia (figura (9.8)), o movimento do
boneco permanece simétrico em relagio ao eixo vertical, que coincide com a dire¢ao da

forca de gravidade.
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Tabela 9.4: Parametros e tempo de processamento da animagao gizmo

Densidade (p) 1g/cm

Médulo volumétrico («) 10000 dyna/cm?

Médulo de rigidez () 10000 dyna/cm?

Coef. de viscosidade volumétrico () | 1 joule/s

Coef. de viscosidade laminar (1) 1 joule/s

Numero de tetraedros 659

Numero de vértices do modelo 249

Numero de vértices fixos 4

Nimero de vértices externos 204

Numero de arestas externas 600

Nimero de faces externas 400

Niumeros de pares a testar 257121
[Aceleragéo da gravidade [ 327 cm/s?

Tempo simulado 10 s

Tempo real (hh:mm:ss) 24:35:14

Razdo tempo real/tempo simulado 8851




9.4. Boneco

Figura 9.7: Quadros selecionados da animagdo gizmo
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9.4. Boneco
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Figura 9.8: Graficos de energia para a animagdo gizmo
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9.5 Sumario

L u torus J elast [ loop Tgizmo J
Nimero de tetraedros 480 836 906 659
Numero de vértices do modelo 180 283 353 249
Numero de pares a testar 01 329339 | 639101 | 257121
Tempo simulado (s) 10 10 15 10
Tempo real (hh:mm:ss) 03:36:11 | 19:08:28 | 36:32:14 | 24:35:14
Razao tempo real/simulado 1297 6891 8769 8851

Tabela 9.5: Sumario das animagdes



Capitulo 10

Conclusao

10.1 Avaliagao

O sistema de animagao que implementamos mostrou-se capaz de gerar animacoes com
objetos razoavelmente complexos (cerca de 1000 tetraedros) e colisdes (cerca de 640000
pares vértice-face e aresta-aresta).

Os movimentos obtidos parecem bastante realistas. Globalmente, os corpos reagem da
maneira esperada as deformagoes sofridas. Em animagdes com bolas caindo sobre um chao
rigido, por exemplo, verifica-se que elas quicam da maneira esperada. Nota-se também as
vibragoes elasticas do material em torno de sua forma original de repouso. Nas colisdes, o
material se deforma localmente.

A funcdo de energia elastica que desenvolvemos atingiu seus objetivos de ser insensivel
a movimentos rigidos e de ndo permitir compressoes a volume zero dos tetraedros.

Embora sempre haja interpenetragao apods a colocagao de uma mola, os corpos geral-
mente acabam por se separar logo depois, mesmo quando a colisao tem muita energia e a
interpenetracao € maior.

Esta experiéncia confirma que a produgdo de animacdes de corpos deformaveis por
meio de modelos fisicos é uma abordagem eficaz e pratica para o problema. Mais do que
isto, para corpos complexos ela é a tnica abordagem viavel, dado o grande ndmero de
graus de liberdade de um corpo deformavel nao trivial.

10.1.1 Custo de processamento

Por outro lado, o elevado tempo de processamento das animagdes que produzimos deixou
claro que o alto custo computacional desta técnica é um sério impedimento a seu uso.
E praticamente certo, contudo, que os métodos numéricos e algoritmos que utilizamos
possam ser aperfeicoados para melhorar a eficiéncia do sistema.
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10.1.2 Controle da animacao

Outro problema intrinseco a animac¢ao dinamica, que justifica em parte o seu uso limitado
na area comercial, é a dificuldade de controlar o movimento sem perder o realismo fisico.
Enquanto que na animacao puramente cinematica o animador tem total controle sobre
os objetos, na animacao dinamica ele pode controlar diretamente apenas alguns poucos
parametros do modelo. Em conseqiiéncia, o animador pode ter de fazer varias tentativas
— experimentando com outros parametros, forgas externas, restrigoes, etc. — até obter o
movimento desejado.

10.1.3 Colisoes e contatos

A solugdo das molas de contato para o problema da interpenetracido ainda permite que
os corpos rolem, mas nao permite que eles deslizem. Isto faz com que os corpos parecam
“crudentos”. Além disso, como essa solugao permite interpenetracoes, a suposigdo fun-
damental que utilizamos na detegao de colisdes, de que nao ha interpenetragdo no estado
inicial a cada passo da simulacao, fica falsa.

Os critérios que utilizamos para a retirada das molas algumas vezes falham. Por
exemplo, se um vértice que penetrou uma face sai por uma face vizinha, mas permanece
abaixo do plano da primeira face, a mola nao é retirada. Situagao andloga pode ocorrer
entre pares aresta-aresta. Este defeito faz com que algumas vezes as molas sejam mantidas
muito depois que os corpos se separaram, ou ainda, que os corpos fiquem presos em contato.

10.2 Extensoes e aperfeicoamentos

10.2.1 Modelagem geométrica

A diferenca entre um modelo do material com massa distribuida e um modelo com massa
concentrada nos vértices ainda ndo é clara, do ponto de vista da precisdo e qualidade dos
movimentos obtidos. Nem tampouco sabemos se o ganho de eficiéncia, devido ao uso de
uma matriz de massa diagonal em vez de apenas esparsa, seria realmente significativo.
Uma analise cuidadosa desta questido provavelmente seria um bom ponto de partida para
trabalhos futuros.

Um tépico promissor para a extensao de nosso modelo é o uso de elementos finitos
sujeitos a deformacdes n&o lineares. Por exemplo, poderiamos utilizar tetraedros mode-
lados por retalhos de Bézier, onde haveria pontos de controle no interior das faces, além
de apenas nos vértices. Isto permitiria reduzir consideravelmente o numero de tetraedros
de um corpo, mas complicaria a detegido e o tratamento de colisoes, pois os corpos teriam

superficies curvas.
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10.2.2 Paralelizacao

Processamento paralelo pode ser empregado para aumentar significativamente a velocidade
do simulador, uma vez que os calculos realizados em cada passo de integracdo podem ser
facilmente distribuidos em varios processadores — por exemplo, as forcas internas em cada
tetraedro podem ser calculadas por um processador independente.

10.2.3 Modelagem dos materiais

E possivel estender sem grandes dificuldades a expressdo de energia eldstica derivada neste
trabalho para materiais elasticos nao isotropicos. Para modelar materiais plasticos, seria
preciso evoluir ao longo do tempo a forma de repouso de cada elemento, conforme a

amplitude das deformacoes.

10.2.4 Colisoes e eventos discretos em geral

Com certeza, o principal topico a requerer atengao, com relagdo ao nosso trabalho, é
o da interpenetragdo entre os objetos. Quanto a este problema, poderiamos indicar o
desenvolvimento do modelo geral de eventos discretos que introduzimos no capitulo 7. La,
nao especificamos completamente como se detetam eventos associados a regimes descritos
por predicados B arbitrariamente complexos, com condi¢des possivelmente redundantes ou
conflitantes, nem tampouco descrevemos como se escolhe um novo regime da maneira mais
eficiente. Tal modelo completo de eventos discretos poderia ser aplicado aos resultados de
Baraff sobre o calculo das forgas de contato e atrito entre multiplos pontos de contato.



Apéndice A
Tratamento de colisoes por impulsos

Nossa abordagem inicial para o tratamento das colisoes foi a de aplicar impulsos aos pontos
de contato no instante de cada colisao, alterando instantaneamente as velocidades dos
vértices do modelo. Essa solugdo foi implementada, e algumas animagoes bem sucedidas,
com grande quantidade de colisdes (e impulsos aplicados), foram produzidas. Porém,
devido as dificuldades encontradas para simular contatos nao instantaneos, que surgiam
quando os objetos entravam em repouso mantendo contato, decidimos finalmente utilizar
molas, como descrito no capitulo 7. Assim, o material ja escrito sobre impulsos foi relegado
a este apéndice.

Para simular a colisdo de dois corpos perfeitamente rigidos, é necessario modificar
instantaneamente a velocidade de pelo menos um deles, a fim de impedir a interpenetracéo
imediatamente apos a colisao. Essa variagao de velocidade é devida ao surgimento de uma
forga instantinea e infinita — um impulso — que age sobre os dois corpos nos pontos de
contato. Para a simulacdo correta da colisdo, é necessario calcular este impulso.

Na literatura de computacdo grafica, varios trabalhos sobre colisdes de corpos rigidos
[MW88, Hah88, MC94| descrevem o calculo de impulsos para colisdes que acontecem uma
de cada vez, desconsiderando quaisquer outros pontos de contato entre os corpos no ins-
tante da colisdo. Nesses trabalhos, o comportamento de corpos em contato continuo (isto
é, corpos que mantém contato durante intervalos finitos de tempo) é modelado através
de uma seqiiéncia de colisdes separadas no tempo por curtos intervalos. O problema com
essa abordagem € que, se o intervalo de tempo entre colisdes nao for limitado a um valor
minimo arbitrario, o simulador poderd diminui-lo (enquanto os corpos mantiverem con-
tato) até um valor arbitrariamente pequeno em iteracoes sucessivas, impedindo o progresso
da simulacdo e aumentando o acimulo de erros de arredondamento. Por outro lado, se
tal intervalo minimo for imposto, interpenetragdes possivelmente excessivas terdo de ser
permitidas.

Uma abordagem mais elaborada, descrita por D. Baraff numa série de artigos [Bar89,
Bar91, BW92, Bar93, Bar94], consiste em calcular simultaneamente o conjunto dos im-
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pulsos no instante de cada colisdo, e as forcas de reagdo nos instantes seguintes. Tal
abordagem, porém, torna-se bastante complexa quando ha varios pontos de contato no
instante de uma colisdo, ou quando dois ou mais corpos mantém simultaneamente um con-
tato prolongado entre varios pares de pontos de suas superficies. Na verdade, o problema
de calcular os impulsos e/ou as forgas de contato, levando-se em conta o atrito entre as
superficies, ainda esta essencialmente em aberto.

As duas abordagens citadas acima podem também ser aplicadas a corpos deformaveis [BW92].

A.1 TImpulsos

Um impulso é equivalente a uma forca infinita f atuando num intervalo de tempo infini-
tesimal em torno de um instante to, tal que a integral

to+T

I=lim fdt
70 to—T
é finita. A quantidade I é o valor do impulso.

Um impulso é capaz de mudar instantaneamente as velocidades das particulas. Note
porém que a velocidade permanece finita, mesmo durante o impulso, e portanto as coor-
denadas das particulas permanecem inalteradas antes e depois do impulso. Integrando a
equagao diferencial f = M ¢ em um intervalo infinitesimal em torno de ¢y, temos que

I=MAq

onde AqQ € a variagdo instantanea das velocidades generalizadas no instante tg, em de-
corréncia do impulso generalizado 1.

Seja I = (to — 7,to + 7) o intervalo (infinitesimal) de duragdo de um impulso I, para
algum instante ¢5. Quaisquer forgas finitas que atuem ao longo desse intervalo, por exemplo
a forca da gravidade, sdo negligiveis. Suponha, porém, que o sistema dindmico estd sujeito
a um ou mais vinculos holondmicos ao longo do intervalo I. Nesse caso, a derivada A de
cada desvio h associado a um dos vinculos deve permanecer constante em /. Para tanto,
algumas das respectivas forcas de vinculo devem se tornar infinitas. Portanto, devemos
calcular impulsos de vinculo no instante tp, de modo que as variagdes instantaneas de
velocidade causadas pelo impulso I nio alterem os valores das derivadas A nesse instante.

A.2 Calculo dos impulsos

Dado um conjunto de &k vinculos Hi(q,t) = 0, as derivadas das fungdes h; tal que h;(t) =
Hi(q(t),t), para 1 = 1,...,k, podem ser expressas na forma matricial Jq + 1, onde

Jij = %—Z‘(q,t) e ¢; = 2i(q,t), parai =1,...,kej =1,...,n. Se um impulso I é
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aplicado ao sistema num instante ¢y, as variagbes instantaneas de velocidade Aq devem
ser tais que

Jq=1(q+Ad)

Portanto, dado um impulso generalizado I¢, podemos calcular as variacdes de veloci-
dade Aq que preservam os vinculos resolvendo o sistema

MJ |[Aq] [T
J o0 Al o

Note que neste caso —J T é o vetor de impulsos de vinculo.

A.3 Calculo dos impulsos de colisao

O que ocorre na natureza durante uma colisao entre dois corpos pode ser dividido em duas
fases: uma fase de compressao, na qual os corpos se deformam localmente, transformando
parte de sua energia cinética em energia potencial; e uma fase de restitui¢iao, na qual a
energia potencial armazenada € reconvertida total ou parcialmente em energia cinética (se
parcialmente, o restante é perdido em forma de calor). A parcela da energia cinética que
é perdida durante a colisdo depende das propriedades do material nas vizinhangas dos
pontos de contato.

No caso de corpos rigidos, essas propriedades geralmente sao modeladas através de um
coeficiente de restituigdo e (calculado a partir do respectivo coeficiente para cada ponto
de contato), que da a razdo entre as velocidades relativas na diregao normal as superficies
nos pontos de contato antes e depois da colisao. Se e = 1, nenhuma energia cinética é
perdida na colisdo e a velocidade relativa normal antes da colisdo € simplesmente invertida
durante a colisdo. Se e = 0, a velocidade relativa normal apds a colisdo é nula.

Por outro lado, no caso de corpos eldsticos com viscosidade, a perda de energia pode
ser modelada pelos coeficientes de viscosidade do material nas vizinhancas dos pontos de
contato. De fato, se dividissemos o material ao redor de cada ponto de contato em mais
e mais tetraedros, terfamos, no limite em que o diametro dos tetraedros tendesse a zero,
a situagdo de um corpo continuo cuja viscosidade local modela com grande precisido o
que acontece na realidade. Em nossa implementacdo, o impulso aplicado aos pontos de
contato é calculado de modo a anular a velocidade relativa normal apds a colisdo, para que
o maximo possivel de energia cinética seja perdida. A eventual restituigdo dessa energia
perdida depende da viscosidade dos corpos envolvidos na colisio.

No restante deste apéndice vamos desenvolver o calculo do impulso de colisao, incluindo
os coeficientes de restituicdo. Trataremos primeiro de impulsos sem atrito, e depois adici-
onaremos as forgas de atrito estatico e dinamico ao calculo do impulso.
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A.3.1 Geometria dos pontos de contato

Suponha que A e B sao dois corpos cujas superficies se tocam num ponto de contato, sendo
descritas por fung¢bes continuas e diferencidveis nas vizinhancas desse ponto. Sejam u e v
as particulas das superficies de A e B, respectivamente, que se tocam no ponto de contato,
e a e b as posicdes de u e v na configuragao corrente, respectivamente. Veja a figura (A.1).

Figura A.1l: Geometria dos pontos de contato

Se as superficies de A e B nao se cruzam nas vizinhangas do ponto de contato, entao
os vetores normais as mesmas em a e em b tém a mesma diregao e sentidos opostos. No
restante deste apéndice denotaremos por n o vetor unitario perpendicular as superficies de
A e B nos pontos a e b quando a = b, sendo que n aponta de B para A, e por t um vetor
unitario tangente as superficies de A e B no ponto de contato, isto é, um vetor unitario
qualquer ortogonal a n.

No caso de corpos com superficies poliédricas estes vetores obviamente nao sdo bem
definidos em todo ponto, mas apenas nos pontos interiores das faces planas de cada su-
perficie. Assim, se um contato envolve um vértice e uma face, o vetor n pode ser tomado
como a normal unitdria da face, e o vetor t como o vetor (normalizado) que vai desse
vértice a um dos trés vértices daquela face. Se um contato envolve duas arestas, podemos
tomar n como um vetor unitario ortogonal as duas arestas, e t como um vetor unitario
paralelo a uma das arestas.

A.3.2 Calculo do impulso de colisao

Suponha que os corpos A e B colidem num instante ¢., e que as superficies de contato
neste instante se reduzem a uma particula u de posicao a no corpo A e uma particula v de
posi¢do b no corpo B. Note que A e B podem ser o mesmo corpo. No instante t.,, a=Db
e a velocidade relativa v = & — b entre u e v tem uma componente nio nula na direao
do vetor normal n. Seja u = (q,q) o estado do sistema no instante ¢., antes da colisdo
ser tratada. Apds a aplicagdo de um impulso de colisao I, o estado serd u’ = (q,q+ Aq),
onde Aq é a variagao instantanea nas velocidades generalizadas.
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Se I, e I, sdo os impulsos (em R3) sobre as particulas u e v, tal que I, aponta do corpo
B para o corpo A, entao pela lei da acdo e reagao temos que I, = —I,. Veja a figura (A.2).
Além disso, a energia cinética total dos dois corpos antes e depois da colisao deve ser
a mesma, a menos da perda de energia, que é controlada pelo coeficiente de restituicao
e. Sejam e, e e, os coeficientes de restituicdo de u e u, respectivamente. Vamos definir
arbitrariamente o coeficiente de restituigdo combinado e como e = 2ufex,

Figura A.2: Impulsos de colisao

Para calcular o impulso I, adicionamos um vinculo instantaneo (que sé existe no ins-
tante ¢.) dado por uma fungdo H,(q) que é positiva quando os corpos A e B estdo afas-
tados e nula quando eles se tocam num par de pontos de superficie. O desvio do vinculo
H.(q) = 0 até o instante ¢, é dado pela fungéo h,, enquanto que a partir de t., pela funcao
h!. No instante t., temos que hn(t;) = b’ (t;) = 0 e hy(t.) < 0. A partir de t., o desvio
h! deve permanecer nulo ou tornar-se positivo, caso contrario haveria interpenetragao.
Portanto, h;(tc) > 0. Por definigao, o coeficiente de restituicao e é

A fungdo H, pode ser definida como
H.(q)=(a—b)n

Note que no instante ¢, e antes da aplicagdo dos impulsos,

ho(ts)=(2a=b)-n<0

como era esperado. Note também que no caso de um impulso sem atrito, I, = An e
I, = —An, para algum escalar A > 0.

Vamos supor que pelo menos no instante ¢. todos os demais vinculos do sistema sao
holondmicos e véalidos. Seja J. a matriz “jacobiana” dos vinculos no instante ¢, ou seja,
a matriz usual J com uma linha adicional para as derivadas de H,,. Imediatamente antes
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de t., o vetor v =J.qé v =10,...,0, hy(t.)]. Como J. é a mesma tanto antes quanto
apés a aplicagao do impulso, podemos escrever

J.(@+AQ) =v+I.Aq=—ev (A.1)
e entao temos

J.Aq=—(e+1)v
Tomando I = —J] A, obtemos o sistema

M J7 Aq | 0

J. O A | =e+Dv
que pode ser reescrito na forma

JIMJIN = (e+1)v
{ MAG = —ITA (4.2)

A variacdo de energia cinética AK < 0 na colisdo é dada por
2AK = (§+ A4)"™M(§ + Ad) - ' Mg
Substituindo A¢ por —M™1J] A temos
2AK = -2ATJ.q+ ATIMI] A
e de (A.1) e (A.2) vem que

e—1

AK =
YE

An b (te)

onde A, < 0 é o multiplicador de Lagrange correspondente a H,. Dail vemos que nao

hé perda de energia somente quando e = 1 ou quando A, = 0 (isto é, se a colisao fosse

ignorada).

Note que poderiamos facilmente generalizar esta formulagdo para permitir vinculos

holonémicos nao validos em t., simplesmente substituindo os zeros no vetor v pelos valores

das derivadas das respectivas fungoes de desvio, e trazendo e para dentro de v. Poderiamos

também estendé-la para vinculos nédo holonémicos descritos por equacdes H(q,q,t) = 0

onde H é linear nas velocidades generalizadas ¢;. Finalmente, poderiamos também tratar

vérias colisdes simultaneas: bastaria acrescentar uma linha a matriz J. € uma componente

incluindo o correspondente coeficiente de restituicdo ao vetor v, para a funcdo H, de cada

par de pontos de contato.
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A.3.3 Propriedades da superficie

Seja U o conjunto (continuo) de particulas do sistema e S C U a superficie (ou fronteira)
do mesmo. Para cada particula u € S vamos associar coeficientes de atrito u,(u) e pqa(u),
ambos contidos no intervalo [0, 1], que descrevem a rugosidade da superficie nas vizinhancas
de u. No modelo de Coulomb para o atrito entre superficies secas, estes coeficientes afetam
a magnitude da forca de atrito estatico (que tenta impedir o inicio do deslizamento) e da
forca de atrito dinamico (que tenta parar o deslizamento), respectivamente. Uma superficie
seca absolutamente lisa tem coeficientes de atrito nulos. O coeficiente de atrito estatico
is € usualmente maior que o coeficiente de atrito dindmico u4, devido ao fato de que na
maioria dos casos a forga necessaria para que um corpo em repouso sobre outro comece a
deslizar é maior que a forca necessaria para manter esse corpo deslizando sobre o outro.

O coeficiente de restituicédo e(u) de cada particula v € S é uma constante adimensional
no intervalo [0, 1], que controla quanta energia é perdida durante uma colisdo ocorrida nas
vizinhangas de u.

Para cada face externa do modelo é dado o coeficiente de atrito estatico us, o coeficiente
de atrito dinamico pq4 € o coeficiente de restituicao e. Os coeficientes de atrito e restituicao
dos vértices e arestas podem ser obtidos dos respectivos coeficientes das faces (a partir de

médias aritméticas, por exemplo).

A.3.4 Colisoes com atrito

Para simular o atrito entre as superficies dos corpos A e B nos pontos de contato vamos
utilizar o modelo de Coulomb [Sym82] para atrito entre superficies secas, de maneira
similar a trabalhos anteriores [MWS88, Hah88].

Sejav =a— b a velocidade relativa dos pontos de contato (isto é, as particulas u e
v tais que a = b) no instante t.. A componente tangencial de v (ortogonal a n) é dada
por v = v — (v-n)n. Seja f, = {2 + f{ a da forga de contato sobre a particula u, onde f*
e f! sdo suas componentes nas dire¢des de n e t, respectivamente. A componente normal
f? é responsavel por impedir a interpenetracdo nos pontos de contato, enquanto que a
componente tangencial f{ é a forca de atrito entre as superficies de A e B naqueles pontos
de contato. O modelo de Coulomb diz que se v; é nula entdo f: é uma forga de atrito
estatico cuja magnitude obedece a relagao

Ife] < s |£3] (A.3)

Note que a diregdo de f} no plano de contato nao é especificada por esta relagio. Quando
v ndo é nula, f! uma forca de atrito dindmico dada por

£ = — g |£7| L Ad
= —Hd| ||Vt| (A.4)
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Quando aplicamos um impulso instantaneo aos pontos de contato estamos desconside-
rando toda variacao de velocidade ou forcas de contato durante o intervalo infinitesimal
de tempo que dura o impulso. Portanto, ndo podemos saber a priori se o atrito que
ocorre durante o impulso € estatico ou dindmico, ou quando muda de um tipo para outro
durante o impulso. Assim, vamos aproximar o atrito durante uma colisdo calculando dois
impulsos. O primeiro é calculado sob a hipdtese de que o atrito é estatico, e portanto a
velocidade relativa tangencial apds a colisdo deve ser nula. O segundo impulso é calculado
sob a hipdtese de que o atrito é dinamico, o que significa que os corpos estardo deslizando
nos pontos de contato imediatamente apds a colisdo.

Para calcular o impulso com atrito estatico, utilizamos trés vinculos instantaneos cujas
funcbes sdao definidas como

H.(q) = (a—b)'n
H,(q) = (a—b)-u
H(q) = (a—b)-t

onde u e t sdo dois vetores unitarios ortogonais a n e um ao outro, sendo que t é um
vetor ortogonal a n qualquer e u = n x t. Sejam hl, hl e h, as respectivas funcoes de
desvio desses trés vinculos, definidas a partir do instante ¢, apds a aplicacdo do impulso
de colisdo. Se h, é o desvio do vinculo H,(q) = 0 até o instante ¢., entdo as derivadas
destas func¢des no instante ¢. sdo dadas por

;l:z(tC) = _Eiln(tC)
h(t) = 0
hi(t) = 0

Inserindo estas relagdes no sistema de equagdes, obtemos o impulso I, de modo similar ao
descrito na se¢ao anterior.

Para verificar a hipotese do atrito estatico precisamos traduzir os impulsos I sobre as
coordenadas generalizadas em impulsos sobre as coordenadas cartesianas das particulas u e
v. Para fazer isto de modo geral, observe que os impulsos sobre os vértices sdo trivialmente
obtidos de I, pegando as triplas de elementos de I que correspondem a cada vértice. Em
seguida, pode-se calcular os impulsos sobre as particulas que nao estdo nos vértices como
combinagdes lineares convexas (via coordenadas baricéntricas) dos impulsos nos vértices.

Seja I, € R® o impulso sobre a particula u, obtido de I conforme descrito acima.
Sejam I? e I, as componentes normal e tangencial de I,,, calculadas como I? = (I, -n)n e
II =1, — I Se |I| > ps|I2|, ou de modo equivalente, se

IZ > (L, - n)*(1 4 p?)
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entao a forca de atrito estatico nos pontos de contato durante a colisdo nao é suficiente para
impedir que os corpos comecem a deslizar naqueles pontos. Portanto, vamos recalcular o
impulso considerando que o atrito é dinamico e que os corpos irdo deslizar nos pontos de
contato imediatamente apds a colisdo.

Para embutir a equagdo (A.4) no célculo do impulso I vamos decompé-lo numa soma
I=—(J.+ G.)TA, onde J, é a mesma que usamos no caso do impulso sem atrito, e G.
inclui os impulsos de atrito dindmico sobre as particulas u e v dados por g,(q,q,A) =
Ld ’\nﬁ e g, = —8&u, respectivamente, onde v; é a velocidade relativa tangencial nos
pontos de contato, como anteriormente calculada, e A, < 0 é a magnitude da componente
normal do impulso I,. O sistema de equagdes para calcular este impulso é

[f?][iq]:[—(eil)v]

onde F, = J. + G, e v é 0 mesmo que usamos para o impulso sem atrito.
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