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Resumo

Em computagao gréfica, diversos problemas consistem na andlise e manipulacao da geo-
metria de superficies. O operador Laplace-Beltrami apresenta autovalores e autofungoes
que caracterizam a geometria de variedades, proporcionando poderosas ferramentas para
o processamento geométrico. Nesta dissertacdo, revisamos as propriedades espectrais do
operador Laplace-Beltrami e propomos sua aplicagdo em computacao grafica. Em es-
pecial, introduzimos novas abordagens para os problemas de segmentagao semantica e
geracao de atlas em superficies.
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Abstract

Many applications in computer graphics consist of the analysis and manipulation of the
geometry of surfaces. The Laplace-Beltrami operator presents eigenvalues and eigenfunci-
tons which caracterize the geometry of manifolds, supporting powerful tools for geometry
processing. In this dissertation, we revisit the spectral properties of the Laplace-Beltrami
operator and apply them in computer graphics. In particular, we introduce new approa-
ches for the problems of semantic segmentation and atlas generation on surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

Modelagem geométrica é o ramo da computagao grafica que desenvolve ferramentas para
a andlise e o processamento de objetos graficos. Estas ferramentas sdo essenciais em diver-
sas aplicagoes, entre as quais podemos citar geragao de atlas e parametrizacao, adaptagao
e remalhamento de superficies, extracao de esqueleto e animagao. Para ilustrar a im-
portancia dessas ferramentas, vejamos o problema de animagdo de superficies. Nesta
aplicacdo, sdo necessarios mecanismos simples e intuitivos para manipular a superficie
preservando ao maximo a geometria original. Assim, as ferramentas de anélise revelam
as caracteristicas da superficie a serem conservadas durante a animagao, como volume e
curvatura, enquanto as técnicas de processamento permitem o mapeamento da interagao
do artista em deformacoes que respeitem as restricoes anteriores.

As ferramentas de modelagem sdo caracterizadas por trés aspectos. O primeiro deles
¢é a escala de atuacdo. Entende-se por escala o tamanho da regiao em que a ferramenta
age, podendo variar de medidas locais até globais. O segundo aspecto ¢ a invariancia da
ferramenta a grupos de transformagoes, como transformagoes rigidas e afins, isometrias e
homotopias. A invariancia a transformacoes rigidas, por exemplo, garante que a analise
em questdo seja independente da rotagdo e translagdo submetida ao objeto. O tltimo
aspecto refere-se aos modelos matematicos utilizados para discretizar ferramentas defi-
nidas em dominios continuos. Estes modelos devem garantir comportamento assintético
convergente aos valores continuos, além de serem robustos a presenca de ruidos.

O desenvolvimento de ferramentas de modelagem também estd fortemente vinculado
ao dominio do objeto a ser manipulado. Nesta dissertacao, em particular, trabalhamos
com variedades bidimensionais compactas, possivelmente com bordas. Estes objetos cor-
respondem a superficies regulares e orientaveis imersas em R?. Também adotamos malhas
triangulares como nosso modelo discreto. No entanto, vale ressaltar que todos os conceitos
aqui apresentados sao facilmente generalizados para outras discretizacoes, como nuvem
de pontos, e para variedades de qualquer dimensao.

Tépicos em geometria diferencial apresentam uma ampla formulagdo para o estudo



de superficies. Seguindo a descrigdo feita em [23], uma superficie é determinada uni-
vocamente pela combinacao da primeira e segunda forma fundamental mais uma trans-
formagao rigida. A primeira forma fundamental, também chamada de tensor de métrica,
indica a geometria intrinseca do objeto, fornecendo meios para medir comprimentos de
arco e a area da superficie e, assim, caracterizd-la sob uma isometria. A segunda forma
fundamental, por sua vez, analisa a geometria extrinseca, informando como a superficie é
imersa em R? e, consequentemente, distinguindo as isometrias. Por fim, para posicionar a
superficie em relacdo a um sistema de coordenadas, é necessario especificar uma rotagao
e uma translacao.

A caracterizagao de superficies com os trés termos anteriores proporciona as ferramen-
tas bésicas utilizadas em modelagem geométrica. Estas ferramentas sao definidas pela
combinacao das formas fundamentais em um operador denominado operador de forma.
O operador de forma é determinado em cada ponto da superficie e identifica medidas
locais e invariantes a transformacoes rigidas, incluindo curvaturas gaussiana e média e
curvaturas e diregoes principais. Estas medidas diferenciais ja foram discretizadas para
vérios objetos gréficos. Especialmente em malhas triangulares [71, 72|, tais valores sao
aplicados em problemas como simplificacao [34], suavizagao [22] e simulacao [31]. No
entanto, a localidade dos termos diferenciais estd acompanhada de limitagoes numéricas,
ja que a maioria das superficies é discretizada de maneira irregular, com densidade de
amostragem nao uniforme.

Para suprir estas dificuldades, recentes pesquisas introduzem métodos espectrais como
uma representagao alternativa para superficies [108]. Estas técnicas consistem na de-
finicdo de novos operadores sobre superficies como, por exemplo, matrizes de afinidade,
e procedem computando seus autovalores e autofuncoes. O espectro destes operadores
complementa a andlise de superficies de duas maneiras. Em primeiro lugar, este espec-
tro oferece uma representacao multi-escala para superficies, expandindo conceitos locais
para medidas globais. Em segundo lugar, as técnicas espectrais sdo robustas computa-
cionalmente, pois se baseiam em métodos numéricos capazes de lidar com amostragens
irregulares.

Motivada pelas vantagens dos métodos espectrais, esta dissertacdo de mestrado propoe
a analise espectral em superficies a partir do operador Laplace-Beltrami . Estudamos este
operador em especial porque ele complementa os conceitos de geometria diferencial, ori-
ginando ferramentas multi-escala e invariantes a isometrias. Além disso, o seu espectro
contém informacoes tanto sobre a geometria quanto sobre a topologia da superficie. Os
seus autovalores, por exemplo, sao suficientes para calcular a drea e o comprimento das
bordas da superficie. J& as suas autofuncoes generalizam a anélise de Fourier para varie-
dades, proporcionando decomposicées em frequéncia de sinais definidos em superficies.



Capitulo 2

Fundamentos da Analise Espectral

Neste capitulo, discutimos os conceitos basicos relacionados a andlise espectral do ope-
rador Laplace-Beltrami. Assim, justificamos o uso de métodos espectrais desenvolvidos
a partir desse operador como ferramentas para modelagem geométrica. Em especial,
demonstramos que o operador Laplace-Beltrami apresenta informacdes invariantes a iso-
metrias e abrangendo diversas escalas. Por fim, descrevemos a discretizacao do operador
Laplace-Beltrami para malhas triangulares e revisamos um método numérico robusto e
eficiente para computar seus autovalores e autovetores.

2.1 Notacoes Basicas

Antes de comegarmos, precisamos adotar alguns notacoes. Denotamos por MP a varie-
dade compacta de dimensao m imersa em R" (m < n). As suas bordas sao indicadas por

OM™ . As superficies, por exemplo, correspondem a variedades M.

n

» . a vizinhanca deste ponto pode ser representada pela

Dado um ponto zy € M
parametrizagao z = x(u) : R™ — R" (letras em negrito indicam vetores). Calculando as

derivadas parciais de x(u), definimos como G' = [g;;]

_ T 7 .
mxm = [xuixuj] o tensor de métrica

de M7, em zy. O determinante do tensor de métrica é indicado por |G| e sua matriz

inversa por G~ = [¢”]. O tensor de métrica determina a medida infinitesimal do volume

mD de M, através de
dr = /|G| ] du:. (2.1)

i=1..m

Exemplificando novamente com superficies, temos o tensor de métrica em M3 dado por

T T
G _ Xulxul Xulxuz 2 2
= | o7 T ) (2.2)
X’U,QXUI X’U,QXUZ



2.2. Operadores para Métodos Espectrais 4

e a medida infinitesimal de area igual a dx = \/@duldug. As derivadas parciais x,, e
Xy, também indicam o vetor normal n = X, X Xy, /||Xu, X Xu,]|-

Por fim, indicamos por L?(M™,) o espago de Lebesgue definido em M?,. O espago de
Lebesgue é um espaco de medida que opera sobre fungoes f : M”, — R, caracterizando-se
pelo produto interno

(f.9) = f(z)g(z)dr. (2.3)
M,
Uma fungao f pertence a L*(M”,) se e somente se sua norma for finita,

1I2= | fa)yde <. (2.4)

f
Mz,

2.2 Operadores para Métodos Espectrais

Os métodos espectrais se baseiam na analise de autovalores e autofungoes. Especificado
um dominio M,

L*(M?™) que respeitam duas propriedades basicas. Dado as fungoes f,g € L*(M™7) e um
escalar «, o operador A deve ser:

estes pares sdo computados a partir de operadores A : L?*(MT) —

e Linear: A(f + ag) = A(f) + aA(g) e
e Auto-Adjunto: (A(f),q) = (f, A(g)).

Com estas propriedades, podemos definir os teoremas que justificam e motivam o uso
de métodos espectrais. O primeiro deles se refere a decomposicao do operador A.

Teorema 1 (Teorema Espectral). Seja A um operador linear e auto-adjunto em L*(M™,).
A decomposigio espectral do operador A consiste em autofungoes {¢'} ortogonais e de
norma unitdria, ||¢*|| = 1, associadas a autovalores reais {\'} e satisfazendo

A(9) = X'¢'. (2.5)

As autofungoes de A compoem uma base ortonormal para L?(M?). Logo, podemos
reescrever qualquer funcao f € L*(MZP,) por f = > .(f,¢")¢". Os autovalores de A, por
sua vez, indicam a importancia de cada autofuncao na imagem resultante desse operador.
Isto é facilmente verificado ao reescrever A(f) = Y. N (f, ¢") "

Uma interpretacao complementar dos autovalores e autofungdes do operador A pode
ser obtida através do coeficiente de Rayleight-Ritz, o qual é definido por

{f, A(S))

e (2.6)

Ra(f) =



2.2. Operadores para Métodos Espectrais )

Dada uma ordenagao crescente dos autovalores de A, {\° < ... <\ < ...}, identificamos
a autofuncao ¢’ como aquela que minimiza R4 sendo ortogonal ao subespaco gerado pelas
autofungoes {¢’};<,;. J& o autovalor A" representa o valor minimo de R 4. Este resultado,
na realidade, segue como um corolario do Teorema 2.

Teorema 2 (Teorema Min-Max (Courant-Fischer)). Dada a decomposi¢io de um opera-
dor linear e auto-adjunto A em autovalores {\° < A\! < ...\ < ...} e suas respectivas
autofuncoes {¢'} e sendo Vi, C L*(M™) qualquer subespaco de dimensdo k, temos que

k .
A _%in%%fRA(f)' (2.7)

Com excecao de algumas solugoes analiticas, os métodos espectrais sao computados
sobre modelos discretos. A discretiza¢ao consiste na amostragem do dominio M7, em um
conjunto de pontos {p;}. Consequentemente, o operador .4 é aproximado por uma matriz
(que indicamos por A) e suas autofungoes por autovetores. Para se preservar a topologia
de M}, as amostras sao associadas com arestas ponderadas e, assim, a variedade passa
a ser representada por um grafo G. Os operadores discretos em G apresentam a forma
geral A = D — W, conhecida como Laplaciano de grafos [14]. Nesta forma matricial, W é
uma matriz simétrica com elemento w;; igual a zero, caso p; e p; nao estejam conectadas,
ou igual ao peso da aresta existente entre p; e p;. J4 D é uma matriz diagonal com
dii = Zj wij-

Diversos operadores podem ser definidos especificando diferentes matrizes W [108].
Em [50], por exemplo, o peso das arestas corresponde a uma combinacao de distancias
geodésicas e medidas de concavidade em superficies, enquanto, em [65], o peso compara
as curvaturas principais entre pontos vizinhos de uma superficie.

Na érea de aprendizado de méquina, a matriz W também é conhecida como matriz
de afinidade. Uma classe especial de matriz de afinidade é a matriz de Gram, na qual
a afinidade (o peso) entre duas amostras esté relacionada ao tensor de métrica de M.
Vérios métodos espectrais se baseiam nas matrizes de Gram para calcular coordenadas
para as amostras que aproximem espagos lineares de baixa dimensao, preservando ao
maximo as afinidades iniciais. Exemplos destes métodos sao Multi- Dimensional Scaling
(MDS) [11], IsoMaps [97], Linear Laplacian Embeding [85], Laplacian EigenMaps [5] e
kernel PCA [90].

Para ilustrar melhor o uso das matrizes de Gram, vejamos a sua aplicagdo em su-
perficies. Neste caso, a matriz A contém em cada elemento a;; a distancia geodésica entre
pi e p;. Partindo do Teorema 1, podemos escrever a;; = Y., Aol 27 onde |\| >| A
Logo, podemos aproximar os elementos de A truncando a expressdo anterior com apenas
os k maiores autovalores, em mddulo, e seu:}sC autovetores. Agora, definindo para cada
amostra p; a nova coordenada y; = [W%L R obtemos a melhor aproximagdao em um
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espago linear de dimensdo k da afinidade (nao-) linear contida em A. Este resultado foi
utilizado em [109] com k = 2 para parametrizar superficies no plano e, em [49] com k = 3,
para computar poses canonicas para objetos articulaveis.

Nesta dissertagao, adotamos uma perspectiva diferente sobre operadores de métodos
espectrais. Ao invés de avaliarmos a implicagdo de diferentes pesos W sobre a decom-
posicao espectral do operador A, analisamos um unico operador definido continuamente
em M7 . O nosso estudo se concentra no operador Laplace-Beltrami, o qual generaliza o
Laplaciano de R™ para variedades nao-lineares. Este operador também abrange e unifica
conceitos de diferentes dreas, incluindo geometria, fisica e anélise de sinais. Por fim, discu-
timos os modelos discretos do operador Laplace-Beltrami e como estes modelos preservam
suas propriedades espectrais.

2.3 Operador Laplace-Beltrami

O operador Laplace-Beltrami (LBop) em uma variedade M?, é definido por

1 0 ( iy 0 )
A=-VoV=——r ¢1\/|G]— ) . 2.8
V |G| i,j;.m z; | |8xj ( )

Esta expressao é simplificada quando aplicada a espagos Euclidianos M} C R". J4 que o

tensor de métrica em R"™ equivale a matriz identidade, o LBop se reduz a uma somatéria
de segunda derivadas, )
Apn = — Z ai?. (2.9)
i=l..n
Pela Eq. 2.8, é facil verificar que o LBop é um operador linear e auto-adjunto. Além
disso, o LBop também é um operador local (analisando somente uma pequena vizinhanga
ao redor de cada ponto) e semipositivo ((f, Af) > 0).
Seguindo o Teorema 1, a decomposicao espectral do LBop é determinada por

Ag' = N'g'. (2.10)

Quando OM?, # &, a Eq. 2.10 requer condigoes de borda. No caso de condicoes de borda
de Dirichlet, temos que ¢'(z) = 0, Vo € OM™. J4 no caso de condigoes de borda de
Neumann, temos que %i: =0, Vo € oM.

Os autovalores do LBop compdem uma sequéncia infinita e crescente {0 = \° < Al <
... T oo}. J4 suas autofungoes {¢'} correspondem aos modos de vibragao em M",. Esta
interpretacao se deve ao fato de que a Eq. 2.10 equivale a equacdo de Helmholtz esta-
ciondria, a parte independente do tempo da equacdo de onda Au = uy. Na Figura 2.1,
ilustramos as autofungoes para diferentes superficies. Nas duas primeiras linhas, utili-
zamos os dois tipos de condigdes de borda para um plano retangular e representamos
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suas autofunc¢des como func¢oes de altura. Na terceira linha, mostramos as autofuncoes
para uma superficie sem borda através de um intervalo de cores crescendo de azul para
vermelho.

Figura 2.1: Autofungdes do operador Laplace-Beltrami. Os ntmeros indicam os indices
das autofungoes. Os modelos usados sao, de cima para baixo, retangulo com condigGes
de borda de Neumann, retangulo com condigbes de borda de Dirichlet e superficie sem
borda. As autofuncoes sao ilustradas pelas cores variando de azul para vermelho, Nas
duas primeiras linhas, as autofunc¢ées também sao representadas como fungoes de altura.

2.4 Propriedades

Nesta secao, descrevemos algumas propriedades espectrais do LBop [13, 84]. Estas propri-
edades sao vélidas para o modelo continuo de qualquer variedade M}, e unificam conceitos
de geometria, fisica e analise de sinais. Em particular, a aplicagdo dessas propriedades
em superficies permite o desenvolvimento de ferramentas de modelagem multi-escala, in-
variante a isometrias e robustas numericamente.

2.4.1 Generalizacao da Analise de Fourier

A andlise de Fourier oferece as ferramentas classicas para o estudo de sinais em R”. No
caso da reta real, esta andlise introduz as fungoes sin(wz) e cos(wz) como uma nova base
ortogonal para o espago L*(R). Assim, ao projetar os sinais nestas bases, informagoes an-
tes expressas espacialmente passam a ser representadas como a contribuicdo de diferentes
frequéncias w. A funcado que mapeia frequéncias em contribuicdes é denominada trans-
formada de Fourier e é fundamental em problemas como remogao de ruidos, compressao
e codificagao.
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Partindo da Eq. 2.9, podemos constatar que as bases da andlise de Fourier sao auto-
funcoes do LBop em R" com autovalores w?. Exemplificando com a reta real, temos

2

Ag sin(wzx) = —% sin(wr) = w?sin(wz), (2.11)
2

Ag cos(wzx) = —% cos(wr) = w? cos(wx). (2.12)

Portanto, podemos estender a construcao da analise de Fourier para qualquer variedade
M7 usando as autofungoes do LBop como generalizagoes dos senos e cosenos e os auto-
valores do LBop como o quadrado da frequéncia. Um exemplo desta generalizacdo é as
harménicas esféricas (Figura 2.2), que correspondem as autofungoes do LBop em uma es-
fera. Também vale ressaltar que, apesar do LBop ser um operador local, suas autofungoes
revelam informagoes em diversas escalas. Enquanto as autofunc¢oes de maior autovalor
sao mais locais, as autofungdes de menor autovalor indicam informacoes globais.

.06 ®

L0

Figura 2.2: Exemplos de harmonicas esféricas. Cada autofuncao corresponde a um auto-
valor diferente e, por isso, possui um nimero diferente de dominios nodais.

2.4.2 Invariancia a Isometrias
De acordo com a Eq. 2.8, verificamos que a definicao do LBop em M}, depende somente
de seu tensor de métrica G. O tensor de métrica é responsavel pelo cdlculo do volume

mD de uma regiago D C M7 (Eq. 2.13) e das distancias geodésicas entre pontos de M,
(Eq. 2.14).

VD:/de:/D\/@ I1 du. (2.13)

i=1..m

geod(z,y) zmin/\/<'y’,7’>gdt, (2.14)
Ty

onde 7 ¢é qualquer arco em M que liga os pontos = e y, 7/ é a sua derivada em relacdo
ao parametro t e (-,-)¢ é o produto interno definido por G.
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Seja T @ MI — M’ uma aplicacdo isométrica, ou seja, uma aplicagdo bijetora
que conserva as medidas de volume mD e as distancias geodésicas. Para que haja esta
conservagao entre M?” e M7’ ¢é necessario que o tensor de métrica nao seja alterado
por T. Se G = @, consequentemente, o LBop é igual em ambas as variedades. Logo,
concluimos que o LBop e seus autovalores sao invariantes a isometrias. Ja suas autofuncgoes
sdo invariantes a isometrias sob uma rotacao do espago L*(M™). No caso de um autovalor
' de multiplicidade unitéria, por exemplo, essa rotacao faz com que ¢’ o T = —¢* ou ¢'.

Em superficies, a invariancia a isometrias oferece um resultado complementar a geome-
tria diferencial [23]. Para entendermos isto, lembremos que uma superficie ¢ caracterizada
pela primeira forma fundamental (geometria intrinseca), pela segunda forma fundamen-
tal (geometria extrinseca) e por uma transformagao rigida. As medidas diferenciais sao
determinadas a partir do operador de forma, o qual atua sem depender da transformagcao
rigida. Para isso, o operador de forma combina a primeira e a segunda forma fundamen-
tal, distinguindo isometrias através de imersdes em R®. Por outro lado, o LBop permite
a analise da superficie sob uma isometria, separando a agao de cada forma fundamental.
Portanto, dadas as coordenadas 3D de uma superficie, o operador de forma remove a
transformacao rigida dessas coordenadas e o LBop, de maneira complementar, remove a
segunda forma fundamental (imersao em R3) do operador de forma.

A invariancia a isometrias também é um recurso muito interessante para o estudo do
movimento de objetos animados. Isto é motivado pelo fato de que, ao deformar a superficie
desses modelos, as distancias entre seus pontos sdo aproximadamente preservadas. Logo,
diferentes poses de um objeto podem ser representadas como diferentes imersées de uma
isometria e a interpolagao entre essas poses corresponde a transformagoes isométricas.

2.4.3 Unicidade dos Espectros

Até entdo, vimos que o espectro do LBop é invariante a isometrias e analogo ao quadrado
da frequéncia para variedades. Estas duas propriedades motivaram pesquisadores a se
perguntarem Can we hear the shape of a drum? [47, 78]. Em outras palavras, esta questao
discute se os autovalores do LBop identificam univocamente uma isometria. Em [30, 15],
foi provado que existem alguns poucos pares de variedades planares isoespectrais, i.e.,
com o mesmo espectro. No entanto, a raridade destes casos ainda permite o uso dos
autovalores como uma assinatura de isometrias.

Por outro lado, pela construcao do LBop, temos que a combinacao de seus autovalores
e autofungoes determina univocamente isometrias. As autofungdes do LBop distinguem os
poucos casos isoespectrais através de suas informacoes locais, comparando as variedades
ponto a ponto. Nas Segbes 3.2 e 4.3.1, apresentamos duas possiveis combinacoes dos
autovalores e das autofuncées do LBop.
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2.4.4 Suavidade das Autofuncgoes

Dada uma funcio f € L?(M™n), a suavidade de f é medida através da energia de Dirichlet
Ep= [ IVI@)Pd = (f.a0) (2.15)

Observe que Ep corresponde ao numerador do coeficiente de Rayleigh-Ritz (Eq. 2.6).
Logo, assim como discutido na Secao 2.2, temos que as autofuncoes ¢* do LBop sao as
fungoes de norma unitdria mais suaves em L?(M?,), com suavidade igual a A’. Isto indica
que as autofungoes possuem pontos criticos (méximos, minimos e selas) uniformemente
distribuidas sobre M7 . Esta caracteristica faz com que as autofungoes sejam détimas
candidatas para andlise topolégica de variedades através da construgao de grafos de Reeb
e de complexos Morse-Smale [81].

2.4.5 Dominios Nodais

Outra propriedade topolédgica interessante sobre as autofungdes do LBop é a configuracao
de seus dominios nodais. Seja ¢' a i-ésima autofungdo do LBop em M" . Em [18, 43], é
provado que as linhas nodais de ¢, i.e., {z € M : ¢'(z) = 0}, dividem a variedade em,
no maximo, i dominios. Estas linhas fazem uso da suavidade das autofuncgoes, estando
distribuidas sobre a variedade de maneira regular e, assim, compondo dominios uniformes.
Os contornos em preto das Figuras 2.1 e 2.2 mostram exemplos dos dominios nodais de
varias autofuncoes.

2.4.6 Autovalores e Medidas Globais

A analise, em conjunto, dos autovalores do LBop também revela medidas geométricas
sobre sua variedade. Para explicarmos esta relagdo, precisamos primeiro definir o kernel
de calor em M?.. A equacdo de difusao de calor em uma variedade M7, é definida por

Au+u, =0, (2.16)

sendo u(t,z) : RT x M? — R e dadas a condigao inicial u(0,x) = ug(x) e, se necessario,
as condicoes de borda. A solucao da Eq. 2.16 pode ser escrita por

u(t,z) = K(t, z,y)uo(y)dy, (2.17)
Mz,
onde K(t,z,y) é o kernel de calor (também chamado de solugao fundamental de calor).
O kernel de calor, por sua vez, é determinado em funcdo dos autovalores e autofuncoes
do LBop em M, _
Kt ) = 3 e 0 (2)6 o). (215)



2.5. Discretizacao do operador Laplace-Beltrami para Malhas Triangulares 11

As medidas globais em M7, podem ser feitas restringindo o kernel de calor através do
trago de calor,

Z(t) = /M K(t,z,x) = Ze%. (2.19)

m I3

Ao expandir Z(t) assintoticamente em ¢ — 01, obtemos

. _m - i n+1
Jim Z(1) = (4t) (;m —i—O(t )) (2.20)

Cada coeficiente b; estd associado a uma medida geométrica de M;],. No caso de su-

perficies, o termo by indica a drea de M3, enquanto b; é igual ao comprimento de M.

2.5 Discretizacao do operador Laplace-Beltrami para
Malhas Triangulares

Agora, descrevemos a discretizagdo do LBop preservando suas propriedades do dominio
continuo. Concentramos nosso estudo em superficies aproximadas por malhas triangu-
lares. Esta escolha se deve ao fato de que malhas triangulares correspondem a maioria
dos objetos utilizados em computacao grafica. Porém, vale ressaltar que o LBop em
superficies também foi discretizado para nuvens de pontos [7] e para malhas quadrangu-
lares [63]. Em [6], a versao discreta do LBop foi generalizada para variedades de qualquer
dimensdo. Para isso, este método se baseia em ntcleos Gaussianos com estimativas de
espacos tangentes para ponderar a influéncia entre cada par de amostras.

2.5.1 Malhas Triangulares

Uma malha triangular M é composta por um grafo G de vértices V e arestas £, no qual
os vértices sao associados a coordenadas 3D. As arestas de G sdo estruturadas em faces
triangulares F. Deste modo, M corresponde a um complexo simplicial 2D [21, 37] que,
no limite, converge & superficie M3. Daqui em diante, indicamos por V(i) os vértices
vizinhos ao vértice ¢ e por F (i) as faces que contém ¢ . Em uma aresta e;; = (,7) € &, os
angulos dos seus vértices opostos sao dados por 0;; e 0;;. Por ultimo, denotamos a versao
discreta do LBop pela matriz L.

2.5.2 Foérmula da Cotangente

Vérias derivacoes ja foram apresentadas para o LBop em malhas triangulares. A maioria
delas resulta na mesma expressao, conhecida como formula da cotangente. Nela, o LBop
¢é aproximado pela matriz

L =B7'Q, (2.21)
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sendo B a matriz diagonal relacionada com a distribuigao dos vértices V em M3, e Q
uma matriz esparsa e simétrica com elementos

0 (i,7) ¢ €,
¢i; = 0.5(cotby; +cotby;) (i,7) €€, (2.22)
- ZkeV(i) Qik =]

Originalmente, a férmula da cotangente foi derivada em [77] com B igual a matriz
identidade I. Em [22], foi proposta a normaliza¢ao de cada linha de ) usando b; = —g;;.
Somente em [72], a matriz B foi ajustada de modo a convergir ao LBop continuo. Para
isso, os autores se basearam em propriedades diferenciais e concluiram que b;; corresponde
a drea A; da regiao ao redor do vértice i. Em [21, 37], esta associacdo entre a matriz B
e a area ao redor de cada vértice foi confirmada utilizando conceitos de cédlculo exterior
discreto (DEC). Assim, foi provado que o uso correto de B permite a aproximagao do LBop
em malhas irregulares, com amostragem nao-uniforme. Xu [103] analisou a convergéncia
das derivagoes anteriores para varios tipos de malhas e em diversas superficies. Em [104], o
mesmo autor propos uma pequena modificacdo na area A; para melhorar a convergéncia da
matriz L em esferas. Recentemente, Vallet e Lévy [99] utilizaram métodos de elementos
finitos (FEM) lineares para discretizar o LBop. Por fim, em [80], a precisao de L foi
aperfeicoada utilizando FEM de bases ctbicas.

Outras abordagens definiram L através de variacoes da férmula da cotangente. Em [96,
48], o LBop foi aproximado usando apenas a conectividade de sua malha. Assim, a
Eq. 2.21 se reduz a forma matricial Q = D — W (Secao 2.2), recebendo o nome de
LBop combinatério. Em [40], os elementos da matriz L foram substituidos pelos mean
value weights. J& em [8], a matriz L é calculada a partir de uma triangulacao de Delaunay
intrinseca da malha M. Em [58], a Eq. 2.21 foi ajustada por 0.5(L+ L") para que a matriz
final fosse simétrica. Wardetzky et al. [101] compararam as diferentes possibilidades do
LBop e demostraram que é impossivel discretizar o LBop gerando uma matriz que seja, ao
mesmo tempo, simétrica, de elementos positivos, local e de precisao linear. A Figura 2.3
compara os autovetores obtidos com o LBop combinatério e com a Eq. 2.21.

i
vass

=
e
AT

>
O

Figura 2.3: Comparacao dos autovetores obtidos, respectvaurmente7 com o operador
Laplace-Beltrami combinatério e com a férmula da cotangente (Eq. 2.21).
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2.5.3 Derivacao

Neste trabalho, utilizamos a discretizagao do LBop apresentada em [21, 99]. Assim, nossa
matriz L segue as Eq. 2.21 e 2.22, com b;; = Ztgf(i) A;/3. A seguir, revisamos de maneira
simplificada como obter a férmula da cotangente a partir da decomposicao espectral do
LBop (Eq. 2.10). Para isso, combinamos o método de elementos finitos (FEM) e o método
de volumes finitos (FVM).

Nossa derivagdao parte da aproximagao do espago de fungoes L?(M3) pelo espago
L?(M), no qual uma fungao f é discretizada pelo vetor f = [f;],.,,. Seguindo FVM, in-
terpolamos os valores do vetor f através das fungoes box {§'};cy. Estas fungoes compoem
uma base ortogonal de L*(M),

(5%, 67 ={ ?44 ij (2.23)

Assim, dado um ponto x € M3, calculamos f(z) ~ >°,.,, fi0'(z). Consequentemente, o
produto interno entre fungoes f,g € L?*(M3) é aproximado por um produto interno de

vetores dependente da matriz B,

o) = [ F@twyr = Y foidi = £ Bg = (8.8)s, (2.24)

ey
Fixando um vértice i e um par de autovalor e autofuncgao (M, #’), podemos calcular
o produto interno entre §° e os dois lados da Eq. 2.10, (A¢?, 6") = N (¢?, ). Repetindo

este calculo para as funcoes §° de todos os vértices i € V, obtemos um sistema linear cuja
solucao corresponde & discretizacao ®/ da autofuncao ¢/ ~ D iey ®lo7,

QP! = N B, (2.25)

Os elementos da matriz B valem by, = (6%, 6%). Logo, pela Eq. 2.23, temos que B é
uma matriz diagonal contendo a drea ao redor de cada vértice de M. Quanto a matriz
Q, os seus elementos valem

qir = (A, %) = Vo' (2)TV ok () da. (2.26)
M3
Como as fungoes §° sdo continuas de ordem zero, adotamos a abordagem de FEM e apro-
ximamos V4’ em partes constantes utilizando o gradiente das coordenadas baricéntricas
do vértice i em cada triangulo ¢t = {i,k,l} € F(i). As coordenadas baricéntricas, /3,
correspondem a funcgoes interpolantes do tipo hat. Logo, temos

Vi, ~ Vi = i 2.27
t — t__QAt7 (' )
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onde v significa que o vetor v estd rotacionado por 7/2 no sentido anti-hordrio sobre o
plano tangente de t. Além disso, lembremos que VﬁHVﬁﬁ +VBF = 0, pois as coordenadas
baricéntricas sao uma particao da unidade em ¢, e que A; = 0.5||ex||||ex]| sin 6. Baseado
nestes fatos, substituimos a Eq. 2.27 na Eq. 2.26 e obtemos

. Zf /t (V61 (2) V5¥]u(x) ) iz ~ Zf VTV A (2.28)

Quando ¢ # k, esta expressao se reduz a

T T
€kl €1y €Lk €il,y

14, 1A,

Qi ~ = 0.5(cot Oy + cot O;). (2.29)

E quando 7 = k, temos

w Y VEIVEA= Y VO (Y -V A== > e (230)

teF (i) t={ikI}EF (i) keV(i)

Assim, comprovamos a féormula da cotangente (Eq. 2.22). Por fim, partindo da Eq. 2.25,
é facil verificar que o LBop em M é aproximado pela Eq. 2.21.

2.5.4 Problema de Autovalores e Autovetores Generalizado

Os autovalores e autovetores (A, ') da matriz L sdo determinados através da Eq. 2.25.
Este sistema corresponde ao problema de autovalores e autovetores generalizado. Como @
¢ uma matriz simétrica e B ¢ definida positiva, temos garantias numéricas de que (\*, ®°)
é sempre real. Vale ressaltar, novamente, que os autovetores de L sdo B-ortonormais.

Aproveitando o fato de () ser uma matriz esparsa (nimero de elementos nao nulos
igual a |E] € O(|V])), o problema de autovalores e autovetores generalizado pode ser
resolvido eficientemente através do algoritmo iterativo denominado método Lanczos. A
biblioteca piiblica ARPACK ! possui a implementacao deste algoritmo.

O método Lanczos é uma extensao do método de poténcia para computar varios
autovetores em uma Unica rotina. A idéia central é gerar um vetor aleatério vy e, itera-
tivamente, realizar a multiplicacdo v;;; = Lv;. Para um numero de iteragdes n sufici-
entemente grande, v,, converge para o autovetor de maior autovalor, em modulo, de L.
Esta convergéncia, por sua vez, depende diretamente do crescimento do espectro de L.
Logo, para computar os k primeiros autovetores de L, a convergéncia do método Lanczos
depende da diferenga entre o maior e o (k 4 1)-ésimo maior autovalor de L. A complexi-
dade de tempo do método Lanczos é superlinear em relagdo ao nimero de autovalores k
e linear em relagdo a multiplicacao por L. Quanto a memoria, o seu custo é na ordem de

O(k[V]).

http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/
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No caso do LBop, estamos interessados principalmente nas informagoes geométricas
mais suaves da superficie, i.e., as informagoes de baixa frequéncia. Por isso, precisamos
computar os autovetores de menor autovalor. No entanto, como a convergéncia do método
Lanczos depende do espectro de L, calcular seus menores autovalores requer mais iteragoes
e pode até nao convergir caso a diferenca entre os menores autovalores seja muito pequena.

Com o intuito de garantir a convergéncia para os autovetores de baixa frequéncia e,
ao mesmo tempo, tornar este célculo eficiente, adotamos a estratégia introduzida em [99].
Nela, a matriz L é decomposta em pequenas bandas através da transformacao espectral
shift-invert. Esta transformagcao consiste em deslocar o espectro por um valor ¢ e inverté-
lo. Assim, os autovalores préximos de o se tornam os maiores, em mddulo, e mais estaveis
autovalores de um novo sistema,

(Q—0oB) "B = g (2.31)
AN—o

Para que esta transformacao seja utilizada junto ao método Lanczos, é preciso inverter
a matriz (QQ — oB). Utilizando novamente a esparsidade de ), podemos resolver esta
inversao com custo O(|V|) através da fatoragao LU. Assim, a cada iteracao do algoritmo,
resolvemos um sistema linear (Q —oB)x =y.

Em nossos experimentos, computamos os autovalores e autovetores da matriz L em
bandas de tamanho 50. Além disso, computamos fatoragoes LU das matrizes (Q — 0 B)
através da biblioteca SuperLU 2. A Tabela 2.1 relata o tempo de execucao para calcular
200 pares de autovalores e autovetores em malhas de diversos tamanhos. Os testes foram
feitos em uma maquina 2.4GHz Intel Core 2 Duo com 2GB RAM.

Modelo V| |F| | Tempo (s)

bitorus 766 | 1.5k 1
dinopet 4k 8k 2.7
bumpy 5.5k | 11k 6.3
human 8k 16k 7.4
dog 9.5k | 19k 9.2
ajax 10k 20k 11.7
bimba 15k 30k 17.7
grid 16k 32k 20.6

armadillo | 23k 46k 23.7
elephant 42k | 84.5k 46.6
dinosaur 56k | 112k 63.9
gargolye | 85.5k | 171k 100.9

Tabela 2.1: Tempo de execugao para computar os 200 primeiros autovalores e os autove-
tores do operador Laplace-Beltrami em malhas triangulares.

2http://crd.1bl.gov/~xiaoye/SuperLU/



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, revisamos as recentes aplicagoes em computagao grafica que se baseiam
na andlise espectral do operador Laplace-Beltrami de superficies. Para cada um dos pro-
blemas, discutimos as vantagens da abordagem espectral e reproduzimos seus resultados.

3.1 Projeto de Filtros

Inspirado em técnicas de processamento de sinais, Vallet e Lévy [99] utilizaram os au-
tovalores e as autofungoes do operador Laplace-Beltrami para computar a transformada
de Fourier em superficies. Dado um sinal f definido na superficie, a sua transformada
de Fourier corresponde aos coeficientes {F; = (f,¢')}. Manipulando estes coeficientes,
podemos projetar filtros que alteram no dominio da frequéncia atributos das superficies,
tais como cor e textura. Em especial, Vallet e Lévy [99] aplicaram a transformada de Fou-
rier sobre as coordenadas 3D das superficies. Com isso, técnicas de suavizagdo baseadas
no fluxo de curvatura [96, 22] foram generalizadas. Para ilustrar esta idéia, a primeira
linha da Figura 3.1 mostra a remocao de ruidos de uma esfera através de filtros passa-
baixa com bandas de diferentes tamanhos. Observe que estes filtros atacam somente as
altas frequéncias, enquanto métodos anteriores, como [96, 22|, atenuam todo o espectro,
danificando as baixas frequéncias. Filtros sobre as coordenadas 3D também podem ser
usados para remodelar as superficies. Na segunda linha da Figura 3.1, mostramos alguns
exemplos obtidos alterando as frequéncias baixas e intermediarias de uma superficie.

Em [66], os coeficientes das coordenadas 3D também foram utilizados para escon-
der registros, como marcas d’agua, em malhas 3D com minima distor¢ao geométrica.
Em [82, 83|, a transformada de Fourier foi incorporada a métodos variacionais linea-
res [10], acelerando a deformacao interativa de superficies.

16
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Orlglnal

55000

Figura 3.1: Filtros aplicados sobre as coordenadas 3D das superficies. Na primeira linha,
os nimeros indicam quantos coeficientes da transformada de Fourier foram utilizados para
reconstruir cada exemplo. Na segunda linha, os graficos mostram os filtros utilizados.

3.2 Descritores Globais e Locais

Conforme discutido na Secao 2.4.3, os autovalores do operador Laplace-Beltrami carac-
terizam variedades sob isometrias. Motivados por este fato, Reuter et al. [80] utiliza-
ram o espectro do operador Laplace-Beltrami como um descritor global de superficies,
denominando-o como o DNA de formas. Estes descritores permitem com que objetos
semelhantes sejam identificados e classificados. A Figura 3.2 exemplifica o uso desses
descritores comparando os espectros de seis poses do modelo de um cavalo com os espec-
tros de seis modelos de um gorila. Vale observar que, como o tensor de métrica varia
linearmente de acordo com a area do objeto, os autovalores nao sao invariantes a escala.
Logo, para comparar superficies de tamanhos diferentes, normalizamos os autovalores
multiplicando-os pela area das superficies.

Em [86], os autovalores e as autofungoes do operador Laplace-Beltrami foram combina-
dos, compondo um descritor local e invariante a isometrias. Com este fim, esta abordagem
definiu para cada ponto x € M um novo vetor de coordenadas denominado Global Point
Signature (GPS) e indicado por

GPS(z) = [ N (3.1)

\/1; '(x)...].

Semelhante aos métodos espectrais baseados em matrizes de Gram (Segao 2.2), esta assi-
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Figura 3.2: Espectro de seis poses do modelo de um cavalo e de um gorila. Os gréaficos
contém, respectivamente, 100, 50 e 20 autovalores.

natura representa um espaco linear cujo produto interno equivale a afinidade entre pontos
indicada pela solucdo fundamental da equacgao de Poisson,

K(z,y) = Z w (3.2)

Dada uma transformagao isométrica T : M2 — M/ as coordenadas GPS o T nao
sao necessariamente iguais as coordenadas GPS. Isto acontece porque a transformacao T
pode causar rotacoes sobre subespacos de autofungoes com mesmo autovalor. No entanto,
como rotacoes sao transformagdes ortogonais, é facil verificar que

|GPS(x) = GPS(y)l| = [GPS(T(2)) = GPS(T ()|, Y,y € My, (3.3)

A partir deste fato, Rustamov [86] definiu um descritor global invariante a isometrias
computando o histograma das distancias Euclidianas entre os vetores GPS. Por conter
as informagoes locais das autofungoes, este descritor consegue distinguir inclusive os raros
casos de variedades isoespectrais.

3.3 Deteccao de Simetrias

Simetrias globais em superficies correspondem a um caso especial de isometrias em que
M= M™ . Em [75], este fato foi analisado utilizando as coordenadas GPS. Partindo da
Eq. 3.3, este trabalho provou que simetrias intrinsecas de uma superficie se transformam
em simetrias Euclidianas no espaco definido pelos vetores GPS. Em outras palavras, isto
quer dizer que simetrias globais podem ser detectadas verificando as rotacoes existentes
em cada autofuncao do operador Laplace-Beltrami.

Para simplificar esta andlise, Ovsjanikov et al. [75] se concentraram somente nas auto-
fungoes com autovalores de multiplicidade unitaria. Assim, detectar simetrias T : M} —
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M?™ corresponde a identificar o conjunto de autofungoes tais que ¢'o T = —¢'. Baseando-
se novamente na Eq. 3.3, essas autofuncoes podem ser identificadas e agrupadas em dife-
rentes isometrias T através da minimizacao da expressao

E(T) = min [|GPS(z) — GPS(Y(y))||*dz. (3.4)
ME Y
A Figura 3.3 exemplifica pontos correspondentes obtidos a partir de uma simetria
detectada pela Eq. 3.4. As imagens enumeradas ilustram as autofuncoes utilizadas nos
vetores GPS. Na linha superior, mostramos as autofuncoes tais que ¢' o T = —¢',
enquanto, na linha inferior, temos as autofuncoes ¢' o T = ¢'.

5 6

n

Figura 3.3: Pontos correspondentes em superficies obtidos através de simetrias Euclidianas
dos vetores GPS. As imagens enumeradas ilustram as autofungoes utilizadas nos vetores
GPS. Na linha superior, as simetrias sdo detectadas por reflexdes das autofuncoes. Na
linha inferior, as simetrias preservam os valores das autofungoes.

Mh s &R
ML %S

3.4 Segmentagao

Em [79], as autofun¢oes do operador Laplace-Beltrami foram apontadas como uma bibli-
oteca de ferramentas para a analise de superficies. Em particular, este trabalho verificou
que as linhas nodais de grupos seletos de autofungdes segmentam superficies em regices
significativas. No entanto, nao foi apresentando nenhum método para identificar estes
grupos de autofungdes. A Figura 3.4 ilustra essa constatagao, mostrando a segmentacao
resultante da combinacao das linhas nodais de varias autofuncoes. E importante destacar
que, no Capitulo 4, apresentamos um novo método de segmentacao que também explora
as autofuncoes do operador Laplace-Beltrami.
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Figura 3.4: Segmentacoes induzidas pelas linhas nodais das autofungoes do operador
Laplace-Beltrami. Os nimeros indicam os indices das autofungoes utilizadas.

3.5 Remalhamento

Na Secao 2.4, vimos que as autofungoes do operador Laplace-Beltrami representam fungoes
suaves e que o nimero de dominios nodais em cada uma delas depende diretamente do
seu respectivo autovalor. Motivados por estas propriedades, Dong et al. [24] apresenta-
ram um método espectral para o remalhamento quadrangular de superficies. Esta técnica
utiliza uma autofuncao pré-selecionada do operador Laplace-Beltrami para construir um
complexo Morse-Smale interligando seus pontos criticos. Como os pontos criticos sao uni-
formemente espacados, as células desse complexo se aproximam a quadrados. Além disso,
o numero de células pode ser controlado escolhendo autofuncoes de diferentes autovalores.
Assim, cada célula pode ser reamostrada, gerando uma nova malha quadrangular. A Fi-
gura 3.5 mostra exemplos de autofungoes do operador Laplace-Beltrami e uma estimativa
inicial de seus complexos Morse-Smale.

Apesar da simplicidade, essa técnica de remalhamento segue apenas informacoes intrin-
secas da superficie. Em [42], foi apresentada uma extensao desse método para que o
usuario possa orientar as arestas da nova malha. Para isso, o cdlculo das autofuncgoes é
integrado a um conjunto de restri¢oes e o complexo Morse-Smale é construido a partir do
resultado da otimizacgao deste novo sistema.

Figura 3.5: Complexos Morse-Smale construidos a partir de autofung¢dées do operador
Laplace-Beltrami. Os nimeros indicam os indices das autofungoes utilizadas.




Capitulo 4

Segmentacao Hierarquica de Objetos
Articulaveis

A seguir, apresentamos a aplicagdo da andlise espectral do operador Laplace-Beltrami no
problema de segmentagao semantica de objetos articuldveis. Utilizamos os autovalores e
as autofungoes do operador Laplace-Beltrami em superficies para introduzir dois novos
conceitos essenciais para o desenvolvimento da nossa técnica. Primeiro, definimos a familia
de métricas multi-escala denominada distancia de difusao. Em seguida, introduzimos
uma nova estrutura medial capaz de identificar segmentos significativos. Nosso método
resulta em uma hierarquia de segmentos ordenados pelo seu nivel de detalhe, consistentes a
deformagoes e numericamente robusto a ruido, amostragens irregulares e pequenos eventos
topolégicos. O trabalho descrito neste capitulo resultou no artigo [19].

4.1 Motivacao

Articulagdo de personagens é uma tarefa fundamental e muito custosa em sistemas de
animagao. Métodos de segmentacgdo, por sua vez, podem assistir tais tarefas orientando
a construgao de esqueletos que controlem a animacao do modelo 3D. Isto é possivel pois
as técnicas de segmentacao identificam regides significativas e articuldveis. Além disso,
a segmentagao também pode representar diferentes niveis de detalhe da superficie. En-
quanto nos niveis globais, os segmentos indicam regides funcionais, como bragos e pernas,
os segmentos de niveis locais correspondem a componentes rigidos, reproduzindo os 0ssos
de um esqueleto.

Com o intuito de assistir técnicas de animacéao, introduzimos neste capitulo um novo
método de segmentacao para objetos articulaveis. Nossa abordagem recupera articulagoes
organizando-as em uma estrutura hierdarquica baseada em duas ideias centrais. Primeiro,
investigamos a familia de métricas multi-escala denominada distancia de difusio [17].
A distancia de difusdo apresenta propriedades interessantes, como robustez a ruido e a

21
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eventos topoldgicos, destaque de regioes concavas e invariancia a deformagoes isométricas.
Em seguida, apresentamos uma generalizagao das estruturas mediais [74]. Em cada nivel
de detalhe, decompomos os modelos computando uma bijecao entre as estruturas mediais
€ 0s segmentos.

4.2 Trabalhos Relacionados

Segmentacao de malhas é uma ferramenta muito usada em aplicagoes graficas como, por
exemplo, simplificagdo, parametrizacao e classificacao de formas. Revisdes sobre tais
métodos estao disponiveis em [91, 3, 92]. Nossa técnica lida, especificamente, com o
problema de segmentacao de objetos articulaveis em regioes significativas.

Vérios métodos de segmentacao sao baseados em estudos de cognicao. Pesquisas em
cognicao [38, 39] relatam que a percepgao humana separa uma forma em partes salientes,
ajustando os cortes em regioes concavas. Para reproduzir tais resultados, alguns métodos
incorporam medidas de concavidade em técnicas de clusterizagao [68, 94, 76, 64]. Em
particular, Katz e Tal [50] extrairam esqueletos utilizando uma clusterizagao fuzzy com
cortes de grafos e uma métrica que combina distancias geodésicas e angulos diedrais. Lee
et al. [57] também exploraram estudos de cognigao e apresentaram uma detector semi-
automatico de contornos salientes em modelos 3D. Para isso, este método aplica a técnica
geometric-snakes sobre os pontos com curvatura minima.

Atributos locais, como angulos diedrais e curvaturas, sao sensiveis a ruido e a resolugao
da malha. Consequentemente, os métodos anteriores sofrem de instabilidade numérica.
A nossa abordagem, por outro lado, reproduz os resultados de cogni¢cao com robustez
numérica gragas ao uso da distancia de difusdo. Por construgao, a distancia de difusao
enfatiza as concavidades dos modelos 3D, medindo a taxa de caminhos Brownianos exis-
tentes entre pontos da superficie (Se¢ao 4.3.1). Este esquema de integracao também
ameniza a interferéncia de ruido e amostragem.

Alguns métodos de segmentagao identificam regioes significativas através da detecgao
de pontos caracteristicos. Hilaga et al. [35] definiram um ponto caracteristico como o
maximo local da func@o Distincia Geodésica Média (AGD). Geometricamente, a fungao
AG D mede o isolamento de cada ponto da superficie. Em [49], os pontos caracteristicos da
funcdo AGD foram usados como ancoras em um procedimento de reflexdo esférica para,
assim, extrair os componentes centrais de modelos 3D. Em [106], os segmentos foram
decompostos através da andlise da variagao da drea ao redor de cada ponto caracteristico.
Zhang e Liu [107, 65] computaram segmentos recursivamente através de uma busca linear
guiada por métricas de saliéncias e partindo de pontos caracteristicos. Em [107], os pon-
tos caracteristicos foram estimados aproximando a funcao AGD através de um pequeno
conjunto de faces de referéncia. Em [65], a selecao dos pontos foi aperfeigoada através da
analise do contorno da projecao espectral da superficie.
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Apesar do fato dos pontos caracteristicos identificarem segmentos, um segmento pode
nao ser associado a um ponto caracteristico. Logo, métodos baseados nestes pontos po-
dem falhar, criando uma hierarquia de detalhes incompleta. Nés evitamos estes proble-
mas introduzindo uma nova estrutura para identificar os segmentos em cada nivel de
detalhe. Nossa estrutura é uma generalizacao das estruturas mediais propostas em [74].
Originalmente, as estruturas mediais foram computadas como curvas fechadas em regices
tubulares. Aqui, definimos uma estrutura medial como o conjunto de pontos com o menor
valor médio da distancia de difusao (Segao 4.3.2).

Técnicas mais recentes aproximam segmentos significativos por componentes convexos.
Em [61], uma abordagem iterativa é proposta gerando segmentagoes hierdrquicas e esque-
letos em vérias resolugoes através do método de decomposicao convexa aproximada [60].
Kreavoy et al. [52] utilizaram segmentagdo para criar um sistema de modelagem a par-
tir da combinacao de componentes de diferentes objetos. Os modelos sao decompostos
em uma hierarquia de componentes quase convexos através do método descrito em [53].
Como segmentos convexos aproximam componentes rigidos, a hierarquia de segmentos é
construida a partir de elementos locais. Isto faz necessario um passo extra para juntar
segmentos e, assim, recuperar regides mais globais. A nossa abordagem contrapoe-se a
isso computando uma hierarquia de detalhes por demanda. Comegamos com elementos
globais e, de acordo com a aplicacao, geramos elementos menores.

Métodos baseados em exemplos [73, 1, 44, 89] aprendem esqueletos a partir de um con-
junto de poses de referéncia. Estes métodos decompdem todas as poses simultaneamente,
garantindo resultados consistentes. Nosso algoritmo, por sua vez, computa segmentos
consistentes analisando apenas uma pose do modelo. Esta consisténcia ocorre porque
a distancia de difusdo é invariante a deformagGes isométricas. Como ja discutido na
Secao 3.2, Rustamov [86] utilizou uma varia¢ao da distancia de difusdo como descritor de
formas e, combinado com a clusterizagao k-means, também gerou segmentos consistentes.
Porém, enquanto este descritor representa somente uma escala de detalhe da superficie,
nods exploramos todo o espaco de escala oferecido pela familia de distancias de difusdo.

Por ultimo, Shapira et al. [93] apresentaram um algoritmo de segmentagao baseado
na func¢ao Diametro de Forma (SDF). Esta fungao associa estimativas de volumes locais
com os pontos da superficie. Assim, seus valores sdo robustos a deformagoes e permi-
tem segmentacoes consistentes. Os segmentos sao computados agrupando os valores do
histograma da SDF através de um modelo de mistura de Gaussianas. O nimero de
Gaussianas utilizado indica o nivel da hierarquia, ao invés de se referir ao nimero de
segmentos. Consequentemente, diferentes niveis contém segmentos independentes e, por
isso, podem formar uma hierarquia que nao corresponda, topologicamente, a uma arvore.
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Figura 4.1: Resultados do nosso algoritmo de segmentacao.

4.3 Teoria

A seguir, apresentamos os dois conceitos essenciais para o nosso método de segmentacao.

Primeiro, revisamos a familia de distancia de difusao e discutimos algumas propriedades
relevantes. Depois, introduzimos a definicdo de estruturas mediais e descrevemos uma
bijecao entre segmentos e estruturas mediais.

4.3.1 Distancia de Difusao

A distancia de difusao foi apresentada inicialmente para sistemas dinamicos estocéasticos e
aplicada para o problema de redugao de dimensionalidade e parametrizagao de dados [17].
Neste contexto, dada uma cadeia de Markov definida em um conjunto de dados X, a
distancia de difusao entre dois pontos x e y no tempo t é definida por:

D2(,y) = /X (0 (2, 2) — P (5. 2))* du(2), (4.1)

onde p'(-, ) é a probabilidade de se transitar entre os dois pontos em, no maximo, ¢ passos,
e u(-) é a densidade dos pontos em X.

Deste modo, a distancia de difusao indica a conectividade entre os pontos de X. Esta
medida é pequena caso haja bastante caminhos aleatdrios de tempo menor ou igual a .
Se o numero de caminhos aleatérios for pequeno, a distancia se torna grande.

Seguindo o Capitulo 2, nosso dominio é restrito a um conjunto de dados correspon-
dente a variedades compactas e continuas M), . Na nossa aplicacao, estamos interessados
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especialmente em superficies M3. Em processos estocésticos [4], sabe-se que caminhos
aleatdrios em M), equivalem, no limite, a caminhos Brownianos e a fungao de probabi-
lidade p'(-,-) converge no kernel de calor K(t,-,-) de M. Logo, a distancia de difusao
entre pontos de M mede a densidade de caminhos Brownianos na escala de tempo ¢,

D2(z,y) = / (K(t,2,2) — K(t,y,2))* d. (4.2)
Mz,

Este esquema de integracao oferece propriedades desejaveis para o problema de seg-
mentacao de superficies. Primeiramente, suas medidas sao robustas a ruidos e a pequenos
circuitos topolégicos. Opondo-se a distancias geodésicas, a distancia de difusdo também
apresenta um crescimento rapido em regioes em que a area é comprimida. Deste modo,
concavidades em M3 sdo enfatizadas (Figura 4.2).

Outra vantagem da distancia de difusao é a analise multi-escala proporcionada pelo
parametro ¢, expandindo a distancia de difusdo como uma familia de métricas. Em inter-
valos de tempo longos, a distancia de difusao avalia estruturas globais de M3, enquanto,
em intervalos mais curtos, as medidas se tornam locais e detectam pequenos detalhes.

Revisitando a Eq. 2.18, temos que o kernel de calor K(t,-,-) é determinado pelos
autovalores e autofuncoes (A, ¢") do operador Laplace-Beltrami. Como este operador
¢ invariante a isometrias, garantimos que, ao deformar uma superficie M3 mantendo
suas distancias geodésicas, os pares (A, ¢"), o kernel de calor e a familia de distancias
de difusdo sdo preservados. Ou seja, a distancia de difusdo é invariante a isometrias.
Esta propriedade possibilita que nosso método segmente diferentes poses de um objeto de
maneira consistente.

Figura 4.2: Propagagao de frentes a partir de cada estrutura medial. Esferas indicam os
pontos das estruturas mediais. As cores representam os isovalores da distancia de difusao
entre as estruturas mediais e os pontos da superficie, variando de azul para vermelho.
Note que as cores mudam rapidamente ao passar pelas concavidades.
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Substituindo a Eq 2.18 na Eq. 4.2, podemos reescrever a distancia de difusao em
termos dos mapas de difusao [17],

U,(z) = [ e M) ] . (4.3)

Assim, a distancia de difusdo equivale a uma distancia Euclidiana entre vetores de di-
mensao infinita,

Di) = Jugy [(Tee 000 @) = (Sie 0 (2000) | ds =
= g[S (00) — 6 w)] e =
= [, ¥ [ VNG () (2) (61 () — ' (y) (& (&) — 61 ()] dz =
= S e (G (@) = ) (9 () — F)) (e () (2)d2) =
= S e NG (@) - () (¢ (2) - H(y) (6, ) =

e (@) - 6 () = (@) — Wely) P,

(4.4)
Como os autovalores {\'} aumentam rapidamente, podemos truncar os mapas de difusio
e aproximar a distancia de difusdo usando apenas os primeiros termos da soma. Daqui
em diante, referimos por ¥,(-) ao vetor com e > 0.1.

4.3.2 Estrutura Medial

Agora, discutimos como identificar os componentes significativos de uma regiao R CM 3.
Para isso, usamos a distancia de difusao para formular uma bijecao entre as estruturas
mediais e os segmentos de R. Em um sentido da bijecao, computamos as estruturas
mediais a partir dos segmentos de R. J4 no sentido oposto, computamos os segmentos a
partir das estruturas mediais. No restante desta secao, indicamos por t a escala de tempo
da distancia de difusdo suficiente para destacar as concavidades globais de R, filtrando
pequenos detalhes.

Segmentos — Estruturas Mediais

Dado um segmento R; C R, caracterizamos R; pela sua estrutura medial. Em [74],
estruturas mediais foram introduzidas como curvas fechadas equidistantes das bordas de
regioes tubulares. Aqui, definimos a estrutura medial como o conjunto de pontos distantes
das concavidades de seu respectivo segmento. Note que a estrutura medial difere do eixo
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medial, pois o primeiro se refere a pontos sobre a superficie do segmento, enquanto o
segundo é composto por pontos no interior do volume de R;.

Para computar a estrutura medial de R;, propomos a avaliacdo da funcao Distincia
de Difusao Média (ADD):

ADD(z) = Aia/n D; (x,y)dy. (4.5)

Semelhante & funcao AGD [35], a funcao ADD apresenta valores altos para os pon-
tos de borda e das extremidades, e valores baixos para pontos no centro do segmento.
Como a ADD herda as propriedades da distancia de difusdo, os pontos com baixo valor
correspondem a pontos distantes das concavidades (Figura 4.3a). Portanto, definimos a
estrutura medial S; do segmento R; por:

S = {x €R;: ADD(z) = min ADD(y)} . (4.6)

YER;
Estruturas Mediais — Segmentos

Dadas as estruturas mediais {S;} de R, aplicamos uma competicao de frentes para recu-
perar os segmentos {R;}. Cada frente F; é propagada de acordo com o crescimento dos
isovalores d da distancia de difusao relativa a S;,

Fi(d) = {x ER: gégim;(x,y) = d} ‘ (4.7)

A competicao comega a partir de todas as estruturas mediais, F;(0), e acaba quando as
frentes se encontram.

Durante a propagacao, construimos cada segmento R; como a regidao percorrida pela
respectiva frente F;. Como as concavidades em tr sdo distantes das estruturas mediais,
as fronteiras dos segmentos tendem a se posicionar nas concavidades. A Figura 4.2 ilustra
com cores a propagacao de frentes a partir de varias estruturas mediais. Observe que os
isovalores d aumentam rapidamente nas concavidades mais relevantes do modelo.

4.4 Algoritmo

Baseado nos conceitos da Segao 4.3, apresentamos nosso algoritmo de segmentacao para
malhas triangulares. Aqui, usamos as mesmas notagoes da Segdo 2.5 e aproximamos
funcoes em M3 por vetores f em M, onde f; é o valor de f no vértice i. Para os
pontos dentro dos triangulos, aproximamos f utilizando interpolacgéo linear e coordenadas
baricéntricas.

Comegamos nosso algoritmo computando, em uma etapa de pré-processamento, os
pares de autovalores e autovetores (A, %) do operador Laplace-Beltrami de M (Eq. 2.10).
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(a) ADD (b) Inicializacao (c) Segmentacao
Figura 4.3: Esferas representam os pontos das estruturas mediais. (a) A fungao ADD da
regido e sua estrutura medial. As cores indicam os valores da funcao ADD, crescendo de
azul para vermelho. (b) As estruturas mediais e os segmentos iniciais. (c¢) As estruturas
mediais e os segmentos finais.

Para isso, seguimos novamente a Secao 2.5 e utilizamos o método numérico proposto
em [99].

Dada uma regiao R CM , primeiro selecionamos a escala de tempo tx. Exploramos
o fato de que areas maiores tendem a ter estruturas globais e definimos

1 Ag

- Tk 4.
t'R 2)\2AM’ ( 8)

onde Ar, Ap sao as dreas de R e M, respectivamente. A constante 1/2\* faz com que a
selecao do tempo seja invariante ao tamanho de M. Usamos o segundo autovalor A\? pois
Al = 0. Em seguida, computamos os mapas de difusdo Wy, para todos os vértices de R.

J& para decompor a regiao R, computamos a bijecdo entre as suas estruturas mediais e
seus segmentos. Para isso, propomos um algoritmo iterativo com uma fase de inicializacao
e uma rotina principal.

Durante a inicializagdo, computamos o nimero de segmentos em R e uma estimativa
inicial das estruturas mediais {S;} (Figura 4.3b). Comegamos atribuindo a estrutura

Figura 4.4: Diferentes cortes da hierarquia de segmentos dos modelos raptor e dinopet.
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medial de R, Sg, como a primeira estrutura medial, §;. Recursivamente, selecionamos
o ponto mais distante v € R das estruturas mediais anteriores. Se a distancia de v for
maior que um limiar, adicionamos v como uma nova estrutura medial, caso contrario,
interrompemos a inicializagdo. Quando o vértice v estd em uma borda, estendemos a
estrutura medial sobre a borda. Em nossos experimentos, fixamos o limiar para D, onde
k € [1,2] e D é a média da distancia de difusao entre os pontos de R e Sg,

D = t fR (minyes, D (z,u)) dz ~

12

t [Z’UGR (minuESR DtQ(Ua u)) Ay +
+ rer (W f3) — Do 1), el f) — Vel fo)) —

— Y ser F (IW(fs) = GNP + 1 Wulfs) = Vol o)1)

Na rotina principal, refinamos as estruturas mediais {S;} iterativamente até que a
bijecao com os segmentos {R;} convirja (Figura 4.3c). Em cada iteragao, primeiro com-
petimos as frentes a partir das estruturas mediais para compor novos segmentos. Em
seguida, usamos estes segmentos para atualizar as estruturas mediais. O algoritmo ter-
mina quando a percentagem de vértices de R mudando de segmento ¢é inferior a uma
tolerancia (0 — 5%).

Para competir as frentes, criamos um heap H contendo todos os pares (f,7), onde f é
uma face candidata a ser percorrida pela frente F;. Estes pares sdo ordenados em H pela
distancia maxima entre os vértices de f e a estrutura medial S;,

max (min D; (v, u)> : (4.10)

vef u€eS;
Inicializamos H com todas as faces adjacentes aos vértices das estruturas mediais atuais
{S:}. A cada passo, removemos o par (f,7) com a menor distancia. Se f nao estiver em
nenhum segmento, adicionamo-no em R;, sendo, discartamo-no. Depois, atualizamos H
com as faces vizinhas de f em R. A competicdo termina quando o heap ficar vazio.
Para atualizar as estruturas mediais, computamos os vértices com valor minimo da
funcdo ADD em cada segmento R;,

Wy (y)d, Uy 24,
ADD(z) = |[Wh(a)| - 2 (Wy(a), Lol o JalvelPdy

(4.11)
o ()P — 2 (o), Do

onde

Qr = 6;171 > Ay <Z 10, (112 + (T ), \Ift(fiﬂmads))) : (4.12)

feER i
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Como a malha pode ter resolugoes irregulares, as estruturas mediais podem ser subamos-
tradas. Superamos estes casos adicionando uma tolerancia £ ao redor do valor minimo
de ADD. Esta tolerancia deve ser proxima de zero e adaptada a forma de R;. Neste
trabalho, utilizamos € = 0.01ADD, onde ADD ¢é o valor médio da funcio ADD em R;,

|Eecn it ) )

Aplicamos nosso algoritmo recursivamente, comecando com R = M. Assim, os seg-

ADD = i/ ADD(z)dz ~ 2 <QR -
AR R

mentos resultantes compoem uma arvore hierarquica. Esta hierarquia também revela
uma ordenagao global/local dos segmentos. Por fim, a segmentagio final corresponde a
qualquer corte desta arvore (Figura 4.4). O Algoritmo 1 resume o nosso método.

4.5 Resultados

Testamos nosso método com uma diversidade de modelos e poses. A Figura 4.1 mostra
uma colecao de resultados. Em cada exemplo, indicamos os segmentos com uma paleta
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de cores diferente.
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Figura 4.5: A arvore hierdrquica de segmentos do modelo dog. Cada cor indica um nivel
de detalhe diferente.

Na Figura 4.5, ilustramos um exemplo da hierarquia de segmentos. Note que os seg-
mentos reproduzem as partes salientes, como sugere os estudos de cognicao. Os primeiros
segmentos correspondem a regides funcionais (em verde). J& os segmentos mais refinados
correspondem a componentes rigidos (em amarelo). Os segmentos também revelam a
estrutura do modelo e, assim, possibilitam a combinagao de diferentes niveis de detalhe.
Na Figura 4.4, apresentamos possiveis cortes da hierarquia de segmentos dos modelos
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Input: malha triangular M
Output: segmentos {S;}

compute os primeiros pares (', ®) da matriz L (Eq 2.21)
R=M

begin

selecione tr (Eq. 4.8)

compute ¥,, em R (Eq. 4.3)

// Inicializagéio
S =S8z
v = vértice mais distante de S;
while dist(v) > kD do
if v € OR then

‘ S; = borda que contém v
else

LSZ':U

v = vértice mais distante de {S;};<;

// Rotina Principal
hile {(R;,S;)} nao convergem do

// Estruturas Mediais — Segmentos
inicializa heap H com faces vizinhas de {S;}
while H # @ do

(f,i) = topo de H

adicione f em R;

insira em H faces vizinhas de f

g

// Segmentos — Estruturas Mediais
foreach R; C R do
compute ADD em R;
foreach v € R; do
L if (ADD(v) < ADD,;,, + €) then adicione v em S;

foreach R; C R do
M=TR,;
| goto linha 2

end

Algoritmo 1: Pseudocddigo do nosso método de segmentacao.
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raptor e dinopet. Em particular no modelo dinopet, particionamos os bragos, as pernas
e a cabecga na primeira imagem, dividimos apenas o seu corpo na segunda imagem e, na
terceira imagem, identificamos inclusive os dedos dos pés e das maos.

A Figura 4.6 ilustra a consisténcia dos nossos resultados para uma variedade de de-
formagdes em trés modelos distintos. Na Figura 4.7, demonstramos que nossos segmen-
tos também sdo consistentes em escalas sucessivas. E importante comentar que o nosso
método gerou resultados consistentes, sendo que cada pose tem uma malha diferente.

AR s KX
m%’ ﬁ%ﬁ *ww

Figura 4.6: Véarias poses e os segmentos consistentes gerados pelo nosso método.

Figura 4.7: Segmentagoes consistentes em escalas sucessivas de sete poses de um modelo
humano escaneado [1]. As imagens mostram os segmentos do primeiro e do segundo nivel
de detalhe, respectivamente.

Na Figura 4.8(a-c), mostramos a robustez a ruido do nosso algoritmo. Perturbamos os
vértices do modelo cat com ruidos moderados e exagerados e conseguimos resultados simi-
lares a segmentacdao do modelo original. Na Figura 4.8d, mostramos que o nosso método
também é robusto a pequenos circuitos topolégicos, separando as pernas do modelo ho-
mer. Entretanto, a nossa técnica falha quando o evento topoldgico é grande, conforme
indicado na Figura 4.8e. Neste caso, o evento altera a distancia de difusao e, por isso, a
segmentacao identifica apenas os dedos remanescentes da méao.

A Figura 4.9 ilustra esqueletos extraidos a partir das segmentacoes. Os esqueletos sao
compostos por arestas ligando os centros de massa dos segmentos (esferas azuis) com suas
articulagoes adjacentes (esferas cinzas).
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(a) Original (b) Moderado (c) Exagerado (d) (e)
Figura 4.8: (a-c) Nosso método é robusto a ruido. As imagens comparam as segmentagoes
do modelo original com duas versoes modificadas por ruidos moderados e exagerados. (d)
Nosso método também é robusto a pequenos circuitos topoldgicos. (e) Entretanto, falha
com eventos grandes.

Por fim, a Tabela 4.1 reporta o tempo de execucao do nosso método em uma maquina
2.4GHz Intel Core 2 Duo com 2GB RAM. Repare que o nimero de iteragoes para que
as estruturas mediais e os segmentos convirjam para uma bijecdo nao é maior que 10.
Portanto, a complexidade de tempo do nosso algoritmo depende somente do custo de
uma iteragao da rotina principal, o qual é, no pior caso, O(|F|log|F]|). O passo mais
caro do nosso método é o célculo dos pares de autovalores e autovetores. Porém, estes sao
computados em uma fase de pré-processamento e, usando a técnica proposta por [99], o
custo é reduzido para ordem de segundos (Tabela 2.1).

Modelo V| | |F| | # Iteragoes | Tempo (s)
dinopet 4k 8k 5 0.9
human 8k 16k 5 3.0
dog 9.5k | 19k 6 4.7
armadillo | 23k | 46k 3 6.7
elephant | 42k | 84.5k 2 13.4
dinosaur | 56k | 112k 2 29.9

Tabela 4.1: Tempo de execugao do algoritmo de segmentagao.
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Figura 4.9: Esqueletos extraidos a partir dos segmentos. As esferas azuis indicam os
centros de massa dos segmentos e as esferas cinzas indicam os nucleos das articulagtes
dos personagens.



Capitulo 5

Geracao de Atlas Baseado em
Estruturas Globais para Modelos
Organicos

Motivados pelos segmentos significativos apresentados no Capitulo 4, introduzimos agora
uma nova técnica para construgdo de atlas em superficies. Este método combina in-
formacoes semanticas com caracteristicas geométricas e, assim, recupera as estruturas
globais de modelos 3D. Concentramos nossa abordagem em modelos organicos, ja que
nestes as estruturas seméanticas s@o predominantes. O trabalho descrito neste capitulo
resultou no artigo [20].

5.1 Motivacao

Pela definicao de variedades, superficies podem ser decompostas em regides homeomorfas
ao disco. Estas regioes sao denominadas cartas e, em conjunto, compoem o atlas da
superficie. A geracao de atlas proporciona muitas vantagens para as aplicagoes graficas.
Sua importancia se deve ao fato de que as cartas de um atlas simplificam a andlise e o
processamento da superficie. Em sistemas de pintura 3D, por exemplo, um atlas permite
o mapeamento de superficies com geometrias complexas em texturas planares.

A versatilidade dos atlas pode ser expandida capturando as estruturas representati-
vas das superficies. Preservando tais estruturas, os atlas se tornam capazes de orientar
algoritmos de remalhamento, por exemplo, codificando o layout final das novas malhas,
ou entdo oferecem interessantes malhas de controle para técnicas de multirresolucéo e de
deformacao de espaco.

Métodos convencionais geram atlas adotando uma perspectiva quantitativa. A ideia
central é balancear um ntimero pequeno de cartas com parametrizagoes suaves e de baixa
distor¢cao. Com este fim, os atlas s@o gerados minimizando energias globais, tais como

35
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métricas de distorcao de area e de angulo. Geometricamente, a ocorréncia de distor¢des
estd relacionada com regioes de alta curvatura. Por esta razao, varios métodos orientam
suas cartas em relacdo as diregoes principais de curvatura das superficies. Entretanto,
as caracteristicas geométricas nao sao suficientes para expressar todas as estruturas cha-
ves de uma superficie, principalmente quando esta representa modelos organicos. Como
discutido em [100], o atlas ideal é aquele que combina caracteristicas geométricas com a
interpretacao semantica do objeto.

Para pecas mecanicas, veiculos e moveis, as estruturas relevantes tipicamente carregam
um significado de engenharia. Assim, medidas de curvatura e convexidade mais angulos
diedrais bastam para detectar suas principais estruturas. Porém, abordagens puramente
geométricas sdo menos aptas para formas organicas. Modelos animados sdo dominados
por articulacées e saliéncias e, por isso, requerem uma analise funcional.

As técnicas existentes agregam estruturas seménticas em atlas apenas através de in-
tervencao manual. Consequentemente, a criacao de atlas persiste como uma tarefa extre-
mamente tediosa e custosa. Por outro lado, conforme relatado no Capitulo 4, a ultima
década introduziu uma vasta literatura para o problema de segmentacao semantica. Gui-
ados por estudos de cognicao, estes métodos resultam em decomposi¢oes de modelos 3D
em regioes significativas. No contexto de geragao de atlas, esses segmentos complementam
as estruturas geométricas e, assim, compoem atlas semelhantes aos que um artista faria.

A seguir, apresentamos uma nova estratégia para gerar atlas de modelos organicos.
Nosso método computa o atlas considerando tanto as estruturas geométricas quanto as
semanticas. Assim, garantimos cartas com baixa distorcdo e um atlas com layout intui-
tivo. Nossa abordagem é fundamentada na ideia de que regides significativas vizinhas
possuem estruturas geométricas alinhadas. Incorporamos este alinhamento usando uma
simples modificagao do método VSA [16]. Entre outras vantagens, o método VSA faz com
que o nosso algoritmo seja guiado por uma otimizagao, a qual pode ser realizada auto-
maticamente ou em sessoes interativas. Aplicamos e comparamos nosso algoritmo com o
estado da arte para varios modelos e demonstramos que nossos atlas estruturados podem
auxiliar aplicacGes graficas existentes, como os problemas de remalhamento quadrangular
e de deformagao de superficies baseada em celas.

5.2 Trabalhos Relacionados

Muitas das técnicas que geram atlas estao relacionadas com o mapeamento de textura
em superficies. Normalmente, estes métodos também estao vinculados com o problema
de parametrizagdo de cartas em planos. A seguir, revisamos somente os geradores de
atlas, independentemente da parametrizagao utilizada. Para mais detalhes sobre parame-
trizacao, veja [41].
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Nos trabalhos pioneiros sobre mapeamento de textura [33, 54|, os atlas s@o criados
através de sistemas interativos de pintura. Um dos primeiros métodos automaticos foi
proposto em [67], e particiona malhas agrupando faces com normais similares. Aborda-
gens gulosas [87, 28] também combinam normais para clusterizar faces em regioes planares.
Em [95], as cartas sao formadas limitando o erro de distor¢ao do dominio paramétrico. Ou-
tros métodos minimizam distor¢ao decompondo superficies em regioes desenvolviveis [46].

Lévy et al. [59] exploraram o fato de que, ao se mapear texturas, zonas de alta cur-
vatura causam mais artefatos e apresentaram um algoritmo que alinha as cartas do atlas
com as estruturas geométricas da superficie. Zhou et al. [109] aplicaram o método es-
pectral IsoMaps (Secao 2.2) para criar cartas com distorgao controlada e que aproximem
regioes significativas. Outra técnica baseada em estruturas semanticas foi apresentada
em [106]. Este trabalho primeiro segmenta malhas em partes significativas com a ajuda
de fungdes de distancias e, entdo, parametriza cada segmento em uma ou duas cartas.
Recentemente, Vallet e Lévy [100] desenvolveram um esquema semi-interativo para com-
putar atlas de textura para malhas artisticas. Este método estende a analise espectral de
grafos para recuperar os eixos de simetria em malhas. Assim, as curvas sobre as malhas
correspondentes a esses eixos compdem novos atlas.

Também relacionado com parametrizagao, algoritmos de remalhamento usam atlas
para especificar a aparéncia das novas malhas [98]. Em [24], por exemplo, atlas quadran-
gulares sao computados a partir de complexos Morse-Smale extraidos das autofungoes
do operador Laplace-Beltrami de uma dada superficie (Segao 3.5). J4 em [42], meca-
nismos de controle foram introduzidos para permitir que interacoes do usudrio orientem
tais complexos. Outras abordagens de remalhamento [26, 88, 9, 12] criam atlas sensiveis
a atributos geométricos, combinando técnicas de clusterizagao baseadas em normais e
em distancias geodésicas. Em particular, Marinov e Kobbelt [70] dividiram superficies
baseados no método VSA.

O método VSA [16] é uma estratégia variacional para simplificar malhas. Fundamen-
tada no conceito de prozies, esta abordagem minimiza o erro de aproximacgao entre uma
superficie e um conjunto de planos, alternando clusterizagdo de faces e o ajuste de cada
plano em relacio a sua respectiva regido. Esse trabalho também introduziu a métrica £,
melhorando a captura da anisotropia das superficies. O método VSA serve como ponto
de partida para a nossa proposta e, por isso, revisamo-no em mais detalhes na Secao 5.3.

A simplificagdo em esquemas de multirresolugao também tem sido extensivamente
usada para gerar atlas [56, 32, 55, 69]. Isto estd relacionado ao fato de que, semelhante ao
atlas, as técnicas de simplificacao visam preservar os atributos geométricos das superficies.
Em especial, Khodakovsky et al. [51] otimizaram o layout de atlas com um critério de
simplificagdo que pondera a geometria e a distorgao das cartas.
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A caracterizacao de pecas mecanicas também apresenta técnicas que preservam estru-
turas geométricas. Explorando o significado de engenharia destas formas, alguns métodos
decompoem superficies em partes geométricas, como componentes convexos [52] ou pri-
mitivas geométricas [29, 2]. Em [102, 105], por exemplo, o método VSA foi expandido
para aproximar regides de um modelo por superficies quédricas. J& abordagens alter-
nativas detectam estruturas geométricas diretamente, baseando-se apenas em medidas
geométricas, tais como angulos diedrais [27], curvaturas principais [57] e as derivadas das
curvaturas [36]. Resultados interessantes também sao possiveis combinando as estratégias
anteriores: primeiro os modelos sdo separados em partes e cada parte é analisada indivi-
dualmente.

Como ja dissemos, estruturas geométricas nao caracterizam todos os atributos de
modelos organicos. Este tipo de objeto também requer um conhecimento semantico que
divida a superficie em regides significativas. Uma maneira de atender esta necessidade
¢é através de métodos de segmentacao semantica. Na Secao 4.2, revisamos varios desses
métodos e mostramos como a analise espectral do operador Laplace-Beltrami auxilia a
resolucao desse problema.

5.3 Método VSA

O método VSA (Variational Shape Approximation) é uma técnica de simplificagdo que
otimiza um conjunto finito de planos para aproximar uma dada superficie. Para isso,
a superficie é decomposta em particoes P’ e cada particao é vinculada a um plano. A
qualidade da aproximagao entre cada particdo e seu plano é avaliada de acordo com uma
métrica L. Como a aplicagdo desta métrica depende diretamente da descrigao do plano,
o método VSA apresenta o conceito de proxy. Assim, um prozy P? é definido pelo par
(¢, n;) que determina o plano associado & partigao P?, onde ¢; é um ponto do plano e n;
¢ a normal do plano. J4 a otimizacao dos prozies e das particoes consiste na minimizacao
da energia

k
EWPY, AP = S (P, PY). (5.1)
j=1

Para malhas triangulares M, a solugao da Eq. 5.1 pode ser computada através de
uma variacdo do método de Llyod, em que a energia £ é minimizada alternando dois
subproblemas. No primeiro subproblema, as partigoes sao fixadas e os prozies otimizados.
Ja no segundo subproblema, os prozies sao fixados e as parti¢oes otimizadas. Em mais
detalhes, cada iteracao da otimizacao é dividida em trés etapas: cdlculo de sementes,
inundacdo e ajuste dos planos. Dada uma configuracéo inicial das particoes e dos prozies,
comegamos cada iteragdo computando o triangulo s; da partigao P? com o menor erro de
aproximacao em relacdao ao prory P7. Em seguida, realizamos a etapa de inundacao, na

qual aplicamos um crescimento de regiao a partir de cada semente s; e, assim, atribuimos
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o triangulo ¢ para a parti¢io P’ que minimiza a distancia £(¢, P?). Por tltimo, ajustamos
os planos de cada proxy minimizando a métrica £ com as partigoes fixadas.

Em [16], foram apresentadas duas possiveis métricas para guiar a otimizacdo. A
primeira delas é a usual métrica de Hausdorff

LX(P,P) = /P o — T(z)|?dz, (5.2)

onde II(z) indica a projecao ortogréfica de x no plano do prozy P. No limite assintético
de areas elipticas, a aproximagcao resultante desta métrica tende a criar elementos com
razao de aspecto igual a \/|Kmax/Fmin|, ONde Kpax, Kmin SA0 as curvaturas principais. A
segunda métrica proposta, por sua vez, é definida por

L2(P, P) = /7> |n(x) — np|*dz, (5.3)

onde n(x) é a normal do ponto z e np é a normal do prozy P. Por avaliar a variagao da
normal, esta métrica captura melhor a anisotropia da superficie, criando elementos com
razao de aspecto na ordem de |Fmax/Fminl-

Na proxima secao, apresentamos a nossa técnica como uma modificacao do método
VSA baseado na métrica £>!. Logo, dada uma malha M, aproximamos £*!(t, P) ~
ln;—np||?A;, onde A; é a drea do triangulo ¢, e computamos o plano que melhor aproxima
uma particdo P através da média dos tridngulos de P ponderados por suas areas. A seguir,
indicamos as parti¢oes de um segmento R; por Pij e seus prozies por Pij )

5.4 Notacao

Novamente trabalhamos com malhas triangulares M. Também reutilizamos a decom-
posicao de M em regiodes significativas {R;}. Uma estrutura semantica S;; corresponde a
sequéncia de arestas conectadas (fechadas ou ndo) compartilhadas entre dois segmentos
adjacentes R; e R;. J4 as estruturas semanticas que delimitam a regiao R; sao indicadas
por S; = {S;;}. Durante o nosso algoritmo, particionamos cada estrutura semantica em
cortes. Denotamos por Cj; o conjunto de cortes ij C Sij, e por SC C S; as estruturas
semanticas com Cj; # @. Indicamos por C; = {CF} = U s5,,es¢Cij a colegao de cortes em
S;. Por fim, usamos Cj;; para informar que os cortes C;; sao gerados a partir de R;.

5.5 Algoritmo

O objetivo do nosso algoritmo é gerar atlas preservando as estruturas geométricas e
semanticas de modelos organicos. Para isso, estendemos o método VSA revisado na
Secao 5.3. No final, obtemos um atlas que decompoe a malha de entrada M em um
conjunto de cartas homeomorfas a discos e com bordas alinhadas as suas estruturas.
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Modelos organicos sao extremamente dependentes de estruturas semanticas, como
articulagoes e saliéncias. Estas estruturas caracterizam o contexto do objeto, indicando
sua pose e seu nivel de detalhe. No nosso método, incorporamos essas estruturas como um
dado de entrada adicional do nosso algoritmo. Assim, possibilitamos o reuso da variedade
de métodos de segmentagao semantica existente. As estruturas semanticas sao definidas
como as fronteiras entre regides significativas adjacentes.

Dadas as estruturas seméanticas, nosso método extrai os atributos geométricos em cada
regido significativa. Em pecas mecanicas, as estruturas geométricas podem ser identifi-
cadas em cada parte do objeto isoladamente. J4 em modelos orgénicos, estas estruturas
compoem longas curvas que cruzam as estruturas semanticas. Logo, para gerar o atlas,
nao podemos analisar os segmentos de entrada individualmente (Figura 5.1A). Ao invés,
desenvolvemos mecanismos para controlar o alinhamento e a suavidade entre as estruturas
geométricas que transitam entre segmentos adjacentes.

Este controle de alinhamento é baseado na seguinte formulacao: dada uma estrutura
semantica S;;, as estruturas geométricas de R; e R; se encontram em S;; definindo dois
conjuntos de cortes, Cj;; e Cj;;, respectivamente. Assumindo que Cj;; seja computado
primeiro, afirmamos que as estruturas geométricas estao alinhadas em S;; se, para todo
Cfm, f” tal que ijJ - ij,r

Incorporamos a restricao de alinhamento em uma simples modificacdo do método VSA.

existir C

A seguir, descrevemos os principais passos desta modificagao.

® ©

Figura 5.1: Cartas da perna esquerda do modelo raptor. (A) Computar cartas em cada
segmento separadamente resulta em estruturas desalinhadas. Nosso método controla o
alinhamento ordenando a dependéncia entre os segmentos. Ordenagoes diferentes podem
induzir resultados diferentes. (B) parte inferior da perna restringe parte superior; (C)
parte superior da perna restringe parte inferior.

Ordem de Dependéncia. Nossa formulagao de alinhamento impoe uma dependéncia
na ordem em que os segmentos podem ser processados. Dada uma estrutura semantica S;;
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e assumindo que as estruturas geométricas de R; sao extraidas primeiro, as possibilidades
de prozies em R; ficam restritas a Cj;;. Conforme ilustrado na Figura 5.1, diferentes
ordenagoes dos segmentos podem induzir resultados diferentes. Logo, comegamos nosso
algoritmo especificando uma ordenagao padrao para os segmentos. Iniciamos com os
segmentos préximos as extremidades do modelo e avancamos, progressivamente, para
seus segmentos vizinhos, preferindo sempre segmentos de menor area.

Seguindo esta ordenagao, aplicamos a nossa modificacdo do método VSA em cada
segmento, um por um. E fAcil perceber que os primeiros segmentos acessados nao possuem
nenhuma dependéncia. Por isso, nesses casos, o nosso método se reduz ao VSA original.
Ja os segmentos subsequentes R; possuem cortes (C; # @), logo, seus prozies devem
particionar R; de maneira consistente com Cj.

Funcoes Harmonicas. Com o intuito de garantir esta consisténcia, utilizamos o
nimero de cortes |C;| como uma estimativa inicial do nimero de prozies em R;. As-
sociamos cada prozxy Pi’C com um corte Cf, e inicializamos suas respectivas particoes Pf
com os triangulos adjacentes a CF. Além disso, avaliamos a influéncia de cada corte CF
em R; (Figura 5.2A-B). Seguindo [25], computamos a influéncia de C¥ através da fungao
harmonica h¥ resultante da equacao de Laplace:

h¥(z)=1 VzecCk, (5.4)
hk(x) =0  caso contrario.
Esta equagao é discretizada em R,; usando a fdrmula da cotangente (Secao 2.5.2). Note que

computamos todas as fungdes harmonicas em R; fatorando a matriz Laplaciana apenas
uma vez e mudando o lado direito da equacao para cada corte.

0 1
ETaE n

Figura 5.2: Cartas do pescoco do modelo raptor. O pescoco é restrito pela cabega por
quatro cortes. (A) Inicializacao das partigoes usando os triangulos adjacentes aos cortes.
(B) Fungoes harmonicas computadas a partir dos cortes. (C) Triangulos pré-atribuidos
para cada particao durante a etapa de colagem. (D) Cartas finais. Triangulos brancos
representam as sementes dos proxies.
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Colagem. Conforme a descrigao da Segao 5.3, o método VSA é um processo iterativo
e cada iteragdo ¢ dividida em trés etapas: cdlculo das sementes, inundagao e ajuste
dos planos. Para forcar que cortes e prories sejam alinhados, introduzimos uma etapa
adicional: a colagem. Esta etapa ocorre entre o calculo das sementes e a inundacao. A
ideia dessa fase é pré-atribuir alguns triangulos de R; para garantir que cada corte seja
totalmente vinculado & sua respectiva particio. Para isso, percorremos cada particio PF
e lhe pré-atribuimos todos os tridngulos com h¥(t) > h¥(s¥), onde h¥(t) é a média de h¥
nos vértices do triangulo t. Ja os triangulos restantes sdo atribuidos normalmente durante
a inundagao (Figura 5.2C-D). Repetimos esta iteracao de quatro fases até que os prozies
convirjam ou um nimero méaximo de iteracoes seja alcancado.

Métrica Estendida. Tanto as etapas de inundacéo e de ajuste requerem uma métrica
para calcular o erro de distor¢do. Esta métrica também dita a extracdo de estruturas
geométricas em R;. Como discutido na Secdo 5.3, utilizamos a métrica L% (Eq. 5.3),
pois esta captura melhor a anisotropia da superficie. No entanto, para que o processo de
inundacdo seja influenciado pelos cortes, combinamos £*! com as funcdes harmonicas:

CRPERD = [ (1= 1) ) — e P (5.5
Esta métrica estendida induz as sementes das partigoes a se aproximarem dos cortes e,
consequentemente, pré-atribui uma quantidade menor de triangulos durante a colagem.
Observe que a métrica estendida sé é usada para prozies associados a cortes.

Terminadas as iteracoes, temos o segmento R; dividido em particoes {P¥} e a garan-
tia, por construcgao, de que Cj;; = Cj;;, para todas as estruturas semanticas S;; € S
As estruturas geométricas correspondem as sequéncias de arestas entre pares de partigoes
adjacentes. Entretanto, estas estruturas podem nao representar o nivel de detalhe dese-
jado para o segmento R;. A inicializagdo com |C;| proxies pode causar uma indesejével
sub- ou super-segmentacao.

Inserindo Proxies. Quando R; é sub-segmentado, precisamos inserir mais proxies.
Logo, dividimos os prozies com os maiores erros de distor¢ao. Incrementalmente, iniciali-
zamos um novo proxy com o triangulo de pior erro pertencente ao iltimo prozy dividido.
Note que a métrica estendida induz novos proxies a se afastarem dos cortes, preservando
a associacao entre cortes e prozies. Apos inserir um novo prozy, limpamos as parti¢coes
existentes e repetimos as iteragoes (Figura 5.3).

Contraindo Proxies. No caso contrario, precisamos remover prozies consistente-
mente com os cortes C;. Para cada estrutura restrita Sij S Sic , devemos assegurar que
Cfm- C Cf” Para manter esta restricdo, desenvolvemos uma abordagem de contragao
gulosa. Nela, construimos um grafo dual em R; em que os nés correspondem as partigoes
e as arestas correspondem as estruturas geométricas. Semelhante ao método proposto
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em [70], ponderamos cada aresta desse grafo de acordo com a sua relevancia geométrica:
Pesog, = [1+ L2(P, PP)] x [1+ L (P, P™)] . (5.6)

Este critério balanceia a distor¢ao espacial e normal da parti¢io P2 = P2UP? em relagio
ao seu prozy otimizado PP, Contraimos as arestas com o menor peso até que um critério
de parada seja respeitado (Figura 5.4).

Figura 5.3: Cartas do maxilar do modelo raptor. (A) Cartas iniciais. A mandibula impoe
trés cortes sobre o maxilar. (B) As cores indicam o erro de distor¢ao entre as partigoes
e seus respectivos prozies, aumentando de azul para vermelho. (C) Insergao de um novo
prozy inicializado com o tridngulo de maior erro. (D) Cartas finais apds as iteragdes.
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Figura 5.4: Cartas para a parte superior do rabo do modelo raptor. A parte inferior do
rabo e o quadril impdem seis cortes (trés cada). (A) Partigoes iniciais e grafo dual. (B)
Cartas finais apds contrair as arestas em vermelho.

Poés-Processamento. Apds particionar todas as regides de M, nosso método resulta
em cartas proximas a planos e alinhadas as estruturas geométricas e semanticas. Para
gerar o atlas final, verificamos se todas as cartas sao topologicamente equivalentes a discos.
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Em nossos experimentos, apenas poucas cartas nao respeitaram esta exigéncia. Para estes
poucos casos, detectamos os vértices ancoras da particao, i.e., os vértices em que trés ou
mais cartas se encontram, e dai computamos a triangulagao de Delaunay com restricoes
(CDT) [16]. Convertemos essa particao em um disco usando as menores arestas do interior
da triangulagao.

No Algoritmo 2, apresentamos o pseudocddigo do nosso método. Observe que nossa
técnica introduz apenas um mdédulo extra ao método VSA. Por um lado, este médulo
é responsavel por controlar o alinhamento das estruturas da superficie, aperfeicoando o
método VSA para objetos organicos. Por outro lado, desativando esse médulo, reprodu-
zimos o VSA original e extraimos as estruturas chaves de modelos néo orgéanicos.

Input: malha M e segmentos {R;}
Output: cartas {PF}

1 ordene os segmentos {R;}
2 foreach segmento R; na ordenagio do
3 if C; # @ then
4 crie |Cy| prozies

4SO Ci y ; Pk y Cck
5 associe os prozies { P} com os cortes {C;'}
6 compute as fungdes harmonicas {hF}

7 repeat
calculo das sementes das particoes
if C; # @ then colagem
10 inundacao
11 ajuste dos planos

12 until num_iteragées < MAX

13 if R; for sub-segmentado then

14 adicione um novo prozy

15 goto linha 7

16 else

17 crie o grafo dual

18 while R; for super-segmentado do

19 L contraia a aresta com o menor peso

20 if alguma carta P¥ ndo for homeomorfa a disco then

21 compute CDT em PF
22 costure as bordas da carta com as menores arestas internas

Algoritmo 2: Pseudocddigo para nosso VSA modificado.
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5.6 Resultados

Testamos nosso método com varios modelos organicos. Em todos os exemplos, extraimos
as estruturas semanticas usando o método de segmentacdo apresentado no Capitulo 4.
O nosso método pode ser aplicado de duas maneiras: automaticamente ou em sessoes
interativas. Para executa-lo automaticamente, sé precisamos especificar uma quota su-
perior para o erro de aproximagcao entre as particoes e os prowzies. Porém, em nossos
experimentos, preferimos uma estratégia mais intuitiva e, por isso, implementamos nosso
algoritmo acoplado a um ambiente interativo. Além das operacoes basicas de insercao e
remocao de proxies, este sistema permite o usudrio navegar entre os segmentos. Assim,
a ordenacao de dependéncia descrita na Secao 5.5 pode ser alterada, enfatizando dife-
rentes aspectos geométricos da superficie em questao. Realizamos tais sessdes interativas
em uma maquina 2.4GHz Intel Core 2 Duo com 2GB RAM e gastamos menos de dois

minutos em cada exemplo.

®

Figura 5.5: (A) Segmentagao seméantica computada com o método do Capitulo 4. (B)
Atlas final. Observe o alinhamento das curvas geométricas cruzando as estruturas
semanticas. (C) Distor¢ao da métrica £>! entre as cartas e os respectivos prozies.

Na Figura 5.5, discutimos as vantagens do nosso método de enriquecimento de atlas
para modelos orgéanicos. A primeira vantagem da nossa abordagem ¢é o fato dela ser base-
ada em resultados de segmentacao semantica (Figura 5.5A). Esta caracteristica faz com
que nossos atlas tenham um layout mais natural, reproduzindo como um artista criaria
cartas em uma superficie. Além disso, a diversidade de segmentagoes existentes (veja
alguns exemplos na Segao 4.2) expande a flexibilidade do nosso método. Assim, pode-
mos criar atlas aptos a contextos de diferentes aplicagoes graficas, desde mapeamento
de textura até tragado de raio e detecgao de colisoes. Em segundo lugar, as estruturas



5.6. Resultados 46

semanticas complementam as estruturas geométricas como regioes em potencial para a
ocorréncia de distor¢ao da parametrizagao. Por isso, detectando ambas as estruturas, ga-
rantimos um atlas com distor¢ao de métrica suave e controlada (Figura 5.5C). Por tltimo,
nosso mecanismo de alinhamento possibilita a extracao de estruturas globais em objetos
organicos. Na Figura 5.5B, por exemplo, detectamos longas estruturas atravessando o
modelo dinopet a partir da cabega até o rabo e também partindo das patas até o quadril.
Mais exemplos de atlas gerados pelo nosso método estao disponiveis na Figura 5.6.

Comparamos nossos resultados com trés outras técnicas: VSA [16], IsoCharts [109] e
WYSWYG [100]. A Figura 5.7 apresenta alguns exemplos. Em relagao ao método VSA,
nossa abordagem corresponde a uma extensao que cria cartas maiores e mais regulares.
Comparado com o método IsoCharts, é facil observar que nossos resultados melhoram
a preservagao das estruturas dos modelos, porém, contendo um nimero maior de car-
tas. Por fim, o nosso método apresenta aspectos complementares em relagdo ao método
WYSIWYG. Ambas as técnicas sdo baseadas em métodos de segmentacdo. No entanto,
nés exploramos segmentagoes semanticas, detectando simetrias funcionais como a corres-
pondéncia entre os bragos e as pernas. Por outro lado, o método WYSIWYG generaliza
a técnica PCA (Principal Component Analysis), identificando simetrias globais como as
metades de um corpo.

Figura 5.6: Exemplos de atlas alinhados a estruturas gerados pelo nosso método. Em
cada exemplo, mostramos a segmentagao e a vista de frente e por tras do atlas.
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Structure-Aware Atlas
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Figura 5.7: Comparagao dos nossos resultados com os métodos WYSIWYG [100], Iso-
Charts [109] e VSA [16]. As imagens comparativas sao cortesia de [100].
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5.7 Aplicagoes

Muitas aplicagbes graficas funcionam melhor se as estruturas das superficies sdo previ-
amente conhecidas. Entretanto, a maioria destas aplicacoes propoe a deteccdo dessas
estruturas manualmente. Nosso método, por sua vez, oferece estruturas semanticas e
geométricas automaticamente. Nesta se¢do, mostramos duas aplicages existentes que se
beneficiam com o nosso novo atlas.

5.7.1 Remalhamento Quadrangular

Figura 5.8: Aplicagao do atlas estruturado para remalhamento quadrangular. As imagens
da esquerda mostram os atlas utilizados. As imagens centrais indicam as dire¢Ges dos gra-
dientes dos potenciais computados pelo método [98]. Nas imagens da direita, mapeamos
uma textura de xadrez usando os campos potenciais como coordenadas.

Tong et al. [98] introduziram um sistema linear para remalhamento quadrangular.
Baseado em formas diferenciais discretas, este método codifica singularidades em linhas e
em pontos através de um atlas denominado grafo de singularidade. Além de armazenar
as singularidades, esse grafo também controla o layout e o tamanho dos quadrildteros
da malha final. Para crid-lo, os autores apresentaram um algoritmo assistido em que os
tensores de curvatura orientam a posicao e o alinhamento das singularidades em relagao
as diregoes principais de curvatura.

Como discutimos anteriormente, os atlas baseados apenas em andlise geométrica sao
deficientes no que se refere a preservagdo de estruturas seméanticas, principalmente em
objetos orgéanicos, e a nossa abordagem sobrepde esta limitagdo. Portanto, substituimos
o grafo de singularidades com o nosso atlas alinhado a estruturas. A Figura 5.8 ilustra os
campos potenciais resultantes do método [98] usando o nosso atlas enriquecido. O con-
torno de valores inteiros destes campos potenciais compoe uma malha de quadrildteros.
Por fim, vale ressaltar que nenhuma modificagao foi feita no algoritmo de remalhamento.
Nosso atlas apenas representa uma nova alternativa para o grafo de singularidade, proje-
tada especificamente para modelos organicos.
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5.7.2 Deformagao baseada em Cela

Deformacao baseada em cela é uma técnica em que uma superficie é distorcida através da
manipulagdo de uma segunda superficie, envelopando a primeira. Esta outra superficie é
representada por uma malha triangular de baixa resolugao, normalmente chamada de cela.
Um ponto qualquer no interior da cela é manipulado através de uma combinacao linear
dos vértices da cela ponderados por um conjunto de coordenadas previamente calculado.

Apesar da variedade de trabalhos relacionados com o desenvolvimento de coordenadas,
o processo de criagao de celas ainda é um tépico em aberto. Recentemente, Ju et al. [45]
mostraram que o design da cela interfere diretamente na facilidade de se controlar uma de-
formacao. Uma cela ideal seria uma malha com poucos elementos e contendo informagoes
semanticas sobre a superficie a ser deformada. Por esta razao, Ju et al. propuseram a
construgao de celas a partir de pequenas malhas padronizadas associadas a esqueletos.

Nesta mesma linha, nés propomos a criagao de celas a partir dos nossos atlas estru-
turados. Computamos celas triangulares aplicando sobre nosso atlas a triangulacao de
Delaunay com restri¢goes (CDT) [16]. Assim, nossa cela possui vértices localizados nas
regides funcionais e arestas orientadas pelas estruturas da superficie. Por fim, como a
cela precisa envelopar a superficie deformavel, deslocamos cada face da cela seguindo suas
normais. Na Figura 5.9, mostramos celas extraidas a partir dos nossos atlas e algumas
deformacgoes realizadas com as coordenadas Green [62].

Figura 5.9: Aplicacdo do atlas estruturado para a deformacdo de superficies baseado
em celas. Da esquerda para direita: nosso atlas estruturado, a cela extraida do atlas e
deformacgoes.
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Conclusao

Este projeto de mestrado introduziu uma nova abordagem para a modelagem geométrica
de superficies. Apoiados na anélise espectral do operador Laplace-Beltrami, discutimos,
desenvolvemos e ilustramos ferramentas elegantes para o estudo e processamento da ge-
ometria e topologia de superficies. Estas técnicas complementam conceitos diferenciais
através de andalises multi-escala e invariantes a isometrias e se aplicam em diversos pro-
blemas de computacao grafica, incluindo segmentacao, geracao de atlas, remalhamento e
animacao.

Motivamos e justificamos o uso do dominio espectral do operador Laplace-Beltrami
revisando as definigbes e propriedades relacionadas aos seus autovalores e as suas auto-
funcoes. Também comparamos as vantagens do operador Laplace-Beltrami em relacao a
outros métodos espectrais. Em particular, mostramos que o operador Laplace-Beltrami
generaliza e unifica o conhecimento de diversas dreas, tais como andlise de sinais, teo-
ria espectral de grafos e aprendizado de maquina. Além disso, apresentamos um estudo
tedrico e pratico da discretizacao do operador Laplace-Beltrami em superficies represen-
tadas por malhas triangulares. Comprovamos que os pares de autovalores e autofuncgoes
podem ser computados em malhas com amostragens nao-uniformes na ordem de segundos,
convergindo e preservando as propriedades continuas.

Aplicamos a analise espectral do operador Laplace-Beltrami no problema de seg-
mentacao hierarquica de objetos articulados. Baseados na teoria espectral, introduzimos
dois novos conceitos: a distancia de difusdo e a estrutura medial. Através destes, desen-
volvemos um algoritmo iterativo que resulta em uma hierarquia de segmentos, revelando
a estrutura de objetos articulados. Nosso método garante vérias propriedades interessan-
tes, como invariancia a deformagoes isométricas e robustez a ruidos, malhas irregulares e
pequenos eventos topolégicos.

Inspirados pelas segmentagoes semanticas, também desenvolvemos uma nova estratégia
para construir atlas na superficie de objetos organicos. Nossa técnica gera atlas preser-
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vando tanto as estruturas semanticas entre os segmentos quanto as estruturas geométricas
caracteristicas das superficies. Para isso, expandimos o método VSA e a métrica £L>! [16]
incorporando mecanismos que controlem o alinhamento entre as estruturas seméanticas e
geométricas. Assim, garantimos atlas com baixa distor¢do geométrica e um layout intui-
tivo e artistico. Estes atlas também foram utilizados em aplica¢des como remalhamento
quadrangular e deformagao de superficies baseada em celas.

Quanto a trabalhos futuros, acreditamos que a investigagao das propriedades espec-
trais do operador Laplace-Beltrami pode auxiliar ainda mais a resolugdo de problemas
em computacao grafica. Em especial, estamos interessados na detecgao de simetrias par-
ciais e de correspondéncias entre superficies semelhantes. Também planejamos estudar
a animacao de objetos através de transformagoes isométricas e a relagdo entre as auto-
funcoes do operador Laplace-Beltrami e diferentes imersoes de sua superficie em R3.
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