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Resumo

Abordamos os principais algoritmos para o problema de emparelhamento
maximo em grafos genéricos e desenvolvemos uma implementagao paralela efi-
ciente na pratica, baseada no algoritmo seqiiencial de Edmonds. Por pritica en-
tendemos uma implementagao eficiente num multiprocessador de memdria com-
partilhada. A implementagio consiste em permitir que cada processador procure
caminhos aumentantes no grafo de forma assincrona e independente des demais.
Embora a busca ocorra de forma paralela, o aumento do emparelhamento é feito
por somente 1 processador por vez, 0 que garante a corretude do algoritmo sem
incorrrer em atraso significativo no tempo de execuczo. Q desenvolvimento da
implementagio teve como antecedente uma experiéncia negativa de paralelizagdo
baseada no algoritmo de Micali e Vazirani.
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Abstract

In this work we present the most important matching algorithms for general
graphs and develop an efficient parallel implementation in practice based on Ed-
monds’matching algorithm. By practice we mean an efficient implementation on
a shared memory multiprocessor. The implementation allows each processor to
find augmenting paths assinchronously and independently of each other. Each
matching augmentation is done by only one processor, and this makes the algo-
rithm correct without causing significant delay in the execution time, in practice.
The development of this implementation was made after a negative experience of
paralelization based on the sequential algorithm of Micali and Vagzirani.
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Capitulo 1

Introducao

O problema do emparelhamento em grafos pode ser definido da seguinte forma:
dado um grafo ndoe orientado, queremos encontrar um subconjunto M das arestas
tal que nenhuma aresta de M tenha um vértice em comum com outra aresta de
M, e a cardinalidade de M seja mdxima. Informalmente, trata-se de conseguir
“casar” o méximo nimero de pares de vértices adjacentes do grafo.

Este 4 um problema cldssico que ocupa um lugar especial em otimizagio
combinatéria. Além de encontrar diversas aplicagdes em ciéncia da computacgio
e pesquisa operacional, a busca de algoritmos eficientes para resolvé-lo contribuiu
para langar os fundamentos da moderna teoria da complexidade de algoritmos,
gragas ao trabalho de Edmonds [Edm63].

Este trabalho tem dois temas. Por um lado, fazemos um apanhado geral
de algoritmos seqienciais e paralelos para o problema do emparelhamento; por
outro lado, apresentamos uma adaptagio dos algoritmos existentes que resultou
numa implementagdo paralela com bom desempenho na pritica. Consideramos
esta a principal contribuicdo deste trabalho. O desenvalvimento de uma boa
implementagio paralela é particularmente importante tendo em vista que os al-
goritmos paralelos existentes na literatura nao sdo adequados para implementagéo
ern multiprocessadores atuais.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma.

No capitulo 2 apresentamos as defini¢des que usamos ao longo do trabalho e a
descrigao dos principais algoritmos seqiienciais. Dentre estes, nosso foco é sobre o
algoritmo de Micali e Vazirani [MV80], o mais ripido que se conhece atualmente.

No capitulo 3 descrevemos o algoritmo paralelo de Mulmuley, Vazirani e Va-
zirani [MVVR87], ¢ mostramos porque sua implementa¢io seria problematica.

No capitulo 4 descrevemos nossa implementagdo paralela. Inicialmente mos-
tramos as dificuldades que encontramos ao tentar obter uma implementacio pa-
ralela baseada no algoritmo de Micali e Vazirani. Em seguida, descrevemos nossa

nova abordagem, que pode ser vista como hibrida entre os algoritmos de Edmonds
[Edm65] e de Micali e Vazirani.



No capitulo 5 apresentamos os resultados computacionais de nossa imple-
mentag¢do obtidos numa SPARC Server 1000 com 8 processadores. Estes resulta-
dos sao comparados a duas implementacoes seqfienciais: uma implementagao do
algoritmo de Micali e Vazirani escrita por Mattingly e Ritchey [MR93); ¢ uma
implementagido do algoritmo de Gabow [Gab76] escrita por Edward Rothberg
[MR93].



Capitulo 2

Emparelhamento Seqiiencial

2.1 Definigoes

Um grafo G é dado por um conjunto finite V' de vértices ¢ por um conjunto finito
E de arestas, e o denotamos por G = (V, E). Cada aresta é um par de vértices
(v,w) e dizemos que ela & incidente sobre os vértices v e w.

Um caminho no grafo G é dado por uma lista de vértices (vy, v, ..., 7,) onde
n > 2 e (vi,%41) € uma aresta para 1 € ¢ < n. Um caminho é simples se
nenhum vértice ocorre mais de uma vez na lista. Um ecircuito é um caminho
(v1,v9, ..., Un, 1) tal que m > 3 e (v1,2,...,¥y) é um caminho simples.

Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas. Um emparelhamento
M é um subconjunto das arestas tal que ndo existem duas arestas de M que
incidem no mesmo vértice. Um emparelhamento M é mazimal se nio existe um
emparelhamento M’ tal que M C M'. Um emparelhamento é mdrimo se sua
cardinalidade for méixima e perfeito se as arestas de M emparelham todos os
vértices de V.

Dado um emparelhamento M, um vértice é considerado livre se nenhuma
dag arestas nele incidentes pertence a M. Um caminho alternado é um caminho
simples cujas arestas se alternam entre M e £ — M. Um caeminho aumentante &
um caminho alternado entre dois vértices livres. A partir de um emparelhamento
M e de um caminho aumentante P podemos obter um emparelhamento M’
fazendo M’ = M @ P,onde M@ P = (MU P)— (PN M) éa diferenga simétrica
entre M e P. O caminho P se chama aumentante porque |M’| = |M| + 1.

Figura 2.1: a) Emparelhamento. b) Emparelhamento méximo,
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Na figura 2.1a é mostrado um grafo com um emparelhamento de cardinalidade
2 (as arestas emparelhadas sdo representadas por linhas grossas}. Os vértices a
e f sdo vértices livres e s3o os extremos do caminho aumentante {a, b, ¢, d.¢, f).
Trocando-se as arestas deste caminho obtemos o emparelhamento da figura 2.1b.

2.2 Histdrico

O primeiro resultado relevante para esta dissertagdo foi obtido em 1957, gnando
Berge [Ber57], e independentemente, Norman e Rabin {NR539], provaram o se-
guinte teorema:

Teorema 1 Um emparelhamento M € mdzimo se e somente se ele ndo admite
caminho qumentante.

Este resultado conduz a um esquema para encontrar o emparelhamento méximo.
Fle consiste na procura sucessiva de caminhos aumentantes ¢ na subseqiiente
troca de suas arestas. Enfretanto o teorema nio dé indicagSes de como se deve
proceder de forma eficiente para procurar caminhos aumentantes. Somente aiguns
anos depois Edmonds [Edm65] encontrou a solugio, propondo um algoeritmo de
tempo de execugdo O(n*), Nesse trabalho foi introduzido o conceito de flor (um
crcuito de comprimento fmpar) e como tratd-la para que seja possivel encontrar
caminhos aumentantes eficientemente. Vale a pena lembrar que este trabalho
também é um marco na histéria da teoria da computa¢2o, pois nele Edmonds
sugeriu a definicao de um *bom” algoritmo como sendo um algoritmo de tempo
de execugao polinomial. A se¢do 2.3 abaixo descreve o algoritmo de Edmonds em
detalhe.

Tendo como base o trabalho de Edmonds, varios outros algoritmos, com me-
lhorias na complexidade, foram propostos. Gabow [Gab76], forneceu um algo-
ritmo com complexidade O(n?). Em seguida Even e Kariv [EK75] apresentaram
um algoritmo com tempo O(n??). Micali e Vazirani [MV80] forneceram um algo-
ritmo com complexidade O(y/n m). Atualmente este é o algoritmo mais répido
conhecido. Ele se encontra descrito em detalhes na segdo 2.5 abaixo.

Um novo enfoque para o algoritmo de Micali e Vazirani foi apresentado por
Blum [Blu94]. Este algoritmo nio utiliza explicitamente o conceito de caminho
aumentante, porém possui a mesma complexidade de tempo. Uma breve des-
crigdo deste algoritmo estd na segdo 2.6.

Na computaggo paralela, Mulmuley, Vazirani e Vazirani (MVV)[MVV87] apre-
sentaram um algoritmo randomizado para o modelo PRAM baseado em inversio
de matrizes, com tempo de execugio O(log®n). Este algoritmo se encontra des-
crito no capitulo 3.
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2.3 Algoritmo de Edmonds

Na descrigdo que se segue fizemos uso do capitulo 12 do livro de Ahuja, Magranti
e Orlin [AMOQ93]. Para descrevermos o algoritmo de Edmonds utilizaremos a
defini¢do de grafos bipartidos.

Definigao 1 Um grafo G € bipartide se os seus vértices podem ser particionados
em dois conjuntos distintos € ndo vazios, A e B, tal que fodas as arestas do

grafo ligarm vértices de A a vertices de B. Denotamos um grafo bipartido por
G =(A,B,E).

A estrutura bem definida dos grafos bipartidos fornece algumas propriedades
que tornam um algoritmo de emparelhamento mdximo para grafos bipartidos
menos complexo do que um para grafos genéricos. Portanto, para descrevermos o
algoritmo de Edmonds, faremos uma breve explanacio sobre o funcionamento de
um algoritmo para emparelhamento mdximo em grafos bipartidos. Em seguida,
descreveremos as modificagdes que deverdo ser feitas neste algoritmo para que
seja possivel encontrar o emparelhamento maximo em grafos genéricos.

2.3.1 Algoritmo para emparelhamento em grafos bipartidos

Numa visdo geral, o algoritmo executa uma busca no grafo bipartido G = (4, B, E).
Ela parte de um vértice livre 7. O objetivo é encontrar um outro vértice livre
g para formar um caminho aumentante. Se ele for encontrado, entdo as arestas
deste caminho s&o trocadas para aumentar a cardinalidade do emparelhamento.
No entanto, se a busca percorren todo o grafo sem encontrar nechum outro vértice
livre, ento significa que nio existe caminho aumentante partindo do vértice livre
r. Neste caso, ndo se pode aumentar o emparelhamento a partir de r. Ele entdo
é marcado como apagado. O algoritmo prossegue escolhendo um outro vértice
livte s que ndo esteja apagado para executar uma nova busca. Este processo
se repete até que nao haja malis vértices livres ndo apagados, Neste ponto o
emparethamento é miximo.

Em cada passo, o algoritmo reduz o ndmero de vértices livres ndo apagados
em pelo menos um. Isto é feito apagando-se um vértice livre, caso a busca nao
obtenha sucesso; ou aumentando a cardinalidade do emparelhamento, caso seja. .
encontrado um caminhe aumentante.

O que resta para completar a explicacio do algoritmo é como executar a
busca no grafo. Um método utilizado é crescer uma arvore de busca em largura a
partir do vértice livre r. Os vértices visitados pela busca recebem um r6tulo par
ou fmpar. Um vértice visitado v recebe rétulo par se a distincia em nimero de
arestas entre v e r for par e recebe rétulo {mpar se a distincia entre v ¢ r for de
comprimento fmpar. Sempre que um vértice livre ¢ # r recebe um rdtulo fmpar
entdo foi identificado um caminho aumentante numa busca a partir de 7.
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Para coordenar o crescimento da busca o algoritmo mantém um lista R de
vértices que sdo processados em fila para garantir que a busca seja feita em
largura, No inicio da busca, o dnico vértice que pertence a R é a raiz da arvore r,
a qual possui rétulo par. A expansio da busca é feita retirando-se um vértice v da
lista R. Se o vértice v possui um rétulo par, entdo para cada vértice u adjacente
a v, tal que a aresta {v,u) ndo estd emparelhada e que o vértice u ndo tenha sido
visitado, & feita a seguinte verificaco. Se o vértice u é um vértice livre, entao
foi identificado um caminho aumentante entre os vértices r e 4. No entanto, se
o vértice u, adjacente a v, nio estiver livre, entdo a busca deve ser expandida
para ele. Isto é feito marcando o vértice v como predecessor de u, rotulando u
com fmpar e inserindo-o na lista R. Agora se o vértice v, retirado da lista R,
tiver rétulo impar, entio a tinica ag@o a ser feita é expandir a busca através da
aresta emparelhada (v,u). Isto é feito marcando o vértice v como predecessor
de u, atribuindo um rdtulo par ao vértice u e inserindo-o na lista K. A busca é
expandida enquanto houver vértices na lista R ou enquante nao se identificar um
caminho aumentante.

b e

d -

a) g D) I P

Figura 2.2: a) Grafo bipartido. b) Arvore de busca.

A figura 2.2b ilustra o crescimento da busca em largura sobre o grafo bipartido
G = (A, B,E) da figura 2.2a. Os vértices {,c,¢,g} pertencem ao conjunto
A, os vértices {b,d, f,h} pertencem ao conjunto B e as arestas ligam somente
vértices do conjunto A com os do conjunte B. Qs vértices com rétulo par séo
representados pela letra P, os com rétulo impar pela letra I e as setas representam
as marcagdes de predecessores. A raiz da drvore de busca é o vértice a. A partir
dele a busca se expande para os vértices b e d, pois nenhum deles é vértice livre.
Como os vértices b e d possuem rétulo {mpar, a Unica agdo a ser feita é expandir
a busca para os vértices ¢ e g respectivamente. A partir do vértice ¢, a busca
somente poderd ser expandida para o vértice f, pois o vértice d j4 foi visitado. A
partir do vértice g € atribufdo um rétulo fmpar ao vértice livre b, identificando
o caminho aumentante (a,d, g,#). Este caminho é estabelecido pelas marcagdes
de predecessores a partir de A até a raiz a.

A garantia de que o algoritmo acima encontra o emparelhamento méximo
reside no fato de que grafos bipartidos possuem a propriedade de rotulagem dnica
dos vértices, ou seja, nunca é o caso de haver ambigiidade na atribuicdo de um
rétulo a um vértice.
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Definigdo 2 Definimos ambigilidade como sendo a possibilidade de um vértice
receber um rétulo par e também um rétulo fmpar durante uma busca.

Em grafos bipartidos se a raiz da drvore de busca estiver no conjunto A entdo
todos os vértices de A receberdo rétulos par e todos os vértices de B receberio
{mpar. Similarmente, se a raiz estiver em B, os vértices de A receberao rdtulos
fmpar e os de B receberao par. Isto acontece porque a expansao dos ramos da
busca se alternam entre os elementos do conjunto A e do conjunto B.

d £

e g

Figura 2.3: Grafo genérico.

Infelizmente, grafos genéricos nio possuem a propriedade de rotulagem tdnica
dos vértices. A figura 2.3 mostra um caso em que o vértice f pode receber um
rétulo par e também um rétulo fmpar. O vértice f pode receber um rétulo par
através do ramo da busca (a,b,¢,d, f) e pode recebe um rétulo fmpar através
do ramo da busca (e,b,c,e,g, f). Esta situacdo ocorre porque podemos ligar
o vértice f A raiz o através de um caminho de comprimento impar e por um
caminho de comprimento par.

Edmonds [Edm83], em 1965, mostrou como lidar com a ambigiiidade nos
vértices, introduzindo o conceito de flor, que descreveremos na préxima segio,

2.3.2 Modificagao no algoritmo para emparelhamento bipartido

Dado um emparelhamento num grafo, definimos uma flor como sendo um circuito

de comprimento impar conectade a uma estrutura chamada haste através de um
vértice chamado base da flor. Formalmente:

Definigdo 3 Uma haste € um caminho alternado de comprimento par que parte
de raiz da busca em largura v e vai até um vértice w. E permitido que r seja
igual a w, onde dizemos que a haste € vazia.

Definigdo 4 Uma flor (blossom em Inglés) é um circuito de comprimenio impar
que comnega e termina no vértice w da haste e ndo tem nenhum outro vértice em
comum com ela. O vértice w € a base da flor.

A figura 2.4a representa uma flor com uma haste vazia e a figura 2.4b repre-
senta um flor com haste ndo vazia.

Uma flor e sua haste possuem trés propriedades importantes:
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ﬂ r
a) b) i:::I

Figura 2.4; a) Flor com haste vazia b} Flor com haste.

1. Uma haste possui 27 + 1 vértices e contém i arestas emparelhadas para
i > 0.

2. Uma flor possul 27 + 1 vértices e contém j arestas emparelhadas paraj > 1
e as arestas emparelhadas emparelham todoes os vértices da flor exceto a
base, a qual é um vértice com rétulo par.

3. Pelo fato de uma flor ser um circuito impar, wdos os seus vértices alcangam
a haste por dois caminhos, um deles de comprimento par e outro de com-
primento fmpar.

Estas propriedades nos permitem tirar as segnintes conclusdes: uma aresta
que nio pertence a uma flor, mas que incide num de seus vértices é uma aresta nio
emparelhada e 6s caminhos aumentantes que passam por uma tal aresta alcangam
a base. Portanto, uma flor nio constitui um obstdczlo para um caminho que passe
através dela, o que conduz 3 idéia de contrair a flor em um pseudo-vértice sobre
a sua base. As arestas que antes eram incidentes sobre vértices da flor agora sao
incidentes sobre esse pseudo-vértice.

a c e g i

ayb 4 f h b) 3
Figura 2.5: a) Identificacio de uma flor 3) Contrac¢io da flor.

Na figura 2.5 observamos a identifica¢io e contragio de uma flor. A raiz da
drvore de busca é o vértice a. Um ramo da busea segue pelos vértices (a,b,d,e,g)
e outro por {a,b,d, f,h,g). O vértice ¢ pode receber tanto rétulo par quanto
fmpar. Isto caracteriza a presenca de uma flor. Qs vértices que a compdem sio:
{d,e, f,g,h}. A sua base é o vértice d e a haste é o caminho (a,b,d). A flor é
contraida sobre a sua base criando um pseudo-vértice j. O resultado da contracao
estd representado na figura 2.5b.

A modificagdo feita no algoritmo para emparelhamento bipartide consiste em
verificar se, durante a busca a partir de um vértice livre, ocorre ambigiidade
no rotulamento de um vértice »v. Quando isto ocorrer, a busca é snspensa e sao
disparadas duas buscas em profundidade a partir dos dois caminhos que chegam
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no vértice v. Fstas duas buscas seguirdo as marcacdes de predecessores e tém
como objetivo, encontrar o primeiro vértice em comum entre elas. Este vértice é a
base da flor e os dois caminhos percorridos contém os vértices da flor. O algoritmo
contrai a flor sobre a sua base criando um pseudo-vértice, o qual recebe rétulo
par e é inserido na fila R para prosseguir a expansdo da busca.

Voltando a0 exemplo da figura 2.5a um ramo da busca em largura segue pelo
caminho (a,b,d,e,g), atribuinde um rétulo par ao vértice g, e um ramo segue
pelo caminho (g, b, d, f, h), atribuindo um rétulo par ao vértice h. A partir do
vértice h é possivel atribuir um rétulo fmpar ao vértice visitado g, 0 qual ja possui
um rétulo par. Isto caracteriza uma ambigilidade e portanto implica na presenca
de uma fior. Neste instante sdo disparadas duas buscas em profundidade. Uma
segue o caminho (g, e, d) e a outra segue (g, h, f, d). O vértice em comum entre
elas, d, é a base da flor e os vértices {d,e, f,g,h} sdo os vértices que a compdem.
Fsta estrutura é contralda num pseudo-vértice como na figura 2.5b.

Varias contragdes poderdo ocorrer até que seja encontrade um caminho au-
mentante. Inclusive & possivel existir flor dentro de flor. Quando um caminho
aumentante é identificado, o algoritmo segue as marcagbes de predecessores para
verificar se existem pseudo-vértices no caminho. Se existir entdo ele é expandido
e & verificado se o caminho até a base segue pelo caminho de comprimento par
ou de comprimento impar. Isto é feito observando a aresta seguinte de cada um
dos dois caminhos, pois somente um deixard o caminho aumentante consistente.
Quando todos os pseudo-vértices existentes no caminho forem expandidos, entio
as suas aresias sao trocadas para aumentar a cardinalidade do emparelhamento.

Na figura 2.5b foi identificade o caminho aumentante (a,b,4,¢). Seguindo
as marcagoes de predecessores, descobrimos que o vértice j é, na realidade,
um pseudo-vértice. Neste ponto, a flor é expandida para a sua forma original,
como mostra a figura 2.5a. Entio é observado que o caminho segue pelo arco
de comprimento par até a base d da flor. Portanto, o caminho aumentante é
(a?b! d! f!hig!ei C)'

Um resumo do algoritmo de Edmonds em {orma de pseudo-codigo esta descrito
abaixo,
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AL

Fin

GORITMO DE EDMONDS

Para cada vértice livre r do grafo faca:
Retire os rétulos de todos os vértices do grafo
Fagar — Pare R « {r}
Enquanto R # @
Retire um vértice v de R
Se v for Par
Resultado «— Examina_Vértice_Par (v)
Se Resultado = Encontrou_Caminho_Aumentante
Aumenta.Caminho (g,r)
Senio “v é fmpar”
Examina. Vértice_fmpar (v)
| do Algoritmo

Sul

Fin

b-rotina: Examina_Vértice Par (v)

Para cada vértice ¢ adjacente a v faca:
Se ¢ é um vértice livre
Predecessor {g)— v
Resuitado — Encontrou_Caminho_Aumentante
Retorne
Se ¢ for Par
Siga os predecessores de ¢ ¢ v para identificar
os vértices da flor e criar o pseudo-vértice b
Faga b — Par e adicione b a R
Senio “q ndo possui rétulo”
Faga predecessor(g) — v, ¢ —Impar e adicione g a R
Resultado « Nao.Encontrou_Caminho_Aumentante
L da sub-rotina
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Sub-rotina: Examina_Vértice_fmpar (v)

Seja (v,g) 2 aresta emparelhada
Se g for impar
Siga os predecessores de g ¢ v para identificar
os vértices da flor e criar o pseudo-vértice b
Faca b — Par e adicione ba R
Retorne
Sendo “g nio possui rétulo”
Faca predecessor (g) « v, g — Par e adicione ¢ a R
Fim da sub-rotina

Sub-rotina: Aumenta_Caminho (g, 7)

Percorra o caminho aumentante P entre ge r
seguindo as marcaches de predecessores
Se P contém um psendo-vértice b
Expanda b para a sua forma anterior e obtenha
o caminho aumentante no grafo original
Atualize o emparelhamento fazendo M — M & P
Fim da sub-rotina

2.3.3 Complexidade computacional

A complexidade do algoritmo de Edmonds, como inicialmente foi proposto, é
O(n*). Porém, esta complexidade pode ser melhorada com uma manipulagio
mais eficiente da estrutura de dados. Esta estrutura de dados é composta por
um vetor onde cada elemenio possui uma lista ligada, O vetor representa os
vértices do grafo e os elementos das listas ligadas representam as arestas incidentes
sobre os vértices. Definimos A(v} como sendo a lista de adjacéncia do vértice v,
representada pelos nodos de sua lista ligada.

Um resultado que deve ser observado nesta segdo é apresentado através do
seguinte lema:
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Lema 1 Durante a erecugdo de uma busca o algoritmo ezecuta no mdzimo n/2
contracoes.

Demonstragao: Uma flor possui no minimo trés vértices que contraidos cons-
tituemn um pseudo-vértice, Portanto, cada contragdo reduz o nimero de vértices
em pelo menos 2. Tendo um grafo n vértices, é possivel executar no méximo n/2
contragoes durante uma busca.O

O algoritmo, ao identificar uma flor declara os vértices que a compder: como
sendo ingtivos, assim eles nio precisam ser examinados novamente nesta mesma
busca. Estes vértices sio contraidos formandec um pseudo-vértice, o qual ¢é in-
serido na lista de adjacéncia. Como, durante uma busca, & possivel contrair no
maximo n/2 flores, a lista de adjacéncia ndo cresce mais do que 3n/2.

Considerando a complexidade do algoritmo quando nzo sdo executadas con-
tragoes ou expansdes de flores, observamos que para cada vértice ¢ o algoritmo
executa wma das seguintes operacgdes abaixo no miximo uma vez:

s

1. Descobrir que o vértice : é inativo. Portanto, ele é desconsiderado.

2. Expandir a busca por um vértice impar. Neste caso, por hipdtese, a dnica
opgdo € expandir a busca pela aresta emparelhada,

3. Expandir a busca por um vértice par. As duas idnicas op¢des possiveis sdo:
ou expandir a busca para todes os vériices adjacentes a ¢, com exce¢io do
sen predecessor ou identificar um caminho aumentante.

Os dois primeiros passos requerem claramente O{1). O terceiro passo é pro-
porcional ao tamanho da lista de adjacéncia de ¢, a qual tem tamanho |A({)] <
3n/2. Portanto, a complexidade do algoritmo, ignorando contragdes e expansdes
de flores, é O(n?).

Para contrair uma flor, primeiramente declaramos todes os vértices como ndo
marcados, Em seguida, visitam-se os vértices ¢ da flor e, para cada 1, marcam-se
os vértices pertencentes a A{i). Numa etapa seguinte, examinam-se os vértices
do grafo e, os que estiverem marcados sdo exatamente os vértices adjacentes ao
pseudo-vértice f que estd sendo criado. Estes vértices marcados sdo colocados
em A(f) e f é adicionado 2 lista de adjacéncia de cada um deles, completando
a contragdo da flor. Uma contragdo de flor exige O(r)} visitas a vértices, pois
¢ necessdrio essencialmente visitar todos os vértices do grafo para saber quais
sdo adjacentes & flor e quais nio sdo. Como numa busca hd no méximo n/2
contragbes, fazemos no méximo O{n?) visitas a vértices. Precisamos também
contabilizar as consultas As arestas {varredura da lista de adjacéncia). Aqui
cbservamos que um vértice pertence a uma flor somente 1 vez, portanto numa
busca cada aresta é consultada somente 1 vez. Disso resulta que numa busca
530 consultadas O(n®) arestas no pior caso. Combinando visitas a vértices com
consultas 3s arestas vemos que numa busca o tempo total gasto é O(n?).
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Para observar a complexidade na expansio de fiores, analisaremos um cami-
nho aumentante entre dois vértices: 'p e q. O algoritmo comec¢a em g e segue
as marcacoes de predecessores até que o vértice p seja encontrado. Durante
este processo, pseudo-vériices podem:ser encontrados, neste caso eles devem ser
expandidos para a sua forma anterior. Vamos supor que j seja o primeiro pseudo-
vértice encontrado € que j seja predecassor de um vértice 1. Entfo, por suposicao,
i n3o € um pseudo-vértice. Além do mais, ¢ é adjacente a algum vértice k da flor
J, a qual é representada pelo pseudo-vértice j. Para expandir o pseudo-vértice 7,
declaramos todos os vértices do grafo como néo marcados. Em seguida, marcam-
se 0s vértices da flor F. A lista de adjacéncia de ¢ é percorrida até que o vértice
marcado k seja encontrado. O vértice k é adjacente a dois ou mais vértices
da flor, mas somente um vértice estd ligado a ele por uma aresta emparelhada.
O caminho até a base segue através desta aresta emparelhada e a expansio do
pseudo-vértice estd completada. E importante notar que durante a expansio
de um pseudo-vértice ¢ possivel encontrar um outro pseudo-vértice. Neste caso
aplicamos 0 mesmo método recursivamente. A complexidade da expanszo de um
pseudo-vértice & O(n). Como é possivel haver no méximo n/2 pseudo-vértices, a
expansio de um caminho aumentante tem complexidade O(n?).

Através da aplicagio destes métofos observa-se que a expansio de uma busca
junto com a contragdo das flores encéntradas requer O{n?). O tratamento de um
caminho aumentante também requer O(n?). Portanto, o tempo total de uma fase
é 0(n?). Como s3o feitas no maxime O(n) fases obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2 O emparelhamento mdzimo num grafo pode ser encontrado em O(n3).

Observamos que este algoritmo foi originalmente apresentado [Edm863] como
tendo tempo de execu¢do O(nt). O tempo O(n®) acima provém de uma andlise
mais cuidadosa, tal como aparece em {AMO03].

2.4 Algoritmo de Gabow

Tendo como base o algoritmo de Edmonds, varios outros algoritmos, com me-
lhorias na complexidade, foram propostos. Um destes algoritmos, foi o de Ga-
bow. Um do principais avangos alcangados foi um novo método de rotulagem dos
vértices, o qual evita a criagao de pseudo-vértices.

De uma maneira geral, o algoritmo de Gabow segue os mesmos passos do
algoritmo de Edmonds. Ele tamb&m constréi buscas em largura a partir de
vértices livres com o objetivo de encontrar caminhos aumentantes, As dnicas
diferencas entre os dois algoritmos séo: a maneira como os vértices sao rotutados
pela busca e como sio identificadas as arestas de caminhos aumentantes que
passam ou nido por flores. )

No algoritmo de Gabow, os vértices do grafo sdo numerados de 1 a n e as
arestas de n + 1 a n + m. Estes valores sdo os rétulos que sdo atribuidos aos
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vértices para definir caminhos aumentantes. Os rétulos cujos valores sdo entre 1
e n fazem o papel semelhante a0 de predecessor indicande por onde & busea foi
expandida. Os valores entre n + 1 e n 4+ m auxiliam no processo de encontrar
caminhos através de flores.

O algoritmo utiliza como estruturas de dados um vetor C de tamanho n
cujos elementos sdo vértices. Ela é responsdvel pelo armazenamento do empa-
relhamento. Uma aresta {u,v) estd emparethada se e somente se C'(u) = v e
C{v) = u. Também ¢é usado um vetor M de tamanho m cujos elementos sao
pares de vértices. Airavés do nimero z de uma aresta € possivel saber quais os
dois vértices sobre os quais ela incide, M(z) = (u, w).

Um vértice v é considerado erterno se existe um caminho alternado de com-
primento par entre v e a raiz da 4drvore de busca r. Supondo que P(v) =
{v, 2y, v2,...,7) seja este caminho, entdo a aresta (v, v1) estd emparelhada. Se uma
aresta (g,v) unindo um vértice livre ¢ # r a um vértice externo v, for encontrada,
entdo um camirho aumentante (g, P(v)) = (g, v, 1, v2, ..., 7) foi identificado.

Para definir as arestas que compdem um caminho aumentante utiliza-se uma
rotina recursiva. Ela trata vértices com rdtulos do tipo vértice (valores de 1 até
n) de maneira distinta dos vértices com rétulos do tipo aresta (valores de n + 1
até n + m). Se um vértice v possui rétulo do tipo vértice entdo a fungio que
define o caminho até a raiz da drvore da busca é: P(v) = (v, C(v), P(rétulo(v))),
onde a aresta (v,C(v)) é a aresta emparelhada e rétulo(v) é o valor do rétulo
do vértice v. Se um vértice » possui rétulo do tipo aresta entdo M(rdtulo(v)) é
uma aresta que liga dois vértices externos. Supondo que M(rétulo(v}) = (u, w)
entdo o caminho P{v) é definido em termos de P{u) e P{w). Se o vértice v
pertence ao caminho P(w) entdo a fungdo que define o caminho é& P(v) =
(rever so{ P(w,v)), P(u)), onde P{w,v) define a por¢io do caminho de P(w) que
estd entre w e v e a funcio reverso(j} inverte a ordem dos vértices do caminho
J. Agora se v pertence ao caminho P(u) entfo a funcio que define o caminho &
P(v) = (reverso( P(u, v)}, P{w)).

Figura 2.6: Caminhos alternados no algoritmo de Gabow.

Para exemplificar a identificagdo das arestas que compdem um caminho al-
ternado até a raiz da drvore de busca, utilizaremos o grafe da figura 2.6, cujos
vértices possuem rétulos representados na tabela 2.1 (nesta tabela, os rdtulos do
tipo aresta foram substituidos diretamente pelas respectivas arestas).
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v | C(v) | tipo do 16tulo | valor do rotulo
1) — inicio —

2 3 — —

3 2 vértice 1

4 6 aresta (13,14)
5 7 aresta (13,14)
6 4 vértice 3

7 5 vértice 3

8 | 12 - —

9 | 13 aresta (13,14)
10} 14 aresta {13,14)
11| i3 — —
12| 8 vértice 9
131 9 vértice 6
141 10 vértice 7

15| 11 vértice 10

Tabela 2.1: Rotulagem dos vértices no algoritmo de Gabow.

Na figura 2.6 o vértice 1 & a raiz da busca e recebe um rétulo inicio indicando
que a busca foi iniciada a partir dele. O vértice 7 possui rétulo do tipo vértice
com valor 3 e o vértice 3 também possui rétulo do tipo vértice, com conteido 1.
Portanto, o caminho P(7) & definido pela seguinte recursdo:

P(T) = (7,C(T), P(ré&tulo(7))) = (7,5, P(3))
P(3) = (3,C(3), P(rétulo(3))) = (3,2,1)
P(7) = (7,5,8,2,1)

Na figura 2.6 o vértice 9 possui rétulo do tipo aresta com o valor da aresta
{13,14). O vértice 9 faz parte do caminho P(13). Seja P{13,9) a porgio do
caminho P(13) entre o vértice 13 e 0 9. O caminho P{9) é definido por:

P(9) = (reverso( P(13,9), P(14)) = (9,13,14,C(14), P(7)) =
(9,13,14,10,7,5,3,2, 1)

Em seguida apresentaremos o algoritmo de Gabow no formato de pseudo-
cédigo. O algoritmo é composto de uma rotina principal e mais trés sub-rotinas:
Busca_Caminho_Aumentante, Trata_Flor e Trata_Caminho Aumentante. A descricdo
destas sub-rotinas utiliza um vetor chamado de primeiro. Para cada vértice v,
primeiro(v) representa o primeiro vértice ndo externo no caminho P(v).
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ALGORITMO DE GABOW

Ay Numerar os vérticede 1 até n e as arestasden+ 1 até n+ m
Ay Para v de 1 até n faca:

An Se u & um vértice livre

Ay rétulo{i) « Nulopara0 <i<mn
As rotulo(u) — primeiro(u) « 0
Ag Busca_Caminho Aumentante(u)

Fim do Algoritmo

No passo A4 os rétulos dos vértices séo inicializados com Nule (valor -1) e no
passo As o vértice livre u € marcado como sendo o dnice vértice externo do grafo,
pois supfe-se que um vértice v é externo se rétulo(v) > 0.

Sub-rotina: Busca_Caminho_Aumentante(u)

By Para cada aresta (z,y) onde z é um vértice externo faca:

B, Se y é um vértice livie e y # u

Bs Cly) ez

By Trata_Caminho_Aumentante(z, v)
Bs Retorne

Bg Se y é um vértice externo

B, Trata Flor(z, y)

By prozimo — C{y)

By Se prézimo ndo é um vértice externo
B rétulo(prézimo) — z

By primeiro(proximo) « y

Fim da sub-rotina

Os vértices externos podem ser escolhidos em qualquer ordem no passo 5.
Uma ordem possivel é em largura, ou seja, escolhe-se um vértice z = z; e visitam-
se as arestas (z,y). O préximo vértice a ser escolhido serd o vértice z; que foi
rotulado logo apds o vértice 1. O processo se repete para z = z3.

A verificagdo da ocorréncia de caminho aumentante é feita no passo By. Se
existir tal caminho entdo ele é composto pelo vértice livre y recém descoberto
concatenado com caminho alternado de comprimento par P{r). A troca das
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arestas do caminho (y, P{z)) é iniciada no passo B3 e completada pela sub-rotina
Trata_Caminho Aumentante.

No passo Bg, se o vértice y jé tiver sido visitado entdo isto caracteriza um
encontro de duas buscas que formam uma flor com a mesma estrutura definida
na se¢io 2.3.2. Definimos a aresta de encontro (z,y) como sendo uma ponte. O
tratamento desta estrutura é feita pela sub-rotina Trata_Flor.

Se o vértice y estiver emparelhado entdo o passo Bg serd executado e arma-
zenard na variavel prézimo o possivel ponto de expansao da busca. O passo By
verifica se o vértice prézimo jé foi visitado. Se ele ainda néo foi visitado entdo
isto serd feito pelos passos Big ¢ By.

Sub-rotina: Trata_Flor{z,y)

C,  direita — primeiro(z)
Cy  esquerda «— primeiro(y)
Cs  Se direita = esquerda

Cs Retorne

Cs Marque esquerde

Cs Repita

Oy Marque direita

Cs Se esguerda # 0

Cy diretta — esquerda “troca direita com esquerda”

Ciu  direita «— primeiro(rétulo(C(direita)})
C11 Até que direita esteja marcado

Ciz  encontro — direita

C13  Para v € {primeiro(z), primeiro{y)}

Cua Enquanto v # encontro faga:

C1s rétulo(v) « valor onde M{(vealor) = (z,%)
Cis primeiro(v) — encontro

Ci7 v « primeiro(rétulo(C(v)))

Cis Para cada vértice externo ¢ faga:

Cis Se primeiro(s) é um vértice externo

Cqo primeiro(i) +- encontro

Fim da sub-rotina

A sub-rotina Trata.Flor é responsavel pela rotulagem correta dos vértices per-
tencentes a uma flor. Ela recebe como pardmetro a ponte recém descoberta (z, y).
Os passos de C a )9 sdo responséveis pela identificacio do primeiro vértice
nio externo pertencente acs caminhos P(z) e P(y). Este vértice, chamado de
encontro delimitard os vértices pertencentes & flor. Os passos seguintes serdo
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responsaveis pela rotulagem dos vértices da flor.

O passo Cj5 verifica um caso em que nenhum vértice pode ser rotulado, pois
o encontro dos caminhos P(z) e P(y) é imediato. Os passos de C5 a Cy3 séo
responsaveis pelo crescimento de duas buscas: a busca direita, que parte de
primeiro{z), e a esquerda, que parte de primeiro(y). Os vértices visitados por
estas buscas sdo marcados. Um possivel método para marca-los é atribuir para
cada vértice v visitado rétulo(v) = —valor sendo M{valor) = (z,y), ou seja, o va-
lor negativo da ponte {z,y). Deste modo, cada chamada da sub-rotina Trata _Flor
utilizard uma marcagio diferente. O crescimento das duas buscas é alternado
através dos passos Cg e Cyg. Isto é feito trocando entre si os conteddos das
varidveis direita e esquerda. O objetivo é fazer com que uma busca seja expan-
dida para um vértice marcado, caracterizando assim um ponto de encontro entre
elas. A verificagio do passo Cg evita que uma busca v além do vértice u, pois
primeiro(u) = 0.

Os passos de Ci3 a Cyy sio responsiveis pela rotulagem dos vértices nioc
externos de primeiro(z) até encontro e de primeiro(y) até encontro. Os passos
C1g a Cpp rotulam os vértices externos.

Sub-rotina: Trata_Caminho_Aumentante(z, y)

D t C(m)

Dy C(z)ey

Dy SeC(t)#¢z

D, Retorne

Ds  Se z tem rétulo do tipo vértice

Ds C(t) « rétulo(z)

D~ Trata_Caminho Aumentante{rétulo(z), )
Dg Retorne

Dy Faga k el os vértices da aresta M(rétulo(z)) = (k,1)
Do Trata_Caminho.Aumentante(k, [)

Dy Trata_Caminho Aumnentante(l, k)

Fim da sub-rotina

A sub-rotina recursiva Trata_Caminho Aumentante é responsdvel pela troca
das arestas do caminho para aumentar a cardinalidade do emparelhamento. Os
passos de Ds a Ds tratam as partes do caminho que passam por vértices com
rétulo do tipo vértice e os passos de Dg a Dy tratam as partes do caminho
que passam por vértices do tipo aresta. Se o vértice z possuir rétulo do tipo
vértice entdo a sub-rotina prossegue a troca das arestas através do passo D;. Se
o vértice z possul rétulo do tipo aresta entdo o caminho segue por uma flor e
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passa obrigatoriamente pela ponte {k,!) que a gerou (o caminho através de uma
flor e que ndo passa pela ponte que a gerou seguem pelos vértices com rétulo
do tipo vértice). Os passos Dig e Dqy trocam as arestas através da ponte. Mais
especificamente, uma chamada parte de um extremo da ponte e encontra o vértice
7 e a outra prossegue a troca através do outro extremo da ponte, contornando a
flor.

Com a utilizagdo eficiente de rétulos o algoritmo de Gabow evita a contragio

das flores sobre a sua base, tornando desnecessiria a atualizagdo da estrutura de
dados.

2.5 Algoritmo de Micali e Vazirani

O algoritmo de Micali e Vazirani [MV80] depende de um resultado obtido por
Hopcroft e Karp [HK73]. Nele, os autores propSem que caminhos aumentantes
sejam encontrados em fases. Em cada fase seriam encontrados todos os caminhos
aumentantes disjuntos de menor comprimento. FEles provaram que, com esta
estratégia, sao necessirias somente O(+/n) fases para se encontrar o emparelha-
mento maximo. Portanto, esta abordagem apresenta uma complexidade menor
do que as O(n) iteracdes necessarias nos algoritmos anteriores. A contribuigio
de Micali e Vazirani é um algoritmo que permite executar uma fase em O{m), o
que resulta numa complexidade final de O{(y/n m).

De uma maneira geral, o algoritmo realiza simultaneamente buscas em lar-
gura a partir de todos os vértices livres do grafo. Os ramos destas buscas crescem
até que haja um encontro entre eles. Este encontro ocorre sempre em arestas, as
quais denominamos de pontes. Cada ponte implica na ocorréncia de um caminho
aumentante ou de uma florescéncia (uma generaliza¢io do conceito de flor). Para
se distinguir qual dos dois casos ocorreu, sio disparadas duas buscas em profun-
didade, uma para cada extremo da ponte. Elas tentam encontrar dois vértices
livres distintos. Se eles forem encontrados entio isto caracteriza a ocorréncia de
um caminho aumentante. Neste caso as suas arestas sdo trocadas para aumentar
a cardinalidade do emparelhamento. Agora, se apenas um vértice livre for encon-
trado entdo isto caracteriza a ocorréncia de uma florescéncia, a qual requer um
tratamento especial. Uma nova fase & necessiria somente se forem encontrados
caminhos aumentantes, caso contrario o emparelhamento é méximo e o algoritmo
termina.

Em seguida apresentaremos uma descrigdo das sub-rotinas principais do al-
goritmo de Micali e Vazirani. Esta descri¢io estd baseada no artigo de Peterson
e Loui [PL88].
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2.5.1 Descrigdo das sub-rotinas principais

Para encontrar todos os caminhos aumentantes disjuntos de menor comprimento
numa fase, o algoritmo de Micali e Vazirani utiliza trés sub-rotinas principais:
busca_pontes, procura_caminho ¢ identifica_arestas.

a s e g

b d f

Figura 2.7: A aresta (g,h) ¢ uma ponte.

A sub-rotina busca_pontes é responsavel pela construgdo das buscas em largura
a partir dos vértices livres do grafo. Cada um dos ramos da busca é um caminho
alternado a partir de um vértice livre. As buscas se expandem até que haja um
encontro entre elas. As arestas onde ocorreram os encontros compdem o conjunto
de pontes daquele nivel de expansido. No exemplo da figura 2.7 as buscas partem
dos vértices a e b e se encontram na ponte (g, k). Para cada ponte identificada é
chamada a sub-rotina procura_caminho,

A sub-rotina procura_caminho é responsavel pela procura de dois vértices li-
vres distintos para formar um caminho aumentante. Para isto, ela executa duas
buscas em profundidade, uma a partir de cada vértice da ponte. Na figura 2.7,
as duas buscas partem dos vértices ¢ e h. Elas encontrario simultaneamente os
vértices livres a e b. Neste instante, a sub-rotina identifica_arestas é chamada duas
vezes. Uma para identificar as arestas que pertezcem ao caminho entre os vértices
a ¢ g e outra para o caminho entre os vértices b e h. Apesar deste caminho j4 ter
sido percorrido pela sub-roiina procura_caminho, a sub-rotina identifica_arestas é
necessiria, pois existem casos que existirio florescéncias no caminho e um trata-
mento especial serd necessdrio.

A sub-rotina identifica.arestas é responsivel pela identificagio das arestas que
pertencem a0 caminho alternado entre dois vértices fornecidos. Para isto, ela
executa uma busca simples em profundidade. Na figura 2.7, ela é chamada duas
vezes. Uma com a entrada g e a ¢ outra com h e b. O caminho aumentante serd a
concatenagdo dos caminhos alternados entre os vértices a ¢ g com a ponte (g, k)
e com o caminho alternado entre 4 e b.

2.5.2 Definicoes referentes ao algoritmo de Micali e Vazirani
0 algoritmo faz uso das seguintes definigBes referentes aos vértices do grafo.
¢ Nivel.par: indica o comprimento do menor caminho alternado de compri-

mento par até um vértice livre. Caso ele ainda ndo tenha sido definido o
valor do nivel_par é infinito.
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o Nivelimpar: tem a mesma definigao do nivel_par sé que se refere a um
caminho de comprimento {mpar.

s Nivel indica o comprimento do menor caminho até um vértice livre.
nivel{(v) = min{nivel par(v), nivel impar(v)}

o Ezierno: um vértice é externo se o seu nivel for par.

o Interno; um vértice € interno se o seu nive! for impar.

o Outro_nivel: se um vértice for externo (interno) entdo o outro_nivel serd o
seu nivel impar (nivel par).

As definicdes referentes as arestas sao:

+ Ponte: uma aresta (u, v) é uma ponte quando o nivel par(u) e nivel par(v)
estiverem definidos (ambos possuem valor diferente de infinito) ou quando
o nivel_tmpar(u) e nivel impar(v) estiverem definidos. '

o Tenacidade: Esta defini¢io € aplicdvel a uma ponte (u, ).
tenacidade(u, v) = min{nive! par(u) + nivel par(v),
nivel impar{u) + nivel dmpar(v)} + 1

Este valor representa o comprimento do menor “caminho alternado” entre
vértices livres 7 e 5 e que contém a ponte (u,v). Este caminho nio é necessaria-
mente um caminho simples. Caso r e s sejam o mesmo vértice entio a definigdo
de tenacidade estd relacionada com a ocorréncia de uma florescéncia. Caso r e
s sejam dois vértices livres distintos entdo o caminho alterpado é também um
caminho aumentante.

2.5.3 Descrigdo da sub-rotina busca_ponies

A sub-rotina busca_pontes é responsdvel pela construgdo das buscas em largura a
partir de todos os vértices livres do grafo. Isto é feito atualizando as informagdes
de nivel par e nivel_impar dos vértices. Inicialmente todos os vértices possuem
infinito em nivel.par e nivel impar, com exceqdo dos vértices livres, que possuem
nivel _par inicializados com zero.

As buscas sdo sincronizadas por nfvel. Definimos nivel_busca como sendo
o nivel corrente das buscas em largura. Quando nivel.busce for par, a sub-
rotina considera somente os vértices que possuem nivel_par igual ao nivel busca
e quando nivel busca for {mpar, ela considera somente os vértices que possuem
nivel impar igual ao nfvel busca. A primeira expansio das buscas é feitz consi-
derando somente 0s vértices que possuem nivel par = (), ou seja todos os vértices
livres do grafo.
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No caso de nivel busca ser par entdo os vértices v que possuem nivel par(v) =
nivel busca sdo os que estdo na borda das drvores de busca. A expansdo a partir
destes vértices é feita analisando cada vértice u adjacente a v tal que a aresta
{u, v) ndo esteja emparelhada e que u possua nivel impar(u) = oo, significando
que ainda nio fol encontrado um caminho alternado entre u e um vértice livre.
Cada vértice u encontrado recebe as seguintes atualizacdes: nivel impar(u) =
nivel _busca + 1, o vértice u é adicionado ao conjunto de sucessores de v e o
vértice v é adicionado ao conjunto de predecessores de u.

No caso de nivel busca ser ‘mpar entdo os vértices v que possuem o seu
nivel fmpar(v) = nivel busca sio os que estio na borda da irvore de busca.
A expansdo ¢ feita a partir destes vértices considerando a aresta emparelhada
(v,u}. O vértice u recebe a seguinte atualizagéo: nivel par(u) = nivel busca+1,
indicando que existe um caminho alternado de comprimento nivel busca+1 entre
% e um vértice livre. O inter-relacionamento entre # e v também é feito marcando-
se predecessor(u) = v e sucessor{v) = u.

A cada aresta (u,v) visitada pela sub-rotina busca_pontes, é feita uma veri-
ficagao de ocorréncia de uma ponte. Se nivel par{u) e nivel_par{v)estiverem defi-
nidos ou se nivel Impar(u) e nivel Impar(v) estiverem definidos entde a condigéo
de ocorréncia de uma ponte foi satisfeita. Deste modo, a aresta (u, v) € inserida
no conjunto pontes do nivel corrente da husca em largura.

c{-,l

Figura 2.8: Buscas em largura do algoritmo de Micali e Vazirani.

Na exemplo da figura 2.8 observamos a expansio de duas buscas em largura
a partir dos dois dnicos vértices livres: a e b. Cada vértice da figura possui dois
valores: o primeiro é o nivel par do vértice e o segundo é o nivel impar. Os
vértices a e b possuem nivel par = 0. No primeiro nivel da busca, os vértices ¢ e
d sdo visitados a partir do vértice @ e 0 vértice e a partir do b. No segundo nivel
a busca é expandida para os vértices f, g e h. No nivel seguinte é ohservada a
ocorréncia da ponte (f, g), pois nivel par(f) e nivel par(g) estdo definidos.

Além das marcagbes de sucessores e predecessores, o algoritmo também faz
marcagoes de anomalias. Quando nivel busca for par e um vértice v estiver
sendo considerado, podemos encontrar a seguinte situagdo: u é um vértice in-
terno adjacente a v, nivel impar(u) < nivel par(v) entretanto a aresta (u,v)
nao estd emparelhada. Isto caracteriza uma aresta que faz uma ligagdo com um
nivel inferior da busca corrente. Neste caso o vértice » é adicionado ao con-
junto de anomalias do vértice u. Na figura 2.8, observamos a ocorréncia de uma
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anomalia entre os vértices d e h. O vértice h é externo, o vértice d é interno,

nivel impar(d) < nivel par(h) e a aresta (d, h) nio est4 emparelhada. Portanto,
o vértice & & inserido no conjunto anomelias(d).

2.5.4 Descricdo da sub-rotina procura.caminho

As buscas em largura, feitas a partir de cada vértice livre, crescem sincroniza-
damente até que haja um encontro entre 0s seus ramos em arestas. O conjunto
destas arestas representa o conjunto de pontes daquele nivel de expansio. Cada
ponte pode significar a presenga de um caminho aumentante ou de uma flo-
rescéncia. Para descobrir qual dos dois casos ocorre numa determinada ponte,
utiliza-se a sub-rotina procura_caminho. Ela é chamada para cada ponte e exe-
cuta duas buscas em profundidade a partir de cada extremo da ponte. Se as
buscas encontrarem dois vértices livres distintos entdo fol identificado um cami-
nho aumentante, caso contrario foi identificada uma florescéncia. Para descrever
o funcionamento da sub-rotina procura_caminho necessitamos do conceito de flo-
rescéncia, o qual passamos a descrever.

Seja (s,t) uma ponte e w um ancestral de 5 e £. Em outras palavras, é possivel
alcangar w seguindo as marcacdes de predecessores dos vértices s e £. O vértice
w deve ser o Wnico no seu nivel, ou seja, seguindo as marcagdes de predecessores
de s e ¢, obrigatoriamente passaremos por w naquele nivel. Dentre os possiveis
vértices w em nivel diferentes, definimos b como sendo o de maior nivel.

Formalmente, dada uma ponte {s,f) e o vértice b, uma florescéncia F' (bloom
em Inglés) é o conjunto dos vértices y que chedecem as seguintes restricdes:

1. ¥ n&o pertence a uma outra florescéncia quando F foi formada,
2. y=souy=*%ouyéunm ancestralde soude ?, e

3. b é um ancestral proprio de y.

Resumindo, os vértices que pertencem a florescéncia F' sdo os vértice que
compdem a ponte (s,t) e todos os vértices que estdo entre s e b e entre t e b,
seguindo as marcagdes de predecessores.

¢ f
()
: 2 3/3 s -
()

Figura 2.9: Uma florescéncia no Algoritmo de Micali e Vazirani.

No exemplo da figura 2.9 o vértice r é raiz de uma busca em largura. No
quinto nivel de expansdo ¢ identificada a ponte (3,t). Os ancestrais dé s e ¢ que
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530 nicos nos seus niveis sdo0: a prépria raiz da busca r, o vértice a no primeiro
nivel e & no segundo nivel. O ancestral b é o que estd no maior nivel. Os vértices
que compdem a forescéncia sio: {c,d, ¢, f.g,h,s,t}.

A sub-rotina procura_caminho é responsdvel pela procura de dois vértices livres
distintos para formar wm caminhe aumentante. Isto é feito através de duas
buscas em profundidade, direita e esquerda, disparadas pelos extremos da ponte
(s,1). Elas sio executadas sincronizadamente por nivel segunindo as marcagoes de
predecessores deixadas pela sub-rotina busca_pontes.

Definimos ve como sendo o vértice onde se encontra a busca em profundidade
esquerda e vd o da busca direita. No exemplo da figura 2.9, a busca esquerda estd
inicialmente sobre o vértice s, ve = s, e a direita sobre ¢, vd = £. A busca esquerda
terd prioridade sobre a direita. Ela prosseguird quando nivel(ve) > nivel(vd). O
vértice s é marcado como visitado pela busca esquerda e o ¢ pela busca direita.
Como nivel(s) = nivel(t), a busca esquerda vai do vértice s para o vértice f,
ve = f, a aresta (s, f) é marcada como usada, o vértice s é marcado como pa:
de f e o vértice f é marcado como visitado pela busca esquerda. Neste ponto,
nivel(f} < nivel(t), portanto a vez é da busca direita, ela passa do vértice ¢ para
o g. Este processo se repete alternadamente de acordo com o nivel de vee vd. A
tinica restricdo imposta & que os vértices visitados pela busca direita ndo poderdo
ser visitados pela busca esquerda e vice-versa,

Se as buscas, esquerda e direita, que partiram dos vértice s e t encontrarem
dois vértices livres distintos qualquer, z e y, entdo fol identificado um caminho
aumentante. Neste ponto, a sub-rotina identifica _arestas é chamada para descobrir
o caminho alternado entre s e z e entre ¢ e y. Estes dois caminhos sio concate-
nados para formar o caminho aumentante. A cardinalidade do emparelhamento
é aumentada e as suas arestas sio marcadas como apagadas.

g 3
<o
@,

Figura 2.10: Identificacdo de um caminho aumentante.

No exemplo da figura 2.10 s3o disparadas duas busca em largura a partir
dos vértices a e b. No quinto nivel de expansdo é encontrada a ponte (s,t). A
sub-rotina procura.caminho é chamada para tratd-la. Isto é feito disparando duas
buscas em profundidade. A busca esquerda parte do vértice s, ve = s, ¢ a direita
parte do vértice f, vd = t. As buscas prosseguem sincronizadamente, Quando
ve estiver sobre o vértice g e vd sobre o & a busca esquerda visitard o vértice e,
pois ela tem prioridade. A busca direita ndo pode descer para o vértice e pois
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ele estd visitado pela busca esquerda. Neste momento a busca direita retrocede
para tentar encontrar um caminho que leve a um vértice mais profundo do que o
vértice e. Quando ela retroceder até o vértice ¢, ela visitard o vértice /, seguindo
até o vértice f, onde as duas buscas seguem sincronizadamente até os vértices
livres o e b. Neste instante a sub-rotina identifica_arestas é chamada duas vezes:
uma para identificar as arestas do caminho entre os vértices s e @ e outra para o
caminho entre f e b.

Um outro caso possivel é quando as buscas, esquerda e direita, nao encon-
tram dois vértices livres distintos; neste caso uma florescéncia foi identificada.
Isto ocorre quando elas partem dos extremos da ponte (s,1) e se encontram num
ancestral 5. De acordo com a definigdo de florescéncia, o vértice b € 1inico na-
quele nivel, portanto, somente uma das buscas podera visitd-lo num determinado
instante. Como a busca esquerda tem prioridade sobre a direita, ela coloca ve
sobre b e marca b como visitado pela busca esquerda. Neste instante, a busca
direita é forgada a retroceder para procurar um outro caminho que conduza 2 um
nivel mais profundo do que b. Como isto ndo é possivel, a busca direita falha.
Neste ponto, a busca direita toma o vértice b para si e forga a busca esquerda
a retroceder. Agora é a busca da esquerda que tenta procurar um outro cami-
nho para um nivel abaixo de b. A busca esquerda também n3o encontra, entio
uma florescéncia € criada. Os dois vértices mais elevados (s,?) séo definidos como
sendo os picos da florescéncia e a sua base € o vértice b. Os vértices que compoem
a florescéncia sdo todos os vértices visitados pelas buscas em profundidade, ou
seja, todos que possuem marcas direita ou esquerda. Estes vértices sio marcados
como pertencentes i florescéneia e o outromnivel de cada vértice v é calculado
pela férmula:

outronivel(v) = tenacidade(s,t) — nivel(v)

Figura 2.11: Identificagdo de uma florescéncia.

No exemplo figura 2.11, a busca em largura que parte do vértice a identifica a
ponte (o, p) no quinto nivel de expansdo. Neste ponto sio disparadas duas buscas
em profundidade. A busca esquerda parte do vértice o, ve = o, e a direita parte
do vértice p, vd = p. Quando ve estiver sobre o vértice i e vd sobre o vértice ¢, ve
visitard o vértice e, pois a busca esquerda tem prioridade sobre a direita. Neste
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instante a busca direita é forgada a retroceder. Entretanto ela nao encontra um
outro caminho para alcangar um vértice mais profundo do que o vértice e. Entdo
ela & forcada a tomar o vértice e para si e forcar a busca esquerda a retroceder.
Isto é feito atribuindo vd = ve e ve = pai(ve). A busca esquerda é for¢ada a
retroceder. Ela encontra um outro caminho partindo do vértice o e seguindo
pelo vértice k. Entretanto, este caminho também leva ao vértice e, entdo a
busca esquerda também fatha. Isto caracteriza a presenca de uma florescéncia.
Qs vértices que pertencem a ela sdo todos os que foram visitados pelas buscas
direita, {p, m,}, e pela busca esquerda. {o,I.h, k,g}. A base da florescéncia é o
ponto de encontro entre as buscas, ou seja, o vértice e.

Durante a construgdo da florescéncia, a sub-rotina verifica a ocorréncia de no-
vas pontes. As pontes com os dois extremos na florescéncia sao desconsideradas,
pois, como a condicdo de florescéncia também é satisfeita, elas nao conduzirio a
um caminko aumentante. Um exemplo deste tipo de ponte é encontrado na figura
2.11 onde a ponte (A, ¢) liga dois vértices da mesma florescéncia, portanto a ponte
é desconsiderada. As pontes, {u,v), com somente um extremo na florescéncia sao
analisadas. Digamos que u pertenca a flerescéncia, entao o vértice u ¢ obrigatori-
amente interno e v é uma anomalia de u. As pontes nestas situa¢des podem gerar
caminhos aumentantes, portanto sdo inseridas no conjunto de pontes do nivel de
expansao j (pontes(j)), onde j é calculado pela férmula:

27 + 1 = tenacidade(u, v)

Quando as buscas chegarem no nfvel j, a ponte (u,v) serd avaliada e poderd
levar a algum caminho aumentante.

Na figura 2.11, a ponte (¢, n) podera gerar um caminho aumentante. O vértice
n € uma anomalia do vértice i. O vértice i pertence a florescéncia gerada a partir
da andlise da ponte (o,p), cuja tenacidade é 11, pois tanto o vértice o quanto
0 p estdo no nivel 5 e tenacidade(o.p) = 5+ 5+ 1 = 11. O vértice i estd
no terceiro nivel de expansio, portanto niveldimpar(i) = 3 e outro_nivel(z) =
tenaetdade(o,p) — nivel(i) = 11 — 3 = 8, ou seja, nivel par(i) = 8. Como
o vértice n estd no quarto nivel de expansio, nivel par(n) = 4. Deste modo
tenacidade(i,n) = 8 + 4 + 1 = 13. Calculando j, obtemos 25 + 1 = 18, ou seja,
j = 6. A ponte (,n) é inserida no sexto nivel e, portanto, serd anealisada no
proximo nivel de expansdo das buscas.

Durante a execugdo das buscas podem ocorrer a construgdo de forescéncias
dentro de florescéncias. Deste modo é necessdrio impor uma ordem na sua
formagio. Um motivo para impor esta ordem é que quando uma busca em
profundidade visita um vértice u pertencente a uma florescéncia F, ela auto-
maticamente salta para base™(F). Esta é calculada da seguinte maneira: quando
uma florescéncia A é formada, base(A) representa o vértice b da definigio de flo-
rescéncia. Se apods a formacgio de uma outra forescéncia B, a base de A periencer
a B, entdo base*(A) = base(B). Se a base de B pertencer a outra florescéncia
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C entio base*(A) = base™(B) = base(C). Esta situagao caracteriza um aninha-
mento de florescéncias.

Na figura 2.11, quando a ponte (7, n) for analisada, a busca em profundidade
que partir do vértice ¢ verd que ele pertence a uma florescéncia F, portanto ela
saltard para base™(F) = base(F) = e.

A sub-rotina procura_caminho usa duas varidveis, VCMP e barreira, para evi-
tar trabalhos desnecessirios e garantir que a complexidade nume fase seja O{m).
0 VC M P (vértice comum mais profundo) representa, dentre os vértices comuns
as buscas direita e esquerda, o que estd no menor nivel. Inicialmente ele é inde-
finido.

A varidvel barreira estd relacionada com a busca direita. Suponha que as bus-
cas direita e esquerda se encontraram num vériice w e VO M P recebeu o vértice
w. A busca direita tentou encontrar um caminho para um vértice mais profundo
do que w, mas nao conseguin. Entretanto, a busca esquerda conseguiu. Neste
ponto as buscas direita e esquerda se encontraram novamente num outro vértice
w’ comum a elas. Nesse caso barreira recebe o vértice da varidvel VCMP =we
VC M P recebe o novo vértice comum mais profundo, w'. Agora a busca dirsita
nio deve retroceder acima do vértice w pois esta tarefa jd foi feita anteriormente.
Inicialmente a varidvel barretra recebe o vértice onde a busca direita foi iniciada
e cada vez que ela falha a varidvel barreira recebe o VCM P corrente.

i
9

Figura 2.12: Aplicagio das varidveis VCMP e barreira.

No exemplo da figura 2.12 a ponte ({,m) & identificada no quinto nivel de
expansio. A busca em profundidade esquerda parte do vértice I e a direita do
vértice m. No instante em que ve = g € vd = h, a busca esquerda ird para o
vértice e, pois ela tem prioridade. A busca direita nao pode visitar o vértice e,
pois ele estd visitado pela busca esquerda. Este é o primeiro vértice em comum
entre as buscas e, portanto, VCMP = e. A busca direita retrocede e falha, pois
nio existe um caminho que leve a um vértice mais profundo do que o vértice e.
Ela ent3o toma o vértice e para si e forga a busca esquerda a retroceder. Esta
retrocede até o vértice { e encontra um outro caminho, através do vértice ¢, que
leva a um vértice mais profundo do que o vértice . As duas buscas prosseguem
até que haja o encontro entre elas no vértice a. Neste ponto, a varidvel barreira,
que inicialmente recebeu o vértice onde foi disparada a busca direita, m, recebe o
vértice da varidvel VOM P, ou seja, o vértice e. O novo vértice comum entre as
buscas é o vértice a, VCM P = a. A busca direita deverd retroceder, entretanto,
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nao ird além do vértice e, pois a varidvel barreira indica que este trabalho jd
foi feito. A busca direita falha e ela, ao tomar o vértice ¢ para si, for¢a a busca
esquerda a retroceder. A busca esquerda também falha e uma florescéncia é
formada. contendo todos os vértices da figura com excecéo da base a.

2.5.5 Descrigao da sub-rotina identifica_arestas

Quando a sub-rotina procura_caminho descobre dois vértices livres ¢ e b a partir
de dois vértices s e t respectivamente, entio significa que ela cresceu uma arvore
de busca a partir do vértice s e encontrou o vértice a. O mesmo aconteceu em
relagdo aos vértices t e b. O objetivo da sub-rotina identifica_arestas é identificar
nas duas drvores de busca as arestas que compdem o caminho entre s e g e entre 1
e b. Isto é necessério, pois a sub-rotina procura_caminho? quando encontra algum
vértice v que pertence a uma florescéncia F, salta imediatamente para base*(F).
Portanto, se existirem florescéncias no caminko, entdo existem pedagos dele que
ainda nio foram definidos,

A sub-rotina identifica_arestas recebe como parimetro dois vértices, vértice
alto e baizo, e uma florescéncia B. Necessariamente o nivel(alto) > nivel(baizo).
O objetivo da sub-rotina & partindo do vértice alto executar uma busca simples
em profundidade e encontrar o vértice baixo. Isto é feito seguindo as marcagdes de
predecessores € se Bmitando 4 drvore de busca definida pelo vértice alto, ou seja,
e a partir do vértice $ foi encontrado o vértice livre a através da busca esquerda,
entdo a sub-rotina identifica_arestas que parte de s deverd visitar somente vértices
marcados como visitados pela busca esquerda. Para evitar que sejam feitas buscas
desnecessdrias, um vértice v somente € visitado se o nivel(v) > nivel(baizo).

Cada vez que a busca da sub-rotina identifica_arestas passa de um vértice u
para um vértice v, € feito um inter-relacionamento entre 4 e v. O vértice u &
marcado como pai de v e a aresta (u,v) é marcada como visitada. Em seguida é
verificado se o vértice v pertencente a uma florescéncia F’; se pertencer entio o
caminho através de I serd encontrado numa segunda etapa. No momento, sabe-
se que o caminho prossegue obrigatoriamente a partir de base™(F), portanto a
busca salta automaticamente para a base*(F) e prossegue normalmente,

Numa segunda etapa, a sub-rotina identifica_arestas percorre o caminho in-
verso, do vértice baixo até o alto, através das marcacdes de vértices-pai feitas
durante a descida. Se durante o retorno ela encontrar um vértice v que pertence
a uma florescéncia £ entdo significa que estd faltando encontrar o caminho entre
a base( F) até o vértice v, atravessando a florescéncia F. Para isto, a sub-rotina
identifica_arestas usa uma pequena sub-totina chamada abre_florescéncia e passa
como pardmetro o vértice v.

A sub-rotina abre floresc@ncia é responsavel pela construgiio do caminho através
de uma florescéncia F e para isto ela utiliza recursivamente a sub-rotina identi-
fica_arestas. Nesta situagio a sub-rotina identifica_arestas é informada através
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do parametro B, B = F, que estd sendo construido um caminho através da
florescéncia F.

O vértice v, passado como pardmetro para a sub-rotina abre florescéncia, in-
dica o inicio do caminho que deve ser encontrado através da florescéncia até a sua
base. Se o vértice v for um vértice externo entdo abre florescéncia chama recursi-
vamente identifica_arestas para encontrar o caminho entre v e a base(F), onde F
é a florescéncia a qual o vértice v pertence. Se v é interno entdo o caminho passa
pelos picos (s,t) pertencente a florescéncia F'. Neste caso se ambos os vértices s
e v estio marcados como visitados pela busca esquerda, entao identifica_arestas
é chamada duas vezes, uma para enconirar o caminho enfre s e v e outra para
encontrar o caminho entre ¢ e base(F'); caso contririo ela é chamada duas vezes,
uma com as entradas, ¢ e v e outra com s e base(F).

Figura 2.13: a) Caminho direto para a base. b) Caminho através dos picos.

No exemplo da figura 2.13a a sub-rotina identifica_arestas, seguindo as marcacoes
de vértices-pai a partir do vértice ¢, observa que pai{c) = f e que f que pertence
a uma florescéncia. Como o vértice f é externo, a sub-rotina abre floresc@ncia
chama identifica_arestas recursivamente para encontrar o caminho entre o vértice
f e ¢ {base da florescéncia). Na figura 2.13b, a sub-rotina identifica.arestas, se-
guindo as marcagdes de vértices-pai a partir do vértice a, observa que pai(c) = d e
que o vértice d pertence a uma florescéncia. Como o vértice d é interno, o caminho
passa pelos picos (h,1) da florescéncia. Neste caso a sub-rotina abre florescéncia
chama identifica_arestas recursivamente duas vezes. A primeira chamada é para
encontrar o caminho entre 4 e d e a outra chamada é para encontrar o caminho
entre ¢ e ¢, contornando a florescéncia.

Apés encontrado o caminho aumentante, os seus vértices deverdo ser marca-
dos como apagados. Isto para que sejam encontrados somente caminhos aumen-
tantes disjuntos. As buscas controladas pela funcdo fdentifica_arestas consideram
somente vértices que nao estejam apagados. Estas marcas deverdo ser retiradas
no inicio de cada fase.

Um vértice deve ser apagado se ele pertencer ao caminho aumentante recém
descoberto ou se todos os seus predecessores estiverem apagados. Para isto, cada
vértice z possui um contador contendo o nimero de predecessores nao apagados.
Cada vez que um predecessor de z for apagado o contador é subtraido de 1.
Quando o contador atinge 0 o vértice z também é apagado.

No exemplo da figura 2.14, a busca em largura que parte do vértice b forma
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Figura 2.14: Identificacio das arestas de um caminho aumentante.

a florescéncia a partir da ponte (0, p) com base o vértice 2. Prosseguindo com a
busca, sio descobertas duas pontes: (r,s) a partir do encontro entre as buscas
do vértice a e do vértice b, e a ponte (¢, u) a partir do encontro entre as buscas
do vértice b e ¢. Supondo que a ponte (r,s) gere o caminho aumentante entre os
vértices a e b entio as suas arestas sao trocadas para aumentar a cardinalidade
do emparelhamento e os seus vértices sio marcados como apagados. O vértice [
possuia um predecessor ndo apagado que era o vértice k. Como ele foi apagade. o
vértice [ também é apagado, pois o seu contador que antes possufa valor 1 agora
possui 0. O mesmo ocorre com os vértices p e £, O resuliado é que a ponte
(t, #) ndo serd explorada, pois o vértice ¢ estd apagado e ndo conduzird a nenhum
caminho aumentante. _

Com isto finalizamos a descri¢do do algoritmo de Micali e Vazirani. Tomando
como base esta descri¢do, desenvolvemos uma implementacio deste algoritmo,
a qual apresentou algumas dificuldades na resolucio de algumas instancias de
grafos. Algumas destas instancias também foram encontradas por R. Bruce Mat-
tingly ¢ Nathan P. Ritchey [MR93]. Estas instancias estdo descritas abaixo: pri-
meiro as que também foram encontradas por Mattingly e Rirchey e em seguida
apresentaremos uma instdncia nova nio observada por Mattingly e Ritchey.

2.5.6 Casos especiais observados por Mattingly e Ritchey

Problema

e

Figura 2.15: Problema na analise de uma ponte.

De acordo com a formulag3o original do algeritmo, uma ponte pode resultar ou
na cria¢do de uma florescéncia ou na identificagio de um caminho aumentante.
Entretanto, existem instancias em que nio ocorrem nenhum dos dois casos.
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Na figura 2.15, observamos a criagdo de duas florescéncias: Fy = {b,¢} e
Fy = {d,e}. O vértice & é a base das duas florescéncias e elas foram criadas no
primeiro nivel da busca em largura. No segundo nivel de expansao a ponte (¢, d)
é identificada. Se ela for tratada de acordo com a descrigio original do algoritmo,
isto ocasionard a formacdo de uma nova florescéncia contendo os vértices c e d,
os quais jd pertencem a florescéncias. Entretanto, uma das restrigdes impostas
pelo algoritmo é que um vértice pertenga somente a uma florescéncia. Portanto, 2
florescéncia Fy = {¢,d} ndo poder4 ser criada e a ponte (¢, d) nio devers produzir
efeito algum.

Solugao proposta por Mattingly e Ritchey

Quando uma pounte (s,t) for tratada, duas buscas em profundidade sdo dispara-
das, uma a partir de s e outra a partir de ¢. Se o vértice de partida s pertencer
a uma florescéncia ent@o a busca saltara para base™{s). O mesmo acontece com
o vértice t. Se as duas buscas saltarem para o mes_mo vértice entio o algoritmo
retorna sem executar trabalho algum.

Na figura 2.15, ao analisar a ponte (¢, d) uma busca saltard para base*(¢), pois
o vértice ¢ pertence a uma florescéncia, e a outra busca saltard para base*(d).
Como base™(c) = base™(d) = e, as buscas em profundidade comegam sobre o
mesmo vértice. Entretanto, uma das condigbes para o crescimento destas buscas
é que veértices distintos sejam visitados durante todo o processo. Como esta
condigdo nio é satisfeita neste primeiro passo as buscas refornam imediatamente
sem identificar nenhuma florescéncia.

Problema

Figura 2.16: Problema na busca em profundidade.
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Na figura 2.16 observamos um caso onde as duas buscas em profundidade da
sub-rotina procura.caminho podem interferir uma na outra. A busca em largura
parte do vértice a. No terceiro nivel de expansio a ponte (f, g) gera a florescéncia
contendo os vértices {f,g} com base no vértice d. No quinto nivel sdo forma-
das as seguintes florescéncias: {r,s} com base m, {t,u,m,n,k,i} com base d e
{v,z,0,p,5,k,d,e,b,c} com base a. No sexto nivel a ponte (g,r) é identificada.
A husca direita parte do vértice r, vai para o vértice m. Como o vértice m
também pertence a uma florescéncia ela salta para o vértice d e depois para o
a. A busca esquerda parte do vértice ¢, vai para o [ e depois para o f. Como o
vértice f pertence a uma florescéncia a busca salta para o vértice d e depois para
0 a. Durante as buscas, os vértices mantém um ponteiro para os vértices-pai. A
busca direita marcou pai(d) = m. Entretanto, a busca esquerda escreveu sobre
este valor marcando pai(d) = f. Quando a busca direita retornar ela seguird o
caminho deixado pela busca esquerda, ocasionando um erro.

Solugao

A solu¢io por nés adotada foi proporcionar marcagoes distintas para as duas
buscas. Os vértices mantém as informagdes de vértices pai direito e esquerdo.
Na figura 2.16 o vértice d tem as seguintes marca¢des: paidireiio(d) = m e
pai_esquerdo(d) = f.

Esta solugdo de nada interfere no funcionamento do algoritmo, pois durante
0 crescimento das buscas em profundidade, todas as condi¢des impostas pelo
algoritmo n4o sio modificadas e o retorno de uma busca sempre seguird as suas
proprias marcagdes de vértice-pai sem softer interferéncia alguma.

Problema

A fun¢ao identifica_aresta, ao receber dois vértices como parametros, alto e baixo,
executa um busca em profundidade a partir do alto em busca do baixo. Um
vértice somente serd visitado pela busca se possui a mesma marcagao de direita
ou esquerda do vértice alto. Entretanto, existem instancias, como na figura 2.17,
€m que esta restri¢do ocasiona um erro.

Na figura 2.17 a ponte (w, ) é encontrada no sétimo nivel. A busca direita
parte do z e a esquerda do w. Elas se encontram no vértice I. A busca direita
nao encontra um outro caminho que leve a um vértice mais profundo do que [
Entretanto, a busca esquerda comsegue. As buscas se encontram no vértice f
formando a seguinte florescéncia {¢,1, p,t,z} U {h, k,n,0,r,8,w}. Os vértices do
primeiro conjunto estdo marcados como pertencentes a busca direita e 0 segundo
como pertencentes i busca esquerda. Quando a ponte {y,z) for analisada as
duas buscas em profundidade encontrario dois vértices livres distintos. A busca
esquerda parte do vértice y e encontra o @. A busca direita parte do z, vai
para o v e depois para o s. Como o vértice s pertence a uma florescéncia ela
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Figura 2.17: Problema na identificacio das arestas de um caminho alternado.

salta para o vértice f, continuando para o vértice d e encontrando o vértice
livre b. Na segunda etapa, a sub-rotina abre florescéncia é chamada para achar
o caminho entre os vértices s e f, pois o vértice s pertence a uma florescéncia.
0 dnico caminho possivel é o (s,0,1,1, f). Na formulagio original do algoritmo,
este caminho ndo seria encontrado pois os vértices s e o estio marcados como
pertencentes a busca esquerda e os vértices [ e 7 como pertencentes i busca direita,
ocastonando um erro.

Solugéo

A implementagio permite que a busca possa visitar vértices com marcas di-
ferentes do vértice alto quando for necessirio somente uma chamada da fungio
identifica_arestas, ou seja, quando o caminho néo passa pelos picos da florescéncia.

Se uma florescéneia é formada entdo 2 busca que a gerou obrigatoriamente
passou pela base e encontrou uma ponte responsivel pela sua formagdo. Deste
modo, por construgio, podemos afirmar que as marcagdes de predecessores par-
tem dos picos e vio até a base da florescéncia. Se um caminho passa através
de uma florescéncia sem passar pelos seus picos, ou seja, val diretamente até a
base, entao ele estd representado pelas marcagbes de predecessores. Portanto,
se for necessiario somente uma chamada da fun¢ao identifica_arestas nio serd ne-
cessdrio verificar as marcagdes de direita ou esquerda, basta seguir as marcagdes
de predecessores.

2.5.7 Novo caso especial
Problema

Na formulagzo original do algoritmo, a busca esquerda tem prioridade sobre a
da direita. Quando as duas buscas se encontram num vértice a busca da direita
é a que retrocede antes, Caso o retrocesso falhe, o vértice comnum mais pro-
fundo (VC M P) é definido e a busca esquerda é forcada a retroceder. Para estas
agOes acontecerem na ordem correta, o vértice comum as buscas deve ser visi-
tado primeiro pela busca esquerda, impedindo o avango da direita. Entretanto,



2.5. Algoritmo de Micali € Vazirani : 34

existem casos em que a busca da direita alcanga este vértice antes da esquerda,
ocasionando um erro.

Figura 2.18: Problema na defini¢do do VCMP.

Na figura 2.18, a ponte (h,7) é descoberta no quarto nivel. A florescéncia
criada contém os vértices {h,4,e, f} com a base ¢. No quinto nivel a ponte (j, k)
é descoberta e a busca direita parte do vértice k e a esquerda do vértice j. A
busca esquerda tem prioridade, portanto passa para o vértice g. A direita passa
para o h. Como o vértice h pertence a uma florescéncia, a busca salta para o
vértice ¢. A busca esquerda passa para o d e encontra o vértice ¢ j& visitado
pela busca direita. Neste momento ela é obrigada a retroceder até o vértice j.
De acordo com o algoritmo, a falha no retrocesso da busca esquerda ocasionaria
a formacao de uma florescéncia com a base no vértice VCMP. Eatretanto, o
VCMP ainda ndo foi definido pela busca direita, pois ele somente é definido
quando a direita falha no retrocesso. Como ela nio retrocedeu, isto ocasiona um
erro.

Solucdo

Para resolver este problema, a implementacio possibilita que a busca esquerda
se comporte como a direita e vice versa. Na figura 2.18, o retrocesso da busca
esquerda ndo ocasionaria a formacio de uma florescéncia, pois a busca direita
ainda ndo tentou encontrar um outro caminho. O que acontece é uma troca dos
papéis: a busca esquerda marca o VCM P com sendo o vértice ¢ e for¢a a direita
a encontrar um outro caminho. Como ela nio encontra, a busca direita forma a
florescéncia.

2.5.8 Corretude e complexidade computacional

A demonstragdo de corretude do algoritmo de Micali e Vazirani é complexa e
aparece num artigo de Vazirani [Vaz94] publicado 14 anos apds o artigo que
apresentou o algoritmo [MV80]. Nesta se¢fio nos limitamos a dar uma visdo geral
do tempo de execugio.

Numa fase o algoritmo de Micali e Vazirani encontra o conjunto miximo de
caminhos aumentantes disjuntos de menor comprimento. Para encontrar o em-
parelhamento méximo sao necessirias O(y/%) fases [HK73]. E necessério mostrar
que uma fase possui complexidade de O(m).
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Durante uma fase, a sub-rotina busca_pontes visita um vértice no mdximo
duas vezes, uma nurm nfvel de busca par, outra num nivel impar. Além do mais,
ela visita uma aresta no maximo duas vezes, uma em cada dire¢io. Portanto, a
complexidade da sub-rotina busca.pontes é O(m + n) = O(m).

A sub-rotina procura_caminho visita uma aresta no méiximo uma vez durante
uma fase. Uma vez que um vértice é marcado como visitado pela busca direita ou
esquerda, a sub-rotina n2o mals visita as suas arestas predecessoras novamente,
mesmo gue a sub-rotina seja chamada uma segunda vez. Para o cdlculo de base*
pode-se utilizar o algoritmo de unido incremental de conjuntos de Gabow e Tarjan
[GT85). Isto resulta numa complexidade da sub-rotina de O(m + n).

A sub-rotina identifica_arestas marca cada aresta como visitada no miximo
uma vez. () mesmo ocorre com a marcagao dos vértices como visitados. O tempo
computacional da sub-rotina identifica_arestas &é O(m + n) = O{m).

Durante uma fase, o contador de predecessores ndo apagados que cada vértice
possui é decrementado uma vez para cada aresta que une o vértice ao seu prede-
cessor, portanto a complexidade é O(m). A complexidade computacional de uma
fase resulta em O(m) e portanto o algoritmo possui complexidade O(y/n m).

2.6 Algoritmo de Blum

Blum [Blu94] prop6s um novo algoritmo para o problema do emparelhamento
méximo em grafos genéricos. Este algoritmo evita a considera¢io explicita de
caminhos aumentantes, flores e florescéncias. De acordo com o autor, a estrutura
utilizada possibilita uma apresentagdo simplificada do algoritmo de Micali e Va-
zirani, Faremos uma descrigdo bastante breve do algoritmo apenas enunciando
algumas das idéias principais.

Fssencialmente, o problema de se encontrar caminhos aumentantes foi redu-
zido ao problema de alcangabilidade em grafos bipartidos orientados. Fol mos-
trado com resolver este problema utilizando uma busca em profundidade mo-
dificada. O algoritmo resultante nao é essencialmente diferente dos algoritmos
anteriores, pois, apesar de se estar observando o problema através de uma nova
Stica, as operagdes executadas pelo algoritmo se assemelham muito s dos algo-
ritmos anteriores, principalmente do algoritme de Micali e Vazirani,

A redugio apresentada no algoritmo de Blum é muito semelhante a redugio
feita para transformar o problema do emparelhamento méximo em grafos biparti-
dos num problema de alcancabilidade. Portanto, apresentaremos primeiramente
a redugdo feita quando desejamos encontrar o emparelhamento maximo em grafos
bipartidos, em seguida apresentaremos a redugdo feita quando se deseja obter o
emparelhamento méximo em grafos genéricos.
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2.6.1 Redugdo em grafos bipartidos

A partir de um grafo bipartido G = (A, B, F) obtém-se um emparelhamento
inicial M C E verificando para cada vértice livre v do grafo, se existe algum
outro vértice livre u que esteja adjacente a v. Se existir entdo a aresta {v,u) é
emparelhada.

Utilizando o grafo G = (4, B, E) com o emparethamento inicial M constrdi-se
um grafo direcionado G’ = (A', B, E) seguindo passos descritos abaixo:

1. As arestas do emparethamento M sio direcionadas do conjunto de vértices
A para o B, e as arestas nio emparelhadas E — M sao direcionadas de B
para A.

2. S30 adicionados dois novos vértices ao grafo, s e .

3. Para cada vértice livre v do conjunto A é adicionada a aresta direcionada
{(v,t) a E', e para cada vértice livre w do conjunto B é adicionada a aresta
direcionada (s,v) a E’.

a b Q d
A
B

e f g h
a)

Figura 2.19: a) Grafo bipartido b) Reducdo para o problema de alcangabilidade.

Com esta nova configuragio, pode-se provar que existe um caminho aumen-
tante no grafo G se somente se existe um caminho simples entre os vértices s e
t no grafo G'. No grafo bipartido da figura 2.19a obtemos um emparelhamento
inicial contendo trés arestas. Aplicando-se as t7és regras descritas acima obtemos
o grafo direcionado bipartido da figura 2.19b. o qual apresenta um caminho sim-
ples entre s e &: (s,€,b, f,¢,h,d,t). Isto necessariamente implica na existéncia de
um caminho aumentante na figura 2.19a: (¢,b, f,c, h,d).

Para se encontrar o emparelhamento méximo podemos utilizar um algoritmo
descrito por Hoperoft e Karp [HK73]. Primeiramente, é feita uma redugéo do pro-
blema de encontrar caminhos aumentantes para o problema de alcancabilidade.
Neste ponto, é construida uma busca em largura a partir do vértice s até que o
vértice ¢ seja alcangado. Deste modo, obtém-se um grafo direcionado em camadas,
o qual corresponde exatamente aos caminhos aumentantes de menor comprimento
no grafo G. Usando uma busca em profundidade a partir do vértice s encontra-
se o conjunto maximo dos caminhos aumentantes disjuntos. Cada vez que um



2.6. Algoritmo de Blum a7

caminho aumentante é encontrado, ele é apagado junto com todas as arestas in-
cidentes sobre ele. A busca em profundidade continua logo em seguida. Tanto a
busca em largura quanto a busca em profundidade podem ser implementadas em
O(m + n). Para se encontrar o emparelhamento maximo sio necessirias 0(y/n)
fases. Portanto a complexidade resultante para o caso bipartido é O(\/n m).

2.6.2 Reducgédo em grafos genéricos

Para o caso de grafos genéricos G = (V, E), a situagfo é mais complexa. Para
obtermos G’ = (V’, E') é necessirio substituir cada vértice v € V' por dois novos
vértices: {v, 4] e {v, B]. As arestas do grafo G' sdo definidas da seguinte forma:

1. Se uma aresta (v,w) do grafo original G estava emparelhada entio sio adi-
cionadas duas arestas orientadas a E’, ambas de A para B: ([v, 4], (w, B])

e ({w, 4], [v, B]).

2. Se uma aresta (i, ) do grafo original G nio estava emparelhada entdo sio
adicionadas duas arestas orientadas a E’, ambas de B para A: ({, B],[5, A])

e (7, B, {3, A]).

3. Paracada vérticeivre u € V, adicionamos duas novas arestas a E': {3, [u, B])
e ([u, A], 1), onde s e t sdo dois novos vértices inseridos em V’,

a) b}
Figura 2.20: a} Grafo G b) Grafo G’ gerado a partir do grafo G.

Ao aplicarmos as definigdes acima sobre o grafo G da figura 2.20a obtemos
o grafo G’ da figura 2.20b. O caminho aumentante (g,5,¢,d) em G pode ser
observado pelo caminho (s,[a, B, [b, 4],[¢, B, [d, A},t) em G

A redugdo aplicada sobre grafos genéricos requer uma tratamento especial,
pois a existéncia de um caminho simples P entre os vértices s e ¢ do grafo G’
nao necessariamente implica na existéncia de um caminho avmentante em G.
Na figura 2.20b, o caminho (s, {a, B), [¢, 4, [, B], [, A],1)} ndo corresponde a um
caminho aumentante em G pois os vértices {a, A} e [a, B] sdo na realidade o
mesmo vértice, Portanto, é necessdrio definir algumas restri¢des que devem ser
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obedecidas pelo caminho P para que ele possa implicar na existéncia de um
caminho aumentante no grafo . Esta restri¢des sdo:

» P deve ser um caminho simples.
o V[v,Ale V':[v,Al€c P=[v,B] ¢ P.

Se um caminho P obedecer a estas restri¢des entdo o chamaremos de caminho
fortemente simples, Com esta defini¢do, Blum provou o seguinte tecrema:

Teorema 3 Seja G = (V, E) um grafo ndo orientado genérico, M C E um
emparelhamento inicial e G’ = (V', E') um grafo construido da forma descrita
acima. Eziste um caminho aumentanie em G se e somente se existe um caminho
fortemente simples em G,

A estratégia utilizada no algoritmo de Blum para encontrar o emparelhamento
méximo em grafos genéricos segue a mesma linha do algoritmo descrito por Hop-
croft e Karp para o caso bipartido. As dnicas diferencas sio que tanto as buscas
em largura quanto as em profundidade devem encontrar somente caminhos for-
temente simples. Primeiramente é disparada uma busca em largura partindo do
vértice s até que o vértice ¢ seja encontrado. A Arvore de busca criada durante
a construcdo da busca em largura corresponde ao conjunto mdéxima de caminhos
fortemente simples de menor comprimento. Em seguida uma busca em profundi-
dade é usada para encontrar o conjunto méximo dos caminho fortemente simples
disjuntos de menor comprimento. Cada vez que um caminho fortemente simples
¢ encontrado, o caminho com todas as arestas incidentes sobre ele sio apagadas.
Se com isto algum vértice ficar sem arestasincidentes sobre ele ou sem arestas que
partem dele, entdo ele também é apagado. A busca em profundidade continua
logo em seguida. Tanto as buscas em largura quanto as em profundidade podem
ser implementadas em O(m + n). Para se encontrar o emparelhamento mdximo
sdo necessdrias O(\/n) fases. Isto resulta numa complexidade final de O(\/n m).



Capitulo 3

Emparelhamento em Paralelo

Nesta segio descreveremos brevemente um algoritmo paralelo para o problema
do emparelhamento devido & Mulmuley, Vazirani e Vazirani [MVV87]. Esse algo-
ritmo foi projetado para o modelo de computagio PRAM, e nosso objetivo neste
capitulo é mostrar que o algoritmo nao € pritico.

O modelo PRAM [J2j92] pode ser sumariamente descrito da seguinte forma.
Existe um nimero P de processadores que é fungzo do tamanho do problema e
que se comunicam através de meméria compartithada. Cada processador é uma
RAM, e num passo do algoritmo cada processador pode acessar qualquer posigio
de memdria [jajal.

O algoritmo randomizado MVV se baseia numa generalizagdo de uma caracte-
rizagdo algébrica de grafos. Nesta caracterizagio, o determinante de uma matriz,
associada a um grafo G é diretamente relacionado com a existéncia ou nio de
um emparetharnento perfeito em . Um emparelhamento somente é perfeito se
ele emparelha todos os vértices do grafo.

A jdéia de se identificar a existéncia de um emparelhamento perfeito através
do determinante de uma matriz pode ser expandida para também fornecer as
arestas que o compdem. Por sua vez, isto pode ser novamente expandido para
fornecer as arestas pertencentes a um emparelhamento méximo.

A relagio existente entre o determinante de matriz e emparelhamento em
grafos foi descoberta por Tutte (conforme citado por MVV). Basicamente, o
problema de se identificar a presenca de um emparethamento perfeito num grafo
G foi reduzido ao problema de achar o determinante de uma matriz 7.

Passaremos em seguida a descrever como é construida a matriz T . As provas
dos lemas apresentados nesta se¢do ndo sao essenciais para o entendimento do
algoritmo e podem ser encoatradas na literatura (MVV87], (Jaj92], [Lei90}.

Dado um grafo G = (V, E), definimos os elementos da matriz de Tutte T da
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seguinte forma:
zi;sei<je(i,j)e b
tij=98 —zi;sei>je(i,jle E
Osei=jou(i,j}¢ F

3 4

Figura 3.1: Grafo que admite um emparelhamento perfeito.

Um exemplo da construgdo da matriz de Tutte pode ser observado na matriz
abaixo, a qual corresponde ao grafo da figura 3.1.

0 0 I1a  Z14

g 0 Toz  Tog
—z13 —% 0 134
—%14 —Zzq4 —a34 O

O determinante da matriz de Tutte T estd diretamente relacionado com a
existéncia de um emparethamento perfeito no grafo do qual ela foi gerada. Para
observar este fato, definimos S, como sendo o conjunto de todas as permutagdes
7 de n elementos. Deste modo, o determinante da matriz de Tutte T pode ser
expresso da seguinte forma:

dei(T) = Z Snl(r)tlw(l)tﬁnﬂ)"'tnﬂ'(n)
TESy

O sinal snl(7) de uma permutagio # & positivo se a permutagdo for composta
por um nimero par de transposigdes e negativo caso contririo. Uma {ransposicdo
¢ uma froca de posi¢do entre dois elementos formando um ciclo de comprimento
2, ou seja, o elemento ¢ é iransposto para 2 posigdo 7(i), e 0 elemento nesta
posigao é deslocado para a posigio #{7(i)) = 1.

Representamos {1.(1)ban(2)-tns(n) como sendo val(r). Se val(r) # 0 entdo
i) # 0 para 1 € ¢ < n, representando que nesta permuta¢do {4, #(i}) € E, para
1 £ i < n. Neste caso as arestas (i,7({)) definem um subgrafo chamado de irilha
da permutagio 7.

Uma permutagio pode ser expressa como um produto de ciclos disjuntos. Um
ciclo de comprimento 2 consiste em uma aresta transpassada duas vezes.

O determinante da matriz de Tutte T gerada a partir da figura 3.1 é dado
por:

det(T) = :rfax;{l + zf4z§3 — 2213T94T14%23
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O primeiro termo corresponde & permutagdo (1) =3, 7(3) =1, 7(2) =4 e
7(4) = 2. A trilha correspondente a este termos representa um possiveis empa-
relhamento perfeito: {(1,3),(2,4)}. O iltimo termo corresponde & permutagio
7(1) = 3, 7(3) = 2, #(2) = 4, x(4) = 1. A trilha desta permutagdo é o sub-
grafo {(1,3),(3,2),(2,4),(4,1)}, que corresponde a um ciclo de comprimento 4.
Escolhendo qualquer subconjunto das arestas que compdem a trilha e que pos-
suem vértices disjuntos, formamos um emparelhamento perfeito, por exemplo:
{3,2), (&, 1)},

De acordo com estas definigdes Tutte provou o seguinte teorema:

Teorema 4 Seja G = (V, E) um grafo e T a matriz de Tutte correspondente.
Entdo, det(T) # 0 se e somente se G admite um emparelhamento perfeito.

Este teorema somente afirma que é possivel indicar a existéncia de um em-
parelhamento perfeito através do determinante da matriz de Tutte. Mas ele nio
fornece meios para se indicar as arestas que compoem um emparelhamento per-
feito, Para que isto seja possivel, é necessirio expandir as idéias apresentadas até
o moemento.

O problema principal existente na identificagdo das arestas pertencentes a um
emparelhamento perfeito é que um grafo & pode admitir vérios emparelhamento
perfeitos distintos. Isto prejudica o trabalho concorrente na convergéncia para
um determinado emparelhamento. Este problema pode ser contornado atribuindo
valores inteiros aleatdrios as arestas do grafo. Este valores sio escolhidos aleato-
riamente e uniformemente entre [1...2m]. Com isto pode-se garantir a unicidade
de um emparelhamento perfeito de peso minimo com uma probabilidade de no

minimo }. Esta afirmagfo esté baseada no seguinte lema, denominado lema do

isolamento (MVVET]:

Lema 2 Seja (S, F') um sisterna de conjunios, ou seja, S € um conjunto finito
de elementos: § = {€y,€2,...,en} € F € uma colegdo de subconjuntos de §: F =
{51,82,..5:}, onde §; € S para 1 < 7 £ t. Cada elemento de S recebe um
inteiro aleatdério w; escolhido uniformemente entre {1...2n, onde n € o nimere
de elementos em S. Cada subconjunto S; € represeniado pela soma dos valores
dos seus elementos. Deste modo a probabilidade de haver um subconjunto tnico
de peso minimo em F' € no minimo 3.

Para aplicar o lema 2 consideramos G como um sistema de conjuntos. Os
elementos do sistema sio as arestas de G e 0s conjuntos sdo os emparelhamentos
perfeitos.

Para identificar as arestas que compdem o emparelhamento perfeito de peso
minimo, primeiramente deve-se calcular seu respectivo peso. Para isto subs-
titufmos as varidveis z;; da matriz T de Tutte por 2“7, aonde w;; é um inteiro
aleatério do lema 2 atribuido & aresta (4, j) € E. Denotamos a matriz resultante
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por T’. Para calcular o peso minimo de um emparelhamento perfeito usamos o
seguinte lema:

Lema 3 Seja G = (V, E) um grafo com um inico emparelhamento perfeito de
peso minimo, digamos peso W, e T' a matriz de pesos defintda acima. Enido
det(T") # 0 ¢ a maior poténcia de 2 que divide det(T') & 22V,

Sabendo-se o peso W de um emparelhamento perfeito, é possivel computar
as arestas que pertencem ao emparethamento perfeito de peso minimo.

Lema 4 Seja G = (V, E) um grafo com um unico emparelhamento perfeito M
de peso minimo, digamos W. Entdo a aresta (i.7) pertence a M se ¢ somente se
21 det(T‘-’j)/?W € um inteiro mpar, aonde T); € a submatriz de T obiida apos
a remogdo da linha i e da coluna j.

Com isto, podemos descrever os principais passos do algoritmo paralelo ran-
domizado para se obter um emparelhamento perfeito. A entrada do algoritmo é
um grafo G = (V, F}, tal que G admite um emparelhamento perfeito. A safda
do algoeritmo é um conjunto M de arestas tal que M & um emparelhamento com

probabilidade de no minimo 1.

1. Atribuir pesos aleatdrios wi; s arestas (i, j) do grafo, tal que cada peso &
escolhido uniformemente e independentemente entre [1...2m}, onde m = | E|.

2. Seja 7' uma matriz derivada da matriz de Tutte do grafo G substituindo-se
cada varidvel z;; por 2¥5,

3. Computar det(7”} e deduzir o valor W do peso do emparelhamento perfeito
de peso minimo usando ¢ lema 3.

4. Computar a matriz adjunta adj(T"), onde adj{T") = det(T"} x T'~*. E uma
propriedade das matrizes adjuntas que o elemento ji de adj{4) é det(A;;)
onde A;; é o que resta da matriz A quando se remove a linha 7 e a coluna
j-

5. Paracada aresta (i, j) faga em paralelo: se o resultado de 2% det(T };)/22W,
onde det(T" ;) é dado pelo elemento ji da matriz adj(T"}, for um nimero
{mpar entdo inclua a aresta (7, j) no emparelhamento M.

O algoritmo acima apenas encontra o emparelhamento perfeito. E possivel
estender esse resultado para que o algoritmo encontre o emparelhamento maximo,
caso G ndo tenha um emparelhamento perfeito. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [Jaj92).
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3.1 Anadlise quanto a possibilidade de implementacao

A complexidade do algoritmo MVYV é determinada pelos passos 3 e 4, que exigem

o cilculo de um determinante e de uma inversa de matriz. Conforme [Jaj92],

isto pode ser feito em tempo O(log?n) com O(nM(n)) operagdes. M{n) é o

nimero de operagdes necessarias para multiplicar 2 matrizes n X n. Sabemos que

M(n) = Q(n?), portanto o algoritmo acima exige pelo menos 2(n®) operagdes.
Considerando ainda os seguintes fatores:

¢ algoritmos paralelos para inversdo de matrizes sio “lentos, ineficientes em
termos de pumero de processadores, horrivelmente complicados e numeri-
camente instéveis” [Lei%0]. Portanto, as constantes sio altas.

e o nimero de operagdes do algoritmo de Micali e Vazirani é O(n®) para
grafos esparsos.

¢ manipulagio de valores altos como 2%,

Podemos concluir que MVV ndo é um algoritmo pratico e que portanto para se
desenvolver uma implementacio paralela eficiente na pratica, ela deveria se basear
em algum algoritmo seqilencial existente para o problema do emparelhamento
méximo em grafos genéricos.



Capitulo 4
Implementacoes Paralelas

Devido ao alto custo computacicnal de uma implementacgio do algoritmo paralelo
randomizado MVV, optamos por desenvolver uma implementagio paralela base-
ada em algum dos algoritmos seqilenciais existentes para o problema do empare-
lhamento maximo. O trabalho ocorreu em duas fases: primeiro, uma tentativa
sem sucesso de paraleliza¢do do algoritmo de Micali e Vazirani; segundo, uma
implementagédo com sucesso baseada em algnmas caracteristicas dos algoritmos
de Edmonds, Gabow e de Micali e Vazirani.

A maquina destinada as- implementac¢bes paralelas possuil a sua memdria
compartilhada entre os seus processadores. Deste modo, o projeto das imple-
mentagoes foi, desde o seu infcio, dirigido para este tipo de arquitetura. Em
especial, na implementa¢do paralela baseada no algoritmo de Micali e Vazirani,
os processadores compartilham todas as informagdes necessdrias para o seu fun-
cionamento.

A implementagio paralela baseada no algoritmo de Micali e Vazirani fol pre-
cedida de uma implementacdo seqiiencial, a qual através de um processo evolutivo
foi sendo paralelizada aos poucos.

Primeiramente descreveremos a implementagio seqfiencial do algeritmo de
Micali e Vazirani. Em seguida. descreveremos o processo de paralelizagio desta
implementagdo e as dificuldades encontradas. Na se¢do 4.3 descrevemos a segunda
implementa¢do, com a qual foram obtidos os resultados do capitulo 5.

4.1 Implementacgao seqilencial de algoritmo de Mi-
cali e Vazirani

Para a obten¢io de uwma implementacio paralela baseada no algoritmo de Micali
e Vazirani adotamos um processo evolutivo. Qu seja, primeiro se desenvolveu
uma implementagdo seqiencial e aos poucos foram introduzidos pontos de para-
lelizagdo. As fungdes caracteristicas do algoritmo seqliencial foram modificadas
no sentido de facilitar ao mdximo esta transicdo.

44
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O grafo é armazenado numa lista de adjacéncia simples. Os conjuntos de
predecessores, sucessores e anomalias foram implementados através de listas uti-
lizando os elementos da prépria lista de arestas de cada vértice. Cada florescéncia
descoberta é armazenada numa lista de florescéncias. Nela s2o armazenados os
picos da florescéncia e a sua base. Cada vértice possui a identificagio da flo-
rescéncia a qual ele pertence.

As operacdes realizadas pelo algoritmo foram transformadas em tarefas. Uma
tarefa é uma representagdo de uma agao que o algoritmo deve realizar e que é
armazenada numa estrutura de dados como uma lista. Cada tarefa pode ser de
trés tipos: expandir uma busca em largura a partir de um vértice; analisar uma
ponte ou tratar um caminho aumentante a partir de uma determinada ponte.
No inicio de cada fase as unicas tarefas existentes sdo expanstes de buscas em
largura a partir de vértices livres. Estas tarefas geram novas tarefas. Por exemplo,
se ao tratar uma tarefa de expansio de busca em largura for identificada uma
ponte, entdo serd criada uma nova tarefa para analisar esta ponte. A introdugio
de tarefas visa facilitar a introdugio de pontos de paralelizagdo, pois algumas
tarefas podem ser executaras em paralelo.

As tarefas sio armazenadas em niveis. Cada nivel é uma lista de tarefas.
Estes niveis representam os niveis de expansdo das buscas em largura. Como
as buscas s2o sincronizadas por nivel, as tarefas de cada nivel representam as
agbes que deverdo ser feitas para que as buscas passem para o préximo nivel.
Uma tarefa pode gerar novas tarefas tanto para o seu préprio nivel quanto para
w outro nivel, Por exemplo, ao se tratar uma tarefa de expansao de busca em
largura podemos gerar uma tarefa para analisar uma ponte para o mesmo nivel
ou uma, tarefa de expansio da busca para o proximo nivel.

4.2 TImplementagao paralela do algoritmo de Micali
e Vazirani

Para melhor controlar a paralelizagio das tarefas, os processadores foram nume-
rados, [1,2,...n], de modo que as tarefas seqiienciais fossem executadas somente
pelo processador de nimero 1, enquanto que as demais fossem liberadas para
todos o processadores. As primeiras tarefas a serem paralelizadas foram as res-
ponsdveis pela expansio das buscas em largura feita pela sub-rotina busea_pontes.

Antes da paralelizagio das busca em largura, estudamos a possibilidade da
flexibilizagao deste processo. Isto significa verificar a possibilidade de realizar
buscas nio necessariamente em largura e ndo necessariamente sincronizadas. Se
uma busca puder ser feita sem que seja necessirio crescer em largura, isto resul-
taria numa maijor liberdade entre os processadores, pois para prosseguir para o
préximo nivel nfo seria necessirio que o nivel anterior estivesse terminado. Se
isto ndo for possivel, entao uma maior liberdade entre os processadores também
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poderia ser alcangada se as buscas crescessem em largura, mas sem que fosse
necessdrio sincronizd-las entre si, pois cada processador poderia ser responsdvel
pelo crescimento de uma determinada busca e no necessitaria estar ciente sobre
o nivel das outras. O resultado desta maior iberdade na procura de pontes, tanto
na quebra da ordem imposta pela busca em largura quanto pela quebra da sincro-
nizagio entre elas, acarreta uma perda da noc¢io de nivel de busca, pois as buscas
ndo estariam crescendo no mesmo nivel. Entretanto, constatou-se que esta no¢do

¢ realmente necessaria, principalmente para o tratamento de anomalias, como
veremos a seguir.

Figura 4.1: Necessidade da nogéo de nivel de busca.

Para mostrar a necessidade da nogéo de nfvel de busca utilizaremos o exemplo
da figura 4.1, Neste exemplo, se as duas buscas a partir dos dois dnices vértices
livres, a e h, crescessem independentemente, a florescéncia Fy = {d,e, f,g} com
base no vértice ¢, poderia ser formada antes da florescéncia F» = {k,I,m,n} com
base no vértice j. Quando a ponte (g, %) for analisada, duas buscas em profun-
didade seriam disparadas, uma em cada extremo da ponte. Entretanto, a busca
que parte do vértice k, para encontrar o vértice h de forma correta, necessita da
florescéncia Fy, pois ela saltaria para a sua base(Fy) = j e seguiria até o vértice
h. Posteriormente, ela constataria que o caminho deveria contornar a florescéncia
F, como deveria ser o procedimento normal do algoritmo. Mas como vértice &
ainda ndo pertence a uma florescéncia, a busca seguiria as marcacdes de predeces-
sores, encontrando erroneamente ¢ “caminho aumentante”: {a,b,c,e,9,k, 5,1, h).
A perda da nogao de nivel de busca, faz com que seja necessdrio tratar um ndmero
grande de excegBes para evitar a identificacio de caminhos errados. Diante disto,
optou-se por liberar o paralelismo somente dentro de um nivel de busca,

No caso das buscas em largura, o paralelismo estaria restrito somente ao nivel
corrente da busca. Deste modo, as tarefas foram dividida em niveis. Estes niveis
correspondem aos niveis de expansac das buscas em largura. O primeiro nivel
contém somente as tarefas responsédveis pela expanséo do primeiro nivel da busca
em largura. Os processadores tém livie acesso s tarefas do nivel corrente da
busca. O acesso ao préximo nivel somente & liberado quando as tarefas do nivel
anterior foram todas executadas.
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Uma tarefa pode ser de trés tipos: expandir uma busca em largura a partir de
um determinado vértice; analisar uma ponte ou tratar um caminho aumentante a
partir de uma ponte. Cada processador adquire um pequeno conjunto de tarefas
do nivel corrente de busca para serem executadas em paralelo. Entretanto, o
inico tipo de tarefa que é permitido ser executada em paralelo é a responsivel
pela expansio da busca em largura. As outras somente sdo executadas pelo
processador de nimerc 1. As tarefas de busca em largura sao executadas de duas
formas distintas dependendo se o nivel da busca em largura for par ou impar.

n+l __..b _____________ n+l

Figura 4.2: a) Nivel par b) Nivel {impar.

Se o nivel corrente da busca em largura for par entfio a expansio ocorrerd
por arestas nao emparelhadas. Estas arestas podem ser de trés tipos: arestas que
ligam um vértice do nivel atual a um vértice do préximo nivel ou do mesmo nivel
ou, ainda, a um nive] inferior. Na figura 4.2a podemos observar os trés tipos de
expansdes. No caso de se expandir a busca pelo vértice a entio o nivel fmpar
do vértice b recebe n + 1 e € criada uma tarefa no nivel n + 1 para expandir a
busca a partir do vértice b. Caso haja a concorréncia de mais de um processador
atuando sobre o vértice b, isto ndo acarretard problemas, pois o seu nivel impar
terd obrigatoriamente o mesmo valor e a criagio da tarefa para o préximo nivel
é feita localmente, e depois inserida no nivel n + 1 de tarefas através de uma
area de exclusio mitua. Se a expansdo for feita a partir do vértice ¢, entdo serd
observado que o vértice d pertence ao mesmo nivel de ¢, deste modo, somente
é criada uma tarefa de anilise de ponte. Se a expansao for feita a partir do
vértice e, entfo serd observado que o vértice f pertence a um nivel inferior. A
inica possibilidade disto acontecer € o vértice e ser uma anomalia do vértice f.
Portanto, a dnica a¢do a ser feita é a cria¢do de uma tarefa de analise da ponte
(e, f).

Se o nivel da busca em largura for impar entdo a expansio ocorrerd através
de arestas emparelhadas. Elas tarefas podem ser de dois tipos: arestas que ligam
um vértice do nivel corrente ao préximo nivel ou aoc mesmo nivel. Na figura 4.2b
observam-se os dois tipos desta tarefa. Se a expansao for feita a partir do vértice
a entao o nivel_par do vértice b recebe n+ 1 e é criada uma tarefa para expandir
a busca a partir do vértice b. Se a busca for expandida a partir do vértice ¢ entZo
a Unica agdo a ser feita € a criagio de uma tarefa de andlise da ponte (¢, d).

As buscas prosseguem sincronizadas por nivel até o final da fase. Quando isto
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acontece, o grafo € inicializado em paralelo. Os vértices do grafo sao distribuidos
uniformemente entre os processadores e as suas informacdes sdo inicializadas em
paralelo preparando o grafo para a préxima fase.

A préxima etapa do processo de paralelizagdo é a realizagdo das buscas em
profundidade, executadas pela sub-rotina procura_caminho. O estudo foi direci-
onado para fazer com que cada processador fosse encarregado por uma deter-
minada ponte e executasse as buscas em profundidade concorrentemente com os
outros processadores. O resultado deste estudo mostrou que, apesar das buscas
em profundidade serem executadas em locais diferentes do grafo. os casos em que
hé intersecdo entre elas sdo de dificil tratamento.

Figura 4.3: a) Utilizacdo de blogueio b) Situacio de Deadlock.

Na figura 4.3a observamos a formagdo de duas florescéncias, A formagio
de uma interfere na formagdo da outra. Se a florescéncia Fy = {d,e,g,h,7,&}
for formada primeiro, entdo a florescéncia F, conterd os vértices {f,i,I, m},
caso contrério teremos a florescéncia F) com os vértices {d,g,7,k} e Fy com
{e, f,h,i,1,m}. Caso dois processadores tratem as duas pontes (4,4) e {{,m} ao
mesmo tempo, serd necessdrio que eles bloguelem os vértices que forem sendo
visitados. Deste modo, o processador que bloquear o vértice A primeiro, defi-
nird a qual florescéncia pertencerdo os vértices {e, 2}. Esta técnica, no entanto,
acarreta situagdes de deadlock. Na figura 4.3b, se trés processadores tratarem
as trés pontes, (4, %), (I, m) e (n,0) ao mesmo tempo e bloquearem respectiva-
mente os vértices g, i, h, eles ficardo bloqueados, pois como as duas buscas em
profundidade de cada processador devem descer sincronizadamente, o blogueio
dos vértices pela segunda busca de cada um ficard comprometido. O tratamento
deste tipo de situagdo ndo é trivial devido s indmeras possibiidades e variagbes
deste tipo de colisdo,

Qutro problema encontrado nesta tentativa de paralelizagao foi o aumento
excessivo de tarefas criadas. Isto serd mostrado através do exemplo da figura 4.4,
Neste exemplo, a ordem na criagio das tarefas, se o algoritmo fosse seqiiencial,
seria: idemtificar a ponte (g,h), trocar as arestas do caminho aumentante con-
tendo esta ponte e apagar os seus vértices. Isto faz com que a ponte (h,i) ndo
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Figura 4.4: Aumento do nimero de tarefas.

seja tratada, pois o vértice h estd apagado. No caso do algoritmo paralelo, obser-
vamos que no segundo nivel de expansao da busca em largura existem trés tarefas
de expansdo a partir dos vértices g, h ¢ i. Se elas forem feitas em paralelo, isto
ocasionard a identificacdo da ponte (g, h) duas vezes, uma pela tarefa do vértice
g e outra pela tarefa do vértice . O mesmo ocorre para a poate (h,4). O trata-
mento de uma ponte inviabiliza o tratamento das outras, entretanto o trabalho
de identificar pontes supérfluas j4 foi feito. Este aumento no nimero de tarefas
de tratamento de pontes prejudica a performance da implementagio.

Figura 4.5: Incoeréncia aceita pela estrutura de dados.

Durante o estudo da paralelizacio das tarefas de busca em profundidade,
observou-se que a estrutura de dados utilizada para armazenar o emparelhamento
admite incoeréacias, como duas arestas emparelhadas possuirem um vértice em
comum. Na figura 4.5 o desejivel seria tratar as duas pontes (f,k) e (I,m)
independentemente, sem que um processador tome conhecimento do que estd
ocorrendo na outra ponte. Isto poderia ser implementado possibilitando que
cada processador armazenasse as préprias marcagOes de vértices-pai. Entretanto,
se isto for feito, o vértice h ficaria emparelhado com os vértices k¥ € { a0 mesmo
tempo. Isto acontece porque, na lista de adjacéncia, os nodos que representam
as arestas indicam se elas est2o, ou nfo, emparelhadas.

A impossibilidade de paralelizagio eficiente das buscas em profundidade com-
prometeu a paralelizagdo das tarefas de tratamento de caminhos aumentantes,
pois a segunda é decorrente da primeira. Com isto, ndo se obteve uma imple-

mentagdo paralela eficiente na prdtica devido & complexidade do algoritmo e do
seu tratamento em paralelo.
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4.3 Implementagao paralela do algoritmo de Edmonds

A implementagio paralela do algoritmo de Micali e Vazirani apresentou um con-
junto de ineficiéncias que impossibilitaram a obtengdo de uma implementagdo
eficiente na pritica. Apds uma andlise destas ineficiencias, constatou-se que uma
alternativa vidvel seria, ndo uma cooperacio dos processadores para a execucio
de um algoritmo, mas sim que cada um executasse um algoritmo independente,
com seus préprios dados. Deste modo, as buscas por caminhos aumentantes nao
mais precisardo ser sincronizadas por nivel de expansdo e a atualizagio de empa-
relhamento poderd ser feita a qualquer momento, ao invés de ser feita somente ao
final de uma fase. Nesta secdo descrevemos as idéias que resultaram numa nova
implementagao.

4.3.1 Visao geral

A nova proposta de paralelizacdo consiste em permitir que cada processador
procure caminhos aumentantes de forma independente e assincrona. Embora a
busca ocorra de forma paralela, o aumento do emparelhamento ¢ feito por apenas
um processador por vez, o que garante a corretude do algoritmo sem incorrer em
atraso significativo no tempo de execugdo na prética,

A estrutura de dados escolhida para armazenar o emparelhamento é um vetor
de vértices, o qual chamamos C. Se os vértices u e v estdo emparelhados, entdo
C(u) = v e C{v) = u. Esta estrutura é a mesma utilizada pelo algoritmo de
Gabow e foi escolhida porque ela nao admite incoeréncias, tais como um vértice
possuir duas arestas emparelhadas incidentes sobre ele.

Uma vez que nosso objetivo € pratico, a implementacéo incorpora uma rotina
inicial que visa obter, em paralelo, um emparelhamento inicial a um baixo custo
computacional. Este emparelhamento é obtido dividindo os vértices uniforme-
mente entre os processadores. Cada processador analisa seus vértices e, para cada
vértice livre i identificado, é verificado se existe um outro vértice livre j adjacente
a 1. Se existir entdo a aresta (i,J) é emparelhada fazendo C(i) = j e C(j) =
Durante a execugdo deste procedimento, virias situacbes de concorréncia entre
os processadores poderdo ocorrer. Um exemplo é quando um processador encon-
tra. dois vértices livres adjacente e antes de emparelhd-los, um outro processador
modifica o emparethamento tornando um dos dois vértices livres emparelhado.
Quando o primeiro processador for atualizar o emparelhamento, um dos dois
vértices nao serd mais livre. Entretanto, esta situagdo no acarreta problema
algum, pois a estrutura de armazenamento do emparelhamento ndo admite in-
coeréncias. Deste modo, nenhum cuidado especial necessita ser tomado. Testes
empiricos mostraram que esta rotina inicial ji alcanca pelo menos 80% do empa-
relhamento miximo (o que néo & surpresa, visto que qualquer emparelhamento
maximal alcanga pelo menos 50% do méximo). Resta 3 segunda parte da imple-
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mentagdo tentar emparethar os restantes 20%, e esta é a parte que passaremos a
descrever.

Apés a aplicagdo do procedimento paralelo para a obten¢io do emparelha-
mento inicial, é iniciada a execugio do algoritmo paralelo propriamente dito. A
primeira agao consiste em novamente dividir os vértices uniformemente entre os
processadores. Cada processador p; analisa seus vértices e constrdi uma lista
ligada {;, onde cada elemento armazena um vértice livre identificado. As listas {;
de cada processador sao unidas numa lista global I, assim que forem sendo ter-
minadas. Ao final, todos os vérsices livres do grafo que restaram apds a obtengio
do emparelhamento inicial estarao representados na lista L.

O trabalho de um processador p; consiste em adquirir um vértice livre da
lista L. Isto & feito numa regido de exclusdo mitua para garantir que somente
um tdrico processador esteja realizando uma busca a partir de um vértice livre,
Por outro lado, mais de um processador pode estar realizando sua respectiva
busca ao longo das mesmas arestas. Isso € possivel pois as informagdes de cada
busca sdo exclusivas de cada processador.

Quando um processador encontra um caminho aumentante, ele procura rea-
lizar a troca das arestas. Porém, somente um processador pode estar realizando
a troca num dado instante. Esta exclusividade é necessdria para garantir que o
emparelhamento encontrado seja mdximo.

Pelo fato da execugao ser em paralelo, é possivel que um processador encontre
inconsisténcias no grafo.

Definigao 5 Uma inconsisténcia € ume situagdo onde um processador supde que
uma determinada aresia esteja emparelhada ¢ ela ndo estd, e vice-versa.

Uma inconsisténcia pode ocorrer durante a busca por caminhos aumentantes
ou durante a troca das suas arestas. Em ambos os casos a busca é refeita. Na
se¢do 4.3.2 apresentamos uma demonstragio de que com estas caracter{sticas o
algoritmo estd correto.

Em seguida apreseatamos ¢ algoritmo que propomos, na forma de pseudo-
codigo:
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INTERAGAO ENTRE OS PROCESSADORES

Cada processador em paralelo faga:
( « Emparelhamento Inicial
Sincronismo
L — Lista de Vértices Livres
Sincronismao
Enquanto L £ @

v « Retira (L)
Terminado «— Falso

Fim do Algoritmo

Enquanto nfo Terminado e v continua livre

71 + Procura.Caminho (v)
Se r; = Insucesso
Terminado «- Verdadeiro
“N&o foi encontrado caminhe a partir de »”
Senao Se r; = Sucesso
Entra em Area de Exclusio Mdtua
T9 «— Aumenta {v)
Sai da Area de Exclusio Mdtua
Se 74 = Sucesso
Terminado «— Verdadeira
“Seno: uma inconsisténcia fol detectada
no aumento do emparethamento:
é preciso refazer a busca”
“Sendo: uma inconsisténcia foi detectada
na busca por caminho aumentante;
é preciso refazer a busca”

4.3.2 Demonstragio de corretude

Nesta segio demonstramos que o algoritmo proposto sempre encontra um em-
parethamento mdximo. Considerando que o que cada processador faz é executar
sua “cépia” do algoritmo de Edmonds, e que cada emparelhamento é alterado de
forma exclusiva, o seguinte lema ¢ suficiente para demonstrar a corretude.

Lema 5 Se um processador néo consegue encontrar um caminho aumentante a

partir de um vértice v, € tampouce encontra inconsisténcias durante g busca, um
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tal caminho ndo eziste, mesmo levando-se em conta gque o emparelhamento pode
estar sendo alterado por outros processedores durante o busca.

Demonstragao: Dado um vértice livre v e a drvore de busca A a partir de
v, chamamos de vértices vizinhos de fronteira de A todo vizinho de um vértice
impar de A (apés todas as contragdes de flor que se fizerem necessdrias).

E facil ver que vértices vizinhos de fronteira nio pertencem a A {isto &, rio
sdo visitados a partir de v).

Suponha agora que o processador ¢ ndo encontrou um caminho aumentante
partir de v e nem inconsisténcias, mas um tal caminho existe. Considere a drvore
de busca A a partir de v. Se o caminho existe, ele necessariamente chega em v
através de algum vértice vizinho de fronteira de A, digamos f. Considere agoraa
situagio vigente durante a formagio de A. A aresta que une f a v € A era uma
atesta ndo emparelhada quando u foi visitado. Portanto, a busca prosseguiu
pela aresta emparelhada incidente em u, digamos (u,w). Considere agora a
descoberta do caminho aumentante e sua conseqiiente alteragao por um outro
processador 7. A aresta (f,u) pertence ao caminho, por hipdtese, e serd alterada
de ndo-emparelhada para emparelhada. A aresta seguinte do caminho deverd
ser (u,w), e mudard de emparelhada para nio-emparelhada. Vemos portanto
que z altera¢ao do caminho e a busca que forma A seguem no mesmo sentido.
Agora duas sitnagdes podem ocorrer: ou as alteragdes ficam sempre “atrds™ da
busca, ou “ultrapassam” a busca. Se houver ultrapassagem, necessariamente a
busca revelara uma inconsisténcia, e essa possibilidade estd excluida por hipdtese.
Se as alteragOes permanecerem atras, entdo a propria busca encontrard de novo
o vértice v, 0 que vale dizer que v pertence a uma flor. Mas esta situagio é
impossivel pelo fato de f ser um vértice vizinho de fronteira de A. Portanto tal
carinho nio existe. O

4.3.3 Detalhamento da implementagao

Nesta secdo detalamos aspectos relativos ao processo de busca de caminhos au-
mentantes feito por um processador. Esta descri¢io supoe que a implementagao
estd sendo executada seqilencialmente. O algoritmo consiste na aplicagao do al-
goritmo de Edmonds, cora algumas modificagdes obtidas a partir do algeritmo de
Micali e Vazirani. Na segdo seguinte descreveremos os problemas e as mudangas
necessirias quando a execugag ocorre em paralelo.

A implementagio possui trés sub-rotinas principais (além da rotina de empa-
relhamento inicial), que sdo: procura_caminho, constréi_flor e identifica_caminho.
A sub-rotina procura.caminho é responsdvel pela expansio da busca no grafo. A
expansio da busca é feita até que seja encontrado um caminho aumentante ou até
que a busca ndo consiga visitar mais nenhum vértice. Durante a expansdo, a sub-
rotina poderd identificar flores (definidas na secao 2.3). Cada vez que uma flor
¢ identificada, a sub-rotina constrdi_flor é chamada para tratd-la adequadamente.
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No final da expansao da busca, se um caminho aumentante for encontrado a sub-
rotina identifica_caminho é chamada para identificar as arestas que compdem o
caminho e para aumentar o emparethamento.

A expansio da busca, a partir de um vértice livre r, é feita de maneira idéntica
a do algoritmo de Edmonds. O tratamento dado as flores foi baseado, em parte,
no algoritmo de Micali e Vazirani. Embora este algoritmo nao utilize o conceito de
flor, como é definido no algoritmo de Edmonds, os seus conceitos foram adaptados
para a nova situagio.

Para a sub-rotina procura_caminho controlar a expansio da busca, ela mantém
uma lista R dos vértices que pertencem 3 fronteira da drvore de busca. Os vértices
nesta lista sio rotulados par ou fmpar, e um vértice v ndo poderd ser inserido
na lista se ele jd estiver presente nela. Inicialmente, o lnico vértice pertencente
a lista R é o vértice livre r, o0 qual é marcado como visitado. Ele serd a raiz da
busca e possui rétulo par.

A sub-rotina procura_caminho inicia a busca retirando um vértice v da lista
R. Se o vértice v possui rétulo par entio, para cada vértice u adjacente a v
tal que a aresta (u,v) nfo estd emparelhada é feita a seguinte verificagio. Se o
vértice ¥ # r é um vértice livre entdo fol identificado um caminho aumentante.
No entanto, se o vértice u estiver emparelhado, entda a busca deve ser expandida
para ele. Isto é feito marcando o vértice v como predecessor de u, rotulando u
com {mpar e também come visitado e, finalmente, inserindo o vértice u na lista
de vértices K. Agora, se o vértice v, retirado da lista, possui rétulo impar, entdo
a aresta emparelhada (v, u) é analisada e a tnica agfio a ser feita é expandir a
busca. Isto & feito marcando o vértice v como predecessor de u, rotulando « com
par e também como visitado e, finalmente, inserindo o vértice u na lista de vértice
E. A busca prossegue desta maneira até encontrar algum caminho aumentante
ou até acabarem os vértices da lista R. Um resumo em forma de pseudo-cddigo
da sub-rotina procura_caminho estd descrito abaixo.
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PROCURA_CAMINHO

Enquanto R # 9
v — Retira (R}
Se v é Par
Para cada w adjacente a v faga:
Se {v,w) nio estd emparelhada
Se w é um vértice livre e
w ndo € raiz da arvore de busca
identifica_caminho (w,raiz)
Sendo Se w estd Visitado
Se w é Par
constréi flor (v,w)
Senao, expandir a busca para w
Sendo “v é Impar”
w e C(v)
Se w estd Visitado
Se w é fmpar
constréiflor (v,w)
Senio, expandir a busca para w
Fimn da Sub-totina

Como foi descrito anteriormente, durante a expansio da busca, é possivel
encontrar flores. Por isto, a cada expansao, a sub-rotina procura_caminho verifica
se & possivel atribuir um rétulo par a um vértice visitado com rétulo impar ou
atribuir um rétulo impar a um vértice visitado com rétulo par. Se esta condigao
for satisfeita entfo a estrufura encontrada é a mesma descrita no algoritmo de
Edmonds e possui todas as propriedades descritas na secdo 2.3.2.

Figura 4.6: a) Identificacdo de uma flor b) Contragio da flor.

O tratamento dado & flor pela sub-rotina constréi_flor, com ja foi dito, é dife-
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rente do tratamento dado pelo algoritmo de Edmonds, e foi baseado, em parte,
no algoritmo de Micali e Vazirani. No algoritmo de Edmonds, quando uma flor é
identificada, ela é contrafda sobre a sua base, criando-se um pseudo-vértice, As
arestas que aptes eram incidentes sobre o vértices da flor agora sio incidentes
sobre esse pseudo-vértice. A expansio continua normalmente a partir do pseudo-
vértice. Na figura 4.6a observamos a identificagio da flor F = {d,e,g,h} com
base o vértice c. O algoritmo de Edmonds contrai esta estrutura no pseudo-
vértice [ da figura 4.6b. A busca prossegue normalmente através dos caminhos
A e B. O tratamento dado pela sub-rotina constrdiflor se apéia nas seguintes
observagbes: contrair uma flor equivale a rotulagem de seus vértices com rétulo
par. Isio deve-se ao fato de que as arestas que incidem sobre uma flor sdo obri-
gatoriamente ndo emparelhadas e a expansido por arestas ndo emparethadas se
d4 por vértices com rétulo par. O tratamento dado pela sub-rotina contréi flor
é: rotular os vértice impares com rétulo par e inseri-los novamente na lista de
vértices R para serem novamente reavaliados, expandindo. assim, a busca através
deles. Qs vértices que tinham rétulos pares ndo sdo modificados, pois a busca
prosseguird a partir deles naturalmente. Na figura 4.6a, os vértices d e e sdo
rotulados com rétulo par e re-inseridos na lista R, fazendo com que o caminho A
seja avaliado. O caminho B serd avaliado naturalmente, pois o vértice ¢ possui
rétulo par. Para a identificagdo dos vértices que compdem a flor e para a.rotula-
gem par dos vértices com totulo fmpar, é necessirio que haja uma numeracio dos
vértices em ordemn crescente a partir da raiz da drvore de busca. A cada expansao
da busca, o vértice é numerado com o valor do predecessor acrescentado de 1.
Com isto, na formagdo de uma flor, 2 base possui o menor valor entre os seus
vértices, pois os vériices da flor foram visitados pela busca que partiu da base
da flor. A explicagdo de como a sub-rotina constréiflor identifica os vértices da
flor (processo baseado no algoritmo de Micali e Vazirani) serd feita utilizando o
exemplo abaixo.

I P I

Figura 4.7; Tratamentc dado pela sub-rotina constréi flor.

Na figura 4.7, foi identificada uma flor a partir da andlise do vértice ¢, pois &
possivel atribuir um rétulo par ao vértice A, 0 qual possui rétulo impar. Definimos
a aresta (h,i} como sendo uma ponte e os vértices h e 1 como sendo os picos da
flor. Eles pertencem ao quinto nivel de expansioc. Um pico é rotulado com
direito e outro com esguerdo. A partir destes dois vértices sdo disparadas duas
buscas em profundidade, uma direita e outra esquerda. seguindo as marcagoes
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de predecessores. Cada vértice visitado por elas é rotulado como pertencente 3
busca direita ou esquerda. As buscas s3o sincronizadas pelos valores contidos
nos vértices e a busca esquerda tem prioridade sobre a direita, caso elas estejam
sobre vértices com o mesmo valor. O vértice onde ocorrer o encontro entre as
buscas é a base da flor e os caminhos percorridos contdm os vértices pertencentes
aela. No caso da figura 4.7, elas enconirardo o vértice ¢, que pertence ao segundo
nivel de expansio. Se o pico h for o ponto de partida da busca esquerda entio
os vértices d e f serdo marcados como esquerdos, o mesmo para os vértices e
e g em relagdo ao pico 7. Os vértices com rétulos {mpares, {d,e,h,i} , sdo
marcados como pares e inseridos novamente na lista de vértices B. O vértice
e, quando reavaliado, marcard o vértice j como impar e identificard a presenga
de um caminho aumentante. Um resumo da sub-rotina constrdy flor esti descrito
abaixo em forma de pseudo-cédigo.
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CONSTROI.FLOR (s, t)

Se s e t pertencem a mesma flor
Retorne
Se s pertence a uma flor
direita « base*(flor(s))
Sendo
direita « s
Se t pertence a uma flor
esquerda — base™(flor(t))
Senio
esquerda « §
Se direita = esquerda
Retorne
Seja F uma nova flor com os picos s e ¢
Enquanto direita # esquerda faca:
Se nivel(esquerda) > nivel(direita}
adicione direita a F
Se direita & fmpar
adicione direita a B
direita « predecessor (direita)
Se direlta pertence a uma flor
direita — base™({ flor(direita))
Sendo
adicione esquerda a F
Se esquerda é fmpar
adicione esquerda a R
esquerda « predecessor (esquerda)
Se esquerda pertence a uma flor
esquerda « base*( flor(esquerda))
base(F) «- direita
Fimn da Sub-rotina

Quando um caminho aumentante é identificado a sub-rotina identifica_caminho
é chamada com dois vértices como pardmetros. Um deles é o vértice livre recém
descoberto, o qual chamamos de vértice alte, e 0 outro € a raiz da drvore de
busca 7, o qual chamamos de vértice baixo. A sub-rotina identifica_caminho é
responsdvel pela construgao do caminho entre estes dois vértices. Para auxiliar
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neste processo, os vértices sio rotulados como ezternos e internos durante a
construgao da busca. Um vértice & rotulado interno (externo) se o caminho entre
ele e a raiz da busca, seguindo as marcas de predecessores, tem comprimento
fmpar (par). O objetivo da sub-rotina é partir do vértice alto e, seguindo as
marcagdes de predecessores, encontrar o vértice baixo. Se, durante a descida, ele
encontrar um vértice v pertencente a uma flor F, a sub-rotina identrfica_caminho
chama uma pequena sub-rotina chamada abre flor e passa como pardmetro o
vértice v pertencente & flor. Um resumo em forma de pseudo-cédigo da sub-
rotina identifica_caminho estd descrito abaixo.

IDENTIFICA _CAMINHO (alto, baixo)

Vértice « alto
Enquanto Vértice # baixo
Vértice « Predecessor { Vértice)
Se Vértice pertence a uma flor
Vértice « abre flor (Vértice)
Fim da Sub-rotina

A sub-rotina abre flor é responsiwvel pela identificacdo do caminho através de
uma flor. Para isto, ela, ao receber o vértice v como parimetro, verifica se ele
é externo ou interno. Se for externo entio o caminho parte de v e segue até
a base da flor F. Neste caso a sub-rotina abre flor chama a sub-rotina identi-
fica_caminho recursivamente com os parimetros v e base(F') respectivamente. Se
for interno, o caminho passa através dos picos da flor. Neste caso, se o vértice v
possui rétulo direito (esquerdo) entéo a sub-rotina abre_flor chama a sub-rotina
identifica_caminho duas vezes, uma para encontrar o caminho entre o pico direito
{esquerdo) da flor F' e o vértice v e outra para encontra o caminhe entre o pico
esquerdo (direito) e base{}'), contornande a flor F.

Na figura 4.7 a sub-rotina identifica_caminho é chamada para identificar as
arestas que pertencem ao caminho aumentante entre os vértices j e a. A sub-rotina
parte do vértice j e verifica que o vértice e pertence a uma flor F. Neste ponto
ela chama a sub-rotina abre flor com o vértice ¢ como parametro. Por sua vez, a
sub-rotina abre flor verifica que o vértice ¢ é externo, portanto o caminho passa
através da ponte (k,1). Como o vértice ¢ possui a mesma marcagzo de direita ou
esquerda do vértice ¢, a sub-rotina abre flor chama a sub-rotina identifica_caminho
duas vezes, uma para encontrar o caminho entre o vértice 7 e o vértice e, a outra
chamada é para o caminho entre o vértice h ¢ base(F) = c. A busca prossegue
a partir do vértice ¢ até encontrar & raiz da drvore de busca ¢. Um resumo da
sub-rotina abre flor em forma de pseudo-codigo estd apresentado abaixo.
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ABRE_FLOR (v)

F « flor(v)
Se v é Externo
identifica_caminho (base(F), v}
Senio
Se v é marcado come Direita
identifica_caminho (v, Pico Direito (F))
identifica_caminho (base{ F'), Pico Tsquerdo (F})
Sendo
identifica_caminho (v, Pico_Esquerdo (F))
identifica_caminho (base( F'), Pico Direito (F))
Fim da Sub-rotina

4.3.4 Execucio em paralelo

Conforme mencionado, a atualizacio do emparelhamento corrente apds a desco-
berta de um caminho aumentante sé pode ser feita por um processador. A seguir
descrevemos a razio dessa exclusividade, mostrando o que pode ocorrer se ela
nao existir.

a o

Figura 4.8: Caso de concorréncia entre os processadores.

Na figura 4.8 observamos um caso em que o emparelhamento pode nio crescer.
Os trés caminhos aumentantes sio identificados a0 mesmo tempo e as atualizacses
podem seguir a seguinte ordem: num primeiro passo, C{a) = b, C(b) = c e
C(e) = a; num segundo passo, C(a) = ¢, C(b) = a¢ e C(e) = b. Portanto,
nenhuma aresta foi emparethada.

Quando o algoritmo é executado em paralelo, & possfvel que um vértice que
nao era livre passe a sé-lo {dizemos que houve uma troca). Na figura 4.9, obser-
vaImos que somente & possivel tratar um caminho aumentante. Porém, é possivel
que dois processadores identifiquem dois caminhos distintos, um entre os vértices
a et e outro enire b e 7, e que tentem tratd-los 20 mesmo tempo. Quando ocorrer
as alteragdes no emparethamento temos C(e) = g e C{f) = g. A atualizagio de
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Figura 4.9: a) Identificagio de dois caminhos, b) Troca de vértice livre.

C{g) definird qual aresta estard emparelhada. Isto é feito pelo dltimo processador

a atualizar o campo. Supondo que C(g) = f, observamos que o vértice e torna-se
livre.

a c

b d
a)

a <

b d
b)

Figura 4.10: a) Identificagdo de dois caminhos. b) Apds a atualizagio.

Além de “troca” de vértices livres, é possivel haver a criagio de novos vértices
livres. Na figura 4.10, quando dois processadores atualizam os dois caminhos de a
a ¢ (passando pelos arcos superiores) e de b a d (passando pelos arcos inferiores)
a0 mesmo tempo, ocorre a criagdo de dois vértices livres. Antes tinhamos 15
arestas emparelhadas e depois da atualizagido obtemos somente 14, como mostra
a figura 4.10b, ocorrendo, portanto, uma diminvi¢io do emparelhamento. Além
do mais & possivel haver a criagio de vértices livres que estejam adjacentes. Neste
caso & possivel que o emparelhamento gerado nao seja sequer maximal.

Estes problemas sdo solucionados aplicando-se uma area de exclusio mitua
quando um caminho aumentantes é identificado. Deste modo somente um proces-
sador pode atualizar o emparelhamento num determinado instante. Entretanto,
os outros processadores continuam executando as buscas. Isto faz com que haja
uma interferéncia da atualiza¢io do emparelhamento com as buscas dos outros
processadores. Esta interferdncia faz com que seja necessario um tratamento
especial por parte do algoritmo.

Devido s constantes mudancas do emparelhamento, devemos tomar cuidado
nas expansoes das buscas. N&o é possivel mais confiar nas informacgdes das arestas
emparelhadas. Anteriormente definimos que quando se expande uma busca a
partir de um vértice v com rdtulo par, deve-se analisar todos os vértices adjacentes
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u, cujas arestas {v,u) ndo estejam emparelhadas. Num algoritmo seqiiencial, a
aresta emparelhada representa o caminho de onde veio a busca, mas em paralelo
isto pode ndo ser verdade. Devemos, portanto, analisar todos os vértices u cujas
arestas (v, u) nao estejam emparelhadas e tal que o vértice u ndo esteja marcado
como predecessor de v. Quando o vértice v tem rétulo impar deve-se expandir a
busca para a aresta emparelhada (v, #) somente se o vértice u ndo estd marcado
como predecessor de v. Se a expansio se der através de um predecessor entéo fol
encontrada uma. situagio de inconsisténcia,

Um processador pode detectar uma inconsisténcia em 2 momentos: durante
uma busca, ou durante a efetivagio de um caminho aumentante. Para lidar com
as inconsisténcias adotamos a solucdo simples de obrigar o processador a refazer
a busca a partir do vértice livre origiral. Com esta soluc@o, o inico problema
que ainda poderia haver seria no caso de um processador nfo encontrar um cami-
nho aumentante e nem inconsisténcias. Na se¢do 4.3.2 mostramos que esse caso
ndo causa problemas, e portanto o algoritmo sempre acha um emparelhamento
maximo.

A aplicagio da 4rea de exclusdo mitua para aumento do emparelhamento e
a necessidade de refazer certas buscas nio produziram atrasos significativos em
nossos testes. Segundo nossas medi¢des, o trabalho necessirio para tratar um
caminho aumentante é muito menor do que o trabalko necessdrio para tratar
flores e as expansdes das buscas, e o nimero de buscas que precisam ser refeitas
também é pequeno. Maiores detalhes estdo no capitulo 5.

As informagdes necessdrias num processador sao: o predecessor de cada vértice,
o valor atribuido durante a expansio da busca, as informagbes booleanas (par,
impar, interno, externo, direita, esquerda, visitado e ndo visitado) e a identi-
ficagdo da flor a qual cada vértice pode pertencer. Cada flor é identificada por
um ¢elemento de uma lsta ligada, onde siao armazenados os picos e a base da flor.
A meméria necessiria para cada processador é de O(n). Portanto, a execugio do
algoritmo ocupa um espago total de O{pn}, onde p é o nimero de processadores
utilizados.



Capitulo 5

Resultados Computacionais

5.1 A maAaquina

A miaquina utilizada é uma Sun Sparc Server 1000 com 8 processadores, com
sistema operacional Solaris. A implementagao paralela foi feita utilizando threads
(novos pontos de execugao sobre o mesmo cddigo). Uma descrigdo do uso de
threads esta contido no Apéndice A. I possivel criar tantos threads quantos forem
necessirios. A implementagao procura fazer com que os threads cumpram o papel
de processadores fisicos, associando 1 threed a cada processador e mantendo-os
durante todo o programa. Infelizmente o sistema operacional impede que uma
vinculagio fisica se realize, e portanto no decorrer da execugio 1 thread pode ser
re-escalonado para outro processador.

A funcdo usada para medir os tempos de execucao € gethrtima. Ela mede
o tempo de relégio. Portanto, o tempo medido inclui o tempo gasto no es-
calonamento dos threads, além do tempo gasio em filas de acesso 4 dreas de
exclusao mitua. Este tempo também pode ser influenciado pelos processos de
outros usudrios e pelos processos do sistema operacional. Estas interferéncias
produzem um aumento do tempo de espera pelo escalonamento dos threads pelo
sistema operacional. Para minimizar esta interferéncia, os teste foram feitos com
a méiguina totalmente dedicada s implementagdes, e com os threads executados
em real time.

Resultados preliminares do desempenho da implementagdo paralela em com-
paragdo com uma implementagido do algoritmo de Micali e Vazirani foram des-
critos em [B594].

5.2 A metodologia

A implementag¢io paralela foi comparada com duas implementagdes seqiienciais.
A primeira é uma implementacio do algoritmo de Micali e Vazirani (MV) feita
em linguagem FORTRAN por Mattingly e Ritchey [MR83]. A segunda é uma

63
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implementacio do algoritmo de Gabow (G) feita em linguagem C por Edward
Rothberg [MR93]. Ambas as implementagbes foram obtidas do repositério do
centre DIMACS [Dim93).

Tanto a implementagio do algoritmo de Gabow quanto a de Micali ¢ Vazirani
possuem uma sub-rotina inicial para a obtengdo de um emparelhamento inicial.
Esta sub-rotina ordena os vértices por ordem crescente de grau. Estes vértices
ordenados sao visitados e, para cada vértice livre encontrado, tenta-se empa-
relhad-lo com um outro vértice livre adjacente. A heuristica para emparelhamento
inicial usada pela implementagdo paralela no usa ordenagao. Nela, faz-se uma
varredura simples dos vértices, em paralelo, e para cada vértice procura-se em-
parethd-lo com algum vizinho ainda livre (é uma heuristica “gulosa”). Em geral
a heuristica com ordenacio consegue emparelhamentos inicials de maior cardina-
lidade do que a heuristica “gulosa”. Este & um fato importante a se considerar
nas compara¢des que sio apresentadas a seguir, pois significa que, em geral, a
implementacdo dos algoritmos de Gabow e a de Micali e Vazirani partem de em-
parelhamentos iniciais de maior cardinalidade do que a implementagio paralela.
Por esse motivo presumivelmente as implementagdes de Gabow e a de Mijcali e
Vazirani realizam menos trabalho do que a implementagdo paralela. Infelizmente
nao coletamos dados quantitativos para fundamentar esta observagio.

A implementagio paralela foi executada com 1, 2, 4, 6 e 7 threads. Os thre-
ads sao executados com alta prioridade, pois sdo setados para serem executados
com status de real {tme. Apesar do equipamento possuir 8 processadores, nio
podemos utilizar todos, pois, como os processos s&o executados com alta priori-
dade, um processador deve estar disponivel para executar as chamadas ao sistema
operacional.

As medi¢Bes dos tempos dos cédigos, tanto seqiiencial quanto paralelo, foram
feitas sobre cinco instancias de cada um dos grafos gerados. Cada instdncia foi
gerada com uma semente diferente para o gerador de grafos. Os tempos das
implementacdes seqlienciais sdo médias das cinco instdncias mencionadas acima.
Estag mesmas instancias sdo usadas para medir os tempos da implementacgéo
paralela através do uso da mesma semente geradora.

Xo caso paralelo, para um determinado nimero de threads, cada instancia foi
resolvida 3 vezes, pois o tempo de execugdo apresenta uma certa variagdo entre
Una eXecu¢do e ouira, mesmo com a mesma entrada. Tomou-se a média das 3

execucdes, e 0 tempo paralelo para um grafo é a média das médias de cada uma
das 5 instancias.

5.3 Geradores de instancias

Para avaliar a implementagio paralela utilizamos quatro geradores de grafos
randémicos, que denominamos de: Randdmico { R), Grade (G), Anel (A) e Bipar-
tido (B). Cada um deles constréi grafos com uma estrutura interna diferente. O
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gerador Randémico constréi grafos onde as arestas e vértices nao obedecem a uma
ordem defirida, pois as arestas sdo ligadas de uma maneira randémica. O gera-
dor Grade constréi grafos em formato de grade bidimensional ou tridimensional.
No caso bidimensional os vértices sdo dispostos em linhas e colunas, como numa
matriz, e as arestas somente ligam vértices vizinhos nas linhas ou nas colunas.
Deste modo, cada vértice poderd ter no miximo grau 4, No caso tridimensional
o grau maximo de um vértice é 6. O gerador Anel constrdi grafos que apresen-
tam subgrupos de vértices na sua estrutura. Os vértices de cada subgrupo sio
ligados randomicamente sem uma ordem definida. Entretanto, a ligacio enire
os subgrupos obedece uma ordem especifica. Eles s2o ligados entre si através de
um nimero pequenc de arestas formando um anel de subgrupos. O gerador Bi-
partido constréi grafos bipartidos que apresentam subgrupos de vértices ligados
entre si formando um anel. As arestas somente fazem a ligacio entre os grupos
¢ 0 nimero de grupos tem que ser par para manter validas as caracteristicas de
grafo bipartido.

Cada grafo gerado é passado através de um embaralhador desenvolvide por
nds. A numeragio dos vértices é embaralhada assim como a ordem de aparicio das
aresta. Isto procura evitar um favorecimento de alguma implementacio devido
a0 modo como o grafo foi gerado.

5.4 Tempos computacionais

Os tempos computacionals estdo dispostos de acordo com o gerador de grafos
utilizado e estao apresentados em segundos. Para cada tabela de tempos compu-

tacionais adicionamos uma tabela mostrando a variagdo dos tempos que compdem
a média.

5.4.1 Randdémico

O gerador de grafos randdmicos foi escrito por C. McGeoch e foi usado num
workshop de implementagio de algoritmos do centro DIMACS [Dim93]. Com
ele estipula-se © nimero de vértices e arestas do grafo e ele é montado rando-
micamente. Os grafos gerados foram dividides em dois grupos: pequenos (P) e
grandes (G). Cada grupo foi dividido em trés niveis de densidade (1,2 e 3). Os
grafos de densidade 2 tém 1/3 mais arestas do que os de densidade 1 ¢ os de
densidade 3 tem 1/4 mais arestas do que os de densidade 2, sendo que os grafos
de densidade 1 sao os mais esparsos. Os tempos obtidos estdo na tabela 5.1, A
coluna » e m apresentam respectivamente o nimero de vértices e de arestas dos
grafos resolvidos. As coluna G e MV apresentam respectivamente os tempos
obtidos com as implementagdes do algoritmo de Gabow e de Micali e Vazirani.
Observamos na tabela 5.1 que a implementagio paralela conseguin uma boa
aceleragio nos grafos Py, inclusive obtendo um tempo menor do que as duas
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R n m MV G CPUs da Implementagdo Paralela
1 2 4 8 7

Py 120.000 ; 30.000 | 9,11 § 10,97 | 1208 7,06 35,09 4,43 4,35

Py, 120,060 | 40.000 | 4,45 | 48,46 | 9,68 742 6,25 5,62 6,53

Py 120.000 | 50.000 | 3,6 | 4146 | 822 6,72 591 35,69 5,95

G: | 40.000 | 60.000 | 27,19 | 77,67 | 49.94 27,46 23,3 1544 14,57

G, | 40.000 | 80.000 | 9,73 119231 | 48 2343 19,77 16,31 18,64

(3 | 40.000 | 160.000 | 10,85 { 198 30,11 22,07 17,22 14,77 17,14

Tabela 5.1: Tempos em segundos dos grafos randémicos.

. implementages seqienciais. Observamos também que nos grafos P o melhor
tempo ¢ alcangado com 6 threads e este tempo tende a aumentar com o aumento
do mimero de fhreads. Isto deve-se ao overhead de criagio, manipulacio e de
corcorréncia em dreas de exclusio midtua entre os threads.

Uma boa aceleragio também foi conseguida pela implementagao paralela nos
grafos 1. Além do mais, no grafo G; a aceleragdo obtida indica que o tempo
poderia melhorar com a utilizacio de mais alguns threads e processadores.

Na tabela 5.2 observamos a variagdo dos tempos em porcentagem obtidos
com o grafos randdmicos pequenos. Esta variagdo (V) é calculada através da
proporgao entre a média ¢ o desvio padr3o dos tempos que a compdem, como na

férmula abaixo: )
_ desvio x 100

V= média

R | MV G | CPUs da Implementacdo Paralela
1 2 4 6 7
P 110,47 | 14,1 | 143 6,15 13,27 12,69 9,05
Py 117,79 172,34 | 5,77 7,62 13,82 23,35 19.29
P, | 383 | 53,5 | 4,89 844 1888 22,06 17,53
Gy | 10,76 | 16,49 | 4,26 2,01 2902 16,5 11,38
Gz | 14,62 | 30,63 | 3,13 8,13 12,83 16,5 22,09
Gs | 20,1 [ 40,15 | 3,5 9,38 1048 13,3 20,41

Tabela 5.2: Variagdo dos tempos em porcentagem dos grafos randdmicos.

Na tabela 5.2 notamos uma grande variagio nos tempos obtidos pela im-
plementacdo do algoritmo de Gabow nas instancias P, e P;. Entretanto estas
variagdes, neste caso, ndo nos impede de afirmar que nestas instincias a imple-
mentagdo do algoritzmo de Gabow obteve performance pior do que a do algoritmo
de Micali e Vazirani.

No algoritmo paralelo proposto, pode ocorrer o seguinte pior caso: os cami-
nhos aumentantes sio encontrados somente um apds o outro, provocando por-
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tanto uma execugdo puramente seqiiencial. Procuramos investigar este tipo de
problema medindo o nimero de vezes que os processadores detectaram incon-
sisténcias no processo de procura de caminhos aumentantes.

As inconsisténcias sdo apresentadas em forma de proporgao entre o nimero de
inconsisténcias detectadas durante a resolugéoe dos grafos e o ndmero de caminhos
aumentantes encontrados pela implementagio paralela, como a férmula a seguir:

média_de_inconsisténeias X 100

Inconsisténcias%h = —
média_de_cam_aument.

Uma inconsisténcia é detectada quando encontra-se uma situagao incoerente
durante a expansao da busca ou quando o caminho aumentante identificado tem
suas arestas modificadas e, portanto nd0 é mais um caminho aumentante. Quando
se utiliza somente ! processador, nio ocorrem inconsisténcias, portanto apresen-
tamos valores partindo-se de 2 processadores. As inconsisténcias encontradas
com o gerador RandOmico estao apresentadas em porcentagem na tabela 5.3.

Randémico CPUs |
2 4 6 7

P, 06 22 38 45

P, 06 18 28 34

Py 02 1,6 23 3
G 04 1,7 26 3,1
G 04 1,8 19 23
Gs 0,3 09 14 17|

Tabela 5.3: Porcentagem de inconsisténcias nos grafos randdmicos.

A tabela 5.3 mostra que relativamente poucas inconsisténcias foram encon-
tradas para este tipo de grafo e que o nimero médio de inconsisténcias diminui
quanto mais denso é o grafo, € que aumenta com o nimero de threads utilizados.
Ambos esses resultados parecem concordar com nossa intuigio.

5.4.2 Grade

Este gerador, por nds desenvolvido, constréi grafos em formato de grade bidimen-
sional (B) ou tridimensional (T). No caso bidimensional informa-se o nimero de
linha e de colunas e a probabilidade de existéncia das arestas. No caso tridimen-
sional informa-se as trés dimensdes da grade e a probabilidade de existéncia das
arestas. Os grafos bidimensionais possuem 200 x 200 vértices e estdo divididos
em trés densidades geradas com uma probabilidade nas arestas de 50, 63 e 80%.
Os grafos tridimensionais possuem 35 x 35 x 35 vértices e estdo divididos em trés
densidades geradas com uma probabilidade nas arestas de 50, 65 e 80%. Os gra-
fos tridimensionais sdo mais densos do que os bidimensionais. Os tempos obtidos
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nos grafos em grade estdo na tabela 5.4 e a variacdo destes tempos estd na tabela
5.5.

G n m MV G | CPUs da Implementagdo Paralela
1 2 4 6 7

By | 43.000 | 41.000 + 8,1 |16,47 { 55,19 2836 14,80 10,88  0.62
By | 43.000 | 52.000 | 23,04 | 10,74 { 37,21 19,28 10,27 7,65 6,63
Ba | 43.000 | 65.000 | 54,38 | 16,71 | 37,7 23,99 16,29 13,9 12,93
T, | 43.000 | 62.000 | 44,31 ! 14,09 | 39,1 24,34 14,62 12,43 12,3
I | 43.000 | 78.000 | 19,51 | 14,66 | 33,32 21,04 13,99 11,81 1145

T3 | 43.000 | 100.000 | 16,9 | 10,27 | 20,32 12,76 8,88 6,8 6,76

Tabela 5.4: Tempos em segundos dos grafos em grade.

Nos grafos bidimensionais, a implementagio paralela conseguiu tempos abaixo
das implementagdes seqilenciais nos grafos B, e B;. Entretanto, a aceleragio
apresentada nos grafos By mostra que, se utilizdssemos mais threads e mais pro-
cessadores, talvez seria possivel obtermos resultados melhores do que a imple-
mentagdo do algoritmo de Micali e Vazirani, o qual obieve a média de 8,1 segun-
dos.

G | MV G | CPUs da Implementagiao Paralela
1 2 4 6 7

By 1591} 1,5 | 1,76 1,11 1,34 1,78 0,92
B, 12,18 | 1,13 | 249 1,28 1,18 1,32 1,77
B3| 9,69 |21,31 ) 13,03 21,67 29,1 28.16 6,38
Ty | 506 | 14,9 | 9,33 157 146 16,98 i5
T, 120,21 | 26,6 | 15,6 19,61 20,63 14,96 15,84
T; 120,12 7,62 | 7,58 6,59 1522 10,18 12,85

Tabela 5.5: Varia¢do em porcentagem dos tempos dos grafos em grade,

A medida das inconsisténcias detectadas nos grafos em grade estéo na tabela
5.8.

5.4.3 Anel

O gerador Anel, por nés desenvolvido, constréi grafos que possuem subgrupos
de vértices. Os vértice de cada subgrupo sio ligados entre si randomicamente.
Os subgrupos séo ligados entre si formando um anel. Neste gerador, informa-se
o nimero de subgrupos, o ndmero de vértices de cada subgrupo, o ndmero de
arestas que ligardo dois subgrupos entre si, o niimero de arestas por vértice {estas
arestas somente ligam vértices do mesmo grupo) e a probabilidade de existéncia
destas arestas.
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Grade CPUs

2 4 6 7
B, 0 0 0 01
B, 0o 01 01 0,1
B, 0,2 07 1.2 16
T, 03 09 18 2
T2 0,3 0,7 14 15
T, |03 08 1,2 14

Tabela 5.6: Porcentagem de inconsisténcias nos grafos em grade.

Os grafos gerados estdo divididos em dois grupos: pequenos (P) e grandes
(G). Cada grupo estd dividido em trés densidades. Os grafos pequenos possuem
15 grupos com 1.500 vértices cada. Estes grupos estao ligados em anel e a ligagio
entre dois grupos é feita por 150 arestas. Os grafos grandes possuem 20 grupos
com 2.000 vértices cada. A ligacdo entre dois grupos é feita por 200 arestas. Os
tempos obtidos nos grafos em anel esto na tabela 5.7.

A n m [ MV | G |CPUsda Implementacdo Paralela |
1 2 4 6 7
P; | 22.500 | 30.000 | 12,68 | 4,6 | 13,82 7,43 433 321 3,03
P, | 22500 | 40.000 | 541 | 21,98 | 9,85 5,95 442 44 427 |
P; [ 22500 [ 50.000 ] 5,18 | 37,11 | 891 5,71 469 489 471 |
G, | 40.000 [ 60.000 [ 25,03 31,3 (3532 1927 12,51 9,37 8,9
G, | 40.000 | 78.000 | 12,85 | 114,26 | 30,15 16,81 11,76 10,47 11,03 |
Gs | 40.000 | 08,000 | 10,27 [ 115,10 | 2319 1425 10,69 9,66 9,39

Tabela 3.7: Tempos dos grafos em anel.

Nos grafos em anel, a implementagao paralela obteve tempos menores do que
as médias das respectivas implementagdes seqilencials em todas as instancias.
Observando o grifico de variagdo do tempo de execugdo com o aumento do nimero
de processadores, figura 5.1, notamos que a diminuicdo no tempo de execugao
de 6 para 7 processadores € muito pequena. Kste fendmeno é caracteristico de
méquinas de meméria compartilhada e é causado pela contengio pela meméria
entre os processadores (threads). Este particular grifico mostra que com esta
implementagao nao valeria a pena aumentar o nimero de processadores além de
10.

A variagéo dos tempos computacionais dos grafos em anel estdo na tabela 5.8,

A medida das inconsisténcias detectadas nos grafos em anel estio na tabela
5.9.
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Figura 5.1: Aceleragdo obtida no grafo Anel Gy

AT MV G | CPUs da Implementacio Paralela
1 2 4 6 7
Pl 11,76 ) 4,11 | 2,69 2,12 283 3,17 3,66
P 19 [ 40,58 14,95 5,5 9.8 11,53 10,58
P; [12,35 | 15,23 | 6,03 5,31 13,48 1042 12,01
Gy 9,62 | 24,89 )3,15 2,44 12,07 58 7,17
GG3 | 20,27 130,14 1 4,16 2,88 3,84 5,86 7,95
Gs | 19,1 | 39,48 [3.67 7,5 8,19 5,05 13,83

Tabela 5.8: Varia¢do em porcentagem dos tempos dos grafos em anel.

Anel CPUs

2 4 6 7
P, |0 06 0,7 L1
P, [05 1.6 2,7 34
P, 103 09 1.3 17
G: {02 0,7 14 17
G, |01 0,6 1 1.2
Gs |01 05 0,8 1

Tabela 5.9: Porcentagem de inconsisténcias nos grafos em anel.
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5.4.4 Bipartido

0 gerador Bipartido foi escrito por Setubal [Set93]. Ele cria grafos que possuem
subgrupos de vértices. Estes subgrupos formam um anel e as arestas somente
ligam vértices de um subgrupo ao outro. Estes grafos fazem com que as imple-
mentagdes nio necessitem formar flores nem florescéncias. Neste gerador informa-
se 0 nitmero de grupos desejados, o ndmero de vértices de cada grupo e o nimero
esperado de arestas por vértice. Os grafos bipartidos foram divididos em trés
tamanhos. Todos os trés possuem 258 vértices por grupo e aproximadamente 4
arestas por vértice. Os grafos pequenos possuem 16 grupos, os médios possuem
32 grupos e os grandes 64 grupos. Todos os grafos obtidos possuem aproxima-
damente a mesma densidade. A implementagdo paralela foi comparada com o
algoritmo de Micali e Vazirani. Para este tipo de grafo nio foram obtidos tempos
com a implementa¢io de Gabow, Os tempos obtidos estdo na tabela 5.10.

B n m MYV | CPUs da Implementagdo Paralela
1 2 4 i 7
Pequeno | 8.600 [ 16000 1,45 | 1,94 1,73 141 1,19 1,25
Meédio | 16.000 | 32.000 | 6,91 | 7,58 5,48 4,67 3,84 3,93
Grande | 32.000 | 65.000 | 22,91 | 22,11 16,5 17,57 9,63 8,88

Tabela 5.10: Tempos dos grafos bipartidos.

Os tempos obtidos para os grafos grande bipartidos foram bem inferiores ao
algoritmo de Micali e Vazirani e a aceleragdo obtida mostra ainda que tempos
menores poderiam ser obtidos com mais threads e mais processadores.

A variagio dos tempos obtidos com o gerador Bipartido estao na tabela 5.1 1.

B MV | CPUs da Implementagao Paralela
1 2 4 6 7
Pequeno | 1,16 | 53,32 4,1 6,56 14,57 17,03
Médio | 0,31 | 3,85 0,46 4,13 13,51 7,07
Grande | 0,57 {381 0,42 62,11 11,55 29,18

Tabela 5.11: Varia¢do em porcentagem dos tempos dos grafos bipartidos.

A medida das inconsisténcias detectadas nos grafos bipartidos estdo na tabela
5.12. Um fato curioso nos grafos bipartidos é que o ntfimero de inconsisténcias
cresce nos grafos mais densos, fugindo i tendéncia apresentada pelos demais
grafos,

Observamos que neste tipo de grafo o nimero de inconsisténcias detectadas
foi bastante alto. Uma explica¢io para esse fato é que o tamanho dos grafos €
bastante pequeno se comparado aos demais. Isto facilita a procura de caminhos
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Bipartido CPUs

2 4 6 7

Pequeno 3,7 16 20 20
Médio |0,1 9,9 20,0 20
Grande (0,7 43 98 93

Tabela 5.12: Porcentagem de inconsisténcias ros grajos bipartidos.

aumentantes, que séo encontrados com maior freqiiéncia pelos processadores num
periodo de tempo menor, aumentando a probabilidade de ocorrer inconsisténcias.
Um outro fator, que pode influenciar, é que quanto menor for o grafo, malor
a chance dos processadores encontrarem caminhos aumentantes com interse¢do
entre eles, ocasionando um maior nimero de inconsisténcias.

5.5 Analise dos resultados
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Figura 5.2: Robustez da implementacio paralela

Na figura 5.2 observamos que a implementagdco do algeritmo de Gabow obteve
um desempenho excessivamente lento em relacio as outras implementacdes no
grafo randdémico grande de densidade 2 e no grafo em anel grande de densidade
3. J4 a implementagio do algoritmo de Micali e Vazirani obteve tempos maiores
nos grafos em grade bidimensional de densidade 3 e nos grafos em anel pequeno
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de densidade 1. No entanto, a implementagao paralela apresentou um compaor-
tamento uniforme nestas instancias e este comportamento se manteve durante
todos os testes realizados. Isto demonstra uma robustez da implementagio para-
lela, uma vantagem significativa em rela¢do as outras duas implementagdes.

Um resumo dos melhores tempos computacionais pode ser encontrado na ta-
bela 5.13. Nela apresentamos o melhor tempo obtido por uma implementagio
seqiiencial e o melhor tempo obtido pela implementacio paralela wsando no
maximo 7 processadores. Uma relagio entre o tempo seqiiencial (2s) e o paralelo
(tp) também € mostrada.

Grafos Melhor seqiiencial Melhor paralelo ts/tp
Randomico P 9,11 4,35 2,09
Randdmico Py 4,45 5,62 0,79
Randémico Py 3,6 5,69 0,63
Randémico Gy 27,19 14,57 1,86
Randémico G 9,73 16,51 0,58
Randdmice Ga 10,85 14,77 0,73

Grade B, 8,1 9,62 0,84
Grade B, 10,74 6,63 1,61
Grade B3 16,71 12,93 1,29
Grade T} 14,09 12,3 1,14
Grade T; 14,66 11.45 1,28
Grade T3 10,27 6,76 1,51

Anel Py 4,6 3,03 1,51

Anel P 541 4,797 1,26

Anel Py 5,18 4,69 1,1

Anel G, 25,03 8.9 2,81
Anel G4 12,85 10,47 1,22
Anel G, 10,27 9,30 1,00
Bipartido Pequeno 1,45 1,19 1,21
Bipartido Médio 6,91 3,84 1,79
Bipartido Grande 22,91 8,88 2,57

Tabela 5.13: Quadro sintético dos melhores tempos.
As principais observagoes feitas com base nos testes sao:

¢ A implementagio paralela obteve aceleragbes em 70% dos casos.

¢ Em 15% dos casos a aceleragio foi superior a 2.

Os tempos foram melhores em grafos esparsos.

A implementagdo é robusta.

¢ O nimero de inconsistdncias em geral foi baixo.
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¢ O idnico caso em que o nimero de inconsisténcias foi alto fol nos grafos
bipartidos, ainda assim a implementagdo paralela foi melhor.

Estas observagbes demonstram a viabilidade da idéia bdsica do algoritmo.



Capitulo 6

Conclusoes

" Neste trabalho apresentamos um estudo dos principais algoritmos para o pro-
blema do Emparelhamento em Grafos e, com base neste estudo, desenvolvemos
uma implementagdo paralela eficlente na pratica. A solug@o paralela proposta
por Mulmuley, Vazirani e Vazirani (MVV} apresenta ineficiéncias que dificultam
uma implementacéo eficiente baseada neste algoritmo. Estas ineficiéncias fizeram
com que as implementagdes paralelas fossem baseadas nos algoritmos seqiienciais.
A primeira implementagio paralela foi baseada no algoritmo de Micali e Vazirani
e foi criada a partir de uma implementagdo seqiiencial por nés desenvolvida. Esta
implementagio nao € eficiente devido a uma série de dificuldades. Dentre eclas
destacamos:

¢ Excesso de sincronismo necessario.
¢ Aumento do nimero de tarefas de expansio de busca.

¢ Complexidade de paralelizacdo das buscas em profundidade, devido aos
intumeros casos de Deadlock.

Devido a estas dificuldades concluimos que uma implementagao paralela base-
ada no algoritmo de Micali e Vazirani nio seria um caminho promissor. Portanto,
desenvolvemos uma segunda implementagio baseada em novas idéias. Esta im-
plementacdo é um misto entre os algoritmos de Edmonds e de Micali e Vazirani.
Esta implementagdo apresentou um conjunto de caracteristicas que possibilita-
ram uma boa, performance na pratica. Entre elas destacamos:

¢ E uma implementagdo robusta. Nao apresentou variages excessivas do
tempo de execugdo nos virios tipos e tamanhos de grafos testados.

s Nio necessita de pontos de sincronismo entre os processadores.
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¢ Possui somente duas dreas de exclusdo mitua: uma para adquirir um vértice
livre e outra para aumentar caminhos aumentantes. Esta dreas de exclusao
ndo produzem interferéncias significativas no tempo de execucio.

Estas caracteristicas possibilitaram que a implementagio paralela obtivesse
aceleragdes na maloria dos casos. Com isto concluimos que uma implementacio
paralela eficiente na pratica foi obtida com sucesso.

6.1 Contribuicoes deste trabalho

As principais contribuigdes desse trabalho sio:

+ A identificacdo de um caso que requer um tratamento especial pelo algo-
ritme de Micali e Vazirani.

¢ Uma implementacdo paralela do algoritmo de Micali e Vazirani e uma
relagdo das dificuldades de paralelizagio deste algoritmo.

¢ Uma implementagdo paralela do algoritmo de Edmonds, com idéias de Mi-
cali e Vazirani que consegue aceleragbes na pritica sobre 2 boas imple-
mentagdes seqilenciais e que é robusta.

6.2 Possiveis linhas de continuidade
Algumas das possiveis extensdes deste trabalho sao:

¢ Implementagio paralela de uma rotina de emparelhamento inicial mais efe-
tiva.

» Aperfeicoar operagdes mais custosas da implementagdo paralela.
o Testar a implementagzo em outros tipos de grafos.

¢ Obter uma outra implementacio paralela usando novas idéias.



Apéndice A

Programacao Paralela no

SOLARIS

Durante ¢ desenvolvimento das implementacdes paralelas eriamos o texto abaixo,
explicando as fungGes bdsicas para a criacdo, manipulagdo e sincronizagdo de ¢h-
reads (uma maneira de se criar implementagGes paralelas) no sistema operacional
SOLARIS. A linguagem de programacao utilizada é a linguagem C e o compilador
utilizado é o gce. Primeiramente, é apresentada uma explica¢do de como criar
threads; em seguida é apresentado como criar dreas de exclusdo mitua e como
sincronizar os threads; ¢ ,finalmente, sdo apresentadas as diretivas necessdrias
para compilar um programa paralelo e ressaltadas as opg¢oes usadas nas imple-
mentagoes descritas por este trabalho.

A.1 Introducgao

Fxistem duas maneiras de se criar programas paralelos no SOLARIS. A pri-
meira é através da criagdo de processos como comando fork e da atribui¢ho de
uma memoéria comum a eles através da fungio mmap com o flag MAP_SHARED. Os
processadores executarao os processos concorrentemente. A segunda maneira é
através da criagdo de threads com o comando thr_create. Com isto, novos pon-
tos de execucdo sao criados sobre 0 mesmo c6digo, a meméria é automaticamente
compartithada e o sistema operacional executari os threads concorrentemente de
acordo com o nivel de concorréncia estipulado pelo programador. Neste trabalho
utilizamos threads para criar as implementagbes paralelas. Em seguida descreve-
remos como criar threads.

A.2 Criacao de threads

A fungio thr create necessita de seis pardmetros:
thr create (NULL, 0, funcao.ptr, parametro, tipo.thr, &thread id).

7

-
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O objetivo de cada um é:

s NULL e 0: estes dois primeiros parametros nio sao usados pela maioria dos
programas, por serem de dificil mensuragéo (referentes & pilha do thread).

funcaoptr: é um ponteiro para uma funcdo do usudrio do tipe void
*funcao {void *parametro). O thread iniciard sua execugho a partir
desta fungao.

¢ parametro: € uma varidvel do tipo void #*. Este ponteiro é passado como
pardmetro para o thread.

tipo.thr: tipo do thread. Os mais comuns sao:

— THR_SUSPENDED: cria um thread que fica suspenso até que seja chamada
a fungio thr continue ().

— THR.BOUND: cria um thread ligado a um LWP, Esta € a op¢lo usada
neste trabalho,

— THRNEW_LWP: cria um processo “leve” (Light Weight Process).

¢ &thread_id: é uma varidvel do tipo thread._t. A fungio thr_create pre-
enche esta variavel com o identificador do thread recém criado.

A fungio thr create retorna um valor diferente de 0 se ocorren algum errc.
Cada thread possui sua prépria pilha. As varidveis que forem declaradas dentro
da funcdo destinada para ser um thread sdo alocadas na pilha, portanto, sao locais
ao thread. As varidveis globais 4 func¢do sfo também globais ao thread.

Apds a criagdo dos thread & possivel estipular o nivel de concorréncia desejado,
ou seja, o nimero maximo de threads que podem ser executados ao mesmo tempo.
Isto é feito pela fun¢do thr setconcurrency com parametro o nimero de threads
que podem estar paralelos. Cada vez que se cria um thread, o nivel de concorréncia
é aumentado em 1 automaticamente. Portanto, thr.create cria threads paralelos
e a fungdo thr setconcurrency é usada para diminuir o nivel de concorréncia.

O término de um processo implica no término de seus threads. Para garantir
que o thread termine sua tarefa utiliza-se a fungdo thr_join. Esta fungio inter-
rompe a execu¢do do processo até que o thread especificado termine. O primeiro
parametro é o identificador do thread que a fungdo deve esperar. Os dois tdltimos
parametros sao parimetros de retorno, raramente sio utilizados (NULL). Caso ndo
seja especificado o thread, a fun¢do thr_join espera pelo término de qualquer th-
read. Portanto, se forem criados trés fhreads. basta chamar trés vezes thr_jein
para que 0 processo continue somente quando 0s trés threads terminarem.
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A.3 Esbogo de um programa paralelo

#include <thread.h>
#include <synch.h>
#include <errno.h>

int variavel_global aos_threads;
void *meu_thread (veid *parametro) {

int *meu_intaire = (int *) parametro;
int variavel_local_.ao_thread;

main () {

thread_t thread_id;
int minha_variavel, i;
void ¥parametro = &minha_variaval;

for (i = 0; i < NUM_THREADS; i++)
thr_create (NULL, O, meu.thread, parametro,
THR_BOUND, &thread_id);

/* Espera pelo termino dos threads #*/
for (i = 0; 1 < NUM_THREADS; i++)
thr_join (NULL, NULL, NULL);

A4 Exciusa‘io mutua

Para garantir que somente um processo execute uma parte do cddigo, geralmente
utiliza-se varidvies mutez, pois sao flexiveis e consomem poucos recurso com-
putacionais se comparadas com outras funcdes disponiveis. Todas as varidveis
mutex_t devem ser inicializadas pela fungdo mutex_init. Apenas os dois primei-
ros pardmetros sdo importantes para a fungio mutex.init (&variavel mutex,
tipo, NULL):

e &variavel mutex: é o enderego da varidvel mutez, a qual é do tipo mutex_t.
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e tipo: varidvel que pode ser de dois tipos:

— USYNC_THREAD, a varidvel muter somente pode sincronizar threads do
processo que a inicializou.

- USYNC_PROCESS, a varidvel mutez pode sincronizar threads deste pro-
cesso ou de outros processos. Somente um processo deve inicializéd-la.
Como neste trabalho utulizamos threads, esta é a opg¢do usada nas
implementa¢fes paralelas.

O mulez € adquirido pela fun¢ao mutex lock (&variavel.mutex) e éliberado
pela funcdo mutexunlock (&variavel mutex). A fungio mutex_trylock tenta
adquirir a varidvel mutez, se ela estd ocupada a fung¢do retorna um erro e prossegue
com a execucdo. J4 a fungio mutex lock é bloqueada até que a varidvel mutexr
sejaliberada. A fun¢domutex destroy libera a drea utilizada pela varidvel mutez.

A.5 Esbogo da utilizagao de mutex

#includa <synch.h>
mutex_t blogqueia_threads;

void #meu_thread {(void *parametro) {
mitex_lock (&bloqueia_threads);
/* Area de exclusao mutua */
mitex_uniock (&bloqueia_threads);

+

main () {
mutex_init (&bloqueia_threads, USYNC_THREAD, NULL);
/* Criam-se os threads... #*/
mitex_destroy {(&bloqueia_threads);

1

A.6 Sincronizagao de threads

Freqlientemente é necessdrio sincronizar os threads num determinado ponto. O
" SOLARIS nio fornece explicitamente uma fungio que execute esta tarefa. Entre-
tanto, ela pode ser implementada utilizando varidveis condicionais. As fungses
abaixo fornecidas implementam sincronizagiao de threads. Deve-se inicializar a
sincronizagio pela fungio sync_init, informando o nimero de threads que serdo
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sincronizados. A sincronizagde é feita pela fungio sync () chamada dentro do
cédigo do thread. Antes de termirar o processo chama-se sync_destroy ().

#include <thread.h>
#include <synch.h>
#includa <errno.h>

/* Mutex exigido pela variavel condicional */
static mutex_t mutex_block;

/* Variavael condicional */
static cond_t cond_block;

/* Numero de threads blogusados */
static int count_black;

/* Numero de threads qua irao chamar sync () #*/
gtatic int num_threads;

/* sync_init - Inicializa a sincronizacao
entrada - o numero de threads
para serem sincronizados. */

void sync_init (int num_thr) {
count_block = num_threads = num_thr;
mutex_init (&mutex_block, USYNC_THREAD, NULL);
cond_init (Zcond_block, USYNC_THREAD, NULL);

/¥ sync - sincronizacac */

void sync (void) {
mitex_lock (&mutex_block):
--count_block;
if (count_block)
cond_wait (Zcond_block, &mutex_block);
elga {
count _block = npum_threads;
cond_broadcast (&cond_block):
}
mutex_unlock (&mutex_block);
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/* sync_destroy - destroi as variaveis usadas
na sincronizacao */

void sync_destroy (void) {
cond.destroy (%Zcond_block);
mutex_destroy {(&mutex_block);

1

A.7 Compilando um programa paralelo

Para se compilar um programa paralelo deve-se acrescentar as diretivas de com-
pilagdo -1thread -REENTRANT ao compilador cc. Estas diretivas fazem com que
sejam usadas fungdes da biblioteca que suportam threads, ou seja. funcgfes que
podem ser chamadas simultaneamente por vérios threads em que haja inter-
feréncia alguma entre eles. Cada manpage sobre fun¢des da linguagem C pos-
sui informagdo sobre o MT_LEVEL das fungdes. Se elas forem do tipo MT Safe
{ Multithreaded-Safe) entdo elas podem ser chamadas por virios threads ao mesmo
tempo, sem que seja necessdrio um tratamento especial via varidvel mutez.
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